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RESUMO

O estudo das interagoes entre os spins em materiais magnéticos é um tema de grande
importancia em mecanica estatistica. A investigacao das grandezas termodinamicas e
estatisticas de modelos de spins, tal como o modelo de Potts, ajudam a entender melhor
a dinamica de sistemas complexos, possibilitando uma grande variedade de aplicacoes
em diversas areas. No caso do modelo de Potts, por exemplo, suas aplicacoes vao desde
a teoria de grafos em Fisica Matematica, simulacoes de formacao de guetos étnicos em
Sociologia até estudos sobre padrao de crescimento de células malignas e sua influéncia
no crescimento de tumores de cancer.

Nesta dissertacao, investiga-se a transicao de fase do modelo de Potts com ¢ estados, de-
finido em uma rede fractal e com interagdes aleatdrias (positivas e negativas) entre spins
primeiros vizinhos. Os valores dessas interagoes sao escolhidos randomicamente a partir
de uma funcao de densidade de probabilidades e distribuidas em uma rede hierarquica da
familia diamante com fator de escala 3. Considerou-se as seguintes fungoes simétricas:
gaussiana (normal), delta-bimodal, uniforme e exponencial. Essa familia de redes é cons-
truida de uma maneira iterativa em um processo que lhe assegura a propriedade de
inwvariancia de escala, possibilitando assim que a técnica do grupo de renormalizacao no
espaco real de Migdal-Kadanoff seja apropriada para estudar os fenomenos criticos do
modelo em tais redes.

As equagoes de renormalizacao para os acoplamentos e para suas correspondentes trans-
missividades térmicas foram obtidas de forma analitica exata. Utilizando o método co-
nhecido como método dos reservatorios foi possivel analisar numericamente a evolugao das
distribuicoes dos acoplamentos renormalizados e verificar a existéncia de uma transicao
da fase paramagnética de altas temperaturas para a fase condensada em baixas tempe-
raturas, determinando-se os respectivos pontos criticos para os casos particulares com o
numero de estados de Potts ¢ = 3, 4, 5 e 6, em redes com dimensao fractal Dy =4, 5 e 6.
Para cada modelo especifico com niimero de estados de Potts ¢ = 3, 4, 5 e 6, foi também
calculada a correspondente dimensao critica inferior, abaixo da qual a transicao de fase
nao é observada.

Palavras-chave: Modelo de Potts, Redes Hierarquicas, Grupo de Renormalizacao de
Migdal-Kadanoff, Método dos Reservatorios, Vidro de Spins.
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ABSTRACT

The study of interactions between the spins in magnetic materials is a topic of great
importance in statistical mechanics. The investigation of thermodynamic and statistical
properties of spin models, such as the Potts model, helps to better understand the dyna-
mics of complex systems, enabling a wide variety of applications in many areas. In the
case of the Potts model, for example, its applications range from graph theory in mathe-
matical physics, simulations of the formation of ethnic ghettos in sociology to studies on
the growth pattern of malignant cells and its influence on the growth of cancer tumors.
In this dissertation, we investigate the phase transition of the g-states Potts model, de-
fined on a fractal lattice and with random interactions (positive and negative) between
first nearest-neighbor spins. The values of these interactions are chosen randomly from
a probability density function and distributed in a diamond-hierarchical lattice family
with scale factor 3. We considered the following symmetric functions: Gaussian (nor-
mal), delta-bimodal, uniform and exponential. This lattice family is built in an iterative
manner in a process which ensures the property of scale invariance, thus enabling the
technique of real-space Migdal-Kadanoff renormalization group be appropriate to study
the critical phenomena model in such lattices.

The renormalization equations for the couplings and the corresponding thermal trans-
missivity were obtained analytically and exactly for arbitrary values of ¢ and the fractal
dimension of the lattice. Using a numerical method, known as pool method, it was possible
to numerically analyze the evolution of the distribution of the renormalized couplings ve-
rifying the existence of possible phase transitions. The transition from high-temperature
paramagnetic phase to the low-temperature condensed phase has been particularly stu-
died and the associated critical points obtained for the cases with number of Potts states
g = 3,4,5 and 6 in lattices with fractal dimension Dy = 4, 5 and 6. For each speci-
fic model with the number of Potts states ¢ = 3, 4, 5 and 6, it was also calculated the
corresponding lower critical dimension below which the phase transition is not observed.

Keywords: Potts model, hierarchical networks, Migdal-Kadanoff renormalization group,
pool method, spin glasses.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Nesta dissertacao, estudamos as transicoes de fase do modelo de Potts com ¢ estados e
acoplamentos aleatorios entre sitios primeiros vizinhos, definidos em redes hierarquicas
da familia diamante com dimensao fractal arbitraria e fator de escala 3.

A dissertacao foi organizada com o seguinte roteiro: no capitulo 1, secao 1.1, apre-
sentamos uma breve descricao da origem do modelo de Potts, suas primeiras versoes
e a sua solugao na aproximacao de campo médio, e damos exemplos de suas possiveis
aplicagoes em outras areas das Fisica. Em seguida na secao 1.2, descrevemos as prin-
cipais caracteristicas das redes hierarquicas justificando sua escolha para estudar esse
problema, a qual permite usar a técnica do grupo de renormalizacao no espago real de
Migdal-Kadanoff apresentada na secao 1.3. Em seguida, na secao 1.4, apresentamos a
solugao do modelo estudado nos casos em que as interacoes entre spins sao homogéneas,
i.e. sao todas constantes positivas ou constantes negativas correspondendo aos casos dos
modelos ferromagnético ou antiferromagnético, respectivamente, estudados previamente
por outros autores em vdrios contextos. No capitulo 2, fazemos inicialmente (segao 2.1)
uma breve descricao dos estudos realizados acerca do modelo de Potts com interagoes
aleatorias competitivas, o qual recebe a denominacgao de vidro de spins de Potts, e que foi
estudado previamente por varios autores usando diferentes métodos. Focalizamos, porém,
nos estudos do modelo na familia de redes hierdrquicas diamante com fator de escala 2,
tendo em vista que os presentes resultados ampliam e complementam tais estudos para
o caso das redes com fator de escala 3, uma distin¢cao relevante que ocorre no caso do
modelo antiferromagnético. Em seguida, na secao 2.2, apresentamos o célculo analitico
exato da equacao de renormalizacao para os acoplamentos do modelo estudado, realizado
nesta dissertagao, e na segao seguinte (2.3) descrevemos o método numérico usado para
analisar o comportamento do fluxo das distribuicoes dos acoplamentos renormalizados, o
qual permite identificar as transigoes de fase porventura existentes.



2 INTRODUCAO

1.1 MODELO DE POTTS

O modelo de Potts descreve a interagao entre spins em uma rede (grafo) com varidveis
que podem assumir q estados. Nesse modelo existem dois valores possiveis para a energia
de interacao entre as varidveis de spin: 0 (zero) quando os valores das varidveis forem
diferentes e 1 quando tiverem o mesmo valor. O modelo de Potts com ¢ estados contém
o modelo de Ising como um caso particular quando ¢ = 2. O estudo do modelo que veio
a ficar conhecido como modelo de Potts foi proposto por Cyrill Domb [1] como tépico da
tese de doutoramento do seu entao estudante Renfrey B. Potts. Na realidade o que Domb
propos foi que a transformacao estudada por Kramers e Wannier [2] para o modelo de
Ising bidimensional poderia ser generalizada para um modelo vetorial planar contendo 3
orientacoes simétricas nos angulos de 0, %’r e 43”, sugerindo entao obter a temperatura de
Curie para esse modelo. Domb acreditava que seria possivel obter um modelo vetorial
planar com q orientagoes simétricas. Uma versao do modelo para 4 estados ja havia sido
estudada anteriormente por Ashkin e Teller [3].

Apds um estudo mais detalhado, Potts percebeu que nao era possivel generalizar a
transformacao pelo modelo vetorial planar mas sim por um modelo com g-estados com
duas energias de interacoes distintas que correspondem ao vizinho mais préximo estar no
mesmo estado ou em um estado diferente.

A generalizacdo proposta inicialmente por Domb consiste em um sistema de spins
confinados em um plano “apontando” para uma das ¢ dire¢oes simétricas definidas pelos
angulos:

2
0, =" =012 .. (q—1) (1.1)
q

E razoével considerar que as interagoes entre os vizinhos mais préximos dependa apenas
do angulo entre essas diregoes.

Figura 1.1 Representagao dos spins por vetores confinados num plano, no modelo proposto
por Domb [1].

Se o angulo entre os spins dos sitios i e j, é

@ij = an — 9m s (1.2)



1.1 MODELO DE POTTS 3

o hamiltoniano de interacao pode ser definido como:
H=-Y% JOy). (1.3)
<iyj>

O modelo sugerido por Domb ficou conhecido como modelo de Potts planar (Fig. 1.1),
com a interacao entre pares de spins definida por:

J(@”) = —€ COS(@TL]' — Qm) . (14)

Para esse modelo, Potts conseguiu calcular o ponto critico de uma transicao de fase
ferromagnética (e > 0) em uma rede quadrada para q = 2, 3, 4. Mas nao foi possivel
obter tal resultado para ¢ > 4. Potts sugeriu entao o modelo que ficou conhecido como
modelo de Potts padrdo (ou simplesmente modelo de Potts). Definindo

J(@l]) = —€ 50'7:70']- N (15)

@
1

Onde {0;} é a variavel de spin de Potts do sitio
(ouo; =0,1,...,g — 1). sendo

e pode assumir valores 0; = 1,2, ....q

1, s€ 0; =0j.

007 = (1.6)
! O, se  0; 7é 0.

Se considerarmos apenas a interagao entre primeiros vizinhos entao, na auséncia de campo
externo aplicado, temos que o hamiltoniano é dado por:

H=- Z Jijéaigj . (17)

<1,7>

Através da aproximacao de campo médio foi possivel obter um resultado qualitati-
vamente satisfatorio da transicao de fase do modelo de Ising [4]. Na auséncia de uma
solugao exata, é natural que examinemos o modelo de Potts na aproximacao de campo
médio. Como exemplo, vamos aplicar essa solucao e mostrar que esse modelo apresenta
transicao de fase de primeira ordem para o caso em que as interacoes entre os spins
sao homogéneas. Observando a equagao (1.7), podemos notar que o modelo de Potts
padrao serd: ferromagnético se J;; = J > 0 e serd antiferromagnético se J;; = J < 0. O
hamiltoniano de interagao, como sugerido por F. Y. Wu [4] tem a seguinte expressao:

Jy
H = _ﬁ %:50'in 5 (18)

onde v representa o nimero de coordenagao da rede.
A fungao de particao candnica é dada por [5]:

Z = Ze*BE({”}) . (1.9)

{o}



Entao, podemos escrever:

qg—1 g—1 q—1 Jﬁ N
Z = Z Z Z exp [2—]\7225%%] .

01=002=0 on=0 i=1 j=1

(1.

INTRODUCAO

10)

Definiremos duas grandezas que simplificarao a notacao das proximas equacoes. A

primeira, n,, que é o numero de spins no estado o;

e T, que nos dard a fracdao de spins que estd no estado o;.

qg—1

Mo,

Toy = 77 onde g Ty, =1
o;=0

(1.

(1.

11)

12)

Para reescrever a funcao de particao em termos dessas novas grandezas substituiremos

as equagoes (1.11) e (1.12) em (1.10):

= exp[ 20 ns)
o1=0 on=0 =1
logo:
qg—1 q—1 J N
Z:ZZGXP[TZ U'z]
01=0 on=0 =1

q—1 qg—1 N
J By
7 = — X,
[Texpl 5 Lol
o1=0 on=01=1
Sabendo que:
q—1 q—1
J
4 = exp( g xal)
o1=0 on=0

) [ZGXP (%%)] o [Zexp (‘]

o1

podemos obter a funcao de particao canodnica:

13)

14)

15)

.16)

17)

.18)



1.1 MODELO DE POTTS

Vamos obter agora uma expressao para a energia livre de Helmholtz por spin a partir

da seguinte relacao:
F=U-TS.

Para o valor de U podemos considerar:
U=FE=(H),
e, pela definicao de média termodinamica, temos que:

_ X He M
S

Substituindo a equagao (1.8) na equagao acima:
Jy
_Z 7 —-BH
2o ( 2N Zé”“’f> ‘
ij
2 '

E = (H)

B =

Rearrumando a expressao e usando as defini¢ées (1.11) e (1.12), entao:

o R

b= S P

Podemos observar que:

logo:

Jy [ Jy -
E=- <Zxai> ==Y )
=1 =1

Considerando que o sistema possui invariancia translacional temos:

(To;) = (75) Vi,
e entao:

Jvy ol Jy
B==3 L) = =5 (V- (o).

Chegamos, assim, a equagao:

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)



6 INTRODUCAO

Por outro lado a fracao média de spins no estado o, pela definicao de média, é

(xy) = ixa -P(0), (1.28)

onde P(o) é a probabilidade de encontrar spins no estado o. Mas, até a ordem do termo
lider em N, temos
n
Nne ~ NP(0) " x5, = Wa ~ P(o0). (1.29)
Finalmente, substituindo (1.29) em (1.28), a expressao para a energia média por spin até

a ordem do termo liderm em N, fica, [4]

-1

E Jy .

— = ——ngz. (1.30)
0

Para obter a energia livre (eq. 1.19), precisamos de uma expressdo para a entropia
por spin que esteja escrita em termos de x,,. Para isso usaremos a definicao de entropia
encontrada no livro do Reif [5]:

S
N kp[In(Z)+ B8 < H >]. (1.31)
Sabemos que:
E=<H>= ZE" -P(0), (1.32)
e ainda que:
o0 s
Plo) =" (1.3

Manipulando a equagao acima temos, juntamente com a condigao de normalizacao Y ¢, P(o) =
1, uma expressao para a entropia por spin até a ordem do termo liderm em N:

S =
N - _kB ;xa ' ln(xa) . (134)

Reescrevendo a equagao (1.19) e dividindo ambos os lados pelo nimero de spins N:

F E S
~onv Ty (1.35)

Substituindo as equacoes (1.30) e (1.34) na equacdo acima, obtemos

J qg—1 q—1
f= _§2x02+kBTng-ln(xU), (1.36)
o=0 o=0
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e com isso chegamos a uma expressao para a energia livre por spin [4]:

q—1

Bf =) lws-In(zy) — —=,7], (1.37)

onde = ,CBLT e K = ]CBLT

Como z, representa a fracao dos sitios que estda no estado o temos que, se todos
os sitios estiverem no mesmo estado, ou seja se x, = 1, o sistema encontra-se na fase
condensada (ferromagnética). Se, por outro lado, todos os estados estiverem igualmente
populados entao a fracao de sitios em um determinado estado o sera z, = % correspon-
dendo assim a fase paramagnética. Dessa maneira podemos escolher um parametro m
tal que [4]:

g = —[14+(@—1m], o=0 (1.38)

(1—-m), o=1,2,....(¢—1), (1.39)

Ty —

QIR

onde m é o parametro de ordem e 0 < m < 1.
Substituindo essas solugoes em (1.37):

q—1
Bf = xo In(zg) — %%2 + Z[azo In(z,) — %%2] . (1.40)
o=1

Como, para qualquer o desse somatoério, a solucao para z, serd sempre a mesma, entao
podemos substituir o somatoério por um fator multiplicativo (¢ — 1):

Bf = xo In(zg) — %:%2 + (¢ — D[z, In(z,) — %xﬁ] ) (1.41)

Substituindo as solugbes (1.38) e (1.39) na equacao acima e rearrumando as expressoes
obtemos:

Bf = 3[1 + (g = Lym] [l + (g — 1)m]

+(q— 1)(1 —m)
q

—In(q) - %(q —)m® — ——.

In(1 —m) (1.42)

Bf(0)=—In(q) — - (1.43)
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Obtemos assim uma expressao para a energia livre por spin:

BLf(m) — F(0)] = %u+w-1wnmu+W—1wn
G 1)((]1 ~) a1~ m) (1.44)
7K 2
_Q_q( —1)m

No limite em que m < 1 podemos fazer uma a expansao em série da equacgao acima a fim
de verificar o tipo de transicao de fase que ocorre. Para isso, faremos uso das seguintes
expansoes:

1+ (g~ Dm] = (g~ Dm— (g~ 1m0
+%@_1Pm§+”' (1.45)
ln(l—m) = —m—§m2+...

Substituindo as equagoes (1.45) na equagao (1.44) e em seguida fazendo algumas mani-
pulacoes obtemos, finalmente, a expressao:

i) - s} = g~ Lo - 10— 2w
+%@-1f@—2ﬁ#+-~ (1.46)

A existéncia de um coeficiente negativo no termo cubico para g > 2 revela a ocorréncia
de uma transicao de fase de 1* ordem para o sistema [6].

O modelo de Potts ferromagnético tem sido amplamente estudado em diversos contex-
tos [4]. Observa-se que esse sistema, para ¢ > 2, é paramagnético em altas temperaturas
e em baixas temperaturas exibe um comportamamento ferromagnético.

Recentemente o modelo de Potts vem se tornando uma ferramenta muito ttil, com
uma grande variedade de aplicagoes para diversas areas além da mecanica estatistica de
transicao de fase tais como Biologia, Sociologia e Fisica Matemaética.

Em Biologia, por exemplo, had uma aplicagao bastante promissora do modelo de Potts
no estudo de como a quantidade e localizagao de nutrientes em tecidos saudaveis influencia
no padrao de crescimento de células malignas e na formacao de cancer [7].

Com uma leve alteracao no Hamiltoniano do modelo de Potts padrao, Schulze, C.
conseguiu, baseando-se no trabalho sobre segregagao do economista Schelling, T. C. (No-
bel de Economia em 2005) [8], simular a formagao de guetos étnicos bem como a sua
prevencao através da andlise de uma grandeza definida como temperatura social. [9]

Como exemplo de uma aplicacao em Fisica Matematica, podemos citar a relagao entre
a funcao de particao do modelo de Potts padrao com os polinomios de Tutte que sao de
grande interesse no estudo da teoria dos grafos [10]. Em particular, no caso em que os
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acoplamentos sao negativos (J < 0), o modelo é dito ser antiferromagnético. Sua fungao
de partigdo em 7" = 0 é precisamente o chamado polinomio de Tutte cromatico P(G,q)
do grafo GG, que conta o nimero de maneiras de atribuir ¢ cores aos vértices (sitios) de
G, de tal maneira que nenhum par de vértices conectados possua a mesma cor [11].

Os exemplos citados acima servem para dar um panorama geral de como o estudo
desse modelo é rico em possibilidades de aplicacao. Mas, é importante salientar que
para ser possivel desenvolvermos aplicacoes ainda mais elaboradas precisamos responder
questoes fundamentais, ainda em aberto, a respeito do modelo de Potts.

Nesta dissertacao, nos dedicaremos ao estudo das possiveis transicoes de fase do mo-
delo de Potts, definido em redes hierarquicas e possuindo interagoes aleatorias com sinais
positivos e negativos.
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1.2 REDES HIERARQUICAS

Ao estudarmos sistemas de spins é importante levarmos em consideracao a forma como
os spins (ou varidveis de spin) estao distribuidos espacialmente. No estudo dos materiais
magnéticos sao consideradas diversas formas de organizacao desses materiais. Muitos
dos modelos com interagoes de intercambio estudados sao definidos em redes de Bravais,
ou seja, redes baseadas em uma célula unitdria e com simetria translacional [12]. Para
ilustrar isso, podemos citar a famosa solucao exata do modelo de Ising bidimensional
apresentada por Onsager em 1944 [13], que por um longo tempo manteve-se como o
primeiro e o tnico modelo de spins (matematicamente rigoroso) com solu¢do exata em
sistemas com dimensao maior que 1, e que por isso representa um dos marcos na Fisica
tedrica [14].

Porém o ntimero de modelos definidos em rede de Bravais que possuem solucao exata
¢ muito reduzido. Uma alternativa na busca por solucoes exatas para esses modelos é
estudar o seu comportamento em redes fractais. Essas redes possuem simetria por trans-
formacgao de escala. Porém, ao contrario das redes de Bravais, nao possuem simetria
translacional. Modelos com solugoes exatas em redes que nao possuem simetria transla-
cional tem contribuido para o desenvolvimento da mecanica estatistica da transicao de
fase [15].

Redes fractais obtidas a partir do processo de iteracao de uma célula basica sao
denominadas redes hierdrquicas.

Algo muito interessante nesse tipo de rede é que, em muitas situacoes, elas podem ser
consideradas como um tipo de aproxzimag¢ao de alguma rede de Bravais [16]. Isso porque
modelos que nao possuem solucao exata em rede de Bravais, podem possuir solucao exata
em uma rede hierarquica cuja dimensao fractal é préxima daquela da rede de Bravais
de interesse [17]. Devemos tomar cuidado ao tentarmos utilizar resultados obtidos em
modelos definidos em redes hierdrquicas para descrever o comportamento do modelo em
redes de Bravais. Pois embora solugoes exatas em redes hierarquicas nos deém uma
descricao qualitativa do que acontece em uma rede de Bravais, os resultados numéricos
obtidos sao, em geral, pouco precisos.

Recentemente redes hierarquicas tém atraido muita atencao no estudo da mecanica
estatistica das transicoes de fase, porque modelos classicos de spin, tais como os modelos
de Ising e de Potts, tém solucao exata nessas redes [18]. Neste trabalho utilizaremos um
exemplo de rede hierarquica conhecida como rede tipo diamante.

Como ja foi dito anteriormente, a rede hierdrquica é gerada de uma maneira iterativa.
Parte-se de uma célula denomidada de célula unitdaria e em seguida substitui-se cada uma
das ligacoes dessa célula por uma célula idéntica a original.

Para construirmos uma rede hierarquica tipo-diamante, que é o tipo que utilizaremos
nessa dissertacao, parte-se de dois pontos conectados entre si os quais correspondem
a hierarquia de ordem zero, como na figura 1.2 (a); na iteragao seguinte a ligagdo da
hierarquia de ordem zero é substituida por p conexoes em paralelo, cada uma contendo b
ligagOes (conexdes) em série como mostra a figura 1.2 (b), a essa hierarquia de ordem 1
dé-se o nome de célula unitdria (ou célula bésica) da rede.

Para obter hierarquias de ordem superior, deve-se substituir sucessivamente cada
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® _
—_— b ligagdes
o ]
| \
p ramos (ou conexdes)
(a) (b)

Figura 1.2 Formagao da célula unitaria da rede hierdrquica tipo diamante. (a) hierarquia de
ordem zero, (b) célula unitaria com p conexdes e b ligagdes por conexao.

ligacao da rede pela célula unitdaria. Esse processo pode ser repetido até que se te-
nha uma rede com N hierarquias (Fig. 1.3) [17, 18, 19]. Nos vértices ou sitios da rede
formada sao alocadas as varidveis de spin, e com isso podemos estabelecer as ligagoes
como os acoplamentos entre os spins. Se o processo é realizado no sentido inverso ao que
foi descrito aqui, este é conhecido como processo de dizimagao da rede. Nele se parte das
redes de hierarquia maior e vao se reduzindo progressivamente até alcancar a hierarquia
de ordem zero.

Como ja foi dito, a rede hierarquica tipo-diamante é uma rede fractal e portanto pode
apresentar dimensao nao inteira. Sendo assim é necessario que utilizemos uma definicao
apropriada de dimensao fractal para as caracteristica geométricas dessa rede. Se L é
o tamanho caracteristico linear da rede, em unidades de ligacoes, e N, estd associado
ao seu volume (numero total de ligagbes) para determinado tamanho, entdo define-se
a dimensao fractal pelo expoente que governa o crescimento do volume com relagao ao
tamanho caracterfstico, ou seja, N, o< L% sendo d; a dimensao fractal definida no limite
termodinamico como [20]:

(1.47)

No caso de uma rede hierarquica tipo-diamante, cuja célula unitaria tem p conexoes
e fator de escala b, na n-ésima hierarquia temos que: L = b" e N, = (bp)". Com isso
podemos reescrever a dimensao fractal da rede em termos de p e b [19]:

In(p)

() (1.48)

dy =1+
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.

(@) (b) {c)

Figura 1.3 Processo de formagao da rede hierdrquica tipo diamante com p =2 e b = 3. (a)
hierarquia de ordem zero; (b) célula unitéria da rede (ou hierarquia de ordem um)j; (c¢) hierarquia
de ordem 2.

Para uma rede com N hierarquias o nimero total de sitios é:

o2y 7Dl ”

e o numero de ligacoes,
Ny = (op)™ . (1.50)

A propriedade de invariancia de escala das redes hierarquicas tipo-diamante faz com
que o uso da técnica do Grupo de Renormaliza¢iao de Migdal-Kadanoff (GRMK) seja
exata para esse tipo de rede. A técnica do GRMK serd melhor discutida na segao seguinte.
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1.3 GRUPO DE RENORMALIZACAO DE MIGDAL-KADANOFF

Até meados da década de 1960, a maior parte dos métodos aproximativos que eram co-
nhecidos para o estudo das transicoes de fase davam um entendimento apenas qualitativo
dos fenémenos criticos inerentes [21].

Os célculos dos expoentes criticos de modelos de spin eram feitos de trés maneiras: por
solugao exata do modelo, através da andlise das propriedades termodinamicas no regime
critico; por simulagdo numérica direta; ou por extrapolacao de solugoes aproximadas [22].

Uma das solugoes mais bem sucedidas para o problema da transicao de fase foi baseada
nos argumentos propostos por Kadanoff em um artigo de 1966 [23]. O ponto principal do
argumento apresentado é que quando nos aproximamos do ponto critico, o comprimento
de correlagao vai crescendo resultando numa diminuicao da sensibilidade do sistema a
uma transformacao de escala. No ponto critico, o comprimento de correlacao seria tao
grande (£ — 00) que o sistema se tornaria invariante a uma transformagdo de escala [24].

A intuicao Fisica apresentada no argumento de Kadanoff carecia de um desenvolvi-
mento mais quantitativo. O problema foi resolvido de maneira definitiva e profunda por
Kenneth Wilson (Nobel, 1982) em dois artigos fundamentais no ano de 1971 [25, 26].
Wilson construiu sua teoria aperfeicoando uma técnica em Fisica tedrica chamada grupo
de renormalizacdo (GR).

A técnica do GR divide-se em duas classes. Uma relacionada a teoria de campos
conhecida como técnica do espaco-k, que recebe esse nome por tratar de quantidades
escritas em termos de transformadas de Fourier. E a outra recebe o nome de grupo de
renormalizacao no espaco real. O termo espaco real se refere ao fato de essa técnica
envolver quantidades que dependem da posicao no espago de coordenadas usual. Nesse
trabalho, utilizaremos as técnicas do grupo de renormalizacao no espaco real que também
¢ conhecido como Grupo de Renormalizagdo de Migdal-Kadanoff (GRMK).

O método do GRMK é apropriado para modelos baseados em redes que apresentam
simetria de escala discreta. Uma rede tem simetria de escala se ao agruparmos os sitios
da rede em blocos e substituirmos esses blocos por um tnico sitio que representa todos os
sitios do bloco (inclusive com suas interagoes) conseguirmos produzir uma rede semelhante
a inicial exceto por um fator de escala b (Ver Fig. 1.4).

Utilizando esse processo alteramos o comprimento de escala do sistema obtendo as-
sim uma nova rede reduzida com um nimero menor de sitios e um numero menor de
interacdes. A rede inicial descrita pelo Hamiltoniano reduzido, H = kbiT, é renormalizada

para um novo sistema descrito pelo novo Hamiltoniano reduzido H’:
H' = R(H). (1.51)

O operador do grupo de renormalizacao R reduz o nimero de graus de liberdade do
sistema preservando suas propriedades de simetria. O fator de escala da transformacao ¢é

definido por:
N

N’
onde N é o ntimero de spins da rede original, N’ é o nimero de spins da rede renormalizada
e d é o nimero de dimensoes espaciais [27].

b = (1.52)
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Figura 1.4 Processo de renormalizacao da rede quadrada. Cada bloco com 9 sitios na rede
original, juntamente com suas interacoes é substituido por um tnico sitio na nova rede.

A condigao essencial que deve ser satisfeita por qualquer transformacao de grupo de
renormalizacdo é que a func¢ao de parti¢ao seja invariante sob a transformacao [21]:

Zn(H') = Zy(H) (153)

Como a energia livre é uma grandeza extensiva entao, de acordo com a condi¢ao descrita

acima, a energia livre por spin reduzida, f' = ,%LT se transforma da seguinte maneira:
fI(H) =" (1), (1.54)

ou seja, como uma fung¢ao homogénea.

Utilizamos nessa se¢ao uma rede quadrada genérica a fim de ilustrar a técnica de
maneira qualitativa. A seguir, na secao 1.4, aplicaremos o GRMK ao modelo de Potts na
rede hierarquica tipo diamante.
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1.4 MODELO DE POTTS EM REDES HIERARQUICAS

Diversos estudos a cerca do modelo de Potts vém sendo realizados nos tltimos anos
utilizando varias técnicas diferentes e com as mais diversas finalidades. Como exemplo
de um desses estudos podemos citar o atualmente bem entendido caso do ferromagneto
de Potts com g-estados que foi investigado utilizando-se aproximacao de campo médio
em [4].

A relacao entre a funcao de particaio do modelo de Potts padrao com acoplamentos
negativos (antiferromagneto de Potts) em T' = 0 ( “ground-state”) e o polinémio de Tutte
cromatico foi estudada utilizando o processo denominado de inflacao de arestas e vértices
(“edge and wvertex inflation”). (ver [11] e referéncias contidas). O polinémio de Tutte
cromatico P(G, q) do grafo G, conta o niimero de maneiras de atribuir ¢ cores aos vértices
(sitios) de G, de tal maneira que nenhum par de vértices conectados possua a mesma cor.

No artigo de F. Shuangli e F. Zhong publicado recentemente, utilizou-se uma sucessiva
aplicagao do procedimento do grupo de renormalizacao de Monte Carlo na presenca de
uma variacao linear de temperatura para estudar o modelo de Potts com ¢ = 3 estados
em uma rede quadrada [28].

Em redes hierarquicas, podemos citar o artigo de Fernando D. Nobre e Evaldo M.
F. Curado que investiga a degenerescéncia do estado fundamental do antiferromagneto
de Potts com ¢ estados em redes tipo diamante com fator de escala b = 2 e b = 3
[29]. Ainda em redes hierdrquicas podemos citar o trabalho de Ladério et al [16] onde
os autores estudam as propriedades de criticalidade e multifractalidade da magnetizagao
local e global na auséncia de campo externo aplicado para o ferromagneto de Potts com
q estados definido em redes hierarquicas.

Observa-se que para baixas temperaturas o modelo ferromagnético de Potts em d
dimensoes, na auséncia de campo externo aplicado, apresenta uma transicao do estado
paramagnético para o estado ordenado ferromagnético para qualquer ¢ > 1l ed > 1 e
que para esse sistema os resultados qualitativos sao independentes do fator de escala b
[15]. Na presenca de um campo magnético intenso, além da transi¢do usual sofrida pelo
ferromagneto de Potts, observa-se uma transigao de fase tipo-Ising [30].

Enquanto o ferromagneto de Potts nao sofre mudanga qualitativa ao variarmos sensi-
velmente o fator de escala da rede utilizada, o modelo de Potts antiferromagnético puro,
que foi estudado primeiramente por Berker e Kadanoff [31], apresenta um comportamento
notavelmente distinto para redes com b = 2 e b = 3. Observa-se que o comportamento do
modelo para valores pares do fator de escala b é qualitativamente similar ao caso b = 2
enquanto que para todos os valores impares de b o comportamento assemelha-se ao caso
em que b = 3 [32].

No artigo de Y. Quin e Z. R. Yang [19], os autores utilizam o método de GRMK para
investigar o antiferromagneto de Potts definido em uma rede hierarquica diamante. Eles
dividem os sistemas em dois grupos: as redes com fator de escala impar e redes com fator
de escala par, encontrando uma relagao de recorréncia distinta em cada um dos casos.

Em b = 3 o0 modelo antiferromagnético apresenta, em baixas temperaturas, uma fase
que ficou conhecida como fase Berker-Kadanoff onde o comprimento de correlacao decai
algebricamente e a temperatura critica ¢ diferente de zero [19].
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Vamos agora considerar o modelo de Potts com interagoes homogéneas (ferromagnéticas
ou antiferromagnéticas) definido em uma rede hierdrquica do tipo diamante com fator de
escala b = 3 e aplicar a técnica do GRMK. E importante notar que como vamos tratar,
inicialmente, de um sistema de Potts com interacoes homogéneas, devemos considerar

que todas as interagOes entre os spins tém o mesmo valor (J;; = J). Podemos entao
partir da equagao (1.7) e reescrever o Hamiltoniano de interacao:
H = _qJ Z 501‘7%' (1’55)
<ij>

onde multiplicamos a equacao (1.7) pelo nimero de estados ¢ a fim de normalizar o
hamiltoniano [33], com respeito ao nimero de estados gq.
Nesse ponto é bastante conveniente definir:
J
K=—-—— 1.56
T (1.56)
Onde K é o acoplamento reduzido entre os spins e kg é a constante de Boltzmann.
Substituindo a equacdo (1.56) em (1.55) obtemos o Hamiltoniano reescrito de uma
maneira adimensional:

H = qK Z 502’,%’ (157)
<ij>
H = —-pH (1.58)

A funcao de partigdo candnica, definida em (1.9), pode ser escrita como:
Z = Z exp {¢K Z [ (1.59)
o <ij>

O Hamiltoniano, da maneira como esta escrito até agora, nao traz em si nenhuma
caracteristica da rede. Para levarmos em consideracao que estamos tratando o modelo
em uma rede hierarquica tipo diamante é necessario que fagamos uma pequena distingao
entre os sitios da célula unitéria.

Observando com atengao a figura (1.5), podemos reescrever a funcao de partigao:
p
Z =" "exp{aK[D (o + 0ot + 00i0)} (1.60)
n o 1

1=

Podemos definir a funcdo de particao restrita como:

q q p
Zu,u’ = Z Z exp {qK[Z((SO'iM + 601/.;/ + 6@'02)]} : (1’61)

o;=1lo/=1 i=1

E, com isso

7 = ZZ/W' (1.62)

{u}
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Figura 1.5 Célula unitaria da rede hierdrquica tipo diamante com fator de escala b=3, p
conexoes e acoplamentos homogéneos.

Como a exponencial de uma soma resulta em um produto de exponenciais

q q p
Zu,u’ = Z Z H GXp {QK((S%'M + 502{#' + 501‘0;)} (163)

oi=1g/=11i=1

Podemos reescrever a equagao acima como

p
Zyr =[] D ex0 {aK (S + Sty + 0001)} - (1.64)

=1 g;,0]
Podemos definir uma func¢do de parti¢ao restrita por conexao (ou ramo) como
z\", = Z exXp {qK (§5up0 + Gt + 00s00) } (1.65)

de modo que
Ty = Hz“ (1.66)

Para entender melhor o que seria essa fungao de particao restrita por conexao podemos
considerar a célula unitaria como sendo um conjunto de cadeias lineares onde cada uma
das p conexdes paralelas é composta por b ligagoes em série. (ver fig. 1.6)

Para dar prosseguimento na obtencao da funcao de particdo restrita por conexao
vamos agora separar o somatorio: os termos com sitios internos no mesmo estado (o, = o)
e os termos com sitios internos em estados distintos (o) # o;). Logo:

Z0, = 3" exp{qK (Goys + 0oy + 1)} + > exp {qK (35, + o)} (1.67)

0i#0]
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H H
® 9
K
A ,
Renormalizagdo
K — K; = f(K)
O, .
K
@ o
1 H
(a) (b)

Figura 1.6 Renormalizagao da i-ésima conexdo. (a) conexao ¢ antes da renormalizagao; (b) o
processo de renormalizagdo gera uma nova conexao cujo acoplamento K/ é funcdo dos acopla-
mentos antigos K°.

Podemos reescrever a equagao acima como:

ZSL/ = etK . Z exp {qK (0o, + Oppr) } + Z exp {qK (0o, + 0oy } (1.68)
o ekl

Vamos considerar as seguintes possibilidades para os sitios raizes: eles podem ter o
mesmo estado (u = p') ou podem ter estados distintos (u # /).

Lop=y

q
K= = oY ikt

ol=0;=1

£35S exp g o + )} (1.69)

o; —1 0'1*1

O'i?éo'l-

Podemos resolver o somatdrio para (o, = 0;) e usar a propriedade das exponenciais
novamente para o somatério com (o) # o;):

7 q
Z/(;L _ qu[QQQK +(g—1)]+ Z Z 1Ko, quég;# _ (1.70)

0-;:1 O‘Z‘Zl

0:#0)
Resolvendo agora o somatdério para (o) # 0;), temos que:

= e[+ (g —D)]+ {(g—De™ + (¢ — De?™ +[g(¢ — 1) — 2(¢q — 1)(]} g
1.71

(@)
Z Holt
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Logo:
i) 3¢K K
Zlgjl—e M+ 3(g—1)e™ +q(qg—3)+2. (1.72)
2. pA W
Zune = e[ 4+ e 4 (g - 2)]
H{P 4 (g = 2)e™ + (¢ — 2)e™ + q(g — 3) + 3} (1.73)
Agrupando alguns termos:
() _ q,2¢K K
Zyw =3¢ +3(q = 2)e™ +q(g—3) +3. (1.74)

Substiutindo os resultados obtidos para = i’ e u # p' na equacao 1.66 temos que:
Para p =

p
Zyw =[] ¥ +3(q— 1)e’™ +q(g — 3) + 2. (1.75)
=1
E para pu # 1/
p
Zyw = [ [3¢* +3(g — 2)e™™ +q(g —3) + 3. (1.76)

i=1
Como todos os acoplamentos sao iguais, inclusive os que sao de conexoes distintas,
entao o produtorio em ¢ representa o produto de p vezes o mesmo fator. Logo:
Para p =
Ty = [€¥5 +3(q = 1)e™ +q(g - 3) +2]" (1.77)
e para p #
Zyw = [362‘1K +3(q — 2)e™ + q(q —3) + 3}p ) (1.78)

Passaremos de uma hierarquia maior para uma menor tomando como ponto de partida
a célula unitaria da rede e substituindo todos os acoplamentos por uma tinica constante K’
que chamamos de acoplamento da rede renormalizada. Aplicando o processo de dizimagao
da rede o Hamiltoniano efetivo apds a renormalizacao é:

H = —BH' = qK’(SW, + constante, (1.79)

A fungao de particao da rede renormalizada é obtida através da equacao:
D 33 B IS S W (50
weoop
7' = ZZeXp (gK' 5W —i—C’) (1.81)

ARES ZZ@ equK(SW (1.82)
Z/

B
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onde Z ;/m’ ¢é a funcao de particao restrita, dada por:

Zpw = A exp (K ) (1.84)
com A = e“.
Temos que, quando
(a) p=p
! ! !
Ziw =2, = A-exp(¢K’) (1.85)
(b) p# 4
/
ZN’/"/ - A (186)

Como foi dito na segao (1.3), para qualquer transformagao de Grupo de Renormalizacao
a funcao de partigao ¢ invariante pela transformacao, ou seja:

Z'(H) = Z(H) (1.87)
Entao, para p = '
A-exp(gK') = [¥F +3(q — 1)e?™ +q(q—3) +2]", (1.88)
e, para pu # '
A= [36*F +3(q—2)e"™ +q(q—3)+3]". (1.89)

Substituindo a equagao (1.89) na equagao (1.88):

Lo _ 1€ +3(g = e +q(g—3) +2]

32K 1 3(q — 2)esK + q(q — 3) + 3] (90)

logo:
SR £ 3(g—1)e?™ 4+ q(g —3) +2
K =2 62 K+ (= 1e alg = 3) : (1.91)
q [3e?K +3(q—2)etK +q(qg—3)+3
Para estudarmos as possiveis transicoes de fase do modelo precisamos de um espaco
de parametros apropriado. Com isso em vista introduziremos a definicao de uma variavel

conhecida como transmissividade térmica [33]:

. 1 —exp—qK,
"1+ (g—1Dexp—gK,

(1.92)

De uma maneira simplificada, essa grandeza mede a probabilidade de um sitio estar, ou
nao, interagindo com outro sitio.
Podemos inverter a definicao e chegar a seguinte expressao:

14 (¢ —1)t,

exp (¢K,) =
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Podemos substituir a equagao (1.93) em (1.90) e efetuar uma série de manipulagoes

até obtermos: 14 ( P
+(q— 1)t
exp (¢K') = i—ar (1.94)

Usando a equagao (1.93) podemos substituir exp (¢K’) na equagao acima e obter:

1+ (g—1t [1+(¢g— 1D
1 —¢ - [1 _ t3]2’ ) (1‘95)

efetuando algumas manipulagoes podemos escrever uma realacao de recorréncia para a
transmissividade térmica:

/ [+ (g — D — (1 - )

T D - D) (1:90)

Nos pontos fixos teremos t' = t = t*x. Neste caso, a equagdo (1.96) se transformara
em uma equacao polinomial, cujas raizes reais serao os pontos fixos que descreverao as
transicoes de fase do modelo.

Manipulando a equagao (1.94) podemos reescrever os acoplamentos renormalizados
em funcao das transmissividades térmicas:

(1.97)

K =Y
1—13

q 1+(q—1)t3].

Nessa se¢ao foi visto um exemplo de como aplicar o método do GRMK a uma rede
hierarquica e obteve-se algumas relagoes que serao utilizadas mais adiante, no capitulo 2
dessa dissertacao, onde essa mesma técnica serd aplicada a uma situagao um pouco mais
complexa, em que as interacoes entre os spins da rede nao serao mais homogéneas mas
sim, aleatdrias.

No capitulo seguinte, investigaremos o modelo de Potts com interagoes aleatoérias
(Vidro de Spins de Potts) definido em uma rede hierdrquica da familia diamante com
fator de escala b = 3.



CAPITULO 2

GRUPO DE RENORMALIZACAO DE
MIGDAL-KADANOFF PARA O MODELO DE POTTS
EM REDES HIERARQUICAS COM FATOR DE
ESCALA 3.

2.1 VIDRO DE SPINS DE POTTS EM REDES HIERARQUICAS

Vidros de spins sao sistemas magnéticos cujas interagoes entre os momentos magnéticos
estdo em conflito umas com as outras devido a alguma desordem estrutural [34].

Em sistemas fabricados, colocando-se uma pequena quantidade de impurezas magnéticas
distribuidas aleatoriamente na rede de um material nao magnético, surgem interagoes de-
sordenadas, que podem ser interagoes competitivas.

Ao contrario dos sistemas ferromagnéticos e dos antiferromagnéticos, sistemas como
o descrito acima nao apresentam estrutura magnética ordenada com simetria de longo
alcance. Ha dois ingredientes basicos para se ter um sistema tipo vidro de spins: desordem
e interagoes competitivas (frustracao) [35].

Ligas magnéticas fracamente diluidas com frustagao e desordem, em geral, nao con-
seguem estabelecer comportamento com simetria de longo alcance como no caso ferro-
magnético e antiferromagnético. No entanto, esses sistemas apresentam uma transicao de
resfriamento (do inglés, freezing transition) para um estado com um novo tipo de ordem
em que os spins estao alinhados em diregoes aleatdrias “congeladas” [34].

O nome vidro de spin é atribuido a esse estado por duas razoes: a primeira é que os
ions, que funcionam como impurezas magnéticas na rede, tém seus momentos magnéticos
como que congelados aleatoriamente conforme supracitado; e segundo, em baixas tempe-
raturas o calor especifico é linear com a temperatura, como em um vidro convencional.
Devido as diregoes aleatdérias em que os spins congelam, nesse estado, embora existam
dominios magnéticos com magnetizacao nao nula, a magnetizacao global do sistema é
nula.

Ainda é uma questao de debate se o tempo de relaxacao e o comprimento de cor-
relacao do estado vidro de spins diverge na temperatura de resfriamento, significando
uma transicao de fase, ou apenas torna-se grande e finito. Com isso surge a pergunta:
A transicao de resfriamento é uma nova transicao de fase ou um fracasso em estabelecer
o equilibrio térmico completo durante o tempo de observagao? [34] Considerando que
h& uma transicao de fase podemos definir um novo parametro de ordem conhecido como
parametro de ordem Edwards-Anderson:

qea = < S; >, (2.1)

22
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onde S; é a variavel de spin e além disso < > representa a média térmica enquanto que
a barra superior representa a média configuracional sobre a desordem na distribuicao de
interacoes.

O modelo de Edwards-Anderson (EA) [36] e sua versao simplificada, o modelo de
Sherington-Kirkpatrick (SK) [37], estdo entre os primeiros que se propuseram a explicar
o comportamento de materiais com caracterisitcas de vidro de spins. No modelo de
EA a interagao de intercambio entre os spins da rede ¢ aleatoriamente ferromagnética ou
antiferromagnética de acordo com uma funcao de distribuicao de probabilidades simétrica.
O modelo de SK considera variaveis de spins de Ising e investiga as interagoes de longo
alcance aplicando a solucao de campo médio.

Muitos esforcos tém sido feitos em busca de solucoes que correspondam a sistemas
fisicos reais, onde as interagoes entre os spins tem alcance finito. Nesse contexto sao
aplicadas as mais variadas técnicas em diversos modelos.

Como exemplo podemos citar o artigo de M. Scheucher e J. D. Reger [38] onde os
autores usam simulagao Monte Carlo e matriz de transferéncia para investigar o compor-
tamento critico do vidro de spins de Potts com ¢ = 3 estados com interagoes de primeiros
vizinhos em uma rede hiperctibica. Em particular, para d = 2, a degenerecéncia do estado
fundamental é calculada em funcao do ntimero de estados de Potts para ¢ = 3,4 e 5 e
comparada ao estado fundamental do antiferromagneto. Ainda utilizando simulacao de
Monte Carlo, L. W. Lee et al. estudaram o comportamento critico do vidro de spins de
Potts em trés e quatro dimensoes [39]. Ainda nesse artigo, os autores mostraram que o
comprimento de correlagao para o modelo de Potts com interagoes aleatérias e ¢ = 10
em trés dimensoes permanecia pequeno mesmo em temperaturas muito baixas indicando
assim auséncia de transicao.

Utilizando o método do GRMK em redes hiperctibicas, Benyoussef e Loulidi estuda-
ram o diagrama de fase do vidro de spins de Potts de curto alcance [40]. Esse artigo
mostra que o modelo, para ¢ > 2, “congela-se”em uma fase, que os autores chamam de
vidro de spin de Potts em uma temperatura diferente de zero, em d = 4. Ainda nesse ar-
tigo podemos ver uma ampliacao do método do GRMK onde assume-se que a distribuicao
de probabilidades permanece invariante durante o processo de renormalizagao (apenas os
seus momentos variam). Essa aproximacao pode ser definida para qualquer dimensao e
qualquer valor de ¢, mas varios problemas foram detectados ao tentar utilizar esse truque
usando simulagao Monte Carlo.

Como mencionamos na secao 1.2, o método do GRMK em redes de Bravais funciona
como uma aproximacao enquanto que em redes hierarquicas ele pode ser resolvido de
maneira exata [17]. Diversos estudos foram feitos a respeito do vidro de spins de Potts em
redes hierarquicas utilizando o GRMK. No artigo de F. Igléi e L. Turban [41] podemos ver
o modelo, para o limite de valores grandes de ¢, sendo estudado em uma rede hierarquica
diamante com fator de escala b = 2, levemente distinta da que é utilizada nesta dissertacao
(b= 3).

Investigando o modelo de Potts com interacoes aleatérias competitivas definido em
uma rede hierdrquica diamante com fator de escala b = 2, Camelo Neto et al. observaram
a transicao do modelo da fase paramagnética para a fase condensada obtendo a tempe-
ratura critica da transigdo para diversos valores de ¢ e d [42]. E importante mencionar
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que o comportamento anormal da média da distribuicao de acoplamentos renormalizada
ja havia sido descrito muitos anos antes por J. Banavar e A. J. Bray em [32] como um va-
guear caotico no caso particular da rede com dimensao 5 e nimero de estados q=3. Esse
comportamento cadtico foi investigado, posteriormente, por Camelo Neto [43] que obteve,
inclusive, um atrator estranho como “ponto fixo”’da fase condensada em um espaco de
parametros apropriado. O calculo da magnetizacao local e dos expoentes criticos para
o vidro de spins de Potts foi realizado por Lima, W. em [44]. A dimensao fractal do
atrator, obtido por Camelo Neto [43], e o seu expoente de Lyapunov foram entao calcu-
lados e estudados em [45]. Finalmente os efeitos de caos induzido por temperatura na
magnetizacao do sistema foram estudados em [46].

Banavar e Bray haviam observado que esse comportamento cadtico ocorria apenas
no caso do modelo Potts Glass com b=2 [32]. Por esta razao, tornou-se importante
aprofundar a investigacao das transicoes de fase do modelo Potts Glass nos casos em que
b = 3 (impar) em analogia ao que ocorre no modelo AF definidos nas redes hierarquicas
diamante [19]. Ou seja, verificar a natureza das transi¢oes de fase e a existéncia (ou
inexisténcia) do atrator estranho, objeto de estudo desta dissertagao, e determinar as
suas propriedades criticas em trabalho futuro.

No que segue, neste capitulo, estudaremos o modelo de Potts com interacoes aleatoérias
com ¢ estados definido na familia de redes hierarquicas diamante com fator de escala b = 3,
considerando quatro funcoes simétricas de densidade de probabilidades para as interacgoes
entre spins primeiros vizinhos.
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2.2 EQUACAO DE RENORMALIZACAO DE MK PARA O MODELO DE POTTS
NA REDE HIERARQUICA DIAMANTE COM FATOR DE ESCALA 3

Usando o método apresentado anteriormente para o caso com ligacoes homogéneas
(ferro ou antiferromagnéticas), iremos obter a equagao de renormalizagao de MK para o
modelo de Potts com ligacoes aleatérias na rede hierarquica tipo-diamante com fator de
escala 3.

Como ja meniconado anteriormante, as redes hierarquicas sao autosimilares e por isso
faremos uso da técnica do grupo de renormalizacao no espaco real, que é ideal para essas
redes, a fim de encontrarmos a equagao

K’ = {f({K}) (2.2)
que relaciona os acoplamentos renormalizados { K’} com os acoplamentos iniciais da rede
{K}.

Faremos corresponder a cada sitio da rede uma variavel de spin de Potts ¢ que pode
assumir os valores 0 = 1,2,...,q ou (0 = 0,1,...,(¢ — 1)). E importante notar que a
interacao entre as células unitarias s ocorre via sitios raizes.

Para cada célula da rede com N hierarquias serao fixados os valores das variaveis de
spin dos sitios raizes p e p’ e feita a dizimacao de seus sitios internos. Aplicar o método
do GR consiste em dizimar a rede por um fator de escala b, em seguida encontrar uma
relagao entre os acoplamentos originais K;, L; e M; e os acoplamentos renormalizados e,
finalmente, comparar a funcao de particao inicial com a funcao de particao da rede
renormalizada. (ver figura 2.1)

Figura 2.1 Célula basica da rede hierarquica tipo diamante com fator de escala b = 3 e
Ds—1

O Hamiltoniano de interacao para uma tunica célula unitaria com p conexoes pode ser
escrito como:

H=—q Z Jij00;.0; (2.3)

<1,7>
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onde J;; é o acoplamento entre os sitios e q é colocado a fim de normalizar a energia com
respeito ao numero de estados. Podemos definir o Hamiltoniano adimensional como:

H = —ﬁ -H = q Z Kij(so-ipj N (24)
<i,7>

onde K;; = J;;/kgT representa o acoplamento reduzido.
A funcao de particao é dada por:

7 = Zexp(—ﬁH) = Zepo, (2.5)

{o} {o}

logo:
Z = Zexp (q Z Kijdo'i,oj> . (2.6)
{o} <i,7>

Como cada célula unitaria s6 interage com as demais através dos sitios raizes entao
podemos fazer o processo de dizimagao para uma tnica célula unitaria e em seguida somar
sobre todos os sitios raizes, ou seja:

7 = Z Z Zexp [qz Koty + Lidg, o1 + Miaaiu)] ; (2.7)

wo Ao}

J/

-—
funcao de particao restrita z,,
logo:

p
ZH#’ = Z exp [q Z(KZCSU: 7% + Liéo.i ol + Midmu)] . (28)
{0} i=1

Como a exponencial da soma é igual ao produto das exponenciais:
Ly = Z Z Hexp (Kb w + Libo, f + Mido, )] (2.9)
o'/ =1
Usando propriedades da fungao exponencial temos que:

Zy = H ZZexp (Kibot w + Libo, ot + M;ibs, )] ¢ (2.10)

=1 T
NS >y

Funcao de particao restrita por conexao z(",

onde

W_H%U (>11)
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co1m

ZZexp (Kibot v + Libo, o1 + Mibs, )] - (2.12)

Para simplificar os calculos d1v1d1remos o somatorio sobre os sitios internos em dois
termos. Em um dos termos somaremos as conexoes com o; = o, e no segundo termo
estardo as conexoes com o; # 0.

Logo:

z, Z exp [¢(Kiby, v + Li + M;6,,,)]

+ Z exp | q( Ko + M;05, )] - (2.13)
0'12;:50
Vamos agora fazer uma disting¢ao entre dois possiveis casos:
Lop=p
Z;(Z’ = Z exp (qL;) - exp [¢0q,,(K; + M,;)]
+ Z exp q(K;d, ot Miégiu)} ) (2.14)
00

Lembrando que a funcao delta de Kronecker é calculada da seguinte maneira:

5 — 1, se T=1y
Y] 0, se T H#Y

E com isso podemos escrever:
Z/S,’ﬁ _ [eqLi . e(Ki+M;) + edli ((] _ 1)}
+{(qg—1)e™ + (¢ — 1)e™ +[q(qg — 1) — 2(¢ — 1)]} (2.15)

AQ R [(q _ 1) + eCI(KiJrMi)] T (q _ 1) (qui + ein)

g
+(¢—1)(g—2) (2.16)
Z}Sﬁ — eq(Ki+Li+Mi) + (q _ 1) (qui _'_ eQLi + e(IMi)
+q(qg—3)+2 (2.17)

2. p# p
Z exp (qL;) - exp [q(K;00, 0 + Miy,,)]

+Zexp (Kbt + Mibs,)] (2.18)
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Novamente utilizando a definicao da funcao delta de Kronecker:

Z/(;Z = e [eti oM (g — 2)] + (1M 4 (g — 2)etRi 1

+(q—2)e™ + [g(g — 1) — 2(¢ — 2) — 1]} (2.19)
Z(i)l _ [6‘1(Ki+Li) + ed(LitMs) e‘I(KH-Mz‘)}
o
g —2) (e + et 4+ ™) + (g - 3) +3 (2-20)

Usando esses resultados para u = ' e p # i/ na equagao (2.11) temos que:
Para p = p/

p
H{Q(I(KrFLH-Mi) + (q _ 1) (qui + edLi + ein)

+q(qg—3) +2} (2.21)
E para pu # 1/
p
Zyw = H{ [64(K1+Li) 4Kt M) eq(LﬁMi)}
(g = 2)(e + et 4 ™) +q(g = 3) + 3} (2.22)

Passaremos de uma hierarquia maior para uma menor tomando como ponto de partida
a célula unitaria da rede e substituindo todos os acoplamentos por uma tinica constante K’
que chamamos de acoplamento da rede renormalizada. Aplicando o processo de dizimagao
da rede o Hamiltoniano fica:

H = -pH = qK'0,,0 + C, (2.23)

onde C é uma constante a determinar.
A funcao de particao da rede renormalizada é obtida através da equacgao:

D VIETE B oS B ot -
ARES ZZexp qK' 5## —i—C) (2.25)

7' = ZZ@ equK(SW (2.26)
Z/

pp’

(227)

onde Z ;,m’ é a funcao de particao restrita, dada por:

oy = A exp (K ) (2.28)
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com A = ¢,
Temos que, quando
(a) p=p
ZLH, = Z//m =A-exp (¢K') (2.29)
(b) p# 4
Zy = A (2.30)

Como foi dito na segao (1.3), para qualquer transformagao de Grupo de Renormalizacao
a funcao de partigao ¢ invariante pela transformacao, ou seja:

Z'(H) = Z(H) (2.31)

Entao, para p = u':

p
A exp (qK’) — H{e(I(Ki+Li+Mi) + (q _ 1) (qui + eqLi + ein)
=1
+q(g—3)+2} (2-32)

e, para (1 # "

A = ﬁ{[€Q(Ki+Li)_i_eQ(Ki‘i‘Mi)_'_e‘J(Li"FMi)}

+(g = 2)(e™™ + e 4 ™) + (g - 3) + 3} (2:33)

Substituindo a equagao (2.33) na equagao (2.32):

K ﬁ ed(Kit+Li+Mi) | (q _ 1) (qui 4 oedli 4 ein) + q(q _ 3) +92
© = P [ealKitLi) 4 ea(KitMi)  ea(LitMi)] 4 (g — 2)(e?Ki 4 etli 4 i) + q(q — 3) + 3
(2.34)
Logo:
K=t zp: In AL 4 (g — 1) (7 4 et 4 et + (g — 3) + 2
q — [QQ(K¢+L¢) -+ eCI(K¢+Mi) + eQ(LHrMi)] + (q _ 2) (qui + eqLi + ein) + q(q _ 3) +3
(2.35)
Como vimos na equagao (2.36), a transmissividade térmica é definida por:
1— —qK,
. exp (K, (2.36)

1+ (g —1)exp(—qk,)

Com um pouco de manipulagdo matematica podemos inverter a definicao e chegar a
seguinte expressao:
14 (¢ —1)t,

- (2:37)

exp (¢K,) =
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Logo, fazendo o procedimento de maneira analoga podemos obter:

1+ (¢ — 1)k,

eXp(in):f_—tK)K
1+ (qg—1)t,

exp (¢L;) = 1(_ i )t (2.38)
14+ (g — 1)tw,

exp (qM;) = 1(_tM)M

Substituindo as equagoes (2.38) na equagao (2.34) podemos obter, com um pouco de
algebra, uma equacao que relacione os acoplamentos renormalizados com as transmissi-
vidades térmicas renormalizadas:

QI ﬁ 14 (¢ — Dtgtr,tm,

B 1 —tgtr,ta,

: (2.39)
=1

E finalmente chegamos a expressao:

1< 1 — Ditgtr.ta
szgzln{ + (¢ — Dixte, M1}7 (2.40)
i=1

1 —t,tr, b,

que é uma expressao equivalente a eq. (2.35).

Como mostraremos na secao seguinte, as equacoes de renormalizacao para os aco-
plamentos e para suas correspondentes transmissividades térmicas obtidas nessa se¢ao
serao utilizadas para estudar as possiveis transi¢oes de fase do modelo em um espago de
parametros apropriado.



2.3 METODO DOS RESERVATORIOS 31

2.3 METODO DOS RESERVATORIOS

As equagdes (2.36) e (2.40) obtidas na segao anterior de forma analitica exata s@o
as responsaveis pela dinamica das interacoes entre os spins da rede. Para determinar as
possiveis transicoes de fase do modelo de Potts com interagoes aleatorias devemos utilizar
um método que atribua as variaveis K;, L; e M; valores aleatorios que obedecam a uma
funcao de distribuicao de probabilidades.

Utilizaremos um método conhecido como método dos reservatdorios para iterar a
equagao (2.40) e analisar numericamente a evolugao das distribuigoes e dos acoplamentos
renormalizados [47].

Inicialmente devemos escolher uma funcao de distribuicao de probabilidades a partir
da qual construiremos um banco de valores para serem atribuidos aos acoplamentos.
Em seguida selecionamos, de forma aleatéria, valores desse banco para aplicd-los na
equagao (2.36) gerando assim os valores iniciais das transmissividades. Tendo obtido
as transmissividades iniciais basta substitui-las em (2.40) e chegamos assim a um novo
banco constituido por acoplamentos renormalizados.

O préximo passo é substituir o banco inicial pelo banco dos acoplamentos renormaliza-
dos e a partir dele o processo de escolha aleatéria dos acoplamentos é efetuado novamente
até que se obtenha um novo banco que, no proximo passo da renormalizacao, servird de
reservatério. (Para uma defini¢ao formal do método dos reservatérios ver [48]). A figura
(2.2) mostra uma ilustracdo de como ocorre a troca dos reservatérios.

m  Acoplamentos lniciais ke

N

Equacgao de

Renormalizacao
— (AT ———

Figura 2.2 Representagao ilustrativa de como ocorre a renormalizagao usando o método dos
reservatorios

Esse processo pode ser repetido quantas vezes for necessario e o fluxo da renorma-
lizagao pode ser seguido calculando-se os momentos das distribui¢oes de probabilidades
em cada passo [49]. Iremos considerar como distribui¢ao inicial para formagcao dos bancos
as quatro distibuicoes simétricas definidas abaixo:
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1. Distribuicao Delta-Bimodal

1
P(Jig) = 5 [0(Jij = 1) +6(Jiy + 1)], (2.41)
2. Distribuicao Exponencial
L oxp (-3
P(Ji;) = 75 P (=v2|Ji ), (2.42)
3. Distribuicao Gaussiana
P()) = — ¥ (2.43
) — —ZJ2 2.
2y} \/%exp 2 1,] ’ 43
4. Distribui¢ao Uniforme
1
—=, se —V3<Ji; <VB
P(Ji;) =4 2V3 ’ (2.44)
0, caso contrario.

Podemos definir e construir diferentes diagramas de fluxo com os momentos obtidos
da renormalizacdo dos acoplamentos [48, 44]. Nessa dissertacao analisaremos o plano
formado entre o primeiro momento da distribuigao das transmissividades térmicas ((t))
e o primeiro momento da distribuigdo dos acoplamentos ((K)).

Nesse espago de parametros, dependendo do valor da temperatura inicial que esco-
lhemos, o processo de renormalizacao faz o fluxo se direcionar ou para o ponto fixo
correspondente a fase paramagnética ou para aquele da fase condensada.
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Figura 2.3 Diagrama de fluxo mostrando a média configuracional da transmissividade térmica
em funcéo da média configuracional dos acoplamentos para ¢ = 3 estados de Potts e dimensao
fractal Dy = 4 para valores de temperatura inicial variando entre 0.50 e 0.90. A distribuicao de
probabilidades utilizada para gerar o banco inicial foi a uniforme.

No diagrama apresentado na figura 2.3 é possivel observar que para os valores de
temperatura inicial acima de um certo valor critico o fluxo permanece na regiao onde o
modulo da média dos acoplamentos é pequeno e em seguida vai para o ponto fixo da fase
paramagnética (onde (K) = 0 e (t) = 0). A medida em que as temperaturas iniciais vao
se tornando menores, o fluxo da renormalizacao tende a se deslocar mais para a regiao
onde valor absoluto da média (K') é maior até que apds uma temperatura inicial T, o fluxo
da renormalizagao vai para o ponto fixo da fase condensada em (K) < 0 e (t) = ﬁ.

Dizemos que ocorre transicao de fase para o modelo quando observa-se uma divisao
do plano de fase (t) x (K) em duas regides correspondentes as bacias de atragao dos
respectivos pontos fixos. Como o ponto critico é um ponto fixo instavel é extremamente
dificil encontrar numericamente o valor exato dos parametros relativos a esse ponto.
Contudo, observando a mudanca de comportamento do fluxo no diagrama, é possivel
calcular numericamente uma faixa de valores na qual a temperatura critica estd contida.

Comparando as figuras 2.3 e 2.4, é facil notar que mesmo para distribuicoes de proba-

bilidades iniciais distintas o fluxo pode se comportar de maneira qualitativamente seme-
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Figura 2.4 Diagrama de fluxo mostrando a média configuracional da transmissividade térmica
em funcéo da média configuracional dos acoplamentos para ¢ = 3 estados de Potts e dimensao
fractal Dy = 4 para valores de temperatura inicial variando entre 0.30 e 0.50. A distribuicao de
probabilidades utilizada para gerar o banco inicial foi a exponencial.

lhante. Podemos observar que a distingao entre os diagramas acima ¢é a faixa de valores
onde a temperatura critica estd situada. Para o caso que utilizamos a distribuicao inicial
uniforme T, ~ 0.60 — 0.70 enquanto que para a distribuicao inicial exponencial obtivemos
T, ~ 0.35 — 0.40.

Na se¢ao seguinte apresentaremos os valores obtidos para as temperaturas criticas
para os casos em que ¢ = 3,4,5 e 6 com dimensao fractal Dy = 4,5 e 6 utilizando as
quatro distribuicoes iniciais simétricas definidas anteriormente.

2.4 RESULTADOS E DISCUSSAO
2.4.1 Temperaturas criticas

A fim de investigarmos a transicao de fase para o modelo de Potts com ¢ estados e
interacoes aleatérias, efetuamos o processo de renormalizacao das equagoes (2.34) e (2.35)
utilizando uma rotina, em linguagem C, a qual incorpora o método do reservatorios.
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Analisamos numericamente o comportamento do fluxo no diagrama que mostra a evolugao
do valor médio das transmissividades contra o valor médio das constantes de acoplamentos
renormalizadas, (t) x (K), podemos distinguir entre a fase paramagnética e condensada
bem como o intervalo de temperatura em que se encontra a transicao de fase. Para
estimar o intervalo de valores onde a temperatura critica ocorre utilizamos processos com
no maximo 50 iteragoes, permitindo determinar intervalos com precisao até a segunda
casa decimal.

Além de analisar o fluxo de renormalizacao, através do diagrama (t) x (K), pode ser
util observar o hitograma da distribuicdo em cada hierarquia. A figura (2.5) mostra o
sistema indo para fase condensada pois, nesse caso, a temperatura inicial da renorma-
lizacao foi escolhida abaixo da temperatura critica. No caso com temperatura inicial
escolhida acima da temperatura critica, como na figura (2.6), o sistema vai para a fase
paramagnética.

1
0,025 0 0,025 0,025 2 0,025 3
0,020 0,020 0,020 0,020
P(K 0,015 0,015 0,015 0,015
( ) 0,010 0,010 0,010 0,010
0,005 0,005 0,005 0,005
0000 50 ¢ % o 5w %% o "0 5
N, | oD R |
0,020 0,020 0,020 0,020
P(K) 0,015 0,015 0,015 0,015
0,010 0,010 0,010 0,010
0,005 0,005 0,005 0,005
0'000-10 5 0 5 10 0’000-10 30 5 o "R F 6 5w 0'000.10 5 0 5 10
K K K

Figura 2.5 Histograma da distribuicao para ¢ = 3 estados de Potts e dimensao fractal D; = 4.
Como T = 0.5 < T, o sistema vai para a fase condensada. A distribui¢do de probabilidades
utilizada para gerar o banco inicial foi a gaussiana.

Analisando os diagramas das figuras (2.7) a (2.10), que mostram o fluxo para os casos
q=3,4,5 e 6, no caso da distribuicao gaussiana, fica evidente, pelo direcionamento do
fluxo, a distingao entre as fases condensada e paramagnética. Observando a legenda de
cores em cada uma das figuras pode-se obter um intervalo, aproximado, de temperatura
em que ocorre a transicao de fase.
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Figura 2.6 Histograma da distribuicao para ¢ = 3 estados de Potts e dimensao fractal Dy = 4.
Como T = 0.6 > T, o sistema vai para a fase paramagnética. A distribuicao de probabilidades
utilizada para gerar o banco inicial foi a gaussiana.
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Figura 2.9 Diagrama de fluxo mostrando a média configuracional da transmissividade térmica
em funcao da média configuracional dos acoplamentos para ¢ = 5 estados de Potts e dimensao
fractal Dy = 5 para valores de temperatura inicial variando entre 0.90 e 1.20. Utilizou-se 20
iteragoes e 100000 amostras e a distribuicao de probabilidades utilizada para gerar o banco
inicial foi a gaussiana.
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Figura 2.7 Diagrama de fluxo mostrando a média configuracional da transmissividade térmica
em funcao da média configuracional dos acoplamentos para ¢ = 3 estados de Potts e dimensao
fractal Dy = 4 para valores de temperatura inicial variando entre 0.40 e 0.80. Utilizou-se 20
iteragoes e 100000 amostras e a distribuicao de probabilidades utilizada para gerar o banco
inicial foi a gaussiana.
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Figura 2.10 Diagrama de fluxo mostrando a média configuracional da transmissividade
térmica em funcao da média configuracional dos acoplamentos para ¢ = 6 estados de Potts e di-
mensao fractal Dy = 5 para valores de temperatura inicial variando entre 1.7 e 1.10. Utilizou-se
20 iteragoes e 100000 amostras e a distribuicao de probabilidades utilizada para gerar o banco
inicial foi a gaussiana.
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Figura 2.8 Diagrama de fluxo mostrando a média configuracional da transmissividade térmica
em funcéo da média configuracional dos acoplamentos para ¢ = 4 estados de Potts e dimensao
fractal Dy = 5 para valores de temperatura inicial variando entre 1.50 e 1.90. Utilizou-se 20
iteragoes e 100000 amostras e a distribuicao de probabilidades utilizada para gerar o banco
inicial foi a gaussiana.

Na tabela 2.1 apresentamos os intervalos de temperatura que contém a temperatura
critica da transigao de fase (quando houver) para o modelo com ¢ = 3,4,5 e 6. Podemos
observar nessa tabela que alguns valores estao sinalizados com *. Eles estao indicando
regides onde encontramos um comportamento atipico do fluxo no diagrama (t) x (K).

Nessas regioes, ao invés da transicao ocorrer da fase paramagnética para a fase con-
densada, cujo ponto fixo estd em (K) < 0e (t) = —1/(¢— 1) como o que acontece para os
outros valores dos parametros, nesses intervalos de temperatura observou-se que o fluxo
se desloca para um ponto fixo ferromagnético com (K) > 1 e (t) = 1. Se os resulta-
dos estiverem numericamente corretos, esse comportamento do fluxo poderia indicar a
existéncia de uma fase magnética reentrante. Todavia, tendo em vista as altas dimensoes
das redes, que correspondem a ntimeros de ligacoes da ordem de (bp)Y, e as limitacoes
computacionais para o tamanho dos reservatorios esta afirmativa permanece inconclusiva.
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Temperaturas criticas (77,)

Dr q=3 q=4 q=25 qg=206
. 3 N N N N
Delta-bimodal | 4 | 0.92 - 0.94 | 0.54 - 0.55 — -
5 1235238207210 | 1.50 — 1.55% | 1.49 ~1.50
6 | 3.55 358|363 3.64| 41 45% | 35 55*
3 _ _ _ _
Gaussiana | 4 | 0.50 — 0.53 _ _ _
5 202205160 162| 1.0-1.1% | 0.80 - 0.81
6 |3.30 335|334 335 3.563.58 | 4.0 4.66*
3 _ _ _ _
Uniforme | 4 | 0.65 - 0.68 ~ - ~
5 1217220183185 | 1.26 - 1.27 | 1.08 - 1.09
6 | 3.46 349|352 353 | 3.84 386 | 4.0 5.5%
3 _ _ _ _
Exponencial | 4 | 0.37 - 0.38 _ _ _
5 | 175 -1.78 [ 1.36 - 1.39 | 1.2 - 1.3* | 0.52 — 0.53*
6 | 3.05-3.06|3.063.07| 3.10-3.15 | 3.50 - 3.60

Tabela 2.1 Temperaturas criticas para o modelo de Potts com ¢ = 3, 4, 5 e 6 estados, em redes
hierarquicas diamante com dimensao fractal Dp = 4, 5 e 6, com distribuigées de interagoes
Delta-bimodal, Gaussiana, Uniforme e Exponencial.

5 T T T T T
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| —O— Com transicédo
Sem transicao
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— 5~ o
- o]
N 3
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o 24 © e 7
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GJ \
=1 D =4 o 7
o - ——=6
6/
0 T T T T T
3 4 5 6

Estados de Potts (q)

Figura 2.11 Temperatura critica em funcao do numero de estados de Potts quando a distri-
buicao utilizada é a gaussiana.
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Figura 2.12 Temperatura critica em funcao do numero de estados de Potts quando a distri-
buicao utilizada é a uniforme.

Nas figuras (2.11) e (2.12) podemos observar o que acontece se, para uma dada dis-
tribuicao, deixarmos a dimensao fractal fixa e variarmos o niimero de estados de Potts.
Vimos que para Dp = 5 a medida que o niimero de estados de Potts aumenta ocorre uma
diminuicao da temperatura critica para ambas as distribuicoes apresentadas. Como em
Dp = 4, o sistema nao apresenta transicao em ¢ = 4, 5 e 6, ao invés de obtermos uma
curva temos apenas dois pontos, um apresentando transicao de fase e representado no
diagrama por “()”e outro onde nao ocorre transigao, representado por “~”. Para Dy = 6,
a medida em que se aumenta o numero de estados de Potts as temperaturas também vao
aumentando porém com um crescimento menos acentuado do que o observado no caso

Dp =5.

2.4.2 Determinacao das dimensoes criticas inferiores

Utilizando a mesma metodologia descrita anteriormente, para a obtencao das tempera-
turas criticas, podemos analisar o fluxo no diagrama (t) x (K), e obter os valores das
dimensoes criticas inferiores. Para ¢ = 3,4,5 e 6 calculamos numericamente o valor da
dimensao fractal abaixo da qual o modelo nao apresenta transicao para a fase conden-
sada. Os dados obtidos podem ser vistos na tabela 2.2 onde também estd descrito em
que intervalo de temperatura a transicao com mais baixa dimensao possivel ocorre. A
dimensao critica inferior propriamente dita nao é possivel de se calcular exatamente, em-
bora o intervalo no qual ela se encontra seja determinado tendo em vista que o niimero de
conexoes da célula unitaria ¢ um numero inteiro ou seja, para chegarmos ao valor exato
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precisariamos utilizar um nimero nao inteiro de ligacoes p da célula unitaria da rede, e
isso nao teria sentido fisico.

Dimensoes criticas inferiores (D)

q 3 4 5 6

Dp | 3.40 —3.46 | 3.85 — 3.80 | 4.40 — 4.42 | 4.84 — 4.85

Delta-bimodal |, |14 - 15 23 — 24 42 — 43 68 — 69
T. | 0.65 - 0.66 | 0.59 — 0.60 | 1.24 — 1.25 | 1.49 — 1.50
Dy | 3.52 - 3.58 | 4.03 —4.06 | 4.42 — 4.44 | 4.84 — 4.85

Gaussiana | 4 | 16 - 17 28 — 29 43 — 44 68 — 69
T. | 0.07-0.08 | 0.10 —0.11 | 0.13 — 0.14 | 0.44 — 0.46
Dp | 3.46 — 3.52 | 4.00 — 4.03 | 4.40 — 4.42 | 4.84 — 4.85

Uniforme | 15— 16 27 — 28 42 — 43 68 — 69
T. | 0.03—-0.04 | 0.13 - 0.14 | 0.04 — 0.05 | 0.05 — 0.09
Dp | 3.79 - 3.63 | 4.06 — 4.09 | 4.44 — 4.46 | 4.84 — 4.85

Exponencial | 17 - 18 29 — 30 44 — 45 68 — 69
T. | 0.05—-0.07 | 0.02-0.03 | 0.01 —0.02 | 0.21 — 0.22

Tabela 2.2 Dimensoes criticas inferiores para o modelo de Potts com ¢ = 3, 4, 5 e 6 estados,
em redes hierdrquicas diamante com as distribuigoes de interacoes Delta-bimodal, Gaussiana,
Uniforme e Exponencial.

A relagao entre a dimensao critica inferior e o niimero de estados de Potts pode ser
analisada também através da figura 2.13 onde mostramos os valores de Dp onde se ob-
serva a transicao para a fase condensada e os valores onde nao foi observada a transigao,
para cada valor de ¢q. As figuras 2.14 e 2.15 mostram como a temperatura inicial ne-
cessaria para se observar a transicao vai aumentando a medida em que a dimensao da
rede aumenta. Podemos observar também que, quando a dimensao fractal da rede vai
diminuindo o fluxo das distribuicoes tende a um valor de temperatura zero, onde o valor
zero seria obtido exatamente na dimensao critica inferior.
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Figura 2.13 Determinacao das Dimensoes Criticas inferiores. Os pontos e indicam os valores
para os quais encontrou-se transicao de fase.
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Figura 2.14 Temperaturas criticas em funcao das Dimensoes fractais para ¢ = 3 para cada
uma das distribuigoes.

2.5 CONCLUSOES

Nesta dissertacao, investigamos o modelo de Potts com interacoes aleatdrias na rede
diamante com fator de escala 3 e mostramos que o modelo apresenta uma transicao da fase
de altas temperaturas para a uma fase condensada de baixas temperaturas para valores do
numero de estados g > 3, redes com dimensao critica inferior acima de 3, considerando-se
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Figura 2.15 Temperaturas criticas em funcdo das Dimensoes fractais para ¢ = 4 para cada
uma das distribuicoes.

as distribuicoes de acoplamentos iniciais simétricas: Delta-bimodal, Gaussiana, Uniforme
e Exponencial.

O ponto-fixo associado a esta fase condensada é caracterizado por uma distribuicao
de acoplamentos renormalizada que possui média negativa finita (ndo nula) e transmis-
sividade média que tende para -1/(q - 1), similar ao que acontece ao modelo de Potts
antiferromagnético com ¢ > 3, nas respectivas redes hierarquicas. Desta maneira, nao
foi observada a existéncia de um atrator estranho tal como ocorre no caso do modelo
definido em redes com fator de escala b = 2, indicando que o comportamento critico do
modelo muda substancialmente quando redes com fator de escala b = 3 sao consideradas.
Esta é a principal conclusao desta dissertacao. Espera-se que essas mudancas ocorram,
também, quando se comparam os comportamentos criticos de modelos com fator de es-
cala par com aqueles com fator de escala /mpar maiores que 3, tal como ocorre no modelo
de Potts antiferromagnético nesta familia de redes, uma conjectura ainda a ser verificada
em estudos futuros.

Finalmente, a caracterizagao da natureza da fase condensada associada a esta transigao
requer estudos mais aprofundados sobre o parametro de ordem e a respectiva classe de
universalidade.
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