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Resumo

Os lasers de semicondutor são conhecidos desde a década de 60. Sua dinâmica não-linear

e comportamento caótico tem sido estudado adicionando mais um grau de liberdade às duas

equações de taxa que descrevem a dinâmica desses tipos de lasers. Essa adição do grau de

liberdade extra pode ser feita, por exemplo, através de uma injeção de luz externa no laser, uma

realimentação ótica, modulação na perda ou através de uma modulação na corrente de bombeio.

Nessa dissertação é feita primeiramente uma revisão sobre semicondutores abordando pontos

como, por exemplo, o funcionamento de uma junção p-n. Em seguida descrevemos a caracte-

rização do efeito laser nos semicondutores através das equações de Maxwell levando em conta

a interação do campo eletromagnético com o meio material dentro da cavidade ressonante, o

que resulta nas equações de taxa que descrevem toda a dinâmica do laser de semicondutor. Por

fim, é feito um estudo, com simulações numéricas usando a linguagem de programação C++ e

método de integração Runge-Kutta de 4ª ordem, das instabilidades na intensidade do laser ope-

rando no regime mono-modo com corrente de injeção modulada por uma frequência da ordem

da frequência das oscilações de relaxação. Variando a amplitude ou a frequência da modulação

é possível obter uma rota para o caos através de uma série de dobramentos de períodos que

podem ser vistos nos diagramas de bifurcações calculados numericamente. Também é desta-

cada a importância da saturação do ganho e da emissão espontânea no aparecimento ou não do

comportamento caótico.

Palavras-chave: Laser, Semicondutor, Diodo, Caos, Dobramento de período, Instabilidades

vii



Abstract

The semiconductors lasers have been known since the early 60. Its nonlinear dynamics and

chaotic behavior has been studied by adding one more degree of freedom to the two rate equa-

tions that describe the dynamics of these types of lasers. This addition of the extra degree of

freedom can be made, for example, by injection of external light in the laser, an optical feed-

back, loss modulation or by a modulation of the pumping current. In this work we did primarily

a review of semiconductor talking about points like the principles of operation of a pn junction,

for example. Next we describe the characterization of the laser effect in semiconductor through

Maxwell equations considering the interaction of the electromagnetic field with the material

in the resonant cavity, which results in rate equations that describe the dynamics of the semi-

conductor laser. Finally, a study is done, with numerical simulations using the programming

language C++ and integrating method Runge-Kutta 4th order, of instabilities in the intensity of

the laser operating in single mode with a injection current modulated with a frequency compa-

red to the frequency of relaxation oscillations. Varying the amplitude or frequency modulation

is possible to obtain a route to the chaos through a series of period doubling that may be seen

in the bifurcations diagrams calculated numerically. Also is highlighted the importance of gain

saturation and spontaneous emission in the appearance or absence of chaotic behavior.

Keywords: Laser, Semiconductor, Diode, Chaos, Period doubling, Instabilities
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Apresentação

Desde sua invenção em 1962, os lasers de semicondutores se mostraram bastante inte-

ressantes devido à grande variedade de materiais e configurações das junções que o formam.

Além de um custo não tão alto se comparado à outros tipos de lasers, os comprimentos de

onda disponíveis comercialmente variam desde 400nm até em torno de 1600nm . Devido à

sua versatilidade e baixo custo, hoje em dia o laser de semicondutor está presente na grande

maioria dos laboratórios de pesquisa. Além disso, esse tipo de laser está presente em produtos

de alto consumo como leitores de DVD e scanners por exemplo, além de ser muito utilizados

em sistemas de comunicação.

Nessa dissertação estudaremos os princípios de funcionamento do laser de semicondutor

baseados em equações de taxa para o número de fótons (que é proporcional à intensidade da

radiação emitida pelo laser) e para o número de portadores de cargas presentes no meio ativo do

laser. Essas equações de taxa apresentam um comportamento estável. Assim, adicionaremos a

elas um grau de liberdade a fim de gerar instabilidades na intensidade do laser. A motivação

inicial deste trabalho era adicionar este grau de liberdade extra através de uma modulação na

perda laser, mas para um possível experimento modular a perda seria um pouco complicado.

Assim, nesta dissertação, este grau de liberdade a mais é adicionado modulando a corrente

de bombeio do laser de forma sinusoidal. A partir dai, estudaremos, através de integração

numérica das equações de taxa usando o método Runge-Kutta de 4ª ordem e linguagem de pro-

gramação C++, o comportamento da dinâmica desse laser modulado através da variação de um

parâmetro de controle que pode ser a intensidade e/ou a frequência dessa modulação. Faremos

um estudo detalhado usando diagrama de bifurcações a fim de encontrar valores de parâmetros

1



APRESENTAÇÃO 2

para os quais o laser opera no regime caótico. Para finalizar estudaremos também a influência

da emissão espontânea e da saturação do ganho na dinâmica dos lasers de semicondutores com

corrente de injeção modulada.

O objetivo dessa dissertação é fazer um estudo do laser de semicondutor com corrente

modulado com base em simulações numéricas e posteriormente dar continuidade ao trabalho

realizando experimentos relacionados a esse tema.

.



CAPÍTULO 1

Lasers de semicondutores

1.1 Introdução

O efeito laser em semicondutores foi pela primeira vez observado em 1962 por diferentes gru-

pos [1, 2, 3, 4]. O sistema consistia de uma junção p−n de GaAs. Recombinação entre elétrons

e portadores de carga positiva (buracos) providenciavam um ganho ótico e as faces polidas per-

pendiculares ao plano da junção geravam a realimentação necessária (formando uma cavidade

ressonante) - os dois ingredientes necessários para qualquer laser. Rapidamente junções p−n

de vários outros materiais semicondutores como InAs, InP, GaAsP, GaInAs e InPAs também

passaram a ser usados para se obter lasers de semicondutores de diferentes comprimentos de

onda. A utilidade prática desses lasers ainda era limitada, pois o alto valor da densidade de cor-

rente para se alcançar o limiar (& 50 KA/cm2) inibia a operação contínua deste tipo de laser à

temperatura ambiente. Rapidamente, em 1963 foi sugerido [5] que os lasers de semicondutores

poderiam melhorar se uma camada de um semicondutor fosse colocada entre duas camadas de

outros materiais semicondutores que tivessem gap′s de energia relativamente maiores. Este tipo

de estrutura é conhecida como heterojunção e as junções constituidas de apenas um material

semicondutor são conhecidas como homojunção. O uso das heteroestruturas, porém, requer

uma combinação cuidadosa dos semicondutores. Somente em 1970 se conseguiu que lasers

de heteroestrutura operassem de forma contínua à temperatura ambiente [6]. Em 1975 um la-

ser de AlGaAs com densidade de corrente no limiar aproximadamente igual a 0.5 KA/cm2 foi

demonstrado [7], limiar duas ordens de grandeza menor que o limiar dos primeiros lasers de

3



1.2 JUNÇÃO P-N 4

semicondutor. Assim, o laser de semicondutor passou a ser uma fonte de luz coerente prática,

compacta e barata usada em inúmeras aplicações. Neste capítulo é explicado, de forma simples,

o princípio de funcionamento de uma homojunção, que é basicamente o mesmo princípio da

heterojunção, e também é feita uma revisão dos conceitos básicos da teoria do laser resolvendo

as equações de Maxwell levando em conta a interação do campo eletromagnético com um meio

material (meio de ganho) dentro de uma cavidade ressonante.

1.2 Junção p-n

Um material semicondutor apresenta uma condutividade elétrica intermediária entre os mate-

riais condutores (metais em geral por exemplo) e os não condutores (plástico, diamante, bor-

racha, etc). Alguns exemplos de semicondutores são: Germânio (Ge), Silício (Si) e Arseneto

de Gálio (GaAs). Nos semicondutores os elétrons ao serem excitados para um estado mais

energético ou ao decairem para um estado menos energético não sofrem transições entre ní-

veis discretos, mas sim entre bandas que se compõem de agrupações de muitos níveis. Essas

bandas podem ser classificadas como banda de valência (os elétrons estão presos aos átomos

do material semicondutor) e banda de condução (os elétrons estão livres para se mover pelo

semicondutor). As transições dos elétrons da banda de valência para a banda de condução se

dá quando ele recebe no mínimo uma certa quantidade de energia. Esta energia mínima para

transição é justamente a separação entre as bandas e é conhecida como gap de energia Eg. O

processo inverso também é verdadeiro, ou seja, se um elétron que está na banda de condução

decair para a banda de valência então libera uma energia igual a, no mínimo, a energia do gap.

Ao ir para a banda de condução, o elétron deixa um buraco na banda de valência que passará
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a se comportar como uma carga positiva. No processo de condução elétrica participam tanto o

elétron da banda de condução quanto o buraco da banda de valência. Por este motivo, quando

se faz referência aos semicondutores usa-se o termo portadores de carga, que se refere ao par

elétron-buraco.

Nos materiais isolantes a banda de valência está cheia de elétrons e o gap de energia entre as

bandas é muito grande, assim, o elétron dificilmente irá passar para a banda de condução já que

precisa de uma energia muito grande para isso. Já nos materiais condutores esse gap vai a zero

e assim os elétrons da banda de valência com um mínimo de energia passam para a banda de

condução onde estarão mais livres para conduzir eletricidade. Nos materiais semicondutores

esse gap de energia é muito pequeno (0,1 - 2eV), assim, com pouca energia já se consegue

transferir portadores entre as bandas. Apenas variações de temperaturas são suficientes para que

este efeito aconteça, ou seja, quanto maior a temperatura mais energizados ficam os elétrons da

banda de valência e assim vão à banda de condução, com isso o material fica mais condutor. A

distribuição dos elétrons na banda de condução e dos buracos na banda de valência é dada pela

lei de Fermi-Dirac[8]. Esta lei diz que a probabilidade de um estado de energia E ser ocupado

por um portador é:

f (E) =
1

e(E−E f )/kBT +1
(1.1)

onde Ef é a energia de Fermi (ou nível de Fermi) que significa a fronteira entre estados vazios

e cheios para T→ 0, T é a temperatura absoluta e kB é a constante de Boltzmann. A figura 1.1

representa de forma ilustrativa as bandas de um semicondutor e o nível de fermi para T = 0.

Na figura 1.1 é usada uma aproximação parabólica para descrever as bandas energéticas

em função do vetor de onda K. Não é o objetivo desta dissertação apresentar um tratamento

quantitativo das bandas do semicondutor em função do vetor de onda. Este tratamento pode

ser melhor estudado nas referências [9, 8] assim como toda a descrição da dinamica do laser

de semicondutor a partir dessa aproximação. Aqui esse tratamento é usado de forma pictórica
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para uma melhor compreensão do mecanismo de funcionamento do semicondutor. A descrição

fenomenológica usada nesta dissertação é baseada nas equações de taxa para o número de

portadores e intensidade do campo elétrico dentro da cavidade do laser que serão introduzidas

no capítulo 2.

Figura 1.1 Bandas de condução e valência para um semicondutor para T = 0

Os semicondutores podem ser classificados quanto à distribuição dos elétrons nas bandas

de energia. Se o nível de Fermi estiver na banda de condução, então nela existem portadores

de carga negativa, elétrons, que estão livres para se movimentar e realizar a condução através

desta banda, logo o semicondutor é dito do tipo n. Por outro lado, se o nível de Fermi estiver

na banda de valência, então nela existem portadores de carga positiva, buracos, que estão livres

e realizam a condução nesta banda, logo o semicondutor é dito do tipo p. A figura 1.2 mostra

de forma qualitativa semicondurores do tipo p e do tipo n para T = 0.
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Figura 1.2 (a) Semicondutor tipo n e (b) semicondutor tipo p para T = 0

Para escolher o tipo do semicondutor, isto é, tipo n ou tipo p, são colocadas impurezas com

mais portadores de carga junto a ele. Os átomos destas impurezas são elétricamente neutros,

mas podem ter tendência de doar ou receber elétrons. Por este motivo ao colocar impurezas

junto ao semicondutor aparecem níveis de energias adicionais dentro do gap. Se a impureza

tende a perder elétrons deixando para trás íons positivos, então esses níveis de energias adicio-

nais surgem próximo à banda de condução, pois os elétrons da impureza, ao serem excitados,

facilmente irão para a banda de condução, formando assim um semicondutor tipo n (Figura

1.3[10]). Mas se as impurezas tendem a ganhar elétrons, então os níveis de energias adicio-

nais surgem próximos à banda de valência, pois os elétrons desta banda, ao serem excitados,

irão para os níveis energéticos extras das impurezas deixando na banda de valência buracos,

formando assim um semicondutor tipo p (Figura 1.3).
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Figura 1.3 Semicondutores tipos p e n dopados com impurezas

Quando um semicondutor não está em equilíbrio termico devido ao fluxo de corrente ou

foto-excitação, níveis quasi−Fermi são usados para cada uma das bandas ao invés de se usar

um nível de Fermi único [11]. O nível quasi-Fermi da banda de condução Efc representa a

fronteria entre eletróns e buracos na banda de condução, assim como o nível quasi-Fermi da

banda de valência Efv também representa a froteira entre tipos de portadores conforme a figura

1.4.

Figura 1.4 Bandas do semicondutor fora do equlibrio - Niveis de quasi-Fermi

Os lasers de semicondutor são formados por uma junção p−n. Uma junção p−n é formada

colocando um semicondutor tipo n e um tipo p em contato. Na interface da junção existe uma

enorme diferença de portadores que pode chegar a várias ordens de grandeza. Esta diferença
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faz com que exista uma difusão dos elétrons da região tipo n para a região tipo p, deixando a

região tipo n com íons positivos (Representados por circulos com um sinal positivo na figura

1.5). O mesmo acontece com os buracos, que após a formação da junção, por difusão vão da

região p para a n, deixando íons negativos (Representados por circulos com um sinal negativo

na figura 1.5) na região p.

Figura 1.5 Esquema de formação da junção p-n
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A região da junção onde ficaram os íons positivos e negativos é chamada de região de

depleção, pois nessa região existe uma falta de portadores devido à difusão [12]. Os portadores

difundidos recombinam-se na junção. Na região de depleção, devido aos íons, é criado um

campo elétrico. Este campo elétrico gera uma corrente de deriva de portadores contrária à

difusão.

Quando a intensidade do campo elétrico é suficientemente grande, o número de portadores

que deixam a região devido à difusão é igual ao número de portadores que chegam à região

devido à corrente de deriva, então o equilíbrio é estabelecido. Quando acontece o equilíbrio,

os níveis quasi-fermi passam a ser iguais ao nível de fermi que passa a ser contínuo na junção

conforme a figura 1.6[10].

Figura 1.6 Bandas de energia numa junção p-n para o sistema em equilíbrio

Os mecanismos de recombinação de um par elétron-buraco no geral podem ser classificados

em dois grupos, recombinação radiativa e não radiativa. As recombinações radiativas ocorrem

quando um elétron da banda de condução se recombina com um buraco na banda de valência

e o excesso de energia é emitido na forma de um fóton. Os processos óticos associados com

transições radiativas são absorção (Figura 1.7.a), emissão espontânea (Figura 1.7.b) e emissão

estimulada (Figura 1.7.c) [9]. No processo de emissão espontânea os fótons são emitidos em

direções aleatórias sem nenhuma relação de fase, o que gera luz incoerente. Já no processo de
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emissão estimulada o fóton gerado tem frequência, direção e sentido de propagação iguais ao

fóton inicial, gerando assim luz coerente.

Figura 1.7 Recombinação radiativa: a)Absorção b)Emissão espontânea c)Emissão estimulada

Os processos não radiativos em geral não são importantes para o efeito laser no semicondu-

tor, exceto em lasers de semicondutor com grande comprimento de onda (1.3 - 1.5 µm) onde o

efeito Auger pode afetar a sua performance, principalmente para lasers com pequenos gaps de

energias e em altas temperaturas. O efeito Auger acontece quando a energia liberada por uma

recombinação é absorvida por um portador (elétron ou buraco) que se excita para um nível de

energia maior dentro da banda sem que haja emissão de fóton. Quando este portadore excitado

relaxa ao seu estado inicial libera energia que se propaga em forma de vibrações na rede (fô-

nons). Não é de intensão desta dissertação descrever com detalhes os processos não radiativos,

porém mais detalhes sobre o processo Auger podem ser encontrados na referência [9]. Outros

tipos de recombinação não radiativas mais conhecidas são recombinações nos defeitos e na

superfície.

É importante notar que quando o sistema está em equilíbrio existem muito mais elétrons

do que buracos na banda de valência e muito mais buracos do que elétrons na banda de con-

dução na região ativa ou meio ativo da junção (região onde coexistem elétrons na banda de

condução e buracos na banda de valência). Assim, quando um fóton interage com o mate-

rial semicondutor é mais provável que aconteça o processo de absorção do que o processo de
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emissão estimulada, portanto, a junção não está amplificando o sinal de luz e sim absorvendo.

Porém, com uma excitação externa capaz de diminuir a barreira de potencial existente na re-

gião ativa, é possível aumentar o número de portadores presentes ali, ou seja, com uma tensão

externa aplicada na junção de tal forma que o pólo positivo seja ligado na região p e o pólo

negativo seja ligado na região n, acontece uma injeção de elétrons na banda de condução e de

buracos na banda de valência da região ativa. Quando o número de portadores na região ativa

é suficientemente grande para que as probabilidades de emissão estimulada e absorção sejam

iguais, então é dito que houve uma inversãodepopulação e o meio é dito transparente devido

à igualdade nas probabilidades antes mencionadas (N0 é o número de portadores necessários

para a transparência). Se a tensão aplicada no semicondutor continuar aumentando e o número

de portadores na região ativa passar de N0 (figura 1.8[11]) então a probabilidade de ocorrer uma

emissão estimulada passa a ser maior que a probabilidade de ocorrer uma absorção e assim o

semicondutor passa a amplificar o sinal de luz, em outras palavras, a região ativa da junção

passa a ter ganho ótico e o efeito laser é observado nos semicondutores.

Figura 1.8 Bandas de energia numa junção p-n para o sistema com voltagem aplicada

Para uma homojunção, conforme foi descrito anteriormente, o ganho ótico é limitado pois

a região ativa é muito pequena (~0.01µm) e não existe nenhum mecanismo de confinamento

dos portadores nessa região. Uma solução para o problema do confinamento dos portadores é

construir uma heterojunção onde é colocado entre as regiões tipo n e tipo p uma camada ativa
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(também conhecida como zona ativa ou região ativa) de gap de energia muito menor que o gap

das regiões n e p. Dessa forma os portadores podem ser mover livremente na camada ativa sob

uma tensão aplicada, mas uma vez que estão na região ativa não podem passar para as regiões

p e n devido à barreira de potencial gerada pela diferença entre os gaps de energia. Outro fator

importante também é o fato de que o índice de refração da camada ativa é maior que o índice

de refração das regiões tipo p e n que a envolve e isso faz com que haja um confinamento do

modo ótico perto da camada ativa, caracterizando assim um guia de onda dielétrico. A espes-

sura da região de ganho agora é determinada pela espessura da região ativa que é tipicamente

0.1-0.3µm. A figura 1.9 mostra a estrutura básica de uma heteroestrutura dupla. O princípio

de funcionamento das heterojunções é basicamente o mesmo da homojunção. Foge do obje-

tivo desta dissertação entrar em detalhes sobre o funcionamento e características dos diversos

formatos de heteroestruturas que pode ser melhor estudado na referência [9].

Figura 1.9 Estrutura de uma heterojunção
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1.3 Conceitos básicos da teoria do laser

Esta seção tem como objetivo fazer uma revisão sobre os conceitos básicos da teoria do laser

aplicados particularmente aos lasers de semicondutores. No geral, um laser é um oscilador

auto-consistente bombeado externamente e é formado por um meio de ganho que é colocado

dentro de uma cavidade ótica para gerar o feedback necessário. Nos lasers de diodo o mate-

rial semicondutor é bombeado injetando portadores no meio ativo através de uma corrente de

bombeio I gerando assim um ganho ótico, como foi visto na seção anterior. Nenhuma cavi-

dade externa é necessária para o funcionamento do laser desde que as faces espelhadas do meio

de ganho do semicondutor sirva como uma cavidade gerando feedback ótico suficiente como

é mostrado na figura 1.10. A condição de limiar do laser é alcançada quando a corrente de

bombeio atinge um valor crítico Ilim de tal forma que o ganho é suficientemente grande para se

igualar as perdas da cavidade ótica. Uma vez atingido o limiar, qualquer aumento mínimo na

corrente de bombeio resulta na emissão de luz por emissão estimulada.

1.3.1 Equações de Maxwell

Uma vez que a descrição matemática de todos fenômenos óticos são baseados nas equações de

Maxwell, é apropriado iniciar a descrição do laser de semicondutor considerando estas equa-

ções. No sistema MKS de unidades, as equações dos campos elétrico e magnéticos são da

forma:

∇×E =−∂B

∂ t
(1.2)
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∇×H = J +
∂D

∂ t
(1.3)

∇ ·D = ρ f (1.4)

∇ ·B = 0 (1.5)

onde E e H são os vetores campo elétrico e magnético, respectivamente, e D e B são as

densidades de fluxo elétrico e magnético correspondentes. O vetor densidade de corrente J e

a densidade de carga ρ f representam as fontes para o campo eletromagnético. Para um meio

dielétrico não magnético a relação entre os campos e as densidades de fluxo são:

D = ε0E +P (1.6)

B = µ0H (1.7)

J = σE (1.8)

onde ε0 é a permissividade elétrica no vácuo, µ0 é a permeabilidade magnética do vácuo, P

é a polarização induzida e σ é a condutividade do meio. As equações de Maxwell podem ser

usadas para obter a equação de onda que descreve a propagação de um campo ótico dentro de

um meio. Tomando o rotacional da equação 1.2 e usando a equação 1.7 resulta que:

∇×∇×E =−µ0
∂ (∇×H )

∂ t
(1.9)

Usando as equações 1.3, 1.6 e 1.8, é possível eliminar H , J e D e deixar a equação 1.9
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em termos de E e P:

∇×∇×E =−µ0σ
∂E

∂ t
−µ0ε0

∂ 2E

∂ t2 −µ0
∂ 2P

∂ t2 (1.10)

O lado esquerdo da equação 1.10 pode ser simplificado usando a identidade vetorial:

∇×∇×E = ∇(∇ ·E )−∇
2E (1.11)

Na ausencia de cargas livres, ρ f = 0, das equações 1.4 e 1.6 resulta que:

∇ ·D = ε0∇ ·E +∇ ·P = 0 (1.12)

O termo ∇ ·P é desprezível na maioria dos casos de interesse prático [9], assim uma boa

aproximação é:

∇ ·E = 0 (1.13)

e consequentemente,

∇×∇×E =−∇
2E (1.14)

logo, a equação 1.10 fica:

∇
2E − σ

ε0c2
∂E

∂ t
− 1

c2
∂ 2E

∂ t2 =
1

ε0c2
∂ 2P

∂ t2 (1.15)

onde foi usada a relação:
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µ0ε0 =
1
c2 (1.16)

e c é a velocidade da luz no vácuo. Para campos óticos com variações temporais harmônicas,

usando a notação complexa, podemos escrever que:

E (x,y,z, t) = Re[E(x,y,z)exp(−iωt)] (1.17)

P(x,y,z, t) = Re[P(x,y,z)exp(−iωt)] (1.18)

onde ω = 2πν é a frequência angular ótica e ν = c/λ é a frequência de oscilação do campo

ótico no vácuo para o comprimento de onda λ . Usando as equações 1.17 e 1.18 na equação

1.15 obtemos

∇
2E + k2

0

(
1+ i

σ

ε0ω

)
E =−

k2
0

ε0
P (1.19)

onde k0 = ω/c = 2π/λ é o número de onda do vácuo. Sobre as condições do estado estacio-

nário a resposta do meio ao campo elétrico está relacionada com a susceptabilidade χ definida

por:

P = ε0χ(ω)E (1.20)

Para um meio isotropico, χ é um escalar. É conveniente separar a susceptibilidade complexa

χ = χ ′+ iχ ′′ em duas partes:

χ(ω) = χ0(ω)+χb(ω) (1.21)

onde χ0 = χ ′0 + iχ ′′0 é a susceptibilidade do meio na ausencia de um bombeio externo e χb =

χ ′b+ iχ ′′b é a contribuição adicional da susceptibilidade relacionada ao bombeio. No caso dos la-
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sers de semicondutor, a corrente de injeção é a fonte do bombeio e χb depende da concentração

de portadores no meio ativo.

Se usarmos a equação 1.20 para eliminar a polarização elétrica P na equação 1.19 e também

usando a equação 1.21 obtemos a equação de onda independente do tempo:

∇
2E + εk2

0E = 0 (1.22)

onde foi introduzida a constante dielétrica complexa

ε = ε
′+ iε ′′ = εm + iχ ′′0 +χb + i

σ

ε0ω
(1.23)

e εm = 1+χ ′0 é a constante dielétrica do meio sem bombeio externo.

A equação de onda 1.22 pode ser usada para obter a estrutura dos modos espaciais do

campo ótico, pois os modos do oscilador laser são as soluções estacionárias desta equação

satisfazendo as condições de contorno imposta pela estrutura do laser específico. Como foi

dito na seção anterior, a estrutura básica de um laser de semicondutor consiste de uma camada

fina colocada entre duas camadas diferentes como foi mostrado na figura 1.9, assim o campo

elétrico E é uma função de x, y e z. Na operação multimodo os modos óticos são denotados

como Ep,q,m, onde os índices p, q e m se referem aos modos lateral (na direção x), transversal

(na direção y) e longitudinal (na direção z), respectivamente. Para simplificar a descrição do

laser, nesta dissertação a dependência espacial do campo E não é levada em consideração.

Isso se deve ao fato de que toda esta dinâmica da interação do campo com a matéria acontece

numa região muito pequena. Assim, podemos considerar apenas a dependência temporal dessa

interação dando origem às equações de taxa para a intensidade e número de portadores (que

serão introduzidas no próximo capítulo) que são muito usadas na literatura e que descrevem

bem a dinâmica do laser de semicondutor. Porém, para uma compreensão das características do

campo dentro da cavidade faremos uma pequena análise somente da dependência longitudinal,
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como é mostrado na figura1.10, ao invés do caso tridimensional considerando as soluções de

ondas planas da equação 1.22.

Figura 1.10 Ilustração esquemática do laser de semicondutor e sua associoação com a cavidade de
Fabry-Perot
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Ao invés de usar a constante dielétrica complexa dada pela equação 1.23, as características

de propagação de uma onda plana em um meio é mais convenientemente descrita em termos de

duas constantes óticas, o índice de refração η e o coeficiente de absorção αabs. Considerando

a onda plana propagando na direção positiva de z temos que:

E = E0 exp(ikz) (1.24)

onde E0 é a amplitude constante do campo elétrico. A constante complexa de propagação k é

determinada substituindo a equação 1.24 na equação 1.22 e é dada por

k = k0
√

ε = k0η (1.25)

onde η é o índice de refração complexo que pode ser escrito como

η = η
′+ i

(
αabs

2k0

)
(1.26)

onde η ′ é o índice de refração do meio. Assim, a constante complexa de propagação pode ser

escrita como

k = η
′k0 + i

αabs

2
(1.27)

Usando 1.25 temos que

ε = η
2 = η

′2 + i
(

αabs

k0
η
′
)
−

α2
abs

4k2
0

(1.28)

Nos semicondutores geralmente αabs
k0
� η ′, logo usando a expressão da constante dielé-

trica complexa (equação 1.23) nesta ultima equação e igualando as partes reais e imaginarias

encontramos que:
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η
′ =
√

ε ′ =
√

εm +χ ′b (1.29)

αabs =
k0

η ′
ε
′′ =

k0

η ′

(
χ
′′
0 +χ

′′
b +

σ

ε0ω

)
(1.30)

1.3.2 Condição de limiar e modos longitudinais

As equações 1.29 e 1.30 mostram explicitamente como o índice de refração e o coeficiente

de absorção são afetados por um bombeio externo χb no material semicondutor. Geralmente

χ ′b� εm [9], então a equação 1.29 é aproximada por

η
′ = η

′
m +∆ηb (1.31)

onde ηm =
√

εm é o índice de refração do material sem o bombeio e ∆ηb, a variação do índice

e refração na presença dos portadores de carga, é dado por

∆ηb =
χ ′b

2ηm
(1.32)

Geralmente χ ′b é negativo, logo, na presença de um bombeio externo, o índice de refração

do meio sofre uma redução. Mesmo que esta redução seja na maioria das vezes menor que

1%, isso afeta significativamente a estática, dinâmica e as características espectrais do laser de

semicondutor diferentemente de outros lasers, como o de gás por exemplo, onde ∆ηb ≈ 0 [9].

O coeficiente de absorção dado pela equação 1.30 tem três contribuições vindas de três

diferentes fontes. O termo χ ′′0 está relacionado com as perdas do material, já o termo χ ′′b é
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responsável pela redução destas perdas com o bombeio externo. É conveniente descrever o

efeito combinado das perdas do material e sua redução devido ao bombeio externo como o

ganho ótico:

g =− k0

ηm
(χ ′′0 +χ

′′
b ) (1.33)

O último termo da equação 1.30 αint =
k0σ

ε0ωη ′ está relacionado com outras perdas internas

que geralmente ocorrem no semicondutor. Alguns mecanismos como absorção de portadores

livres e espalhamento na interface da heteroestrutura contribuem para estas perdas internas. O

coeficiente de absorção pode então ser escrito como

αabs =−Γg+αint (1.34)

O fator constante Γ conhecido como fator de confinamento é introduzido fenomenologica-

mente e representa a fração da energia do modo contida na região ativa. Para uma descrição

fenomenológica mais simples do laser de semicondutor o fator de confinamento pode ser con-

siderado igual a 1. Quando o bombeio externo compensa as perdas internas e as perdas do

material, tal que αabs = 0, então é obtida a condição de transparência do material e, uma vez

obtida a condição de transparência, para qualquer acréscimo no bombeio externo o meio passa

a amplificar o campo incidente.

Para se obter a condição de limiar do laser é necessário que o campo ótico (Equação 1.24)

seja o mesmo depois de uma ida e volta dentro da cavidade de comprimento L. Sejam R1 e

R2 as refletividades das faces polidas da cavidade, então a mudança líquida na amplitude do

campo após uma volta na cavidade é definida como unitária na condição de limiar do laser.

Isso resulta na condição [9]:
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(R1R2)
1/2 exp(2ikL) = 1 (1.35)

Igualando as partes reais e imaginárias da equação 1.35 e substituindo k da equação1.27,

temos as condições:

(R1R2)
1/2 exp(−αabsL) = 1 (1.36)

sen(2η
′k0L) = 0 (1.37)

A primeira condição (equação 1.36) está relacionada com o ganho no limiar. Usando a

equação1.34, resulta que o ganho no limiar é

Γg = αint +
1

2L
ln
(

1
R1R2

)
(1.38)

onde o termo

αesp =
1

2L
ln
(

1
R1R2

)
(1.39)

é conhecido como as perdas dos espelhos. A equação 1.38 expressa o fato de que o ganho feito

por um bombeamento externo deve balancear as perdas totais.

A condição (1.37) é usada para calcular a frequência em que o laser está operando. Con-

tudo, por causa da natureza periódica das funções trigonométricas, esta equação tem multiplas

soluções

2η
′k0L = 2 jπ (1.40)
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onde j é um número inteiro. Usando k0 = ω/c = 2πν/c, a frequencia do laser ν é dada por

ν = ν j =
jc

2η ′L
(1.41)

onde ν j é a frequencia do j-ésimo modo longitudinal de uma cavidade de Fabry-Perot de com-

primento ótico η ′L. O laser tende a oscilar na frequencia que coincida com a frequencia do

modo longitudinal suportado pela cavidade. Quais e quantos modos alcançarão o limiar de-

pende dos detalhes do espectro do ganho tais como largura de ganho e o mecanismo de alarga-

mento do ganho (homogêneo ou inomogêneo). No caso do alargamento homogêneo somente

um modo longitudinal, aquele que a frequencia aproximadamente coincide com a frequencia do

pico do perfil do ganho, alcança o limiar e o laser mantém a operação mono-modo longitudinal

mesmo no regime de operação acima do limiar (ver figura 1.11[9]).

Figura 1.11 Ilustração esquemática do perfil do ganho e modos longitudinais de um laser de semicon-
dutor
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A separação entre os modos ∆ν é facilmente obtida a partir da equação 1.41. Porém, é

importante lembrar que em um laser de semicondutor o índice de refração η ′ varia com a

frequencia ν . Então, o espaço intermodo é dado por

∆ν =
c

2η ′gL
(1.42)

onde

η
′
g = η

′+ν

(
∂η ′

∂ν

)
(1.43)

é o índice de refração para velocidade de grupo do material semicondutor. Este índice, respon-

sável pela propagação de pulsos de luz no meio, é o índice que impõe a condição de ressonância.

Uma característica única dos lasers de semicondutor é que as frequencias do modo longitudinal

e suas separações variam com o bombeio externo por causa da variação do índice de refração

como é mostrado na equação 1.31.



CAPÍTULO 2

Descrição Fenomenológica do Laser de

Semicondutor

2.1 Introdução

Em um laser de semicondutor os elétrons não realizam transições entre níveis discretos de

energias, mas sim entre bandas com uma certa largura como foi visto no capítulo 1. Por causa

da deslocalização dos estados eletrônicos nas bandas de energia de um semicondutor, além

dos processos de decaimento interbanda (decaimento radiativo e não radiativo que ocorrem

numa escala temporal de 1ns) os elétrons interagem entre si através de processos de colisões

intrabanda (espalhamento elétron-elétron ou elétron-buraco que ocorrem numa escala de 0.1

ps) e devem ser tratados coletivamente. Em semicondutores os processos de espalhamento

intrabanda ainda não são muito bem entendidos. Além desse problema, para se obter uma des-

crição matemática microscópica das interações dos elétrons com uma banda seria necessário

um conhecimento detalhado da estrutura de banda e da densidade de estados das bandas de

valência e condução, assim, para se obter as equações de taxa que descrevem este tipo de laser

operando em um único modo seriam necessárias muitas aproximações[13]. Por este motivo,

nesta dissertação é usado um modelo simples, que descreve de uma forma menos complexa

o funcionamento dos lasers de semicondutor, obtendo assim equações de taxa que são ampla-

mente usadas na literatura e que demonstram ser bastante eficazes no estudo do comportamento

deste tipo de laser. Através desse modelo, nesta dissertação será estudado as instabilidades na

26
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intensidade do laser geradas a partir de modulação na perda, injeção de luz externa, realimen-

tação ótica e, com mais detalhes, modulação direta da corrente de injeção.

2.2 Descrição fenomenológica, equações de taxa

2.2.1 Meio de ganho

Do ponto de vista da operação do laser, a grandeza física de interesse prática não é o ganho no

limiar (Equação 1.38) e sim a corrente do laser Ilim necessária para obter o limiar do ganho.

Para obter a relação entre o ganho g e a corrente de injeção I, é necessário considerar a resposta

do material semicondutor ao campo ótico, e consequentemente, uma vez que a resposta do

meio está relacionada com a susceptabilidade χ , é necessário então determinar a polarizaçãoP

que por sua vez depende da densidade de estados das bandas e dos processos de intrabanda

que não são muito bem entendidos como foi dito na introdução deste capítulo. Uma maneira

simples de resolver este problema é estimar de forma empírica a dependência do ganho com o

número de portadores da região ativa N. Uma aproximação fenomenológica geralmente usada

para descrever o ganho do laser de semicondutor é baseada na observação de que, na frequencia

de operação do laser, o ganho numericamente calculado varia quase linearmente com o número

de elétrons injetados para todos os valores da densidade de bombeio dos elétrons J[9]. Assim,

o ganho g pode ser aproximado por:

g(N) = a(N−N0) (2.1)
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onde a = ∂g
∂N é o coeficiente de ganho, N0, como foi dito no capítulo anterior, é o número de

portadores necessário para o meio atingir a transparência pois g(N0) = 0 e o termo aN0 é o

coeficiente de absorção do material na ausência de bombeio externo. Tanto o coeficiente de

ganho quanto o número de portadores na transparência são determinados experimentalmente.

Para uma descrição completa, o índice de refração também é aproximado de tal forma que varie

linearmente com o número de portadores, isto é:

∆ηb = bN (2.2)

onde b = ∂η ′

∂N também é determinado experimentalmente. Assim:

η
′ = η

′
m +bN (2.3)

Comparando as equações 2.1 e 2.3 com as equações 1.33 e 1.31 é possível ver que, devido

aos modelos para o ganho e índice de refração que foram usados, a susceptibilidade complexa

induzida pelo bombeio χb = χ ′b + iχ ′′b também varia linearmente com N, isto é:

χb = η
′
m

(
2b− i

a
k0

)
N = η

′
m

(
2

∂η ′

∂N
− i

1
k0

∂g
∂N

)
N (2.4)

Um parâmetro bastante usado na teoria dos lasers de semicondutores é a razão entre as

partes real e imaginária da susceptibilidade χb e é dado por

α =
Re(χb)

Im(χb)
=−2k0b

a
=−2k0

(
∂η ′/∂N
∂g/∂N

)
(2.5)

Como ∂g
∂N é sempre positivo e o termo ∂η ′

∂N é sempre negativo, o parâmetro α é um nú-

mero positivo e adimensional. Qualquer mudança na parte real da susceptibilidade (mudança
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na frequência) deve estar acompanhada de uma mudança na parte imaginária (mudança no

ganho). Assim, o fator α depende da dessintonização entre a frequência do campo ótico e a

frequência no pico do ganho do material. Este parâmetro marca a principal diferença entre

os lasers de semicondutores e os lasers de sistema de níveis discretos de energia que possuem

este parâmetro nulo na ressonância, pois a curva de ganho para o sistema de níveis discretos

é simétrica e não existem efeitos dispersivos no ganho, diferentemente do semicondutor que a

curva de ganho é assimétrica e seu pico está numa frequência para a qual o índice de refração

induzido pelos portadores não é nulo[11]. Assim, o fator α influencia muito nas propriedades

espectrais do laser. A largura de linha do campo do laser,4ω0, é dada pela equação [14]:

4ω0 ∝
κ

S̄

(
1+α

2) (2.6)

onde κ é a taxa de decaimento do fóton (inverso do tempo de vida do fóton) e S̄ é o número

médio de fótons presentes no modo. Devido ao fato de que a largura de linha do laser é alargada

por um fator
(
1+α2) o fator α também é conhecido na literatura como fator de ampliação da

largura de linha (linewidth enhancement factor).

2.2.2 Equações de taxa

A aproximação fenomenológica que descreve bem a variação da intensidade da luz que sai do

laser é baseada no fato de que a intensidade do campo elétrico presente no interior da cavidade,

que é proporcional ao número de fótons dentro da cavidade S [9], ao passar pelo meio de ganho

sofre uma variação
(dS

dt

)
1 e também uma variação

(dS
dt

)
2 devido às perdas na cavidade como

por exemplo espalhamento nas interfaces da heteroestrutura e perda nos espelhos da cavidade.
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Figura 2.1 Meio de ganho + cavidade (S)

Ao estudar o meio de ganho não podemos deixar de acrescentar um fator que é bastante

importante no estudo da dinâmica do laser, a saturação do ganho. À medida que o número

de fótons vai aumentando dentro da cavidade do laser, isto é, à medida que a intensidade do

laser vai aumentando, o número de portadores na região ativa passa a ser insuficiente para

amplificar toda a radiação ali presente diminuindo assim o ganho do meio ativo. Assim, para

uma formulação mais completa do meio de ganho, é necessário incluir esta saturação. Logo, o

ganho que antes era descrito de forma linear em N segundo 2.1 passa a ser descrito da forma

não linear em S como:

G = G(S,N) = a
(N−N0)

1+ξ S
(2.7)

onde G passa a ser chamado de ganho não linear e ξ é o coeficiente de saturação do ganho.

Geralmente ξ é muito pequeno se comparado com o número de fótons dentro da cavidade
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quando o laser está operando e por isso o seu efeito é mais claramente visto para altos valores

de S, porém como vai ser visto no próximo capítulo, por menor que sejam, a saturação no

ganho e a emissão espontânea são muito importantes para a dinâmica do laser de semicondutor

modulado diretamente. Assim, a variação da intensidade
(dS

dt

)
1 é dada por:

(
dS
dt

)
1
= G(S,N)S = a

(N−N0)

1+ξ S
S (2.8)

onde S ∝ |E|2 é o número de fótons no interior da cavidade e representa a intensidade do campo

elétrico, N é o número de portadores na região ativa, N0 é o número de portadores necessários

para que o meio de ganho passe a amplificar o campo ótico, ou seja, é o número de portadores

necessários para que o meio seja transparente, como foi dito no capítulo 1. Em outras palavras,

se N < N0 então o meio funciona como um absorvedor, ou seja, é mais provável que um fóton

ao passar pelo meio de ganho seja absorvido. Mas se N > N0 então o ganho passa a ser positivo

e o meio passa a amplificar a radiação através do processo de emissão estimulada. A variação

da intensidade devido às perdas na cavidade
(dS

dt

)
2 é dada por:

(
dS
dt

)
2
=−κS (2.9)

onde κ é a taxa de decaimento dos fótons e pode ser usada para definir o tempo de vida do

fóton na cavidade τp

τp =
1
κ

(2.10)

Sendo assim, a equação de taxa para a intensidade do campo dS
dt é

dS
dt

=

(
dS
dt

)
1
+

(
dS
dt

)
2
+Resp (2.11)
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O termo

Resp =
βN
τe

(2.12)

representa a taxa de acoplamento dos fótons emitidos espontâneamente ao modo ressonante

da cavidade que está operando no modo laser. O termoτe é o tempo de vida espontâneo dos

portadores e o coeficiente β é o fator de acoplamento da emissão espontânea e, como se pode

ver na equação 2.12, é definido como

β =
(taxa de acoplamento da emissão espontânea ao modo de operação do laser)

(taxa de emissão espontânea total)
(2.13)

Assim a equação de taxa para o número de fótons e que também representa a intensidade do

laser fica:

dS
dt

= a
(N−N0)

1+ξ S
S− S

τp
+

βN
τe

(2.14)

Esta equação também pode ser obtida usando as equações de Maxwell, como foram usadas

no capítulo anterior, solucionando as equações 1.19 e 1.20 juntamente com as aproximações

2.1 e 2.4 e ainda levando em conta que S é proporcional à intensidade do campo |E2|.

Para completar a descrição fenomenológica é necessário encontrar a relação entre a popu-

lação de portadores N e a corrente de bombeio I. Levando em conta todos os mecanismos de

geração e perda de portadores na região ativa, de forma geral a equação de taxa para o número

de portadores de carga no meio ativo é dada por [9]:

∂N
∂ t

= D(∇2N)+
I
e
−R(N) (2.15)
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O primeiro termo leva em conta a difusão dos portadores e D é o coeficiente de difusão.

Na maioria dos lasers de semicondutores as dimensões da região ativa são menores que o com-

primento de difusão, assim o número de portadores nesta região não varia significativamente

e pode ser considerada aproximadamente constante e o termo de difusão pode ser desprezado.

O segundo termo faz referência à taxa com que elétrons e buracos sao injetados no meio ativo

devido a um bombeio externo, onde e é a carga elementar. O último termo R(N) leva em conta

a taxa de perda dos portadores devido aos processos de recombinação, sejam radiativos ou não,

e pode ser escrito como

R(N) = Nγe +GS (2.16)

onde o termo

γe = (A+BN +CN2) =
1
τe

(2.17)

é a taxa de recombinação dos portadores. A taxa de recombinação A faz referência a processos

como recombinação de superfície. B é o coeficiente de recombinação radiativa e C está relaci-

onado com o processo de recombinação Auger. O último termo da equação 2.16 faz referência

à recombinação estimulada, fazendo assim, referência ao acoplamento não linear entre fótons e

portadores de carga. Nos lasers de semicondutores os coeficientes B e C são muito menores que

A. Assim, numa boa aproximação, τe pode ser considerado constante. Finalmente a equação

de taxa para o número de portadores pode fica

dN
dt

=
I
e
− N

τe
−a

(N−N0)

1+ξ S
S (2.18)



2.3 SOLUÇÕES ESTACIONÁRIAS E ANÁLISE DA ESTABILIDADE, CONDIÇÃO DE LIMIAR 34

2.3 Soluções estacionárias e análise da estabilidade, condição de limiar

As equações de taxa que descrevem o comportamento do laser (equações 2.14 e 2.18) possuem

duas soluções para o estado estacionário (S(1)st ,N(1)
st ) e (S(2)st ,N(2)

st ). Essas soluções, obtidas ze-

rando todas as derivadas temporais dS
dt = dN

dt = 0, representam o modo de operação de ondas

contínuas do laser (continuous wave - CW) onde a intensidade do laser permanesce constante

depois de passado um transiente. Como para estes dois pares de valores as taxas de crescimento

de S e N são nulas, então estes pontos são chamados de pontos fixos[15]. No geral estes pontos

fixos são escritos na forma (S∗,N∗). A contribuição da emissão espontânea é muito importante

para um tratamento correto da dinâmica do laser [9], porém quando o laser está operando no

estado estacionário o termo Resp referente à emissão espontânea é muito pequeno em relação

aos outros termos das equações de taxa, assim pode-se considerar que nesse regime de opera-

ção β = 0. Com isso, zerando o lado esquerdo das equações de taxa 2.14 e 2.18 obtemos as

soluções:

S(1)st = 0 (2.19)

N(1)
st =

τe

e
I (2.20)

e

S(2)st =
τp

e
(I− Ilim)(
1+ ξ

aτe

) (2.21)

N(2)
st =

1+ξ S(2)st

aτp
+N0 (2.22)
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onde

Ilim =
e
τe

(
1

aτp
+N0

)
(2.23)

é a corrente de limiar. Uma forma de analisar a estabilidade dessas soluções é fazendo uma

linearização do sistema usando expansão em série de Taylor em torno de perturbações infi-

nitesimais δS e δN feitas no sistema e observando o que acontece com estas soluções. Este

procedimento é chamado de análise de estabilidade linear[15]. Assim, é possível analisar cada

uma das soluções estacionárias separadamente após ter o sistema linearizado. As equações de

taxa são do tipo:

dS
dt

= F(S,N) (2.24)

dN
dt

= H(S,N) (2.25)

onde, conforme as equações 2.14(com β = 0) e 2.18:

F(S,N) = a
(N−N0)

1+ξ S
S− S

τp

H(S,N) =
I
e
− N

τe
−a

(N−N0)

1+ξ S
S

e sendo S∗ e N∗ pontos fixos deste sistema, então,

F(S∗,N∗) = 0

H(S∗,N∗) = 0
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As pequenas perturbações feitas a partir dos pontos fixos são:

δS = S−S∗ (2.26)

δN = N−N∗ (2.27)

Para ver se a perturbação cresce ou decai ao longo do tempo é necessário analisar as

equações de taxa para δS e δN. Dessa forma é possível classificar as soluções (S(1)st ,N(1)
st ) e

(S(2)st ,N(2)
st ) como sendo estável (se a perturbação diminuir ao longo do tempo) ou instável (se a

perturbação aumentar ao longo do tempo). Isolando S e N nas equações 2.26 e 2.27 e substi-

tuindo nas equações 2.24 e 2.25 ficamos com:

d(δS)
dt

= F(δS+S∗,δN +N∗)

d(δN)

dt
= H(δS+S∗,δN +N∗)

pois dS∗
dt = dN∗

dt = 0 . Fazendo uma expansão em série de Taylor em torno das perturbações

ficamos com:

d(δS)
dt

= F(S∗,N∗)+δS
∂F
∂S (S∗,N∗)

+δN
∂F
∂N (S∗,N∗)

+O(δS2,δN2,δSδN)

d(δN)

dt
= H(S∗,N∗)+δS

∂H
∂S (S∗,N∗)

+δN
∂H
∂N (S∗,N∗)

+O(δS2,δN2,δSδN)

como F e H se anulam no ponto fixo e desprezando termos de ordem O(δS2,δN2,δSδN)

(uma vez que δS e δN são pequenas perturbações, os termos quadráticos δS2, δN2 e δSδN

são menores ainda e podem ser desprezados), então:
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d(δS)
dt

= δS
∂F
∂S (S∗,N∗)

+δN
∂F
∂N (S∗,N∗)

(2.28)

d(δN)

dt
= δS

∂H
∂S (S∗,N∗)

+δN
∂H
∂N (S∗,N∗)

(2.29)

Escrevendo esse sistema na forma matricial ficamos com

 d(δS)
dt

d(δN)
dt

=

 ∂F
∂S

∂F
∂N

∂H
∂S

∂H
∂N


(S∗,N∗)

δS

δN

 (2.30)

onde a matriz

M =

 ∂F
∂S

∂F
∂N

∂H
∂S

∂H
∂N


(S∗,N∗)

=

a (N−N0)
1+ξ S

(
1− ξ S

1+ξ S

)
− 1

τp
aS

1+ξ S

−a (N−N0)
1+ξ S

(
1− ξ S

1+ξ S

)
−( 1

τe
+ aS

1+ξ S)


(S∗,N∗)

(2.31)

é chamada Matriz Jacoiana no ponto fixo (S∗,N∗). Finalmente o sistema, que agora é repre-

sentado pela equação 2.30, está linearizado. Uma solução possível para um sistema linear é do

tipo

δS

δN

=

vS

vN

eλ t (2.32)

onde

vS

vN

 é o autovetor correspondente ao autovalor λ da matriz M. Assim, derivando a

equação 2.32 e igualando à equação 2.30 obtemos
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λeλ t

vS

vN

= M

δS

δN

 (2.33)

e substituindo a equação 2.32 na 2.33 temos que

λeλ t

vS

vN

= M

vS

vN

eλ t

cancelando os termos escalares não nulos eλ t ficamos com a equação

(M−λΛ)

vS

vN

= 0 (2.34)

onde Λ é a matriz identidade

Λ =

1 0

0 1


A solução da equação 2.34 é:

det(M−λΛ) = 0 (2.35)

Esta equação é chamada de equação característica. Sendo a matriz M do tipo M =

a b

c d

,

ficamos com:

det

a−λ b

c d−λ

= 0



2.3 SOLUÇÕES ESTACIONÁRIAS E ANÁLISE DA ESTABILIDADE, CONDIÇÃO DE LIMIAR 39

o que resulta em numa equação de segundo grau para λ :

λ
2− τλ +∆ = 0 (2.36)

onde τ = a+d e ∆ = ad−bc são o traço e o determinante da matriz M, respectivamente. Logo,

resolvendo a equação 2.36 obtemos dois autovalores λ1 e λ2:

λ1,2 =
τ±
√

τ2−4∆

2
(2.37)

Escrevendo a equação quadrática para λ a partir das raízes λ1 e λ2 e igualando à equação

2.36temos que:

(λ −λ1)(λ −λ2) = λ
2− τλ +∆ = 0

λ
2− (λ1 +λ2)λ +λ1λ2 = λ

2− τλ +∆ = 0

o que resulta em :

∆ = λ1λ2

τ = λ1 +λ2

A dinâmica do sistema pode ser analisada classificando os pontos fixos existentes como

estável ou instável a partir dos autovalores λ1 e λ2 obtidos para cada ponto fixo. Os autovalores

podem ser reais ou complexos. Se os dois autovalores são reais e tem sinais opostos (∆ < 0)

então o ponto fixo em questão é um ponto de sela que mesmo com uma das autodireções sendo
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estável é considerado um ponto instável pois a outra autodireção é instável. Se os dois autova-

lores são reais (τ2− 4∆ > 0) e negativos (τ < 0, ∆ > 0), então a perturbação feita próximo a

este ponto fixo decai exponencialmente e o ponto fixo é classificado como estável (nó estável),

mas se são reais e positivos (τ > 0, ∆ > 0), então a perturbação aumenta exponencialmente e

o ponto fixo correspondente é classificado como instável (nó instável). Por outro lado, se os

autovalores são complexos (τ2−4∆ < 0) e possuem partes reais negativas (τ < 0, ∆ > 0), então

a perturbação decai com oscilação e o ponto fixo correspondente é classificado como estável

(espiral estável). Análogamente, se são complexos e se possuem parte real positiva (τ > 0,

∆ > 0) então a perturbação aumenta com oscilação e o ponto fixo é classificado como instável

(espiral instável). Existe ainda a possibilidade de todos os autovalores serem puramente imagi-

nários (τ = 0, ∆ > 0), neste caso o ponto fixo é classificado como centro e o sistema oscila em

torno desse ponto. O ponto fixo também pode ser classificado como pontos fixos não isolados

(∆ = 0) e ainda estrelas e nós degenerados (τ2− 4∆ = 0), mas para o sistema que descreve o

laser de semicondutor essas classificações não são tão importantes como as primeiras descritas

nesse parágrafo. A figura 2.3 mostra com detalhes cada caso mencionado anteriormente. O

diagrama representado na figura 2.2[15] resume bem a classificação da estabilidade dos pontos

fixos de acordo com os parâmetros τ e ∆ apenas, o que torna esta análise menos complexa.
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Figura 2.2 Diagrama de estabilidade dos pontos fixos em função dos parâmetros τ e ∆
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Figura 2.3 Evolução temporal da perturbação no ponto fixo para cada tipo de estabilidade, onde α e β

nessas figuras são apenas constantes reais.



2.3 SOLUÇÕES ESTACIONÁRIAS E ANÁLISE DA ESTABILIDADE, CONDIÇÃO DE LIMIAR 43

Assim, tendo em posse a matriz M (equação 2.31) é possivel analisar a estabilidade dos

pontos fixos (S(1)st ,N(1)
st ) e (S(2)st ,N(2)

st ) à medida que se varia a corrente de bombeio I a fim de

estabelecer para qual valor de I a estabilidade dos pontos fixos muda. Substituindo as equações

2.19 e 2.20 na matriz M tem-se que para o ponto fixo (S(1)st ,N(1)
st ) a matriz jacobiana fica:

M =

 ∂F
∂S

∂F
∂N

∂H
∂S

∂H
∂N


(S(1)st ,N(1)

st )

=

a( τe
e I−N0)− 1

τp
0

−a( τe
e I−N0) − 1

τe


e neste caso

τ = a(
τe

e
I−N0)−

1
τp
− 1

τe
(2.38)

∆ =− 1
τe

[
a(

τe

e
I−N0)−

1
τp

]
(2.39)

e ainda, escrevendo τ e ∆ em função de I e Ilim:

τ =
aτe

e
(I− Ilim)−

1
τe

(2.40)

∆ =−a
e
(I− Ilim) (2.41)

É fácil observar que para I < Ilim o determinante ∆ é positivo e o traço τ é negativo, pois a,

τe e e são constantes positivas. Também é possível mostrar que nessa condição o termo τ2−4∆

é sempre positivo:
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τ
2−4∆ =

[
aτe

e
(I− Ilim)−

1
τe

]2

+4
a
e
(I− Ilim)

τ
2−4∆ =

[aτe

e
(I− Ilim)

]2
−2

aτe

e
(I− Ilim)

1
τe

+

(
1
τe

)2

+4
a
e
(I− Ilim)

τ
2−4∆ =

[aτe

e
(I− Ilim)

]2
+2

a
e
(I− Ilim)+

(
1
τe

)2

τ
2−4∆ =

[
aτe

e
(I− Ilim)+

1
τe

]2

> 0

Logo, de acordo com o diagrama representado na figura 2.2, para I < Ilim a solução estacionária

(S(1)st ,N(1)
st ) é classificada como um ponto fixo do tipo nó estável e tem estabilidade classificada

como estável. Quando I > Ilim o ∆ é sempre negativo. Então a solução passa a ser classificada

como um ponto fixo do tipo ponto de sela e tem sua estabilidade classificada como instável. A

figura 2.4 representa estabilidade da solução (S(1)st ,N(1)
st ) em função do parâmetro I.

Para o ponto fixo (S(2)st ,N(2)
st ) a matriz jacobiana M fica (substituindo somente o valor de

N(2)
st , pois para uma melhor visualização das equações o valor de S(2)st será substituído posteri-

ormente):

M =

 ∂F
∂S

∂F
∂N

∂H
∂S

∂H
∂N


(S(2)st ,N(2)

st )

=

 − ξ S
τp(1+ξ S)

aS
1+ξ S

1
τp

(
ξ S

1+ξ S −1
)
−
(

1
τe
+ aS

1+ξ S

)


(S(2)st )

o que resulta em:

τ =−

(
1
τe

+
S(2)st

1+ξ S(2)st

(
a+

ξ

τp

))
(2.42)
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∆ =
S(2)st

τp

(
1+ξ S(2)st

) (a+
ξ

τe

)
(2.43)

onde de acordo com a equação 2.21 temos que S(2)st ∼ (I− Ilim). Como ξ é muito pequeno

em relação a S(2)st e o produto ξ S(2)st < 11 , o sinal do termo S(2)st

1+ξ S(2)st
depende do sinal de S(2)st

2.

Assim, de forma contrária ao primeiro ponto fixo analisado anteriormente, neste caso para

I < Ilim temos que ∆ < 0 e a solução é classificada como ponto de sela e tem sua estabilidade

classificada como instável, dispensando assim, a análise do sinal do traço τ . Já para I > Ilim

resulta que ∆ > 0, τ < 0 e τ2−4∆ < 0 e isso faz com que esta solução seja classificada como

espiral e tenha sua estabilidade classificada como estável.

1Geralmente, em lasers de semicondutor ξ = 10−9− 10−7 e o número de fótons na cavidade para o laser
operando no estado estacionário é da ordem de 105−106

2Fisicamente o termo S(2)st é o número de fótons na cavidade, portanto é uma grandeza sempre positiva. Assim,
quando I < Ilim o fato de S(2)st < 0 é apenas uma análise matemática do sistema EDO’s formado pelas equações2.14
e 2.18 sem levar em conta o significado físico de cada variável. Contudo, pode-se observar que, mesmo matema-
ticamente, quando I < Ilim a solução (S(2)st ,N(2)

st ) é instável conforme mostra a figura2.4 correspondendo ao fato de
que não existe número de fótons negativo! Para esta condição (I < Ilim) a solução (S(1)st ,N(1)

st ) passa a ser estável.
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Figura 2.4 Esquema qualitativo das estabilidades das soluções estacionárias (S(1)st ,N(1)
st ) e (S(2)st ,N(2)

st ) em
função da corrente de bombeamento no laser I
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Quando o parâmetro de bombeamento atinge o valor crítico I = Ilim ocorre uma bifurcação

transcrítica na estabilidade das soluções estacionárias. A solução (S(1)st ,N(1)
st ) deixa de ser estável

e passa a ser instável e a solução (S(2)st ,N(2)
st ) deixa de ser instável e passa a ser estável. Esse

valor é conhecido como limiar do laser, pois a partir deste valor de I o laser está propriamente

funcionando. Para I < Ilim o processo que governa a dinâmica do laser é a emissão espontânea,

pois não há portadores suficientes para que a emissão estimulada ganhe das perdas dentro

da cavidade. Assim, o laser funciona como um LED. Já quando o laser está funcionando, o

processo que rege a dinâmica do laser é a emissão estimulada pois o número de portadores

já ultrapassou o valor de limiar N0. No regime estacionário, a partir do momento em que a

condição de limiar é alcançada, N permanesce constante e igual ao seu valor no limiar.

2.3.1 Oscilações de relaxação

Como foi dito, o laser quando está operando regime no estacionário tem sua solução clas-

sificada como espiral estável, ou seja, ao ligar o laser existe um transiente onde a potência

emitida oscila até chegar a um valor fixo passando assim a operar no regime estacionário ou

modo de onda contínua CW (Continuous Wave). Mesmo já operando no modo CW, qualquer

perturbação feita no laser também gera uma variação na intensidade que decai de forma expo-

nencial e oscilando até voltar ao seu valor estacionário. Uma vez que os autovalores λ1 e λ2

foram determinados, a perturbação, que é a solução 2.32 da equação 2.30, pode ser escrita da

forma

δS = δS0 exp(λ t) (2.44)

δN = δN0 exp(λ t) (2.45)
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onde δS0 e δN0 são os valores iniciais da perturbação e λ (autovalores λ1 e λ2 da matriz jaco-

biana) representa uma constante complexa indicando um decaimento (h < 0) ou amplificação

(h > 0) da perturbação em torno da solução estácionária e é dada por:

λ =−h± iΩR (2.46)

onde h é taxa de decaimento das oscilações de relaxação e ΩR é a frequência angular das

oscilações de relaxação. Comparando as equações 2.37 e 2.46, é possível escrever que de

forma geral

h =−1
2

τ =−1
2

(
∂F
∂S

+
∂H
∂N

)
(2.47)

ΩR =

√
∆− 1

4
τ2 =

√(
∂F
∂S

∂H
∂N
− ∂F

∂N
∂H
∂S

)
− 1

4

(
∂F
∂S

+
∂H
∂N

)2

(2.48)

Substituindo as equações 2.42 e 2.43 na equação 2.48 resulta que a a taxa de decaimento das

oscilações de relaxação e a frequência angular dessas oscilações para o laser operando no modo

CW (Estado estacionário (S(2)st ,N(2)
st )) são:

h =
1
2

 1
τe

+
τp (I− Ilim)

e
(

1+ ξ

aτe

)
+ξ τp (I− Ilim)

(
a+

ξ

τp

) (2.49)

ΩR =

√√√√√ (I− Ilim)

e
(

1+ ξ

aτe

)
+ξ τp (I− Ilim)

(
a+

ξ

τe

)
− 1

4

 1
τe

+
τp (I− Ilim)

e
(

1+ ξ

aτe

)
+ξ τp (I− Ilim)

(
a+

ξ

τp

)2

(2.50)

e



2.3 SOLUÇÕES ESTACIONÁRIAS E ANÁLISE DA ESTABILIDADE, CONDIÇÃO DE LIMIAR 49

fR =
ΩR

2π
(2.51)

é a frequência das oscilações de relaxação do laser.

As figuras 2.5 e 2.6 mostram a série temporal calculada numéricamente com as equações

de taxas 2.14 e 2.18 para o laser operando com uma corrente de bombeamento I = 1,2Ilim

e sua transformada de Fourier no intervalo das oscilações de relaxação. No cálculo foram

usados os seguintes valores a = 1,2×10−5 ns−1, τp = 2,02.10−12s, τe = 1,54.10−9s, ξ = 0 e

N0 = 1,25.108.

Figura 2.5 Serie temporal calculada numericamente - Oscilações de relaxação
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Figura 2.6 Transformada de Fourier da série temporal da figura 2.5

A transformada da figura 2.6 mostra um pico bem definido indicando que o valor da frequên-

cia das oscilações de relaxação calculado através de integração numérica é fR = 2,559GHz.

Substituindo a equação 2.23 na equação 2.50 e usando os parâmetros que foram usados para

calcular a série temporal da figura 2.5 é possível obter analiticamente, através da equação 2.51,

que a frequência das oscilações de relaxação para esta série é fR = 2,561GHz.

2.4 Emissão espontânea e saturação do ganho

Como foi visto na seção anterior, o fator de acoplamento da emissão espontânea β foi

considerado nulo para a análise da estabilidade das soluções estácionárias e para a determinação

da frequência das oscilações de relaxação, pois além de deixar o estudo analítico das equações
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de taxa um pouco mais simples, sua contribuição ficaria desprezível em frente aos outros termos

na equação 2.50, mas vale ressaltar que para que o modelo fenomenológico fique mais completo

é necessário considerar a parcela da emissão espontânea. No próximo capítulo será feita uma

análise da importância do coeficiente β para a dinâmica do laser ao ser modulado através da

corrente de bombeamento. Para valores de β , a curva da potência de saída do laser (nº de

fótons) operando no regime CW em função da corrente de bombeamento I, mostra que mesmo

antes do laser atingir o limiar (I = Ilim) existe uma potência devido à emissão espontânea que

segundo a referência [9] é indispensável para um tratamento correto da dinamica do laser. A

figura 2.7 mostra varias curvas S− I calculadas numéricamente através das equações 2.14 e

2.18 para diferentes valores de β .
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Figura 2.7 Curva S− I para diferentes valores do coefiente de emissão espontânea β
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Além da emissão espontânea, a saturação do ganho também se mostra bastante importante

no estudo da dinâmica do laser de semicondutor modulado diretamente como também será

mostrado no próximo capítulo.



CAPÍTULO 3

Instabilidades no Laser de Semicondutor

3.1 Introdução

A dinâmica não linear e o comportamento caótico em sistemas lasers tem sido investigados

durante décadas. O laser de semicondutor mono-modo solitário não pode mostrar comporta-

mento caótico porque, como foi mostrado nas seções anteriores, é descrito por duas equações

com apenas duas variáveis independentes: A intensidade do campo elétrico e o número de

portadores de carga na região ativa. Para observar tal comportamento caótico é necessário adi-

cionar um grau de liberdade a estas equações. Existem várias formas de gerar esses graus de

liberdades tais como injeção de luz externa, realimentação ótica e modulação da corrente de in-

jeção (corrente de bombeamento) [16, 10]. Nesse capítulo é feito um estudo mais detalhado da

modulação direta em um laser de semicondutor com resultados de cálculos numéricos a partir

das equações de taxa.

Em simulações numéricas pioneiras foram observadas sequências de dobramento de pe-

ríodo indicando uma rota para o caos em lasers de semicondutor com corrente de bombeamento

modulada [17], porém sem levar em consideração efeitos não lineares como ruídos [18, 19] e

a saturação no ganho [20] que se demostraram ser muito importantes na dinâmica desses la-

sers. Este capítulo está esquematizado da seguinte maneira: Primeiramente são apresentadas

as equações de taxa do laser de semicondutor com modulação direta na corrente de bombea-

mento. Depois é feito um estudo da dinâmica do laser modulado sem levar em consideração os

efeitos da saturação no ganho. Por fim é analisado, através de cálculos numéricos, o efeito da

53
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emissão espontânea e da saturação no ganho na evolução da dinâmica do laser quando se varia

um parâmetro de controle que geralmente pode ser a frequência ou a intensidade da modulação.

3.2 O laser com modulação na corrente de injeção

Uma forma mais simples de se adicionar um grau de liberdade nas equações de taxa do

laser de semicondutor é modulando a corrente de injeção. A corrente de bombeamento pode

ser modulada por meio de uma corrente sinusoidal superposta à corrente dc, assim o termo de

bombeamento I fica

I = IDC + IACcosϕ(t) = IDC(1+mcosϕ(t)) (3.1)

onde IDC é o nível de corrente dc e IAC é a amplitude da modulação. O termo

m =
IAC

IDC
(3.2)

é a profundidade de modulação e ϕ(t) é definido como

dϕ

dt
= ωm (3.3)

onde ωm = 2π fm é a frequência angular de modulação e fm é a frequência de modulação em

unidades de Hertz. Assim, as equações de taxa 2.14 e 2.18 ficam

dS
dt

= a
(N−N0)

1+ξ S
S− S

τp
+

βN
τe

(3.4)

dN
dt

=
IDC(1+mcosϕ(t))

e
− N

τe
−a

(N−N0)

1+ξ S
S (3.5)

dϕ

dt
= ωm = 2π fm (3.6)
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3.2.1 Frequência de modulação

A taxa de decaimento (h) e a frequência ( fR) das oscilações de relaxação como estão des-

critas nas equações 2.49, 2.50 e 2.51 foram calculadas a partir da solução estacionária das

equações de taxa do laser, ou seja, levando em conta que m = 0 na equação 3.5. Dessa forma

a corrente de bombeamento fica simplesmente I = IDC. Assim, fica claro que h e fR dependem

do valor de IDC. Ao analisarmos as equações 2.49 e 2.50 é fácil ver que quanto mais próximo

do valor de Ilim for o valor de IDC menores serão h e fR.

O aparecimento ou não das instabilidades na intensidade do laser de semicondutor depende,

dentre outros fatores, da relação entre fm e fR e/ou da relação entre fm e h. Para que haja insta-

bilidades na intensidade do laser é necessário que a relação fm
h > 1 seja satisfeita [20]. Ou seja,

para modulações “lentas” ( fm < h) o laser não apresenta instabilidades em sua intensidade. Isso

acontece pois a variação temporal da injeção de portadores devido à corrente de injeção no meio

ativo é lenta se comparada com a variação da população desses portadores devido às oscilações

de relaxação. Ou seja, para fm < h, a corrente de bombeamento quase não oscila durante o

amortecimento das oscilações de relaxação e isso faz com que a intensidade do laser varie com

o mesmo período da modulação. Mas, para modulações com fm maiores que h, instabilidades

como sequências de dobramento de períodos e caos são observadas na intensidade do laser.

Neste caso, isso deve-se ao fato de que antes que as oscilações de relaxação sejam amortecidas,

a corrente de injeção oscila várias vezes. Assim a dinâmica da população de portadores no

meio ativo passa a ser dominada pela corrente de injeção modulada gerando as instabilidades

na potência do laser. Portanto, é desejável a escolha de um IDC próximo a Ilim a fim de diminuir

o valor de h, e consequentemente, o valor de fm necessário para obtenção de tais instabilidades.

As figuras 3.1(a), 3.1(b) e 3.1(c) mostram séries temporais para a intensidade do laser com a

corrente de injeção modulada.
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Figura 3.1 Série temporal com IDC = 1.2Ilim e para os valores (a) m = 0.15, fm = 384 MHz ( fm/h =
0.65), (b) m = 0.3, fm = 256 MHz ( fm/h = 0.43) e (c) m = 0.3, fm = 2.3 GHz ( fm/h = 3.93). Passo de
integração numérica: dt = 0.1 ps
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Na figura 3.1(a) a profundidade m e frequência de modulação fm são pequenas, fazendo com

que a intensidade do laser oscile no mesmo período da modulação. Em vermelho é mostrada a

corrente de injeção modulada I e em azul está representada a corrente de limiar Ilim. Na figura

3.1(b) a profundidade da modulação m é um pouco maior que o caso da figura 3.1(a), mas

ainda fm
h < 1. É importante notar que, neste caso, em alguns momentos I < Ilim, ou seja, em

determinados momentos o laser é desligado. Assim, as oscilações de relaxação são rapidamente

amortecidas fazendo com que sempre que o laser religar encontre a mesma condição inicial,

intensidade nula. Mas para fm
h > 1, mesmo que m seja grande e em alguns momentos I < Ilim,

o tempo de religar o laser 1
fm

é mais curto que o tempo de amortecimento das oscilações de

relaxação 1
h (Figura 3.1(c)) e assim é possível observar as instabilidades no intensidade do

laser.

3.2.2 Meio de ganho sem saturação

Se não levarmos em consideração a saturação no ganho, ou seja, levando em conta que

ξ = 0, para valores da frequência de modulação comparáveis à frequência de oscilação de

relaxação do laser, à medida que se varia a profundidade da modulação m dobramentos de

período vão acontecendo até que se chega ao regime caótico[17] como mostram as figuras 3.2,

3.3 e 3.4 calculadas numericamente com os valores dos parâmetros segundo a tabela 3.1[21].

Para estes valores dos parâmetros, a frequência das oscilações de relaxação tem valor igual

a aproximadamente fR = 2,6GHz. Na figura 3.2, são feitos vários diagramas de bifurcações

usando m como parâmetro de controle para mostrar como a dinâmica do laser de semicondutor

modulado varia de acordo com fm.

Todos os diagramas de bifurcação da figura 3.2 foram calculados usando IDC = 1.2Ilim, mas

com frequências diferentes para cada um deles. A figura 3.2(a) mostra que para uma frequência

de modulação fm = 0.8 fR, mesmo para uma modulação profunda, só acontece um dobramento

de período. Assim, para esta frequência o laser não opera no regime caótico. Mas à medida que
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Tabela 3.1 Valores dos parâmetros do laser
Parâmetro Símbolo Valor

Coeficiente de ganho a 1,20×10−5 ns−1

Número de portadores na transparência N0 1,25×108

Tempo de vida do fóton τp 2,02 ps
Tempo de vida dos portadores τe 1,54 ns

Fator de acoplamento da emissão espontânea β 1×10−5

a frequência de modulação aumenta, as instabilidades vão acontecendo cada vez mais para m

menores. Para fm = 1.2 fR (figura 3.2(c)) a primeira bifurcação ocorre em m = 0.230. A partir

deste valor de m a intensidade do laser passa oscilar com o dobro do período da modulação

(período-2) até que em m = 0.487 ocorre uma nova bifurcação e o período dobra novamente

(Período-4) e assim por diante até que se chega ao regime caótico depois de um número muito

grande de bifurcações.

Na figura 3.3 são mostradas as séries temporais e suas respectivas transformadas de Fourier

para m = 0,2, m = 0,8 e m = 1,0 para o caso de fm = 1,2 fR. Na figura 3.3(g) é mostrada a

série temporal para a intensidade do laser operando no regime caótico e na figura 3.3(h) sua

respectiva transformada de Fourier mostrando um contínuo de frequências, comportamento

típico de séries temporais caóticas.

Já na figura 3.4 são mostrados mapas de retorno para os máximos sucessivos Smáx(n+1)

e Smáx(n), onde Smáx(n) é o n-ésimo máximo da série temporal e para a diferença dos tem-

pos em que esses máximos sucessivos acontecem T = θ(n+ 1)−θ(n), onde θ(n) é o tempo

em que o n-ésimo máximo acontece. Esses mapas deixam claro o comportamento periódico

para alguns valores do parâmetro m e o comportamento caótico para outros valores desse pa-

râmetro. As figuras 3.4(a) e 3.4(b) representam mapas de retorno para m = 0,2 que de acordo

com a figura 3.2(c) apresenta período-1. Por esse motivo só se vê um ponto nesses mapas de

retorno, pois neste caso a série temporal da intensidade do laser possui um único valor para os

máximos, que se repetem a cada período de modulação. As figuras 3.4(c) e 3.4(d) representam

mapas de retorno para m = 0,8 e apresentam 4 pontos. Isso confirma que, neste caso, o sistema
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apresenta período-4, pois a serie temporal da intensidade do laser apresenta 4 máximos dife-

rentes que se repetem a cada período de modulação. Já as figuras 3.4(e) e 3.4(f) representam

mapas de retorno para m = 1,6 e apresentam um contínuo de pontos. Isso é característico do

regime caótico, pois na série temporal da intensidade do laser não há nenhuma periodicidade.

Para esses mapas foram usados 300 máximos para os casos de período-1 e período-4 e 3000

máximos para o regime caótico. É possível também obter diagramas de bifurcação usando a

frequência da modulação como parâmetro de controle deixando m constante, conforme é mos-

trado na figura 3.5 que mostra o diagrama de bifurcação para m = 0.3 e m = 0.8. Para uma

melhor visualização do comportamento dinâmico do sistema em função dos parâmetros fm e m

é possivel fazer um diagrama com esses parâmetros mostrando a periodicidade que o sistema

apresenta para cada par de valor ( fm,m) como mostra a figura 3.6.
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Figura 3.2 Diagramas de bifurcação com Smáx em função do parâmetro m para IDC = 1.2Ilim e (a) fm =
0.8 fR, (b) fm = 1.1 fR, (c) fm = 1.2 fR, (d) fm = 1.3 fR . Passo de integração numérica: dm = 0.001
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Figura 3.3 Séries temporais com IDC = 1.2Ilim e fm = 1.2 fR para (a) modulação (c) m= 0,2 (Período-1),
(e) m = 0,8 (Período-4), (g) m = 1,0 (caos) e suas transformadas de Fourier (b), (d), (f) e (h) respecti-
vamente. Passo de integração numérica: dt = 0.1 ps
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Figura 3.4 Mapas de retorno para Smáx com (a) m = 0,2 (período-1), (c) m = 0,8 (período-4) e (e)
m = 1,6 (caos). Mapas de retorno para T com (b) m = 0,2, (d) m = 0,8 e (f) m = 1,6. IDC = 1.2Ilim e
fm = 1.2 fR
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Figura 3.5 Diagramas de bifurcação usando fm como parâmetro de controle para (a)m = 0.3 e (b)m =
0.8 com IDC = 1.2Ilim. Passo de integração numérica: d( fm

fR
) = 0.001
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Os diagramas de bifurcações da figura 3.2 são representados por cortes horizontais da figura

3.6, enquanto os diagramas da figura (3.5) são representados por cortes verticais. O diagrama

3.6 e todos os outros desta dissertação que determinam a periodicidade em função de dois

parâmetros de controle, foram obtidos com passos de integração numérica relativamente altos,

pois devido ao fato de estar variando dois parâmetros de controle, cada diagrama desse tinha

um tempo de cálculo muito longo (da ordem de dias). Devido a este passos de integração altos

em algumas regiões aparecem pequenas “ilhas” fictícias de caos (visíveis mais claramente na

interface período-2 - período-4 na figura 3.6), quando na verdade se trata de uma mancha de

pontos que aparecem quando o sistema se aproxima de uma bifurcação, justamente devido à

este passo largo de integração. Mas, isso não chega a eliminar o aspecto quantitativo nem o

aspecto qualitativo das figuras.

Figura 3.6 Diagrama de periodicidade para IDC = 1.2Ilim. Passos de integração numérica: d( fm
fR

) = 0.01
e dm = 0.01
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3.2.3 Meio de ganho com saturação, influência da emissão espontânea

O comportamento dinâmico do laser de semicondutor modulado diretamente é alterado

quando a saturação no meio de ganho é considerada. Em outras palavras, para ξ 6= 0 existe

uma supressão das instabilidades. A saturação no ganho contribui para o amortecimento e

frequência das oscilações de relaxação conforme as equações 2.49 e 2.50 e deve ser a razão

da eliminação do caos [20]. A figura 3.7 mostra a mudança nas regiões onde acontecem as

instabilidades à medida que se varia ξ , para fm = 1.2 fR. Já as figuras 3.8(a), (b) e (c) mostram

diagramas de bifurcações relativos a cortes horizontais na figura 3.7 enquanto a figura 3.8(d)

mostra mais claramente como as instabilidades são suprimidas através de um diagrama de

bifurcação onde o parâmetro de controle é ξ (Neste caso, tanto m quanto fm são mantidos

constantes).

Figura 3.7 Regiões de bifurcação variando ξ , com IDC = 1.2Ilim, β = 1× 10−5 e fm = 1.2 fR. Passos
de integração numérica: d(ξ ) = 10−8 e dm = 0.01 e no zoom d(ξ ) = 10−9 e dm = 0.01
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Figura 3.8 Diagramas de bifurcação com IDC = 1.2Ilim, β = 1× 10−5 e fm = 1.2 fR para (a) ξ = 1×
10−8, (b) ξ = 1×10−7, (c) ξ = 5×10−7. Na figura (d) m = 1.5 enquanto ξ varia. Passos de integração
numérica: dm = 0.001 e d(ξ ) = 10−10
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Figura 3.9 Regiões de bifurcação com IDC = 1.2Ilim e β = 1× 10−5 para (a) ξ = 1× 10−8, (b) ξ =
1×10−7, (c) ξ = 2×10−7, (d) ξ = 3×10−7, (e) ξ = 4×10−7 e (f) ξ = 5×10−7. Passos de integração
numérica: d( fm

fR
) = 0.02 e dm = 0.02
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Na figura 3.9são mostrados diagramas de periodicidade para uma melhor visualização da

influência de ξ na evolução da dinâmica do laser modulado. Para um valor baixo de ξ (Figura

3.9(a)) o regime caótico é alcançado para uma grande faixa de valores para m e fm. Mas à

medida que ξ vai ficando maior as instabilidades vão sendo suprimidas até que, mesmo para

altos valores de m e fm, o máximo que acontece é um dobramento de período (Figura 3.9(f)).

Nos cálculos numéricos dessa dissertação ξ é considerado constante, mas seu valor varia

de acordo com número de portadores no meio ativo. Assim, consequentemente depende da

corrente de bombeamento I (componente IDC mais a parte referente à modulação) conforme

mostram as figuras 3.10(a)[22] e 3.10(b)[23]. Na figura 3.10(b) as curvas representadas por tri-

ângulos, losangos e quadrados fazem referência à diferentes maneiras de modelar a blindagem

Coulombiana entre elétrons e buracos do material semicondutor conforme a referência [24].

Não é de intensão desta dissertação entrar em detalhes sobre este assunto. O que importa nessa

figura é a dependência de ξ com a taxa de bombeamento, que nos três casos apresentados é

muito parecido. Ainda de acordo com a referência [24] para taxas de bombeamento logo acima

do limiar, ξ aumenta de acordo com esse bombeamento. Mas para um bombeamento muito

maior que o valor do limiar (a partir de 18 vezes o valor do limiar), ξ fica aproximadamente

constante conforme mostra a figura 3.10(b).

Figura 3.10 a) ξ em função da densidade de portadores no meio ativo. Triângulo, IDC = 18mA; estrela,
IDC = 20mA, e quadrado, IDC = 22mA. b) ξ em função da taxa de bombeamento.
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Assim, num possível experimento, é preferível escolher valores não tão altos para IDC, ou

seja o mais próximo do limiar possivel, a fim de manter ξ pequeno. Mas não é somente o

coeficiente de saturação do ganho que interfere na dinâmica do laser, a emissão espontânea

também é muito importante na supressão dessas instabilidades [17, 25, 26]. Para se observar

tais instabilidades experimentalmente, além de uma modulação profunda e de alta frequência,

é preciso que o laser possua ξ e β relativamente pequenos. O comportamento caótico foi

primeiramente observado experimentalmente em 1993 [27] usando um laser de semicondutor

DFB (Distributed Feedback) que possui o coeficiente β cerca de 10 vezes menor que lasers

com cavidade de Fabry-Perot. As figuras 3.13 e 3.11 mostram, para ξ = 1× 10−7, as regiões

onde ocorrem bifurcações e caos para diferentes valores do fator de acoplamento da emissão

espontânea β . Já as figuras 3.12(a), (b) e (c) mostram diagramas de bifurcações relativos

a cortes horizontais na figura 3.11 enquanto a figura 3.12(d) mostra mais claramente como

as instabilidades são suprimidas através de um diagrama de bifurcação onde o parâmetro de

controle é β (Neste caso, tanto m quanto fm são mantidos constantes).

Figura 3.11 Regiões de bifurcação variando β , com IDC = 1.2Ilim, ξ = 1×10−7 e fm = 1.5 fR. Passos
de integração numérica: d(β ) = 10−6 e dm = 0.02
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Figura 3.12 Diagramas de bifurcação com IDC = 1.2Ilim, ξ = 1× 10−7 e fm = 1.5 fR para (a) β =
1× 10−5, (b) β = 5× 10−5, (c) β = 1× 10−4. Na figura (d) m = 1.0 enquanto β varia. Passos de
integração numérica: dm = 0.001 e d(β ) = 5×10−8
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Figura 3.13 Regiões de bifurcação com IDC = 1.2Ilim e ξ = 1× 10−7 para (a) β = 1× 10−6, (b) β =
1×10−5, (c) β = 1×10−4, (d) β = 5×10−4. Passos de integração numérica: d( fm

fR
) = 0.02 e dm = 0.02

De forma geral, as influências da emissão espontânea e da saturação no ganho podem ser

melhor visualizadas na figura 3.14 onde ξ e β foram usados como parâmetros e fm e m foram

mantidos fixos.
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Figura 3.14 Regiões de bifurcação variando ξ e β , com IDC = 1.2Ilim, m = 1,5 e fm = 1.5 fR. Pontos
indicados no gráfico: Quadrado (ξ = 6,8×10−8 e β = 5×10−6), círculo (ξ = 1×10−7 e β = 9×10−6),
triângulo (ξ = 1,5×10−7 e β = 2,0×10−5) e hexágono (ξ = 2,8×10−7 e β = 2,8×10−5). Passos de
integração numérica: d(ξ ) = 2.5×10−9 e d(β ) = 10−6

As figuras 3.15 mostram séries temporais e suas transformadas de Fourier para a intensi-

dade do laser nos pontos marcados na figura 3.14. A figura 3.16 mostra as projeções do atrator

(Diagramas S×N) para cada série temporal da figura 3.15 deixando claro os dobramento de pe-

ríodos e o comportamento caótico para o laser de semicondutor modulado diretamente levando

em conta a emissão espontânea e a saturação no ganho.
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Figura 3.15 Séries temporais e suas transformadas para a intensidade do laser com IDC = 1.2Ilim, m =
1,5 e fm = 1.5 fR para (a) ξ = 6,8× 10−8 e β = 5× 10−6, (c) ξ = 1× 10−7 e β = 9× 10−6, (e)
ξ = 1,5×10−7 e β = 2,0×10−5 e (g) ξ = 2,8×10−7 e β = 2,8×10−5. Passo de integração numérica:
dt = 0.1 ps
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Figura 3.16 Diagramas S×N (retrato de fase) calculados com IDC = 1.2Ilim, m = 1,5 e fm = 1.5 fR para
(a) ξ = 6,8×10−8 e β = 5×10−6, (b) ξ = 1×10−7 e β = 9×10−6, (c) ξ = 1,5×10−7 e β = 2,0×10−5

e (d) ξ = 2,8×10−7 e β = 2,8×10−5
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Conclusões e perspectivas

Nessa dissertação foi feito um estudo sobre as instabilidades na intensidade de um laser

de semicondutor com corrente de injeção modulada diretamente. Primeiramente foi feita uma

revisão sobre os pricípios de funcionamento dos semicondutores. Depois uma descrição do

funcionamento do laser de semicondutor baseado nas equações de Maxwell. Em seguida foi

apresentado um modelo fenomenológico baseado nas duas equações de taxa que descrevem a

dinâmica desse tipo de laser. Para obeservar o comportamento caótico foi adicionado à essas

equações uma modulação na corrente de bombeio, adicionando assim mais um grau de liber-

dade às equações de taxa. Assim, essas equações que antes previam um comportamento estável

do sistema, passaram a apresentar instabilidades ao variar um parâmetro de controle.

Em seguida foram apresentadas simulações numéricas usando a linguagem de programação

C++ e método de integração Runge-Kutta de 4ª ordem para o laser modulado diretamente

sem levar em conta a saturação no ganho. Foi observado o comportamento caótico do laser

através de diagramas de bifurcação e séries temporais usando como parâmetro de controle

tanto a intensidade da modulação quanto a frequência. Depois, foi adicionado a saturação

do ganho nas equações de taxa e novos diagramas de bifurcação foram obtidos, mostrando a

influência da saturação no comportamento dinâmico do sistema. Foi mostrado que para lasers

com coeficiente de saturação relativamente alto acontece uma supressão nas instabilidades e

o comportamento caótico não é apresentado. Foi visto também que a emissão espontânea

também influencia no desaparecimento das instabilidades, ou seja, quanto maior o coeficiente

de emissão espontânea e saturação do ganho maior será a supressão das instabilidades.

Uma perspectiva para continuação deste trabalho, é a obtenção de resultados numéricos

75
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onde o laser apresente pulsos gigantes, tipo ondas óticas extraordinária. As ondas óticas ex-

traordinárias são um tópico atual de pesquisa e pretendemos, após a conclusão do mestrado,

realizar experimentos com um laser com corrente modulada até 3 Ghz para buscar a dinâmica

caótica que manifeste tais pulsos gigantes.
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