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Resumo

A simulagdo de escoamentos multifasicos em meios porosos impde varios desafios de
ordem numérica devido a uma série de fatores, como os meios altamente anisotropicos e
heterogéneos tratados neste tipo de andlise, as Equagdes Diferencias Parciais (EDP) de
natureza acoplada eliptica-hiperbdlica que descrevem o fendmeno, entre outros. Uma
vez definidas as formulacdes matemadticas e numéricas a serem utilizadas para modelar
adequadamente o escoamento, encontra-se outra dificuldade na codificacao destes méto-
dos, ja que, usualmente, despende-se um tempo considerdvel para o desenvolvimento de
programas de computador que implementem formulagdes para casos gerais ou complexos.
Este trabalho apresenta a implementagao de um software criado utilizando a linguagem
Python e a ferramenta computacional FEniCS para a geracdo automatica de cédigo de
baixo-nivel em C++ aplicado na solucdo numérica de escoamentos mono- e bifdsicos
em meios porosos usando o Método dos Elementos Finitos (MEF). Foram testados o
MEF de Galerkin e o Método dos Elementos Finitos Mistos (MEFM) para a solucdo da
equacao da pressdo (pressdo e velocidade no caso do MEFM) e o MEF com estabilizacio
via Streamline Upwind Petrov Galerkin (SUPG) e operador de captura de choque para a
equacao da saturacdo. Para a solugdo do sistema de equagdes lineares provenientes do
MEF de Galerkin foram utilizadas técnicas de aceleracao de convergéncia via Método
Multigrid Algébrico (AMG). Os métodos descritos neste trabalho sdo gerais o suficiente
para lidar com problemas tridimensionais, heterogéneos e anisotropicos. Exemplos sao
apresentados e resultados discutidos para problemas uni- e bidimensionais com domi-
nios homogéneos e heterogéneos com tensores de permeabilidade iso- e anisotrépicos.
A comparagio favoravel dos resultados obtidos com solugdes analiticas e referéncias
da literatura demonstra o potencial da ferramenta desenvolvida para a simulagcdo de

escoamentos em meios PpOrosos.

Palavras-chave: Escoamentos em Meios Porosos, Métodos dos Elementos Finitos,

Modelagem Automdtica
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Abstract

The simulation of multiphase flows in porous media imposes many numerical challen-
ges due to a series of factors such as the high anisotropic and heterogeneous media
handled in this type of analysis, the Partial Differential Equations (PDEs) with coupled
elliptic-hyperbolic mathematical nature, among others. Even after the mathematical and
numerical formulations used to model the flow are defined, there is still another challenge
regarding the coding of these methods, because it is usually a very time-consuming task
to develop computer programs that implement formulations for general and/or complex
cases. This work presents the implementation of a software written using the Python
programming language and the FEniCS computational tool for the automatic generation
of low-level code in C++ applied to the numerical solution of mono- and biphasic flows in
porous media using the Finite Element Method (FEM). The classical Galerkin FEM and
the Mixed Finite Element Method (MFEM) were tested for the solution of the pressure
(pressure and velocity for MFEM) and the Streamline Upwind Petrov Galerkin (SUPG)
stabilized FEM with shock capturing operator for the saturation equation. A convergence
accelaration technique via Algebraic Multigrid (AMG) was used for the solution of the
linear system of equations derived from the Galerkin FEM discretization. The methods
described here are general enough to handle three-dimensional, heterogeneous and aniso-
tropic problems. Examples are shown and results discussed for one- and two-dimensional
problems in homogenous and heterougenous domains with iso- and anisotropic perme-
ability tensors. The comparisons of the results obtained in this work with those from
analytical solutions and literature references show the potential of the developed tool for

the simulation of flows in porous media.

Keywords: Flow in Porous Media, Finite Element Method, Automatic Modelling
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Atualmente, a simulagcdo numérica do escoamento de fluidos em meios porosos € funda-
mental em vdrias dreas da engenharia, como na andlise de transporte de contaminantes
em aquiferos (Bear et al., 1992), no gerenciamento de dgua e calor em membranas
poliméricas para células de combustivel (Matamoros e Brueggemann, 2006) ou para a
simulacdo de escoamentos multifdsicos em reservatdrios de petréleo (Peaceman, 1977;
Aziz e Settari, 1979; Ewing, 1983; Carvalho, 2005; Silva, 2008).

A modelagem cientifica do escoamento de fluidos em meios porosos para a industria
do petréleo vem sendo feita desde os anos 30 do século passado, inicialmente utilizando
modelos de areia compactada para compreender o mecanismo da producdo de dgua
em reservatorios de petréleo e o porqué da propor¢do da dgua sobre o 6leo aumentar
ao longo do tempo. No final dos anos 30 e comec¢o dos 40 alguns experimentos com
modelos eletroliticos foram usados para representar 0 escoamento em meios porosos,
tendo sido nesta época ja reconhecida a analogia entre as leis que regem o fluxo de
corrente elétrica e as leis de Darcy (Peaceman e Nash, 1990). Todos esses modelos fisicos
andlogos permitiram a obten¢do de um conhecimento mais profundo sobre os fendmenos
que governam este tipo de problema, porém apenas com o advento dos computadores
eletronicos € que foi possivel para os engenheiros simularem problemas de forma mais
realista, como o de reservatérios de petréleo em 2 ou 3 dimensdes.

Paralelamente ao desenvolvimento de novos hardwares, houve também um trabalho
extensivo em métodos computacionais aplicados ao escoamento multifasico em meios
porosos. O primeiro método utilizado em larga escala para resolver Equacdes Diferencias

Parciais (EDP) numericamente, e ainda padrdo na industria do petrdleo, foi o Método
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das Diferencas Finitas (MDF) (Peaceman e Nash, 1990). Entretanto, este tipo de método
apresenta certas desvantagens, como a dificuldade para lidar com dominios complexos,
condi¢des de contorno gerais e para incorporar adaptagdo local de malhas (Chen et al.,
2006), especialmente quando comparado com métodos mais adequados para lidar com
malhas ndo-estruturadas que vém sendo aplicados mais recentemente nesta area como
¢é o caso do Método dos Volumes Finitos (MVF) (Carvalho, 2005; Cordazzo, 2006) ou
o0 Método dos Elementos Finitos (MEF) (Chen et al., 2006). Por estes motivos, trés
métodos da dltima classe citada foram usados ao longo deste trabalho.

Um aspecto comum a todos estes métodos computacionais € o tempo consideravel
necessario para o desenvolvimento de programas de computador que implementem
formulacdes para casos gerais ou complexos. Muito desse tempo é consumido codificando
tarefas que sdo comuns a praticamente qualquer software de simulagdo numérica, como,
por exemplo, a montagem das matrizes, manipulacdo de dados de entrada e saida (I/0O) ou
a solucdo iterativa de sistemas de equacgdes lineares. A abordagem adotada neste trabalho
para superar esta dificuldade foi utilizar a ferramenta de cdigo aberto FEniCS/DOLFIN
(Logg e Wells, 2010), a qual permite efetuar a geracdo automética de codigo de baixo
nivel (em C++) baseada em informagdes fornecidas através de uma interface com um
programa escrito em codigo de alto nivel (Python ou C++), permitindo ao programador se
concentrar no desenvolvimento e teste de diferentes formulagdes mateméticas e numéricas
para o problema de interesse usando uma sintaxe muito similar aquela encontrada na
descricdo matemadtica do problema, ao invés de despender tempo escrevendo c6digos
auxiliares para tarefas administrativas.

Além disso, existe uma necessidade de reduzir o tempo de CPU de um programa, de
modo a viabilizar o uso de simula¢gdes dentro do prazo de um projeto. Normalmente, a
parte que mais consome tempo de processamento em uma simulacao € a solu¢cdo numérica
dos sistemas de equacgdes lineares resultantes da discretizagdo das EDPs (Saad, 2003).
Virias técnicas estdo disponiveis para resolver de modo iterativo estes tipos de sistemas,
cada uma delas com suas proprias vantagens e desvantagens em termos de velocidade
e generalidade, sendo que estas caracteristicas frequentemente apontam para direcoes
distintas, isto €, um método extremamente rapido para uma classe de problemas muitas
vezes nao é geral e vice-versa. Neste trabalho foi utilizado um método conhecido por
acoplar de modo quase ideal estas duas caracteristicas: o0 método Multigrid (Trottenberg
et al., 2001; Saad, 2003; Briggs et al., 2000). Todavia, esta particularidade nao € obtida
sem custo, neste caso, as principais dificuldades adicionais associadas aos métodos Multi-

grid sdo: a necessidade de uma sequéncia de malhas sucessivamente menos refinadas,
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cuja geragdo pode se tornar um problema caso ndo seja abordada adequadamente e o
uso de operadores de transferéncia de informagdes entre niveis consecutivos. Seguindo
o principio de economizar tempo de codificagdo com tarefas gerais e manter o foco no
problema de interesse, neste trabalho foi utilizada a biblioteca de cédigo aberto PyYAMG
(Bell et al., 2008), a qual ndo apenas efetua de modo completamente automético a geracao
de uma sequéncia de matrizes, dada uma malha inicial, como também permite o uso de
diferentes variantes do Método do Multigrid Algébrico (AMG), incluindo os algoritmos
classicos de Ruge-Stiiben e o de Agregacao Suavizada (Smooth Aggregation) (Trottenberg
et al.,2001).

1.2 Objetivos

Dada a relevancia do problema proposto, como mencionado na se¢do 1.1, o objetivo
principal deste trabalho € o desenvolvimento de um sistema computacional para a simula-
¢do de escoamentos bifasicos 6leo-dgua em meios porosos, considerando a flexibilidade
de lidar com geometrias bidimensionais e tridimensionais, dominios homogéneos e
heterogéneos e tensores de permeabilidades isotrépicos e anisotropicos. Além disso,
como objetivos secunddrios temos o uso de técnicas de alto desempenho (Método do
Multigrid Algébrico (AMG)) para diminui¢ao do tempo necessdrio de processamento
para as andlises e a utilizagdo de pacotes computacionais que permitem a automacado de
parte do processo de desenvolvimento do software.

Na literatura existem diversas opcdes disponiveis de métodos matematicos, numéricos
e computacionais para resolucdo dos problemas inerentes as metas pretendidas neste
trabalho. Em relagdo a descri¢gdo matemadtica do problema, optou-se pela utilizacao da
formulacao classica que considera a lei de Darcy para modelar o fendmeno de interesse.
Esta formulacdo é razodvel para uma certa classe de aplicacdes de interesse, porém possui
limitacdes bastante discutidas na literatura ja que a mesma foi originalmente desenvolvida
para um contexto diferente (escoamento monofédsico laminar em um tubo preenchido
com areia). No capitulo 2 serdo discutidas as hipdteses que devem ser consideradas para
manter a validade da formulacao utilizada. Em todo caso, o modelo de Darcy € utilizado
largamente na industria e academia (Peaceman e Nash, 1990; Aziz e Settari, 1979; Marle,
1981; Ewing, 1983), tendo se mostrado adequado para o objetivo ao qual este trabalho se
destina, desde que respeitadas as limitacdes impostas pelo mesmo.

Analisando as alternativas disponiveis em termos de métodos numéricos, optou-se

pelo uso do MEF pela sua combinagdo de sélida base tedrica disponivel na literatura (Cha-
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vent e Jaffre, 1986; Chen et al., 2006; Hughes, 2000) e grande flexibilidade para lidar com
casos que apresentem geometrias ou condi¢oes de contorno complexas. Como objetivos
especificos dentro deste quesito, temos a discretizagao das EDPs usando a formulagao de
Galerkin para a equacdo de pressao (Luna et al., 2011) e o método SUPG para a equacio
de saturagdo, estando as duas varidveis acopladas de modo sequencial implicito via
velocidade total. Também foi testada a discretizacao via Método dos Elementos Finitos
Mistos (MEFM) para a pressdo e velocidade simultaneamente, calculando a saturagcao
posteriormente usando também o método SUPG. Em relagdo a resolugdo do sistema de
equacoes provenientes de tal discretizagdo, foi definida como meta especifica o uso de
alguma técnica de aceleracdo de convergéncia que permitisse uma grande escalabilidade
de modo a ser possivel a simulacdo de problemas de grande porte. Para este fim, foi
escolhido, dentre as op¢Oes disponiveis, o uso do método AMG devido a sua robustez e
eficiéncia.

Por fim, foi estabelecida a meta de elaborar um sistema computacional de modo
pratico e utilizando técnicas de geracdo de c6digo automdtica, tendo assim um programa
mais féacil de ser gerenciado e expandido conforme surjam novas necessidades. No
capitulo 4 serdo discutidas as opg¢des disponiveis na literatura e o porqué da escolha,
dentre elas, da ferramenta FEniCS/DOLFIN.

1.3 Organizacao da Dissertacao

Esta dissertacdo estd dividida em seis capitulos, incluindo introdu¢@o e conclusio, organi-
zados de modo a apresentar sequencialmente os passos necessdrios para se alcangar os
objetivos definidos na se¢do 1.2. Além disso, um apéndice que lida com aspectos priticos

da implementacao e uso do cédigo desenvolvido foi anexado ao final do trabalho.

* Capitulo 1: Introdugdo. O presente capitulo contém a motivagdo para a realizacao
deste trabalho, um curto histérico das principais dreas relacionadas com uma
revisao bibliografica de alguns dos principais trabalhos de outros autores e suas
contribui¢des, e por fim uma apresentacdo clara dos objetivos do trabalho e a

descricdo da organizagdo desta dissertacdo.

» Capitulo 2: Formulacdo Matemdtica. No segundo capitulo sdo apresentadas as
equacdes governantes do problema que se deseja modelar. As propriedades de
rocha, fluido e de interacdo rocha-fluido sdo descritas e a notacao utilizada ao

longo do trabalho € definida. Além disso, sdo discutidas as principais hipéteses
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simplificadoras utilizadas.

* Capitulo 3: Formula¢do Numérica. Lida com a transforma¢do de um problema
continuo definido pelas equacdes apresentadas no capitulo 2 em um problema
discreto que pode ser resolvido de modo aproximado utilizando métodos numéricos,

os quais também sao discutidos em detalhes.

* Capitulo 4: Implementagcdo Computacional. Neste capitulo sdo abordados os aspec-
tos praticos relativos a implementagdo de todo o arcabougo tedrico desenvolvido.
Os principais programas e bibliotecas utilizados sdo apresentados e as razdes para
a escolha de cada um € discutida. Por fim, um algoritmo em diagramas de blocos
da estrutura geral do programa € exposto, de onde se pode observar as interligacoes
entre os diferentes pacotes adotados e os pontos de interface com o c6digo escrito

especificamente para este trabalho.

» Capitulo 5: Resultados. A flexibilidade e acuricia do programa desenvolvido é
comprovada através do uso de diversos exemplos que variam desde casos simples
homogéneos e isotrépicos com solugdo analitica, até casos mais complexos con-
siderando heterogeneidades no dominio e o uso de tensores de permeabilidade
anisotropicos. Sempre que possivel, as solugdes obtidas foram comparadas com

benchmarks da literatura ou com solugdes analiticas.

* Capitulo 6: Conclusoes e Trabalho Futuros. Neste ultimo capitulo sdo feitas as
observagdes principais a respeito dos objetivos atingidos neste trabalho quando
comparado com as metas estabelecidas. Finalmente, sdo apresentadas algumas
possibilidades de trabalhos futuros baseados no que foi discutido ao longo desta

dissertacdo.

» Apéndice 1: Delfine - Manual do Usudrio. Este apéndice tem um enfoque bastante
prético e seu objetivo é servir como um tutorial para o leitor interessado em utilizar
as ferramentas desenvolvidas neste trabalho. Todos os passos, desde a obtengao
do cddigo através da internet até o uso do mesmo, passando pela instalacio e
configuracdo de pacotes adicionais, sdo discutidos com base em um exemplo

simples usado como orientacdo.




Capitulo 2
Formulacao Matematica

Neste trabalho, foi adotada a formulagdo matemadtica cldssica proposta em Peaceman
(1977) para o escoamento simultineo de duas fases imisciveis em um meio poroso
saturado. Esta abordagem vem sendo utilizada por muitos pesquisadores (Ewing, 1983;
Chavent e Jaffre, 1986; Carvalho, 2005; Silva, 2008) e tem com uma de suas principais
caracteristicas a manipulacdo da equagao de conservacdo da massa usando a lei de Darcy
de modo a formar um sistema com uma equagdo de pressao parabdlica-eliptica e uma
equacdo de saturacdo parabolica-hiperbdlica (Carvalho, 2005), em oposicdo a outras
formulagdes nas quais os campos de pressdo e saturagao sao resolvidos simultaneamente
em um sistema de EDPs parabdlicas (Aziz e Settari, 1979).

A formulacdo segregada de Peaceman permite o uso de métodos especializados
capazes de explorar as particularidades matematicas de cada equagao do sistema resultante.
O acoplamento entre estes dois campos € obtido através do uso de um termo de velocidade
total.

De modo a utilizar as equacdes apresentadas ao longo deste capitulo, é necessdria a

adocdo de algumas hipéteses simplificadoras (Carvalho, 2005; Peaceman, 1977):

* Meio poroso saturado;

Rochas e fluidos incompressiveis;

Fluidos imisciveis;

¢ Escoamento isotérmico;

Lei de Darcy vdlida para as velocidades consideradas.
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Para o correto entendimento da formulagdo adotada € necessério introduzir alguns con-
ceitos, os quais serdo discutidos na se¢io seguinte, usados para a descri¢do macroscopica

das propriedades de rochas, fluidos e da interagao entre os mesmos.

2.1 Propriedades

Antes de iniciar a descri¢c@o das diversas propriedades necessdrias para a elaboracao do
modelo matemadtico utilizado, é importante fazer um comentério a respeito do modo
como essas propriedades se apresentam na realidade e como sdo de fato representadas na
simulacdo do fendmeno no dominio de interesse.

Para uma perfeita descricdo do escoamento de fluidos em meios porosos, seria
necessario adotar uma abordagem microscépica, a qual necessitaria do conhecimento
das caracteristicas geométricas de cada um dos poros para a defini¢cao das fronteiras e
das condi¢des de contorno. De posse dessas informagdes, seria possivel utilizar uma
formulacao matemadtica, como as equagdes de Navier-Stokes (Fortuna, 2000), acrescida
de modelos geomecanicos e geoquimicos para simular o escoamento de cada um dos
fluidos existentes no meio e a interagdo entre eles. Desnecessdrio comentar que tal
alternativa € impraticdvel tanto do ponto de vista computacional, ja que seria possivel
analisar dominios apenas em escalas cuja ordem de grandeza esteja na escala dos poros,
quanto do ponto de vista da aquisi¢cdo de dados de entrada, pois € praticamente impossivel
se obter toda a descricao morfolégica de um meio como um reservatorio de petréleo,
do qual se obtém normalmente apenas algumas amostras, chamadas de testemunhos, os
quais sao retiradas de pontos que estdo vdrias centenas de metros ou até quilometros de
distancia entre si (Thomas, 2001).

Sendo assim, para todos os efeitos praticos, na andlise numérica de reservatdrios de
petrdleo se utiliza uma abordagem macroscopica, onde as propriedades sdo normalmente
consideradas varidveis continuas definidas em todo o dominio ocupado pelo meio poroso.
Tais valores das grandezas fisicas representam para cada ponto especifico uma média
volumétrica dos valores da regido circunvizinha a este ponto. Ou seja, ndao é mais
necessario uma descricdo da morfologia exata do reservatdrio, ja que ao invés disso serdo
utilizadas propriedades ndo mensurdveis no nivel microscopico, mas que representam no
nivel macroscépico o efeito equivalente ao da estrutura do meio poroso (Hurtado, 2005).

Entretanto, € valido comentar que esta descricdo macroscopica do meio poroso
apresenta também dificuldades. As formacdes rochosas que formam os reservatorios

de petréleo sao frequentemente descritas através de modelos geoldgicos e geofisicos
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na escala de metros ou até menor (Aarnes et al., 2007). Tal escala tornaria em muitos
casos invidvel a simulagdo de escoamentos de fluidos em tais reservatérios, ja que eles
tém ordem de grandeza de quildometros, o que implicaria, para casos tridimensionais,
em malhas com vérios milhdes de elementos, passiveis de serem analisadas apenas em
clusters de grande porte.

Apesar do grande aumento na capacidade computacional do hardware disponivel
e também do uso de técnicas avangadas para extrair o médximo de desempenho de tais
computadores, os modelos de reservatorio a serem analisados na pratica frequentemente
tém que contar com o uso de técnicas de Upscaling (Menezes, 2009), ou seja, uma restri-
¢ao dos parametros geofisicos obtidos em modelos geoldgicos para malhas tipicamente
dezenas ou centenas de vezes menos refinadas que serdo entdo analisadas via algum

método numérico (Aarnes et al., 2007).

2.1.1 Porosidade

Uma rocha, para ter a capacidade de armazenar um fluido, por exemplo petréleo, deve
possuir vazios no seu interior, os quais sdo chamados de poros. Além disso, para que haja
fluxo dentro desta rocha-reservatério é necessario que tais poros estejam interconectados
para que existam caminhos que os fluidos possam percorrer. Para efeitos de calculo de
porosidade, existe uma diferencga entre a porosidade absoluta, a qual abrange todos os
poros, estejam eles interconectados ou ndo, e a porosidade efetiva, onde apenas os poros
ligados entre si sdo considerados (Thomas, 2001; Hyne, 2001). Apenas esse segundo tipo
de porosidade serd usado neste trabalho, ja que é o de maior interesse para a andlise de
escoamentos. Portanto, sempre que houver referéncia a porosidade, pode-se entender
como a variante efetiva da mesma.

A porosidade de uma rocha-reservatdrio é definida matematicamente como a razao
entre 0o volume dos espacos vazios existentes na rocha e o volume total da amostra

(Thomas, 2001). Logo, podemos descrever a porosidade ¢ como:

o=-2L @1

onde o volume total € V; =V, +V;, com V), 0 volume poroso e V; 0 volume da matriz sélida.
Segundo a abordagem macroscépica adotada, a porosidade serd uma funcao continua
no espaco. L.ogo, se estd assumindo que o valor calculado pela Eq. (2.1) representard a
média de um volume representativo com dimensao pequena quando comparada ao meio

poroso como um todo, porém grande em comparacao com as dimensdes caracteristicas
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Figura 2.1 Exemplo de meio poroso com destaque para os volumes de matriz sélida (rocha) e de
poros (vazio).

dos poros.

A Fig. 2.1 apresenta esquematicamente uma amostra de meio poroso, com uma
aproximagdo em uma parte dela onde se pode observar claramente os conceitos de
volume poroso e de matriz s6lida representados. A caracterizacdo das fases em um

escoamento bifésico € vista na Fig. 2.2.

2.1.2 Permeabilidade Absoluta

A permeabilidade absoluta é uma medida da capacidade de uma tunica fase escoar em um
meio poroso sob certas condicdes. Esta € uma propriedade mais dificil de ser medida do
que a porosidade, porém mais importante no que tange ao escoamento de fluidos. Nao
necessariamente ird existir uma proporcionalidade direta entre estes dois parametros, ja
que para a permeabilidade importa ndo apenas a quantidade de poros interconectados,
mas também o modo como eles estdo conectados e a tortuosidade do caminho formado
por eles. Existe também a possibilidade de se ter rochas com baixissimas porosidades,
como muitas vezes € o caso de algumas rochas carbonaticas, que porém apresentam
uma alta permeabilidade devido a presenca de fraturas ou falhas (Hyne, 2001). Todavia,

normalmente sdo geradas correlacdes entre as duas propriedades, como pode ser visto na
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Figura 2.2 Exemplo de meio poroso saturado com escoamento bifésico.

Fig. 2.3 (Schneider, 2003).

Normalmente, a permeabilidade € representada matematicamente através de um ten-
sor de 2% ordem, denominado de K ao longo deste trabalho. Isto significa que ndo apenas
os valores da permeabilidade absoluta variam de acordo com a orientagdo da rocha,
como também que, devido aos termos cruzados do tensor, os valores em uma dire¢do
influenciam a permeabilidade nas outras direcdes. Neste caso o tensor é chamado de ani-
sotrépico. Se K puder ser representado por uma fungdo escalar, ou seja, a permeabilidade
em todas as dire¢Oes for a mesma, este tensor degenerado em um escalar € chamado de
isotrépico. Além disso, devido a grande heterogeneidade entre as diferentes formacgdes
rochosas, a permeabilidade pode variar espacialmente em ordens de grandeza, sendo que
variagOes locais no intervalo entre 1mD e 10D ndo sdo incomuns (Aarnes et al., 2007).

O sistema elaborado neste trabalho pode lidar de modo efetivo tanto com tensores
anisotropicos quanto com variagdes da permeabilidade ao longo do dominio (heteroge-

neidade).

2.1.3 Permeabilidade Relativa

Apesar de termos assumido total imiscibilidade entre as fases, consideramos para efeitos

de simulagdo, segundo a abordagem macroscopica adotada neste trabalho, a presenca de

10
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Figura 2.3 Exemplo de correlagdo entre porosidade e permeabilidade absoluta (retirado de
Schneider (2003)).

todas as fases simultaneamente no mesmo ponto, ja que, como mencionado anteriormente
na se¢do 2.1, o comportamento do escoamento na escala dos poros nao € de interesse
pratico para a anédlise de reservatorios. Isto significa que todas as fases terdo influéncia
umas sobre as outras.

Portanto, a permeabilidade de fato percebida por um fluido em um meio poroso
serd reduzida pela presenca das outras fases, resultando, portanto, na necessidade da
definicdo de um termo de permeabilidade relativa da fase o, representado neste trabalho
por k¢, que ird descrever como uma fase o escoa na presenca simultanea de outras.
As permeabilidades absoluta K, efetiva K, e relativa ko estao relacionadas através da
seguinte expressao:

Ky = koK (2.2)

Dada a complexidade envolvida na interagdo entre a rocha e as diferentes fases na
escala dos poros durante o escoamento, os valores para a permeabilidade relativa em
func¢do das propriedades dos fluidos e dos meios porosos sdo dificeis de serem obtidos.
De um modo geral, depende-se de modelos semi-empiricos para uso em simulagdes de
reservatorios de petréleo.

Um exemplo tipico de curva de permeabilidade relativa tanto da fase 4gua quanto da

fase 6leo em fungao da saturagdo da 4gua normalizada (S,,,) é obtido usando o modelo

11
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Figura 2.4 Saturagdo normalizada.

de Corey (Chen et al., 2006; Carvalho, 2005; Silva, 2008), o qual foi utilizado neste
trabalho. A saturacdo normalizada pode ser definida utilizando os valores das satura¢des
irredutiveis de dgua (S,,;-) e residual de 6leo (S,,). Swir representa a menor saturagao
possivel para a fase 4gua em um processo mecanico, ja S,,,, representa a menor saturacao
da fase 6leo depois do varrido pela fase 4gua. Uma representacdo grifica da saturagdo
normalizada pode ser vista na Fig. 2.4 e a expressao para o cdlculo da mesma € mostrada
a seguir:
Sw — Swir
) S S @)
Uma vez obtido o valor para a saturacdo normalizada, as permeabilidade relativas
para as fases s@o calculadas de acordo com a expressdo a seguir. Um exemplo do uso do
modelo de Corey para o calculo das permeabilidades relativas € apresentado na Fig. 2.5,

onde k¢, representa o valor mdximo da permeabilidade relativa da dgua.

ks (Syom) = K2, 5™ (2.42)
krow (Swn) = (1 - Swn)nw (24b)

Neste modelo, &, ko € 1y, representam a permeabilidade relativa da dgua, a perme-
abilidade relativa do 6leo e um expoente de forma da curva, respectivamente. O expoente
n,, € usualmente determinado através do método dos minimos quadrados para ajuste da
curva a resultados experimentais. Como exemplo, podemos citar o caso do deslocamento
de 6leo por gas em rochas homogéneas, para o qual o valor de n,, = 4.0 se apresenta
adequado. Porém, dependendo do grau de consolidag¢do da rocha, outros valores podem

resultar em melhores ajustes aos dados empiricos (Ahmed, 2006).

12
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Figura 2.5 Exemplo de modelo de permeabilidade relativa para escoamentos bifdsicos em meios
poOrosos.

2.2 Equacao da Conservacao de Massa

Considerando a hipétese de meio poroso saturado e a existéncia de n fases, a equagao

constitutiva para a saturacao pode ser descrita por:
n
Y Sa=1 (2.5)
o=1

onde o representa cada fase (neste trabalho, o = w e o para dgua e 6leo, respectivamente)
e Sq representa a saturacao da fase o.
A lei de Darcy generalizada para a velocidade de cada fase é expressa através da
seguinte equacao:
Kq
va = —— (Vpa—pPagVz) (2.6)
Ue
com Ky, Ug, Pa € Po representando a permeabilidade efetiva, viscosidade, pressao e
densidade da fase «, ao passo que g e z representam a aceleragdo da gravidade e o
deslocamento na sua direcao, respectivamente.
A equacdo de conservagdo para cada fase € descrita como em Peaceman (1977):

d (9paSq
~ V- (pava) +qa = —(¢§t ) 2.7)

13
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Os termos gq, ¢ e t representam termos fontes/sumidores da fase o (por exemplo, pogos),
porosidade efetiva da rocha e o tempo, respectivamente. Além disso, se forem conside-
radas duas fases, uma molhante (aquosa) e uma nao-molhante (oleosa), combinando as
Egs. (2.6) e (2.7), e usando a defini¢do dada na Eq. (2.2), € obtido o seguinte sistema de
equacoes diferenciais parciais que resolve o problema do escoamento bifasico dadas as

hipéteses ja mencionadas:

(™ d (¢pwSw
v. <p—V (P — pwsz)) + g = L100w5w) (2.8)
Ly ot
oKkro ) oSo
A (p—V (Po —pogVZ)) +qo0 = % (2.8b)

Nas Eqgs. (2.8a) e (2.8b), os campos de pressao e saturacdo sao acoplados em ambas
as equacoes. Estas possuem uma descri¢io matematica semelhante a da equagao de
conducdo de calor e por isso espera-se que tenham um comportamento essencialmente
parabdlico. Esta assertiva ndo é necessariamente verdadeira e pode ser avaliada através
da obtencdo de um par de equacdes que seja dependente ou da pressdo ou da saturacao.

A deducdo de tais equacdes € apresentada na secdo seguinte.

2.3 Equacao da Pressao

A abordagem utilizada para se obter a equagdo da pressdo € eliminar a derivada tempo-
ral da saturagdo apresentada na Eq. (2.7). Primeiramente, as derivadas temporais sdo

expandidas para se obter:

¢ pw 8pw IS,
V- (pwrw) +qw = PwSw = T 98w " +9pu— (2.92)
(9(]) dpo apo S

=V (povo) +qo = posoa + ¢S +¢po 5 (2.9b)

Entao, dividindo a primeira equagao por p,,, a segunda por p, e levando ainda em
consideragdo as hipéteses feitas anteriormente de que fluidos e rochas sdo incompressiveis

e finalmente adicionando as equacdes resultantes, obtém-se:

a(Sy+3S,)

5 (2.10)

—Vy+0i=9¢

onde v, = v,, +v, é denominada de velocidade total € Q; = (gw/pw) + (¢o/po) € a taxa

14
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volumétrica total. Além disso, considerando a Eq. (2.5) e rearranjando os termos, nds

obtemos a equagdo de pressdo para o escoamento bifdsico em meios porosos:
Vv, =0 (2.11)

De modo a apresentar a Eq. (2.11) em rela¢do a apenas uma tnica varidvel de pressao,

pode-se definir uma pressao média por:

4
Pavg = D > Po (2.12)

Considerando a defini¢do de pressao capilar como p. = p, — py, pode-se expressar

as pressoes das fases individuais como:

Pw = Pavg — % (2.13a)
o
Po = Pavg ? (2.13b)

As mobilidades das fases sdo definidas como a relacao entre a permeabilidade relativa

e a viscosidade do fluido:
A, o kra
(04

_ tra (2.14)
e

Finalmente, reescrevendo a Eq. (2.11) utilizando pressdes médias e capilares pode-se

obter, depois de um rearranjo dos termos, a seguinte expressao:

)fw_)to
2

v. (—K ((xw 20 Vet 00 b (it Aupe) sz) ) —0 @15
Logo, pode ser observado que a Eq. (2.15), considerando as hip6teses feitas, tem uma
natureza eliptica. Outrossim, foi considerada neste trabalho a hipétese de fluxo horizontal
(sem influéncia da gravidade) e com pressao capilar negligencidvel. Deste modo foi
possivel se concentrar nas caracteristicas elipticas da equacdo de pressdo. Definindo-se a
mobilidade total como A, = A,, + A,, a forma simplificada da equacdo de pressdo pode

ser apresentada como:
~ V- (KAVpayg) = O (2.16)
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2.4 Equacao da Saturacao

A equacdo de saturacdo pode ser deduzida usando uma manipulacdo algébrica similar a
utilizada na se¢@o anterior de modo a completar o modelo de pressao-saturagao para um
escoamento bifdsico dgua-6leo em meios porosos. Para a deducdo desta equacio faz-se
necessario definir qual das fases (molhante ou ndo-molhante) servird de referéncia. Neste
trabalho foi escolhida a fase aquosa seguindo a pratica usual da literatura (Peaceman,
1977; Ewing, 1983; Carvalho, 2005; Silva, 2008).

Consideraremos a principio que tenha sido obtida uma soluc¢io para um caso mais
geral representado pela Eq. (2.15), sendo portanto conhecida pg,,. Logo, as pressdes das
fases dgua (p,,) e dleo (p,) podem ser calculadas a partir da Eq. (2.13) e utilizando a

Eq. (2.6) podemos calcular as velocidades das duas fases, obtendo:

Ve = —KA (V Py — pugV2) (2.17a)

vo=—KA (Vpo — pogVz) (2.17b)

Multiplicando a Eq. (2.17a) por A,, a Eq. (2.17b) por A,,, subtraindo uma da outra e

utilizando a defini¢do de pressao capilar, pode-se obter:

— Vo + Aovyy = K)Loszvpc — KA A (po - pw) gVz (2.18)

Considerando-se ainda as defini¢cOes de velocidade e mobilidade total, podemos

reescrever a equacio anterior como:

Avyy = Ay + KA A, (Vpc + (pw - po) gVZ) (2.19)

Definindo ainda o fluxo fracional da fase ¢ como:

A
Ja=7% (2.20)
e utilizando-se a seguinte fun¢do da saturacdo para simplificar a notagao:
oAy dp.
hy = — 221

podemos obter uma expressao na qual a velocidade da fase dgua é expressa em funcao da
velocidade total. Substituindo as Egs. (2.20) e (2.21) na Eq. (2.19) e inserindo esta na

16
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Eq. (2.7), podemos escrever a seguinte expressao para a saturacdo da fase dgua:

(ppwSw)

ot ==V (pw (fiv: —Kh,VS,, + KA frv (Pw — Po) 8V2)) + qw (2.22)

Assumindo as hipéteses ja mencionadas de rochas e fluidos incompressiveis podemos

representar a expressio anterior por:

A
¢pW7 =—pwV- ((fwvl — Kh, VS, + KA, f» (pw - po) gVZ)) +qw (2.23)

Além disso, dividindo a Eq. 2.23 por p,, e considerando a defini¢cdo do termo de taxa
volumétrica de inje¢ao/produgao da fase agua Q,, = q,,/py, obtemos:

% = =V ((fuvr = KV S+ Ko fuo (Pw = po) 8V2) + O (2.24)

A Eq. (2.24) permite obter a saturacao da fase 4gua em um meio poroso considerando
as hipdteses bdsicas descritas no inicio deste capitulo. Esta equacdo apresenta um compor-
tamento essencialmente parabdlico-hiperbélico, a ndo ser que o termo de capilaridade seja
desprezivel comparado com os termos advectivos, o que € verdade especialmente para
casos como na vizinhanca de pogos ou em dreas do reservatério onde a velocidade total
seja alta (Carvalho, 2005). Considerando esta tltima condi¢cdo como valida e supondo
um escoamento horizontal, obtemos a forma simplificada para a saturacio da fase dgua
€m um meio poroso:

% ==V (fwv:)+Ow (2.25)

A Eq. (2.25) apresenta caracteristicas essencialmente hiperbdlicas e nao-lineares
devido ao termo de fluxo fracional. Um modo de estudar os fendmenos principais
associados a esta equacdo € utilizar modelos que isolem apenas algumas das caracteristicas
de interesse. Sendo assim, serdo apresentadas a seguir duas variacdes das equagdes
apresentadas para a saturacdo. A primeira delas considera um escoamento unidimensional
e sem termo de fonte, onde o principal objetivo € analisar o efeito da ndo-linearidade
decorrente do fluxo fracional. A segunda variacdo considera uma versdo linear da
Eq. (2.24), a qual nada mais € do que a conhecida equacao de difusdo-conveccao e que
neste caso governa o escoamento multidimensional de fluidos misciveis (Peaceman, 1977,
Barbosa er al., 2009; Loula et al., 1995).

17



2.4. EQUACAO DA SATURACAO

2.4.1 Equacao de Buckley-Leverett

Buckley e Leverett (1942) propuseram um modelo para representar o deslocamento
imiscivel de 6leo por 4gua em meios porosos rigidos unidimensionais, considerando os
termos de gravidade e capilaridade despreziveis. Partindo da Eq. (2.25), eliminamos o
termo de fonte, ja que neste modelo injec@o e producdo sdo manuseadas nas condigdes de

contorno. Assim, para o caso unidimensional podemos obter:

ISy + J (fwvt)

5 P 0 (2.26)

Expandindo o segundo termo da Eq. (2.26) utilizando a regra de derivada do produto,

chegamos a:

S, fs
* 5 TVox

Sendo que a derivada parcial do terceiro termo desta equacdo necessariamente tem

+ fw% =0 (2.27)
X

que ser igual a zero se consideramos a imposi¢ao de continuidade dada pela Eq. (2.11)
e utilizando um termo de fonte nulo. Além disso, podemos expandir o segundo termo

usando a regra da cadeia, obtendo assim a equagdo de Buckley-Leverett:

98, dfydS,
05 TVias, ox

(2.28)

Esta é uma equagdo hiperbdlica de transporte nao-linear, pois o coeficiente que
multiplica o termo dS,,/dx é uma fun¢do ndo-linear de S,, (Carvalho, 2005). A andlise
do comportamento desta fun¢do permite inferir um série de propriedades comuns aos
escoamentos mais complexos. Um exemplo de representacdo da funcdo de fluxo fracional
e de sua derivada em relagdo a saturacao pode ser observado na Fig. 2.6. No Capitulo 5

serdo apresentados e discutidos resultados para esta equagdo modelo.

24.2 Equacao do Deslocamento de Fluidos Misciveis

A anélise da equacdes de escoamentos misciveis em meios porosos permite analisar o
comportamento de diversos fendmenos de interesse como, por exemplo, o transporte de
contaminantes em aquiferos (Carvalho, 2005), a injecdo de tracadores em reservatorios
de petréleo para recuperacdo avangada (Loula et al., 1995), entre outros (Bear et al.,
1992; Barbosa et al., 2009). Na édrea de simulagdo de reservatdrios tais equacoes t€ém
sido tradicionalmente utilizadas para testar e desenvolver formulagdes numéricas devido

as diversas similaridades existentes quando comparadas as equagdes que descrevem os
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Fluxo Fracional e Derivada
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Figura 2.6 Exemplo de func@o de fluxo fracional e sua derivada relativa a saturacdo da fase dgua.

escoamentos imisciveis (Ewing, 1983).
A equacgdo para a concentracdo C do soluto (tragador) dissolvido em um fluido

solvente € dada por:
JaC
ot

onde D representa o tensor de dispersao-difusividade, Q é o termo fonte/sumidouro nos

—V-(vC—DVC)+CQ (2.29)

pocos e C é a concentragio neles.

O tensor D combina os efeitos de dispersdao mecanica e difusdo molecular, onde
o primeiro € normalmente proporcional a velocidade e possui componentes tanto na
direcdo longitudinal quanto transversal do escoamento. Ja o termo de difusdo pode ser
calculado pela Lei de Fick, a qual permite obter um fluxo difusivo a partir do gradiente
de concentragdo do soluto C. Uma excelente discussao a respeito dos detalhes sobre
este tensor e a interpretacdo fisica de seus componentes pode ser encontrada em Ewing
(1983).

No Capitulo 3 a versdo unidimensional em meio homogéneo da Eq. (2.29) serd

utilizada para a apresentag@o de alguns dos métodos numéricos utilizados neste trabalho.

2.5 Condicoes Iniciais e de Contorno

Antes de especificar a formulagdo numérica utilizada, algumas defini¢des a respeito das

condig¢des iniciais, de contorno e hipdteses simplificadoras tém que ser discutidas para
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2.5. CONDIGCOES INICIAIS E DE CONTORNO

tornar o problema abordado completamente determinado.
Os contornos sdo descritos como I' = dQ = I';U I'pU I'pU I'y, onde (Carvalho,
2005):

* I'; = Pocos injetores;

* I'p = Pocos produtores;

* I'p = Condic¢do de contorno de Dirichlet (Varidvel prescrita);
* I'y = Condic¢do de contorno de Neumman (Fluxo prescrito).

Usualmente, os pogos sao tratados como condi¢des de contorno internas, sendo
modelados através de métodos especiais para lidar com a velocidade alta nas adjacéncias
de um poco (Peaceman, 1977) comparada com o resto do dominio. Apesar disso, foi
adotada neste trabalho uma hipétese simplificadora considerando que os pogos sao termos
fonte/sumidouros de producdo ou injecdo concentrados em um tnico né da malha, isto &,
uma func¢do delta de Dirac neste ponto.

Neste trabalho, foi feita a consideracio usual adotada em problemas de reservatorio de
petréleo (Peaceman, 1977; Ewing, 1983) de condicdo de fluxo zero em todas as fronteiras

exteriores do dominio, isto é:
Klp-n=0 emIy (2.30)

onde A é a mobibilidade total, ou seja, A = A,, +4,, p € a pressdo média (p = puye) en é
0 vetor unitario normal aos contornos externos.
Logo, assumindo que a transferéncia de massa entre o reservatorio € 0 meio externo

se dard apenas pelos pogos injetores e produtores, temos:

!

va-n=q, ou px,t)=p' emIy

(2.31)
Ve -m=qh ou px,r)=p

P eme

onde gjq € gpq representam as vazdes volumétricas da fase o nos pogos injetores e
produtores, respectivamente.

As condig¢des inicial e de contorno para a equacgdo de saturagdo sao:

Sy(x,0) =50 emQ
Sw(x,t) =S emT; (2.32)
KVS,(x,t) n=0 emIy
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2.5. CONDIGCOES INICIAIS E DE CONTORNO

Para a equacdo da concentracio de um soluto em um fluido solvente, ver Eq. (2.29),

as condigdes iniciais e de contorno sdo definidas de modo similar:

C(x,0)=C"" emQ
Cx,t)=C emIy (2.33)
DVC(x,t)-n=0 emIy
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Capitulo 3
Formulacao Numérica

A ideia bésica de praticamente todos os métodos numéricos para a solu¢do de EDPs € a
discretizagdo de um problema continuo com infinitos graus de liberdade (DOFs) e desse
modo a reducdo para um numero finito de DOFs. Este problema discreto resulta em
um sistema de equacdes com um numero finito de varidveis, o qual normalmente pode
ser resolvido utilizando um método adequado (ver secdo 3.4 para detalhes) (Chen et al.,
20006).

No Método das Diferencgas Finitas (MDF), o qual ainda € o padrdo na simulacdo
numérica de reservatorios, as derivadas das equacdes originais sdo simplesmente substi-
tuidas por quocientes de diferencas. Os valores das varidveis sdo definidos apenas por um
nuimero especifico de pontos, os quais podem estar localizados nos vértices ou no interior
das células (Fortuna, 2000).

O processo de discretizacao no caso do MEF ¢é diferente na medida em que ele
usualmente requer a reformulacdo das EDPs em uma forma fraca equivalente. As
varidveis desconhecidas para o problema abordado sdo a pressao e saturacdo (além da
velocidade, para formulagdes mistas), as quais podem ser descritas em qualquer ponto da
regido usando uma funco de interpolag¢do (também conhecida como fung¢do de forma do
elemento). Os pontos de suporte para estas fungdes sdo os nds da malha, os quais sdo
conectados para formar os elementos.

Neste trabalho, foram experimentados tanto o cldssico Método de Elementos Finitos
de Galerkin quanto uma formulagdo dos Métodos dos Elementos Finitos Mistos para
resolver a equagdo da pressao descrita na se¢ao 2.3. Para a resoluc¢do da equacgdo da
saturagdo (ver secdo 2.4) foi utilizado o MEF acrescido de um termo de estabilizacdo
do tipo SUPG. Os resultados destas equacdes foram acoplados através de um método

Sequencial Implicito. Estas metodologias sdo discutidas nas se¢Oes subsequentes e
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3.1. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS DE GALERKIN

referéncias sdo citadas para informacgdes adicionais.

3.1 Mecétodo dos Elementos Finitos de Galerkin

A fim de resolver o problema da equagdo da pressao utilizando o MEF, € necessario
inicialmente expressar o mesmo na chamada forma fraca. O primeiro passo para obter
esta nova formulacdo (também chamada de problema variacional) é multiplicar a EDP por
uma funcdo w chamada de fun¢do de ponderacdo, em seguida o resultado € integrado no
dominio € e finalmente uma integracao por partes € efetuada nos termos com derivadas
de segunda ordem (Hughes, 2000). A funcdo desconhecida (pressao p, por exemplo)
é chamada de funcdo tentativa (ou de aproximacgdo). Espacos de fun¢des apropriados
devem ser definidos tanto para fun¢do de ponderacdo quanto para a funcdo tentativa.

O problema variacional para a Eq. (2.16) considerando todas as hipdteses mencionadas

tem a seguinte forma:

Problema 1 (Continuo). Encontre p € P tal que:

Alp,w)=f(w) VYweWw 3.1)
com
P={pecH"(Q);p=ppemIp} (32)
W={weH (Q):w=0emIp} (3.3)
Alp,w) = /Q/IKVp-deQ Vp,w e P,W (3.4)
Fw) = / awdQ Ywe W 3.5)
Q

onde pp é o valor prescrito de p nos contornos de Dirichlet e H! é o Espago de
Sobolev de fun¢des com derivadas generalizadas de primeira ordem quadrado-integraveis,

podendo este espaco ser definido de modo mais geral do seguinte modo (Hughes, 2000):

HNQ) = {w e Ly(Q);w, € Ly(Q);...;wx, .".x €eLr(Q)} (3.6)
onde
L2(Q) = {w] / W2dQ < o0} 3.7)
Q

Isto significa que ao passo que a solugdo da EDP tem que existir em um espaco

de funcdes com derivadas continuas (forma forte), o Espaco de Sobolev de grau 1
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3.2. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS MISTOS

exigido pela forma fraca permite fungdes com derivadas descontinuas (Langtangen,
2011). A existéncia e unicidade da solu¢do deste problema € dada pelo lema de Lax e seu
detalhamento completo pode ser encontrado em Garcia (1997).

Para a andlise usando elementos finitos deste problema variacional, € necessario
transformar esta formulacao continua definida pela Eq. (3.1) em um problema discreto.
Considere o dominio €, o qual é discretizado por N elementos nao sobrepostos E; de
modo que Q) = U?le E;e E;NE;=0,i# j, onde o subindice h representa um pardmetro
de tamanho caracteristico de malha que representa o problema discretizado.

O problema variacional discreto para a equacao de pressao utilizando a abordagem
classica de Galerkin descrita em Hughes (2000) e adotada em varios outros trabalhos
(Wells et al., 2008; Barbosa et al., 2009) é:

Problema 2 (Discreto). Encontre py, € Py, tal que:

A(pn,wn) = f(wn)  Ywp €W, (3.8)
com
Py={pn € H'(Q4); pr € P*(E:); ph = pp em Tp} (3.9)
Wy = {wy, € H'(Q,);w), € PY(E;);wy, =0 em ITp} (3.10)
Alpiwn) = [ AKVpy-VwidQ Vpywy € PiWy G.11)
Qy
f(Wh) :/ OwpdQ Yw, €W, (3.12)
Qh

onde P¥(E;) define fungdes de forma com ordem k para o elemento finito E;. Na
Fig. 3.1 sdo apresentados elementos triangulares para a formulacao cldssica de Galerkin
com diferentes ordens para o polindmio da fun¢do de forma, onde pode ser observado
que um aumento da ordem de aproximacdo implica em uma maior quantidade de graus
de liberdade por elemento, o que melhora a precisao da interpolacio, porém ao custo de
um maior tempo computacional. A Eq. (3.8) aplicada a uma malha computacional resulta
em um conjunto de equacdes discretas na varidvel p, cuja solugdo pode ser obtida usando

o métodos descrito na se¢do 3.4.

3.2 Meétodo dos Elementos Finitos Mistos

Na simulacdo de escoamentos em meios porosos € fundamental se obter uma boa aproxi-

macao para a varidvel de velocidade, pois esta serd utilizada para o acoplamento entre
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3.2. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS MISTOS

(a) Triangulo Linear (b) Tridngulo Quadratico

(c) Triangulo Cubico

Figura 3.1 Exemplo de elementos tridngulares para andlise via MEF.

as equacdes de pressdo e saturacdo. Apds a utilizagdo de um método numérico como o
descrito na se¢@o anterior apenas a varidvel de pressao estara definida, sendo que esta
aproximacdo serd de segunda ordem para elementos triangulares lineares como os que
foram usados na maior parte deste trabalho. Portanto, seria necessario calcular em uma
etapa seguinte a velocidade a partir da pressao calculada.

O modo mais direto de fazer isto seria usar diretamente a equagdo de Darcy (Eq. (2.6)),
a qual permite obter o campo de velocidades a partir do gradiente de pressdao. Porém,
tal alternativa apresenta as grandes desvantagens de requerer a diferenciacdo do campo
de pressdo, diminuindo a ordem de convergéncia da aproximacdo e de nao garantir a
continuidade da velocidade nas fronteiras, j& que um campo continuo linear de pressao
terd o seu gradiente representado como descontinuo entre elementos vizinhos. Uma
alternativa utilizada por alguns autores (Loula et al., 1995; Barbosa et al., 2009) é realizar
um pdés-processamento ao final do cdlculo do campo de pressdo para se obter um novo
problema variacional na varidvel de velocidade, o qual ao ser resolvido garante uma
melhor ordem de aproximacao e a continuidade do campo entre os elementos.

Uma outra alternativa, a qual € apresentada nesta secao e utilizada neste trabalho,
€ o uso de uma formulagdo mista. A maior motivagdo para o desenvolvimento e uso

do Método dos Elementos Finitos Mistos (MEFM) € que em algumas aplicacdes, como
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3.2. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS MISTOS

no caso da simulagdo de escoamentos em meios porosos, uma varidvel vetorial (ex:
velocidade de um fluido) também € de interesse, sendo que os métodos do tipo MEFM
foram desenvolvidos para aproximar tanto esta varidvel quanto a escalar (ex: pressao)
simultaneamente e fornecer aproximacdes de alta ordem para ambas as varidveis.

Entretanto, esta vantagem € obtida ao custo de uma maior complexidade da formu-
lacdo, ja que ao invés de um unico espaco de elementos finitos 0 MEFM requer dois
espacos, os quais ndo podem ser escolhidos arbitrariamente pois t€ém que satisfazer uma
condi¢do do tipo inf-sup para serem estaveis (Chen et al., 2006).

Em Raviart e Thomas (1977) foi proposta a primeira familia de espagos de elementos
finitos mistos que satisfazem a condicao de estabilidade conhecida como Ladyshenskaja-
Babuska-Brezzi Condition (LBB) (ver Brezzi e Fortin (1991) para uma discussao deta-
lhada sobre esta condi¢do) para problemas elipticos de 2* ordem como o representado
pela equagdo da pressao (Eq. (2.16)), sendo que, depois desta, vdrias outras combinagdes
de espacos ja foram sugeridos na literatura (Brezzi et al., 1985; Chen et al., 2006).

De modo a ilustrar o procedimento para obten¢do da forma fraca, consideremos
inicialmente a equacdo da pressdo desenvolvida na secdo 2.3, a qual é reproduzida a

seguir, onde os subindices foram omitidos por questdo de clareza:
—V-(KAVp)=0 (3.13)

sendo que ela estd sujeita a condi¢do de fluxo zero em todas as fronteiras exteriores do

dominio, conforme explicado na secdo 2.5:
KAVp-n=0 emIy (3.14)

De modo a garantir que a varidvel vetorial (velocidade v) tenha componentes continuas

em €2, podemos utilizar um Espaco de Sobolev para fun¢des vetoriais definido por:
H(div,Q) = {{ = (81, &) € (L2(Q) x L2(Q)): V- € € Lo(Q)} (3.15)

Assim, podemos definir o espaco V= {{ € H(div,Q);{ -n =0 em 'y} para garantir
a condi¢do de fluxo zero na fronteira e o espaco W = L,(Q), onde é importante observar
que fungdes em W ndo sdo necessariamente continuas.

Além disso, definimos a seguinte notagdo para o produto interno em L (Q):

(v,w):/gv(x)w(x)dx (3.16)
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Utilizando a definicdo da velocidade, podemos escrever:
v=—KAVp (3.17)

Logo, a Eq. (3.13) se torna:
V.v=0 (3.18)

Multiplicando-se a Eq. (3.17) por { € V, passando os termos de permeabilidade e
mobilidade para o lado esquerdo da equacdo e integrando o resultado no dominio, usamos

a defini¢do de produto interno da Eq. (3.16) para obter:
(KA)"'v,8) = =(£,Vp) (3.19)
Aplicando o teorema da divergéncia no lado direito desta equagdo, obtemos:
((K2)™'v.8) =(V-C.p) (3.20)
E multiplicando a Eq.(3.18) por w € W, temos:
(V-v,w) = (Q,w) (3.21)

De posse de todas estas defini¢cdes, podemos descrever o problema variacional (forma

fraca) para as equacdes de pressdo e velocidade do seguinte modo (Chen et al., 2006):

Problema 3 (Continuo). Encontre p € W ev € V tal que:

Alpw,v,{)=f(w) VEeV, VYweW (3.22)
V={{ cH(div,Q);l-n=0emIy} (3.23)

W =1,(Q) (3.24)

A(p,W,V, C) = ((Kl)ilvﬂ C) - (V : C?p) - (V'V7W) (3.25)
fw)=—(Q,w) (3.26)

De modo a se possibilitar a andlise deste problema variacional via MEFM, € necesséario
representar 0 mesmo na forma discreta. Para isto, precisamos definir espagos finitos

que substituam os espacos V e W determinados conforme mostrado nas Eqgs. (3.23)
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e (3.24). Neste trabalho foi utilizada a combinac@o conhecida como espacos Brezzi-
Douglas-Marini (BDM) (Brezzi et al., 1985), os quais t€m a caracteristica de permitir
obter a mesma ordem de convergéncia do erro para a varidvel vetorial que os espagos
de Raviart-Thomas (Raviart e Thomas, 1977), porém com a vantagem de terem uma
dimensao menor. Os espacos BDM podem ser definidos para cada elemento finito da

malha do modo a seguir, considerando um k > 1 (Chen et al., 2006):
Vi(E)) = PK(E) x PH(E)) (3.27)

W, (E;) = P Y(E) (3.28)

Para o caso mais simples, com k = 1, obtemos a seguinte defini¢do para V;, em um

tridngulo:
N— g7 — (] 2 3 4 5 6
Viu(E) ={& = <aEi +agx) +agxa,dg, +agx —I—aEix2>} (3.29)

Este tridngulo € mostrado na Fig. 3.2(a), onde percebe-se que os graus de liberdade
em V), sdo os valores das componentes normais das fungdes em dois pontos diferentes
para cada aresta do elemento, tendo este espaco portanto uma dimensdo igual a seis. Para
k =1, o espaco W, é constante em cada elemento, tendo portanto uma dimensao unitaria.

O problema discreto para 0 MEFM pode entdo ser descrito por:
Problema 4 (Discreto). Encontre p, € W), e vy, € Vy, tal que:
A(Pnswi, Vi, Cp) = f(wn) VG € Vi, VweW, (3.30)
com
A(ph,Wh,Vh, Ch) = ((Ka’)ilvh7 Ch) - (V ’ Cl’hph) - (V ' Vh,Wh) (3.31)

fwn) = —(Qn,wp) (3.32)

3.3 Estabilizacao do MEF via SUPG

O MEF de Galerkin permite obter respostas bastantes acuradas para problemas com
solugdes suaves, como normalmente € o caso para equagdes essencialmente elipticas
como a equacdo de pressdo. Entretanto, ele ndo se mostra adequado para a simulagdo de
fendmenos dominados por termos advectivos, caso frequente de equacdes com caracteris-

ticas hiperbodlicas como a equagdo de saturagdo descrita em 2.4. Nestes casos a solugdo
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Figura 3.2 Exemplo de elementos tridngulares para andlise via MEFM.

pode se tornar instavel, sendo que tal instabilidade € transportada para todo o dominio,
deteriorando rapidamente a acuricia global.

Mesmo antes do aparecimento deste problema no contexto do MEF, ele j4 era bastante
conhecido do estudo do MDF, podendo ser explicado em ambos os casos pelo uso de
aproximagdes que se baseiam no uso de discretizagdes centradas, ou seja, quando as
contribuicdes vindo de todas as dire¢des possuem o mesmo peso na solugdo. Inicialmente,
uma das técnicas para se contornar este tipo de problema era adicionar um termo artificial
de difusdo diretamente nas EDPs que se desejava aproximar (Papastavrou, 1998). Todavia,
esta técnica apresenta a desvantagem fundamental de alterar a descrigcdo matematica do
problema, ocasionando assim uma perda de consisténcia, ja4 que mesmo que se utilize
uma discretizacdo tendendo ao continuo continuaria-se obtendo uma resposta que nao
tenderia a analitica. Para alguns problemas tal alternativa € aceitdvel, pois os termos
adicionados sdo de alta ordem e portanto afetam pouco a consisténcia. Porém, uma
solucdo mais apropriada seria o uso de termos baseados no residuo, o que garantiria a
consisténcia para qualquer caso.

Uma solucdo proposta no contexto do MDF consiste na ponderac¢do da solugdao com
um peso maior para a informacgdo que segue o sentido do fluxo (esta técnica € comumente

conhecida como Upwinding). No caso do MEF, Brooks e Hughes (1982) propuseram um
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O —©

- --- Standard (Bubnov) Galerkin
—— Petrov Galerkin/Upwind

Figura 3.3 Comparacao entre diferentes definicdes da func¢do de ponderacdo (retirado de Mona-
jemi (2009)).

método no qual o espago da funcdo de ponderacdo ndo mais corresponde ao espaco da
funcdo tentativa utilizada (ou seja, um método do tipo Petrov-Galerkin), sendo adicionado
um termo de perturbagdo com cardter difusivo que atua apenas na dire¢cdo da linha de
fluxo no nivel do elemento. Este método, o qual se tornou conhecido pelo nome de
Streamline Upwind Petrov-Galerkin (SUPG), foi extensamente utilizado na literatura
para vérias aplicacdes, inclusive na resolucao da equagdo de saturagdo em escoamentos
multifisicos (Barbosa et al., 2009; Garcia, 1997; Loula et al., 1995). Um exemplo desta
fungdo de ponderacao modificada tem sua representagcdo grafica mostrada na Fig. 3.3,
onde se considera um fluxo da esquerda para a direita. Pode ser observado claramente
na figura o maior peso considerado para o elemento que estd a montante do escoamento
quando comparado ao que se encontra a jusante. Isto implica que a modificacdo a ser
efetuada na funcio de ponderacao deve de alguma forma ser dependente da direcdo e
sentido do escoamento.

Esta nova fun¢do de ponderagdo para a formulacdo estabilizada, aqui representada

por wy, pode ser descrita matematicamente conforme a equacgao seguinte:
ws =w+T,v-Vw (3.33)

onde v representa o vetor velocidade, w a funcdo de ponderacao original e T, um parametro
de estabilizacdo que depende do tamanho do elemento e do médulo da velocidade.

Uma vez definida tal fun¢do, aplica-se um procedimento semelhante ao utilizado para
a discretizacao pelo Método de Galerkin onde se integra a Eq. (2.25), desprezando-se aqui
o termo de fonte por simplicidade, porém a multiplicacdo € pela fun¢do de ponderagao
modificada (Eq. (3.33)), para se obter depois de algum algebrismo e de modo consistente
a seguinte forma variacional discreta para o problema da equacao de saturacao (Wells
et al., 2008):
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Problema S (Discreto). Dados S}, f s € v;,, encontre SZ“ € X, tal que:

F(SIwy) =0 VYw, €W, (3.34)

com
X, ={S, e H'(Q;);S, € P (E;); S, = Sp em'p} (3.35)
Wy = {wy, € H'(Qp);w), e PX(E;);wp =0 em T'p} (3.36)

F(SZH—I,Wh) — fQ <W¢Sn+i;_5'n) dQ.-l—fQWf,SVYH_I -VSn+ldQ+

Y Jp (v Vw) 7 dQ (3-37)
E; !
onde o residuo r € descrito por:
SnJrl s
’,_I’H-l — ¢T +f7SVn+l . VSrH—l (338)

Ao se observar o problema acima, percebe-se que os dois primeiros termos do lado
direito da Eq. (3.37) correspondem ao que seria obtido através de uma discretizagdo via
MEF de Galerkin, sendo o terceiro termo o responsavel pela estabilizacdo do método
através de um somatorio das contribui¢des calculadas elemento por elemento. A consis-
téncia da formulagdo utilizada € garantida pelo fato do termo adicionado ser diretamente
proporcional ao residuo da solucdo, o qual tende a zero para a resposta exata, cancelando
portanto qualquer difusdo ndo-fisica que poderia ser adicionada neste caso.

O termo fs, que representa a derivada do fluxo fracional em relac@o a saturag@o,
torna este problema nao-linear. Esta ndo-linearidade pode ser tratada através de diversos
métodos, entre eles os métodos de Newton-Raphson e de iteracao de Picard. Todavia,
neste trabalho foi adotada a mesma estratégia usada por outros autores (Carvalho, 2005;
Silva, 2008) de linearizar a equagao de saturacdo através do uso do termo f g calculado no
passo de tempo anterior. Esta estratégia tem como vantagem a sua simplicidade, por outro
lado requer o uso de passos de tempo pequenos o suficiente para evitar que a linearizacio
do problema degrade a solugdo.

Existem diversas sugestoes na literatura acerca do modo mais adequado de definir o
parametro de estabilizacdo 7, (Brooks e Hughes, 1982; Barbosa et al., 2009; Papastavrou,
1998; Wells et al., 2008). De um modo geral, este termo esta relacionado a uma dimensao
caracteristica de malha e a velocidade de transporte, tendo portanto que ser calculado
para cada elemento. Neste trabalho optou-se pelo uso da expressdo apresentada a seguir

(Wells et al., 2008), a qual, apesar de bastante simples comparada a outras encontradas na
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literatura, normalmente se mostra adequada para problemas altamente hiperbdlicos como

€ o caso da equacdo da saturacao ao se desprezar os termos de capilaridade e gravidade:

h

- 3.39
2] 539

Ts

3.3.1 Termo de Captura de Choque

Apesar do SUPG permitir a obtencdo de solugdes numéricas estaveis em comparagao ao
MEEF de Galerkin, o mesmo nio garante a inexisténcia de oscilagcdes em regides proximas
as descontinuidades da solucdo exata. Isto se explica pelo fato deste método ndo ser do
tipo mondétono ou preservador de monotonicidade. Métodos mondtonos sao aqueles nos
quais a solucao numérica mantém ao longo do tempo o seu sinal para todos os nds da
malha (Codina, 1992; Papastavrou, 1998).

Um meio para garantir uma alta precisdo na regido de solu¢do suave e a0 mesmo
tempo evitar o aparecimento de oscilagdes espuirias na regido de choque € utilizar métodos
ndo-lineares, os quais dependem portanto da prépria solu¢do do problema. Isto se deve a
condi¢do estabelecida pelo teorema de Godunov de que métodos lineares e que preservem
a monotonicidade podem ter no maximo uma convergéncia de primeira ordem (Leveque,
1992).

A ideia bésica do uso de um termo de captura de choque € adicionar uma dissipagcao
numérica (também chamada de viscosidade artificial) extra na regido de descontinuidade.
Neste trabalho foi utilizado um termo de dissipagao isotrépico, ou seja, que acrescenta
a mesma viscosidade em todas as direcdes (Wells et al., 2008). Todavia, existem na
literatura exemplos de usos de termos anisotropicos (Codina, 1992; Papastavrou, 1998),
ja que o uso do SUPG implica na adicdo de uma certa viscosidade artificial na dire¢io
das linhas de corrente, sendo em principio necessdrio acrescentar dissipacdo apenas
na componente perpendicular ao fluxo em cada ponto. Em todo caso, € importante
mencionar que assim como na estabiliza¢do via SUPG a viscosidade artificial adicionada
€ proporcional ao residuo da solugdo, garantindo a consisténcia do método. Sendo assim,
podemos somar o termo seguinte a Eq. (3.37) para obter uma nova forma variacional

discreta:

At
Y Je (VT Vw) T QA Y [ Vi VW - VSETAQ
E E

F(SZ_HaWh) = fQ <W¢)Sn+1,Sn> dQ+fQ ijSVn_i_l VSHa04+ 510

onde Vg,q1 € a viscosidade artificial definida por:
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B se |[|[VSE|| #£0
Vshock:{ 21vSill || h|| (3.41)

0 caso contrario

onde f3 é um pardmetro dependente do problema. Neste trabalho foi adotado o valor de
B = 2.0, conforme sugestdo encontrada na literatura (Wells ef al., 2008) para problemas
de escoamentos em meios porosos.

De modo a exemplificar a influéncia dos termos tanto de estabilizagdo como de
captura de choque, sdo apresentados a seguir os resultados obtidos para a equagao linear
de advecdo, a qual pode ser vista com uma versao simplificada da Eq. (2.29) com o tensor
de difusdo e o termo de reacdo nulos, sendo representada no caso unidimensional pela
expressao a seguir:

Bcgtc,t) _ _v8Ca();,t) (3.42)
onde para este exemplo consideramos um vetor velocidade v unitdrio na direcdo x e as

seguintes condi¢des iniciais e de contorno:

C(x,0)=0.0 emQ

(3.43)
Cx,r)=1.0 emx=0

A solucdo analitica do problema apresentado € uma fun¢do degrau com altura 1 que
se desloca na direcdo positiva do eixo x. A Fig. 3.4 apresenta a solu¢do numérica obtida
para o instante de tempo ¢ = 0.5s em uma malha unidimensional com 500 elementos
lineares utilizando exclusivamente o MEF de Galerkin conforme descrito na secdo 3.1.
Como esperado, a localizacdo da descontinuidade foi resolvida com precisdo para este
exemplo simples, porém verifica-se o surgimento de oscilacdes espurias na regido do
choque que tendem a crescer indefinidamente, tornando a solucdo instavel.

De modo a estabilizar a soluc@o aplicamos o método SUPG descrito na secdo 3.3 e
representado pela Eq. (3.37), obtendo o resultado mostrado na Fig. 3.5, onde pode-se
perceber uma eliminacdo de grande parte da oscilacio presente na aproximagdo numérica
inicial. Entretanto, apesar de o choque ter permanecido com uma defini¢do quase tao boa
quanto na andlise com o MEF de Galerkin, ainda se percebe a existéncia de overshoots e
undershoots na regido de descontinuidade.

Por fim, acrescentamos a formulacao o termo de captura de choque com adi¢do de
viscosidade artificial conforme descrito pelas Egs. (3.40) e (3.41). Como pode ser visto
na Fig. 3.6, a solu¢do numérica se encontra praticamente livre de qualquer oscilacdo sem

que isto tenha afetado a solucdo nas regides distante da descontinuidade. Apenas préximo
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Figura 3.4 Comparagdo entre solucdo analitica e

0.4

0.2

Advecgao Linear

e—e Sol. Numérica
— Sol. Analitica

%35

0.2 0.4

Galerkin para o caso de adveccdo pura.

C(x)

0.6 0.8

1.0

numérica considerando o uso do MEF de

Advecgao Linear

1.0

0.8

0.6

0.2

0.0

ﬂ

e—e Sol. Numérica
— Sol. Analitica

%95

0.2 0.4

0.6 0.8

1.0

Figura 3.5 Comparacido entre solugdo analitica e numérica considerando o uso do MEF com
estabilizagdo via SUPG para o caso de adveccao pura.
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Figura 3.6 Comparacio entre solugdo analitica e numérica considerando o uso do MEF com
estabilizagdo via SUPG e adi¢@o de viscosidade artificial para o caso de advecg¢do pura.

a esta regido de maior variacao é que pode ser percebida uma maior difusao da solugao
quando comparada com a analitica, sendo tal consequéncia esperada devido ao fato de a
solugdo poder ser no maximo de primeira ordem na regido de choque conforme previsto

pelo teorema de Godunov (Leveque, 1992).

3.4 Multigrid

A ideia bésica dos métodos Multigrid € acelerar a solugdo de sistemas de equagdes em
uma malha fina usando correcdes calculadas em uma malha menos refinada. A motivagcdao
para esta abordagem vem da observacao do comportamento do erro da solu¢cdo numérica
no dominio da frequéncia. Erros de alta frequéncia, os quais estdo associados a variacdes
locais da solugdo, sdo bem resolvidos por métodos iterativos convencionais (Gauss-Seidel,
Gradientes Conjugados, etc.). Entretanto, erros de baixa frequéncia, associados a variacio
global das solucdes, sdo menos sensiveis a esses métodos.

Um método Multigrid inicia amortecendo os erros de alta frequéncia associados a
soluc¢do inicial na malha fina usando algum tipo de método de relaxagdo (usualmente um
método iterativo que seria usado isoladamente). Uma vez atingido este objetivo inicial,
a realizacdo de mais iteragOes ndo seria mais efetiva na redugdo do erro associado a
este nivel de refinamento. Sendo assim, o residuo é transferido para uma malha menos

refinada, onde os modos de baixa frequéncia da malha fina se comportam como de alta
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frequéncia, sendo, portanto, facilmente eliminados usando algum tipo de método direto,
no caso da malha possuir uma quantidade suficientemente pequena de nds, ou mesmo
usando o mesmo método de relaxacdo aplicado na malha mais fina. As corre¢des sao
entdo calculadas na malha menos refinada e transferidos de volta para a malha fina de
modo a atualizar a solucdo. Este procedimento pode ser aplicado recursivamente em uma
sequéncia de malhas cada vez menos refinadas, a fim de que cada nivel nesta hierarquia
seja responsdvel pela eliminag¢do de uma faixa de frequéncia de erro (Briggs et al., 2000).

Existem dois tipos principais de método Multigrid: o Multigrid Geométrico (GMG),
o qual trabalha diretamente nas malhas que representam o dominio discreto, e o Multigrid
Algébrico (AMG), o qual opera apenas no sistema de equagdes lineares resultantes da
aplicagc@o de uma formulacao numérica, ndo tendo portanto uma interpretacio geométrica
direta.

A maior motivacao para o desenvolvimento do AMG foi a necessidade de métodos
robustos e flexiveis para acelerar a convergéncia sem a exigéncia de calibracdo fina para
cada problema, como € frequentemente o caso para métodos GMG, o qual requer atencdo
especial na geracdo da sequéncia de malhas menos refinadas, principalmente na presenca
de geometrias complexas (Trottenberg et al., 2001). Esta robustez € alcancada porque o
AMG conta com um processo totalmente automdtico para gerar os “subproblemas’” menos
refinados, o qual pode agir apenas nas direcdes nas quais a relaxagdo ird efetivamente
suavizar o erro para o problema dado, enquanto o GMG requer uma hierarquia fixa
pré-determinada antes de comecar o ciclo. A Fig. 3.7 apresenta uma comparacao gréifica
entre estes dois métodos.

Matematicamente, ambas as abordagens podem ser descritas aproximadamente do
mesmo modo, € apenas necessario considerar que malhas e nés no AMG sao sistemas
de equacdes lineares e varidveis destes sistemas, respectivamente. Portanto, o método
Multigrid pode ser brevemente descrito como segue:

Considere o sistema de equagdes no nivel mais refinado:

Arpr=Jy (3.44)

onde A r € a matriz resultante dos procedimentos descritos na se¢oes 3.1 a 3.3 e o subindice
f representa valores no nivel refinado. Depois de efetuadas algumas iteracdes com um

método de relaxagao, o erro estard suavizado e seu residuo ry sera:

Apr—fr=rs (3.45)
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Figura 3.7 Comparacdo dos métodos Multigrid Geométrico e Algébrico (retirado de Trottenberg
et al. (2001)).

onde pr € a solugdo estimada para a varidvel de interesse. Subtraindo a Eq. (3.45) da
Eq. (3.44) resulta:

Afpyr—Agpy=—ry (3.46)

e se o operador A for linear, esta equagdo pode ser apresentada como a equagdo de
COITeCao:
Aprf = Iy (347)

Assumindo, como ja mencionado, que os modos de alta frequéncia do erro foram
amortecidos depois da relaxagdo no nivel mais refinado, o erro remanescente ird conter
basicamente modos de baixa frequéncia que devem ser resolvidos, mas de modo a alcancar
tal objetivo € necessdrio restringir tais modos ao nivel menos refinado, onde os mesmos

irdo se comportar como modos de alta frequéncia, ou seja:
AcApe = —I5ry (3.48)

Na Eq. (3.48), Ijl- representa o operador de restricdo, o qual transfere valores do residuo
do nivel refinado f para o nivel menos refinado ¢ . Uma vez que a Eq. (3.48) € resolvida
adequadamente (frequentemente, se o nivel for pouco refinado, um resolvedor direto serd
suficiente, ja que este nivel apresenta menores exigéncia de processamento e armaze-
namento), sua solucdo pode ser interpolada de volta para o nivel refinado usando um

operador de prolongamento I{ e a aproximacao original no nivel refinado pode entdo ser
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corrigida:
p; =P+ Ap. (3.49)

onde p}?‘ é a solucdo atualizada no nivel refinado. E importante observar que este
procedimento € intrinsecamente recursivo, podendo o sistema no nivel menos refinado ser
visto como um novo nivel refinado, sendo suavizado novamente até que seja atingido um
nivel no qual as contribuicdes das corregdes nos niveis menos refinados sejam trazidas de
volta para os seus respectivos niveis refinados. Existem diversos tipos de esquemas para
lidar com esta estratégia, entre eles estao os ciclos V, W e F.

O Algoritmo 1 apresenta de modo recursivo e em pseudo-cdigo o ciclo V, onde Qr
e ¢ representam as malhas mais e menos refinadas da sequéncia de modo absoluto. Ja
Qe Q. representam as malhas mais e menos refinadas de modo relativo, ou seja, apenas

em relacdo ao par e ndo a sequéncia.

Algoritmo 1 Ciclo V: pr < Vi (pr.fr)
Iterar ny vezesem Aypr = f;
while Q( # Q¢ do
re < fr—Ayfpy
fe <—I§crf
pc0
Pe < Ve(pe, f)
end while
pr+ pr+Ip,
Iterar ny vezes em A rpy :ff

O Algoritmo 2 apresenta de modo recursivo e em pseudo-cédigo o ciclo W, onde
a principal diferenca € o parametro m, o qual indica quantas vezes a recursdo deve ser
aplicada para cada nivel. Na prética, se utilizam os valores de m = 1 (que equivale ao uso
do ciclo V) e m = 2 (Briggs et al., 2000).

A Fig. 3.8 mostra uma representacdo gréfica destes ciclos em um esquema Multigrid
de 4 niveis, ver Briggs et al. (2000) ou Trottenberg et al. (2001) para uma explicagao

mais detalhada de cada um destes ciclos.
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Algoritmo 2 Ciclo W: pr < Wr (pr.fr)

Iterar ny vezes em Aypy = fr
while Q¢ # Q¢ do

ry < fr—Arps

fc <_I§c‘rf

pe+0

Pe < We(pe, f.) m vezes
end while
ps = py+Ipe
Iterar n vezes em A ppy = f

V-Cycle W-Cycle

F-Cycle

Figura 3.8 Ciclos V, W e F. § representa suavizagdo e E ¢ a solucéio no nivel mais grosseiro.
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Capitulo 4
Implementacao Computacional

As formulagdes utilizadas neste trabalho, tanto a matemética quanto as numéricas, apre-
sentam grandes desafios ndo apenas no que tange a compreensao tedrica, mas também
em relacdo ao desenvolvimento propriamente dito do software, ja que é de fundamental
importincia uma implementa¢do adequada destes métodos a fim de se atingir um compro-
misso vantajoso entre generalidade e desempenho computacional, pois este dois objetivos
frequentemente tendem a conduzir as diretivas de codificacdo do programa para direcdes
diferentes.

Este capitulo se propde a apresentar o modo como o programa de computador re-
sultante deste trabalho foi elaborado, sendo que para isto foi adotada uma descricao
top-down, ou seja, primeiramente sdo expostas as caracteristicas gerais do programa e em
seguida as divisdes do mesmo em diferentes blocos que permitem uma melhor abordagem
do problema. Cada um destes blocos € entdo subdivido em partes menores, as quais
correspondem a tarefas especificas, que podem ter suas solugdes diretamente codificadas
utilizando uma linguagem de programacdo ou entdo serem resolvidas através de alguma
biblioteca de software disponivel na internet.

Outro aspecto a ser comentado a respeito da filosofia de desenvolvimento do programa
€ justamente que se buscou sempre utilizar solucdes j4 prontas disponiveis publicamente,
de modo a evitar o fendmeno popularmente conhecido como “reinventar a roda”. Além
disso, foi dada preferéncia explicita a pacotes publicados segundo licencas livres (e.g.,
GNU GPL, BSD License, etc.), as quais permitem o uso, estudo, adaptacao e redistri-
buicdo de programas de modo bastante transparente. Logicamente, o resultado deste

trabalho também esta disponivel através de uma licenca livre.

40



4.1. ESTRUTURA GERAL DO PROGRAMA

4.1 Estrutura Geral do Programa

A resolucdo de um problema através de um método numérico pode normalmente ser

dividida em trés etapas distintas:

» Pré-processamento: Defini¢do de uma geometria que aproxime o dominio real e
geracdo de uma malha de pontos discretos para ela. Além disso, nesta etapa sao
fornecidas as condi¢des iniciais, de contorno e propriedades que buscam representar
o problema real. Também nesta fase s@o definidos os parametros da andlise a ser

efetuada no passo a seguir.

* Processamento: Célculo propriamente dito dos valores para as varidveis de in-
teresse. Para isto, € utilizada alguma formulacdo numérica especifica que trate
adequadamente a descricdo matemadtica do problema. Os resultados obtidos nesta

etapa s@o analisados criticamente na fase seguinte.

* Pds-processamento: Visualizagdo, calculo de varidveis secunddrias e interpretacao
dos resultados fornecidos pela etapa de processamento. Caso a resposta obtida
seja satisfatoria, a resolu¢do do problema € encerrada neste ponto. Caso contrario,
alteracdes sdo feitas na etapa de pré-processamento e o ciclo € reiniciado até que se

atinja o objetivo.

Esta divisao também foi considerada no desenvolvimento do Delfine, sendo este o
nome do programa desenvolvido neste trabalho. Os blocos responsaveis por executar
cada uma das tarefas descritas anteriormente serdo apresentados na forma de fluxograma

e detalhados nas se¢des seguintes.

4.2 Pré-Processamento

Na Fig. 4.1 pode ser visto um fluxograma representando os varios passos necessarios
para a obtencao, a partir de um problema real, de um problema discreto passivel de ser
analisado numericamente.

Inicialmente, é necessdrio por parte do usudrio ter uma descri¢cdo o mais precisa
possivel do problema de interesse, envolvendo a etapa da modelagem geométrica. De
posse desta, parte-se para as etapas de discretizacdo do dominio (i.e., geracdo da malha) e
de defini¢do de uma arquivo de entrada de dados.

O Delfine oferece trés caminhos para a obtencdo da malha. A primeira € através

de um gerador interno do FEniCS/Dolfin, o qual é utilizado principalmente na parte
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de processamento. Este disponibiliza algumas rotinas bdsicas de geracao de malhas,
com a vantagem de tornar o programa independente de qualquer programa externo para
este fim, ja que os parametros para definicao de malha sdo definidos no préprio arquivo
de entrada de dados da simulacdo. Porém, como grande desvantagem podemos citar o
fato da limitacdo quanto as geometrias disponiveis, pois apenas formas primitivas como
linhas, retangulos, circulos, paralelepipedos e esferas podem ser descritos usando esta
ferramenta.

Uma segunda alternativa € o uso da ferramenta Gmsh (Geuzaine e Remacle, 2009),
a qual apresenta como vantagem uma maior flexibilidade na defini¢do da geometria,
pois este gerador disponibiliza varias operacdes que podem ser executadas em formas
primitivas para a obten¢do de outras mais complexas. Entre estas operacdes podemos
citar adicao, subtracdo, extrusdo, escalonamento, divisao, entre outras. Além disso, o
Gmsh dispde de uma meta-linguagem prépria que possibilita a escrita de scripts para
a automatizacdo e parametrizacdo da geracdo de malhas. Como desvantagem, temos
a necessidade de conversdo do arquivo no formato .msh gerado pelo Gmsh para o
padrao utilizado pelo Delfine, o qual é derivado diretamente do formato utilizado pelo
FEniCS/Dolfin. Esta conversao € feita utilizando o script delfine-convert.

Como terceira e ultima alternativa temos o uso de outros geradores de malhas dis-
poniveis publicamente ou ndo, como por exemplo o Triangle, o Medit, o ExodusIl ou o
pré-processador do Abaqus. Como vantagem desta alternativa podemos citar a liberdade
em relacdo ao tipo de gerador de malhas a ser utilizado, j4 que o usudrio pode escolher
aquele com o qual tem mais familiaridade. Porém, os arquivos nos formatos de saida
de qualquer um dos programas citados terd que ser convertido para o formato padrao do
Delfine utilizando o script dolfin-convert (Logg e Wells, 2010).

A diferenca bdésica entre a segunda e a terceira alternativa reside exatamente no
tipo de script utilizado para a conversdao dos arquivos de malha. O dolfin-convert é
disponibilizado como parte da familia de pacotes FEniCS/Dolfin, porém o mesmo faz
apenas uma conversao das informagdes geométricas e topoldgicas da malha, ignorando as
informacdes extras eventualmente presentes nos arquivos. L.ogo, ndo € possivel importar
flags de condigdes de contorno definidos no Triangle diretamente no Delfine, por exemplo.
Sendo assim, tais informacdes t€ém que ser adicionadas manualmente aos arquivos de
entrada do Delfine.

Ja o delfine-convert € uma adaptacdo do dolfin-convert realizada durante este trabalho
com o objetivo de importar todas as indica¢des de condi¢des de contorno definidas no

Gmsh e exporté-las no formato lido pelo Delfine. Esta funcionalidade é de fundamental
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importancia para problemas de maior complexidade, pois permite agilizar bastante a
etapa de pré-processamento. Por isto, dentre toda as citadas, a segunda alternativa foi a
mais utilizada ao longo deste trabalho.

Uma vez obtida a geometria discretizada, é necessdrio ler o arquivo de entrada
de dados, o qual contém informacdes a respeito das condicdes iniciais, de contorno,
propriedades de rochas e fluidos, parametros numéricos, etc. De um modo geral, tais
informagdes podem ser fornecidas através de um arquivo de texto comum, desde que elas
estejam ordenadas de modo estruturado para serem processadas pelo programa.

Entretanto, tal abordagem ndo apresenta uma robustez adequada, pois permite que
pequenos erros do usudrio na confecgcdo do arquivo de dados passem desapercebidos,
0 que pode acarretar tanto em demora para executar uma andlise inicial, pois se torna
necessario uma checagem manual de todos os parametros fornecidos até se encontrar a
fonte de erro, como também se permite executar andlises com valores nao consistentes,
0s quais podem vir a gerar resultados totalmente nao-fisicos, podendo inclusive levar o
usudrio a interpretar o fendmeno de interesse de maneira erronea.

Sendo assim, de modo a aumentar a robustez da entrada de dados se optou pelo uso
de arquivos estruturados no formato Extensible Markup Language (XML) (Bray et al.,
2000) com a utilizacdo da linguagem de especificacdo de esquemas Relax NG Compact
Syntax (RNC) (Clark, 2001). Esta linguagem permite definir um padrao 16gico a ser
seguido por qualquer arquivo XML gerado, caso contrario o mesmo nao € considerado
valido e o ponto exato onde o erro na entrada de dados foi encontrado € apresentado ao
usudrio antes mesmo de qualquer andlise ter inicio. Este padrdo € definido através de um
arquivo chamado de Schema Grammar e todo arquivo de entrada serd checado contra esta
gramdtica através do programa Relax NG Validator (RNV) (Sheen, 2007). Este programa
¢ sempre chamado automaticamente pelo Delfine antes do inicio da andlise para verificar
a entrada de dados do usudrio, garantindo assim que a execugao s sera realizada caso
exista uma consisténcia minima nos dados fornecidos. Na Listagem 1 é apresentado um
trecho de um arquivo de entrada tipico. Nele pode ser observada a estrutura hierdrquica
utilizada para o armazenamento dos dados, os quais sio tratados de modo completamente
modular, ou seja, caso uma andlise ndo precise de determinada informacao, o bloco de
dados referente a ela pode simplesmente ser deixado de fora do arquivo de dados, sem

prejuizo na etapa de pré-processamento.
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XML
<delfine>
<geometry>
<mesh "2 n "l" n gmsh">
<filename>HomoIsoBCStruct .msh</filename>
</mesh>

<boundary-conditions>

<well "inject" "301">.250</well>
</boundary-conditions>
</geometry>
<physical>

<rock-properties>
<rock-type ">
<porosity>1.0</porosity>
<permeability "per—-domain">
<Kxx>0.50</Kxx>
<Kxy>0.0</Kxy>
<Kxz>0.0</Kxz>
</permeability>
</rock-type>
</rock-properties>
</physical>

</delfine>

Listagem 1: Trecho de arquivo de entrada no formato *.xml.

4.3 Processamento

Uma vez lidos na etapa de pré-processamento os arquivos necessarios para a execugao da
andlise, tem inicio a etapa de processamento, a qual foi implementada neste trabalho de
acordo com os fluxogramas apresentados nas Figs. 4.2 e 4.3.

Considerando uma formulacio ndo-monolitica (i.e. segregada), conforme descrito no
capitulo 2, o fluxograma da Fig. 4.2 representa os passos necessario para resolver a parte
eliptica do problema de escoamentos multifasicos em meios porosos. As formulacdes

matemadtica e numérica deste problema adotadas neste trabalho podem ser consultadas

44



4.3. PROCESSAMENTO
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Figura 4.1 Fluxograma da etapa de pré-processamento.
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nas secdes 2.3 e 3.1, respectivamente.

A parte parabdlica/hiperbdlica do problema € descrita pelo fluxograma apresentado na
Fig. 4.3. As formulagdes matemética e numérica deste problema adotadas neste trabalho
podem ser consultadas nas sec¢des 2.4 e 3.3, respectivamente.

O usudrio tem a sua disposicao duas alternativas de métodos numéricos para resolugdo
do problema eliptico: o Método dos Elementos Finitos (MEF) e o Método dos Elementos
Finitos Mistos (MEFM). As diferencas entre os dois métodos do ponto de vista da
formulagdao numérica sdo discutidas no capitulo 3, sendo nesta se¢ao discutidos apenas
os aspectos de implementagdo. Ja para o problema hiperbdlico foi adotado o MEF com
estabilizacdo via Streamline Upwind Petrov-Galerkin (SUPG). Todos os métodos foram
codificados utilizando a interface na linguagem Python da ferramenta FEniCS/DOLFIN. A
seguir faremos uma descri¢@o geral deste pacote computacional e em seguida mostraremos

como o mesmo foi utilizado neste trabalho.

4.3.1 FEniCS

O FEniCS € um projeto colaborativo em c6digo aberto iniciado em 2003 com o objetivo
de automatizar a solucdo de modelos matematicos baseados em equagdes diferenciais
(Logg et al., 2011), tendo todos os seus componentes sido desenvolvidos buscando
generalidade, eficiéncia e simplicidade.

De um modo geral, o desenvolvedor tem acesso direto principalmente ao DOLFIN, o
qual é uma biblioteca que permite a interface com o usudrio através de diversas classes
acessiveis via programas em C++ ou em Python. Para facilitar a compreensao, a Fig. 4.4
apresenta de modo esquematico a sequéncia na qual os diversos componentes do projeto
FEniCS sao executados, e como eles interagem para permitir a resolu¢io do problema.

Inicialmente, o problema tem que ser descrito matematicamente na sua forma vari-
acional (ou fraca). Em seguida, esta deve ser implementada utilizando a Unified Form
Language (UFL) (Logg et al., 2011), a qual é uma linguagem especifica de dominio para
declaragdo da discretizacdo via MEF de formas variacionais e funcionais. Para o caso de
programas escritos em Python, a descri¢cao via UFL € embutida dentro do préprio script,
jano caso do C++ € necessario criar um arquivo externo para defini¢do da forma fraca
do problema, sendo ele importado para o programa principal.

Em seguida, tais formas sdo compiladas utilizando o FEniCS Form Compiler (FFC)
(Logg et al., 2011), o qual € o responsdvel de fato pela geracdo automdtica do cédigo
otimizado em linguagem de baixo-nivel (quando comparada a utilizada para a descri¢ao

do problema). Este c6digo estard automaticamente conforme o padrao do Unified Form-
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Figura 4.3 Fluxograma da resolugéo da parte hiperbdlica.
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assembly Code (UFC) e pode ser acessado de modo transparente através de classes
da biblioteca DOLFIN, a qual sera responsdvel pela montagem de todos os tensores
necessarios para a resolu¢ao numérica do problema dentro do programa definido pelo
usudrio (Delfine no caso deste trabalho, como representado na Fig. 4.4).

mathematical form UFC global matrix PDE
problem implementation  interface assembly solver

Cweak form UL W Frc M UFC 8 DOLFIN M DELFINE

Figura 4.4 Interacdo entre os diversos componentes do projeto FEniCS para definicio do pro-
blema, seguidos pela resolug@o no Delfine (adaptado de Rathgeber (2010)).

O DOLFIN (Logg e Wells, 2010) automatiza a montagem dos sistemas lineares ou ndo-
lineares provenientes da discretizacao via MEF de EDPs expressas na forma variacional.
Na Fig. 4.5 ¢é apresentada a estrutura modular da biblioteca, onde os dados de entrada
fornecidos pelo usudrio para um problema especifico sdo a malha, a forma variacional
e os tipos de elementos finitos adotados. De posse destes dados, o DOLFIN gera as
matrizes e vetores necessarios para resolucao do sistema de equagdes provenientes da
discretizagdo. Como mostrado na figura, o DOLFIN contém interfaces para as bibliotecas
de 4lgebra linear computacional PETSc, Epetra, uBLAS e MTL4, além de permitir que
0 usudrio utilize um outro programa qualquer, desde que o mesmo tenha suporte para
matrizes no formato do SciPy (Jones et al., 2001), como é o caso do PYAMG usado neste
trabalho.

O DOLFIN permite a utilizagdo de alguns operadores bésicos na definicao da forma
variacional, como os de adicao (v+w), multiplica¢do (v *w), diferenciacdo (v.dx (i))e
integracdo (v~dx). Além disso, e neste ponto reside o grande diferencial desta biblioteca
em relacdo as outras existentes, € possivel definir de modo bastante direto operacdes
complexas que nada mais sao do que composicdes dos operadores basicos citados. Entre
estas operagdes podemos citar o produto interno (dot () ), produto vetorial (cross () ),
divergente (div () ), gradiente (grad () ), rotacional (curl () ), entre outros.

Portanto, um dos grandes atrativos do DOLFIN ¢ a possibilidade de utilizar uma
notagdo muito proxima da matematica para a escrita do cédigo. De modo a exemplificar
isto, serdo apresentados a seguir os trechos de c6digo correspondentes as formulacdes
do MEF de Galerkin, do MEFM e do MEF com estabilizacao via SUPG discutidos nas
secoes 3.1, 3.2 e 3.3, respectivamente.

A formulagdo variacional da equacdo da pressdo utilizando o MEF de Galerkin é dada
por:

Alp,w)=f(w) YweWw 4.1)
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Figura 4.5 Estrutura modular do DOLFIN (retirado de Logg e Wells (2010)).

onde as formas bilinear e linear, respectivamente, sao:

A(p,w):/QVw-/'LKVde 4.2)

f(w) = /Q wfdQ — /r gwdl’ 4.3)

que representam a notacdo matemaética cuja codificagcdo em Python pode ser vista na

Listagem 2.

Python
def Galerkin(self, delfineVar, parameter):

# Define variational form

inner (grad(w), K*mobxgrad(p)) *dx

\)
I

wrxfxdx — gxwxds

Listagem 2: Codificacdo em Python da montagem do operador eliptico via MEF de
Galerkin usando o FEniCS/DOLFIN.

Ja a formulacdo variacional para a equagdo que resolve simultaneamente a pressao e

a velocidade utilizando o MEFM ¢ representada pelas seguintes formas bilinear e linear,
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respectivamente:

A(p,W,V,C):/Q(K_I?L_IV-C—V-Cp—V-Vw)dQ (4.4)

Flw) = — / FwdQ 4.5)
Q
que representam a notacdo matemadtica cuja codificagcdo em Python pode ser vista na
Listagem 3.

Python
def MixedFEM(self, delfineVar, parameter):

# Define variational form
a = (dot ((invK/mob)*v, zeta)
— div(zeta)*p — div(v)*w) *xdx

L = = fxw*xdx

Listagem 3: Codificacdo em Python da montagem do operador eliptico via MEFM usando
o FEniCS/DOLFIN.

A formulagdo variacional para a equacdo da saturacao utilizando o MEF com es-
tabilizacao via SUPG e termo de captura de choque para adicao de difusao artificial é

representada matematicamente da seguinte forma:

F(S, w) = fQ (w(]) S"+;t_sn) dQ+fQ W]c’SVnJrl 'VSn+1dQ+ZfE. (Vn+1 -VW) Tsrn+1dQ+
E

Y [z Vihoak VW - VS 1dQ
E

(4.6)
onde
Sn+1 _sn . |
P = g Lyt Vs @47)
com
T, = h 4.8)
P2 '
© Bhlrt|
h|r"
et vst 0
Vshock = 2f[vsi > H H # (49)
0 caso contrario

A codificacdo em Python deste método pode ser vista na Listagem 4.
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Python
def SUPG(self, delfineVar, parameter):

HH

Galerkin variational problem
= wxphi* ((S—=S0)/dt) *dx +
(wrxfsxdot (v, grad(S)) xdx
# Residual
r = phi*((S=S0)/dt) + fs*(dot (v, grad(S)))
# SUPG stabilization term
tau = h/(2.0*sqgrt (dot (v, v)))
F += tauxdot (v, grad(w)) *r*dx

r

# Add shock capturing term

beta = 2.0

snorm = sqgrt (dot (grad(S0), grad(S0)))
tol = 1E-15

if (abs(snorm) > tol):

(betaxh*abs(r))/ (2*snorm)

vshock
else:
vshock 0.0
F += vshock*dot (grad(w), grad(S))*dx

# Create bilinear and linear forms
a = lhs(F)
L = rhs(F)

Listagem 4: Codificacdo em Python da montagem do operador hiperbdlico via MEF com
estabilizacao via SUPG usando o FEniCS/DOLFIN.

Como pode ser visto, 0 DOLFIN permite tanto a definicao direta das formas bilineares
e lineares, quanto a defini¢cdo de um funcional e posterior subdivisdo dele através dos
comandos rhs () e 1hs (). Uma vez obtidas as formas que descrevem o problema, o
sistema de equacdes € montado através de um simples comando, como exemplificado na

Listagem 5.
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Python

# Assemble system ‘
A, rhs = assemble_system(a, L)

bc.apply (A, rhs)

Listagem 5: Montagem do sistema de equagdes no formato matricial e aplicacdo das
condig¢des de contorno usando o FEniCS/DOLFIN.

Para a resolu¢do do sistema de equacdes proveniente das matrizes e vetores resultantes
da discretizagdo foram utilizadas as bibliotecas de algebra linear PyAMG (prioritaria-
mente) e uBLAS (para matrizes provenientes do MEFM). Como ja mencionado, a
interface desta tltima biblioteca com o DOLFIN ¢ implementada por default, logo o foco
neste capitulo serd na interface com o PyYAMG, o qual é descrito com mais detalhes na

secdo a seguir.

432 PyAMG

O PyAMG (Bell et al., 2008) € uma colecao de resolvedores de equagdes lineares com
uma interface em Python. Diversas variacdes do método AMG estdo implementadas no
PyAMG, como o AMG classico, o smoothed aggregation (SA) e o adaptive smoothed
aggregation. Por ter sido escrito de maneira modular, o PyAMG se apresenta como uma
excelente ferramenta para prototipagem rapida de métodos multigrid. Além disso, por ter
suas operagdes de maior custo computacional compiladas em C++ € possivel a resolucio
eficiente de problemas de grande escala.

A listagem de codigo 6 apresenta um exemplo tipico de utilizagdo do PyAMG em
conjunto com o0 DOLFIN. A comunicacao das matrizes e vetores provenientes da monta-
gem no DOLFIN ¢ feita através do formato SciPy. Em seguida, tais dados sao repassados
em conjunto com alguns parametros numéricos para a fungdo do PyAMG responsével
pela resolucdo do sistema de equacdes. No exemplo mostrado, se utilizou um resolvedor
do tipo Método dos Gradientes Conjugados (CG) com precondicionamento via AMG. Os
parametros passados foram o nimero maximo de niveis menos refinados (ver secdo 3.4
para mais detalhes) e a tolerincia considerada. A grande vantagem do uso desta biblioteca
€ justamente a possibilidade de testar diversas possibilidades apenas com a mudanca
destes parametros de entrada, ja que seria perfeitamente possivel trocar o resolvedor
do tipo CG para um Generalized Minimal Residual Method (GMRES), caso se esteja
trabalhando com matrizes ndo-simétricas. Outra flexibilidade permitida € a de alterar

o tipo de ciclo multigrid utilizado, sendo o tipo V considerado default caso nenhuma
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informacdo seja fornecida, como no caso do exemplo utilizado.

Python
def solve_withPyAMG(self, delfineVar, parameter):

# Getting data from elliptic eq. assembler

A = delfineVar.A

rhs = delfineVar.rhs

# Get sparse matrix data

(r,c,data) = A.data()

n = A.size(0)

# Matrix in scipy/numpy format

As = csr_matrix((data,c.view(),r.view()), shape=(n,n))
# Get right-hand side vector (rhs) data

b = rhs.data()

res = []

# Solve with AMG as preconditionar for the CG Method
ml = smoothed_aggregation_solver (Asp,max_coarse=10)

x = ml.solve(b,tol=1e-10, accel=’'cg’,residuals=res)

Listagem 6: Leitura da matriz e vetor que representam o sistema de equagdes e resolucio

do mesmo utilizando o PYAMG.

4.4 Pos-Processamento

Uma vez finalizada a etapa de processamento, € necessario analisar os resultados ob-
tidos. Em termos de implementacdo computacional esta € a fase que envolve menos
componentes, como pode ser visto na Fig. 4.6.

O DOLFIN dispoes de funcoes para impressao em formato XML dos dados arma-
zenados (como malhas, propriedades, etc.) e resultados gerados durante a anélise. Esta
funcionalidade pode ser utilizada de modo bastante direto no programa devido ao uso
de operadores sobrecarregados. A Listagem 7 apresenta um exemplo de impressao do
campo de saturacdo S em um passo de tempo ¢. O formato utilizado (. vt k) nada mais é
do que um arquivo XML formatado para seguir um padrao definido que pode ser lido
por vdrios programas de visulaziagdo. Neste trabalho foi utilizado prioritariamente o
Paraview (Henderson, 2007), porém o arquivo também poderia ter sido visualizado em

outros programas de visualizacdo, como o Vislt ou o TecPlot. Além disso, o DOLFIN
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Figura 4.6 Fluxograma da etapa de pds-processamento.

permite a visualizacado rapida de resultados durante a prépria simulagao utilizando uma

ferramenta prépria chamada Viper.

Python
# Output file

out_file = File("Results/supg_saturation.vtk")
# Save the saturation solution to file

out_file << (S, t)

Listagem 7: Impressao dos resultados em arquivos do tipo XML usando o FEniCS/DOL-
FIN.

Além da impressao dos arquivos com os resultados associados aos campos de pressao,
velocidade e saturagdo, foi implementado neste trabalho um script em Python para
comparacdo da performance de diversos métodos de resolucao do sistema de equacgdes
(AMG, CG, GMRES, AMG+CG e AMG+GMRES). Este script 1€ automaticamente
todos os residuos gerados pelos métodos desejados e cria graficos semi-logaritmicos para

visualiza¢do da evolugdo do residuo em comparacao ao nimero de iteragdes.
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Capitulo 5
Resultados

Neste capitulo serdo apresentados exemplos e resultados obtidos utilizando a metodologia

e o programa computacional descritos nos capitulos anteriores.

5.1 Problemas Elipticos

Esta secdo tem por objetivo avaliar os métodos utilizados para a resolucdo da equagdo da
pressdo em meios porosos, a qual para o estado estaciondrio pode ser considerada uma
tipica equacdo eliptica. Devido a essa caracteristica, a metodologia utilizada pode ser ana-
lisada utilizando-se de problemas modelos que compartilham das mesmas propriedades
matematicas. Uma particularidade comum aos problemas regidos por equagdes elipticas
€ que todo o dominio de interesse € € afetado por qualquer mudanga no valor da varidvel
em um ponto qualquer no interior de €, ou em sua fronteira I' (Fortuna, 2000). Isto
significa que uma perturbacao em um ponto ird ter influéncia sobre todo o dominio, sendo
que a mesma diminui com o aumento da distancia em relacio ao ponto originador de tal
perturbagdo. Sendo assim, tais problemas tendem, em geral, a apresentar solugdes suaves
ao longo do dominio. Entretanto, ¢ importante mencionar que na drea da simulacao de
escoamentos em meios poroso € comum o aparecimento de singularidades ou gradientes
elevados no campo de pressdo, devido, por exemplo, a existéncia de pocos nodalmente
aplicados, de grandes descontinuidades na permeabilidade ou de mudancas nas condigdes
de contorno. Além da equagdo de pressao, outros exemplos de aplicacdo deste tipo de
equacdo sdo o cdlculo do potencial elétrico, da difusdo de calor em uma chapa metélica e
de escoamentos incompressiveis, inviscidos e irrotacionais (também conhecidos como
escoamentos potenciais).

A equagdo normalmente utilizada como modelo para testar metodologias de resolugao
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de equacdes elipticas pode ser descrita como:
V(KVu)=f 5.1

Em coordenadas cartesianas e considerando um coeficiente anisotrdpico e varidvel no

espaco K(x,y,z), esta equagdo pode ser representada por:

0 u 0 u 0 u

Nas sec¢des seguintes, iremos resolver equacoes do tipo (5.2) considerando diversas
possibilidades para o coeficiente K de modo a demonstrar a flexibilidade da metodologia
utilizada para lidar com meios homogéneos, heterogéneos, iso- e anisotropicos. Varios

parametros de interesse serdo avaliados a partir dos resultados obtidos, entre eles:

* Erro da solu¢do numérica quando comparada com a solucdo analitica, a qual para

problemas simples é facilmente encontrada.
» Taxas de convergéncias para uma sequéncia de malhas sucessivamente refinadas.

* Evolu¢do do residuo para diferentes estratégias de resolugcdo do sistema de equagdes

lineares.

5.1.1 Meio Homogéneo e Isotropico

Este primeiro exemplo foi originalmente proposto em (Chen et al., 2006), sendo resolvido
utilizando dois métodos diferentes, o CVFA (Control Volume Function Approximation)
e o CVFE (Control Volume Finite Element). Este problema também foi explorado em
(Silva, 2008) utilizando duas variacdes do Método dos Volumes Finitos baseado em
Arestas (Edge-Based Finite Volume - EBFV). Este exemplo € um problema de valor de
contorno que pode ser representado do modo a seguir:

V(KVu) = 2r*cos(mx)cos(my) em Q={(x,y)|0<x<le0<y<l1} (5.3)

onde K € uma matriz simétrica e diagonal representada por:

10
K_<O 1) (5.4)
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Figura 5.1 Campo escalar obtido utilizando o MEF com malha de 64 x 64 discretizada por
triangulos lineares.

Este problema apresenta condi¢des de contorno periddicas nas fronteiras inferior e
superior, j4 as fronteiras laterais estdo sujeitas a uma condicao de fluxo zero. Matematica-

mente tais condi¢cdes de contorno podem ser definidas do seguinte modo:

u=cos(mx) para0<x<ley=0
u=—cos(nx) para0<x<ley=1 (5.5)
Vu-i=0 pra0<y<lex=0,1

Resolvemos o problema eliptico descrito utilizando a formulagdo detalhada no capi-
tulo 3, considerando diferentes malhas estruturadas sucessivamente refinadas e formadas
por elementos triangulares de 1* e 2* ordem. Foram utilizadas malhas estruturadas ape-
nas para fins de comparagdo de erros e obtencdo de ordens de convergéncia, ja que
a metodologia utilizada é perfeitamente capaz de lidar com malhas nao-estruturadas
bi- e tridimensionais. Para avaliagdo da acuricia do método utilizado, os resultados
foram comparados com a solu¢do analitica deste problema, a qual € representada pela
fungdo u(x,y) = cos(mx)cos(my). A Fig. 5.1 mostra o campo escalar u obtido para a
malha de 64 x 64 elementos triangulares lineares, a qual ja permite obter uma excelente
concordancia com a solucao analitica.

Para uma sequéncia de malhas formadas por tridngulos lineares, se espera uma taxa

de convergéncia de segunda ordem, enquanto para uma sequéncia formada por tridngulos
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Tabela 5.1 Erro e taxa de convergéncia obtidos neste trabalho para a soluc¢do da equagao eliptica
em meio homogéneo e isotropico.

(a) Triangulo Linear (b) Triangulo Quadratico
’ N ‘ ||Emax|| ‘ Qmax ‘ ’ N ‘ HEmaxH ‘ Qmax ‘
8 |[2.5e02| — 8 | 6.4e-04 | —
16 | 6.4e-03 | 1.97 16 | 8.7e-05 | 2.87
32 | 1.6e-03 | 1.99 32 | 1.1e-05 | 2.94
64 | 4.0e-04 | 1.99 64 | 1.4e-06 | 2.98
128 | 1.0e-04 | 2.00 128 | 1.8e-07 | 2.98
256 | 2.5e-05 | 1.99 256 | 2.2e-08 | 3.00

Tabela 5.2 Erro e taxa de convergéncia obtidos em Chen et al. (2006) e Silva (2008) para a
solugdo da equacio eliptica em meio homogéneo e isotrépico.

(a) CVFA(Chen et al., 2006) (b) EBFV1(Silva, 2008)

’ N ‘ | |Erms| | ‘ Qrms ‘ ’ N ‘ ’ ‘Erms’ ‘ ‘ Arms ‘
8 | 1.2e-02 | — 8 | 6.9-03 —
16 | 3.0e-03 | 2.02 16 | 1.4e-03 | 2.29
32 | 7.4e-03 | 2.01 32 | 3.2e-04 | 2.13
64 | 1.8e-04 | 2.00 64 | 7.7e-05 | 2.06

quadraticos espera-se uma convergéncia de terceira ordem (Hughes, 2000). De modo a
verificar o comportamento do método utilizado, resolvemos o problema proposto utili-
zando elementos de 1* (Tabela 5.1(a)) e 2* ordem (Tabela 5.1(b)), comparando entre si 0s
resultados obtidos e também com outros disponiveis na literatura para elementos lineares
utilizando outros tipos de formulagao (Tabelas 5.2(a) e 5.2(b)) (Chen et al., 2006; Silva,
2008). De um modo geral, as taxas de convergéncias obtidas se aproximaram bastante
das taxas tedricas tanto para o caso de elementos triangulares lineares quanto quadraticos.
A comparacdo com os resultados da literatura ficam um pouco prejudicadas por terem
os erros sido calculados através de normas diferentes (norma do maximo neste trabalho,
e RMS na literatura citada). Porém, é possivel observar um comportamento coerente
do erro obtido, pois com elementos quadraticos foram obtidos erros consideravelmente
menores do que com os métodos de segunda ordem CVFA e EBFV1. Por outro lado, ao
utilizar-se elementos lineares foram obtidos erros maiores porém na mesma ordem de
grandeza daqueles obtidos na literatura.

Para a resolucao do sistema de equagdes lineares provenientes da discretizagdo do

problema foram testadas trés diferentes alternativas:

* Método dos Gradientes Conjugados (CG) aplicado isoladamente.
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* Método do Multigrid Algébrico (AMG) aplicado isoladamente.

* Multigrid Algébrico aplicado como pré-condicionador para o0 método dos Gradien-
tes Conjugados (AMG+CG).

E importante mencionar que a utilizacio de métodos iterativos normalmente pressupde
o uso de algum tipo de pré-condicionador, logo a ndo aplicacao de pré-condicionadores
em alguns dos testes realizados teve como objetivo apenas realgar as diferencas entre os
métodos analisados.

Para a realizacdo dos testes, foi utilizada uma malha de 32 x 32 elementos triangulares
de 1* ordem. Para todos os casos foi considerado como critério de parada uma tolerancia
€ = 1071%, com um niimero méximo de 200 iteracdes. Para os casos nos quais o método
AMG foi utilizado como forma de acelerar a convergéncia, considerou-se o uso de
ciclos do tipo V em uma hierarquia de 4 “malhas” sucessivamente menos refinadas. E
importante apenas lembrar que o método AMG ndo depende de malhas propriamente
ditas, apenas das matrizes que representam o sistema de equagdes, sendo tais matrizes
manipuladas algebricamente de modo a se obter os niveis menos refinados (Trottenberg
etal.,2001).

Como pode ser observado na Fig. 5.2, os esquemas utilizando o método Multigrid
(AMG e AMG+CGQG) apresentaram resultados bastante superiores em relagao ao método
CG, o qual utiliza apenas um Unico sistema de equagdes lineares (ou seja, uma dnica
“malha”). Enquanto o método AMG+CG reduz o residuo em aproximadamente uma
ordem de grandeza por iteracao, o método CG necessita de aproximadamente 10 vezes
mais iteracdes para reduzir o residuo na mesma proporcdo. E interessante comparar
também os resultados obtidos ao utilizar-se 0 AMG isoladamente e ao usa-lo como
um pré-condicionador para o método dos Gradientes Conjugados. Percebe-se que nas
primeiras iteracdes os dois métodos apresentam fatores de convergéncia para o residuo
praticamente idénticos, porém a medida que se prossegue com as iteragdes, 0 AMG usado
isoladamente tende a apresentar uma piora na taxa de convergéncia, enquanto o método
que utiliza a combinacdo AMG+CG mantém o excelente fator de convergéncia obtido
inicialmente.

Isto se deve a um aspecto bastante observado na literatura (Trottenberg et al., 2001;
Oostelee e Washio, 1998; Mavriplis, 2001) no qual um tinico ou poucos autovalores da
matriz representante do operador de iteragcdo Multigrid estdo com um valor muito acima
daquele obtido para os demais autovalores. A magnitude do autovalor maximo (também
chamado de raio espectral) do operador de iteracdo indica em ultima andlise o fator de

convergéncia assimptdtica para o problema (Briggs et al., 2000), limitando portanto a taxa
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Evolugao do Residuo

o—e CG
‘ ‘ ‘ =—a AMG+CG|]
102 .| —a AMG |

Residuo Normalizado

Iteracdo

Figura 5.2 Caso homogéneo e isotrépico. Comparagao da evolucdo dos residuos para malha
32 x 32 discretizada por tridngulos lineares.

de convergéncia possivel de ser obtida. Um modo de contornar tal problema € justamente
utilizar algum dos métodos de subespacgo de Krylov, como € o caso do método CG, os
quais t€m a caracteristica de em poucas iteracdes amortecer os autovetores relacionados

aos poucos autovalores elevados, pois usam subespacos de menor dimensao (Trottenberg
etal.,2001).

5.1.2 Meio Homogéneo e Anisotropico

Este problema foi originalmente proposto em Crumpton (1995), onde foi resolvido utili-
zando um método de volumes finitos centrado na célula (Flux Continuous Finite Volume -
FCFV), tendo também sido estudado em Carvalho (2005) e Silva (2008) utilizando o ja
mencionado método dos volumes finitos baseado em arestas (EBFV).
Neste segundo exemplo, buscamos explorar a flexibilidade da metodologia utilizada,
a qual permite considerar tensores nido-diagonais para representar o parametro K. O
problema proposto pode ser descrito através da Eq. (5.6) aplicada em um dominio
Q=(0,1)x(0,1).
V(KVu) = —2(1+x* +xy+y*)e” (5.6)
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-
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186

Figura 5.3 Caso homogéneo e anisotrépico. Campo escalar obtido utilizando o MEF com malha
de 64 x 64 discretizada por tridngulos lineares.

onde K é uma matriz simétrica e ndo-diagonal representada por:

k—|[?! (5.7)
L1 2 '

A descricdo deste problema estd completa ao definir-se a condi¢do de fronteira em
todo o contorno I' como u(x,y) = &v.

Na Fig. 5.3 pode ser observado o campo escalar para a varidvel u, considerando uma
discretizagdo do dominio €2 com uma malha de 64 x 64 elementos triangulares de 1*
ordem.

De modo a comparar os resultados obtidos com aqueles da literatura, calculamos o
erro segundo a norma do maximo e as taxas de convergéncias para o mesmo considerando
uma sequéncia de malhas sucessivamente refinadas (ver Tabela 5.3(a)). Tais resultados
foram comparados com aqueles obtidos tanto pelo FCFV quanto pelo EBFV (ver Tabelas
5.4(a) e 5.4(b)).

Pode-se observar pelos resultados obtidos que novamente o MEF se comportou como
esperado, apresentado uma taxa de convergéncia de ordem 2 para os elementos lineares.
Os valores absolutos do erro na norma do mdximo se comparam de maneira ligeiramente
favoravel aqueles apresentados em Carvalho (2005).

Assim como para o primeiro exemplo, também neste fizemos um estudo a respeito do
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Tabela 5.3 Erro e taxa de convergéncia obtidos neste trabalho para a solu¢do da equagao eliptica
em meio homogéneo e anisotrépico.
(a) Triangulo Linear

’ N ‘ ||Emax|| ‘ Qmax ‘
8 | 2.1e-03 | —
16 | 5.3e-04 | 2.01
32 | 1.3e-04 | 2.00
64 | 3.3e-05 | 1.99
128 | 8.3e-06 | 2.00
256 | 2.1e-06 | 2.00

Tabela 5.4 Erro e taxa de convergéncia obtidos em Crumpton (1995) e Carvalho (2005) para a
solugdo da equacdo eliptica em meio homogéneo e anisotropico.

(a) FCEFV(Crumpton, 1995) (b) EBFV(Carvalho, 2005)
’ N ‘ ||Erms|| ‘ Qrms ‘ ’ N ‘ HEmaxH ‘ Qmax ‘
8 | 1.2e-03 | — 8 | 3.0e-03 | —
16 | 2.9e-04 | 2.00 16 | 1.0e-03 | 1.58
32| 7.3-05 | 1.99 32| 34-04 | 1.80
64 | 1.8e-05 | 1.99 64 | 89-05 | 1.94

desempenho de diferentes métodos iterativos para a resolucao do sistema de equacdes
lineares provenientes da discretizacdo do problema. Cinco diferentes alternativas foram

testadas:

* Método dos Gradientes Conjugados (CG) aplicado isoladamente.

Método do Residuo Minimo Generalizado (GMRES) aplicado isoladamente.

Método do Multigrid Algébrico (AMG) aplicado isoladamente.

Multigrid Algébrico aplicado como pré-condicionador para o método dos Gradien-
tes Conjugados (AMG+CG).

Multigrid Algébrico aplicado como pré-condicionador para o método do Residuo
Minimo Generalizado (AMG+GMRES).

E importante mencionar que o método GMRES é normalmente utilizado para pro-
blemas envolvendo matrizes ndo-simétricas (Saad, 2003), tendo sido avaliado apenas

para verificar a flexibilidade do resolvedor de sistemas de equacdes lineares, ja que a
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Evolugao do Residuo
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Figura 5.4 Caso homogéneo e anisotropico. Comparagdo da evolugao dos residuos para malha
64 x 64 discretizada por tridngulos lineares.

discretizacdo deste problema resulta em uma matriz auto-adjunta (e portanto simétrica se
considerarmos apenas termos reais).

Para a realizacdo dos testes, foi utilizada uma malha de 64 x 64 elementos triangulares
de 1* ordem. Para todos os casos foi considerada como critério de parada uma tolerancia
€ =1071°, com um nimero maximo de 200 iteracdes. Em todos os casos nos quais o
método AMG foi utilizado como forma de acelerar a convergéncia, considerou-se o uso
de ciclos do tipo V em uma hierarquia de 4 “malhas” sucessivamente menos refinadas.
Um gréafico mostrando a evolucdo do residuo normalizado para todos os métodos testados
pode ser observado na Fig. 5.4, onde fica claro novamente a grande superioridade dos
métodos que utilizam aceleragdo de convergéncia via Multigrid em comparagdo com
os outros métodos. E interessante notar também que para este exemplo os métodos
CG e GMRES tiveram desempenhos bastante préximos, tanto isoladamente quanto em

conjunto com 0 AMG usado como pré-condicionador.

5.1.3 Meio Heterogéneo e Anisotropico

Neste exemplo foi considerado um meio heterogéneo e anisotropico. Este caso foi
proposto em Crumpton (1995), tendo sido também analisado em vérios outros traba-
lhos (Hyman et al., 1997; Carvalho, 2005; Silva, 2008). O dominio Q é um quadrado

[—1,1]x[—1,1] com condigdes de contornos de Dirichlet dadas pela solucdo exata. O
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parametro K € definido por:

1 0
sex <0
B 21 o '
SE X
v 1 2

onde o fator ¥ € um parametro utilizado para definir a intensidade de descontinuidade
em x = 0.

A solucdo analitica (e condi¢@o de Dirichlet para os contornos) € dada por:

[2sin(y) 4 cos(y)|wx+sin(y) sex <0
u(x,y) = : (5.9)
yexp(x)sin(y) sex >0
Por fim, podemos definir o também descontinuo termo fonte como:
—2sin(y) — cos X — sin sex<0
Flry) = [ (v) —cos(y)]w. () < (5.10)
2yexp(x)cos(y) sex >0

Para a resolugdo deste problema e obtencdo de taxas de convergéncia, consideramos
uma sequéncia de malhas sucessivamente refinadas com dimensdes aproximadas de
(8x8),(16 x16),(32 x 32),(64 x 64) e (128 x 128). A malha ndo-estruturada utilizada
com aproximadamente 8 x 8 elementos e a divisdo dos subdominios em x = 0 pode ser
observada na Fig. 5.5.

Pode ser observado na Fig. 5.6 o efeito da descontinuidade na linha x = 0, efeito
este que se torna mais pronunciado ao aumentarmos o valor do parametro Y. Os valores
para os erros da solu¢do numérica quando comparada com a analitica para as normas
do méximo e L, sdo apresentados na Tabela 5.5, onde pode ser visto que um aumento
na descontinuidade do tensor K para os diferentes sub-dominios causa um aumento nos
valores absolutos dos erros obtidos.

Um fato interessante que pode ser constatado a partir dos valores obtidos para os
erros da solu¢do numérica obtida é que os mesmos apresentam uma taxa de convergéncia
na norma L, em torno de 1 para ¥ =1 e 10, sendo que esta taxa se aproxima de 2
quando aumentamos o fator de descontinuidade (y = 100 e 1000). Ao compararmos
tais resultados com a literatura (Crumpton, 1995; Hyman et al., 1997; Carvalho, 2005;
Silva, 2008) percebemos que os métodos apresentados nos referidos trabalhos que fazem
uma avaliacdo local dos fluxos tendem a obter uma convergéncia de ordem 2, enquanto

métodos que trabalham apenas com a varidvel nodal (neste caso, u(x,y)) apresentam
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Tabela 5.5 Erro e taxa de convergéncia obtidos neste trabalho para a solu¢do da equagao eliptica
em meio heterogéneo e anisotrépico.
@ y=1
’ N ‘ || Emaxl| ‘ 9max ‘ ||EL,|| ‘ qr, ‘

8 [54e-02 | — |45e02| —
16 | 2.7e-02 | 0.99 | 2.0e-02 | 1.1
32 | 1.3e-02 | 1.02 | 9.8e-03 | 1.05
64 | 6.6e-03 | 1.02 | 4.8e-03 | 1.02
128 | 3.2e-03 | 1.02 | 2.4e-03 | 1.00

(b) y=10
N ‘ || Emax|| ‘Qmax ‘ ||EL2H ‘ qr, ‘
8 192e02| — | 1801 | —
16 | 3.8e-02 | 1.3 | 5.2e-02 | 1.78
32 | 1.9e-02 | 1.02 | 1.8e-02 | 1.52
64 | 9.2e-03 | 1.02 | 7.7¢-03 | 1.24
128 | 4.6e-03 | 1.00 | 3.6e-03 | 1.08

©) =100
N ‘ || Emaxl| ‘Qmax ‘ ||EL,|| ‘ qz, ‘
8 |[8.6e-01 | — | 1.7e-00 | —
16 | 2.9e-01 | 1.59 | 4.3e-01 | 1.98
32 | 8.8e-02 | 1.70 | 1.1e-01 | 1.98
64 | 2.5¢-02 | 1.79 | 2.8¢-02 | 1.94
128 | 7.2e-03 | 1.81 | 7.9¢-03 | 1.84

(d) v = 1000

’ N ‘ || Emax|| ‘qrnax ‘ ||EL2H ‘ qr, ‘
8 | 88e-00| — | 1.7e+01 | —
16 | 2.9e-00 | 1.58 | 4.3e-00 | 1.98
32 1 9.2e-01 | 1.68 | 1.1e-00 | 2.0
64 | 2.7e-01 | 1.74 | 2.7e-01 | 1.99
128 | 7.9e-02 | 1.79 | 6.8e-02 | 1.99
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Figura 5.5 Dominio utilizado e malha ndo-estruturada com aproximadamente 8 x 8 elementos e
heterogeneidade em x = 0.

ordem 1 para o erro, tanto na norma do maximo quanto para a Lj.

Para a resolucdo do sistema de equacdes lineares resultante da discretizagao foi
novamente verificado o desempenho para diferentes tipos de métodos, mesmo sabendo
de antemao que este problema € representado por uma matriz simétrica positiva-definida,
sendo portanto um candidato natural a ser resolvido usando métodos do tipo gradiente
conjugado, seja isoladamente ou com algum tipo de pré-condicionador como o Multigrid
Algébrico (AMG).

Os resultados obtidos para a evolucdo dos residuos podem ser verificados na Fig. 5.7,
onde mais uma vez € constatada a superioridade dos métodos que utilizam Multigrid,

mesmo para este problema que apresenta sub-dominios com propriedades diferentes.

5.2 Escoamentos Bifasicos em Meios Porosos

5.2.1 Buckley-Leverett 1-D

Este exemplo trata do deslocamento imiscivel de 6leo por 4gua em um meio poroso

rigido unidimensional e homogéneo, onde foram desprezados os efeitos da gravidade
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(©) v =100 () v = 1000

Figura 5.6 Campo escalar obtido para diferentes fatores de descontinuidade y utilizando o MEF
com malha de 64 x 64 discretizada por tridngulos lineares.
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Figura 5.7 Caso heterogéneo e anisotrépico. Comparagao da evolucdo dos residuos para malha
64 x 64 discretizada por tridngulos lineares e com y = 1.

e capilaridade (ver Fig. 5.8). O modelo para representar este fendmeno foi proposto
originalmente por Buckley e Leverett (1942) e sua representacdo matematica estd descrita
na secdo 2.4.1 deste trabalho.

Foi utilizado o modelo de Corey (descrito na se¢@o 2.1) com coeficientes n,, = n, = 2
para a dependéncia da permeabilidade relativa em relagdo a saturagdo. A saturacdo
residual de dgua e 6leo foi assumida como nula e a razao de viscosidade entre as fases

como unitdria. Para este exemplo consideramos um vetor velocidade v unitdrio e as

~ Coberta selante

Injecdo

: Produgdo de
de dgua

6leo (e agua)

Amostra de rocha

Figura 5.8 Representacio de escoamento unidimensional imiscivel de 6leo por dgua (retirado de
Hurtado (2005)).
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Buckley-Leverett

e—e Sol. Numérica
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Figura 5.9 Perfil de saturacdo para a resolucdo da equagdo de Buckley-Leverett com MEF
estabilizado via SUPG e com operador de captura de choque.

seguintes condi¢des iniciais e de contorno:

Sw(x,0)=0.0 emQ

5.11)
Sp(x,t)=1.0 emx=0

Devido as caracteristicas essencialmente hiperbdlicas deste problema, foi utilizado
para sua solucdo o MEF com estabiliza¢do via SUPG e adicao de viscosidade artificial
para diminuir as oscilagdes. Na Fig. 5.9 sdo apresentadas as solu¢des analitica e numérica
para um ¢ = 0.3 em dominio com comprimento unitdrio e considerando uma malha com
500 subdivisdes uniformemente distribuidas.

Como pode ser observado, na regido de gradiente mais suave as solugdes sao prati-
camente coincidentes. Além disso, a posi¢ao do choque é corretamente capturada pela
solucdo numérica. Entretanto, observa-se a existéncia de uma regido de oscilacao logo
apos o choque, mesmo ao se utilizar difusdo artificial. Uma alternativa seria aumentar
a quantidade de difusdo adicionada, porém isto teria o efeito colateral de causar uma
maior dispersdo na regiao de choque, o que ndo € desejado. De um modo geral, consi-
deramos os resultados satisfatérios, porém os mesmos sao dependentes de termos para
estabilizacdo e captura de choque que contém parametros que devem ser calibrados para
cada problema. Idealmente, tal calibracdo seria realizada de modo automaético a partir de

modelos pré-definidos para o comportamento destes parametros.
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5.2.2 1/4 de Cinco Pocos Heterogéneo

Este ultimo exemplo considera o escoamento bifdsico imiscivel 6leo-dgua em um meio
poroso heterogéneo e bidimensional. Este problema foi adaptado de (Carvalho, 2005),
e consiste em um dominio Q quadrilateral com uma regido de baixa permeabilidade
entre os po¢os injetor e produtor, os quais se encontram nas diagonais inferior esquerda
e superior direita, respectivamente. A Fig 5.10 mostra uma descri¢do das principais
caracteristicas e condi¢des de contorno deste problema.

A saturacdo inicial considerada foi S,,(x,0) = 0.0 em Q. Foi utilizado o modelo
de Corey (descrito na se¢do 2.1) com coeficientes n,, = n, = 2 para a dependéncia da
permeabilidade relativa em relacdo a saturacdo. Tanto a porosidade ¢ quanto a viscosidade
u foram consideradas constantes e com valor unitdrio. As permeabilidades das regides
1 e 2 de Q sdo isotrOpicas, porém distintas por 4 ordens de magnitude e podem ser

representadas pelos tensores a seguir:

1 0
( ) se K=K
01
(5.12)

K=
1074 0 KK
N =
o 107 2

Para a solu¢do numérica deste problema utilizamos uma malha ndo-estruturada com
898 elementos triangulares de 1% ordem. As varidveis pressao e velocidade foram obtidas
através do MEFM resolvido de modo implicito. A velocidade obtida foi utilizada para o
acoplamento com a equagdo da saturagdo, a qual foi discretizada utilizando o MEF com
estabilizacdo via SUPG e adicdo de difusdo artifical nas regides de maiores gradientes,
cuja indicacdo € obtida através de um termo de captura de choque descrito no capitulo 3.
A parte hiperbdlica também foi resolvida de maneira implicita resultando portanto em
um esquema de avango no tempo do tipo sequencial implicito. A saturagdo calculada
€ usada para atualizar as propriedades (apenas a permeabilidade relativa para este caso
particular) utilizadas pela equacdo da pressao e velocidade.

Na Fig. 5.11 € apresentado o campo de velocidade e o campo de saturacdo (extrudado
para fins de visualizac¢do) para o tempo ¢ = 0.3 PVI (Porous Volume Injected). Pode ser
observado nesta figura que a regido de baixa permeabilidade € “contornada” pelo campo
de velocidade, o que era esperado devido a razdo entre as permeabilidades de 10000.
Nota-se também de modo qualitativo que as maiores velocidades sdo obtidas préximas

aos po¢os injetores e produtos, como era de se esperar.
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Figura 5.10 Descri¢do do problema de 1/4 de cinco pocos heterogéneo.
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Figura 5.11 Campo de velocidade e representacio extrudada da saturacdo para problema de 1/4
de cinco pogos heterogéneo.
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Figura 5.12 Campo de saturagéo e representacio do perfil ao longo da diagonal entre pogos para
problema de 1/4 de cinco pocos heterogéneo.

Na Fig. 5.12 ¢ apresentado o campo de saturacao e o seu perfil tragcado na diagonal
entre os pogos injetores e produtores. Percebe-se que a frente de saturagdo ndo atravessa
a regido de baixa permeabilidade, ou seja, praticamente ndo ha entrada de dgua nela. De
um modo geral, o uso de difusdo artificial foi suficiente para reduzir bastante a presenca
de oscilagdes nao-fisicas, porém percebe-se na representacdo do perfil de saturacio ao
longo da diagonal que ainda assim existem algumas oscilacdes espurias ap6s a frente de

saturacao na solu¢do numérica.
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Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

6.1 Conclusoes

Nesta dissertacao foi apresentado o desenvolvimento, utilizando técnicas de modelagem
automatica, de um software para a simulagcdo de escoamentos bifdsicos 6leo-dgua em
meios porosos. Na formulagdo matemaética foi considerado que tal escoamento obedece
a Lei de Darcy, sendo que o procedimento adotado se mostrou suficientemente flexivel
para lidar com dominios homogéneos e heterogéneos e com tensores de permabilidade
1S0- € anisotrépicos.

As EDPs resultantes do modelo matématico foram resolvidas numericamente utili-
zando o MEF, o que permitiu o uso de malhas tanto estruturadas quanto nao-estruturadas.
Algumas variantes deste método foram utilizadas ao logo deste trabalho, sendo as conclu-

soes do uso de cada uma mencionadas a seguir:

* Método dos Elementos Finitos (MEF) de Galerkin: Utilizado para calcular a pres-
sd0. Se mostrou adequado para resolver problemas elipticos com solugdes suaves.
As solugdes numéricas obtidas foram comparadas com as analiticas para problemas
modelo da literatura, tendo sido encontrada uma boa concordancia entre os resulta-
dos. Foram efetuados estudos de convergéncia de malha com o uso deste método e
taxas de convergéncia condizentes com a ordem dos elementos triangulares utiliza-
dos foram obtidas. Entretanto, para se resolver o problema completo de escoamento
em meios porosos utilizando a formulagdo matematica adotada, € necessario que
se obtenha o campo de velocidade com uma boa precisdo, o que ndo se mostrou
possivel com este método ao se calcular a velocidade utilizando diretamente o
gradiente da pressdo. Sendo assim, foi utilizada uma segunda variante do MEF,

cujas conclusdes sdo descritas a seguir.
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* Método dos Elementos Finitos Mistos (MEFM): Utilizado para calcular a pressdo e
a velocidade simultaneamente. Apresenta uma formulacdo numérica mais complexa
do que o método anterior e além disso apresenta uma restricdo de estabilidade
em relacdo as combinacdes de espagos de fungdes que podem ser escolhidas
para as fungdes tentativa e de ponderacdo. Por outro lado, o fato de calcular
simultaneamente a pressdo e a velocidade permitiu obter um campo de velocidades
adequado sem a necessidade de pds-processamento para a solu¢do da equacdo da

saturacao, a qual foi resolvida pelo método a seguir.

* MEF com estabilizagdo via Streamline Upwind Petrov-Galerkin(SUPG) e adig¢do
de difusdo numérica artificial: Utilizado para calcular a saturacdo. O uso do MEF
sem nenhuma estabilizacdo se mostrou completamente inadequado para as partes
essencialmente hiperbdlicas dos problemas considerados. Por isso, foi inicialmente
adicionado um termo de estabilizacdo do tipo SUPG, o qual adiciona difusao na
direcdo das linhas de corrente do fluxo. Este se mostrou adequado para estabilizar
a solucdo e impedir que o erro crescesse indefinidamente, porém a existéncia de
oscilacdes nao-fisicas na solucdo levou a adicdo de um termo de captura de choque
para adi¢do de difusdo numérica artificial apenas nas regides de variacdo acentuada
do gradiente. A combinagdo destes dois termos se mostrou adequada para os casos
abordados, tendo sido obtida uma boa concordancia na comparagao realizada entre
a solucdo numérica e a analitica para problemas modelo unidimensionais. O uso
deste método também foi analisado para um dominio bidimensional e heterogéneo,
para o qual foram obtidos bons resultados. Entretanto, hd de se observar que as
oscilagdes nao-fisicas foram reduzidas mas ndo completamente eliminadas das

solugdes numéricas obtidas.

Foi testada uma técnica de acelera¢do de convergéncia para a resolugdo do sistema de
equagdes lineares provenientes da discretizagdo da parte eliptica do problema. A técnica
utilizada foi a de Multigrid Algébrico (AMG), a qual apresenta como diferencial permitir
resolver todas as faixas de frequéncias do erro ao mesmo tempo, ao contrario dos métodos
convencionais que resolvem apenas a faixa de alta-frequéncia. Foram comparadas a
quantidade de iteragcdes até a convergéncia necessaria para métodos Multigrid do tipo
AMG, métodos iterativos do tipo Método dos Gradientes Conjugados (CG) e Generalized
Minimal Residual Method (GMRES) sem o uso de pré-condicionadores (apenas para fins
de comparacdo, ja que esta ndo € a prética usual) e por fim foi testado o uso do AMG como
precondicionador para os métodos CG e GMRES. Observou-se que métodos do tipo

Multigrid apresentaram uma convergéncia mais rapida para os problemas considerados,
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sendo que o seu uso como precondicionador aumentou ainda mais a taxa de convergéncia.

Por fim, é fundamental frisar a importancia deste trabalho ter sido realizado utilizando
de ferramentas computacionais para automacgao do processo de desenvolvimento do
cédigo. O pacote FEniCS/DOLFIN se mostrou bastante ttil e versétil para a aplicacio na
area de simulacao de escoamentos em meios porosos, ja que permite acrescentar com
grande facilidade novos métodos numéricos e testar diferentes formulagdes matemaéticas.
Isto se deve em grande parte ao fato da codificag@o por parte do usudrio poder ser feita na
linguagem Python de uma forma bastante similar aquela utilizada na descricdo matemética
do problema. Ou seja, ao invés de se implementar diversas fun¢des para o célculo de
operadores como o de gradiente ou divergente, os mesmos ja estdo implementados no
pacote sendo necessario apenas chama-los dentro do programa principal. Como exemplo
da praticidade de uso deste sistema para automagdo da geracdo de cddigo, podemos citar
o fato de que toda a parte computacional apresentada nesta dissertacdo foi desenvolvida
em menos de 1 ano de trabalho, sendo que o desenvolvimento de todo o aparato numérico-
computacional utilizado provavelmente teria demorado muito mais tempo caso todas as

ferramentas tivessem que ter sido desenvolvidas de modo independente.

6.2 Trabalhos Futuros

Devido a abrangéncia do campo estudado, logicamente ndo € possivel abordar todas as
possiveis dreas de interesse em um unico trabalho. Entretanto, gracas ao uso de técnicas
de modelagem automdtica como as utilizadas e descritas nesta dissertacdo, se torna
relativamente simples a expansdo do cédigo aqui desenvolvido para lidar com problemas
mais complexos ou gerais. Sendo assim, podemos citar como temas de interesse para

trabalhos futuros os seguintes topicos:

» Adigdo de Difusdo Artificial Anisotrépica: Neste trabalho foi utilizada a adicao
de difusido isotrdpica, sendo que é demonstrado na literatura (Codina, 1992) que
o termo do tipo SUPG j4 adiciona dissipagdo suficiente ao longo das linhas de
corrente, sendo portanto necessario a adi¢cdo de difusdo apenas perpendicularmente

ao fluxo, evitando assim uma sobre-difusdo em determinada direcao.

» Formulagdo Conservativa do MEF de Galerkin: A conservacgao local € uma pro-
priedade de interesse na simulacdo do escoamento de fluidos de um modo geral e
especialmente na modelagem e gerenciamento de reservatorios de petréleo. Uma

das criticas comuns ao MEF de Galerkin e as formulacdes estabilizadas derivadas
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dele é exatamente o fato destas formulacdes supostamente garantirem conservagao
apenas no nivel global, o que justificaria a escolha de métodos localmente conser-
vativos como o Método dos Volumes Finitos (MVF) ou o Galerkin Descontinuo.
Entretanto, na literatura (Hughes et al., 2000; Hughes e Wells, 2005) € demonstrado
que o tradicional método de Galerkin continuo € conservativo localmente, desde
que se utilize na formulagdo original uma modifica¢do baseada no residuo. Logo,
uma extensao natural deste trabalho seria a adi¢do dos termos necessdrios para

garantir a conservacao também a nivel local.

Mais “Fisica”: Capilaridade, Gravidade e Modelo Black-Oil: A formula¢do mate-
matica utilizada neste trabalho teve como foco representar apenas as caracteristicas
principais do escoamento para verificar a utilizagdao da metodologia numérica e das
ferramentas computacionais descritas nesta dissertacdo. Entretanto, o escoamento
multifdsico em meios porosos envolve vdrias outras nuances que devem ser melhor

abordadas para representar mais fielmente o problema real.

Computacdo Paralela com MPI ou OpenMP: Foi utilizado neste trabalho o mé-
todo Multigrid para aceleracdo de convergéncia que permite diminuir o tempo
necessario para a resolucio do sistema de equagdes lineares para a parte eliptica
do problema. Entretanto, este tempo de computagdo provavelmente continuaria
sendo proibitivo para problemas de maior escala envolvendo milhdes de graus de
liberdade. Sendo assim, uma das alternativa seria utilizar técnicas de computacao
paralela para distribuir a carga total entre varios processadores. O pacote FEniCS/-
DOLFIN possui uma interface simples que permite o uso tanto de computadores
com memoria distribuida (com MPI) quanto compartilhada (com OpenMP) sem
que seja necessdario fazer alteracdes significativas no cédigo desenvolvido para uso

€m apeénas um processador.
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Apéndice A
Delfine - Manual do usuario

Ao longo desta dissertacao foi discutido todo o arcabouco matemético, numérico e
computacional necessdrio para a obten¢do dos resultados apresentados. Entretanto, como
comentado no Cap. 4, todo este trabalho s6 foi possivel de ser realizado gracas as iniimeras
ferramentas computacionais disponibilizadas publicamente na internet através de licencas
livres. Sendo assim, este apéndice tem o objetivo de servir como manual pratico para
obtencdo e uso do programa desenvolvido, na esperanca de que possa ser mais Util para

outrem e assim fornecer uma pequena contribui¢do a comunidade.

A.1 Dependéncias e Download do Programa

O software foi todo desenvolvido na distribui¢do Ubuntu 10.04 do sistema operacional
GNU/Linux, logo a descri¢cdo do procedimento de instalagdo e uso do programa sera
focada neste ambiente. Em todo caso, os comandos e pacotes aqui descritos podem ser
executados ou instalados com alteracdes minimas em qualquer outra distribui¢io recente
do GNU/Linux.

Para uso do Delfine é necesséario que alguns programas ja estejam instalados no
sistema. A lista a seguir indica quais sdo estes pré-requisitos e onde eles podem ser
obtidos. Obviamente, qualquer programa gerenciador de pacotes (apt-get, rpm, etc.) pode

ser utilizado para agilizar o processo de instalacdo deles.

* FEniCS (www. fenicsproject.org): Biblioteca para automagdo da solugao
de EDPs. O DOLFIN ¢ parte integrante dela.

* Python 2.x (www.python.org): Linguagem de programacao interpretada utili-

zada neste trabalho.

83


www.fenicsproject.org
www.python.org

A.2. DADOS DE ENTRADA

* SciPy (www.scipy.org): Biblioteca para computagdo cientifica em Python.

* PYAMG (www.code.google.com/p/pyamg): Biblioteca de resolvedores
AMG com interface para Python.

* RNV (www.davidashen.net/rnv.html): Validador de arquivos XML.

Além destas dependéncias, os programas listados a seguir foram usados ao longo
deste trabalho em conjunto com o Delfine para a geracdo dos modelos e andlise dos

resultados obtidos, logo recomenda-se a instalagcdo e uso deles.

* Gmsh (www.geuz.org/gmsh): Programa para geracao de malhas estruturadas

e ndo-estruturadas em 2 ou 3 dimensdes.
* Paraview (www.paraview.orqg): Programa para visualizacdo dos resultados.

* Matplotlib (http://matplotlib.sourceforge.net/): Biblioteca para

geracdo de graficos.

O préximo passo € a obten¢do do cédigo-fonte do Delfine. O servigo de hospedagem
de projetos da Google (Google Codes) foi utilizado em conjunto com o sistema de
controle de versao Apache Subversion para gerenciamento do cédigo. Na pagina deste
projeto na internet (http://code.google.com/p/delfine) estdo disponiveis,
além do cdédigo em si, varios documentos, como a versdo digital desta dissertagdo, artigos
e apresentagOes utilizados em congressos, entre outros. A seguir € mostrado o comando
a ser digitado no terminal em uma pasta qualquer para baixar a versdo mais recente do

programa.

$ svn checkout http://delfine.googlecode.com/\

svn/trunk/delfine

Listagem 8: Download do programa a partir de repositorio svn.

A.2 Dados de Entrada

O programa € executado a partir da linha de comando utilizando o script run . py, o qual
se encontra na pasta-raiz Delfine. O comando necessario para executar uma andlise é
apresentado a seguir, onde “caseName” deve ser substituido pelo nome do arquivo de

dados considerado.
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$ ./run.py ’caseName’

Listagem 9: Execu¢do do programa a partir do terminal.

Uma vez solicitada a execug@o do programa, sdo necessarios dois arquivos de entrada,
um com os dados da anélise e descri¢ao do problema em si e outro com as informagdes
da malha (existe uma exceg¢ao para este caso, a qual serd discutida adiante). No diret6rio
para o qual o programa foi baixado existe uma pasta chamada Delfine/CaseFiles,
dentro da qual existem alguns arquivos que podem ser usados como base para a criagao

de outros modelos. Descreveremos a seguir como estes dois arquivos devem ser gerados.

A.2.1 Arquivo de Dados

As informacgdes necessdrias para a andlise encontram-se neste arquivo subdivididas em
trés grupos:

Geometry: Neste grupo € informado para o programa qual a malha que seré conside-
rada. Além disso, sdo fornecidas neste grupo as condi¢des de contorno que descrevem o

problema. Um modelo para este grupo pode ser visto na listagem a seguir:

XML

<geometry>
<mesh "o " "gmsh">
<filename>malha.msh</filename>
</mesh>
<boundary-conditions>
<well "injection" "1">1.0</well>
<well "production" "2">-1.0</well>

</boundary-conditions>

</geometry>

Listagem 10: Grupo Geometry.

O tipo de malha € escolhido através do pardmetro t ype, o qual pode ser definido
como: gmsh, caso a malha tenha sido gerada externamente por este programa, sendo
que neste caso ela serd automaticamente convertida para o formato x . xm1 pelo script
delfine-convert considerando os indicadores de condi¢do de contorno fornecidos; xm1,

caso a malha tenha sido gerado por outro programa (Triangle, Medit, Exodusll, etc.) e
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convertida manualmente pelo script delfine-convert; ou dolfin-generated, caso a
malha seja criada utilizando o gerador interno do DOLFIN. Neste ultimo caso, as opgoes

de malha sdo definidas usando os seguintes parametros:

XML

<geometry>
<mesh "an "dolfin-generated">
<dolfin—-generated "UnitSquare" "g" "gn/>
<subdomains "in/>

</mesh>

</geometry>

Listagem 11: Defini¢do de malha a ser gerada pelo DOLFIN.

Apenas geometrias simples podem ser geradas com esta op¢ao, sendo que as alternati-
vas sdo as seguintes: Unit Square (para dominios bidimensionais com nx X ny elemen-
tos), Unit Interval (para dominios unidimensionais com nx elementos), Unit Cube
(para dominios tridimensionais com nxxnyxnz elementos) e UnitCircle (para
dominios bidimensionais com nr elementos na direcdo radial) .

Por fim, para cada pogo existente no dominio deve ser escrita uma linha no subgrupo
boundary-conditions contendo o tipo de pogo (injecao ou producdo), o identifica-
dor dele (correspondente ao definido durante a geracdo da malha) e o valor do fluxo total
prescrito. No momento estas condi¢des ainda sdo bastante restritivas, por isso um dos
objetivos para o futuro € adicionar modelos de pocos mais gerais e realistas.

Physical: Neste grupo sdo descritas as propriedades das rochas, dos fluidos e de
interacdo rocha-fluido. E importante ressaltar que alguns dos parimetros existentes no
arquivo de dados sdo referentes a funcionalidades ainda ndo implementadas. A viscosi-
dade e densidade de fluidos, por exemplo, sdo normalmente consideradas dependentes
da temperatura e pressdo, respectivamente, mas nesse momento sdo ainda definidas com
valores constantes, por isto se utilizou a op¢do model="none" no arquivo de dados. O
mesmo comentdrio vale para a porosidade da rocha. Um modelo para este grupo pode ser

visto na listagem a seguir:
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XML

<physical>
<fluid-properties>
<water use="no">
<viscosity model="yes">1.0</viscosity>
</water>
<0il use="yes">
<viscosity model="none">1.0</viscosity>
</oil>
</fluid-properties>
<rock-properties>
<rock-type id="1">
<porosity compressible="no">1.0</porosity>
<permeability type="per-domain">
<Kxx>1</Kxx>
<Kxy>0.0</Kxy>
<Kyy>1</Kyy>
</permeability>
</rock-type>
</rock-properties>
<rock-fluid-properties>
<relative—-permeability model="corey">
<krw>
<krw_end>1.0</krw_end>
<Swe>0.0</Swe>
<nw>2 . 0</nw>
</krw>
<kro>
<Sor>0.0</Sor>
<no>2.0</no>
</kro>
</relative-permeability>
</rock-fluid-properties>

</physical>

Listagem 12: Grupo Physical.
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Em relacdo as propriedades das rochas, deve ser adicionado um subgrupo do tipo
rock-properties com uma niumero de identificacdo correspondente ao de cada um
dos subdominios definidos no arquivo de malha. O tensor de permeabilidade pode ser
expandido ou reduzido de acordo com o nimero de dimensdes do problema. Para um
caso tridimensional, por exemplo, bastaria adicionar linhas para os valores de Kxz e
Kzz.

Numerical: Neste grupo sao descritos os parametros de andlise utilizados para a
simulacdo numérica do problema. A seguir é apresentado um exemplo com as principais
opcoes:

XML

<numerical>

<pressure-solver "galerkin" "cg">
<tolerance>le-10</tolerance>
<max-number-steps>1000</max—-number-steps>
<pre-conditioning "amg">

<number-coarse—levels>5</number—coarse-levels>

</pre-conditioning>

</pressure-solver>

<saturation-solver>
<total-time-analysis>200</total-time—-analysis>
<courant>0.9</courant>
<limiter "none"/>

</saturation-solver>

</numerical>

Listagem 13: Grupo Numerical.

O primeiro subgrupo (pressure-solver) pode receber as formulagdes galerkin
oumixedfem (ver Cap. 3 para detalhes sobre as caracteristicas de cada uma) e os tipos
cg (Método dos Gradientes Conjugados (CG)), gmres (Método do Residuo Minimo
Generalizado (GMRES)) ou none, sendo que neste ultimo caso o AMG ¢ utilizado
isoladamente. J4 o subgrupo pre—-conditioning pode ser do tipo amg ou none,
sendo que neste caso deve obrigatoriamente ser escolhido algum tipo de resolvedor em
pressure-solver. Devido a disponibilidade de varios métodos iterativos dentro da
biblioteca PYAMG, espera-se em breve adicionar novas opcdes de resolvedores iterativos

e diretos.

88



A.2. DADOS DE ENTRADA

As opgdes para o parametro 1imiter sdo: SUPG (ou seja, apenas o termo de
estabilizacdo), SUPG+Wells (estabilizacdo via SUPG e adi¢do de difusdo artificial) e
none (MEF de Galerkin aplicado diretamente para a equacgao hiperbdlica). Em relacao
ao tipo de limitador para captura de choque, até o momento apenas o termo de difusao
artificial isotropica sugerido por Wells et al. (2008) estd disponivel, porém um dos
trabalhos futuros (ver Secao 6.2) é exatamente a adi¢cdo de difusdo artificial anisotrépica

conforme proposto por Codina (1992).

A.2.2 Arquivo de Malha

Existe a op¢ao de ter a malha gerada pelo préprio DOLFIN ou entdo usar um gerador
externo e converté-la utilizando um script. No primeiro caso ndo € necessario fornecer
um arquivo, ja na segunda alternativa a malha € descrita através de uma arquivo do tipo
* .xml, o qual contém as informagdes referentes aos nds, elementos e flags indicadores
de dominio ou condi¢do de contorno. A estrutura geral do arquivo € conforme o exemplo
a seguir:

XML
<dolfin "http://www.fenicsproject.org">

<mesh "triangle" "2">
<vertices "25">
<vertex " O " n O " " O n />

<vertex " 1 nw " O " nw 1 " />

</vertices>

<cells "32">
<triangle "o "o man "18"/>
<triangle ny nan min "1g"/>

</cells>
</mesh>
</dolfin>

Listagem 14: Arquivo de malha.
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A.3 Exemplo Detalhado

Nesta secdo, apresentaremos a construcdo detalhada de um exemplo utilizado neste
trabalho de modo a consolidar todas as informacdes apresentadas nas se¢des anteriores
deste manual. Os dados do problema que serdo utilizados para a geragdo do arquivo de
dados sdo apresentados no capitulo de resultados na Secédo 5.2.2.

Este problema trata da solucdo do escoamento em meios porosos em um dominio
heterogéneo representado por um quadrado unitdrio com uma regido de baixa permeabi-
lidade no seu interior, sendo portanto uma geometria bastante simples. Mesmo assim,
iremos considerar o uso do Gmsh para a geracdo desta malha devido a existéncia dos 2
subdominios. Detalhes sobre o uso da interface grafica do Gmsh para se gerar interativa-
mente a geometria podem ser encontrados na pagina do programa citada na Se¢do A.1.
Uma vez criada a geometria na interface, o Gmsh salva as informa¢des em um arquivo do
tipo * . geo, o qual € utilizado para gerar a malha em si.

O arquivo de malha (x . msh) pode ser obtido executando o seguinte comando em um

terminal:

$ gmsh file.geo

Listagem 15: Gerag@o da malha usando o Gmsh a partir de um arquivo de geometria.

Além das informacdes geométricas (coordenadas dos pontos, linhas que formam
0s contornos, etc.), sdo fornecidos no arquivo de geometria os identificadores (flags)
de subdominio e de condicdes de contorno (p.ex., pogos), os quais sao indicados pelos
comandos Physical SurfaceePhysical Point, respectivamente. O arquivo
do tipo * . geo usado para gerar a geometria desejada para este exemplo € descrito na

listagem a seguir:
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Point (1) {0, 0, 0, 0.05};

Point (2) {0, 1, 0, 0.05};

Point (3) {1, 0, 0, 0.05};

Point (4) {1, 1, 0, 0.05};

Point (5) {0.25, 0.25, 0, 0.05};
Point (6) {0.25, 0.75, 0, 0.05};
Point (7) {0.75, 0.25, 0, 0.05};
Point (8) {0.75, 0.75, 0, 0.05};
Line (1) {1, 31};

Line(2) {3, 4};

Line (3) {4, 2};

Line (4) {2, 1};

Line (5) {5, 7};

Line (6) {7, 8};

Line (7) {8, 6};

Line (8) {6, 5};

Line Loop(352) = {7, 8, 5, 6};
Plane Surface(352) = {352};

Line Loop(353) = {3, 4, 1, 2, -6, -5, -8, -7};
Plane Surface(353) = {353};
Physical Surface(352) = {352};
Physical Surface(353) = {353};
Physical Point (301) = {1};
Physical Point (351) = {4};

Listagem 16: Arquivo de geometria.

Em seguida, € criado um arquivo de dados para o problema. Inicialmente, precisamos
fornecer os dados relativos ao grupo Geometry, conforme descrito na Se¢do A.2.1. Para
este caso, definimos o tipo de malha como gmsh—-generated, a dimensdo como 2, e

o nome do arquivo como exemplo_heterogeneo.msh. As condi¢des de contorno
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sdo os pocgos de injecdo e producao, os quais recebem os identificadores definidos no
arquivo de geometria (301 para injec@o e 351 para producdo). Para isto, definimos os
parametros function e id. Assim, este primeiro trecho do arquivo de dados deve ter a

seguinte aparéncia:

XML

<geometry>

<mesh " " "gmsh">
<filename>exemplo_heterogeneo.msh</filename>

</mesh>

<boundary-conditions>
<well "injection" "301">0.25</well>
<well "production" "351">-0.25</well>

</boundary-conditions>

</geometry>

Listagem 17: Grupo Geometry para exemplo detalhado.

Em seguida, é necessario definir os parametros dos fluidos e rochas considerados no
grupo Physical. Os valores para as propriedades dos fluidos e de interacao rocha-fluidos
sao informados do mesmo modo que na Listagem 12. Ja as propriedades das rochas
devem ser informadas utilizando dois blocos do tipo rock-properties, um para
cada dominio (regides de alta e de baixa permeabilidade). No caso de existirem outros
dominios, basta adicionar quantas se¢des foram necessdrias, ja que a leitura de dados de
entrada € suficientemente flexivel para s6 considerar os dados de interesse, desde que o
ID da rocha adicionada corresponda ao flag dos elementos no arquivo de malha (comando
Physical Surface no arquivo de geometria). Os dados para este exemplo especifico

sdo mostrados a seguir:
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</permeability>

</rock-type>

</permeability>
</rock-type>

</rock-properties>

XML
<rock-properties>
<rock-type "352">
<porosity "no">1.0</porosity>
<permeability "per—domain">

<Kxx>0.0001</Kxx>
<Kxy>0.0</Kxy>
<Kyy>0.0001</Kyy>

<rock-type "353">
<porosity "no">1.0</porosity>
<permeability "per—-domain">
<Kxx>1</Kxx>

<Kxy>0.0</Kxy>
<Kyy>1</Kyy>

Listagem 18: Propriedades das rochas.

Por fim, os pardmetros numéricos para a simulacdo sdo fornecidos dentro do grupo

Numerical. Para a solu¢do do problema eliptico utilizaremos a formulagdo do Método

dos Elementos Finitos Mistos (MEFM) devido a sua caracteristica de calcular simultanea-

mente os campos de pressdo e de velocidade (ver Cap. 3 para detalhes). J4 para a solucio

do problema hiperbdlico, foi utilizada a estabilizacado da solugdo via Streamline Upwind

Petrov-Galerkin (SUPG) e um termo de difusdo artificial isotrépica para reducao das

oscilagdes espurias conforme descrito em (Wells et al., 2008). O trecho a seguir mostra

os dados utilizados para este exemplo:

93



A.3. EXEMPLO DETALHADO

XML

<numerical>

<pressure-solver "mixedfem" "gmres">
<tolerance>le-10</tolerance>
<max—-number-steps>1000</max—number-steps>
<pre—conditioning "none">

<number-coarse-levels>5</number-coarse-levels>

</pre—-conditioning>

</pressure-solver>

<saturation-solver>
<total-time—-analysis>200</total-time—analysis>
<courant>0.9</courant>
<limiter "SUPG+Wells"/>

</saturation-solver>

</numerical>

Listagem 19: Grupo Numerical para exemplo detalhado.

Uma vez prontos os arquivos de malha e de dados (o qual nomearemos como

ExampleCase.xml), podemos executar o Delfine a partir do terminal utilizando o

seguinte comando:

$ ./run.py ExampleCase.xml

Listagem 20: Execucdo do caso gerado como exemplo.

A partir deste momento, o programa ird executar todos os passos automaticamente,
informando a respeito do passo de tempo da solugdo no qual se encontra. Ao final, os
arquivos com os resultados dos campos de pressdo, velocidade e saturag¢do sdo escritos na
pasta Delfine/Results. O formato dos arquivos é o * . vt k, o qual pode ser aberto

utilizando programas como o Paraview ou o Vislt.
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