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RESUMO

No presente trabalho apresentamos uma metodologia numérica para a discretizacao
das equacBes que descrevem o escoamento bifasico de dleo-agua em reservatérios de
petroleo heterogéneos e anisotropicos. Estas equacGes sdo resolvidas através da
metodologia IMPES (Implicit Pressure Explicit Saturation) que é, em particular, um
método segregado para tratar escoamento bifasico (agua-o6leo) descrito por um modelo
matematico composto por uma equacao eliptica para pressdo e uma equacdo hiperbdlica
para saturacdo. A fim de resolver a equacdo de saturacdo explicitamente, utilizamos um
método classico do tipo Upwind (ponderacdo amontante) de primeira ordem. Para
discretizar a equacdo de pressdo, implementamos o Método de Volumes Finitos Centrados
na Célula, Cell-Centered, proposto por Zhiming G. and Wu J., e projetado para lidar com
meios altamente heterogéneos e anisotropicos em malhas poligonais em geral. O método
que apresentamos no presente trabalho é um tipo de método Multipoint Flux Approximation
Method (MPFA) porque uti-liza multiplos pontos para aproximar o fluxo na interface entre
as células. Neste método, as pressdes nos vértices (nds) sao tratadas como uma combinagdo
linear das pressdes centradas nas células vizinhas, reduzindo, completamente, a formulacao
a um esquema cell-centered. A derivacdo dos pesos explicitos permite que o método se
torne mais robusto. Além disso, os pesos explicitos ndo dependem da descontinuidade nem
da topologia da malha. O método tem as seguintes caracteristicas: satisfaz o critério de
linearidade (linear por partes); apresenta a taxa de convergéncia de segunda ordem para a
formulacdo implicita de pressdo e de primeira ordem para o fluxo; e admite um tensor de
permeabilidade arbitrario. Os resultados obtidos sdo promissores, indicando a
potencialidade da formulacdo adotada para a simulagdo de escoamentos bifasicos em
reservatorios de petréleo heterogéneos e anisotropicos.

Palavras Chaves: Volumes finitos, aproximacao de fluxo por multiplos pontos, escoamento
bifasico em meios porosos.



ABSTRACT

In this work we present a numerical methodology for the discretization of the
equations that describe the fluid flow of oil and water in heterogeneous and anisotropic oil
reservoirs. These equations are solved using the IMPES (Implicit Pressure Explicit Satura-
tion) method that is a segregated method for the simulation two phase flows of oil and
water through an elliptic pressure equation and a hyperbolic saturation equation. In order to
solve the explicit hyperbolic saturation equation, we use a classical first order upwind type
method (FOUM). To discretize the pressure equation we implement a linear preserving
cell-centered finite volume method designed to handle heterogeneous and anisotropic
models in general polygonal meshes which was originally proposed by Zhiming G. and Wu
J. (GAQ, et al., 2010). This method is a non-classical version of a MPFA (Multipoint Flux
Approximation Method) with both cell-centered and vertex centered unknowns. The vertex
unknowns are rewritten as a linear weighted combination of the surrounding cell-centered
unknowns, reducing the formulation to a completely cell centered one. The use of explicit
“flux weights” allows for arbitrary permeability tensors that are neither discontinuity
dependent nor mesh topology dependent. The method has the following characteristics: it
satisfies the linearity-preserving criterion; it has second-order convergence rate and higher
than first-order accuracy for the flux on general meshes; and it allows arbitrary
permeability tensors. In order to validate the formulation, we solve some benchmark
problems. The results obtained are promising, indicating the potential of the formulation for
the simulation two-phase and multiphase flows in heterogeneous and anisotropic petroleum

reservoirs.

Key Words: Finite volume, multipoint flux approximation, two-phase flow in porous
media.
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1.INTRODUCAO

1.1 Motivacgao

No século XXI, o crescimento econdmico de alguns paises do mundo esta ligado, inti-
mamente, ao aumento do consumo e da exploracdo de energia, em particular, do petréleo.
Atualmente, o petroleo ainda € a principal fonte de energia do mundo e se acentua como peca
fundamental para a economia de paises emergentes, como o Brasil. A exploracdo e a produ-
cdo do petrdleo sdao matérias de estudo em muitos centros de pesquisa e em universidades no
mundo inteiro. O objetivo dos pesquisadores da area de producdo do petréleo € desenvolver
ferramentas que sejam orientadas para uma produgdo com qualidade, maximizando o lucro.
Uma das ferramentas que auxilia a industria petrolifera é a simulagdo computacional — parti-
cularmente, a simulacdo de reservatorios. A investigacdo e o desenvolvimento destas ferra-
mentas constitui-se a area de interesse do presente trabalho, uma vez que o uso destas permite
reduzir consideravelmente o custo, o tempo e 0s recursos consumidos em ensaios e testes ex-
perimentais (PEREIRA, 2009).

A simulacdo de reservatdrios é uma das ferramentas para previsdo do comportamento do
escoamento no interior de rochas reservatdrios, com resultados exitosos e promissores desde a
década de 1960, tendo grande versatilidade para lidar com configuragdes complexas (COATS,
1982). Esta ferramenta permite modelar, de maneira detalhada, as geometrias complexas do
reservatorio, incluindo falhas geoldgicas, variacBes de pressdo e presenca de varias fases e
componentes. O objetivo principal da simulacdo de reservatorios, no presente contexto, é o
entendimento dos fendmenos fisicos e quimicos do comportamento de fluidos no interior do
reservatorio, bem como a previsdo do desempenho futuro e a busca de formas e meios para
otimizar a recuperagdo dos hidrocarbonetos dos reservatorios (EWING, 1983; CHEN, et al.,
2006).

As vantagens da simulacdo de reservatérios na analise da recuperacdo de 6leo, segundo
Silva (2008), sdo: estimar de reservas de 6leo; minimizar incertezas; otimizar a drenagem
definindo o numero de pogos produtores e injetores e sua localizacdo; e identificar as técnicas
mais eficientes para a producdo. Assim, os simuladores de reservatorios de petréleo tém fun-
cdo decisiva na industria petrolifera e, por isso, tém recebido muita atencdo em centros de

pesquisa publicos e privados. A recuperagdo de 6leo € simulada computacionalmente de ma-
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neira que o engenheiro de petréleo possua elementos para interpretar e auxiliar na previsao
adequada do comportamento de fluidos no reservatério quando submetido a diferentes estra-
tégias de producao.

A recuperacdo de Gleo das rochas reservatorios tem sido subdivida em trés etapas. A Re-
cuperacdo Priméria refere-se a quantidade de 6leo que é recuperada somente pela energia na-
tural do reservatorio. A medida que a pressdo comeca a decrescer, a producdo também de-
cresce, e a maior parte do 0leo ainda permanece no reservatério. A Recuperacdo Secundaria
(water flooding) é uma técnica que consiste na injecdo de agua pelos pocos injetores de ma-
neira a manter a pressdo do reservatorio e deslocar o 6leo no sentido dos pogos produtores:
(ROSA et al., 2006; CARVALHO, 2005; PARIS DE FERRER, 2001). A Recuperagéo Terci-
aria (Enhanced Oil Recovery ou Improved Recovery) ocorre depois da recuperacao secunda-
ria, utilizando técnicas avancadas — injecdo de gases misciveis, fluidos quimicos e energia
térmica — para tentar produzir parte do 6leo restante, sem alterar suas propriedades abrupta-
mente (FANCHI, 2001).

De maneira geral, o processo de modelagem do escoamento em reservatorios de petréleo
envolve modelos matematicos e certos parametros do reservatorio, 0s quais sao obtidos a par-
tir de experimentos de laboratérios ou de estudos geoldgicos e geofisicos. Um modelo mate-
matico no presente contexto é dado por um sistema de equacGes diferenciais parciais com
certas condi¢bes que governam o comportamento de escoamentos nos reservatorios (COATS,
1982; CARVALHO, 2005). As solucdes analiticas do sistema de equacdes sdo obtidas nos
casos mais simples e com geometrias muito simples. Os métodos numéricos sdo utilizados
para se obter solucBes aproximadas dos modelos matematicos através do emprego de alguma
formulagdo numérica.

Na area de simulacdo de reservatdrios de petrdleo existem diversos métodos numeéricos
gue resolvem as equacdes que governam o escoamento bifasico em reservatorios de petréleo.
A Aproximacéo de Diferencas Finitas € um meétodo aplicado para obter solucBes de equacdes
diferencias, e sua primeira aplicacao foi desenvolvida por Euler em 1768 (HIRSCH, 1994). O
Método de Diferencas Finitas (MDF) é obtido a partir das expansfes em series de Taylor com
um erro de truncamento adequado. Além disso, é caracterizado pela simplicidade, pela facili-
dade de implementacdo e robustez em malhas K-ortogonais (ERTEKIN, et al., 2001). Segun-
do Carvalho (2005), o0 MDF é extremamente econémico do ponto de vista computacional,
com a desvantagem de ndo lidar com meios altamente heterogéneos e anisotrépicos e malhas

distorcidas. Vale ressaltar que dificulta a utilizacdo de procedimentos de adaptacdo automati-



ca de malhas, os quais sdo naturalmente incorporados aos métodos capazes de lidar com ma-
Ihas ndo-estruturadas, como o Método dos Elementos Finitos (MEF) e o0 Método dos VVolumes
Finitos (MVF).

Atualmente, 0 MVF tem tido muito sucesso pelos cientistas no mundo inteiro na area de
simulacéo de escoamento em reservatorios devido ao fato de tratar dominios com geometrias
complexas e a conservacdo de suas propriedades fisicas (exemplo: massa, energia e momento)
tanto no nivel local quanto no nivel global (MALISKA, 2004; EYMARD, et al., 2006;
EDWARDS, et al., 2010). O Método de Volumes Finitos Centrado na Célula- MVFCC é uma
variante do MVF que tem as mesmas caracteristicas com a particularidade que armazena 0s
graus de liberdade no interior das células. Este método é bastante popular na area de engenha-
ria e fisica computacional devido a sua facilidade de implementacéo, robustez e flexibilidade
para lidar com malhas ndo estruturadas e geometrias complexas (HERBIN, 1996; EYMARD,
et al., 2006).

Uma formulacdo cléssica da literatura € o Método dos Elementos Finitos Mistos
(MEFM), formulado originalmente por Raviart e Thomas. O MEFM consiste em resolver o
campo de velocidades e o campo pressdes de maneira simultanea (GARCIA, 1997) e, posteri-
ormente, este campo de velocidades pode ser usado na equacao de saturagdo, utilizando técni-
cas Eulerianas ou Lagrangeanas como, Front Tracking ou Level Set Method (CARVALHO,
2005).

Na atualidade, 0 MEFM surge com a aproximagéo de fluxo por maltiplos pontos®. Este
método usa multiplos pontos para aproximar os fluxos nas faces e semi-faces. Segundo Whel-
ler et al. (2006), o pds-processamento das velocidades é feito no nivel local. O MFMFE se
reduz a um MDF centrado na célula quando s&o utilizados sobre malhas quadrilaterais. Os
resultados para este método indicam a taxa de convergéncia de segunda ordem tanto para o
campo de pressdes quanto para os fluxos nas faces e semi-faces®.

Em meados dos anos noventa surgiu uma nova familia de métodos: os Multi-Point Flux
Approximation (MPFA). Os pioneiros foram Edwards et al. (1998) e Aavatsmark et al. (1996).
Inicialmente, as formulagGes foram feitas utilizando malhas Corner-Point. O método MPFA é
um Método de Volumes Finitos Centrados na Células devido ao fato de suas incognitas serem
armazenadas no interior dos volumes de controle, além de conservar suas propriedades tanto

no nivel local quanto no nivel global.

! em inglés Multipoint Flux Mixed Finite Element-MFMFE
2 para trabalhos relacionados a este método, procurar em Matringe et al. (2008), Ingram et al. 2010 e Whel-
ler et al. (2012).



O nome dado deixa evidente que os fluxos nas faces sdo calculados utilizando multiplos
pontos. Este método surgiu em contraste com método Two Point Flux Approximation (TPFA),
no qual os fluxos sdo calculados por meio de dois pontos apenas. Segundo Keilegavlen et al.
(2011), o metodo TPFA é simples e robusto, mas ndo € consistente na descri¢do dos fluxos,
enquanto que a descri¢do dos fluxos pelo método MPFA ¢é consistente em malhas quaisquer.
Em contrapartida, a analise de monotonicidade do método MPFA comegou com Eigestad et
al. (2002) que propde modificar os volumes de controle do MPFA a fim de tornar o sistema de
equac0es discretizadas em M-Matriz e garantir a monotonicidade. Mais tarde, o método Enri-
ched Multipoint Flux Approximation (EMPFA) formulado por Qian-Yong et al. (2008) nasceu
como uma alternativa de solugcdo aos problemas de monotonicidade a partir da constatacdo de
que as oscilacdes espurias estdo associadas com a aproximacao pobre do gradiente de pressédo
nas superficies de controle. O EMPFA produz resultados ndo oscilatérios para meios forte-
mente anisotropicos e heterogéneos. Além disso, podemos procurar na literatura as terminolo-
gias MVF Néo Lineares e Cell-Centered que sao mono6tonos em meios heterogéneos e aniso-
tropicos (LE POTIER, 2005; LIPNIKOV et al., 2007) . Atualmente, Keilegaven et al. (2011)
prop6em condicdes suficientes de monotonicidade para o0 método MPFA. Esta formulacao
vem sendo amplamente testada em malhas poligonais e distorcidas, em geral. Segundo Carva-
Iho (2005), a ideia do método MPFA ¢ dividir o volume de controle em subcélulas e assumir
que a variacdo da pressdo é linear em cada sub-célula. Diante disso entendemos que 0 método
MPFA é robusto e garante aproximacoes de segunda ordem mesmo em meios altamente hete-
rogéneos e anisotropicos, além de ter forte apelo fisico, que esta relacionado a generalizacao
de metodologias conservativas classicas utilizadas pela industria do petréleo.

O método que adotamos foi inicialmente formulado por Gao et al. (2010) simplesmente
para problemas de difusdo em meios heterogéneos e anisotropicos. Entdo, a contribuicdo do
trabalho é utilizar essa formulacéo para simular o comportamento do escoamento bifasico no
interior dos reservatdrios de petroleo.

O método implementado no presente trabalho é aqui denominado Multi-Point Flux Ap-
proximation type Diamond with Explicit Weights (MPFA-DEW), pois a aproximagdo das va-
zBes na superficie de controle utiliza multiplos pontos em uma disposi¢do geométrica que
lembra um diamante lapidado, isto é, para derivar as vazdes (densidade de fluxo) na interface
do volume de controle, se constrdi um sub-volume de controle especial tipo um diamante em
3-D, chamado Diamond-Cell (STEFANO, et al., 2012). Além disso, sdo usados pesos explici-

tos que sdo derivados respeitando o critério de linearidade a partir das interpolaces nos vérti-



ces. A interpolagdo nodal é feita para que a formulagdo se torne completamente centrada na
célula (cell-centered) a partir da combinacdo linear das solu¢Ges nos pontos de colocacéo das
células que concorrem no vértice em questdo. Os coeficientes (pesos) desta combinacéo linear
sdo derivados de forma a tornar o método robusto e capaz de reproduzir solucGes lineares exa-
tamente por partes (linearity-preserving). Outros autores ja propuseram diversas maneiras de
calcular os pesos de interpolagdo, como Wu et al. (2003), Huang & Kappen (1998) e Gx et al.
(2008). Vale ressaltar que a maioria delas somente atende as expectativas, em termos de acu-
racia e convergéncia, quando o meio é isotropico. Além disso, dependem da heterogeneidade
e do tipo de malha. No presente trabalho os pesos de interpolacdo utilizados ndo dependem
das heterogeneidades nem da topologia da malha e sdo resolvidos de maneira explicita. Os
pesos neste trabalho foram propostos em varios artigos (WU, 2005; WU et al., 2009; GAO et
al., 2010).

A equacdo eliptica de pressao caracteriza-se pelo tensor de permeabilidade, que geral-
mente é heterogéneo e anisotrdpico, devido as descontinuidades de camadas e falhas geoldgi-
cas existentes no reservatorio. A equacao de pressdo é discretizada através do método MPFA-
DEW proposto inicialmente por Gao et al. (2010).

Para discretizar a equagdo de saturacdo, foi utilizado o First Order Upwind Method
(FOUM), o qual é um método altamente versatil no tratamento das descontinuidades e que
produz solugdes ndo oscilatorias perto de regides de choque (HIRSCH, 1994), sendo um mé-
todo de 1° ordem no espaco. A discretizacdo temporal é feita pelo Explicit Euler Method
(EEM).

As equacbes que descrevem o escoamento bifasico 6leo-agua sdo resolvidas usando a
metodologia Implicit Pressure and Exlicit Saturation (IMPES). Nesta técnica IMPES, as
equacOes de fluxo e de transporte sdo resolvidas de maneira segregada e sequencial de modo
gue o campo de pressdes é resolvido de maneira implicita a partir de uma saturacdo inicial.
Dai obtemos as vazdes ou velocidades nas superficies de controle e, assim, o campo de satu-
racao é calculado explicitamente. Este procedimento é repetido até o alcance do tempo final
de simulacdo. Os programas académicos foram construidos no ambiente MATLAB, fazendo
uso de uma série de vantagens de sua estrutura de dados e na realiza¢do de operacgdes algébri-
cas vetorizadas.

A formulacao foi apresentada pensando em simular o comportamento de escoamento bi-
fasico imiscivel e incompressivel em reservatorios de petroleo heterogéneos e anisotropicos.

O método MPFA-DEW foi desenvolvido em 2-D, cujo dominio foi discretizado utilizando



malhas bidimensionais triangulares estruturadas, ndo-estrutudas e malhas quadrilaterais estru-
turadas. As constantes geométricas e fisicas sdo avaliadas no ponto médio das faces. Além
disso, todos os resultados foram obtidos usando passos de tempo adimensional e pelo Volume
Poroso Injetado (VPI). Uma desvantagem da formulacao apresentada é a producdo de oscila-

cOes fisicas, além de ndo fazer um tratamento adequado de efeito de orientacdo de malha.

1.2 Objetivos

O objetivo principal do trabalho ¢é estudar, formular e implementar um método dos Vo-
lumes Finitos tipo MPFA que nos permita resolver equagfes governantes do escoamento bifa-
sico de Oleo-agua em reservatorios de petroleo heterogéneos e anisotropicos. As equacdes
governantes do escoamento bifasico agua-6leo foram resolvidas pela metodologia Implicit
Pressure Explici Saturation (IMPES), na qual a equacao de pressdo é resolvida mediante uma
formulacdo numérica implicita proposta por Gao et al. (2010) e a equagdo de saturacao é re-
solvida explicitamente utilizando-se um método de ponderacdo amontante de primeira ordem
(CARVALHO, 2005; CHEN et al., 2006; JISHENG et al., 2010)

1.3 Organizacao do Trabalho

Dividimos o presente trabalho em 5 capitulos, além da bibliografia e de alguns apéndices.
No capitulo 1 fizemos uma breve introducdo e apresentamos o0s objetivos e o escopo do traba-
Iho.

No capitulo 2 introduzimos alguns conceitos fundamentais e a formulacdo matematica de
equacdes que governa o fendmeno de escoamento bifasico 6leo e dgua em reservatorios de
petroleo.

Na primeira parte do capitulo 3 desenvolvemos a formulacdo numérica da equacdo de
pressdo de maneira detalhada. Em seguida, discretizamos a equacéo de saturacdo pelo método
Upwind de primeira ordem. Por fim, apresentamos a metodologia IMPES para solucédo da
equacéo de escoamento bifésico.

No capitulo 4, resolvemos alguns problemas modelos, nos quais interpretamos e avalia-
mos os resultados comparando com aqueles disponiveis na literatura.

No capitulo 5, descrevemos algumas conclusdes e tecemos sugestdes para trabalhos futu-

ros.



2. EQUACOES GOVERNANTES

2.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos as equagdes que governam o escoamento bifasico (agua-
6leo) imiscivel em reservatdrios de petroleo heterogéneos e anisotrépicos, além de apresen-
tarmos, brevemente, os conceitos fundamentais dos parametros relacionados as propriedades
da rocha e do fluido. Estas equacdes sdo obtidas atraves da Lei de Conservacdo de Massa e da
Lei de Darcy, considerando as seguintes hipoteses: 0 meio poroso é rigido; a rocha e os flui-
dos sdo isotérmicos, sdo incompressiveis e ndo reagem entre si; e os efeitos de gravidade e de
capilaridade s&o desprezados (CARVALHO, 2005; SILVA, 2008; TADA, 2009).

As equacdes que governam 0 escoamento em reservatorios de petréleo para o modelo
aqui considerado sdo compostas de uma equacéo eliptica de pressdo e de uma equacao quase
linear hiperbdlica de saturacdo. Para construir solu¢cbes numéricas acuradas, necessitamos de

certas informagdes adicionais chamadas condices iniciais e/ou de contorno. No sentido de

reservatorios de petréleo, as condi¢des iniciais e de contorno dependem das caracteristicas
geoldgicas da vizinhanca do reservatério e da existéncia de pocos produtores e injetores, que
de grosso modo podem ser tratados como condi¢fes de contorno interna (ERTEKIN et al.,
2001; CARVALHO, 2005).

2.2 Propriedades da Rocha Reservatorio e dos Fluidos

Segundo Rosa et al. (2006), a porosidade é uma propriedade das rochas que esté relacio-
nada a capacidade de armazenamento dos fluidos e da fracdo que o fluido ocupa no volume
total da rocha. Assim, a porosidade é definida como a relagdo entre o volume de poros (espa-

¢os vazios) da rocha e o volume total desta, isto &,

V
¢ —_P _ (1)
VeV, +V,

onde V., V; eV, representam o volume poroso da rocha, o volume total e o volume da parte

solida da rocha, respectivamente.
Em simulacdo de reservatorios de petroleo se considera que todos os poros sao interco-

nectados devido ao fato de que eles governam a possibilidade de recuperacdo de o6leo



(FANCHI, 2001). E natural afirmar que os poros da rocha estejam preenchidos com 6leo,
agua e gas, visto que a varidvel que representa a fracdo de uma fase em um volume poroso é
definida pela saturacéo.

Quando o0 meio poroso é saturado com 0Oleo e agua, a quantidade relativa ocupada pela fa-

se em questdo é dada pela saturagdo, i.e.:

s =i i—ow @)
Vp

Como consequéncia da Eq. (2) e do fato do meio ser totalmente saturado, tem-se:
S, +S, =1 3)

onde S,, S,, V, eV, representam as saturaces e os volumes ocupados pela fase dleo e
agua.

A permeabilidade é uma medida da facilidade de transmitir fluidos atraves dos poros in-
terconectados. Quando o meio é saturado por uma Unica fase, a permeabilidade é chamada
permeabilidade absoluta — ela é uma propriedade intrinseca do meio poroso. Em geral, esta

propriedade é representada por um tensor de permeabilidade absoluta, o qual é representado

kxx kxy
rs{k ) } @

Se os componentes ndo diagonais do tensor K sdo nulos e os componentes diagonais sao

por:

idénticos (k,, =k, ), entdo o meio poroso € isotropico. Caso contrario, 0 meio poroso € aniso-

tropico. Segundo Crumpton et al. (1995), o tensor de permeabilidade deve satisfazer a condi-

cao de elipticidade, ou seja, k, k, <k.k .

Quando o meio poroso esta saturado por duas fases, a permeabilidade depende da satura-
cdo de cada fase. Assim, este tipo de permeabilidade é chamado de permeabilidade relativa de
cada fase. O produto da permeabilidade relativa pela permeabilidade absoluta resulta na per-

meabilidade efetiva da fase em questéo, ou seja,

k K=k (%)

rn '~ 1



onde k., k. éa permeabilidade relativa e efetiva da fase i.

Note que, pela defini¢éo, a permeabilidade relativa varia entre 0<k; <1.
As permeabilidades relativas das fases dleo (o) e agua (w) k,,, k., dependem da satura-

ro’

céo da agua para um sistema Oleo/agua, i.e., k,, =k, (S,) € k,, =k, (S,,) - No presente traba-

Iho, utilizamos o modelo de Brooks e Corey (BEAR, 1972) para calcular as permeabilidades

relativas, como

2
S —S
K (S.)=|—2w=2w 6
I’W( W) (1—8\”'_—80'_} ()
1-s -5 Y
K (S.)=| =—2u " Our 7
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onde S,,, S, séo as saturacdes relativas da fase agua (w), 6leo (0), respectivamente.

2.3 Equacdes Fundamentais

Ao realizar o balanco de massa em um volume de controle obtemos a forma diferencial
da equacdo de conservacao de massa para escoamentos bifasicos em meios porosos (BEAR,
1972; CHEN et al., 2006) que é dada por:

a(¢pisi)

T:—V(,oi\7i)+qi ,i=0,w (8)

onde V,, p,, ¢ e q, representam a velocidade superficial de Darcy, a densidade da fase i, a
porosidade do meio poroso e o termo de fonte (ou sumidouro), respectivamente.

A Lei de Darcy estabelece uma relacdo linear empirica entre a velocidade do fluido e o
potencial hidraulico (EWING, 1983; CHEN et al., 2006; FANCHI, 2001). A velocidade de

Darcy para um escoamento bifasico pode ser expressa como

i, =Sk (9p, - pgve) ©)

H;

onde x4, p,, p; € g representam a viscosidade, a massa especifica, a pressao para uma fase i

e a aceleracdo gravitacional, respectivamente.

As hipoteses simplificadoras que assumimos no presente trabalho s&o:



e O meio poroso é totalmente saturado pelas fases liquidas.
e O fluido e a rocha s&o incompressiveis.

e Escoamento imiscivel.

e Escoamento isotérmico.

e A viscosidade é considerada constante.

e Os efeitos de capilaridade e gravidade séo desprezados.

Entdo, a partir das Ultimas hipoteses, a velocidade de Darcy Eqg. (9) pode ser:

v, =1 Kp,, i=o,w (10)
H;

2.3.1 Equacao de Pressao

Ao expandir os termos temporais da Eq. (8) e ao utilizar a regra da cadeia na primeira
componente da igualdade, temos:

Pisi%+/7i¢%:_6'(ﬂi\7i)+% (11)

Ao considerar que 0 meio poroso é rigido, entdo, a porosidade é constante, ou seja, ndo é

funcdo da pressdo. Portanto,
oS, =
pi¢?=_v'(pivi)+qi (12)

ao dividir a Eq. (12) por p,, e ao substituir os valores da fase i chegamos a

$ 22 =-9-3,)+Q,
o ) (13)
¢ ot =_v'(VW)+QW

onde Q, =q,/p, € a vazdo volumetrica especifica de cada fase i. Logo, somando as equacdes

em (13), obtemos:

P 5.7, 40+ (14)



E da equagdo (3) temos S, +S, =1. Portanto a Eq. (14) pode ser escrita como:

Vi=Q (15)

onde Q=Q, +Q,e V =V, +V, representam a vazao volumétrica especifica total e a velocida-

de de Darcy total.

Logo, a velocidade total da Eq. (15) pode ser expressa como:

V=—2KVp, —4,KVp, =—KV(4,p, +4,P,) (16)

(]

onde 4, =k, /u, e A, =K, /u, representam as mobilidades da fase 6leo e agua, respectiva-
mente.

Ao considerar a pressdio média como p,=p=(p,+Pp,)/2 e a pressdo capilar
p. = p, — P,,,» podemos obter: p, =p—p./2, p, = p+ P,/2. Estas ultimas igualdades, quan-

do substituimos na Eg. (16), obtemos:

V=-AKVp (17)

onde A =4, + A, mobilidade total do fluido.

A equacdo (15) é conhecida como a equacdo de pressdo, que € de natureza eliptica
(EWING, 1983; CARVALHO, 2005).
No caso, apenas um fluido, saturando 0 meio poroso, podemos reescrever a equacgao de

pressdo como:
V-(-KVp)=Q (18)

2.3.2 Equacao de Saturacgéo

Usando a Eqg. (10) e escrever para as fases 6leo (0) e agua (w), respectivamente, obtemos

as seguintes equacoes:

vV, =—KA,Vp, (19)

v, =-KA,Vp, (20)



Logo multiplicando as Egs. (19) e (20) pelas mobilidades 4, e A4,, respectivamente, te-

maos:
ﬂwvo = _l'sﬂwﬂ’oﬁpo (21)
A vw = _Kﬂwj’oﬁpw (22)

0

Subtraindo a Eq. (21) da Eq. (22) e substituir v, =v —v,, pela Eq. (21), obtemos:

A9 = (B + 2, W, ==K 4,4, (VP, - Vp,) (23)

Entéo, associando adequadamente e dividindo a Eq. (23) por 4, temos:

g P (S

vW—7v+I§T(VpC) (24)
onde p,=p,—p,-

Uma vez que a pressdo capilar € desprezada no presente trabalho e ao definir o fluxo fra-

cional da fase agua como f,=A,/4, a Eq. (24) podemos reescrever como:

v,=fV (25)

Substituindo a Eq. (25) pela Eq. (12) para a fase i = w, temos:

pub St =5 (p,f0)+a, (26)
logo dividindo pela densidade da fase agua ( p,,), obtemos a seguinte express&o:

¢ 8;W =-V-(f,V)+Q, 27)

onde Q, =d,/p, -

A equacdo (27) é conhecida como a equacao de saturacdo para um escoamento bifasico
em meios porosos, sendo de natureza hiperbolica.

Quando a velocidade total da Eq. (27) é considerada constante, obtemos a seguinte equa-

~

cdo:



¢—2 +VVf =Q, (28)

Entdo, a Eq. (28) € conhecida como “Equacdo de Buckley-Leverett”, que é um tipo de
equacdo diferencial hiperbolica de transporte de fluidos, onde o termo advectivo é nao-linear

devido ao fato de o fluxo fracional depender da saturacéo, i.e, f, = f,(S,).

2.3.3 Condicdes Iniciais e Condicdes de Contorno

No contexto de simulacdo de reservatorios, além de existir condigdes iniciais e de contor-

no, existem “condi¢des de contornos internos” que podem ser pogos produtores e/ou injeto-

res. A vazéo de fluido injetado (Q, ) nos pogos injetores é tratada como condigéo de contor-
no, da mesma forma que a pressdo ( p, ) nos pogos produtores com a qual os fluidos abando-

nam o reservatorio (HURTADO, 2005; CARVALHO, 2005; TADA, 2009). Quando nao se
especifica nenhuma condicdo de contorno nos volumes de controle adjacente aos contornos,
se assume que a fronteira é impermeéavel e, geralmente, se considera condicao de fluxo nulo
(CARVALHO, 2005; HURTADO, 2005).

Note-se que 0s nds que compartilham tanto o contorno de Neumann quanto o contorno de
Dirichlet, no presente trabalho, assumem como condicéo de contorno de Dirichlet.

Seja Q um dominio poligonal em que o contorno é denotado por I'" e é dado como a

unido disjunta dos diferentes contornos, isto é:
r=ryulr Uk UR, (29)

onde I'y, I'y, P, e P, representam o contorno de Dirichlet, Neumann, os pogos injetores e

0S pogos produtores, respectivamente, como podemos ver na Figura 1.

1—‘N
Poco Produtor

L'y

Poco Injetor



Figura 1: Identificacdo do dominio e dos contornos.

Ao considerar um reservatorio isolado (I'; =¢), ou seja, a entrada e a saida de massa
ocorrem somente pelos pogos injetores e produtores, respectivamente, as condigdes de con-

torno para a equacao de presséo séo dadas por:

V-i=Q, ou p(xt)=p, sobre P, x[0,t]
V-i=Q, ou p(x,t)=p, sobre P,x[0,t] (30)
V-ni=g,, em I'yx[0,t]

onde 11 € o vetor area normal, Q, e Q, séo as vazdes volumétricas dos pogos injetores e pro-
dutores, respectivamente, g, € o fluxo normal prescrito em T, que é nulo no caso o contor-

no ser impermeével.
Para esse mesmo reservatorio, as condi¢cdes de contorno para a equagdo de saturagdo sao

dadas por:
S, (X,t)=S, em T, x[0,t] (31)

onde S, representa a saturagio prescrita em um conjunto de pogos produtores.

As condicdes iniciais podem ser escritas como
S,(X,00=S% em Q (32)

onde S? € a distribuicdo da saturago inicial no reservatério de petréleo.



3.FORMULACAO NUMERICA

3.1 Introducéo

Neste capitulo escrevemos na forma discreta das equagdes diferenciais que modelam o
escoamento bifésico (6leo, 4gua) em reservatérios de petroleo a partir do Método dos Volu-
mes Finitos Centrado na Ceélula. A formulacdo do método que implementamos foi original-
mente desenvolvida por Gao et al. (2010) para discretizar a equacdo de difusdo em meios he-
terogéneos e anisotropicos em malhas poligonais quaisquer. Este método € capaz de reprodu-
zir exatamente solucOes lineares por partes a partir da utilizacdo de interpolagcbes com pesos
explicitos. O termo temporal da equacdo de saturacdo foi discretizado pelo método de Euler
Explicito e a discretizacdo espacial foi feita utilizando o método de ponderacdo a montante.

Utilizamos a metodologia IMPES, que é um método segregado para a solucdo das equa-
cOes de escoamento bifasico, bastante popular na industria de petroleo (COATS, 2001; CAR-
VALHO, 2005). Neste método, dada a distribuicdo inicial de saturacéo dos fluidos no reserva-
torio, calculamos o campo de pressdo de maneira implicita e, posteriormente, calculamos as
velocidades na face de cada volume de controle, o qual utilizamos como dado de entrada para
o célculo do campo de saturacGes de maneira que as equacgdes de pressdo e saturacdo sao aco-
pladas (fracamente) atraves das velocidades na face do volume de controle. Com a nova dis-
tribuicdo de saturacdo, retornamos para a equacao de pressdo, repetindo o processo até o ins-
tante de tempo desejado ou um VPI adequado. Esguematicamente, descrevemos o método

IMPES conforme Figura 2.

Solugdo Implicita da Célculo do Campo de Solucéo Explicita da
Eq. Presséo. Velocidades (Vazéo) Eqg. de Saturagdo
N%
th+1= Umax
th+1=t, + dt Nao sim
Fim

Figura 2: Esquema IMPES.



O método MPFA-DEW ¢é uma formulacdo de volumes finitos centrada na célula (CCFV)
que retorna os valores da pressdo nos centros dos volumes de controle, células (contrariamen-
te a uma formulacdo NCFV, centrada no nd, que retorna os valores da pressao nos nés). Estas
duas alternativas estdo apresentadas na Figura 3. Esta caracterizacdo como CCFV € o ponto de

partida para o desenvolvimento da formulagé&o.

T - - i
(@) (b)

Figura 3: Tipos de volume controle: (a) esquema de volume de controle usando o CCFV;
(b) esquema de volume controle usando o NCFV (MORTON, 1996).

3.2 Método de VVolumes Finitos

O Método dos Volumes Finitos (Finite Volume Method - FVM) foi introduzido por pri-
meira vez por Mc Donald (1971) e, posteriormente, por MacCormack e Paullay (1972) para a
solucdo bidimensional da equacdo de Euler e, logo, foi estendido por Rizze e Inouye (1973)
para o caso tridimensional (HIRSCH, 1994). A vantagem deste método é o fato de ser local e
globalmente conservativo. Além disso, este método pode ser usado sobre geometrias arbitra-
rias e complexas, produzindo boas aproximagdes em malhas estruturadas e néo estruturadas
(EYMARD, et al., 2006).

O FVM ¢ uma técnica de discretizacdo para resolver, de maneira aproximada, equacgdes
diferenciais que governam certos fendbmenos da natureza. A equacao a ser resolvida é integra-
da (forma fraca) em um volume de controle (VC) e, pelo teorema da divergéncia de Green-
Gauss, a integral sobre o VC é transformada em uma integral sobre o contorno do VC. Dai
aplicamos alguma formulagdo numeérica para aproximacao dos fluxos nas superficies de con-
trole a fim de obtermos uma aproximacdo da integral original. Do ponto de vista industrial, o
FVM pode ser considerado um meétodo robusto e barato (EYMARD, et al., 2006).

3.3 Formulacéo Implicita da Equacéo de Pressédo pelo MPFA-DEW

A discretizacdo da equacéo de pressao (Eqg. (15)



V-V=Q com V=-4KVp (33)

é feita utilizando o método MPFA-DEW em que V =V, .

Logo, integrando no dominio continuo Q, temos:

V.-vds = [ QdV (34)
Jv-vee-]

ao particionar o dominio continuo em um conjunto finito de subdominios chamados volumes
de controle (Qk c Q). Ao expressar a Eqg. (34) em um volume de controle arbitrario Q, , te-

mos:

j V-vds = | QdV, (35)

Logo utilizando o teorema de divergéncia de Gauss na Eq. (35), obtemos:

j V-idA=QV, (36)

20,

Na Equagdo (36) n e o vetor normal a superficie de controle do volume €, . Logo, ao

reutilizar o teorema de valor médio na integral a esquerda da Eq. (36), chegamos a:
[v-idA=3", N, (37)
o,

onde Vi, é a velocidade aproximada na superficie de controle (ou face) formada pelos nos | e

J,e N,, é o vetor &rea, normal a cada face 1J. E a somatdria é realizada sobre todas as faces

gue compdem o volume de controle.

A partir das Eqgs. (36) e (37) podemos escrever:
ZVIJ ’ NIJ = ka (38)

Pela Lei de Darcy, na Eq. (38), a velocidade aproximada Vv, varia com o tensor de per-

meabilidade e a mobilidade total na face. A fim de mantermos uma aproximagéo de segunda



ordem para a mobilidade, escrevemos a mesma em fungéo das mobilidades nodais, 4, e 4,,
como:
A+ A,

Ay =— (39)

Por outro lado, as mobilidades nodais sdo aproximadas em funcdo dos graus de liberdade
originais através de uma media aritmética, ponderada pelos volumes de controle (ELMER, et
al., 2002) de modo que

n(l) n(l) n(J) n(J)
ﬂ’l =Zﬂ‘T(k)Qk/ZQk e/l\] = Z’IT(k)Qk/ZQk (40)
k=1 k k=1 k

onde 7, € a mobilidade total no volume de controle “k”. E n(I) e n(J) representam o nimero

de elementos que concorrem nos Vvértices | e J, respectivamente. O volume do k-ésimo ele-
mento é denotado por V, . A aproximagcao foi feita respeitando o critério de linearidade, no
qual no apéndice B é provado que a interpolacdo das mobilidades varia linearmente.

Daqui por diante, o tensor de permeabilidade em produto com a mobilidade na face é de-

notado como

A=2K (41)
onde 4 é o tensor de mobilidade.

A discretizacdo numérica da Eq. (38) é obtida utilizando o método proposto por Gao et al.
(2010). Este método garante que as solugdes obtidas para o campo de pressdes sejam lineares
por partes. Para tal, o gradiente aproximado deve satisfazer o seguinte Lema.

LEMA 3.1. Seja puma funcdo de presséo definida sobre o triangulo AABC com veérti-

ces ordenados em sentido anti-horario, entdo:

ﬁp; pA_pr RAB

|AB| + |AB|2 [( Ps — pA)CthBCA+( Pe — pA)CthABC] 42)

onde

5

- { co_s(H) sin(e)}, com 9="
—sin(d) cos(0)



A demonstracdo do Lema 3.1 estd no apéndice C do presente trabalho.
Na Figura 4, estdo ilustrados a célula diamante e parametros relevantes que sdo utilizados

durante a presente formulagéo, envolvendo os vértices e os baricentros do volume de controle,

além de alguns entes geométricos importantes na construgdo da formulacgéo.

Figura 4: Diagrama local de uma malha poligonal qualquer, ilustrando o “Diamond Path”

(célula diamante).

Dada uma face (em 2-D) do volume de controle, adotamos a seguinte notacao:
o O elemento & esquerda da face é denotado por L e o elemento a direita da face é denota-
do por R.

o N, =%R1Je N, =RJI, tais que N, =—N,, sdo os vetores areas, normais as faces 1J e

JI, respectivamente.

o As alturas dos baricentros, em relacio a tal face, sdo denotadas como h;, h} para as

células L, R, respectivamente.

o K()=k, €apermeabilidade da célula L.

o Pp(h)=p; € P(R) = p, sao as pressdes nos baricentros das celulas L e R, respectivamen-
te.
o PpU)=p, e pE)=p, sdo as pressdes nos veértices | e J.
Dessa forma, podemos reescrever o lema 3.1 da Eg. (42) como
NIJ

?pgﬁ((p, —pg)cot 1L + (p, — p;)cot ACI:IJ)+(pJ —p, )%

Utilizando a combinacéo linear descrita a seguir, temos:

(43)



KT(Ny) =K1 +KP(N,,) (44)

e pré-multiplicando a Eq. (44) por 1J e, ap6s manipulacdes algébricas, obtemos:

K I(Jt) = M (45)

i

De maneira anéloga, multiplicando a Eq. (44) por NU ap6s manipulaces dos termos,

chegamos a:

ko - M) 4 (N,) (46)

il

Ao substituir a Eq. (43) pela Eq. (33), multiplicando pelo vetor area NU e apds manipu-

lacdes algébricas, podemos escrever:
V-N, =K ((p, - pp)cotLNL + (p, —p;)cot £L1)-KE(p, - p,) 47)

Considerando, ainda, as relages trigonométricas, temos:

cot <10 = 9D (48)
91|
cot £L1J = (IL- I‘?) (49)
[13]h
Substituindo as Eq. (48) e Eq. (49) na Eq. (47), temos:
V-Ny =K (p, - )( N (pj—pﬁ)( D1 k0(p, - p) (50)

31]hS [31]nS

A vazio na face 1J é aproximada a partir do elemento L, como:



QL. JI) (C-19) |
ot - )H PO

(NI N

(51)

(pJ_pI)

Analogamente, fazendo as mesmas operagdes aritméticas para o triangulo aRJI , temos:

JR-JI IR-1J
|<<”>I JI(J )(*) )(JI)_
i ~ ] ] ] (52)
K(t) 4
(p| - pJ ) Kng:D Al
considerando a continuidade dos fluxos na face 1J , temos:
[V-N,dA=-[V-N,dA (53)
Jl 1J
Pela Eq. (53) e somando as equaces (51) e (52), chegamos a:
\7IJ 'NU :_K|(J1)||‘]||:p,§_p[_D|(Jl)(pJ - P )] (54)

onde os parametros K& e DY so, respectivamente, as projeces nas diregdes normal e tan-

gencial do tensor de permeabilidades. Os referidos componentes sdo obtidos pela seguinte

expressao:
(n) e (n)

(€] — KIJ KJI (55)

1 (MR (ML
KIJ hJI + KJI hIJ
ﬁﬁ 1 (KO . KO .

D =— —r g +—2hy (56)

‘lJ‘ ‘U‘ Ky K

E importante observar que a derivacio do fluxo discretizado respeita o critério de preser-
vacéo da linearidade em malhas poligonais em geral (GAO, et al., 2010). Em malhas quadrila-
terais, a derivagéo de fluxo torna-se um esquema nine-point. Outra observacéo relevante é que

quando o tensor de permeabilidade € isotropico, i. e. k,, =k, =0, a parte tangencial (segundo



termo) de D desaparece. E possivel afirmar que o esquema MPFA-DEW se reduz a uma

formulacdo de diferencas finitas de dois pontos para a aproximacgdo dos fluxos através de uma
face (Two-Point Flux Approximation — TPFA) quando se considera o tensor isotropico sobre a

malha ortogonal® até em meios isotrépicos heterogéneos.

3.3.1 Tratamento dos Fluxos no Contorno

Para cada face do contorno, os fluxos devem ser calculados de acordo com o tipo de con-
dicdo prescrita nesse contorno. O fluxo em uma face que esteja sob uma condigéo de Dirichlet
(i. e. pressédo prescrita) € obtido usando-se a Eq. (51) da seguinte forma:

S (9L 97) 9o 1)+ 1C-13) 90 ) <[] )~ (80(9) - g6 )KEY (67

onde g,(J)=p,, 9,(1)=p, séo valores prescritos.

De maneira analoga, o fluxo em uma face que esteja no contorno de Neumann (i.e. fluxo

prescrito) é dado por:

N,
Oy =V ' 7—7 (58)
N 1J ‘ IJ ‘
Assim, temos:
\7|J 'NlJ =0y ﬁ‘ (59)

3.3.2 Interpolacdo das Pressdes nos Veértices

Nesta se¢do, mostramos como as pressdes nodais (I e J) sdo escritas como funcdo dos
graus de liberdade. Nesse sentido, 0 nosso intuito € mostrar que o0 método MPFA-DEW é uma
formulacdo completamente centrada na célula. Assim, € preciso que haja a interpolacdo dos
vertices. Na literatura, existem diferentes métodos para derivar os pesos da interpolacéo, tais
como a expansdo de Taylor (HUANG, et al., 2003), a interpolagdo bi linear (WU, 2005), a
interpolacdo bilinear-modificada (BASKO, et al., 2009), o método de ponto finito (GX, et al.,
2007). Além disso, estes pesos sdo susceptiveis as descontinuidades do material e ao tipo de

malha. No presente trabalho, utilizamos pesos explicitos propostos por Gao et al. (2010), os

% Ver Apéndice A



quais ndo dependem das descontinuidades do material e do tipo de malha. Além disso, tais
interpolacdes sdo capazes de representar campos lineares exatamente por partes.

Figura 5: Elementos (pontos azuis), vértices (pontos pretos) e ponto médio (ponto “va-
zi0”) na vizinhanga de um veértice I.

No caso mais geral, em que para um Vvértice | concorrem n(l) elementos, podemos escre-

ver

n(l)
P, = ZWk Py (60)

k=1

ondew, € o peso atribuido ao elemento k (ou seja, o peso atribuido a p, ) na interpolagdo da

pressdo no vértice I, e n(l) é nimero de elementos na vizinhanca do vértice 1.

Os pontos dindmicos* em cada interface do volume de controle sdo definidos por:
k=0l +(1-®)J, 0<d<1 (61)

No presente trabalho, assumimos que & =1/2, entdo k é o ponto médio da face 1J.

3.3.3 Derivacao de Pesos Explicitos do Tipo 1
Antes de comecar a derivar 0s pesos explicitos do tipo 1, definimos as seguintes constan-

tes geométricas:

I

=

n :U (62)
T

* Ver Figure 6



(63)

Figura 6: Esboc¢o dos entes geométricos necessarios para derivar os pesos explicitos do

tipo 1.
Ao considerar a configuracio dada na Figura 7, o fluxo na face 1k , no triangulo alkk,

é calculada de maneira similar a deduzida na Eq. (47)
Kkt Kég)nk,l( p.— P, )—(Ké‘i +cot ek,lKka‘;)( Pe—D,) (64)

onde Q' =V-N_ € o fluxo nainterface Ik que sai do elemento k.

Por outro lado, considerando o triangulo Al(k—l)E derivamos a fluxo na face k I como

kkfl’k = K;Erl)lvznk—l,z ( pk_l - P >+<Két_)1,2 —cot Hk—l,zKlfrl)lvz)( pg - P ) (65)

onde Q™ =v-N, é o fluxo na interface k I que sai do elemento k-1.

De maneira analoga as Eqs. (45) e (46), podemos escrever as constantes fisicas como

K —(N”‘)ﬁ/}f ) (66)
é?i):(m't) 4”;(N") (67)




ondet=a+i-1,i=12e a=12,..,n(l)

e
e
~e
~ae
~ae
~e
e

Figura 7: Esboco dos subvolumes de controle e dos fluxos locais.

A partir da equacdo da continuidade escrita para a face Ik , temos:
Portanto, substituindo as Egs. (64) e (65) na Eq.(68), obtemos:

o KO (P =Py )+ K2 (b, - P1) )
ko M () (n ® ®
K., coto,_ 2+K|z,1 cotd,, —K., + K,

Utilizando como volume de controle auxiliar, o poligono formado pelos centroides dos ele-
mentos que concorrem no nd |, e pelos pontos médios sobre as faces que concorrem no no | e

usando novamente a equacdo da continuidade, temos:
n(l)

2. +Q5 =0 (70)

onde Qk‘flz ~V- NE denota o fluxo pela semi-face k kK no elemento k e Q ~V- NHE deno-

ta o fluxo na semi-face (k—1)k no elemento k-1.

Analogamente a Eq. (47), derivamos o fluxo na face kk do triangulo alkk a partir do

Lema 3.1 da Eq.(42) como:

Qi =(pe—p)| K —RY cote, |+ (b, —py )| KE cot(Gy, +,) —KY | (71)



Novamente, de maneira analoga, podemos escrever para face (K—-1)k :

Q: 11k - pk -1 P [ k-1 + Klﬁn)lz COt('gk—lZ Pz )]’_ (72)
(pk p|)|:|z} KlgniZCOt(% 12)}
em que, de forma semelhante as Eqgs. (66) e (67), podemos escrever:
. T ——
K(,;)i _ (Nm )j”; (t a) (73)
‘t &
N.,) 4 (N
K(;)u _ ( ta )_;dz( fd) (74)
‘t é

onde t=a+i, i=1,2.
Ao substituir as Egs. (71) e (72) na Eq.(70), ap6s algumas manipulacdes algébricas, ob-

temos:

>

O 3 N
[Ké]lyz cotg, 1, + Kli,l) cotg,, + Két’lz - Kéﬂ( Pe— )

<, (75)
| SR ot +0,)-KE+KE (7, ) <0

Substituir a Eg.(69) na Eq.(75), obtemos a seguinte expressdo simplificada:

nd)

> vi(p,—p)=0 (76)
k=1

onde
v, = K(”)nk B+ K(”)nk e — Z K(”) cot(@k O )+Kkﬁj - Kkﬁf; (77)



Z () Z () AR 740
Kk—1,2 coty,_,, + Kk’1 coto, , + KH’2 Kk’l

_ 78
T cotd, ., + KV cotd,, KU1 KO (78)
Da Eq.(76), derivamos os pesos explicitos do tipo 1 como:
W, = (79)
Vi

Figura 8: Representacdo dos fluxos locais e dos angulos necessarios para calcular os pe-

sos explicitos de segundo tipo 2.

3.3.4 Derivacao de Pesos Explicitos do Tipo 2

Agora, escolhemos um contorno diferente, i.e., um volume de controle auxiliar diferente

(II?k +1), como mostrado na Figura 8, para obtermos novos pesos também com expressdes

explicitas (i.e. que ndo necessitam da solucdo de um sistema de equacdes para serem obtidos).
Novamente, ao realizar o balanco de fluxos (i.e. usando a equagdo da continuidade) no

volume de controle auxiliar formado pelos pontos sobre as faces 1,5,5...n(|) , temos:

n(l)

2 Qi =0 (80)

k=1

onde Q“_ ~V-N

e denota o fluxo pela face kk +1 no elemento K .

kk+1

i

A derivagéo do fluxo, Q- , € analoga a obtencdo da Eq. (71), de modo que:



—10 —O =0 =
Q£+1=(KIZ ~K; cot.9k,2)(pk—p,)—(KIZ +K; cotskyl)(pm—p,) (81)

(t)

- —(t (n)
onde as constantes fisicas K

e Ki sdo dados por:

o (R 4 @

Ki = a (82)
()]

« (83)

onde e =1,2,...,n(l). com n(lI) numero de elementos na vizinhanca do vértice I.

Ao substituir a Eq. (81) na Eq. (80), obtemos:

W o
[Kf_)l ~KY+K"™ cot g, + K" cot ,9,(12]( p.—p )=0 (84)

k=1

onde

Y = Kég)nk,l‘fk +§k+1Ké?2)77k,2

(85)
e
Rfﬁl - R(kt) + Rf:)l cotd, ,, + R(kn) cotd,, (36)
Kk~ e m (n ® ®
KH2 cotf_,,+ Kk‘l cotg,, — KH‘2 +K.]
Substituindo a Eq. (69) em Eqg. (84) e ap6s manipulagdes algébricas, temos:
n(l) _
> 7 (p,—p,)=0 (87)
k=1
Entéo, definimos os pesos explicitos do tipo 2 como:
W= k=12,..,n(1) (88)

Zl//k

k=1



Nas sec¢des (3.3.3) e (3.3.4), mostramos como realizar a interpolacdo de pressdes sobre 0s
vertices no interior da malha. Na proxima secdo, mostramos como tratar as pressdes sobre 0s

vértices situados no contorno da malha.

3.3.5 Tratamento dos Vértices no Contorno da Malha Computacional

O tratamento dos vértices que estdo na fronteira € similar ao tratamento dos que estdo no
interior do dominio. E importante lembrar que se um vértice estiver no contorno de Dirichlet
(i.e. pressdo prescrita) o seu valor fornecido é utilizado diretamente na aproximacdo dos flu-
X0s atraves das faces de modo que, nesta se¢do apresentamos apenas 0S casos em que Consi-

deramos condicBes de contorno de Neumann (i.e. fluxo prescrito) dadas por:

Q:—gﬁp-ﬁ:gw sobre T, (89)

Apbs utilizar o Lema 3.1 da Eq. (42) nos triangulos que contém as faces 11e IN +1, de-

rivamos os fluxos de maneira andloga a Eq. (69) e obtemos as duas equacdes a seguir:

K(n)7711(p p| ‘Il‘gN
(t) (n)
Ki‘l + Ki‘l cotd,

pI -P = (90)

K(n)77N z(p -p) ‘IN+1‘9N N+1)
(n) (t)
Ky coté'sz—KNt]2

pm_ P = (91)

Da Figura 9, identificamos os contornos 11 —>1.k >k >k+1 .. N >N+1—>1 e

utilizando a continuidade do fluxo obtemos a somatério de fluxos sobre essas faces como:

ki_[% +Qls |+ (Q + Q) =0 (92)

Evidentemente, pelo Lema 3.1 da Eq.(42), os fluxos QX nas interfaces KK, kk +1

kK’ Qkk +1

, respectivamente, séo calculados de maneira analoga a Eq.(47), obtendo-se:

ngz(pﬁ_m)[lz(t) K(n)COt(Dli (pﬁ_pl)[K(n)COt(ekl—'_ngl) K(t)J (93)

Qs = (Pea— P )| RO -K cotg,, [+(p, = by )| K cot(@,, +01,)-KO | (94)



N @
3‘ k+1

Sfronteira

Figura 9: Tratamento do vértice | na fronteira da malha computacional tipo 1.

E, ao lembrar que os fluxos no contorno de Neumann sio definidos nas faces 1k , N +1l

de maneira analoga a Eq. (58), temos:

fo\ﬁ

gy (k) (95)

e
Qi =[N+

gy (N+1) (96)

Ao substituir as Egs. (93)-(96) na Eq. (92) e associando de maneira conveniente, obte-
mos:

> {[KG-R cotq, |(p — )[R cotg,, + KO ] (P =) )

N oo S . N
ﬁé[&gi cot(f, + @i ,) + Klﬁt; cot(f , + @i .) — Ksti + K,Et;}( P, — b )+ 97)

k,

‘ﬁ g, (N+1)=0

gN(i)+‘IN+1

Substituindo as Egs. (69), (90) e (91) na Eq. (97), obtemos a forma simplificada da Eq.
(97) como:

1
N

ZV/k

k=1

p, =

{Zw b~ 2 [L+o(D]1T

j=1,N+1

gN(i)} (98)

onde y, e definido na Eq. (77) e



Q) <M
Ki‘l cotop,, — K/

k=1
@) o’
Ki; cotd,, + Ki’1

<M <M M <
K1, Coto i, +Kicotg  +K - —K T

k-1,2 k-1,2
o = ’ ’ 2<k<N
(n) (n Kk® ®
Kk_ly2 cot 9k_1,z + Kk‘l cot 9k,1 Kk_ly2 + Kk‘l

Z (n) Z®

KNyzcotgoNyz—Kle ~

K™ cotd, , + KO kK=N+1
N,2 N,2 N,2

A equacao (98) é relativa aos pesos explicitos de tipo 1.
N+1

fronteira

Figura 10: Tratamento do vértice | no contorno da malha computacional tipo 2.

Para interpolar os vértices no contorno de Neumann usando os pesos explicitos do tipo

dois, escolhemos os volumes de controle auxiliares dados na Figura 10. O somatério dos flu-

xo0s sobre as faces 1 —1..k -k +1..N — N +1— 1 é dado por:

N

> Qe +(Ql Q) =0 (99)

N

onde Q= =V-N_—, Q% =V-N_ e Q,=V-N;.

N-+1

O calculo destes fluxos é feito de maneira analoga a Eq. (97):

(k0 K0 cot8,) (5 )~ (K + K ot ) (5]
O (100)

11 gN(I)+‘I N+4gN(N +1)=0

+

Substituindo as Eqg. (69), (90) e (91) na Eq. (100) e ao rearranjar os termos, obtemos:



N |l N — _
(50 {z S e gN(J)} (101
k= j=LN+1
onde y, e definido na Eq. (85), e ainda:
KM cotd, —K®
e k= 102)
Ki cot¢91,1+Ki‘l
- ) (0 AW
_ K. K +K_cotd ,, +K ~cotd, D<k<N (103)

K(”’ cot9k12+KéTcot9 -KY,+KY”

k-1,2 k-1,2

7 (n) 7 (1)

Ky cotdy; —Kg
(n o

Km cotg, , + Km

k=N+1 (104)

k=

3.4 Montagem da Matriz e do Vetor Termo de Fonte

A determinacdo do campo de pressdes é feita a partir do seguinte principio: com as ex-
pressOes de balango de fluxo (vazao) escritas para todas as células, podemos escrever um sis-
tema linear, cujo nimero de incognitas, que sdo as pressdes nos pontos de colocacdo das célu-
las, e 0 nimero de equacdes sdo iguais ao numero de células. A solucdo deste sistema é o

campo de pressdes. Tal sistema de equacdes lineares pode ser expresso como

(M][p]=IY] (105)

onde M é matriz de transmissibilidade, p € o vetor de pressdo e Y é o vetor de termos

independentes mas o termo de fonte.

A partir da Eq.(54), a vazdo numa certa face interna da malha é dada por
o" = KY p; —KY p; ~KYDYp, +KyD'p, (106)

onde os coeficientes K& e DY sdo pré-calculados para todas as faces da malha a partir das

eq. (55), (56). Se chamarmos de VJ o conjunto de elementos vizinhos ao n6 J e de VI o con-

junto de elementos vizinhos ao no I, podemos escrever:



"= KI(Jl) P — K|(Jl) P, — K,(Jl)D(l) Z W, p, + Kl(Jl)D(l) ZW P,

kevd jevi

(107)

Primeiramente, para a montagem do sistema, efetuamos um laco que percorre todas as fa-
ces internas. A cada passo do laco devemos observar as células a esquerda L(i) e a direita R(i)

da face que esté sendo analisada naquele passo.
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%Building the global matrix

o

°

M=sparse (size (elem, 1)
I=sparse(size(elem,1)

,size(elem,1)); Matriz esparsa
,1); % Vetor esparsa

for i=l:size(inedge,l), %Loop sobre faces interna

%$Contabiliza as contribuic¢cdes do fluxo numa faces para os elementos

%a direita e a esquerda

M(inedge (i, 3), inedge(i,3))=M(inedge(i,3), inedge(i,3))- Kis(1);

M(inedge (i, 3), inedge(i,4))=M(inedge(i,3), inedge(i,4))+ Kis(1);

M(inedge (i, 4), inedge(i,4))=M(inedge(i,4), inedge(i,4))- Kis(1);
(inedge (i, 4), inedge(i,3))=M(inedge(i,4), inedge(i,3))+ Kis(1);

o

Se os noés das faces estiverem sob o contorno de Dirichlet,
% contribuic¢des serdo contabilizadas logo abaixo.

suas

if nflag(inedge(i,1),1)<200
I(inedge(i,3))=I(inedge(i,3)) - Kiy(i)*Dyy(i)*nflag(inedge(i,1),2);
I(inedge (i, 4))=I(inedge(i,4))+ Kis(1i) *D:y(1) *nflag(inedge (i, 1),2);
end
if nflag(inedge(i,2),1)<200
I(inedge (i,3))=I(inedge(i,3))+ Kis(i) *Diy(i) *nflag(inedge(i,2),2);
I(inedge(i,4))=I(inedge (i, 4))- Kis(i)*Dis(i) *nflag(inedge(i,2),2);
end
% Contabilizacédo das contribuicdes dos nds que nédo estédo em
% fronteiras de Dirichlet.

if nflag(inedge(i,2),1)>200
for j=1: (esurn2(inedge (i, 2)+1) -esurn2 (inedge (i,2)))
pos_contl=esurn2 (inedge (i,2))+3j;
M(inedge (i, 3), esurnl (pos _contl))=M(inedge (i, 3),
esurnl (pos_contl))-K;; (i) *Dyy (1) *w (pos_contl) ;
M(inedge (i,4), esurnl (pos_contl))=M(inedge (i, 4),
esurnl (pos_contl))+ Kis(i)* Di;(i) *w(pos_contl);



end
end
if nflag(inedge(i,1),1)>200
for j=1: (esurn2(inedge(i,1)+1)-esurn2 (inedge(i,1))),
pos_cont=esurn2 (inedge (i, 1)) +3;
M(inedge (i, 3) ,esurnl (pos_cont))=M(inedge (i, 3),esurnl (pos _cont))
+K:5(1) * Diy(i) *w(pos_cont);
M(inedge (i, 4) ,esurnl (pos_cont))=M(inedge (i, 4),esurnl (pos_cont))
—Kig(1)* Dy (1) *w(pos_cont) ;
end
end
end

Observando a Eq. (57) e ao assumir que a condicdo de Dirichlet tem preferéncia sobre os

nos em relacdo a de Neumann, verificamos que a vazdo em uma face de Dirichlet pode ser

escrita como
Q, =C-Dp, (108)

onde C e D sdo pre-calculados a partir da Eq. (57). Os fluxos sobre uma face de Neumann sé&o

dados e podem ser escritos da seguinte forma:
Q; =N (109)

onde N é definido € calculado a partir da Eq. (59).

for ibedge=1l:size (bedge,l) %Loop de faces de contorno.

v0=coord (bedge (ibedge, 2), :) —coord (bedge (ibedge, 1), :) ;
if bedge (ibedge, 5)<200 % Sobre a face de Dirichlet
cl=nflag(bedge (ibedge, 1), 2);
c2=nflag(bedge (ibedge, 2),2);

A=-Kn (ibedge) / (Hesq (ibedge) *norm (v0) ) ;
M (bedge (i, 3) ,bedge (i, 3) ) =M (bedge (ibedge, 3) ,bedge (ibedge, 3) ) -
A* (norm(v0)"2);
C=c (bedge (ibedge, 3),:); % Baricentro do elemento a esquerda
v1=C-coord (bedge (ibedge, 1), :);
v2=C-coord (bedge (ibedge, 2), :) ;
I (bedge (ibedge, 3) ) =I (bedge (ibedge, 3) ) - (dot (v2, -
v0) *cl+dot (v1l,v0) *c2) *A +(c2-cl) *Kt (ibedge) ;
else % Sobre a face de Neumann
I (bedge (ibedge, 3) ) =I (bedge (ibedge, 3)) - norm(v0) *0;
end



3.5 Formulacéo Explicita da Equacéo de Saturacéo

Considerando o modelo matemético na forma diferencial para escoamento bifasico apre-
sentado na Eq. (27), valido em todo o dominio Q e contorno T, e ao assumir, ainda, que este
dominio foi discretizado por um conjunto de elementos poligonais ou volumes de controle
Q,, com fronteira I', , conforme ilustrado na Figura 11, adicionalmente podemos assumir
que o tensor K é constante em cada elemento, de modo que descontinuidades ocorrem apenas

entre os elementos que constituem a malha poligonal.

Figura 11: Representacdo do volume de controle genérico em um dominio discretizado.

Assim, integrando a Eq. (27) no k-ésimo elemento do dominio computacional, temos:
S0 - .

[ =100, + [ V-(1,9)0Q, = [ QeQ, (110)

Qy at Qk Qk

Usando o teorema do valor médio e o0 método de Euler Explicito, podemos escrever a primei-

ra integral do lado esquerdo da Eq. (110) como:

n+1

0S 0S Soiy =S
| =000, =g | =000, =0, (111)
5 ot 5, ot At

O lado direito da Eq. (110) pode ser aproximado como

.[ Q.29 =QV, (112)
Q

onde Q, € o valor médio de Q, no k-ésimo volume de controle.



Aplicando o teorema de divergéncia de Green-Gauss no segundo termo da Eq. (110), po-

demos escrever:

[V-(f.9)00, = [ f,9-far, (113)
Q, I,

Assim, utilizando as Egs. (111), (112) e (113) na Eq. (110), temos:
Sn+1 _Sn _
2wt 2wty 1 [ f,0-7, dA=1Gv, (114)
At ér ¢
onde T', é o contorno do k-ésimo elemento.
Sabendo que o volume de controle é um poligono (ou um poliedro, em 3D)>, a integral sobre
I', pode ser escrita como 0 somatdrio das integrais sobre cada face do poligono. Assim, te-

mos.
n+1 n At ~ & = X1
Sw(k) = Sw(k) + |:ka|< +Z fka,i ) Nk,i:| (115)
P, =

onde o termo V,; - Nk,i! dado em produto interno é denotado por F., representa a vazdo na

face i do k-ésimo volume de controle e as saturagdes no tempo n e n+1 sdo denotados como
n+l n H

Sutk) Sweo » Fespectivamente.

A aproximacdo das constantes do somatério (Eq. (115)) em cada face é aproximada

usando o Método Upwind de primeira ordem, que é dado por:

11
f,rF, seF =0 (116)

w,R" i?

f, F, se k<0
fuFi=qc"

onde f, € o fluxo fracional do elemento a esquerdae f_. € o fluxo fracional do elemento a

direita da superficie de controle i.

O Meétodo de Ponderacdo a Montante (UPWIND) de 12 Ordem foi usado, originalmente,
por Courant, Isaccson e Reeves, em 1952, baseado no estudo das curvas caracteristicas da
equagdo u, +au, =0, em que o sinal de “a” prevé o sentido da propagacéo da informagéo
fisica. Uma caracteristica importante deste método € que ele reproduz soluc¢des nédo oscilato-

rias, monotonas, perto das regides de choque (HIRSCH, 1994).

® Veja Figura 12.



Quando o método UPWIND de primeira ordem ¢é adotado na formulagdo explicita dada

pela Eq. (116), a condicdo de estabilidade é fornecida pela expressao:

V] of, | At
4105, |Ax (117)
Desse modo, 0 passo de tempo numérico At deve satisfazer a seguinte restrigao:
A< b (118)
v||of,,/aS,|

onde V € a velocidade recuperada a partir da vazdo numérica, Ax é comprimento de dos bari-

centros adjacentes a face em questdo, of, /S, pode ser aproximado numericamente e 0 At é

0 passo de tempo.



4. RESULTADOS NUMERICOS

4.1 Introducéo

Neste capitulo, sdo mostrados diversos exemplos de problemas que foram resolvidos em-
pregando a formulagdo descrita no capitulo 3. Alem disso, os resultados obtidos sdo compara-
dos aos outros ja existentes na literatura. Na primeira parte do presente capitulo, introduzimos
0s conceitos de erros e de taxas de convergéncia (CRUMPTON et al., 1995; HYMAN et al.,
1997). Em seguida, resolvemos um problema unidimensional representando o escoamento
monofasico em reservatorios isotropicos e heterogéneos com a finalidade de confrontar a so-
lucdo exata e a solugcdo numérica obtida pelo método MPFA-DEW.

Posteriormente, consideramos problemas bidimensionais que representam escoamento
monofésico em reservatdrios com caracteristicas de heterogeneidade e anisotropia. Finalmen-
te, resolvemos dois problemas para avaliar se 0 método MPFA-DEW respeita o principio de
maximo discreto. O dominio é discretizado por malhas triangulares estruturadas e nao-
estruturadas com diferentes graus de refinamento. Na segunda parte, resolvemos problemas
bidimensionais referentes aos escoamentos bifasicos agua e 6leo em reservatdrios de petroleo.
Nestes problemas, consideramos diversas geometrias com a presenca de regifes de baixa
permeabilidade e barreiras confinadas. Resolvemos, também, o problema classico de um
quarto de cinco pocos (DURLOFSKY, 1993) para, finalmente, analisar o efeito da orientacédo

de malha.

4.2 Erros Numéricos

O erro assintdtico de truncamento é dado por Hyman et al. (1997):
|E, || =ch® +0(h"*) (119)

Observe que h é o espacamento da malha, R é a ordem do erro ou a taxa de convergéncia e ¢

é a constante. A taxa de convergéncia numérica R é estimada a partir da seguinte expressao:

[El
[Es]

R ~log, (120)



Para os problemas apresentados, estas taxas de convergéncia foram calculadas utilizando
dois tipos de normas: a norma do erro maximo (Ewax ) € @ norma Root Mean-Square (RMS)
(Erms). E, as taxas de convergéncia sdo definidas em funcdo das normas de erros, conforme
definido em Crumpton et al. (1995) e Hyman et al. (1997), respectivamente.

Definamos primeiramente p como a solucdo analitica do problema e § como a corres-

pondente solugdo numérica. Logo, a norma do erro méximo é definida como:

|E[l 0 = mex|p; — B (121)

MAX

Por outro lado, a norma do erro RMS é definida como:

[Elo [ZM] | (122

i-1 n

onde n é o nimero de células da malha.

A norma do erro das velocidades (GAO, et al., 2010), é definida como:

05
Na Np ’
~ \2
”E”VEL :(Z(Vi _Vi) Vi zvi] (123)
i= i-1
onde v é a velocidade analitica e V é a velocidade calculada numericamente, n, € o nimero

de faces que existem na malha e V, é a soma dos volumes das células que compartilham a i-

ésima face do dominio.

4.3 Escoamento Monofasico Unidimensional em um Dominio Heterogéneo e Isotropico

No presente problema, consideramos um escoamento monofasico em um meio isotropico
e heterogéneo cujo dominio é um retangular [0,2]x[0,1], de forma que na metade direita a

permeabilidade é o dobro da permeabilidade na metade esquerda:

onde | é matriz identidade.
Nos contornos horizontais do dominio (superior e inferior) temos a condi¢édo de contorno
de Neumann, considerando fluxo nulo. Nos dois lados verticais, as condi¢fes de contorno séo

tais que, do lado direito, a pressdo prescrita é zero e, do lado esquerdo, a pressao prescrita é



um. Na Figura 12 apresentamos a malha computacional utilizada neste problem. Na Figura 13
mostramos a solucao exata e numérica ao longo da linha central que corta o dominio horizon-
talmente. Quantitativamente, os resultados, os quais foram obtidos tanto para o primeiro quan-
to para o segundo tipo de interpolacéo, podem ser observados nas tabelas 1, 2, 3 e 4, conforme

consta a seguir.

Figura 12: Malha com dominio heterogéneo com 4 elementos.
1

§ Analitico
09+ ©  Numérico 8
08F : 1
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Figura 13: Solucdo numérica versus solucdo analitica, em um meio heterogéneo e isotré-

pico.

Tabela 1. Erros nas pressdes maximas e minimas pelo MPFA-DEWL1.

Numero de o e _
Elementos MAX RMS Pmin Pmax
4 2,2204x10™° | 1,3668x10™° | 0,2222 | 0,8889

Tabela 2. Erro da velocidade obtido por MPFA-DEWL1.

NUmero de
Elementos

4 7,1665x10

Erro na Velocidade




Tabela 3. Erros nas pressdes maximas e minimas obtidos pelo método MPFA-DEW?2.

Ndmero de E s £ .
Elementos MAX RMS Pmin Pmax
4 2,2204x107 | 1,3668x10™*° | 0,2222 | 0,8889

Tabela 4. Erro da velocidade através do método MPFA-DEW2.

Numero de Erro na Velocidade
Elementos
4 7,1665x10™Y

Nesse caso, ndo faz sentido analisar as taxas de convergéncia dos erros porque todos eles,
para fins praticos, ja sdo iguais a zero. Os resultados mostram que o método usado reproduz,

numericamente, com exatidao, tanto o campo de pressdo quanto as velocidades.

4.4 Escoamento Monofasico em um Dominio Homogéneo e Suavemente Anisotropico

Consideremos o escoamento monofasico em um dominio quadrado unitario, no qual o
meio é homogéneo e suavemente anisotropico. A solucdo analitica é dada por p=¢e*’ com

condicdes de contorno dadas pela aplicacdo da solucdo analitica. O tensor de permeabilidade

é dado por:
2 1
K =
|1 2
De forma que o problema pode ser escrito como:
V- (-KVp)=-2¢7 (1+y* + x>+ xy)

(124)

Os erros e taxas de convergéncia sdo dados nas seguintes tabelas:

Tabela 5. Resultados obtidos pelo método MPFA-DEW1.

1/h Emax Rmax Erms Rrms Ever RvEL
8 | 0.62x10% | ------- 0.26x10%2 | ----mmmmm- 0.218x107" |-----------
16 | 0.14x102 | 2.1468 |5.4835x10*| 2.2463 | 0.66x107 | 1.7237
32 | 3.7760x10* | 1.8890 |1.2640x10™| 2.1162 | 0.22x10% | 1.5850
64 | 1.0513x10* | 1.8442 |2.9721x10°| 2.0884 | 8.01x10™ | 1.4594




Tabela 6. Resultados obtidos pelo método MPFA-DEW2.

Yh

EmAx

RmAx

Erms

Rrwvs

EveL

RveL

8

0.61x1072

0.26x1072

0.18x10*!

16

0.14x107

5.46x10™

0.56x107

32

3.787x10™

1.25x10™*

0.18x1072

64

1.006x10™

3.08x10°

6.58 x10™

Nestes resultados, podemos observar taxas de convergéncia de segunda ordem para a so-
lucdo obtida pelo MPFA-DEW. Segundo a Tabela 6, os resultados obtidos foram bastante
semelhantes tanto em relacdo aos erros quanto em relacdo as taxas de convergéncia em
comparag&o com os resultados obtidos por (CRUMPTON et al., 1995; HYMAN et al., 1997)°.

Tabela 7. Erros obtidos por Crumpton e Hyman.

(CRUMPTON, et al., 1995) (HYMAN, et al., 1997)
1/h
Erms Rrms Erms Rrms
8 1,16x10° | e 3,74x10° | --mme-
16 2,89x10™ 2,0050 9,66x10™ 1,9529
32 7.28x10”° 1,9891 2.45x10™ 1,9792
64 1,83x10™ 1,9921 N2 Rl T —

Na Figura 14 apresenta-se a malha triangular néo estruturada.
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Figura 14: (a) Representacdo de uma malha com 32x32 subdivises e (b) do campo de




4.5 Escoamento Monofasico em um Dominio Heterogéneo e Suavemente Anisotrépico

Este problema foi adaptado de Crumpton et al. (1995), Hyman et al. (1997) e Carvalho et
al. (2009). Consideremos um escoamento monofasico, cujo dominio é dado por [-1,1]x[-1,1].
Consideremos, também, que o meio é heterogéneo e suavemente anisotropico com condicdes
de contorno de Dirichlet, dadas pela aplicacdo da solucdo analitica nos contornos. A solucgéo

analitica é definida como:

(125)

~ (2sin(y) +cos(y))ax+sin(y) ; V x<0
- e*sin(y) ; Vx>0

O tensor de permeabilidades é dado por:

10
para x<0
o)

K = (126)

2 1
a para x>0
HH

onde o« € a intensidade da descontinuidade. Este problema pode ser escrito da seguinte for-

ma:
V-(-KVp)=f(xy) (127)

O termo fonte € dado por:

(128)

f(xy) = (2sin(y) +cos(y))ax+sin(y) ; V x<0
’ —2e*acos(y) ; Vx>0

Neste exemplo, 0 método usado foi 0 MPFA-DEW?2 para todas as intensidades de descon-
tinuidade, mas os resultados do MPFA-DEW1 também sdo mostrados. Na Figura 15, apresen-

tamos a malha com 16x16 divisoes.



Figura 15: Malha triangular estruturada.

Os resultados em termos de erros e de taxas de convergéncia na pressao podem ser vistos

nas tabelas 8, 9, 10, 11 e 12.

Tabela 8. Resultados obtidos pelo MPFA-DEW2, para o=1.

1/h EmAx RmAx Erms Rrvs
8 0,0156 | ------- 0,0062 | --------
16 | 0,0046 | 1,7618 0,0016 1,9542
32 | 0,0013 | 1,8231| 3,95x10*| 2,0181
64 | 3,43x10*| 1,9222 | 9,89x10” | 1,9978

Tabela 9. Resultados obtidos pelo MPFA-DEW2, para o =10.

1/h | Emax | Rmax Erms Rrwms
8 | 0,0756 | —m 0,0319 | -
16 | 0,0215| 1,8140 | 0,0079 | 2,0136
32 | 0,0061 | 1,8175 | 0,0020 | 1,9819
64 | 0,0017 | 1,8433 | 4,95x10™ | 2,0145

Tabela 10. Resultados obtidos pelo método MPFA-DEW?2, para « =100.

Yh

EmAx

RmAx

Erms

Rrws

8

0,7719

0,3142

16

0,2205

0,0782

32

0,0630

0,0195

64

0,0172

0,0049

Tabela 11. Resultados obtidos pelo método MPFA-DEW?2, para a =1000.

1/h

EmAx

RmAx

Erms

Rrvs

8

7,7347

3,1410

16

2,2107

0,7825 | 2,

32

0,6324

0,1945 | 2,

64

0,1729

0,0488




Tabela 12. Taxa de convergéncia obtida pelo método MPFA-DEW?2.

1/h | Ever(e=1) | RveL(o=1)
8 0.0370 | -
16 | 0.0126 1.5538
32 | 4.04x10° | 1.6415
64 | 1.19x10° | 1.7681

E possivel observar taxas de convergéncia de segunda ordem para pressdes, e maior que
um para as velocidades, utilizando diferentes intensidades de descontinuidade. Para ndo dei-
xar de ilustrar, apresentamos alguns resultados obtidos com 0 MPFA-DEW1 na proxima tabe-

la:

Tabela 13. Resultados obtidos pelo método MPFA-DEWL, parac =1.

1/h Emax RmAx Erms Rrms
8 0.0177 | - 0.0093 | -
16 | 0.0057 1.6347 | 0.0025 1.8953
32| 0.0017 1.7454 | 6.2997x107 | 1.9886
64 | 4.635x10™ | 1.8749 | 1.5958x10™” | 1.9810

Tabela 14. Resultados obtidos pelo método MPFA-DEW1, para o =10.

1/h | Emax | RmAx | Erms | Rrus
8 |0.1587 | -------- 0.0656 | ----------
16 | 0.0443 | 1.8409 | 0.0166 | 1.9825
32 | 0.0118 | 1.9085 | 0.0042 | 1.9827
64 | 0.0030 | 1.9758 | 0.0010 | 2.0704

Tabela 15. Erro e taxa de convergéncia da velocidade, obtidas pelo método MPFA-

DEW1.

]/h EVEL((XFl) RVEL((XZI)
8 | 00484 | ---oeeeeee-
16 0.0183 1.4032
32 0.0066 14713
64 0.0023 1.5208

Comparemos com resultados obtidos por Hyman et al. (1997) e Crumpton et al.
(1995), cujos erros e taxa de convergencia estdo dadas nas Tabelas 16 e 17.



Tabela 16. Resultados de Hyman et al. (1997), com o=1.

1/h Emax Rmax
16 | 3,74x1073 |--mmmmme-
32 | 9,66x10™ | 1,9529
64 | 2,45x10™ | 1,9792

Tabela 17. Resultados de Crumpton et al. (1995) com a=1.

Yh Erms Rrums

8 |3,33x10° | ------memmm-
16 |9,37x10™| 1,8294
32 |2,45x10" | 1,9353
64 | 6,25x10™ | 11,9709

Tabela 18. Resultados de Crumpton et al. (1995) com o=1000.

1/h Erms Rrvs

8 (- —
16 | 4,79x107* | 11,9337
32 | 1,22x10% | 1,9731
64 | 3,07x10%| 1,9906

E possivel observar que tanto Crumpton et al. (1995) quanto Hyman et al. (1997) apre-
sentam resultados bastante semelhantes aos obtidos pelo método MPFA-DEW - fato que fica
claro quando observamos as ordens de grandeza dos erros e as ordens das taxas de convergén-
cia. Nas Figura 16 e Figura 17 apresentamos o campo de pressdes obtidas pelo MPFA-DEW1
para diferentes valores de « . Os contornos do campo de pressbes foram comparados visual-
mente aos resultados obtidos por Carvalho et al. (2009). Todos eles foram obtidos usando

uma malha 64x64 subdivisoes.



(a) (b)
Figura 16: Campo de pressoes, (a) para o=1 e (b) para a=10, em uma malha de 8192 ele-
mentos obtidos pelo MPFA-DEWL1.

Na Figura 17, fica claro que o aumento do coeficiente de descontinuidade o faz com que
surja uma barreira que aparece nitidamente a partir de « =100 entre as duas regides com va-

lores de K diferentes.

(a) (b)
Figura 17: Campo de pressodes, (a) para 0=100 e (b) 0=1000 em uma malha de 8192 ele-
mentos obtidos pelo MPFA-DEWL1.

4.6 Escoamento Monofésico em um Dominio Homogéneo e Altamente Anisotropico

Neste exemplo, apresentamos um problema do escoamento monofasico em um meio ho-
mogéneo e altamente anisotrépico, cujo dominio é um quadrado [0,1]x[0,1], com um furo

quadrado [0,4 0, 6]><[0,4 0, 6], concéntrico. Este problema foi resolvido por Lipnivok et al.



(2007) e Le Potier (2005) para verificar que 0 método proposto por eles respeita o Principio
de Méximo. Consideramos que a pressao prescrita no contorno externo € zero e no contorno

interno sdo é dois. O tensor de permeabilidades € dado por:

cos’f6 —sin”6 100 0 cos”6 sin%

K =
- Vs 0 1| _cin(7 T
COS 6 Sin 6 COoS 6

inl 7
SIn 6

O dominio foi discretizado utilizando uma malha triangular ndo estruturada de 64x64
subdivisdes’. Os resultados sio mostrados na Tabela 19.

Tabela 19. A seguinte tabela mostra as pressdes maximas e minimas obtidos pelo MPFA-
DEW.

NUmero MPFA-DEW1 MPFA-DEW?2
de
Elementos
88 1,6614 -0,8128 | 1,6493 -0,4978
514 1,9458 -0,1817 | 1,9480 -0,0715
2076 1,9907 | -2,46x10° | 1,9650 -0,0015
8644 2,0129 | -1,34x10™ | 1,9861 | -7,63x10°

pmax pmin pmax pmin
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Figura 18: Malha com 8644 elementos.

Como podemos observar quantitativamente os resultados na Tabela 19, os métodos
MPFA-DEW1 e MPFA-DEW?2 néo respeitam o Principio de Maximo Discreto. Apesar disso,

a solucdo numeérica obtida é suave, o que nem sempre pode ser obtido por outros métodos

"Veja a Figura 18



classicos como MPFA-O e EFM (LIPNIVOK et al., 2007; 2008). O campo de pressdes &
apresentado na Figura 19.

Pseudocolor
Var: Pressure
1.986

—1.490
| 09930
—0.4965

-7.630e-008

Figura 19: Campo de pressdes obtidas pelo método MPFA-DEW2, em uma malha com

8644 elementos.

4.7 Escoamento Monofasico em um Dominio Altamente Heterogéneo e Anisotropico

Consideremos o escoamento monofasico em um meio altamente heterogéneo e anisotré-
pico, cujo dominio é um quadrado de lado unitario [0,1]x[0,1]. A pressdo no contorno do do-
minio computacional é prescrita e o valor é zero.

O tensor de permeabilidades é dado por:

2 2 —(1_
y +&X (12 8))2(y , E:5X1072 (129)
—(1-¢)xy ey’ +x

O termo de fonte unitario em um quadrado menor e concéntrico ao dominio maior € dado

5 2
!gjl
5 2
1§:|

Podemos observar os resultados para o campo de pressdes na Tabela 20.

como:

L (X Y)e{

f(xy)= (130)

wlw oolw

0, (x y)e[



Tabela 20. Representa as pressdes maximas e minimas.

Numero de

MPFA-DEW1

MPFA-DEW?2

Elementos

pmax

pmin

pmax

pmin

144

0,1227

-0,0049

0,1108

-2,32x10™

544

0,1078

3,14x107°

0,1051

-4,35x10°®

2244

0,1072

-0,0018

0,1059

-2,22x10°

9042 0,1059 | -0,0017 | 0,1052 | -1,31x10™°

Mais uma vez, observamos que os resultados obtidos pelo método MPFA-DEW néo res-
peitam o Principio de Maximo Discreto. Porém, o método é capaz de produzir solugdes sua-
ves® em malhas triangulares ndo estruturadas como mostramos na Figura 20. Lembramos que
nédo tem sentido tratar pressdes absolutas negativas. Este problema foi adaptado de Guangweli
et al. (2008) e Carvalho et al. (2009) com a finalidade de comparar resultados de métodos que

respeitem o Principio de Maximo Discreto.
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Figura 20: Malha triangular ndo-estruturada de 9042 elementos.
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Figura 21: (a) Campo de pressdes usando a malha refinada e (b) visualizagdo em 3-D.

4.8 Escoamento Bifasico de 1/4 de Cinco Pocos com uma Regido de Baixa Permeabili-

dade
No presente exemplo, consideramos um escoamento bifasico agua e 6leo — este € o pro-

blema classico de 1/4 de cinco pogos, no qual o reservatorio de petroleo apresenta uma regido

quadrilateral de baixa permeabilidade entre o poco injetor e produtor. Este problema foi adap-
tado de Helmig (1997) e Carvalho (2005). As saturacdes residuais do Oleo e da &gua sdo
S,=S5,,=0 , as propriedades do fluido g,=0,4kg/mxs, u, =0,1kg/ms e
P = P, =1000 kg/m® .

Ao considerarmos que a porosidade é constante através do reservatorio ¢ =0,2 e a razéo
entre as permeabilidades € R, , =1000, com K,=10"1 m* na regido de permeabilidade
mais alta e K, =107°1 m* na regido de baixa permeabilidade. As condigGes de contorno nos
pogos injetores e produtores sdo: S;; =1 e Q,; =10,386 m? /d no poco injetor e
Poro =2x10°Pa no poco produtor, respectivamente. A Figura 22 apresenta a geometria do

reservatorio indicando a zona de baixa permeabilidade. Para a discretizag&o espacial do domi-

nio utilizamos malhas néo estruturadas triangulares com espagamento de h, =18,75m para a
malha menos refinada e h, =9,375m para a malha, mais refinada conforme mostrado na Fi-

gura 23. O intervalo de tempo considerado é At =1.



~112.5m_ n

Zona 1
Zona 2
K, K
»* _
qw/(‘ ' 300 m

Figura 22: Geometria do reservatorio com baixa permeabilidade na zona 2, (adaptado de
CARVALHO et al., 2008).

() (b)
Figura 23: Malha triangular ndo estruturada utilizada na discretizacdo espacial do domi-
nio; (a) malha de menor densidade com 592 elementos e (b) de maior densidade com 2540

elementos.

Na Figura 24, apresentamos o campo de pressdes em t =400 tanto para a malha de me-

nor densidade quanto para a malha de maior densidade e observamos que 0s campos de pres-

sbes possuem 0 mesmo comportamento.



Pseudocolor
Var: Pressure

. 1.400e+006
1

~1.100e+006

Pseudocolor
Var: Pressure
1.067e+006

— 8.506e+005

1I q 8.001e+005

- 5.000e+005

H 6.337e+005

—4.169e+005

2.000e+005 2.000e+005

(a) (b)
Figura 24: Campo de pressdes num dominio com baixa permeabilidade, no instante

t =400s para (a) malha grosseira e (b) malha mais refinada.

Ao fazer uma breve anélise, nas Figura 25 e Figura 26, que representam o campo de satu-
racdes, é possivel verificar que, tanto na malha menos refinada quanto na malha mais refina-
da, as solucBes apresentam o mesmo comportamento, sendo que a representacdo da frente de
saturacdo na malha mais fina € mais precisa do que na malha mais grossa, apresentando me-

nor espalhamento (difusdo numeérica) ao longo do dominio.
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Figura 25: Contornos de saturacdo no tempo t =400s (a) malha grosseira e (b) malha
mais refinada.
Em ambas as malhas, o MPFA-DEW fornece campos de velocidades em que a zona de
baixa permeabilidade é devidamente representada, de tal maneira que praticamente nenhum

fluido a atravessa, conforme esperado.
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Figura 26: Contorno de saturacdo obtido no tempo t =1600 para o problema de baixa

permeabilidade (a) malha de menor densidade e (b) malha maior densidade.

4.9 Escoamento Bifasico em um Reservatério Confinado através de uma Regido com

Duas Barreiras Paralelas

Neste problema, consideremos um escoamento bifasico agua-6leo em um reservatorio
confinado através de uma regido com duas barreiras perpendiculares, conforme apresentado
na Figura 27. Este problema foi adaptado de Garcia (1997) e Carvalho (2005), onde a agua é
injetada no lado esquerdo do dominio com o objetivo de “varrer” o 6leo residente. O escoa-
mento ocorre devido a diferenca de pressfes entre as paredes esquerda (L) e direita (R) da
regido confinada que possui duas barreiras perpendiculares, cujas permeabilidades sdo extre-
mamente baixas quando comparadas com o restante do dominio. As propriedades dos fluidos
no reservatorio so: g, =0.001kg/ms, u, =0.004 kg/ms e p, = p, =1000 kg/m*. A po-
rosidade nas barreiras ¢ ¢ =0.2 e ¢ =0.35 no restante do reservatorio. A permeabilidade é
K, =10"*1 m? no reservatorio, e K, =10"°I m?no interior das barreiras.

Neste caso, as condi¢bes de contorno para as equacdes de pressdo e satura¢ao sdo, respec-
tivamente, p, =5x10° Pa, S, =1 na face esquerda, e p, =1x10°Pa na face direita do reser-
vatorio. Assim, como no exemplo anterior, utilizamos duas malhas triangulares néo-

estruturadas, as quais sdo apresentadas na Figura 28.
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Figura 27: Geometria do reservatdrio para o escoamento confinado através de uma regido

com duas barreiras de baixa permeabilidade.
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Figura 28: Malhas triangulares ndo estruturadas utilizadas para o problema de escoamen-
to confinado; (a) malha menos refinada com 282 elementos, (b) malha mais refinada com
2124 elementos.
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Figura 30: Campo de saturacGes, em t =28, (a-b), para t =48 (c-d) e para t =70 (e-f)

para uma malha, (a) menos refinada (a,c,d) e (b) malha mais refinada (b, d, f).

Na Figura 29, fica claro que o método MPFA-DEW é capaz de representar, de maneira
acurada, o campo de pressdes na regido confinada. O declive acentuado representa a queda
relativamente brusca de pressdes que é formada ao longo do canal devido a presenca das bar-
reiras de baixa permeabilidade. Na Figura 30, de fato, podemos observar que, conforme espe-
rado, ndo existe escoamento através das barreiras de baixa permeabilidade, deixando claro
que o campo de velocidades também foi calculado de maneira acurada “respeitando” a brusca
variacdo no campo de permeabilidades existente entre as barreiras e o restante do reservatoério.

Ao analisar, ainda, 0s contornos de saturacdo das figuras, observamos que o campo de sa-
turacdes para a malha menos refinada apresenta, novamente, uma solu¢gdo menos precisa e
com mais difusdo e maior espalhamento. Nas figuras, observamos que o refinamento da ma-
Iha produziu solucBes bem mais acuradas e com menor difusdo numérica, de modo que na
malha mais fina o espalhamento do campo de saturacdes é ainda menor quando comparado

com o campo de saturagdes obtido com a malha mais grosseira.

4.10 Escoamento Bifasico em 1/4de Cinco Pogos com Razéo de Viscosidade Modera-

damente Adversa M=4.0

Este problema é uma versdo adimensionalizada do classico problema de um quarto de
cinco pogos, no qual um poco injetor de dgua esta rodeado por quatro pocos produtores de

6leo. Para este caso, que adaptamos de Durlofsky (1993) e Carvalho (2005), as saturacdes



residuais de agua e 6leo séo S,  =S,, =0 e 0 meio poroso é considerado homogéneo e isotro-
pico com K = atraves de todo o dominio.

Assumimos, ainda, que a porosidade € constante, sendo que seu valor real ndo € relevante
ja que seu valor é utilizado somente para adimensionalizar o tempo. As viscosidades da dgua

e do Oleo sdo, respectivamente, z, =1.0 e g, =4.0, de modo que a razéo de viscosidades é
M = u,/ 1, =4.0. Asaturagio S,; =1.0 e o termo de fonte Q, =1 no pogo injetor e pressdes

nos cantos superiores esquerdas e inferiores direito p, = p, =0 pa. Durlofsky (1993) resol-

veu este problema que apresenta um efeito de orientagdo de malhas moderado devido a razéo
de viscosidade M >1.0, utilizando uma formulacdo hibrida, em que o problema presséo-
velocidade foi resolvido a partir de um método dos elementos finitos mistos e a equagdo de
saturacdo foi resolvida utilizando um método de volumes finitos de ordem mais alta. Para
avaliar o efeito de orientacdo de malhas, Durlofsky (1993) utilizou duas malhas estruturadas e
uniformes com 400 elementos triangulares — uma cujos elementos sdo orientados segundo a
direcdo do escoamento (malha alinhada) e outra, cujos elementos séo orientados transversal-
mente ao escoamento (malha transversal). No presente trabalho, usamos malhas com quatro

configurac@es diferentes, conforme indicado na Figura 31 e na Figura 32.

Produtor
* Produtor

T
Injetor 0.2 0.4 0.6 0.2 0.2 0.4 0.6 0.4 Injetor

(a) (b)

Figura 31: (a) Malha triangular transversal ao escoamento, (b) malha triangular alinhada
ao escoamento com 512 elementos.



Produtor Produtor

L L L e e B 1 T T A T e
Injetor 0.2 0.4 0.¢ 0.# Injetor 0.4 0.6 0.4

(a) (b)

Figura 32: Malha triangular (a) estruturada e (b) malha quadrilateral.

Na Figura 33, podemos observar dois campos de pressdes obtidos pelo método MPFA-
DEW2. O resultado obtido pela malha transversal apresenta maior espalhamento no pogo pro-

dutor do que o resultado obtido pela malha quadrilateral. Em geral, ambos possuem o mesmo

comportamento.

Var: Pressure Var: Pregsute v y T ‘
w4375 | \ \ ‘

—1.291 —1.434

—-1.793 —-2.038

0.8 ss00 °°
—-4.877
-, ]
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(a) (b)
Figura 33: (a) Campo de pressdes em malha triangular transversal ao escoamento e (b) malha

quadrilatero, este campo de pressdes foram obtidos pelo método MPFA-DEW2.

Na Figura 34 e Figura 35, apresentamos o campo de saturacdes para quatro diferentes ti-
pos de malhas para um VPI=0.1. Na Figura 34 (a) e na Figura 35 (b), notamos uma pequena
diferenca de difusividade, embora os contornos da saturagdo tenham sido representados de
maneira adequada. Na Figura 34 (b), os contornos da saturacdo sdo afetados pelo efeito de

orientacdo de malha e na Figura 35 (a), o resultado é difusivo. Mas, o resultado, em principio,



nédo apresenta efeito de orientacdo de malha, devido ao fato de o escoamento néo ter uma di-

recdo preferencial.
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Figura 34: Contornos de saturagfes com razdo de viscosidade M=4.0, obtidos usando 0 méto-
do MPFA-DEW2, considerando um VPI =0.1 em (a) malha transversal e (b) malha alinhada.
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Figura 35: Contornos de saturagcdes num reservatério com razao de viscosidade M=4.0 obti-

dos pelo método MPFA-DEW2, considerando um t =0.1VPI em (a) malha triangular néo-

estruturada e (b) malha quadrilateral.

Na Figura 36 e na Figura 37, apresentamos o 6leo recuperado e o 6leo acumulado, res-
pectivamente, obtidos com quatro tipos de malhas, isto &, triangular transversal, alinhada, néo-
estruturada e quadrilateral. Além disso, apenas para efeito de comparacdo, em ambos 0s ca-
sos, acrescentamos a solucdo obtida por Durlofsky (1993) para uma malha transversal com
400 (20x20) triangulos. Conforme apontado por Durlofsky (1993), teoricamente, as solucGes

deveriam ser as mesmas a despeito da configuragdo da malha. Porém, como mostram as figu-



ras 34 (a-b) e 35 (b), observamos um efeito moderado de orientagcdo de malhas nos perfis de
saturacdo apresentados. A partir da anélise das curvas de 6leo recuperado e acumulado, to-
mando como base os resultados obtidos com a malha ndo-estruturada, que em principio nao
apresenta efeito de orientacdo de malha, podemos notar que os resultados obtidos com os trés
tipos de malhas sdo bastante semelhantes quando comparados entre si e quando comparados
com os resultados de Durlofsky (1993).

Na Figura 36, observamos que, para a malha alinhada, o resultado obtido no presente tra-
balho apresenta um tempo de irrupcao de agua no poco produtor (Breakthrough) antecipado
se comparado com os resultados obtidos com a malha ndo estruturada. Por outro lado, os re-
sultados obtidos com a malha transversal e quadrilateral, tanto no presente texto quanto no
trabalho de Durlofsky (1993), apresentam um atraso para a irrupcao de dgua no po¢o produ-

tor.
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Figura 36: Oleo recuperado para o problema ¥ de cinco pogos com raz&o entre viscosidades

para uma malha com 512 elementos.
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Figura 37: Oleo acumulado para o problema de ¥ de cinco pogos com raz&o entre as Viscosi-

dades M = 4.0, para uma malha com 512 elementos.

411 Escoamento Bifasico em 1/4de Cinco Pocos com Razdo de Viscosidade Bastante

Adversa M=40.0

Este problema foi adaptado de Carvalho (2005), cujas saturac@es residuais de agua e 6leo
sdo S,, =S,, =0 e 0 meio poroso é considerado homogéneo isotropico com tensor de perme-
abilidade unitério (K = 1) através de todo o dominio. Assumimos, ainda, que a porosidade é
constante, sendo que o seu valor real ndo é relevante ja que é utilizado somente para adimen-
sionalizar o tempo. As viscosidades da 4gua e do Oleo sdo, respectivamente,
4, =10e u, =40,0, de modo que a razdo de viscosidade é M = g, /1, =40,0. As condi-
¢cOes de contorno sdo S,; =1 no pogo injetor e pressdo nos cantos diagonal superior esquerdo
e inferior direito p, = p,; =0.

Na Figura 38 e Figura 39, apresentamos, respectivamente, as curvas de recuperacdo de
0leo e a acumulagédo de dleo para um VPI=1 para os diferentes tipos de malhas descritos no
problema 4.10. Mesmo neste caso bem mais severo, com M = 40.0, as solu¢bes ndo divergem
muito entre si na malha transversal e na malha ndo estruturada, sendo visualmente muito simi-

lares, tanto do ponto de vista da quantidade de 6leo acumulada quanto da fracdo de 6leo recu-

perada.
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Figura 38: Oleo recuperado para o problema de ¥4 de cinco pogos com razéo de viscosidades

bastante adversa, M = 40.0, para uma malha com 512 elementos.
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Figura 39: Oleo acumulado para o problema de ¥ de cinco pogos com raz&o de viscosidades

bastante adversa, M = 40.0, para uma malha com 512 elementos.



Por outro lado, na Figura 38, notamos que, na malha alinhada, houve uma antecipagédo
ainda maior para o tempo de irrupcéo de &gua no poco produtor (Breakthrough) que no exem-
plo anterior (M = 4.0), indicando que o algoritmo utilizado néo esta totalmente livre dos efei-
tos de orientacdo de malha, particularmente nos casos mais severos com razdes de viscosida-

des muito elevadas.



5.CONCLUSAO E TRABALHOS FUTU-
ROS

5.1 Conclusao

Na presente dissertacdo estudamos, detalhadamente, uma formulagdo dos Volumes Fini-
tos Centrado na Célula denominado MPFA-DEW — esta formulagdo numérica foi desenvolvi-
da para simular escoamento biféasico imiscivel de éleo-agua em reservatorios de petroleo, que
sdo meios porosos rigidos, altamente heterogéneos e anisotrépicos. Para a discretizagcdo con-
servativa das equacdes de transporte de fluidos em meios porosos heterogéneos e anisotropi-
cos, utilizamos uma formulacdo unificada de volumes finitos, em que os termos de difuséo
foram calculados em dois lagos nos centroides da malha e os termos advectivos foram trata-
dos a partir da utilizacdo de técnicas de primeira ordem.

De forma a mostrar a potencialidade do trabalho, resolvemos problemas, representando
escoamento monofasico e escoamento bifasico 6leo-agua. No problema de escoamento mono-
fasico, resolvemos problemas envolvendo coeficientes de difusdo ndo diagonais e desconti-
nuos com termo de fonte distribuido (CRUMPTON et al., 1995; HYMAN et al., 1997; CAR-
VALHO et al., 2005). A fim de validar os resultados, as solu¢cdes numéricas foram obtidas
para distintos niveis de refinamento para verificar a convergéncia do método. Assim, notamos
que o MPFA-DEW, com as duas interpolacfes, mostraram acuracia de segunda ordem, mes-
mo para solucBes com anisotropia suave e moderada. Para os casos analisados, 0 método
apresentou, de maneira geral, solucdes bastante aceitaveis.

No estudo do escoamento bifasico de 6leo-4gua em meios porosos, utilizamos uma meto-
dologia IMPES — tal metodologia requer um pequeno esforgo computacional por intervalo de
tempo porque a pressao é calculada através de um sistema de equacdes lineares. A vantagem é
que o processo para fazer avancar a saturacao é facilmente vectorizada. A principal desvanta-
gem do IMPES € que o CFL deve ser menor do que a unidade para evitar oscilacdes espurias
na solucdo. Ao utilizarmos esta metodologia, estudamos problemas com diferentes niveis de
refinamento de malha. Mediante esse tipo de estudos foi possivel encontrar evidéncias de que
a solucdo nas malhas grosseiras apresenta maior difusdo numerica — caracteristica do método

de primeira ordem Upwind. Mesmo assim, conforme esperado, 0s experimentos deixam claro



que o campo de velocidades foi calculado de maneira acurada, “respeitando” a brusca varia-
¢do no campo de permeabilidades existente entre as regides de baixa permeabilidade (HEL-
MIG, 1997; GARCIA, 1997; CARVALHO, 2005).

A anélise de efeito de orientacdo (GOE) de malha foi fundamental no trabalho. Assim,
adotamos um problema cléassico de five-spot (DURLOFSKY, 1993). Os experimentos mos-
tram que o método MPFA-DEW é sensivel ao fendmeno GOE devido aos fluxos que séo cal-
culados, utilizando apenas o sinal da diferenca de potencial ao longo da face — este fenémeno
ndo desaparece nem com o refinamento da malha. Os experimentos foram apresentados para
razdo de mobilidade severamente adversa. Assim, percebemos que o breakthrough (irrupcao
de &gua no pogo produtor) varia para cada tipo malha comparado com a solucéo de referéncia
(em malha ndo estruturada) que, em principio, ndo apresenta o fendbmeno GOE. Para reduzir
este viés ou fendbmeno GOE, é natural considerar esquemas multidimensionais que também

levam em conta o fluxo tangencial para as faces.

5.2 Trabalhos Futuros

Finalmente, os bons resultados obtidos com a presente formulagcdo numérica devem mo-
tivar a realizacdo de pesquisas adicionais visando & extensdo da formulacéo para problemas
mais gerais. Como extensdes imediatas do nosso trabalho, podemos mencionar:

1. Empregar técnicas de aproximacdo de baixa ordem tipo upwind multidimensional.
Além disso, método de alta resolucdo para o célculo de campo de saturagdes que se-
jam verdadeiramente multidimensionais e que, portanto, eliminem ou minimizem efei-
tos de orientacdo de malhas.

2. Extensdo do simulador para geometrias tridimensionais.

3. Implementacdo de toda a formulagdo desenvolvida em computadores paralelos de
memodria distribuida a fim de simular problemas complexos em geometrias tridimensi-
onais de grande porte.

4. Aperfeicoamento do modelo fisico, introduzindo os termos de gravidade e de capilari-
dade.

5. Aprofundamento do estudo do efeito da orientacdo de malhas na modelagem e na si-
mulacdo de escoamentos bifasicos em meios porosos com a metodologia apresentada
no presente trabalho.

6. Implementacdo das seguintes metodologias:



6.1 “Sequencial Implicita”: Formulacdo segregada em que, assim como a equagdo de
pressdo, a equacdo de saturagdo também é resolvida de maneira implicita, permitindo
a utilizacdo de intervalos de tempo maiores.

6.2 “Totalmente implicita”: Formula¢do em que as equacfes de transporte sdo rearranja-
das de maneira que a pressao e a saturagdo sdo incognitas simultdneas das mesmas
equacOes, permitindo a utilizagdo de intervalos de tempo que, independente da com-

plexidade fisica do problema, sdo limitados apenas pela precisdo da aproximacao.



APENDICE A

Familiaridade entre o Método MPFA-DEW e MDF Five-Point
Afirmacéo 1. Considere uma malha ortogonal quadrilateral (Figura 40), com tensor de
permeabilidade isotrépico, entdo DS, =0, o que implica que o MPFA-DEW se torna um

MDF-five point.
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Figura 40: Representacao dos quatro volumes de controle centrado na célula.
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Seja pela Eq. (56)
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em que o primeiro termo é conhecido como “fermo geométrico” e 0 segundo termo como
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termo tangencial”.
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Figura 41: Representa a ortogonalidade.

E importante lembrar que as letras com chapéu indicam o baricentro das células e letras
sem chapéu representam os vertices.



Pela ortogonalidade da malha podemos afirmar em geral que I:FAQ IJ =0. Logo, o termo
geométrico de DY € zero, ou sgja, % =0.
&
Agora, provamos que as K, K{’ constantes se anulam quando o tensor de permeabili-
dade é isotropico.
Em efeito:

Sejam as constantes tangenciais dadas por:
<9 =[ (%) Ps(ﬁ)}/ il
Kj?:[ a) K(IN) }/‘JI‘

Estas constantes sdo iguais para qualquer tensor K, em geral fazendo:

Nuy=-Nyeld=-JI.
Como hipotese se tem que o tensor de permeabilidade é isotropico, ou seja, é da forma

K=al,VaeR, | matrizidentidade. Logo, podemos provar que

NTKTT T 1T
N =N (1) =L el ento k) =Sl =

onde Ny =RIJ é o vetor ortogonal ao vetor 1J devido ao fato de que ele sofre uma rotacdo

cosé sin 0}
0=

de 90° pela matriz de rotagio R=| | , =z, Entdo, é garantido afirmar que
—sin@ cosé 2

N[ -1J =0, dai se segue que K© =0 e K® =0.

Desta ultima afirmagdo temos, evidentemente, que a parte tangencial de D é zero, ou

® K ®

seja, Ka)h 3.0 Kf'n) h, s =0, 0que implica D}y =0.
J N

Com um exemplo mostraremos que 0 MPFA-DEW se torna um MDF five-point.

Exemplo: consideremos uma malha quadrilateral ortogonal de quatro elementos. Mostra-
remos que o método MPFA-DEW ¢é similar ao MDF de cinco pontos. Para este exemplo con-

sideramos a equacéo eliptica homogénea com tensor de permeabilidade igual a matriz identi-
dade.

Seja a equacéo



6(—56p}=o (131)
Consideramos o seguinte dominio discretizado por quatro quadrilateros ortogonais, as-
sumindo que todas as fronteiras séo de tipo Neumann, ou seja, fluxo nulo.
Caélculo das vazdes em cada face interna da malha de quatro elementos da Figura 40

Caélculo das vazdes para o primeiro elemento, utilizando a Eq. (54):

Logo, pelo balanco de massa no elemento um, temos:
—(K +KE ) p,+KLp, + K p, =0 (132)

Célculo de vazbes para o0 segundo elemento

aplicando o balango de massa no elemento dois, obtemos:

1 1 1 1
_( Kés) + Ks(z)) P + Ke(s) P; + Ks(z) P = 0 (133)
Célculo das vazes no terceiro elemento

Ny = K@ (p;— P, — D (ps — p.)) =K (p,— ;)
%—Mﬂp—m DY (ps—Ps)) = K& (P, — ;)
Var - N87 0, Vz, - N74=O

Aplicagéo do balango de massa para o terceiro elemento
_( Kia + KS%)) Py + Kis P+ Kss p, =0 (134)

Caélculo das vazdes para o quarto elemento



Balanco de massa para o quarto elemento
(K +K) p, +KEp,+Kp, =0
Das equagbes (132) - (135), obtemos um sistema de equacao

1 1 1 1
K +Kg) P+ K P; + K p,=0
1 1 @ Wy —
Kgs +Kg) P, +Kes P + Ke; p; =0

- )
- )
~(KQ +KE ) p,+ K& p,+KGp, =0
~( )

1 1 1 ()] _
Kée) + Kés) pa + Kés) pg + Kse pg =0

Logo, do sistema anterior obtemos a seguinte matriz:

—(KE+KE) kY K8 o]
Lok kpekg) o K¢
¥ 0 (K@vKE) kg

0 K8 K9 (K8 kg)

onde M é uma matriz simétrica.
Agora, dicretizamos a Eq. (131) pelo MDF Centrada, considerando que 0s Ax = Ay

|

Piy,j _2pi,j + Pisaj

Pij _2pi,j +Pija

AX?

i

Ay?

j =0, lembramos que KV =V.

Logo, obtemos um esténcil de cinco pontos (MDF-five point)

PigjtPiajtPijat pi,j+l_4pi,j =0

Da Figura 43 e da Eqg. (136), obtemos 0 seguinte sistema de equacdes:

(135)

(136)



Logo, a partir do sistema anterior podemos deduzir a seguinte matriz:

4 1 1 0
11 -4 0 1
11 0 4 1
0 1 1 -4

onde a matriz M ™ é simétrica.

7 8 o
- -
AN
[ 3 4
a. 5 6
J )l‘“““"ﬁ"
; > %3

Figura 42. Representacdo das incognitas a calcular pelo MDF-centrado.

Logo, concluimos que o método MPFA-DEW para malhas ortogonais com tensor isotro-
pico produz uma matriz com caracteristicas similares ao MDF “five point”. Na realidade, o
método MPFA-DEW se torna um MDF “five point”.

Afirmacéo 2. Caso quando o tensor de permeabilidade seja diferente de um tensor iso-
trépico (ortotropico ou anisotropico). Em geral, as constantes tangenciais de D,(Jl) nédo se anu-
lam, porém nada garante que o método MPFA-DEW se torne um MDF “five-point”.

Prova

a o0
Ao assumir que o tensor é ortotrdpico, ou seja, da forma K = {O b] azb=0.

Provamos que D&, em geral, é diferente de zero.

Isso implica provar que as K&, K constantes n&o se anulam quando o tensor de perme-

abilidade € ortrépico.

Em efeito



- .. — T — —2
Sejam as constantes tangenciais dadas por K,‘J‘):[(NU) K(IJ)}/‘IJ‘ ,
O_(nN Y w(T\ /1 : - . — 3
K5 :(NJ,) Ig(.]l) ‘JI‘ , com as seguintes condigOes auxiliares 13 =0 , entdo

Ny =RIJ = (m,n), (m,n) =0, em que N é o vetor ortogonal ao vetor 1J devido ao fato de

cos@d sind
que ele sofre uma rotacdo de 90° pela matriz de rotacdo R=| ,9:3. Entéo,
—sing cosé 2

- a o
N,K = (m, n){0 b} = (ma, nb), em que um dos componentes garante sempre a ndo nulidade

do vetor (ma,nb)devido a suposicdo que os componentes da diagonal do tensor de permeabi-
lidade s&o diferentes de zero, entdo NJ,K = 0. Assim, o numerador da constante K é dife-
rente de zero. O que implica, em geral, que K& é diferente de zero.

Desta ultima afirmagdo temos, evidentemente, que a parte tangencial de DY é diferente

K(t) K (t)

: 1J Jl )
de zero, ou seja, K h, ¢ +_K(“) h, s #0.Logo, Dy #0.
1 Ji

Finalmente, afirmamos que, em malhas quadrilaterais o MPFA-DEW, se torna um méto-
do nine-point. A estas alturas é possivel afirmar que o método se torne um MDF-nine-point de

quarta ordem.



APENDICE B

Deducéo da Interpolacdo das Mobilidades

Afirmacéo 3. Agora, provamos que a interpolacdo das mobilidades na Eq. (40) preser-

vam a linearidade desde o0 momento no qual a mobilidade total em cada elemento é linear por

partes.

Em efeito:

Como hipotese, temos que a mobilidade total é linear em cada k-ésimo elemento:

Ao (X y) =ax+by+c

(137)

Ao multiplicar a Eq. (137) pelo volume v, do k-ésimo elemento e ao dividir pela somato-

n()
ria de volumes ZVIZ na vizinhanga de nd I, temos:

k=1
VA_ . V.a V.b V.c
KTR) K K K
n(l) | n(1) X+ n(l) y—f_n(l)
Ve 2V [ 2] 2V
k=1 k=1 k=1 k=1

onde n(l) é o numero de elementos na vizinhanca do n6 em questao.

Logo, aplicamos a somat6ria em termos de k na Eq. (138)

n(1) n(1) n(l)

dVa dDVb | HVc

—| k=1 k=1

j‘l 1 "n(n) X+ n(l) y+ n(l)
Vol X% v

k=1 k=1 k=1

n(l) n(l)
onde 2, =Y V.4 D"V, é mobilidade no no I.
k=1 k=1

T(K)

De maneira analoga, podemos derivar a mobilidade no n6 J

(138)

(139)



m(J) m(J)
D Ver Ves Veu
A, ,k;(lj) X+ ﬁf(g) y f;(lj) (140)
Z Vi Vi Z Vi
k=1 k=1 k=1

m(J) m(J)

onde A4, = ZVMT(@ ZVKA ¢ a mobilidade no né J e m(J) é o numero de elementos na vizi-
k= k=1
nhanca do no J.

Podemos observar que nas Egs. (139) e (140), as interpolacdes das mobilidades nos nos
em | e J, respectivamente, preservam a linearidade.

Agora, calculamos a mobilidade no ponto médio da face 1J pela media aritmética das
mobilidades dos nds, ou seja,

> > (141)
onde
n(1) m(J)
V.a Y Vr
A=+
k:lVIE k=1 Vk
n(l) m(J)
A A
B="— "
k:l\/lz k=1 Vk
n(l) m(J)
V.c Vo u
C=ii—*+
k:ZLVlz k=1 Vk

Da Eq. (141) concluimos que a interpolacdo das mobilidades no ponto médio da face 1J

satisfaz o critério de preservar a linearidade. Na proxima afirmacéo provamos o Lema 3.1 em
realidade a Eq. (42).



APENDICE C

Deducéo do Lema 3.1

Afirmacdo 4. Seja pa funcdo pressdo definida sobre o triangulo AABC com vértices

A, B, C ordenados em sentido anti-horario. Entdo

U — pA_pBE+%E

Vp ) P [(Ps — Pa)Ctg£BCA+( P — P, ) ctg£ABC | (142)

Prova
Como hipotese auxiliar, p ¢ uma funcdo linear no triangulo aABC de tipo
p(x,y)=ax+by+c.
Agora, ao avaliar a funcdo p nos vértices do triangulo, obtemos o seguinte sistema de

equacoes.

p(A)=p,=aa +ba,+c
p(B)=p; =ab, +bb,+c =
p(C)=p; =ac, +bc, +c

{ps—pﬁ(bl—al)aJr(bz—az)b (143)

Pc — Pa= (Cl _b1)a+(cz _bz)b

Este altimo sistema de equacdes (143) pode ser expresso como matriz 2x2:

- ~a by-a,\(a) (AB). AB

(pB pAJ=(bl % 0 2][ j= "~ |VP, escrevendoque X =|

Pc — Pa c-a C—a )b AC AC
Entéo,

(N No)=— (N M) (149
aABC

X1 = =
det X

onde N,., Ny, sdo vetores ortogonais a 0s vetores AC e BA.

Logo,



Xl(ps_pAJ_( NAC NBA j(poA)_
Pc — Pa 28, ppc 25, apc J\Pc = Pa

: (145)
29 ((pB—pA)NAc+(pc—pA)NBA)=6p
2aABC
N N . . o
Os componentes —2—, —2%_ 550 obtidos assumindo que fi., +1,, + M. =0, em que as
S 28 CA AB BC
AABC AABC

normais unitarias a cada lado do triangulo (Figura 43) sdo denotadas como:

N N N

fag = =22 fi,. = =< @ fi., = —24 .

AB ‘AB‘ BC ‘BC‘ CA ‘CA‘
Entao,

N 1 —— cot£ABC -

> AC =IBCIZ BC + |BC|2 S (146)
A~ABC

New _ 1 56 cot&BCANBC (147)

2S .o BCf 2
2 ABC |BC| |BC|

Figura 43: Triangulo em que p € definido.

Ao substituirmos as equagdes (146) e (147) pela Eq. (145) e associarmos adequadamente pro-

vamos o Lema 3.1 ou Eq. (42), i.e:

_Pa—Ds AB + RAB
|AB| |AB[

Vp [(Ps — Pa)Ctg£BCA+(p. — P, ) ctg£ABC |



APENDICE D

Detalhamento de um exemplo da Montagem Matricial, utilizando o MPFA-DEW

O detalhamento da montagem da matriz global M e o vetor de termos independentes Y

ajuda ao entendimento do leitor de como foram feitas esta montagem da matriz global.

A dimensdo da matriz global é (num.elem.)x(nl]m.elem.) e do vetor termo de fonte
1><(nl]m.elem.). Para facilitar o entendimento, consideramos um dominio com dimensdes

[1, 0]><[1, 0], discretizado com quatro triangulos. Além disso, consideramos que ndo ha flu-

X0 Nnos contornos superior e inferior e que as pressdes sdo prescritas nos contornos laterais do

dominio (Figura 44)

Fluxo nulo
4

Presszdo |

prescrita Preszzao

prescrita

Fluxo nulo

Figura 44: Dominio discretizado por uma malha de quatro elementos.

Neste exemplo, consideremos o tensor de permeabilidade ortotrépico genérico:

a o0
K= {O b}' a=b =0, entdo a constante D da i-ésima face é diferente de zero.

Derivamos as vaz0es em todas as faces tanto internas quanto nos contornos.
o Primeiro consideramos a iteracdo em todas as faces internas da malha e calculamos a
vazdo em cada face. Logo, adicionamos na matriz global e no vetor, termos independente-

mente das contribuicGes de cada elemento.



Face 1.
Célculo da vazao na face 15 (Figura 46 a), é dada por:

\715 ) le = _Kl(é) ‘E‘( pi - pg - Dl(':‘l>) ( Ps — pl)) (148)

Pela continuidade de fluxo na face em comum, temos a outra da vazéo na face 51 (Figura
45 b), é dada por:

J .N — ®
Vsy - N51 = _K51

51(p,—p,—D& (P~ ps)) (149)

onde os K& e DY sdo calculados de forma analoga a Eq. (55) e Eq. (56) , respectivamente, e

pela condigdo de contorno a presséo no vértice 1 é conhecido, i.e., p, =0,

-23 40..\ -9 3

N>

(b)

Figura 45: (a) Esboco da saida da vaz&o pela face 15 do elemento 3 e (b) da saida da va-
z40 pela face 51 do elemento 1.
Além disso, temos que a pressdo no vértice 5 é expressa como a combinacado linear das

pressdes centradas nas células vizinhas ao vértice 5, i.e.:
Ps =W, p; +W, P, +W. p, +W, p, (150)

onde w. sdo os pesos explicitos do i-ésimo elemento.

Ent&o, substituindo a Eq.(150) nas Egs. (148), (149) e associando adequadamente, obte-

mos:

Vis - Ny = K [15|(1+ DPw; ) p, + K& DY 15w, p, + K [15(1- DPw ) p, +

1) 12l R@ 1) 12l R@ (151)
Kl(S) ‘15‘ Dl(s)Wa p;— Kl(S) ‘15‘ D:L(S)gl



A equacdo (151) é a vazdo que esta saindo do elemento 3, porém recebe as contribuicdes
dos elementos 1, 2, 4 e do propio 3. Estas constantes que multiplicam as pressées séo adicio-

nadas na fila 3 da matriz global M (veja a Figura 46 a). De outra parte, o termo independente

da Eq. (151) é adicionado ao vetor termo independente [Y ] na fila 3 (Figura 47 b).
E
7N = KO [5](1- DEw ) p, KDY [, p, + K[ (~1-+ DY), —

3

_ . (152)
K |51 DYw, p, + KS |51 DY g,
A equacdo (152) é a vazao que esta saindo do elemento 1, porém recebe as contribuices
dos elementos 2, 3 e 4 e do propio 1. Estas constantes que multiplicam as pressdes sdo adici-
onadas na fila 1 da matriz global M . De outra parte, o termo independente da Eq. (152) é

adicionado ao vetor termo independente Y na fila 1 (Figura 46 b).

EEE .
M=— — — = y =| O
~ mmEm .

(@) (b)

Figura 46: (a) Montagem da matriz global M e (b) do vetor de termos independentes
preenchido nas filas 3 e 1 na primeira iteragéo.

Face 2.
Célculo da vazéo na face 25 (Figura 47 a) é dado por:

Vys - Njs = K2[25|(p, — p; DY (s — ;) (153)



4, 23 4q 3

2 - \\‘\ 2 A

A NS
3w A
~

1 4

1.,/ \‘2
(b)

Figura 47: (a) Esboco da saida da vazdo pela face 25 do elemento 1 e (b) da saida da va-
z40 pela face 52 do elemento 4.

Pela continuidade de fluxo na face em comum, temos a vazédo na face 52 (Figura 47 b)

dada por:
Y, - Ny, ==K [52|(p; — p, — DY (P, - p5)) (154)

onde a pressdo no vértice 2 e conhecido p, =g, e p, € dado pela Eq. (150)

Entdo, substituindo a Eq. (150) nas Egs. (153), (154) e ao associar adequadamente, obte-

mos:
Vs -Njs = K[25] (1+ DRwy ) p, + K2 |25 DY w, p, ~ K25 DYw, p, + 59

K [25](-1+ D@w, ) p, — K [25)DYg,
A equacdo (155) é a vazdo que esta saindo do elemento 1, porém recebe as contribuicdes
dos elementos 2, 3, 4 e do propio 1. Estas constantes que multiplicam as pressdes s&o adicio-

nadas na fila 1 da matriz global M (Figura 48 a). De outra parte, o termo independente da Eq
(155) é adicionado ao vetor termo independente Y na fila 1 (Figura 48 b)

E

v, - Ny, =—K[52|(1+ DGw, ) p; ~KE 52 DYw; p, + K [52 DYw; p, +
(156)

K52 (1-DGw, ) p, + K52 DY,

A equacdo (156) é a vazdo que esté saindo do elemento 4, porém recebe as contribuices dos

elementos 1, 2, 3e do propio 4 . Estas constantes que multiplicam as pressdes sdo adicionadas



a fila 4 da matriz global M . De outra parte, o termo independente da Eq. (156) é adicionado

ao vetor termo independente Y na fila 4.

E+tE EH+E EiH +W [ Ry |

........................................

(a) (b)
Figura 48: (a) Montagem da matriz global M e (b) do vetor de termos independentes
preenchido nas filas 1e 4 na segunda iteracao.

Face 3:

Caélculo da vazao na face 35 (Figura 49 a) dado por:
\735 : Nss = _Keg) ‘3_5.‘( pg - pa - Da(? ( Ps — ps)) (157)

Pela continuidade de fluxo na face em comum a vazao na face 53 (Figura 49 b), é dada

por:

Vis - No =—K 235 (p, - p, - DY (ps — Py)) (158)

onde a pressdo no vértice 3 é conhecida Ps =G,
Substituimos a Eq. (150) nas Egs. (157), (158) e obtemos a seguinte expresséo;

\735 ’ N.35 = _KE%) ‘ﬁ‘( pg - pzl - ngé) ( p5 - p3 )) = Ks(é) ‘:%‘ Ds(é)Wi pi + 159)
K2 [35|(-1+ DPw, ) p, + K |35 DYw, p, + K [35/(1+ DPw, ) p, — K |35 DY g,



4. 23
A s ;R
3 ) A
0/'/'/'/ \\ .. 4
16 o2 14 e
(a) (b)

Figura 49: (a) Esboco da saida da vazao pela face 35 do elemento 4 e (b) da saida da va-
z40 pela face 53 do elemento 2.

A equacio (159) é a vazdo que esta saindo do elemento 4, porém recebe as contribuices

dos elementos 1, 2, 3 e do propio 4. As contribuicdes que multiplicam as pressdes sdo adici-

onadas na fila 4 da matriz global M (veja Figura 50 a). De outra parte, o termo independente

da Eq. (159) é adicionado ao vetor termo independente [\f ] na fila 4 (Figura 50 b).
E
Ves - Nss = _KS%) ‘ﬁ‘ Dé?wi p; + th) ‘5—3‘ (1_ ng)wz) P — Ks(é) ‘ﬁ‘ Ds(g)Wg Py — (160)

KZ[53(1+DYw, ) p, + KE 53 DY,

A equacdo (160) é a vazdo que esta saindo do elemento 2, porém recebe as contribuicdes

dos elementos 1, 3, 4 e do propio 2. As contribuicdes que multiplicam as pressdes sdo adici-

onadas na fila 2 da matriz global M . De outra parte, o termo independente da Eq. (160) é

adicionado ao vetor termo independente [\[ ] na fila 2.

_ ‘mm |
E+m NN m+E O+
I
y_m = = Y =
- H EH B o
BN E+E E+E  + +
i i L i
(a) (b)

Figura 50: (a) Montagem da matriz global M e (b) vetor de termos independentes preen-
chido nas filas 4 e 2 na terceira iteragéo.



Face 4:
Célculo da vazéo na face 45 (Figura 51 a) € dado por:

\745 : N45 = —K‘%) ‘E‘( pg - pg - D‘%) ( Ps— p4)) (161)

Pela continuidade de fluxo na face em comum temos a vazéo na face 54 (Figura 51 b) da-

da por:

AR \ (0]
Vay * N54 = _K54

54|(p, — P, — D& (Ps—ps)) (162)
onde a pressdo no vértice 4 e conhecida p, =g,.

Substituindo a Eq. (150) nas Egs. (161), (162), obtemos:

Vys - Nos = K 2|45 DRw p, + K2 [48] (1+ DPw; ) p, + K |45|(~1+ DPw, ) p, +
163
.2 8] DL p, - K.2[48] DL, -

A equacio (163) é a vazdo que esta saindo do elemento 2, porém recebe as contribuices

dos elementos 1, 3, 4 e do propio 2. As contribuicdes que multiplicam as pressdes so adici-

onadas na fila 2 da matriz global M (veja Figura 52 a). De outra parte, o termo independente

da Eq. (163) é adicionado ao vetor termo independente Y na fila 2 (Figura 52 b).

4, o3 4 3

NN

(@) (b)

Figura 51: (a) Esbogo da saida da vazéo pela face 45 do elemento 2 e (b) da saida da va-
z40 pela face 54 do elemento 3.



Voo =K 4] Doy K2 5 (14 Dilw ), + K3 SA{(1- DW=

KE? 54| DYw, p, + K [54] D§1>g4

A equagdo (164) é a vazdo que esté saindo do elemento 3, porém recebe as contribuicdes

dos elementos 1, 2, 4 e do propio 3. As contribuicdes que multiplicam as pressdes séo adicio-

nadas na fila 3 da matriz global M . De outra parte, o termo independente da Eq. (164) ¢ adi-

cionado ao vetor termo independente Y na fila 3.

B . ey
EiE EE EE O+
(|
JY L + Y =
= |mim mim o mE m+
E+E E+E EE O+ +
(a) (b)

Figura 52: (a) Montagem da matriz global M e (b) do vetor de termos independentes
preenchido nas filas 2 e 3 na quarta iteracao.
o Segundo: consideramos a iteracdo em todas as faces do contorno da malha e calcula-
mos a vazéo de fluidos que entram ou saem do elemento em quest&o.

Faces de contorno 1 e 3
Nestas faces ndo hé transferéncia de massa, entdo a vazao nestas faces é nula.

Face de contorno 2.
A vazdo na face 12 (Figura 53 b) é dada pela seguinte expressao:

Vs Ny, = K‘(:B‘(zi 239, +34- 3292) 5;" \23\ s— 0, ) KY (165)

A equacdo (165) é a vazdo pelo contorno adjacente a elemento 4. Ele recebe sua prépria
contribuicdo devido ao fato de que as pressdes nos vértices 2 e 3 sdo conhecidas e ndo neces-

sitam ser interpoladas. Esta contribuicdo é adicionada a fila 4, coluna 4 da matriz global M



(Figura 54 a). De outra parte, o termo independente da Eq. (165) € adicionado ao vetor termo

independente Y na fila 4 (Figura 54 b).

4, 3 4y *3
| / \\ A ’/,z/
2 S A
\x\\ 5 P ,,,// "
N A »” 4
N\
. ya 1 3
e 1&" o>
@ (b)

Figura 53: (a) Esboco da saida da vazao pela face do contorno 41 do elemento 3 e (b) da
saida da vazo pela face 23 do elemento 4.

Face de contorno 4.
A vazdo pela face 41 (veja a Figura 54 a) é dada pela seguinte expressao:

~ - K(n) —_ . - . K(n) .
Vag - N41 - hé A‘tﬁ‘ (43' 4191 +13'14g4)+h_§‘41‘ P _(gl - 94) Kitl) (166)
41

A equacio (166) é a vazdo na face 41 adjacente a elemento 3. Ele recebe sua prépria con-
tribuicdo devido ao fato de que as pressdes nos vértices 1 e 4 sdo conhecidas e ndo necessitam

ser interpoladas. Esta contribuicdo é adicionada a fila 3, coluna 3 da matriz global M (veja a

Figura 55 a). De outra parte, o termo independente da Eg. (166) € adicionado ao vetor de ter-

mo independente Y na fila 3 (Figura 55 b).

B+ E4E EIE O+ wim

M | HE O+ y |
=~ |gim E+m EiE{E T |mtm4m
R mE EE e

(a) (b)

Figura 54: (a) Montagem da matriz global M e (b) do vetor de termos independentes
preenchido nas filas 4 e 3 na segunda e quarta iteracdo, respectivamente.



Finalmente, obtemos a matriz global depois das especifica¢des da seguinte forma:

i1

~KY |53 DYw; + K |45 DRw,

- DYw; )+ K [25|(1+ DYw,)

K@ [15|(-1+ DPw, )~ K< [54| DY w,

| —K@[52|(2+ DYw; )+ K35 DPw;

—K& 61l (1+ DYw, ) + K |25 DY w,

~KY 53 DYw, + K |45|(-1+ DPw;

45 '3

K [18](1+ DPw, ) + K& [54|(1- DYw, )+ Kay
4

O 59| W 0 [2E| H®
—K& [52|DGw, + K 35 DY w,

(. _,
h3l ‘41‘

~K'DY 51w, + K [25)DYw,
K [53|(1- DQw, )+ K |45|(1+ DRw; )
KDY [15|w, — K [54|(1+ DYw, )

~KY [52|DYw, + K [35](~1+ DPw, )

~K& 61 D§w, + K [25|(-1+ DPw, )

—K& [63|(1+ DGw,)
2 {0, K 5iogw,

K$[57(1-DYw, )+ K [35|(1+ DEw, )

+ K [45]DQw,

23 ‘23‘

E o vetor de termos independentes é dado por:

-K§ 51 DYg, + K [25 DY,
-K§ |53 DYy, + K2 |45 DY,
(n)

Ko
h4l \41\

23\ 3

(43 4lgl+13 l4g4) (gl—g4)K§;>

<<

KP[15DYg, - K[54/ DY g,

-K$ B2 DY, + K |35 DYy, + (24 239, +34-329, )+ (9, — 0, ) KL

Ao utilizar a funcao spy sobre a matriz montada pelo programa MATLAB, obtemos a se-

guinte figura:

Figura 55: Spy para uma malha triangular de quatro elementos.



Como podemos observar na Figura 56, a distribuicdo de dados é idéntica a distribuigdo de

dados montado a matriz global M a mé&o. Além disso, as matrizes montadas a mao nao garan-

tem a simetria nem sdo positivamente definidas, porém ndo garantem ser uma M-Matriz.
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