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Resumo

Nesta tese caracterizamos pares de matréides (Mi;M2) que possuem poucas
bases ndo-comuns, isto é, |B(M1) A B(M2)| < n, para um natural n = 3, desde que
M1 e M2 ndo possuam circuitos e cocircuitos pequenos, mais precisamente com
cardinalidade inferior a n. Para o caso em que n = 3, fazemos o estudo também
para as matréides possuindo circuitos e cocircuitos de qualquer tamanho, inclusive
tamanhos um e dois.

Palavras-chave: Matréides, Bases, Circuitos-Hiperplanos



Abstract

In this thesis we characterize pairs of matroids (Mi;M2) which have few non-
common bases, ie, |B(M1) A B(M-2)| < n, for a natural n = 3, provided that M1 and M2
small have not circuits and cocircuits , that is, with cardinality less than n. For the
case where n = 3, we study matroids having cocircuits and circuits of any size,
including sizes one and two.

Keywords: Matroid, Basis, Circuit-hyperplane
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Capitulo 1

Introducao

Nesta tese construiremos pares de matroides (M, Ms) que possuem poucas bases nao-
comuns, dando continuidade ao estudo iniciado por Truemper [6] e posteriormente tratado

por Mills [4] e também por Lemos [1, 2, 3.

Neste capitulo introdutorio assumiremos que o leitor tenha familiaridade com os con-
ceitos basicos da teoria das matroides que, por completude, serao apresentados no Capitulo

2, estando os mesmos de acordo com a referéncia padrao para a area, que é o livro de

Oxley [5].

Para matroides M; e M definidas sobre um mesmo conjunto £, diremos que (M;, M»)
é um n-par quando

IB(M,) & B(M,)| < n (1.1)

Em outras palavras, M; e My possuem no maximo n bases nao-comuns, e, para um n
fixo, podemos considerar que estas matroides tém "poucas" bases nao-comuns. Quando

ocorre a igualdade em (1.1), o n-par (M, M) é dito ezato.
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Salientamos que o problema tratado é invariante por dualidade, pois quando tivermos
\B(My) A B(Ms)| < n, também teremos |[B(M;) A B(M3)| < n. Isto &, (My, Ms) é um

n-par se e somente se (M7, MJ) é um n-par.

A cintura de uma matréide M, denotada por g(M), que é o tamanho do menor circuito

desta matroide, serd um conceito fundamental neste trabalho.

Aqui melhoramos um limite estabelecido em [1]. Nesse artigo, Lemos caracterizou

matroides M; e M, tais que (M, Ms) é um n-par, com n > 3, desde que
min{g(M;),¢" (M)} > n+ 1.
Sob estas hipoteses, Lemos [1] mostrou que também se tem
min{g(Ms),g"(M3)} > n+ 1.
No nosso caso, fazemos caracterizacao similar com a diferenca que a condigao usada foi
min{g(My), g" (M), g(Mz), g"(M2)} > n, parai € {1,2}

isto é, diminuimos o limite inferior para a cintura das matroides envolvidas. Além disso,
caracterizamos um 3-par exato (Mi, Ms), com M; e M, podendo possuir circuitos de

tamanho um ou dois.

Quando C' é um circuito-hiperplano de uma matroide M, o conjunto B(M)U{C} é a
familia de bases de uma matroide, denotada por Mq. Diremos que M¢ foi obtida a partir

de M apo6s o relaxamento do circuito-hiperplano C'. Note que
B(M) & B(Mc) = B(Mc) — B(M) = {C};

isto é (M, M¢) é um 1-par. Esta operagao de relaxamento de circuito-hiperplano sera

bastante utilizada nesta tese, juntamente com duas outras operacoes, a saber, relaxamento
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de circuito-hiperlinha e relaxamento de linha de Tutte-hiperplano, que serao apresentadas

posteriormente por serem de carater bastante técnico.

Em [6], Trumper descreveu quando duas matroides M; e My, definidas sobre o mesmo

conjunto, possuem exatamente uma base nao-comum, ou seja, quando (M, My) é um
I-par. Neste caso, B(M;) C B(Ms) ou B(Msy) C B(M;). Sem perda de generalidade,

enuciamos o seu resultado assumindo que B(M;) C B(Ms).

Teorema 1.1. Suponha que My e My sao matrdides definidas sobre E tais que B(Ms) =
B(M;)U{X}. Se

T={e€ E:eéumlago de My e My ou é um colago de My e My}

entao Mu\T € obtida a partir de My\T relazando o circuito hiperplano X de My\T.

Observe que o resultado de Truemper garante que esta extensao de um elemento que é
laco ou colago comum as duas matroides nao altera a propriedade de ser 1-par. Além disso,

a maneira de se construir os 1-pares é unicamente via relaxamento de circuito-hiperplano.

Aqui denominaremos de bugué uma matroide M que s6 possui lagos e colacos. Assim,
se M possui n elementos e posto r, temos M = U,, ® Uj,,—,. Observe que no Teorema

1.1, M = My|T = Ms|T é um buqué comum as duas matroides, isto &,
M1 = Ml\T@Me M2 :MQ\T@M

e sua remo¢ao nao modifica o fato de (M7, M) ser um 1-par.

De maneira geral, para um n-par exato (M, Ms) definido sobre E e um buqué N,
tal que E(N) N E = (), podemos definir um novo n-par exato, que é, (M; & N, My &

N). Diremos que este n-par exato é soma direta de (M, My) com N e denotamos por
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(M, My) @ N. Diremos ainda que (M, M) foi obtido a partir de (My, My) @ N pela
remoc¢ao do buqué N. Um n-par exato é irredutivel quando nao for possivel fatorar um
buqué nao trivial deste. Desta forma, apos fatorar o maior buqué do 1-par, podemos

reescrever o resultado de Truemper da seguinte forma:

Teorema 1.2. Sejam My e My matréides definidas sobre um conjunto E. Se B(My) =
B(My) U{X}, entao My é obtida de My relazando o circuito hiperplano X de M.

Em [4], Mills provou um resultado semelhante ao de Truemper para 2-pares, a saber:

\B(M,)AB(Ms)| = 2, que gerou o seguinte:
Teorema 1.3. Suponha que My e Ms sao matroides conexas sobre um mesmo conjunto
E tais que |B(My)AB(Ms)| = 2. Entao

i) My ou My € um relazamento duplo da outra, ou

ii) My e My relazam a mesma matrdide, ou

iii) Eziste um subconjunto {e, f} de E que é um cocircuito de My e My tal que Mi\{e, f}

e Mo\{e, f} € um relaxamento uma da outra, ou

iv) Ewxiste um subconjunto {e, f} de E que é um circuito de My e My tal que M, /{e, f}

e My/{e, f} é um relaxamento uma da outra, ou

”) {M1,M2} = {U0,17U1,1}

Nesse mesmo artigo Mills propos a seguinte conjectura:

Conjectura 1.4. Seja n um inteiro positivo. Suponha que My e My sao matroides n+ 1-

conezxas sobre um conjunto E, onde |E| > 2. Se |B(M;)AB(Ms)| = n, entdo existe um
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inteiro j € [0,n] e uma matréide N sobre E que é obtida de My e My relazando j e n — j

circuitos-hiperplanos, respectivamente.

Anos mais tarde Lemos [1] provou o seguinte teorema, resolvendo assim a conjectura

deixada por Mills:

Teorema 1.5. Seja n um inteiro positivo. Se (My, My) é um n-par e min{g(M), g(M;])} >
n—+1, entao existe uma matroide N que € obtida de My e My relaxando ny e no circuitos-

hiperplanos, respectivamente, onde ny e ny sao inteiros nao-negativos tais que ny + Ny =

|B(My)AB(Ms)| < n.

Observe que Lemos, trocou a hipotese de (n + 1)-conectividade da conjectura por
min{g(My),g(M;)} > n+1, o que nao altera em nada o problema visto que as matroides
(n + 1)-conexas possuem todos os circuitos e cocircuitos de tamanho pelo menos n + 1,

desde que nao sejam pequenas.

Nesta tese, melhoramos o resultado de Lemos, ao enfraquecermos a hipdtese so-
bre a cintura e cocintura das matroides, mais precisamente, substituindo a hipodtese
min{g(My), g(M7)} > n+ 1, por min{g(M), g(M7), g(Ms), g(M3)} > n. Em [1], Lemos
utilizou fortemente a operacao de relaxamento de circuito-hiperplano. No nosso caso, com
essa troca de hipoteses duas novas operagoes surgiram: relaxamento de circuito-hiperlinha

e relaxamento de linha de Tutte-hiperplano, que serao tratadas posteriormente.

A organizagao deste trabalho deu-se da seguinte forma: No Capitulo 1 descrevemos
uma introducao do problema. No Capitulo 2, fizemos uma breve revisao da Teoria de Ma-
troides, focando especialmente em definicoes e resultados que foram fortemente utilizados

para o desenvolvimente desta tese.
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No Capitulo 3, melhoramos os resultados obtidos por Lemos em [1], diminuindo em 1
o limite da hipotese min{g(M;), g(M;)} > n+ 1. Para isso foi necessério a introdugao de
dois novos tipos de relaxamento. O relaxamento de circuito-hiperlinha e o relaxamento de
uma linha de Tutte-hiperplano. Essas duas operagoes foram de fundamental importancia

para obtenc¢ao dos nossos resultados.

Por fim, no Capitulo 4, descrevemos alguns tipos especiais de matroides, a saber, ma-
troides com no maximo trés bases, e ainda, matroides com no maximo trés bases contendo
um dado elemento e. Em seguida, caracterizamos 3-pares quando suas matroides possuem
postos diferentes. Mais adiante, fazemos essa caracterizacao quando essas matroides pos-
suem mesmo posto. Neste caso fizemos todo o estudo com essas matroides possuindo
lacos e colagos. Em seguinda com elas possuindo menor circuito de tamanho 2. Visto que
quando o menor circuito e cocircuito possuir tamanho pelo menos 3 segue dos resultados

obtidos no Capitulo 3.
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Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo, adotamos as definicoes e notacoes padrao que foram consideradas por
Oxley[5]. Aqui fazemos uma breve revisao da Teoria das Matroides utilizada nos capitulos

subsequentes.

2.1 Definicoes e Exemplos

Definicao 2.1. Seja E um conjunto finito e Z uma cole¢ao de subconjuntos de E. Uma

matrdide M é um par ordenado (E,T) satisfazendo

(I1) 0 e,
(12) SeIc€Z el CI, entiol €1,

(I3) Se I, I, € T e |I1| < |Is|, entao existe um elemento e € Iy — I tal que I; Ue € T.

16



Neste caso M é chamada uma matroide sobre E. Os membros de Z sao chamados
de conjuntos independentes da matroide M. Os independentes maximais sao chamados

debases de M. Denotamos o conjunto das bases de uma matroide M por B(M).

As bases de uma matroide satisfazem as seguintes propriedades contidas nos dois

proximos resultados:
Proposigao 2.2. Se By e By sao bases de uma matrdide M, entao |Bi| = |Ba|.

Proposicao 2.3. Seja B uma familia de subconjuntos de um conjunto E. FEntao B € a

colecao de bases de uma matrdide M definida sobre E se, e somente se B satisfaz

(B1) B#0
(B2) Se By e By sao membros de B e v € By — By, entao existe um elementoy € By — By

tal que (B —z)Uy € B

Um subconjunto de E' que nao pertence a Z é dito dependente. Denotaremos a familia
de dependentes da matréide M, por D(M). Um conjunto dependente minimal de uma
matroide M é chamado de circuito de M. O conjunto de todos os circuitos de M seré

denotado por C(M).

Proposigao 2.4. Seja C uma familia de subconjuntos de um conjunto E. Entao C € a

colecao de circuitos de uma matrdide se, e somente se C satisfaz as condigoes

(C1) 0 ¢cC,

(C2) Se Cy e Cy sao membros de C e Cy C Cy entdao Cy = Cs,
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(C3) Se Cy e Cy sao membros diferentes de C e e € C1 N Cy, entao existe Cy € C tal que
03 Q (01UCQ)—€

Proposicao 2.5. Suponha I um conjunto independente em uma matroide M e que e seja
um elemento de M tal que IUe € um dependente. Entao M tem um tunico circuito contido

em I Ue e este circuito contém e.

Sejam M uma matroide (E,Z) e X C E. Considere aindaZ|X ={I C X : [ € Z(M)}.
E facil provar que o par (X, Z|X) é uma matroide. Chamamos esta matroide da restricdo
de M a X, sendo denotada por M|X. Como M|X é uma matroide, temos pelo Teorema

2.2 que todas as bases sao equicardinais, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.6. Definimos o posto de um conjunto X C E na matroide M, denotado por

r(X), como sendo o tamanho de uma base de M|X.

O posto de quaisquer conjuntos X,Y C FE satisfaz as seguintes propriedades:

(R1) Se X C E, entao 0 < r(X) < |X]|
(R2) Se X CY C E, entao r(X) <r(Y)

(R3) Se X, Y C E entao r(XUY)+r(XNY) <r(X)+rY).

Além disso, usaremos a notagao (M) representando r(E(M)).

Exemplo 2.7. Sejam m e n inteiros nao-negativos tais que m < n. Sejam E um conjunto
com n elementos e B a cole¢io dos subconjuntos de E com m elementos. E fdcil ver que B
€ a colegao de bases de uma matréide sobre E/, a qual é denotada por Uy, , e denominada

de matrdide uniforme de posto m. Claramente
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TUpn) ={X CE:|X|<m} e

0, se m=n

C(Upmpn) =
{XCE: | X|=m+1}, se m<n

Proposigao 2.8. Sejam M uma matréide com fung¢ao posto r e X C E(M). Entao
(i) X € independente se e somente se | X| =r(X);
(ii) X € base se e somente se | X| =r(X) =r(M);

(iii) X € circuito se e somente se X € nao-vazio e, para todo x em X, r(X —z) =

1X] -1 = r(X).

Definigcao 2.9. Seja M uma matroide sobre E e r sua fungao posto. Seja cl uma func¢ao

de 2 em 2F, definida para todo X C E, por

d(X)={z e E:r(XUz)=r(X)}.

Esta funcao é chamada de func¢ao fecho de M e satisfaz as seguintes propriedades:

(CL1) Se X C E, entao X C cl(X),
(CL2) Se X CY C E, entao cl(X) C cl(Y),
(CL3) Se X C F, entao cl(cl(X)) = cl(X),

(CL4) Se X CE, ze E,eyeccd(XUzx)—c(X),entao z € cl(X Uy)

19



Se X = cl(X) , dizemos que X é um fechado de M. Se além de X ser fechado,
r(X)=r(M) — 1, entao dizemos que X é um hiperplano de M. Dizemos ainda que X é
um conjunto gerador de M se cl(X) = E(M).

Seja M uma matroide e X C E(M). Se X é circuito e hiperplano de M, diremos
que X é um circuito-hiperplano. A familia de todos os circuitos-hiperplanos de M seré

denotada por CH(M).
Proposigio 2.10. Sejam M wma matréide e X € CH(M). Se B' = B(M)U{X}, entdo
B' € o conjunto de bases de uma matréide M’ sobre E(M). Além disso,

C(M')=(C(M)—-X)U{XUe:ec E(M)— X}

Neste caso, dizemos que M’ é obtida de M relaxando-se o circuito-hiperplano X. Esta

operacao de relaxamento de circuito-hiperplano sera bastante utilizada em nosso trabalho.

2.2 Dualidade

Teorema 2.11. Se M uma matréide sobre E e B*(M) = {E — B : B € B(M)}, entao

B*(M) ¢ o conjunto de bases de uma matrdide sobre E.

A matréide cuja a existéncia é garantida pelo teorema acima, tendo o conjunto de

bases B*(M), é chamada matroide dual de M e é denotada por M*. Consequentemente,

B(M*) = B*(M). Além disso (M*)* = M.

As bases de M* sao chamadas de cobases de M, assim como os circuitos, indepen-
dentes, hiperplanos e geradores de M*, sao chamados de cocircuitos, coindependentes,

cohiperplanos e cogeradores de M, respectivamente.
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Proposicao 2.12. Se M uma matrdide sobre E e suponha que X C E, entao

(i) X ¢ independente se e somente se E— X € cogerador;
(ii) X € gerador se e somente se E — X € coindependente;
(iii) X € hiperplano se e somente se E — X € cocircuito;
(iv) X € circuito se e somente se E — X ¢é cohiperplano.

Proposicao 2.13. Se M uma matroide sobre E e X C E, entao

(i) (M) +r*(M) = [E(M)]

(i) m™(X) = |X|—r(M)+r(E - X)

2.3 Menores

Seja M uma matréide sobre £ e T um subconjunto de E. Observe que
T ={ICEM)-T:1cZ(M)}

é o conjunto de independentes de uma matroide sobre F — T'. Essa matroide (E — T, I/)
que diremos ter sido obtida de M deletando-se(ou removendo-se) T, serd denotada por

M\T. Definimos ainda a contra¢ao de um conjunto 7" de uma matréide M por
M/T = (M*\T)*

Proposicao 2.14. Se M ¢ uma matroide sobre E e T C E, entao para todo X C E—T

temos
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(1) rane(X) =ru(X)

(i) rayr(X) =ru(XUT) —ru(T).

A préxima proposicao caracteriza o conjunto de independentes, circuitos, bases e o

fecho de uma determinada matroide M\T.

Proposigio 2.15. Para todo X C E(M) — T temos
1. I(M\T)={ICE-T:1ecI(M)}
2. C(M\T)={CCE—-T:CeC(M)}
3. B(M\T) = max{B — T : B € B(M)}

4. ClM\T(X) = CZM(X) -T

2.4 Conectividade

Definicao 2.16. A funcao conectividade de uma matroide M € definida por
E(X)=ry(X)+ry(E(M) - X) —r(M)+1

para todo X C E(M).
Esta fungao satisfaz as seguintes propriedades para todo X e Y contidos em E(M):
P1) {u(X) = &u(EM) — X)

P2) {u(X) >1

22



P3) &u(X) =& (X)
P4) & (X) = ry(X) +ra(X) — [ X[ +1
P5) &u(X) +6u(Y) 2 (X UY) +Eu(X NY)

P6) {urye(X) = Su(X), se e ¢ chu(X) , quando e € E(M) — X.

Ev(X)—1, se e€cly(X)

Diremos que S C E(M) é um conjunto separador de uma matroide M quando

En(S) =1
Observe que () e E(M) sao conjuntos separadores de M. Quando esses sdo os unicos
separadores, dizemos que M é conezxa.

Para toda matroide M, existe uma parti¢ao {Sy, ..., S,} de E(M), onde S; é minimal
com respeito a ser nao-vazio e separador, para todo ¢ € {1,...,n}. Considere M; = M|S;,

diremos que My, M, ..., M,, sao as componentes conexas de M.

Sejam M; e M, matroides tais que E(M;) N E(Ms) = (). Considere a seguinte familia
de subconjuntos de E(M;) U E(Ms):

B = {Bl U B2 : Bl S B(MZ),Z S {1,2}}

B é a familia de bases de uma matrbide que serda denotada por M; & M, e dita a soma
direta ou 1-soma de M; e Ms. Observe que E(M;) e E(M,) sao conjuntos separadores
de M1 D MQ.
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Como a soma direta é comutativa e associativa, pode-se fazer a soma direta de qual-
quer numero de matroides, desde que seus conjuntos de elementos sejam disjuntos. Caso

My, Ms, ..., M, sejam as componentes conexas de uma matroide, entao
M=M &M,---&M,.
O proximo teorema, de autoria de Tutte, é muito usado em argumentacao por indugao
sera de grande valia no capitulo 4.

Teorema 2.17. Seja e um elemento de uma matrdide conexa M. Entao M\e ou M/e é

conexa.
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Capitulo 3

No Maximo n Bases Nao-Comuns

Neste Capitulo, melhoramos um limite estabelecido por Lemos [1]|, nesse artigo, Lemos

descreve os pares de matroides My e M,, tais que |B(M;) A B(M;)| < n, desde que

min{g(M,),g" (M)} > n+ 1.
Antes de enunciarmos nosso resultado principal (Teorema 3.4), faremos duas defini-
coes bastante importantes para um melhor entendimento deste.

Defini¢ao 3.1. Dizemos que um par de matrdides (My, Ms) é um n-par, para um in-

teiro mao negativo n, quando My e My estao definidas sobre um mesmo conjunto E e

\B(M1)AB(Ms)| < n. Dizemos ainda que (My, Ms) € um n-par exato se |B(M;) AB(Ms)|

n.

Definicao 3.2. Seja M uma matrdide definida sobre E. A cintura de M, denotada por
g(M), é a cardinalidade do menor circuito de M, se esta matrdide possui algum circuito,

caso contrdrio dizemos que g(M) = 0.
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O resultado de Lemos é o seguinte:

Teorema 3.3. Seja n um inteiro positivo. Se (My, Ms) é um n-par e
min{g(My), g(M;)} = n+ 1,

entao existe uma matréide N que é obtida de My e My relaxando ny e no circuitos-

hiperplanos, respectivamente, onde ny e ng Sao inteiros nao-negativos tais que

Aqui usamos a seguinte hipotese

min{g(M), 9" (M1), 9(M2), g"(Mz)} = n.

Com isso duas novas operagoes surgiram, a saber relaxamento de circuito-hiperlinha e

relaxamento de linha de Tutte-hiperplano. E o resultado que obtido foi:
Teorema 3.4. Sejam M e M, matrdides sobre um mesmo conjunto E tais que,
min{g(M1), g"(M1), g(Mz), g"(Ma)} > n > 3.

Sao equivalentes:

i) (My, M) é um n-par;

ii) a) Para algum i € {1,2}, M; é obtida de Ms3_; relaxando-se um circuito hiperlinha,

preservando um cocircuito com n elementos, ou

b) Para algum i € {1,2}, M; ¢é obtida de Ms_; relazando-se uma linha de Tutte-

hiperplano, preservando um circuito com n elementos, ou
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¢) Eziste uma matréide N que é obtida de My e M, relarando ny e ny circuitos

hiperplanos, respectivamente. Tais que ny + ng = |B(My) A B(Ms)|.

Observe que o Teorema 3.3 é obtido do resultado anterior pois a) e b) nao ocorrem

quando min{g(M,), g(M{)g(Ms),g(M3)} > n+ 1.

O Teorema 3.4 é mostrado ao longo deste capitulo. Dividimos sua demonstragao em
trés outros resultados que sao os Teoremas de 3.11, 3.15 e 3.16. O Teorema 3.11, refere-se
ao caso em que existe um independente nao maximal de uma das matréides que é circuito
da outra, onde fizemos uso da operacao de relaxamento de circuito-hiperlinha. No Teo-
rema 3.15, fazemos o caso em que Z(M;)NC(Ms) C B(M;), mas Z(M;)NC (M) € CH(Ms),
a operacao utilizada neste caso foi a de relaxamento de linha de Tutte-hiperplano. Por
fim, no Teorema 3.16, trabalhamos Z(M;) N C(Ms) C CH(M,), onde a operacao foi a de

relaxamento de circuito-hiperplano.

Note que os resultados que provamos sao invariantes por dualidade, isto &, se |[B(M;) A
B(Ms)| < n, também temos que |B(M;) A B(M3)| < n. Da mesma forma, nas hipoteses,
nao importa se estamos trabalhando com g(M;) ou g(M;), pois podemos dualizar nossas

matroides sempre que necessario, sem que isso altere nosso resultado final.

3.1 Lema de Preparacao

Nesta secao mostramos que o par de matrbdides M; e My que caracterizamos possuem o
mesmo posto sob determinadas condi¢oes. Além disso, fazemos um Lema de preparacao

para o caso em que C' € Z(M;) NC(Ms), com C ¢ B(M).
Teorema 3.5. Seja n um inteiro positivo. Se (My, My) é um n-par e max{g(M), g*(M;)} >
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n, entao r(My) = r(Ms).

Demonstrag¢ao. Sem perda de generalidade podemos supor que g(M;) > n, ji que as
hipoteses e conclusoes deste resultado sao invariantes por dualidade. Argumentaremos

por contradigdo. Suponha que r(M;) # r(M,). Neste caso

B(M;) N B(Ms,) = 0. (3.1)

Escolha C' € C(M;). Para todo e € C, C' — e pode ser completado a uma base de M,

a qual denotaremos por B.. Note que
B. # By,
quando {e, f} é um 2-subconjunto de C, do contrario
C C B. = By.

Logo,
{B.:e € C} CB(M;)=B(M)— B(M,), (3.2)

onde a tltima igualdade segue de (3.1). Tomando a cardinalidade em (3.2), temos
O = {Be: e € C} < |B(My)| = [B(My) \ B(M,)]. (3.3)

Além disso,

n < g(My) <|C] (3.4)
De (3.3) e (3.4), temos que

n < |C] < |[B(M:) \ B(Ma)| < [B(Mi) & B(Ma)| < n;
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a ultima desigualdade segue do fato de (Mj, M) ser um n-par. Logo, ocorrem as igual-

dades nas equacoes anteriores. Desta forma temos que
B(Ms) € B(My).

Uma contradigao pois assumimos que 7(M;) # r(Ms). E assim r(M;) = r(Ms). O

A partir de agora podemos supor que as matroides M; e My que estamos caracterizando

estao definidas sobre um mesmo conjunto £ e possuem mesmo posto.

Antes do proximo lema, faremos uma definicao que seré bastante utilizada nas nossas

demonstracoes.

Definigao 3.6. Para uma matrdide M, um subconjunto L de E(M) é dito uma linha de

Tutte, quando M|L tem coposto dois e nao possui colagos.

Em [7], Tutte mostrou que L tem uma partigao,
{P, Py, - ,P,} para algum m > 2,
que é chamanda de particao canonica de L em M, tal que
C(M|L)={L—P,L—Py,--,L— Py}
Lema 3.7. Seja (M, Ms) um n-par, com n > 3, tal que
min{g(M), g"(M1), (M), g"(M2)} = n.

Considere

Ce I(Ml) N C(MQ) com C ¢ B(Ml) (35)
As sequintes afirmacoes sao satisfeitas:
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i) Para todo D* € C*(M,) tal que D* N C = 0 temos que | D*| = n;
i) B(My) C B(M);
iii) ry, (C) = r(My) — 1 (ou equivalentemente ry, (C) = r(Ms) — 2);
w) Eziste um tinico D* € C*(My) tal que D* N C = {);
v) B(My) — B(My) ={CUd:de D*};
vi) Se e € cly, (C) — C entao e & cly, (C);
vii) C ¢ fechado em Mo, isto é cl, (C) = C;
viti) Se e € cly, (C) — C entao C Ue € C(My);
i) D* € C*(My);
z) See, f€cly,(C)—C entao f € clp,(C Ue);
zi) Se a, f € D* entao «, 5 sao colagos de Ms|(C'U{c, B});

zii) Quando {a, B} € um 2-subconjunto de D*, entao C' U{a, f} € C(M).

Demonstragao. Por hipotese, C' nao gera M;. Logo existe um cocircuito D* € C*(M;) tal
que

CNnD*=1
Assim, D* também é cocircuito de M;/C. Logo para todo d € D*, existe uma base By

de M, /C tal que
BsN D* = {d}
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Desta forma, para cada d € D*,
B UC € B(M,) — B(M,)

consequentemente

{B4UC:de D} C{BUC: BeB(M/C)} CB(M)\B(M)C B(M) s B(M),

donde segue que

S
IN

|D*| = {BsUC :d e D"}

IA

{BUC: B e B(M,/O)Y

IN

[B(M:) \ B(My)]

IN

|B(My) A B(M)]

IN

n

A primeira desigualdade ocorre pois g(M;) > n e a ultima porque (M, Ms) é um

n-par.

Logo
n=|D"| = |B(M,/C)| = |B(My) \ B(M2)| = |B(My) & B(Ms)| (3.6)

Donde concluimos que

B(M;) € B(M;)
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|D*| = n;
e i) e ii) seguem.

iii) Por (3.5), temos que C' € Z(M;) — B(M;). Desta forma, existe B € B(M;) tal que
C C B, em particular |B — C| > 1. Se |B — C| = 1, entao iii) segue. Vamos assumir que

|B — C| > 2. Escolha um par de elementos d,e € B — C.
Seja L = M /cly, (B —{d,e}). Note que
r(L) =2,

pois {d,e} € B(L). Mais ainda, por i) todo cocircuito de L tem n elementos, pois nao
intercepta C'. Observe que L nao possui lagos, pois é obtida a partir de M; pela a contragao

de um conjunto fechado. Sejam Py, P, --- , P, as classes em paralelo de L.

A representacao geometrica de L é

Py P Py P,

Note que os cocircuitos desta matroide sao:
{E(L)— Py,...,E(L)— P,}.
Desta forma, |E(L) — P;| > n, isto é
|E(L)| - B = n. (3.7)
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Por outro lado, o conjunto das bases de L é dado por
B(L)={{a,b}:a€ P e beP; com 1<i<j<m}

Ou seja,

Desta forma,

A primeira desigualdade decorre de (3.7) e a ultima de (3.6). E como ) . |P;| = |E(L)],
temos

[E(L)] < n,

|3

isto & |[E(L)| < 2. Logo E(L) = {d,e}. De (3.7) concluimos que n = 1; uma contradi¢ao

pois por hipotese n > 3. E i) segue.
Agora observe que
ra(C)=|Cl—=1=ry,(C)—=1=[r(M)—1] —1=r(M;y) —2
A primeira e segunda igualdade vem do fato de C' € Z(M;)NC(Ms). Na pentultima usamos
i4i) e na ultima o fato de que r(M;) = r(My).

iv) Note que, por iii), clp, (C) € H(M;). Consequentemente D* = E(M;) — cly, (C)

¢ o tnico cocircuito de M, tal que D* N C = 0.
v) B(My) — B(My) ={CUd:de D*}.

Vamos mostrar que C'Ud é base de M, para todo d € D* . Para isso vamos concluir

primeiro que C'Ud € Z(M;). Suponha que CUd € D(M;). Como C € Z(M;), temos que
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existe um tnico C" € C(M;) tal que
c'cCcud, com deC".
Logo C' N D* = {d}, uma contradi¢ao por ortogonalidade. Portanto C'Ud € Z(My).
Por outro lado,
rv (CUd) =[CUd| =|Cl4+1=ry, (C)+1=r(M).

A penultima igualdade ocorre pois C' € Z(M;) e a ultima vem do item 4ii). Desta forma

C'Ud € B(M), para todo d € D*. Além disso, C' Ud ¢ B(Ms), pois C € C(My).
Desta forma, concluimos que {C'Ud : d € D*} C B(M;) \ B(Ms).
Note ainda que,
n=H{CUd:de D} < BOM)\ BM)| < |BM) 5 BOM)| < n.

A primeira igualdade ocorre pelo item i). E a ultima desigualdade pelo fato de (M, Ms)

ser um n-par. E o resultado segue.

vi) Suponha que e € cly, (C). Logo C' Ue é linha de Tutte de Ms. Assim existe uma
particao

{P,Ps,...,P,}
de C'Ue tal que
C;=(CUe)— P, € C(Ms) para todo i€ {1,2,...,m}.
Podemos assumir que C; = C' e dai P, = {e}.

Para todo ¢ > 2, mostraremos que C; € D(M;). Se C; € Z(M,), entao existe B €
B(M,) tal que C; € B, com B ¢ B(M,). Por v), C C B. Logo CUC; = CUe C B, um

absurdo pois C' gera e em M;. Assim segue que C; € D(M;).
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Portanto, como C' é independente em M; e gera e em M;, existe um tnico circuito D
de M, tal que
D CCUe.

Desta forma,

D C C;, paratodo i€ {2,3,---,m}

ou seja, DN P, = (), para todo ¢ € {2,3,--- ,m}. Donde concluimos que D = {e}; uma

contradigao pois g(M;) > n > 3. Logo e ¢ cly, (C).
vii) Suponha que existe e € cly,(C) — C. Portanto C'U e é linha de Tutte de Mo.
Considere a particao canonica
{Pl,PQ, ---;Pm}; com m Z 2
de C'Ue. Logo
C;=(CUe)— P, € C(Ms).

Tome Cy = C, isto &, P, = {e}. Vamos mostrar que, para i > 2, C; € Z(M;). De
fato, suponha que C; € D(M;), entao C U C; = C Ue € D(M;), mas C € Z(M;) e dai
e € cly, (C); uma contradigao com vi). Logo C; € Z(M;). Desta forma, existe B € B(M;)

tal que
C; C B;

Note que B ¢ B(M,). Pelo item v), C C B. Isto é,
C;uC=CUeC B;

uma contradicdo, pois, por v), B = C'Ud, para algum d € D*. Consequentemente, C' é

fechado em M,.
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viii) Seja e € cly, (C) — C. Temos que existe D € C(M;) tal que e € D C C Ue.
Logo, por ii), D € D(M;). Desta forma, existe D’ € C(M;) tal que D' C D C C' Ue.

Consequentemente, por vi), e ¢ D' assim D' C C| isto é, D' = C, ouseja D = C Ue.

iz) Suponha que
D* ¢ C*(My). (3.8)

Vamos mostrar que D* € Z*(M,). Se D* € D*(Ms), entao existe C* € C*(M,) tal que
C* C D*. Por (3.8), C* C D*. Logo |C*| < |D*| = n; uma contradi¢ao pois ¢g*(Msz) > n.

Assim, D* € Z*(M,). Consequentemente, existe B* € B*(My), tal que
D* C B* € B* (M) \ B*(M,),
isto é
E — B* € B(M) \ B(M);
um contradi¢ao a ii). Logo D* € C*(M,).

z) O resultado segue trivialmente se e = f. Assuma que e # f. Por viii), temos
que CUe e CU f sao circuitos de M;. Logo, L = C U {e, f} é linha de Tutte de M;.
Considere { P, Ps, ..., P,,} a parti¢ao canonica de L, com, digamos P, = {e} e P, = {f}.
Note que m > 4, pois se m = 3, terfamos L — Py = {e, f} € C(M;), mas g(M;) > 3.

Assim, C; = L — P, C CU{e, f}, para i ¢ {1,2}, é circuito de My, com C; # CUe e
C; # C U f. Observe que {e, f} C C;

Por ii), C; € D(M;). Assim existe C' € C(My), tal que C' C C;. Por vi), C' é o tnico

circuito de My contido em C'Uee C'U f.

Se {e,f} € ', entdao C" = C. Logo C' U {e, f} C C;, absurdo. Consequentemente
{e,f} C ' isto ¢, f € cly,(CUe).
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ri) Sejam «, 5 € D* e suponha que « e § nao sao colagos em Ms|(C U {a, 8}), entdo

L =CU{a,p} ¢ linha de Tutte de My. Considere a parti¢ao canonica
{Pla P27 ceey Pm}

de L. Por defini¢ao, C; = L — P; é circuito de Ms. Podemos assumir que P, = {«, 5},
pois {«, 5} é o complemento de C' nesta linha L. Observe que m > 3, do contrario

L — P, = {a, } seria circuito de My, mas g(Ms) > 3.

Vamos mostrar que C; € D(M;), quando i # 1. Se C; € Z(M;), entao existe base B
de M, tal que C; C B. Note que B ¢ B(M;). Além disso {«, f} C B. Mas, por v), as

bases de B(M;) \ B(Ms) so interceptam D* em um tnico elemento; uma contradigao.

Consequentemente C; € D(M;). Logo, existe C' € C(M;) tal que C" C C;. Por ii)
C" € D(M,), isto é
Cl - Cz

Portanto, para i > 2, C; € C(M).

Vamos provar que C'U {«, 5} = Cy U C3 é linha de Tutte de M;. De fato, por ii),

temos

ra (CU{a, B}) 2 ra, (CU{a, 5}) = |C]. (3.9)

Por outro lado, como C5 e (3 sao circuitos diferentes de M; contidos em L, temos que

s (C U {OQB}) =T (C U {Oé,ﬁ} - {a27 a3}) < |O|’ (310)

com ay € Cy —C3 e az € C3 — Cy. De (3.9) e (3.10), concluimos que
r, (CU{a, B}) = C],
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isto &, r*(M;|(C' U{a, f})) = 2. E assim L também é linha de Tutte em M;. Mais ainda
Py, Py, ..., P, estao na particao canonica de L em M, porque C; é circuito de M; para

todo 7 > 2.

Como C' = L— P; nao é circuito de My, temos que P nao pertence a particao canonica
de L em M;. Mas P, = {«, 8} é a unido de conjuntos desta parti¢do e consequentemente
{a} e {B} sao tais conjuntos. Assim C' U« € C(M;). Mas (C Ua) N D* = {a}; uma

contradigao por ortogonalidade. Logo, o e (8 sao colagos em M,|(C U {a, 5}).

zii) Por v), temos que

CUac€ B<M1> [§] CUB € B(Ml) (311)

Logo C U {«, B} € D(M,), isto é, existe um circuito C" € C(M;) tal que
C'C CU{q, B}
Por i), temos que C’" € D(M;). Assim existe circuito C” € C(My), tal que
C"cc' CcCcuUf{a,p} (3.12)

Mas, por zi), {a, 8} € C". Consequentemente C” C C. E como C & circuito de Mo,
temos C” = C. Observe que por (3.11), temos que {«, 5} € C’. Donde concluimos por
(3.12) que C" = C U {a, B}, ou seja, C' U {a, B} é circuito de M;. O

3.2 Relaxando um Circuito-Hiperlinha

Na se¢ao anterior obtivemos propriedades de um n-par (M, Ms), para o qual uma das

matroides, digamos M;, possui um independente nao maximal C' que é um dependente
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em M. A presenca de tal C' num par de matroides permite definir uma nova operacao,

a qual chamamos de relaxamento de circuito-hiperlinha.

Nesta secao descrevemos esse processo de relaxamento de circuito-hiperlinha. Que

serd a base da obtencao de uma matroide M; via outra M.

Definig¢ao 3.8. Para uma matréide M, diremos que X C E(M) é uma hiperlinha de M

quando

i) X ¢ fechado;
ii) (X)) =r(M) — 2.

Definicao 3.9. Para uma matréide M, diremos que D* é um cocircuito associado a uma

hiperlinha X de M, quando D* evita X e nao contém elementos em paralelo de M/X.

Quando uma hiperlinha X de uma matroéide M possui um cocircuito associado D*,
todas as classes em paralelo de M /X com a possivel excegdo de X — D*| sdo triviais, isto

é, possuem um unico elemento.

Proposigao 3.10. Seja C' um circuito-hiperlinha de uma matréide M. Se eziste cocircuito
D* de M associado a C, entao

C=CUCUCs
€ uma familia de circuitos de uma matroide N, onde
Ci = {DeC(M):D#C}
C;, = {CUe:ec E(M)—(CUD")}

G = {CU{@aﬁ} : {aaﬁ} gD*}

Mais ainda,
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i) D* € cocircuito de N;

ii) B(M) C B(N) ¢ B(N)—B(M)={CUa:aec DY}

Neste caso, diremos que N foi obtida a partir de M, relaxando-se o circuito-hiperlinha

C' com a preservagao do cocircuito associado D*. Note que (N, M) é um |D*|-par.

Demonstra¢ao. Temos que provar que C satisfaz (C1), (C2) e (C3) da Proposigao 2.4.

Note que para cada D € C, existe unico D' € C(M) tal que D’ C D. Mais precisa-

mente,

o D, quando D e€(C
C, quando D € (CyUCs

Em particular, C C D(M). Portanto ) ¢ C pois § ¢ C(M) e (C1) segue.

Vamos verificar que C satisfaz (C2). Sejam D;, Dy € C. Suponha que D; C Ds.
Existem D}, D} € C(M) tal que D] C Dy e Dy C Dy. Como D} C D, temos que
D} = D} e D) = C. Logo Dy,Dy € C3 UCs. Portanto |Dy| < |Dsl, isto &, Dy € Cy
e Dy € C3. Desta forma, C; = CUe e Cy, = CU{a,p}. E assim, e € {a, 3}, uma

contradigao, pois e € E(M) — (C'U D*). Consequentemente C satisfaz (C2).

Suponha agora que C nao satisfaz (C3), isto é, existem C;,Cy € C, com C; # Cy e
x € C1 N Cy, tal que (C7 U Cy) — z nao contém elemento de C. Considere que Dy C Cy e
D2 g Cg, com Dl,D2 € C(M)

Caso 1: Quando Cy ou C esta em Cq, digamos C; € C.

Logo Dy # D,. Portanto, r(D;UDs) < |D;UDs|—2. Consequentemente (DqUDy)—x
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contém um tnico circuito que é C, pois se (D U Dy) — = contivesse um circuito diferente
D # C, teriamos D C (D;UDy)—x C (C,UCy) — x, contradizendo nossa hipotese. Desta

forma, L = Dy U Dy é linha de Tutte de M tal que x € L. Considere a particao canodnica
{P, Ps,..., P,}
de L. Assumiremos que x € P,,. Note que |P,,| > 2, pois C = L — P, é fechado .
Agora vamos provar que P,, —x C D*. Se existe y € (P,, — x) — D*, entao
CUy C(CLUCy) —z;
uma contradi¢ao com nossa hipotese porque C Uy € Cy. Assim, P, —x C D*.

Por outro lado |P,| = 2, pois se |P,| > 3, entao para y e z diferentes em P,, — x,
teriamos

CU{y,z} C(CLUCY) —u,

e mais uma vez uma contradi¢gdo com nossa hipotese, porque C' U {y,z} € C3. Logo
|P,,| = 2. Por ortogonalidade, z € D*; um absurdo pois x e¢ y nao sao colagos em

M|(CU{x,y}) e dai {z,y} é circuito de M/C. E a proposigao segue neste caso.
Caso 2: Quando C1,Cy ¢ Cy, isto &, C1,Cy € Co UCs.
Caso 2.1: (', C5 € Cs.
Assim teremos C; = C Uee Cy=CU f, com e # f. Note que
L=CiuCy=CU{e, f}
é linha de Tutte de M, pois ry,(C U {e, f}) = |C].
Considere a particao canonica
P, Ps,...,P, com m > 2
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de L. Assuma que z € P;. Consequentemente D; = C'U{e, f} — P, é circuito de M, tal

que

D, C(CU{e, f})—z=(CLUCy) —x

uma contradi¢ao, pois estamos supondo que (C; U Cy) — x nao contém elemento de C e

D, € Cy.
Caso 2.2: (', € Cy e (5 € Cs.
Desta forma, C; = C'Ue e Cy = C U{a, f}. Vamos mostrar que
C1UCy =CU{e,a, B}

¢ linha de Tutte de M. Para tanto, seré suficiente estabelecer que r(C1UCy) = |C1UCs|—2.

Note que

ruje({e, o, B}) = ru(CU{e, o, B}) —ru(C) (3.13)

Mas ryc({e,a,8}) = 2 e ry(C) = |C] — 1. Fazendo as devidas substitui¢oes em
(3.13), temos
ru(CU{e,a,8}) =|C| + 1.

Portanto, C; U C5 é linha de Tutte de M. Consequentemente,
CU{e, a, 8}

contém um circuito de M que é diferente de C' e nao contém x € C, logo pertence a C,

uma contradicgao.

Caso 2.3: 01,02 S C3.
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Neste caso, C; = C U {a,f} e Cy = C'U{v,d}. Temos duas possibilidades para x.

x ¢ CouzxeC. Quando z ¢ C, podemos assumir que x = o = 7y e assim

uma contradi¢ao pois CU{«, 8} € C. Se {«a, 8} N{~,d} = 0, segue que C; UC5 —x contém
um elemento de Cs3, uma contradicao pois estamos supondo que C; U Cs — x nao contém
elemento de C. Caso = € C, e considere X um 3-subconjunto de {«, /3,7, d}, temos C'U X
contém uma linha de Tutte L de M contendo C'. Logo L — z contém um circuito de M

diferente de C'. Contradigao pois L —z C (C; U Cy) — z. E segue que C satisfaz (C3).

Agora vamos mostrar os itens i) e ii). Primeiro vamos estabelecer que 7(N) = r(M).
Para isso, note que para todo a € D*, temos que C' U a € B(N). de fato, C U« € Z(N),
caso contrario, existe D € C(N) tal que D C CUaq, isto € D € C, ou D € C ou D € Cs,

0 que gera uma contradi¢ao. Além disso, cly(C'U«) = E(N). Assim,

CUa € B(N).
consequentemente,
ryv(CUa) =71(N) (3.14)
Por outro lado,
rv(CUa) =|CUal =|C|+1=r(M). (3.15)

A 1ltima igualdade ocorre pois C' é circuito hiperlinha de M. De (3.14) e (3.15), temos



Por outro lado, seja B € B(N) — B(M), temos que B € D(M), pois r(N) = r(M). Logo,
existe circuito de M contido em B, e este nao pode ser circuito de N, logo este circuito s

pode ser C'. Assim concluimos que para toda base B € B(N) — B(M), temos que C' C B.
Desta forma,
B(N)—-B(M)={CUa:ac D"}
e ii)segue.

Além disso, como cly(C) = E(N)—D* e ry(C) = r(N)—1, temos que D* é cocircuito

de N e i) ocorre. O

O proximo Teorema caracteriza pares de matroides M; e Ms onde existe independente
nao maximal de uma das matroides, digamos M;, que é circuito em M,. A operagao

utilizada para obter M, a partir de M, é o relaxamento de circuito-hiperlinha.

Teorema 3.11. Seja (M, Ms) um n-par com n > 3, tal que

min{g(M), g* (M), g(Ma), g*(Ma)} > n.

Se C € Z(M,) N C(Ms), com C ¢ B(My), entao C é circuito hiperlinha de My possuindo
um cocircuito associado D* tal que, My é obtida a partir de My relaxando C' com a

preservacao de D*.

Ao relaxarmos o circuito-hiperlinha C' de My com a preservacao de D*, Temos que
B(Ms) C B(My) e B(M;) — B(M,) ={CUd :d e D*}. Em particular |D*| = n. Observe
que se estivéssemos com a hipotese utilizada por Lemos [1], isto é, min{g(M;), g* (M)} >
n + 1, o relaxamento do circuito hiperlinha nao poderia ser realizado para originar um

n-par, ji que D* seria cocircuito de M;. Dai a diferenca da operagao usada por ele em
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[1], que foi relaxamento de circuito hiperplano e da operagao usada neste trabalho, que é

relaxamento de circuito hiperlinha.

Demonstragao. Pelos itens iii) e vii) do Lema 3.7, temos que C é fechado em M, e
ra,(C) = 1(My) — 2. Desta forma C' é um circuito hiperlinha de Ms. Pelos itens i) e iv)
do Lema 3.7, existe um tnico cocircuito D* de M; tal que D* N C = () e pelo item ix) do

mesmo Lema, D* € C*(M;).

Agora vamos mostrar que D* é cocircuito associado a C' em M,. Para isso, falta
apenas verificar que D* nao possui elementos em paralelo em M,/C. Suponha que existam

a, f € D* tais que « e [ estao em paralelo em M,/C. Logo existe D € C(Ms) tal que,
{a, 8} €D C CU{a,p};
uma contradi¢ao pois pelo item xi) do Lema 3.7, a e 8 sao colagos em Ms|(C' U {«a, 5}).
Pelo itens ii) e v) do Lema 3.7, B(Ms) C B(M;) e
B(M;) — B(My) ={CUd:de D"}.

Portanto, pelo item ii) da Proposigao 3.10, M; foi obtida de M, relaxando o circuito

hiperlinha C'. ]

3.3 Relaxando Linha de Tutte-Hiperplano e Circuito-

Hiperplano

Nesta secao, descreveremos o processo de relaxamento de linha de Tutte-hiperplano, bem
como o de relaxamento de circuito-hiperplano, esse tltimo ja bastante conhecido na lite-

ratura. Ambos serao usados para obter uma matroide M; via outra matroide M, de tal
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modo que (M7, Ms) seja um n-par. Aqui vamos considerar os n-pares (M, Ms), para um
natural n > 3, para os quais todo independente em uma de suas matroides, digamos M,
que é dependente em M, é uma base de M, e, necessariamente um circuito em M. Dividi-
mos esse caso em dois outros: O primeiro que trata quando esse circuito nao é hiperplano
de Ms, neste caso a operacao associada é o relaxamento de linha de Tutte-hiperplano e
o segundo quando esse circuito é um hiperplano de M,, a operacao utilizada passa a ser

relaxamento de circuito-hiperplano.

Quando (M, My) é um n-par com tais caracteristicas, temos

B(M,) — B(Ms) C LC(M,) e B(Ms) — B(M,) C LC(My), (3.16)

onde LC(M) denota o conjunto de circuito largos de uma matroide M. (Um circuito
C' de uma matroide M é dito largo quando |C| = r(M)). Podemos transformar 3.16 nas

igualdades

B(My) — B(Ms) = LC(Ma) — LC(M) e B(Ma) — B(M) = LC(M;) — LC(M).

Ainda nesta secao, descreveremos operacoes que podem ser aplicadas a M; e My
para transformar,respectivamente, apenas os elementos dos conjuntos LC(M7) — LC(M>)

e LC(Ms) — LC(M;) em bases de novas matroides N; e Ny, respectivamente. Portanto

B(Ny) = B(M;)U(LC(M;) — LC(Ms))
= B(Ms) U (LC(My) — LC(M,))

46



Em outras palavras, apos realizar estas operagoes chegamos a mesma matroide come-
cando de qualquer uma das duas do n-par, alterando o minimo cada uma delas bem no

espirito da conjectura 1.4 de Mills.

Antes de enunciarmos o proximo Teorema falaremos um pouco de uma operacao que
utilizaremos fortemente nesse resultado. Essa operacao serd chamada de relaxamento de

linha de Tutte-hiperplano.

Seja H uma linha de Tutte de uma matroide M, com H fechado em M, tal que
|H| = r(M) 4+ 1. Se a partigdo canonica {Py, P, -+, P, } de H satisfaz |Pi| = |Ps| =

-+ =|P,| =1 entao
B(M)U{H - P :ie{l,2,--- ,m—1}}

é o conjunto de bases de uma nova matroide N.

Esta operacao é um caso particular de uma que ja foi descrita anteriormente na Secao

3 de [2], onde Lemos fez as seguintes definigoes:

Defini¢ao 3.12. Diremos que Z é um ninho de uma matréide M, quando Z = cly(C),

para algum C € LC(M), onde
LC(M)={CeC(M):r(M)=|C|},

denota a familia de circuitos largos de M.

Na proxima definigao faremos uso da notagao TL(M), que denota o conjunto das
linhas de Tutte de uma matroéide M. Para relembrar sobre linha de Tutte ver Definicao

3.6.

47



Definicao 3.13. Diremos que um conjunto L de circuitos de uma matréide M € uma
subclasse linear de M quando C(M|L) C L, para todo L € TL(M) tal que |C(M|L)NL| >
2.

Definicao 3.14. Para um ninho Z de uma matroide M, dizemos que L € uma subclasse

linear admissivel de M|Z quando satisfaz

i) L£C(M|Z) e

ii) C(M|Z) = HAM(M|Z) C L, onde HAM(M|Z) denota o conjunto de circuitos Ha-

miltonianos(circuitos geradores) de M|Z.

Ainda em [2], Lemos provou que, quando Z é um ninho de uma matroide M tendo £

como subclasse linear admissivel,
B(M) U (C(M|Z) - L)

é o conjunto de bases de uma matréide a qual ele denotou por My ..

A operacao foi intitulada de relazamento do ninho Z ao longo da subclasse linear

admissivel L de M|Z.

Observe que esta operacao pode ser perfeitamente aplicada aqui, ja que H é um ninho

de M e L ={H — P,,} é uma subclasse linear admissivel de M|H.

Vale ressaltar que esta operacao de relaxamento de um ninho ao longo da subclasse
admissivel utilizada por Lemos |2| serd denominada na nossa tese de relazamento de linha
de Tutte-hiperplano, visto que aqui estamos com um caso particular em que o ninho H é

uma linha de Tutte que também é hiperplano.
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Teorema 3.15. Seja (M, My) um n-par com
min{g(Mi), g"(M1), g(Ma), g" (M)} > n. (3.17)

Se I(MZ) N C(Mg_z) Q B(MZ), mas I(Mz) N C(Mg_z) g CH(Mg_Z) para todo 1 € {1,2},

entao as sequintes afirmacoes sao satisfeitas:

i) FEziste um hiperplano H que € linha de Tutte de My contendo um circuito Cy tal que
|Co| = n. Mais ainda, todo circuito de My diferente de Cy e contido em H tem

r(My) elementos.

ii) B(My) = B(M;) U{C; : j € {1,2,...,n}}, onde C,Cy,...,C, sao os circuitos de
MI|H diferentes de Cy.

Demonstracao. Se existe C' € [Z(M;) N C(Ms)] — CH(M,), temos que C' € B(M;) (pois
se C' ¢ B(M;) recairiamos no Teorema 3.11). Como C' ¢ H(Ms) e rp,(C) = r(My) — 1
temos que cly, (C) # C, isto é existe a € cly, (C) — C. Assim C'U a é linha de Tutte de

Ms. Considere a parti¢ao canonica

{Pl,PQ,...,Pm}, m22
de C'Ua. Temos que
C; = (CUa)\P;, € C(M,y), paratodo i€ {l,2,..,m}.

Por outro lado, como C' € B(M;), temos que C' Ua € D(M;). Logo existe um unico
circuito Cy de M; tal que

C()QCUCL.
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Agora considere o conjunto
B/ = {CZ € C(MQ) . C() g Cz}

Vamos mostrar que B’ C Z(M;)NC(M;). Suponha que existe C; € B’ tal que C; € D(My).
Logo existe C" € C(M,), tal que C" C C; C C' U a; uma contradigao pois Cy é tnico.

Consequentemente B’ C Z(M;) N C(Ms) e por hipotese B’ C B(M;). Assim,
B C B(M)\B(Ms).

Como (Mj, My) é um n-par, temos que |B'| < n. Reordenando os indices, caso necessario,
podemos assumir que

B ={Cy,Cy,...,Ci}, com [ <n. (3.18)

Além disso,

|C;| = |C| = r(M;), paratodo C;e B

Segue que P; = {a;} para algum a; € E(M;). Logo
{ai,as,...,a;} C Cp.

Se j >l entao Cy C C};. Portanto Cy N P; = ). Consequentemente
{a1,as,...,a;} = Cy

Por (3.17) e (3.18), temos

n>1=1|Cy >n

ou seja, |Cy| = n = I. Donde concluimos que B(M,) C B(M), isto é
B(My) = B(M) U{CY,Cs, ..., Cy}.
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Vamos provar que Cj é circuito de Ms. Suponha que Cy nao é circuito de M,. Logo
Co € Z(Ms). Assim Cy € Z(Ms) NC(My), mas por hipotese Z(My) N C(M;) C B(My),
consequentemente |Cp| = r(M,), portanto |C;| = r(M) + 1 para todo j > I, um absurdo.

Desta forma Cj é circuito de M. ii) segue.

Para concluirmos a demonstracao, vamos provar que

el (C) — C| =1 (3.19)

De fato, suponha que existe b € cly,(C) — C, com b # a. Logo C'Ub também seria
linha de Tutte de M5 e teriamos, pela mesma construcao anterior, n bases de M; que nao
seriam bases de M, contendo b e que nao contém a. Desta forma |B(M;) A B(Ms)| > 2n,

uma contradi¢do. Portanto, (3.19) segue.
Neste caso, H = C' U a é hiperplano de Ms, pois
cla,(H) = clpy,(CUa) = cly,(C)=CUa
a ultima igualdade é consequéncia de (3.19). E
v (H) =1y, (CUa) =1y, (C)=|Cl—=1=7r(M) —1=r(Ms) —1

e obtemos i). O

No préoximo Teorema, passamos a analisar o segundo caso desta secao. O caso em que
Z(M;) NC(Ms_;) = B(M;) NCH(M;_;) para todo ¢ € {1,2}. Aqui a operagao utilizada
para se obter uma matroide via outra é a de relaxamento de circuito-hiperplano. Essa

operacao foi tratada na Proposicao 2.10. Também pode ser vista com maior detalhe em
[5].
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Teorema 3.16. Seja (M, My) um n-par tal que
min{g(M,), g*(M1)), g(M3),g*(M2))} > n > 3.

Se
Z(M;) N C(Ms_;) = B(M;) NCH(Ms_;) para todo i € {1,2}, (3.20)

entao existe uma matroide N que € obtida de My e My relaxando ny e ny circuitos hiper-

planos, respectivamente, onde ny e ny $ao inteiros nao negativos tais que

ny +no = |B(M1) A B(M2)| S n

Demonstracao. Vamos mostrar primeiro que
B(M;)\ B(M3_;) = CH(Ms3_;) \ CH(M;) para todo i € {1,2}.

Sem perda de generalidade podemos fazer a demonstracao para o caso ¢ = 1.

Seja B € B(M;) \ B(Ms). Pelo Teorema 3.5, r(M;) = r(Ms). Logo, temos que

B € D(M;), isto é, existe um circuito C' € C(Ms) tal que C' C B. Assim,
C € Z(M;)NC(My)
Consequentemente por, (3.20), para ¢ = 1,
C € B(My) NCH(M,);

isto implica que C' = B e concluimos que B € CH(M;) \ CH(M;). Portanto,

B(M,) \ B(M,) C CH(M,) \ CH(M) (3.21)

Agora seja C' € CH(Ms) \ CH(M,).
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Afirmacao: C € Z(M,).
De fato, suponha que C' € D(M;). Logo existe C' € C(M;) tal que C’ C C.

Vamos mostrar que C’ € D(M,). Suponha que C’" € Z(M,). Assim, temos que,

C' € I(My) NC(My);
por (3.20), para i = 2, temos
C' € B(My) N CH(M,)
uma contradi¢ao, pois C' C C e C € CH(Ms) \ CH(M;). E concluimos que C’ € D(My).
Consequentemente C' = C isto é C' € C(M;). Observe que,
ra, (C) = |C| =1 =ry,(C) =r(My) —1=r(M;)—1.

As trés primeiras igualdades ocorrem pois C' € C(M;)NCH(M;). E a ultima pelo Teorema
3.5. Como C' ¢ H(M), temos que C nao é fechado em M;. Assim, existe e € cly;, (C)—C,

donde concluimos que C' U e é linha de Tutte de M;.
Considere a particao canonica
{P, Py, ..., P,}, com m >2
de CUe. Assim,
C;=(CUe)— P, €C(Msy) com i€ {l1,2,....,m}.

Tome Cy = C, assim P, = {e}. Vamos mostrar que para i € {2,3,....m}, C; € Z(M,).

Suponha que C; € D(Ms). Logo existe C' € C(My) tal que
C'CC CCUe.
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Como C; # C e C € C(My), temos que e € C'. Portanto,
ec(C'CCUe
e assim e € cly, (C), um absurdo pois C' é fechado em M;. Logo
C; € Z(My)NC(M;) com i€{23,...,m},

isto é

C; € B(My) NCH(M;) com i€ {2,3,...,m}.

Assim, |C;| = |C|, para todo i € {1,2,...,m}. Em particular, |P;| = 1, para todo
i€ {1,2,...,m}. Mas C; ¢ CH(M,), pois C;Ue = CUe e clp,(C;) 2 CUe, uma

contradigao. Desta forma concluimos que C' € Z(M;) e a afirmagao segue.

Neste caso, C' € Z(M;) NC(Ms). Por (3.20), para i = 1, temos C' € B(M;) NCH(M,).
Assim C' € B(M;) \ B(Ms;). Consequentemente,

CH (M) \ CH(M,) C B(M,) \ B(Ms,). (3.22)

De (3.21) e (3.22), temos

B(My) \ B(M) = CH(Mz) \ CH(M). (3.23)

Agora seja NV; a matroide obtida de M; relaxando os circuitos hiperplanos CH(M;) \
CH(Ms;—;), por (3.23) temos Ny = Ny = N. E seja

n; = [CH(M;) \ CH(M3)l,

obtemos
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Capitulo 4

Determinando os 3-Pares Exatos

Neste capitulo caracterizamos pares de matroides M; e M, tais que

BOM)AB(M,)| = 3.

Anteriormente construimos essas matroides quando min{g(M;), g(M3)} > 3. Necessi-

tamos lidar apenas com o caso em que min{g(M;), g(My)} < 2.

4.1 Matréides Especiais

Nesta secao tratamos de algumas familias particulares de matroides, a saber, matroides
com no maximo trés bases e também matroides com no maximo trés bases contendo um
determinado elemento. Aqui usaremos a notagao L(M) para o conjunto de lagos de uma

matroide M, bem como L*(M) para o conjunto de colagos de M.
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Lema 4.1. Se e € um elemento de uma matrdide M com e & L(M) U L*(M), entao

[B(M)| = [B(M\e)| + |B(M/e)].

Demonstracao. Seja e um elemento qualquer de M, podemos particionar o conjunto das

bases de M da seguinte forma
B(M)={BeB(M):ecBYU{BecB(M):e¢B).
Em particular,
IB(M)| =[{Be€B(M):e€cB}+|{BeBM):e¢ B}

Por outro lado,

B(M\e) = {B € B(M) : e ¢ B}

B(Mje)={B—e:ec BeB(M)}.

Assim,

|IB(M\e)| = |{B € B(M) :ec€ B}

[B(M/e)| = [{B € B(M) : e ¢ B}|.
E o lema segue. ]

Lema 4.2. Se M = M, & My --- & M, entao

[B(M)| = [B(My)| - |B(Mz)] - - - [B(My)].
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Demonstragcao. Faremos a prova por inducao sobre o niimero de componentes da soma

direta My & My --- D M,,.

Sen =2 isto & M = M, & M,. Por definicao
B(M) = {Bl U BQ : Bl S B(Ml),BQ S B(MQ)}
Desta forma, segue que

|B(M)| = {B1U By : By € B(M), By € B(My)}| = |B(M)] - |B(Ma)|.

Agora suponha que o resultado vale para n — 1. Provaremos que o resultado também

é valido para n.

Como

M= (M @& M- & M,_1) D M,,

pelo passo anterior, temos que
[B(M)| = |B(My & Ma -+ & My_1)| - [B(M,)].
Pela hipotese de inducao, concluimos que
[B(My @ My - -- ® Myy)| = [B(M)] - [B(My)] - - - [B(Mp—1)].

Desta forma,

[B(M)| = [B(My)| - |B(Mz)] - - - [B(My)].

Lema 4.3. Se M é uma matrdide conexa nao-vazia, entio |B(M)| > |E(M)|.
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Demonstra¢ao. Mostraremos o resultado utilizando indugao sobre |E(M)].

Se |[E(M)| = 1 entao a matrdide resumi-se a um lago ou colago. Em ambos os casos

[B(M)| = 1.

Suponha que o resultado vale para |F(M)| = n — 1. Provaremos que também vale
para |E(M)| = n. Pelo Teorema 2.17 temos que M\e ou M /e é conexa para todo e em

E(M). Assim vale a hipotese de indugao em M\e ou M/e.

Se M /e é conexa, temos que |B(M/e)| > |E(M/e)| = n — 1. E teremos pelo menos
n — 1 bases de M contendo e, que sao B Ue, com B € B(M/e). Mas tem que existir
pelo menos uma base de M que nao contém e, caso contrario e seria colaco de M, o que

contradiz o fato de M ser conexa. Logo M tem pelo menos n bases.

Da mesma forma, se M\e é conexa, entao |[B(M\e)| > |E(M\e)] = n — 1. Logo M
tem pelo menos n — 1 bases que nao contém e. Mas tem que existir pelo menos uma base

de M contendo e, caso contrario e seria lagco de M. E o Lema segue. ]

Teorema 4.4. Seja M uma matréide com n elementos e posto r. Se |B(M)| = k < 3,

entao

i) M=U,, ®Uynr (quando k =1)
ii) M=2Ui, @ Ur—1,-1 ® Upp—r41) (quando k = 2)

iii) M =2Ui30U_1,-1®Upp_(ry2) 0u M Z U3 D Ur_2,2® Up—(r41) (quando k = 3)

Demonstracao. Podemos escrever M como segue

M =M &M, & M

29



onde My, My, --- , M} sao componentes conexas de M. Desta forma, pelo Lema 4.2, temos
que

[B(M)| = [B(M,)[ - [B(M)| - - - [B(Mp)|.

Para que k£ = 1, temos que as componentes conexas tem no maximo uma base. E pelo
Lema 4.3, podemos concluir que as componentes conexas tem apenas um elemento cada.
Neste caso, as componentes conexas sao formadas apenas por um laco ou um colago(ver
[5] (T'abelal.l)), ou seja, sdo isomorfas a Uy ou Uy 1, respectivamente. Neste caso

M= U171 D...D U171 ®U0,1 D...D U071 .

' '

T vezes n—r vezes

Para simplificar a notacdo usaremos U,, = U1 @ --- @ Uy 1(r vezes) e U,y =

Uop @ -+ @ Uyi(n — r vezes). Desta forma

M= Ur,r ) UO,n—r~

Para k = 2, ainda pelos Lemas 4.3 e 4.2, podemos escrever M como soma direta de
matroides conexas, onde uma delas tem 2 bases e as demais apenas uma base. sendo
assim, teremos M como soma direta de matréides com no méximo dois elementos. Por

[5] (Tabela 1.1), temos U 2 como unica conexa com dois elementos. Neste caso

MZU,2®Ur_1,-1 D Upp—r+1)

Por fim, para o caso em que k = 3, temos duas possibilidades para matroides conexas

com 3 elementos, a saber U; 3 ou Uy 3. Desta forma

M = U1,3 S Ur—l,r—l S UO,n—(r+2)
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ou

MZUy3®Ur_2,-2® Uyp—(ri1)-
[
Corolario 4.5. Seja M uma matrdide coneza, com |E(M)| =n. |B(M)| = |E(M)| se, e

somente se M = Uy, ou M = U,_q,,.

Demonstra¢ao. Suponha primeiro que |[B(M)| = |E(M)|. Como M é conexa, pelo Teo-
rema 2.17 M\e ou M/e é conexa. Ja que as hipoOtese e conclusoes deste resultado sao

invariantes por dualidade, podemos assumir que M\e é conexa. Pelo Lema 4.3
BOM\e)| = [B(M\e)| =n — 1.

Mas
n=|BM)|=[B(M\e)| + [B(M/e)| =n—1+|B(M/e)|

ou seja,

[B(M/e)| <1

Pelo Teorema 4.4

M/e= Uy,
pois M /e nao possui colagos, ja que M é conexa. E assim
M=U,.
]

No proximo Teorema, usaremos a notacao Bnx (M) para designar o conjunto de bases

de M que interceptam um dado conjunto X.
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Teorema 4.6. Seja M uma matréide. Se X C E(M) e X nao contém lagos nem colagos

de M, entao

|[Brx (M) = | X].

Demonstracao. O resultado segue trivialmente quando X = (). Vamos assumir que X # (.

Dividiremos a demonstracao em dois casos:

Caso 1: X = E(M). Logo M nao tem lacos nem colagos. Observe que aqui By (M) =
B(M).

Se M for conexa, pelo Lema 4.3, temos que
[B(M)| = |X].

Assim |Brx (M) > |X|.

Se M nao é conexa, entao
M=M&My&---® M,.

Onde My, M, ..., M, sao as componentes conexas de M. Usaremos inducao sobre

n para provar que |Bnx(M)| > | X|.

Sen =2, isto é M = M; @& M,, entao pelo Lema 4.2,
[B(M)| = [B(M1)|[B(M)].
Tome | X| =z e |E(M;)| = a. Logo

|IB(M)| > a(z — a).
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Queremos provar que a(x — a) > z. Suponha que a(x — a) < z. Portanto,

a2

T <

)

a—1
isto é,

r<(a+1)+

a—1
Por outro lado, como a matroide nao possui lagos nem colagos, cada componente

conexa tem pelo menos dois elementos, desta forma x > a + 2. Ou seja,

1

2<zx< 1
a+2<zx<(a+ )+a_1

O que é uma contradi¢ao. Desta forma
|IB(M)| > a(x —a) >z = |X]|.

Agora suponha que o resultado vale para n — 1. Vamos provar que vale para n.

Como

M=M®&M&- &M, 1) dM,,

temos que

|B(M)| = [B(My & Mz« -+ @& My1)|[B(My,)| = |E(My @ -+ - & My—1)|[E(M,)].
Tomando |E(M,)| = a, temos que

|B(My @& My -+ @ M,_1)||B(M,)| > |E(My & --- & M,1)||E(M,)| > (z — a)a.
Pelo mesmo argumento utilizado para o caso n = 2, temos que

B(M)| > a.

E como neste caso Bnx (M) = B(M), temos

[Brx (M)] = [X].
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Caso 2: X C E(M).
Faremos a prova por indugio sobre |E(M)| = n.

Se |E(M)|=2, temos que M sera ou um par de lagos, ou um par de colagos, ou
um lago e um colago ou dois elementos em paralelo. Desta forma, para que X
nao contenha lagos nem colacos, s6 nos resta a possibilidade de M ser um par de
elementos em paralelo. Neste caso, teremos apenas uma base contendo X. mas

|X| =1 e o resultado segue.

Vamos mostrar que o resultado vale para |F(M)| = n, tendo como hipotese que vale

pran — 1.

Seja e € E(M) — X, pelo Lema 4.1 temos
[Bax (M)| = [Bax (M\e)| + [Bax (M/e)]| (4.1)
Se X nao contém lacos nem colagos de M\e ou M /e. Suponha primeiro que nao os
possui em M\e. Temos, pela hipotese de indugao,
[Brx (M\e)| = [ X]| (4.2)
Desta forma, utilizando (4.1) e (4.2), temos
Brx (M)| = | X| + [Bx (M/e)| = | X].

Se X nao contém lagos nem colagos de M /e, temos ainda pela hipotese de indugao
que

Brx (M/e)| = | X] (4.3)
Utilizando (4.1) e (4.3), temos
[Bax (M)[ = [Bax (M\e)| + | X| > [X|
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Podemos agora supor que X contém lagos ou colacos de M\e e M/e. Note que X
nao contém lagos em M\e, caso contrario esses lagos também seriam de M. Logo
X contém colago de M\e, digamos z. Desta forma z esta em série com e em M.
Por outro lado, X nao contém colago de M /e, sendo esse também seria colago de

M. Ou seja, X contém lago em M /e, digamos y. E assim y est4 em paralelo com e

em M.

Como {e,y} e {e,x}, sao respectivamente circuito e cocircuito de M, por ortogona-
lidade, z = y. Logo {e,z} é circuito e cocircuito de M, assim M = U, o @ M\{e, x}.
Note que se X — z contém lago ou colago em M\{e,x} entdo X também contera

em M. Desta forma
1Brx—o(M\{e,2})| > |X — 2| = |X] - 1.

Logo
[Bax (M)[ = [ X]

]

Observe que o Lema 4.3 é um caso particular do Teorema anterior quando X = E(M)

e M é conexa.

O proximo resultado caracteriza as matréides quando a igualdade do Teorema 4.6

ocorre.

Proposigao 4.7. Seja M uma matréide, com X C E(M), em que X nao contém lagos

e colagos de M. Se |Bnx(M)| = |X|, entao

1) M= ULQ@ULQ, ou
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ii) M =U,,, ou

i) M 2 U )x).

Demonstra¢ao. Primeiro vamos supor que X = E(M). Logo

[Brx (M)| = [B(M)| = |X| = |E(M)].

Se M é conexa, entao pelo Corolario 4.5, temos
M=U, x; ou M=Ux-1x|
e ii) ou iii) ocorre.
Se M nao é conexa, podemos escrever M como soma de duas matroides, entao
M = My, & M,
para matroides M; e M. Assim, quando E(M;) = X;, para i € {1,2}, temos
[ Xa| + [ Xo| = [X] = |B(M)| = [B(M)||B(M:)| = | X1[| Xo],

isto é,

| X+ | Xo| > [ X1 ]| Xo.

Para que a desigualdade acima seja satisfeita temos que max{|X;|,|X2|} < 2. Note que

como X nao contém lagos nem colagos | X;| > 2, com ¢ € {1,2}. Logo
M’i = U1,27
isto é,
M =ZUyp & Upp.
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Neste caso i) ocorre.

Agora suponha que X C E(M) e seja e € E(M) — X, assim

[ X| = [Brx (M)] = [Bax (M\e)| + | Bnx (M/e)].

Observe que X nao pode conter laco em M\e, s6 pode conter colago. Da mesma forma

X nao pode conter colago de M /e, apenas lago.

Se X nao contém colago em M\e, entdo pelo Teorema 4.6, temos |Brx (M\e)| > | X].
Logo
[ X] = | X[ + [Brx (M/e)].

Desta forma,

[Brx(M/e)| =0

ou seja, X é um conjunto de lagos de M /e. Logo e esta em paralelo com todos os elementos
de X em M. Caso P seja a classe em paralelo de M contendo e, temos que |B(M/e)| =1
porque {XUB:x€ X e BeB(M/e)} C Brx(M). E assim,

M~ Uy,.

Logo ii) ocorre.

Se X nao contém laco de M/e, entao |Bnx(M/e)| > |X|. Logo
[Brx (M\e)| =0

ou seja X é um conjunto de lagos em M \e, uma contradi¢ao pois se assim fosse X também

seria conjunto de lacos em M.
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Agora suponha que X contém colago de M\e e lago em M /e. Neste caso existem z,y €
X com x em série com e e y em paralelo com e. Logo {e,y} e {e, z} sdo respectivamente,

cocircuito e circuito de M. Por ortogonalidade x = y. E desta forma,
M =U, s ® M\{e,z}.
Fazendo esse procedimento para todo e € E — X, temos

M= \[]1,2 D...PD ULQJEBM\{LITI, -~-;£|E—X|}~

~
|E—X]| vezes

. . !

Digamos X = {x1, ..., %|p—x|, ®|p—X|+1, .-, Tn} € considere X = X — {xq,...,xp_x}. Se
! ~

X # @, entao

1X] = [Bax(M)] > | X|.2XX1 > x|

uma contradicio. Agora se X' = 0, temos que | X|=|E — X| e

|X| = [Brx(M)] > 2% — 1> |X]

No préximo teorema caracterizamos matroides que possuem no maximo trés bases
contendo um elemento e. Ao longo da demonstracao faremos algumas figuras que deixara

claro onde estd o elemento e.

Teorema 4.8. Seja M uma matroide sobre E com n elementos e postor. See € E € um
elemento de M, k o nimero de elementos da classe em paralelo contendo e e |[B(M/e)| < 3

entao as sequintes afirmacoes ocorrem:

i) Se e nao pertence a nenhuma base de M, entdo e € lago;

68



ii) Se e pertence a apenas uma base de M, entao M = Uy @ Uy_1,-1 ® Uy (kpr—1);

iii) Se e pertence a duas bases de M, entao M = Uy @ Uy @ U_9,—0 B Uon—(ktr) OU
M= P(U2,37 Ul,k) S Ur—2,r—2 S UO,n—(k:—H") ;

iv) Se e pertence a trés bases de M, entao M = P(Us 4, Ury) ® Up—gr—92 ® Uy pe(ry2) 0U
MZU 30U DUr—2,—2®Upp—rsir1) 0u M = P(Us s, U i) DUr_3, 3D Uy jn—(i4r)
ou M = Us3® Uy ®Up—3,—3D U (i) 0u M = P(P(Uy,Uss), Ui o) ©Up_3,-3@

Uon—(r+k)-

Demonstra¢ao. Se e nao pertence a nenhuma bases, claramente e é um lago e (i) segue.
No caso de e pertencer a apenas uma base temos que |B(M/e)| = 1, assim pelo Teorema
4.4(i) temos que M/e = U,_1 ,_1® Uy ,—r. Desta forma, M = Uy, ®U,—1,,-1 DUpn—(k4r—1),

isto é, M é isomorfa a matroide associada ao grafo

ou

Note que (1) é um caso particular de (2) quando k = 1. Temos ii).

Se e pertence a duas bases de M, temos que |B(M/e)| = 2. Logo pelo Teorema 4.4 (ii),
temos que M/e = Uy 2®U, 3, 2®Up p—(r41), ouseja M = Uy 2@ Uy s DUy 27— 2B Ug s (k41
ou M = P(Uss3,Ur ) ® Up—gr—2 ® Uy p(igr)- Isto &, M é isomorfa a matroide associada

ao grafo
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ou

(3)

Observe que (1) e (3) sao casos particulares de (2) e (4), quando k = 1, respectiva-

mente. E temos iii).
Por fim, se e pertence a trés bases, temos que |B(M/e)| = 3. Ainda pelo Teorema 4.4
concluimos
a) M/e=U3® U 2,2 Upu_(ri2)
b) M/e=Us3® Ur_3,-3® Upn—(r+1)
De a), obtemos M = P(Us 4, U1 ) @ Up—2,—2 @ Upp—(ry2y ou M Z Uy 3D U1, U0, 2®

Uo—(r+k+1) ou M = P(P(Uy,Us3),Ui2) ® Up—3,—3 ® Upn—(r+k)- No caso das tltimas

duas matroéides temos

ou ou ou

(1) (2)

Observe que (1) e (3) sdo casos particulares de (2) e (4) quando k = 1, respectivamente.
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Agora analisando b), temos que M = P(Us4, U1 ) @ Uy—3,-3 ® Upp—(ktr) oOu M =

Usz3 @ Ury @ Up—3,-3 D Uy p—(ktr). Isto &,

(1) (2) (3) (4)
Note que (1) e (3) sdo casos particulares de (2) e (4), respectivamente quando k =

1. O

No proximo teorema caracterizamos pares de matroides My e My tais que (M, My) é

um 3-par exato com M; e My com postos diferentes.

Teorema 4.9. Se (M, My) é um 3-par exato, com r(M;) = r;, para todo i € {1,2} e

r1 # 1o, entdo existe i € {1,2} tal que

Mi = Url,rl @ UO,n—rl

Mg_i = U1,2 &} Urg—l,rz—l N7 UO,n—(m-i-l)

Demonstracao. De fato, quando r(M;) # r(Ms), temos que
|B(My)AB(My)| = |B(My) U B(Ms)| = |B(My)| + [B(Mz)| = 3
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Desta forma, existe ¢ € {1,2} tal que

BOL)| =1 e |B(M,_)| =2.

Pelo Teorema 4.4, temos que

Mi = Url,rl & UO,n—rl

Ms_ i Z2 U2 ®Ury—10p-1 D Upn—(rat1)

e o lema segue. O]

4.2 Os 3-Pares Exatos Cujas Matroéides Possuem o Mesmo

Posto

Nesta secao consideramos os 3-pares exatos cujas matroides possuem mesmo posto, pois,
no ultimo resultado, descrevemos todos os 3-pares exatos cujas matroides possuem postos

diferentes.

Definicao 4.10. Seja N uma matroide definida sobre um conjunto F' com n elementos
e posto r. Dizemos que N € um buqué quando N = U, , ® Uy ,—,, isto €, N € a matroide

associada ao grafo
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Observe que o buqué possui apenas uma base que é o conjunto de colagos.

Proposicao 4.11. Seja (My, My) um par de matrdides definidas sobre um mesmo con-

junto E e N um buqué sobre F' tal que ENF = &, entao

IB(M;) — B(Ms_)|=|B(M; & N) — B(Ms_; & N)| com i € {1,2}

Demonstrac¢ao. Seja B, a unica base do buqué N. Por defini¢ao, para i € {1,2}

B(M;® N)={BUB, : BecB(M)}
Portanto,
B(M;®N)—-B(M;_;®N)={BUB,:BecB(M,;)—B(Ms_;)}
e o resultado segue. ]
Seja X um conjunto maximal em M; e M tal que M;|X = Ms|X = N é um Buqué.

Note que
M1 == M1|X EB Ml\X

My = M| X & M\ X
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Consequentemente (My, My) = (M;\X, M2\ X) @ N. Pela Proposi¢ao 4.11, (M, My) é

um 3-par exato se e somente se (M;\X, M\ X) é um 3-par exato.

Definicao 4.12. Sejam M, e My matrdides definidas sobre um mesmo conjunto E. Di-
zemos que o par (My, My) € irredutivel se r(My) = r(Msy) e My e My nao possuem lagos

nem COlCLgZ 0s comuns.

Seja (Mi, Ms) um par de matroides definidas sobre E. Note que se e é um colago de
M; que é lago de M,, entao as bases de M; que contém e nao sao bases de M,. Neste

caso estamos interessados em estudar quando |B(M;/e)| < 3.

Teorema 4.13. Sejam M, e My matrdides de posto r definidas sobre um conjunto E de
cardinalidade n. Se (My, M) é um 3-par exato irredutivel com L£*(M;) N L(Mz_;) # 0,

para algum i € {1,2}. Entao n —2r € {—1,0,1} e eziste buqué K tal que

M; = [M\E(K)|® K e Ms_;=[M;_;\E(K)]®© K*

onde,

MN\E(K) = U,

Uv2, quando n—2r=1
M3 \E(K) = Upy, quando n—2r =0

Us2, quando n —2r = —1

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos assumir que ¢ = 1. Escolha a; €

L*(My) N L(M,). Consequentemente, toda base de M; contém a; e nenhuma base de Mo
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contém a;. Em particular, B(M;) N B(M,) = 0 e dai B(M;) & B(Ms) = B(M;) U B(M,).
Logo {|B(M,)|,|B(M,)|} = {1,2}. E pelo Teorema 4.4, temos que

M;Z2Uipo®@Ur1,-1 D Upp—ry1) € Mz 2 U @ Uy,
para i € {0,1}.

Tomando

K= Urfl,rfl S Uo’n_(r—i,-l)a

temos que

M;=U, K.
Note agora que uma das 3 coisas podera acontecer:

o U5 de M; se transformard em Uy de Ms_;, e todos os lagos de M; se transformam

em colacos de M3_; e vice-versa, neste caso
M;z_; = Uy, @ K7,
ou

o Uy de M, se transformard em Uy; @ Uy de Ms_;, e todos os lagos de M, se

transformam em colagos de M3_; e vice-versa, neste caso
3
Ms_; =Uy1 @U@ K7,
ou

o U5 de M, se transformara em Us o de Ms_;, e todos os lagos de M; se transformam

em colacos de M;3_; e vice-versa, neste caso
M;_; = Uy ® K™

75



Graficamente temos,

M; isomorfa a

e Ms_; é isomorfa a

ou

Observe que em (1) dois elementos que estavam em paralelo em M; viraram lagos em
Ms_; e os demais lagos de M; permutaram com os colagos de M3_;, Desta forma n = 2r+1.
Em (2) os elementos em paralelo de M; se transformaram em um lago e um colago cada
em M;_; e os demais lagos de M; permutaram com os colacos de Ms_;, assim n = 2r. Por
fim, em (3) os elementos em paralelo de M; passaram a colagos de M;_; e os demais lagos

de M; permutaram com os colacos de M;s_;, logo n = 2r — 2. O

Observe que com o teorema anterior encerramos o caso em que uma das matroides
possue laco que é colaco na outra. Agora trataremos de casos em que as matroides M

e M5 nao possuem nem lagos nem colagos comuns e nao possuem lagos de uma que é
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colacos na outra e vice-versa.

Definigao 4.14. Um par de matréides (M, Ms) definidas sobre um mesmo conjunto E ¢é

super-irredutivel se € irredutivel e nao existe lago de My que seja colago de My e vice-versa.

Teorema 4.15. Se (M, M) € um 3-par exato super irredutivel, entao

|L(My) U L(M,)| < 3.

Demonstracao. Seja X C L(M;). Logo X nao contém lagos nem colagos de My pois
(M, M) é super-irredutivel. Pelo Teorema 4.6, existe pelo menos | X | bases de M, inter-

ceptando X, isto é,

| X| < [Bax (M2)].

Da mesma forma se Y C L(My), entao

Y] < [Bay (My)].

Note que X NY = &, pois M; e M nao possui lagos comuns. Logo

|X UY’ = |X| + |Y| < ‘BQX(M2)| + |BmY(M1)|

Por outro lado

Bnx (Ms) C B(My) — B(M;)

Bry (M) € B(M;) — B(M,)

Desta forma,
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I X UY| < |Bax(Ma)| + |Bay (My)| < |B(Ms) — B(My)| + |B(My) — B(M,)| =
|B(M1)AB(Ma)| < 3.

E o Teorema segue. O]

Observe que o Teorema acima também é invariante por dualidade. Assim podemos

dualizar qualquer um dos conjuntos £(M;) e/ou L(Ms) e o resultado continua valendo.

Como o Teorema anterior nos d4 um limite para o nimero de lacos e colacos, podemos
estudar agora os casos particulares em que M; e M, possuem juntas no maximo 3 lagos
ou colagos. Sem perda de generalidades podemos supor para os préoximos cinco teoremas
que |L(M,)| > L(Ms)|. Também ficara claro ao longo das demontragoes desses teoremas

como rotular os elementos.

Teorema 4.16. Seja (M, Ms) um 3-par exato super irredutivel. Se My possui apenas

um laco e My nao possui lacos, entao

i) My = Uo@ Uiy @ Uy e My 2 Uy 30Uy, ou
ii) My = P(Us3,U12) ®Upy e My = U4 ® Uy, ou
iii) My =Uss®Upy e My = Uy 3@ Us, ou
i) My =Uss®Upy e My = P(Uys,Ur2) ®Uya, ou
v) My = P(Uys,Uy—1) ® Uy e My = Uy @ Uy g, ou
vi) My = Uy 1 @U1 2@ Upy e My = P(Uys ® Uy ), ou

Uii) M1 = U1,3 D Ul,k—l D U(),l e M2 = U1,3 S5 Ul,k; ou

78



vitg) My = P(Us 4, Uy 1) ® Upy e My = P(Us g, Uy ), 0u
iz) My = Uss® Uy 1 @ Usy e My = Us3® Uy, ou
z) My = P(P(Uss,Uij-1),Ur2) ® U1 e My = P(P(Us3,Uik), Ur2), ou

zi) My = U3 @ Uy e My = Usy.

Demonstrag¢ao. Seja e; o tnico lago de M;. Como (M, My) é super irredutivel, temos
que e; é um independente em M. Desta forma como (M7, My) é um 3-par exato, temos
que ‘B(Mg/el)’ S 3.

Caso 1: |[B(Ms/e1)| =1

Pelo Teorema 4.8, temos My = U, @ U, ,, onde k é a cardinalidade de classe em

paralelo de M, que contém ey e c2 é o nimero de colacos de Ms. Isto é, M, é da forma

Caso 1.1: ¢ =0

Neste caso teremos My = Uy ;1 e My = Uy j,—1®Uy,1. Desta forma |B(M;) A B(Ms)| =

1, contradizendo o fato de (M;, M) ser um 3-par exato.
Caso 1.2: cp =1

Y

Aqui temos My = Uy, @ Uy, tome ¢ como sendo o tnico colago de M,. Como c
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pertence a toda base de M, temos que ter no maximo duas bases de M; que evitam c,
isto é, |[B(Mj/c)| < 2. Considere primeiro |B(M;/c)| = 1. Como r(M;) =2 e r(My) = 2,
entao |E(M;)| = 4. Isto é, M = U2 @ U1 & Uy ou My = Uy 3@ Uyy. Desta forma,
M, =2 U 2® U ®Upy ou My = Us3 @ Upy. Observe ainda que como (M, M) é um

3-par exato, entao teremos

My =2 U, @ Uy @ Uy

My =U,3® U,
e i) segue.

Se |B(Mj/c)| =2, temos M{ = Uy 2 ® Uy g, ® Uy ou Mf = P(Uss,Upg,) ® Uy 1, onde
ki ¢ a classe em paralelo de M que contém c¢. Como r(M;) = 3, temos que |E(M;)| = 5.

Assim, teremos

M, = P(Us3,U2) @ U,

My =U, 4@ Uy
e temos 1)

Caso 1.3: ¢ = 2. Neste caso r(M,) = 3. Seja X = {c,d} o conjunto de colagos de
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M, temos que ter no maximo duas bases de M; que evitam X, isto é |B(M;/X)| < 2.
Mas se |B(M;/X)| =1, teriamos X = {cy, co} uma base de M;, desta forma X seria um
conjunto de colagos de M7, o que nao pode ocorrer ja que (My, M) é super irredutivel.
Desta forma, |B(M;/X)| = 2. Logo c e d estao em paralelo, pois caso contrario existiria
pelo menos trés bases interceptando X. Logo M7 = Uy g, ® U1 @ Upp—(ky+1)- Segue que
|E(M,)| = 5. Assim, M; =2 Uy 4®Uy; ou M =2 Uy 36U 18Uy ou My = Uy 2@ U 18U .

Como (M, Ms) é um 3-par exato, segue que

M, =Usy @ U,

My = U3 & Usp.
E i) ocorre.

Observe que o caso ca = 3 nao precisa ser estudado visto que pelo Teorema 4.15, temos
que

|L(My) U L*(Ms)| < 3.

Caso 2: |B(Ms/ey)| = 2.

Y

Neste caso pelo Teorema 4.8, temos que My = Uy @ Uz @ Upp—(kg2) ou My =
P(Us3,Uy ) ®Upn—(k+2)- Onde k é cardinalidade da classe em paralelo de M, que contém

e1. Graficamente temos My isomorfa a umas das duas matroides abaixo:
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ou
€1

Caso 2.1: ¢; = 0. Note que neste caso r(M;) = 2 e consequentemente r(M;) = 2.
Desta forma quando My = U,y @ Uy, temos M; = P(Uss, Uy 1) @ Ups e quando

My = P(Uss,Usy), temos My =2 Uy 1 @ U2 ® Up . E temos iv) e v).

Caso 2.2: ¢o = 1. Logo, My = Uy, @ Uy ® Upq ou My = P(Uy g, Uss) @ Uy, com
k a cardinalidade da classe em paralelo de M, que contém e;. Seja ¢ o colaco de My,
temos que M; tem uma base que evite c. Ou seja, M; tem apenas uma base contendo c.
Assim, r(M7) = 2. Logo, como r(Ms) = 3 e r(M;) = 2 segue que |E(M)| = 5, ou seja,
Mi=2U,0U ;o0 M =2U3®dU 1@ Up ou Mi{ = U2 @ Uyy @ Upa. Desta forma
M =2Uss®Upy ou My = U3 Uyy @ Uy ou My = Uy @ Usa @ Upy. E temos wi).

Observe que nao precisamos analisar o caso em que M, possui dois ous trés colagos pois
nesse caso teriamos que ter M; com apenas uma base interceptando esses colagos, mas
isso é impossivel visto que pelo Teorema 4.6, temos pelo menos | X| bases interceptando

X.
Caso 3: |B(Msy/ey)| = 3.

Neste caso temos M, é isomorfa a uma das seguintes matroides:
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Uy @ Up_2,-2

Observe que neste caso B(M;) C B(Ms), pois M, ja possui trés bases que nao sao
bases de M;. Além disso, M, nao possui colacos pois esses também seriam colacos de My,
mas (M;, M) é super irredutivel. Logo pelo Teorema 4.8iv), temos que My = Uy 3 ® Uy,
ou My = P(Us 4, Uy i) ou My = Uy 3 & Uy, ou My = P(P(Us3, Uy ), Ur2) ou My =2 Us y.

Logo as bases de M5 que nao contém e; sao bases de My, isto é

B(M,) = B(M\ey).

Desta forma, quando My = U; 3 @ Uy, com k o nimero de elementos da classe em

paralelo que contém e; e k > 2, temos que M = Uy 3@ Uy y—1 @ Ups. e vii) ocorre.

Quando M2 = P(U3’4, Ul,k)a temos M1 = P(U374, Ulykfl) @D U071. Se M2 = U2’3 D Ul,ka
temos que My = Us3 @ U1 ® Upy. Se My = P(P(Ua3,Usg),Ur) temos que M; =
P(P(Us3,Uy 1), Ur2) @ Up1. Por fim se My = Us 4, temos M; = Uy 3& Up,. E viii), iz),

) e xi) ocorrem. O

Teorema 4.17. Seja (M, Ms) um 3-par exato super irredutivel. Se My possue dois lagos

e My nao possue lagos, entao

M, =Usy3@ Upp
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My=U 4@ Up

Demonstragao. Seja X = {e1,ea} lacos de My, como X ¢ L(Msy) U L*(Ms), temos, pelo
Teorema 4.6, que existem pelo menos duas bases de My que interceptam X. Desta forma

queremos que 2 < |Bnx(M;)| < 3, pois estas sao bases de Ms e nao sao de M.
Caso 1: Se |Bnx(Ms)| =2

Neste caso temos que {ej, ez} é um circuito, pois se fosse um independente existiria
uma base B € B(M,) tal que X C B, além disso teriamos que B Uz um dependente para
todo © € E(My) — B, desta forma B Uz C C para algum C € C(M,), com |C| > 4, logo
teriamos mais de duas bases interceptando e; e es. Logo |B(Msy/e;)| = 1, com i € {1,2},

ou seja M, isomorfa a

€1

Isto é My = Uy, @ U, .,, onde k é o numero de elementos da classe em paralelo
) 2,C29 p

contendo e; e ey, e co € 0 numero de colacos de Ms.
Caso 1.1: ¢co =0

Neste caso My = Uy e My = Uy o @ Up o, mas isso resultada |B(M;) A B(Ms)| = 2,

o que é uma contradicao, ja que (M, Ms) é um 3-par exato.
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Caso 1.2: ¢ =1

Neste caso My = Uy @ Up1. Seja ¢ o tnico colago de M,, temos que como toda
base de M, contém c, logo M; tem que possuir uma base que evita ¢, ou seja M; possui
exatamente uma base contendo c, pelo Teorema 4.8, temos que M| = Uy y_o ® Uz 2 ® Up 1
ou M{ = Uy 1 @ Uspa, neste caso 7(M;) = 3 e r(My) = 2, logo E(M;) = 5, e assim
Mi =2 Uip @ Uy @ Upy ou Mi = U3 @ Usp. E assim My = U @ Usp @ Uy ou
M, = U3 ® Ups e My = Uy 4 & Upy. Note que para que (M, Ms) seja um 3-par exato
temos que ter

M, = U3 @ Upp

My=2Us® Uy

como M, tem dois lacos entao pelo Teorema 4.15, temos que M, tem no maximo um
laco.

Caso 2: Se |Bnx (M) =3

Neste caso temos que pelo menos um dos e; pertence a duas dessas trés bases, assim

|Ms/e;| = 2 e pelo Teorema 4.8 temos M, isomorfa a uma das duas matroides:

ou

Em ambos os casos |B(M;) A B(Ms)| > 4. O
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Teorema 4.18. Seja (My, M) um 3-par exato super irredutivel. Se M possui trés lagos
e My nao possui lacos, entao

M, = U 3@ Ups

My =U,

Demonstracao. Seja X = {ej, e, e3} o conjunto de lagos de M, logo X nao possue lagos
nem colacos em My, desta forma pelo Teorema 4.6, temos que existe pelo menos 3 bases em
M, interceptando X, como (Mj, Ms) é um 3-par exato, entdo temos que ter exatamente
3 bases de M, interceptando X. Pelo Corolario 4.7 temos que My = Uy ;, ou My = Uy 3.
Observe que o caso em que (M, Ms) é um 3-par exato super irredutivel é exatamente

quando My = Uy, e consequentemente My = Uy 3 ® Uy 3, e o Teorema segue.

]

Teorema 4.19. Sejam (M, My) um 3-par exato super irredutivel e My e My possuindo

apenas um laco cada uma. Entao

My =2Us@ U1 © Uy,

My=U, 2@ U 2® Uy,

Demonstrac¢ao. Sejam e lago de M e ey lago de My, como (M, Ms) é super irredutivel,
temos pelo Teorema 4.6 que |Bne, (M1)| > 1 € |Bne, (M3)] > 1. Como (M, Ms) é um 3-par
exato, temos

|Bre, (M1)] + |Bae, (Ma)] < 3.
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Desta forma,

|Bre, (M1)] = [Bre, (M)| = 1

ou sem perda de generalidade,

|Bre,(M1)] =1 e |Bne, (M) =2
Caso 1: |Bne,(My)| = |Bre, (M) = 1

Neste caso pelo Teorema 4.8, temos

€2

Note que este caso nao serve visto que |B(M;) A B(Ms)| = 2¢, com ¢ um inteiro

positivo.
Caso 2: B, (M) =1 e |Bpe,(Ms)| =2

Neste caso teremos,
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€9

1%
12

M1 M2

Note que de imediato ja temos uma base de M; que contém e; que nao é base de Mo,

assim como temos duas bases de M, que contém e; que nao é base de M;. Desta forma,

ey — 1= 2ky — 2,

onde k; e k9 sao o numero de elementos da classe em pararelo que contém ey e e, respec-
tivamente. Além disso se e = |E(M;)| = |E(M3)| e ¢1 e ¢3 o namero de colagos de M e

Ms, respectivamente, entao
€:1+k1+01:1+k2+2+02,
isto é,
e=06+c—c (%)

Além disso,

Cl+1:T(M1> :T(M2> :CQ+1

ou seja

01:CQ+1.
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Por outro lado, pelo Teorema 4.15, podemos concluir que
caso 2.1: co,=0ec; =2, 0u
caso 2.2: .o =1ec; = 2.

No primeiro caso, substituindo os valores de ¢; e ¢ em (), temos e = 5, isto é,
€2

‘, v,
W

¥
R

I

3 4 M,

Para o segundo caso, ficamos com e = 6, mas neste caso |B(M;) A B(Ms)| = 5,7.

]

Teorema 4.20. Seja (My, My) é um 3-par super irredutivel . Se My possui dois lagos e

My apenas um laco, entao

i) My =U 1 ®Ups e My =Uy & Uy, ou

ii) My =2U120U11@ Uy e My =Uy 560Uy @ Upy

Demonstragao. Seja {e1,ea} € L(M;) e {e3} € L(M>), logo {e1, ez} e {es} ndo possui lago
nem colaco em M, e M respectivamente, visto que (My, M) é super irredutivel. Pelo
Teorema 4.6, temos |Bne,(M1)| > 1 e |Bage, e} (Ma)| > 2. Como (M, M) é um 3-par

exato, temos

|Bﬁ63(M1)| =1 e |Bﬂ{e1,ez}(M2)| = 2.
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Desta forma, pelo corolario 4.7, temos

€2 €3

€1
M1 = es e M2 = €1

Além disso, o nimero de colagos de ambas as matroides tem que ser igual por causa do
posto das matroides, e pelo Teorema 4.15, temos que como M; tem dois lagos entao My

terd no méaximo um colago.
Caso 1: M; e M, nao possuem colacos
Neste caso, My = Uy 1 @ Upz e My = Uy, @ Uy, € o item i) segue.
Caso 2: M; e M, possuem um colago cada uma

Sejam ¢ e cp 0s colacos de My e M,, respectivamente. Como toda base de My contém
co, € Ms ja possuem duas bases quem nao sao de My, entao M; tem que conter exatamente
uma base que evita cy, isto é, M, tem exatamente uma base contendo cy, desta forma
r(M{) = 3 e como r(M;) = 2, temos que |E(M;)] =5. Isto &, M1 2 U B U1 @ Ups e

M, =2 Uy 3® U1 @ Uy, e o item ii) ocorre.

Com isto encerramos o caso em que M; e My possuem lacos, e pela invariancia por
dualidade do problema, também concluimos os casos em que as matroides possuem cola-

GOS.
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4.3 Matroides CL-Livre
Nesta se¢ao tratamos de matroides M; e M5 sobre um mesmo conjunto £ que nao possuem
lacos nem colacgos. M; e My com mesmo posto e cuja a cintura é dois.

Definigao 4.21. Dizemos que uma matroide M é CL-livre se nao possuem lagos nem
colagos. Dizemos ainda que o par (M, My) é CL-livre se ambas as matrdides nao possuem

lacos nem colacos.

O proximo Lema caracteriza matroides que possuem no méximo 3 bases contendo um

par de elementos {a,b} C E(M) através do seu posto.

Lema 4.22. Seja M uma matréide CL-Livre. Se X = {a,b} C E(M) é um independente,

entao

(i) Se |B(M/X)| =1, temos que r(M) =2
(ii) Se |B(M/X)| =2, temos que r(M) =3

(iii) Se |B(M/X)| = 3, temos que (M) =3 ou 4

Demonstracao. De fato, se |[B(M/X)| = 1 temos pelo Teorema 4.4, desta forma M/X é

1Isomorma a

)
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logo como M & CL-livre entao temos que se x € L =C(M/X), x € clp(X). Assim

O0=r(M/X)=r(M)—r(X)=r(M) -2

isto é,

r(M) = 2.

Se |B(M/X)| = 2, ainda pelo 4.4(ii), temos que M/X é isomorfa a

Neste caso,

l=r(M/X)=r(M)—r(X)=r(M) -2

isto é,

r(M) = 3.

Por fim, se |B(M/X)| = 3, pelo 4.4(iii) temos que M /X é isomorfa a
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ou

ou seja r(M/X) =1our(M/X) = 2. Desta forma

l=r(M/X)=r(M)—r(X)=r(M)—2

isto é,

ou

2=r(M/X)=r(M) —r(X)=r(M)—-2

isto é,

No proximo Teorema trataremos o caso em que M; e My possuem um circuito {a, b}

em comum.
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Teorema 4.23. Seja (My, My) um S-par exato CL-livre. Se {a,b} € C(M;) N C(Ms),
entao

i) Mi\{a,b} € obtida de M>\{a,b} relazando um circuito hiperplano; ou

ii) Mi\a e Ms\a relaxam a mesma matrdide; ou

iii) N relaza as matrdides Mi\a e Ms\a e essas relaxam a mesma matrdide. Onde N é

uma matrdide tal que B(N) = B(My) N B(Ms); ou
iv) Mi\a ou My\a é um relazamento da outra; ou

v) Euziste {e, f} € C*(M;\a) NC*(Mx\a) tal que Mi\{a,e, f} ou Ms\{a,e, f} é um rela-

xamento da outra; ou

vi) Euxiste {e, f} € C(Mi\a) NC(Ms\a) tal que Mi\a/{e, f} ou Mx\a/{e, f} é um rela-

zamento da outra.

Demonstrac¢ao. Sejam {By, By, B3} € B(M;) A B(Ms) e Py, P, ..., P, as classes em pa-
ralelo comuns as duas matroides. Se P, = {a,b} N {By, B2, B3} = 0 entao |B(M;) A
B(M,)| = |B(Mi\a) & B(M\a)|.

Agora suponha P, N {By, B2, B3} # 0.

Se P, = {a,b, c}, podemos considerar sem perda de generalidade que
a € Bl
BQ = (Bl — CL) ub

B3:<B1—CL)UC.
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Note que | P;| ndo pode conter 4 ou mais elementos, caso contrario teriamos |B(M;) A

B(M,)| > 4.

Observe ainda que see P; N {By, By, B3} # 0 entdo P; N {By, By, B3} = 0, Vj €

{1,2,...,i—1,i+1,...,k}, caso contrario ainda teriamos |B(M;) A B(Ms)| > 4.

Note que (Mi\{a,b}, Mi\{a,b}) é um 1-par exato e usando o resultado de Truemper

concluimos i).

Agora se |P;| = 2, digamos P, = {a,b}. Entao temos que a € B, b € By e B3 nao
intercepta nenhuma classe em paralelo, caso contrario teriamos |B(M;) A B(Ms)| > 4.
Neste caso temos que (M;\a, Ms\a) é um 2-par exato, desta forma usando o resultado o

resultado de Mills obtemos ii) a vi). e o Teorema segue. O

Agora trataremos do caso em que os circuitos de tamanho dois de uma das matroides

sao independente na outra matroide.

Teorema 4.24. Sejam (M, M) um 3-par exato CL — livre, C € Z(M;) N C(Ms) com
|C] =2 e {Xo, X1, X2, X3} uma particao de E(M,). Se |B(M,/C)| =1, entdo

1) {M|X;; Mo X} = {Usz0; Ui 2} para todo i € {1,2,3}; ou

ii) Euwiste classe em paralelo P de M;, para algum i € {1,2}, tal que cada elemento de P

¢ classe em paralelo de Mz —i e Mi\P = M\ P; ou

iii) {M[Xi; Mo|Xi} = {Ur3;Ur2 © Ura}-

Demonstrac¢ao. Pelo Lema 4.22, temos que r(My) = r(M;) = 2. Note que cada X; é

unido de classes em paralelo de M; para algum [ € {1,2}.
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Agora suponha que | X;| = | X3| = | X;3| = 2. Logo cada X; é da forma

Onde P,,, P,, P, sao classes em paralelo de M, para algum [ € {1,2} e |P,,| = |P,|=1¢e
| Py| = 2. Assim,
MllXigUQQ se Xl:PmUPn

ou

Ml’Xi = U1,2 se X; = D;

e como (M7, M) é um 3-par exato segue que

M;_ | X; = Ui

ou

M;s_ | X; = Uss.

E assim
{M1|Xi; M2|Xi} = {U1,2, U2,2}.
E i) segue. Além disso, observe que M;| Xy = M| X,.
Agora suponha que existe uma classe com 3 elementos. Sem perda de generalidade
podemos supor que |X;| = 3. Se X; = P, para alguma classe em paralelo P de M;. Como

(My, M — 2) é um 3-par exato, temos que cada elemento de P é classe em paralelo de

Mj; — . Desta forma, M;\P = M;\P. Se X; = PLU P, U P;. Onde Py, P, P; é classe
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em paralelo unitaria de M;, temos que P = P, U P, U P3 é classe em paralelo de M3 — [.

Desta forma M;\P = M,\P e ii) segue.
Por fim, se X; = P, U P, com P, P, classes em paralelo de M; e |P| =2e |P| =1,
temos que {M;|X1; My| X1} = {U13;U12 @ U1}
O]

Teorema 4.25. Sejam (M, M) um 3-par exato CL-livre e C' € Z(M;) N C(Ms), com
|C| = 2. Se |B(M,/C)| =2, entao |B(My) & B(Ms)| = 2k, para algum k inteiro positivo.

Demonstragao. Seja C' = {a,b}, como por hipotese |B(M;/{a,b})| = 2, temos pelo Lema
4.22 que r(M;) = 3. Sejam B; e B, as bases de M; que contém {a,b}, digamos B; =
{a,b,a} e By = {a,b,5}. Note que L = E(M;) — {a,} é uma linha em M, caso
contrario, ao tomarmos B = {a,b,v}, com v # {«, 5}, teriamos B base de M;, mas s6
existem 2 bases de M; contendo {a,b} que sdo By e Bs. Logo r(M;|L) = 2.

Afirmacgao 1: r(M,|L) < 2.

De fato, suponha que r(Ms|L) > 2, digamos r(M;|L) = 3. Note que todas as bases

de M, sempre contém « ou f3, desta forma como {a, 8} € L, temos
B(Ma|L) € B(M2)\B(M;)

logo |B(M>|L)| = 1, assim pelo Teorema 4.4, temos que M|L = Uy |, j& que Ms|L nao
tem lagos, visto que My é CL-livre. Como 7(Ms|L) = 3, temos Ms|L = Us 3. desta forma
L € B(My;), contradigao pois {a,b} € C(My).

Se r(My|L) = 1, temos Ms|L = Uy;. Assim |[B(M;) & B(Ms)| = 2. E o Teorema

segue. Desta forma, trabalharemos com r(Ms|L) = 2.
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Afirmacgao 2: E(Ms) nao é uma linha de M.

De fato, se a e /3 estdo numa linha entao r(Ms) = 2, contradi¢ao pois r(Msy) = r(M;) =
3. Além disso, se apenas um dos elementos de {«, 8} estd em uma linha, digamos «, entao

[ seria colaco, mas Ms é CL-livre.

Agora vamos analisar as classes de M; que contém a e b, respectivamente. Se as
classes de a e de b em M, nao contém mais nem um outro elemento, teremos em M,
duas bases a menos que eram as que continham {a, b}, e qualquer modificagao feita nas
demais classes resulta em bases geradas ou perdidas aos pares. Se umas das classes de a

ou de b contiver mais um elemento pelo menos, também teremos |B(M;) A B(Ms)| = 2k.

geometricamente temos & b
a b
[
. . . .
L] [ ] '. [

]

Teorema 4.26. Sejam (My, My) um 3-par exato CL-livre e C € IZ(M;) NC(Ms), com
|C| = 2. Se |B(M;/C)| =3, entao M;\C = M\C.

Demonstracao. Seja C = {a,b} € Z(M;) N C(Ms). Se |B(M;/C)| = 3, pelo Lema 4.22,
temos (M) = 3 ou r(M;) = 4.

Caso 1: r(M;) = 3.
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Neste caso, seja By = {a,b,a}, By = {a,b,5} e B3 = {a,b,v} as bases de as bases
de M contendo C. Note que L = E(M;) — {a, 3,7} é uma linha em Mj, caso contrario

teriamos a base B = {a,b,d}, com ¢ # {«, 3,7}, mas s6 existem trés bases contendo
{a,b}.

Afirmacao 1: r(M,|L) = 2.

Note que B(Ms) C B(M,), isto &€ B(M;) — B(Msy) = {By, By, B3}. Se r(Ms|L) = 3,

teriamos que as bases em Mj nao contém nem «, nem 3, nem <, contradicao pois as bases

de M; contém «, (3, ou 7.
E segue que M;\C = My\C.
Caso 2: r(M;) = 4.

Sejam By = {a,b,«, 5}, By = {a,b,a,7} e B3 = {a,b, 5,7} as bases de M; contendo
C'. Neste caso também temos B(M,) C B(M,), isto é B(M,) — B(Ms) = {By, By, Bs}.
Usando a mesma justificativa do Caso 1, temos que L = E(M;) — {a, 8,7} é linha de
M.

Além disso, vamos provar que L também é linha de Ms. Suponha que r(M|L) > 3.
Logo as bases de M, cotém apenas um dos elementos {a, 3,7} ou ndo contém nenhum dos

trés, uma contradi¢ao poia as bases de M; contém pelo menos dois elementos de {«, 5,7}.

Desta forma M;\C' = M,\C.
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