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Resumo

No contexto de modelos de regressão, em alguns casos é comum o fenô-
meno da superdispersão, que ocorre quando a variância observada dos dados
excede aquela prevista por um modelo. Assim, Dey et al. (1997) desenvol-
veram os modelos lineares generalizados com superdispersão (MLGSs), con-
siderando um modelo de regressão adicional para o parâmetro de dispersão,
que é incorporado na função de variância. Desta forma, os MLGSs permitem
modelar, simultaneamente, a média e a dispersão no contexto dos modelos
lineares generalizados (MLGs) de Nelder e Wedderburn, 1972. Além disso,
os MLGSs caracterizam-se por ser uma classe de modelos mais geral que os
modelos lineares generalizados duplos (Smyth, 1989). Nesta dissertação são
propostas técnicas de diagnósticos para os MLGSs, sendo desenvolvidas as
técnicas de alavancagem generalizada, análise de resíduos, in�uência global,
como também o método de in�uência local, este avaliado sob três esquemas
de perturbação. Por �m, é apresentada uma análise grá�ca por meio de dados
simulados.

Palavras chave: Alavancagem generalizada, In�uência global, In�uência lo-
cal, Modelos lineares generalizados com superdispersão, Resíduos.
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Abstract

The phenomenon of overdispersion, which is common in some cases of
regression models, occurs when the variance of the response variable exceeds
the nominal variance predicted by standard generalized linear models (GLMs).
With this problem in mind, Dey et al. (1997) developed the overdispersed ge-
neralized linear models (OGLMs), considering an additional regression model
for a scale parameter which is incorporated in the variance function. That
is, the OGLMs allow the mean and dispersion to be modeled simultaneously
in a generalized linear model context developed by Nelder and Wedderburn,
1972. Furthermore, the OGLMs are considered a more general model class
than the double generalized linear models (Smyth, 1989). In this dissertation,
diagnostic methods for the OGLMs are proposed, along with the development
of techniques of generalized leverage, analysis of residuals, global in�uence
and local in�uence, on which three perturbation schemes are used. At last,
a graphical analysis through simulated data is used to illustrate the theories
presented.

Keywords: Generalized leverage, Global in�uence, Local in�uence, Overdis-
persed generalized linear models, Residuals.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Introdução

Durante muito tempo, os modelos normais lineares foram utilizados para des-

crever a maioria dos fenômenos aleatórios. Com o avanço da teoria dos mode-

los de regressão, Nelder e Wedderburn (1972) propuseram os modelos lineares

generalizados (MLGs), em que a ideia básica destes modelos consiste em abrir

o leque de opções para a distribuição da variável resposta, permitindo que a

mesma pertença à família exponencial de distribuições, bem como dar maior

�exibilidade para a relação funcional entre a média da variável resposta e o

preditor linear η, por meio da função de ligação, esta caracterizada por ser

uma função conhecida, monótona e diferenciável.

No contexto de modelos de regressão, em alguns casos é comum o fenô-

meno da superdispersão, cuja ocorrência é caracterizada quando a variação

observada dos dados excede aquela prevista por um MLG, particularmente em

relação às distribuições binomial e de Poisson. Assim, Dey et al. (1997) de�ni-

ram a classe dos modelos lineares generalizados com superdispersão (MLGSs),

adicionando um modelo de regressão para o parâmetro de dispersão, que é in-

corporado na função de variância, de modo que a superdispersão é modelada

por meio de uma componente sistemática. Ou seja, os MLGSs permitem que

a média e a dispersão sejam modeladas simultaneamente em um contexto dos

modelos lineares generalizados. Desta forma, os MLGSs possuem duas com-

ponentes sistemáticas, uma para modelar a média e outra para a dispersão.

Na literatura, alguns estudos encontrados acerca dos MLGSs são: Cordeiro

e Botter (2001), que apresentaram as fórmulas para os cálculos dos vieses

para os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros, e Cordeiro
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1.2 OBJETIVOS

et al. (2006), que derivaram correção de Bartlett para os MLGSs. Ainda deve

ser ressaltado que não há estudos sobre técnicas de diagnóstico dos MLGSs

na literatura. Sendo assim, o presente trabalho vem preencher esta lacuna,

tornando-se pioneiro em explorar tal área nessa classe de modelos.

1.2 Objetivos

Nesta dissertação são apresentados os aspectos inferenciais dos modelos linea-

res generalizados com superdispersão, assim como técnicas de diagnóstico do

modelo estudado. Como objetivos especí�cos, pode-se destacar:

• Aplicar a metodologia de alavancagem generalizada aos MLGSs;

• Propor resíduos para a veri�cação das suposições do modelo, como tam-

bém para o estudo de observações atípicas;

• Apresentar medidas de in�uência global para os MLGSs;

• Desenvolver a metodologia de in�uência local nos MLGSs para avaliar

as estimativas de máxima verossimilhança, considerando diferentes es-

quemas de perturbação.

1.3 Estrutura da Dissertação

Esta dissertação encontra-se dividida em cinco capítulos. No Capítulo 2 é

apresentado um conceito geral de superdispersão, com suas possíveis causas

e consequências. Além disso, são de�nidos os modelos lineares generalizados

com superdispersão desenvolvidos por Dey et al. (1997), algumas distribuições

pertencentes à esta classe de modelos, assim como seus aspectos inferenciais,

tais como função escore, informação de Fisher e estimação dos parâmetros. No

Capítulo 3 encontram-se as principais contribuições teóricas desta dissertação,

em que são desenvolvidas técnicas de diagnósticos para os MLGSs, tais como:

alavancagem generalizada, resíduos, in�uência global e in�uência local. No

Capítulo 4 é realizada uma análise grá�ca com dados simulados com o intuito

de apresentar as técnicas de diagnóstico desenvolvidas nesta dissertação. Por

último, no Capítulo 5 são feitas as considerações �nais deste trabalho.
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1.4 SUPORTE COMPUTACIONAL

1.4 Suporte Computacional

No Capítulo 4, referente à análise grá�ca via dados simulados, todos os cál-

culos foram realizados a partir da linguagem matricial de programação Ox

(versão 6.20) para o sistema operacional Windows. Ox é uma linguagem com

orientação a objetos, desenvolvida por Jurgen Doornick. Uma das maiores

vantagens dessa linguagem é possuir ampla biblioteca numérica, tornando-

se muito útil para a área de computação cientí�ca. Para �ns acadêmicos,

Ox pode ser obtido gratuitamente, em sua versão Console, por meio do link

http://www.doornick.com, em que é possível encontrá-lo disponível para

download em diferentes plataformas computacionais. Mais informações, ver

Doornick (2009).

Para a confecção de grá�cos foi utilizado o software gratuito R em sua

versão 2.15.1 para o sistema operacional Windows, que pode ser obtido no en-

dereço http://www.r-project.org. O software R é um ambiente para com-

putação cientí�ca e grá�ca baseado no software S, sendo amplamente utilizado

por pesquisadores de diversas áreas do conhecimento.

Por �m, acrescenta-se que toda a dissertação foi redigida por meio do

TeXnicCenter do sistema tipográ�co LATEX, que consiste em uma série de

macros e rotinas baseadas no sistema TEX, criado por Donald Knuth. Detalhes

sobre o sistema de tipogra�a LATEXpodem ser encontrados em Mittelbach et al.

(2004), como também por meio do site http://www.tex.ac.uk/CTAN/latex.

3



Capítulo 2

Modelos Lineares Generalizados

com Superdispersão

2.1 Introdução

Os modelos lineares generalizados (MLGs) têm sido uma classe padrão de

modelos para análise de dados. Contudo, em algumas aplicações, a presença de

heterogeneidade em amostras é muito grande para ser explicada pela função de

variância simples implícita nos modelos examinados. Utilizando uma família

exponencial biparamétrica, que é superdispersada em relação a uma especí�ca

família exponencial uniparamétrica, é possível a criação de classes de modelos

lineares generalizados com superdispersão (MLGSs), que são analiticamente

atraentes, estes de�nidos por Dey et al. (1997). Cordeiro e Botter (2001)

derivaram fórmulas gerais para os vieses de segunda ordem das estimativas de

máxima verossimilhança dos MLGSs e Cordeiro et al. (2006) desenvolveram

correção de Bartlett para tal classe de modelos.

2.2 Superdispersão

Na aplicação de modelos lineares generalizados, principalmente em modela-

gem de dados binários agrupados e dados de contagem, como por exemplo as

distribuições binomial e Poisson em que φ = 1, para um bom ajuste do modelo

é esperado que o desvio seja aproximadamente igual aos graus de liberdade.

Se o desvio é maior que os graus de liberdade, há dois cenários possíveis para

se considerar:

(i) Há simplesmente ummau ajuste do modelo, dentre algumas razões como:

termos ou variáveis omitidas no preditor linear; relação incorreta entre

4



2.3 DEFINIÇÃO

a média e as variáveis explicativas, isto é, pode haver um erro na função

de ligação ou uma necessidade de transformar uma ou mais variáveis

explicativas; e ainda, a presença de outliers.

(ii) A variação observada pode exceder aquela predita pelo modelo e este

fenômeno é denominado superdispersão.

Segundo Paula (2012), diferentes circunstâncias podem causar um valor

alto para o desvio. Algumas delas representam uma superdispersão aparente.

Por exemplo, alguns pontos aberrantes podem aumentar substancialmente o

valor do desvio e a simples eliminação desses pontos pode reduzir as evidências

de superdispersão. Outra causa aparente de superdispersão é a ausência de

algum termo extra na componente sistemática do modelo.

Hinde e Demétrio (1998) apontam diferentes causas possíveis de superdis-

persão, tais como: variabilidade do experimento, correlação entre respostas

individuais, amostragem por cluster, agregação em dados de nível, ou até

mesmo a omissão de variáveis não observadas. Em algumas circunstâncias, a

causa da superdispersão pode ser aparente a partir da natureza do processo

de coleta dos dados, embora diferentes causas do fenômeno da superdispersão

possam levar a um mesmo modelo, tornando-se difícil inferir a causa precisa

que conduza à superdispersão. Com isso, torna-se necessário estudar medidas

de diagnóstico, que são ferramentas importantes para detectar o fenômeno.

Caso seja identi�cada a presença de superdispersão e esta não seja levada

em consideração nas análises, tal fato poderá acarretar em consequências pre-

judiciais ao modelo. Inicialmente, os erros padrões obtidos do modelo estarão

incorretos e podem ser seriamente subestimados e consequentemente pode-se

avaliar incorretamente a signi�cância individual dos parâmetros de regressão.

Ainda, as mudanças no desvio associado com os termos do modelo irão tam-

bém ser muito grande e isto conduzirá à seleção de modelos extremamente

complexos. Finalmente, a interpretação do modelo será incorreta, podendo

prejudicar quaisquer previsões.

2.3 De�nição

Dey et al. (1997) de�niram uma classe de modelos lineares generalizados

com superdispersão (MLGSs) em que as variáveis aleatórias Y1, . . . , Yn são

5



2.3 DEFINIÇÃO

independentes e cada Y` tem função densidade (ou de probabilidade) na família

exponencial bidimensional de distribuições dada por

π(y;µ, φ) = A(y) exp{(y − µ)ψ(1,0)(µ, φ) + φT (y) + ψ(µ, φ)}, (2.1)

em queA(·), T (·) e ψ(·, ·) são funções conhecidas. Além disso, seja ψ(r,s)(µ, φ) =

∂r+sψ(µ, φ)/∂µr∂φs (r, s ≥ 0). A média e a variância de Y são dadas, respec-

tivamente, por

E(Y ) = µ e Var(Y ) = ψ(2,0)−1

.

E, ainda,

E{T (Y )} = −ψ(0,1) e Var{T (Y )} = ψ(1,1)2ψ(2,0)−1

− ψ(0,2). (2.2)

Tem-se também que E{(Y − µ)T (Y )} = −ψ(1,1)ψ(2,0)−1
.

Para esclarecimento de notação, vale ressaltar que para r = 1 e s = 0 tem-

se ψ(1,0), que corresponde à primeira derivada da função ψ(µ, φ) em relação à

µ e ψ(0,1) (r = 0 e s = 1) equivale à primeira derivada da função ψ(µ, φ) em

relação à φ, seguindo o mesmo raciocínio para as demais ordens de derivação

de µ e φ.

É fácil mostrar que E
(
∂2 log π
∂µ∂φ

)
= 0, isto é, que os parâmetros µ e φ são

ortogonais, conforme Cox e Reid (1987). Gelfand e Dalal (1990) mostram

que, se T (Y ) é convexa e (2.1) é integrável em y, mantendo a média µ �xa,

então a variância de Y será acrescida em φ. Ou seja, se φ cresce, a Var(Y )

também sofrerá um aumento. Portanto, φ pode ser considerado um parâmetro

de dispersão.

Os MLGSs são de�nidos por (2.1) e pelas componentes sistemáticas f(µ) =

η = Xβ e g(φ) = τ = Sγ, em que X e S são matrizes n× p e n× q de postos
completos p e q, respectivamente, β = (β1, . . . , βp)

> e γ = (γ1, . . . , γq)
> são

vetores de parâmetros desconhecidos a serem estimados, f(·) e g(·) são fun-

ções monótonas contínuas conhecidas, pelo menos duas vezes diferenciáveis,

denominadas funções de ligação da média e dispersão, respectivamente. Para

ajustar um MLGS, é necessário uma escolha adequada destas funções de liga-

ção. Cordeiro e Botter (2001) e Cordeiro et al. (2006) sugerem, por exemplo,

escolher g(φ) = logφ.
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2.4 ALGUMAS DISTRIBUIÇÕES PERTENCENTES À CLASSE DOS
MLGSS

Para um dado MLGS há o interesse de se estimar, simultaneamente, os

parâmetros β e γ, desde que eles representem os efeitos das variáveis expli-

cativas sobre a resposta média e o parâmetro de dispersão, respectivamente.

Seja y1, . . . , yn valores amostrais das respectivas variáveis aleatórias Y1, . . . , Yn,

então o logaritmo da função de verossimilhança é dado por

`(β,γ) =
n∑
`=1

{(y` − µ`)ψ(1,0)(µ`, φ`) + φ`T (y`) + ψ(µ`, φ`)}+
n∑
`=1

logA(y`).

(2.3)

2.4 Algumas distribuições pertencentes à classe

dos MLGSs

Nesta Seção são apresentadas algumas distribuições de probabilidade perten-

centes à classe dos modelos lineares generalizados com superdispersão. Na

sequência, a distribuição passeio aleatório foi descrita com maiores detalhes

por ser utilizada para ajustar dados simulados no Capítulo 4.

Passeio Aleatório

A distribuição passeio aleatório (Wise, 1966; Wasan, 1968) trata-se de uma

distribuição especial dos MLGSs, porém não é membro dos modelos lineares

generalizados e modelos lineares duplos (Cordeiro e Botter, 2001; Cordeiro

et al., 2006). É possível construir uma variável aleatória Y com distribuição

passeio aleatório, em que Y = 1/Z, sendo Z uma variável aleatória com

distribuição inversa Gaussiana (Cordeiro e Botter, 2001; Johnson et al., 1994,

p.282).

Se Y tem distribuição passeio aleatório com parâmetros θ e δ, sua função

densidade de probabilidade é dada por

π(y; θ, δ) =

(
δ

2πy

)1/2

exp

{
−δy

2
+
δ

θ
− δ

2θ2y

}
, (2.4)

com y > 0, θ > 0, δ > 0.

A média e variância de Y são dadas, respectivamente, por

E(Y ) = µ =
1

θ
+

1

δ
e Var(Y ) =

1

(θδ)
+

2

δ2
.
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2.4 ALGUMAS DISTRIBUIÇÕES PERTENCENTES À CLASSE DOS
MLGSS

Para escrever (2.4) na forma da equação (2.1) por meio da parametrização

da média, de�ne-se φ = −δ/(2θ2) e

ψ(µ, φ) = 2(−φ)1/2{(2µ− φ)1/2 − (−φ)1/2}−1 +
1

2
log 2

− log{(2µ− φ)1/2 − (−φ)1/2} − µ{(2µ− φ)1/2 − (−φ)1/2}−2,

(2.5)

em que µ e φ são parâmetros ortogonais.

Substituindo µ = 1/θ + 1/δ e φ = δ/(2θ2) em (2.1), após algumas mani-

pulações algébricas, é possível obter as seguintes quantidades:

A(y) =

(
1

2πy

)1/2

,

ψ(1,0)(µ, φ) = −δ
2
,

T(y) =
1

y
,

ψ(µ, φ) =
δ

θ
+

1

2
log δ − δ

2θ
− 1

2
.

Assim, determinam-se todas as componentes da distribuição passeio alea-

tório sob a forma dos MLGSs. As derivadas da função ψ(µ, φ) dada em (2.5)

utilizadas nessa dissertação encontram-se no Apêndice B.1. Ressalta-se ainda

que o cálculo, considerando o modelo passeio aleatório, para a obtenção das

matrizes M1, M2, Φ1 e Φ2 de�nidas em (2.10), pode ser visto no Apêndice

B.2.

Além da distribuição passeio aleatório, Previdelli (2005) apresentou as dis-

tribuições inversa Gaussiana generalizada, família exponencial dupla e Poisson

dupla como pertencentes à classe de modelos aqui estudada, sendo estas des-

critas a seguir.

Inversa Gaussiana Generalizada

Introduzida por Good (1953) e estudada por Wise (1971, 1975), trata-se de

uma importante generalização da distribuição inversa Gaussiana. A função

densidade de probabilidade da distribuição inversa Gaussiana generalizada usa

os parâmetros ψ, χ e λ e é dada por

8



2.4 ALGUMAS DISTRIBUIÇÕES PERTENCENTES À CLASSE DOS
MLGSS

π(y;ψ, χ, λ) =
(ψ/χ)λ/2

2Kλ(
√
ψχ)

yλ−1 exp

{
−1

2
(χy−1 + ψy)

}
, y > 0;ψ, χ > 0,

(2.6)

em que Kλ(·) é a função Bessel modi�cada de terceira ordem. São casos

especiais de (2.6) as seguintes distribuições:

• Gama (χ = 0, λ > 0),

• Recíproca gama (ψ = 0, λ < 0),

• Inversa Gaussiana (λ = −1/2),

• Recíproca da inversa Gaussiana (λ = 1/2),

• Hiperbólica (λ = 0).

A média e a variância de Y são dadas, respectivamente, por

E(Y ) =

(
χ

ψ

)1/2
Kλ+1(

√
ψχ)

Kλ(
√
ψχ)

e

Var(Y ) =

(
χ

ψ

)[
Kλ+2(

√
ψχ)

Kλ(
√
ψχ)

−
(
Kλ+1(

√
ψχ)

Kλ(
√
ψχ)

)2
]
.

Mais informações sobre a distribuição inversa Gaussiana generalizada po-

dem ser obtidas de Jφrgensen (1982).

Família Exponencial Dupla

Nas famílias exponenciais uniparamétricas tais como a binomial e Poisson,

a variância é uma função da média, sendo comum neste caso o fenômeno da

superdispersão. Famílias exponenciais duplas permitem a introdução de um

segundo parâmetro que controla a variância independentemente da média.

Estas famílias ainda compartilham as propriedades da família exponencial

simultaneamente para os parâmetros média e dispersão.

Inicialmente, considere a função de densidade da família exponencial uni-

paramétrica dada por Efron (1986)

g(y;µ, n) = exp{n[ηy − ψ(µ)]}[dG(y;n)], (2.7)

9



2.4 ALGUMAS DISTRIBUIÇÕES PERTENCENTES À CLASSE DOS
MLGSS

em que µ = E(Y ); η é uma função monótona de µ; ψ(µ) é uma função

normalizadora, escolhida de tal forma que a integral da densidade seja 1;

G(y;n) é uma medida conhecida; e n é o tamanho da amostra.

A partir da família exponencial dada em (2.7), a família com função de

densidade

π(y;µ, θ, n) = c(µ, θ, n)θ1/2{g(y;µ, n)}θ{g(y;n)}1−θ[dG(y;n)] (2.8)

é chamada família exponencial dupla com parâmetros µ, θ e n. A constante

c(µ, θ, n) é de�nida de tal forma que
∫∞
−∞ π(y;µ, θ, n)dG(y;n) = 1. Ao usar

(2.8) em análise de regressão, os parâmetros desconhecidos µ e θ poderão ser

estimados a partir dos dados. É possível destacar ainda que a densidade (2.8)

possui média e variância dadas, aproximadamente, por

E(Y ) = µ e Var(Y ) =
V (µ)

nθ
,

em que V (µ) é a função de variância.

Por �m, destaca-se que os MLGSs englobam a família exponencial dupla

apresentada por Efron (1986) e, assim, todas as distribuições pertencentes

às famílias binomial, gama e Poisson dupla podem ser escritas sob a forma

dos MLGSs. Ressalta-se ainda que, embora a distribuição binomial negativa

seja bastante utilizada para casos em que há superdispersão, a mesma não

pertence à classe dos MLGSs.

Poisson Dupla

Suponha que g(y;µ, n) em (2.7) é a função densidade de probabilidade

g(y;µ) =
exp−µ µy

y!
, (2.9)

com y = 0, 1, . . . . Segundo Efron (1986), o tamanho amostral n foi suprimido

da equação (2.9) por uma simples razão: a família Poisson é fechada sob

convoluções, então g(y;µ, n) é a mesma família para todos os valores de n.

Assim, a função densidade de probabilidade aproximada para a família Poisson

dupla é dada por

π(y;µ, θ) = (θ1/2e−θµ)

(
e−yyy

y!

)(
eµ

y

)θy
,

10



2.5 ASPECTOS INFERENCIAIS

y = 0, 1, 2, . . . .

A média e a variância de Y são dadas, respectivamente, por

E(Y ) = µ e Var(Y ) =
µ

θ
.

2.5 Aspectos inferenciais

2.5.1 Função Escore

A seguir, são introduzidas algumas notações necessárias no cálculo da função

escore e matriz de informação de Fisher para os modelos lineares generalizados

com superdispersão. Para tanto, seja

mi` =
∂iµ`
∂ηi`

,

φi` =
∂iφ`
∂τ i`

,

Ψ(r,s) = diag{ψ(r,s)
1 , . . . , ψ(r,s)

n },

Mr = diag{mr1, . . . ,mrn},

Φr = diag{φr1, . . . , φrn}, (2.10)

em que mi` e φi` denotam, respectivamente, a i-ésima derivada das funções

de ligação inversa µ = f−1(η) e φ = g−1(τ ), para i = 1, 2 e ` = 1, . . . , n. As

matrizes Ψ(r,s), Mr e Φr são de ordem n× n, em que, para as duas últimas,

r = 1, 2. E ainda, ψ(r,s)
` = ∂r+sψ(µ`, φ`)/∂µ

r
`∂φ

s
`, r, s ≥ 0, ` = 1, . . . , n.

A função escore para β e γ é particionada em duas submatrizes, uma para

cada parâmetro aqui considerado, e é dada por

U = U(β,γ) =

(
∂`(β,γ)/∂β
∂`(β,γ)/∂γ

)
=

(
X>Ψ(2,0)M1(y − µ)

S>Φ1ν

)
, (2.11)

em que (y − µ) = ((y1 − µ1), . . . , (yn − µn))> e ν = (v1, . . . , vn)>, com v` =

(y` − µ`)ψ(1,1)
` + T (y`) + ψ

(0,1)
` , ` = 1, . . . , n.

11



2.5 ASPECTOS INFERENCIAIS

2.5.2 Informação de Fisher

Matriz de Informação Observada de Fisher

Seja −L̈θθ a matriz de informação observada de Fisher para θ = (β>,γ>)>,

avaliada em θ = θ̂. Após algumas manipulações algébricas envolvendo dife-

renciação de matrizes, é obtido

L̈θθ =
∂2`(θ)

∂θ∂θ>
=

(
L̈ββ L̈βγ

L̈γβ L̈γγ

)
, em que

L̈ββ = X>
[
Ψ(3,0)M2

1D(r)−Ψ(2,0)M2
1 + Ψ(2,0)M2D(r)

]
X,

L̈βγ = X>D(r)Ψ(2,1)Φ1M1S,

L̈γβ = S>D(r)Ψ(2,1)Φ1M1X = (L̈βγ)
−1,

L̈γγ = S>
[
Φ2D(r)Ψ(1,1) + Φ2D(T) + Φ2Ψ

(0,1) + Φ2
1D(r)Ψ(1,2) + Φ2

1Ψ
(0,2)
]

S,

(2.12)

sendo D(r) = diag{(y1−µ1), . . . , (yn−µn)} e D(T) = diag{T (y1), . . . , T (yn)}.
As matrizes L̈ββ, L̈βγ, L̈γβ e L̈γγ são de ordem p× p, p× q, q× p e q× q, res-
pectivamente. Assim, a matriz de informação observada, também conhecida

como matriz de informação local, possui ordem (p+ q)× (p+ q).

Matriz de Informação Esperada de Fisher

A matriz de informação esperada de Fisher é bloco-diagonal dada por

Kθ,θ = K(β, γ) = E(−L̈θθ) =

(
Kβ,β 0

0 Kγ,γ

)
,

em que Kβ,β = X>Ψ(2,0)M2
1X e Kγ,γ = −S>Ψ(0,2)Φ2

1S são as matrizes de

informação para β e γ, respectivamente. Logo, os parâmetros β e γ são glo-

balmente ortogonais e seus estimadores de máxima verossimilhança (EMVs) β̂

e γ̂ são assintoticamente independentes. Ao avaliar K−1θ,θ nestes EMVs, tem-se

uma estimativa da matriz de variância-covariância assintótica de β̂ e γ̂.

O cálculo detalhado da função escore, assim como das matrizes de infor-

mação observada e esperada de Fisher, encontram-se no Apêndice A.
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2.5 ASPECTOS INFERENCIAIS

2.5.3 Estimação dos parâmetros

Nos MLGSs, a obtenção dos EMVs β̂ e γ̂ é feita por meio da maximização

numérica do logaritmo da função de verossimilhança da distribuição de pro-

babilidade dada em (2.3). Assim, pode-se utilizar um método de otimização

não-linear, que consiste em encontrar o máximo de uma função por meio de

algoritmos iterativos, via métodos gradientes, tais como: Newton-Raphson,

scoring de Fisher, métodos quasi -Newton (DFP e BFGS), entre outros. Mais

detalhes sobre métodos de otimização podem ser encontrados em Nocedal e

Wright (1999, Capítulos 8 e 19) e Frery e Cribari-Neto (2005).

O processo iterativo de Newton-Raphson para a obtenção da estimativa de

máxima verossimilhança de θ = (β>,γ>)> é de�nido expandindo-se a função

escore U(θ) em série de Taylor, a partir de um valor inicial θ(0), tal que

U(θ) ∼= U(θ(0)) + U′(θ(0))(θ − θ(0)),

em que U′(θ) denota a primeira derivada de U(θ) com respeito a θ. Assim,

repetindo-se o procedimento acima, chega-se ao processo iterativo no (m+1)-

ésimo passo, que �ca dado por

θ(m+1) = θ(m) + {−U′(θ(m))}−1U(θ(m)),

com m = 0, 1, . . . . Como a matriz −U′(θ) pode não ser positiva de�nida,

a aplicação do método scoring de Fisher substituindo a matriz −U′(θ) pelo

correspondente valor esperado, pode ser mais conveniente. Isso resulta no

seguinte processo iterativo:

θ(m+1) = θ(m) + K−1θ,θU(θ(m)),

m = 0, 1, . . . .

Em notação matricial, o processo iterativo acima corresponde às seguintes

equações para estimar β e γ iterativamente(
β(m+1)

γ(m+1)

)
=

(
β(m)

γ(m)

)
+

(
Kβ,β 0

0 Kγ,γ

)(
U(β(m))
U(γ(m))

)
,

ou seja,
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2.5 ASPECTOS INFERENCIAIS

β(m+1) = β(m) + K−1
(m)

β,β U(β(m)) (2.13)

e

γ(m+1) = γ(m) + K−1
(m)

γ,γ U(γ(m)), (2.14)

m = 0, 1, . . . .

Substituindo

K−1
(m)

β,β = (X>Ψ(2,0)(m)

M
(m)2

1 X)−1 e U(β(m)) = X>Ψ(2,0)(m)

M
(m)
1 (y − µ)

na equação (2.13) acima, segue que

β(m+1) = β(m) + (X>Ψ(2,0)(m)

M
(m)2

1 X)−1X>Ψ(2,0)(m)

M
(m)
1 (y − µ)

= (X>Ψ(2,0)(m)

M
(m)2

1 X)−1X>Ψ(2,0)(m)

M
(m)2

1 [Xβ(m) + M
(m)−1

1 (y − µ)]

= (X>Ψ(2,0)(m)

M
(m)2

1 X)−1X>Ψ(2,0)(m)

M
(m)2

1 ξ
(m)
1 ,

em que ξ1 = η + M−1
1 (y − µ), sendo η = Xβ e m = 0, 1, . . . .

Analogamente para γ, substituindo-se

K−1
(m)

γ,γ = (−S>Ψ(0,2)(m)

Φ
(m)2

1 S)−1 e U(γ(m)) = S>Φ
(m)
1 ν

na equação (2.14), tem-se que

γ(m+1) = γ(m) + (−S>Ψ(0,2)(m)

Φ
(m)2

1 S)−1S>Φ
(m)
1 ν

= (−S>Ψ(0,2)(m)

Φ
(m)2

1 S)−1(−S>Ψ(0,2)(m)

Φ
(m)2

1 )[Sγ(m) −Ψ(0,2)−1

Φ−11 ν]

= (−S>Ψ(0,2)(m)

Φ
(m)2

1 S)−1(−S>Ψ(0,2)(m)

Φ
(m)2

1 )ξ
(m)
2 ,

em que ξ2 = τ − Ψ(0,2)−1

Φ−11 ν, sendo τ = Sγ e ν = (v1, . . . , vn)>, com

v` = (y` − µ`)ψ(1,1)
` + T (y`) + ψ

(0,1)
` , m = 0, 1, . . . e ` = 1, . . . , n.

Considerando W
(m)
ββ = Ψ(2,0)(m)

M
(m)2

1 e W
(m)
γγ = −Ψ(0,2)(m)

Φ
(m)2

1 , para

m = 0, 1, . . . chega-se a um processo iterativo de mínimos quadrados repon-

derados, que �ca dado por
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β(m+1) = (X>W
(m)
ββ X)−1X>W

(m)
ββ ξ

(m)
1 ,

γ(m+1) = (S>W(m)
γγ S)−1S>W(m)

γγ ξ
(m)
2 , (2.15)

m = 0, 1, . . ., ξ1 = η + M−1
1 (y − µ) e ξ2 = τ − Ψ(0,2)−1

Φ−11 ν, com ν =

(v1, . . . , vn)>, sendo v` = (y` − µ`)ψ(1,1)
` + T (y`) + ψ

(0,1)
` , ` = 1, . . . , n.

Note que ξ1 e ξ2 em (2.15) desempenham o papel de uma variável depen-

dente modi�cada, enquanto Wββ e Wγγ correspondem a uma matriz de pesos

que muda a cada passo do processo iterativo.

Em termos gerais, tem-se que fazer a regressão da variável dependente

modi�cada (ξ>1 , ξ
>
2 )> sob a matriz modelo (X,S) com os pesos modi�cados

de�nidos por

W =

(
Wββ Wβγ

Wγβ Wγγ

)
=

(
Ψ(2,0)M2

1 0

0 −Ψ(0,2)Φ2
1

)
.
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Capítulo 3

Técnicas de Diagnóstico nos

MLGSs

Um ajuste de regressão é uma representação de alguns aspectos dos dados.

No entanto, uma única observação pode provocar distorções na interpreta-

ção dos coe�cientes do modelo, assim como exercer um efeito desproporcional

no ajuste, levando muitas vezes a conclusões errôneas quanto aos resultados

inferenciais. Na área de modelagem, uma etapa importante é a análise de

diagnóstico, que consiste em veri�car possíveis afastamentos das suposições

feitas para o modelo, assim como a existência de observações extremas que

exerçam alguma interferência desproporcional nos resultados do ajuste. Esta

etapa teve seu início com a análise de resíduos para avaliar a adequação da

distribuição proposta da variável resposta, assim como detectar pontos aber-

rantes entre o conjunto de dados.

Neste Capítulo são apresentadas algumas técnicas de diagnósticos para

os modelos lineares generalizados com superdispersão, sendo esta a principal

contribuição desta dissertação por não haver estudos anteriores que aborde

este tema quanto à referida classe de modelos. Inicialmente, na Seção 3.1,

é tratado o conceito de alavancagem generalizada, sob a abordagem de Wei,

Hu e Fung (1998), em que eles generalizam a de�nição de pontos de alavanca

para modelos gerais. Na Seção 3.2 é apresentada a análise de resíduos para os

MLGSs e em seguida, na Seção 3.3, a técnica de deleção de pontos (in�uência

global), esta inicialmente introduzida por Cook (1977) para modelos normais

lineares e posteriormente estendida para diversas classes de modelos. Por

�m, na Seção 3.4, é estudada a metodologia de in�uência local proposta por

Cook (1986), em que a ideia básica consiste em avaliar a in�uência conjunta
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das observações sob pequenas perturbações nos dados ou no próprio modelo.

Mais referências sobre métodos de diagnóstico podem ser encontradas em

Paula (2012).

3.1 Alavancagem Generalizada

Pontos de alavanca são aqueles que têm grande in�uência no próprio valor

ajustado e a presença destes causa aumento na variabilidade da previsão.

Tais pontos se caracterizam também por ter um per�l diferente dos demais

no que diz respeito aos valores das variáveis explicativas do modelo, em que,

dependendo da localização, esses pontos podem exercer forte in�uência nas

estimativas da variância dos coe�cientes de regressão. Assim, o conceito de

alavancagem é um dos componentes chaves da análise de diagnóstico em mode-

los de regressão linear, em que a ideia principal é avaliar a in�uência de yi sobre

o próprio valor predito. Uma forma de medir essa in�uência é por meio da

derivada ∂ŷi/∂yi, que coincide com hii no caso normal linear, em que hii repre-

senta o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz de projeção (também

conhecida como matriz hat ou matriz chapéu) H = X(X>X)−1X> e X é a

matriz modelo. A matriz H caracteriza-se por ser simétrica e idempotente, em

que esta última propriedade resulta na seguinte relação: posto(H) = tr(H).

A alavancagem generalizada de um estimador é de�nida em modelos de

regressão como uma medida da importância de observações avaliadas indi-

vidualmente. Wei, Hu e Fung (1998) derivaram um simples mas poderoso

resultado, desenvolvendo uma expressão explícita para alavancagem, partindo

do ponto de vista de que hii = ∂ŷi/∂yi re�ete mais diretamente a in�uência

de yi no ajuste.

Seja y = (y1, . . . , yn)> um vetor de respostas observadas com função den-

sidade de probabilidade π(y;θ), onde θ é um vetor de parâmetros desconhe-

cidos. A esperança de y, µ = E(y), pode ser expressa como µ = µ(θ). Seja

θ̂ = θ̂(y) o estimador de máxima verossimilhança de θ, então ŷ = µ(θ̂) é o

vetor de respostas preditas. Segundo Wei, Hu e Fung (1998), a alavancagem

generalizada de θ̂, ∂ŷ/∂y> é de�nida como

GL(θ̂) = {(Dθ)(−L̈θθ)
−1(L̈θy)}|θ=θ̂, (3.1)

em que Dθ = ∂µ/∂θ>, L̈θθ = ∂2`(θ)/∂θ∂θ> e L̈θy = ∂2`(θ)/∂θ∂y>, com
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3.1 ALAVANCAGEM GENERALIZADA

`(θ) = `(β,γ) de�nida em (2.3).

Na Seção 2.3 encontra-se de�nido L̈θθ. Sendo Dµ
θ = (Dµ

β,D
µ
γ), tem-se que

∂µ`
∂βr

=
∂µ`
∂η`
· ∂η`
∂βr

= m1`(r)` e
∂µ`
∂γR

=
∂µ`
∂η`
· ∂η`
∂γR

= 0,

em que r = 1, . . . , p, R = 1, . . . , q e ` = 1, . . . , n.

Assim, em forma matricial,

Dµ
θ = (M1X,0), (3.2)

em que M1 = diag{m11, . . . ,m1n}, com m1` = ∂µ`/∂η`, ` = 1, . . . , n.

A matriz L̈θy é de�nida como

L̈θy =

[
L̈βy

L̈γy

]
,

sendo L̈βy = ∂2`(θ)/∂β∂y> e L̈γy = ∂2`(θ)/∂γ∂y>.

A derivada de `(θ) em relação a βr é

∂`(θ)

∂βr
=

n∑
`=1

{
ψ

(2,0)
` (y` − µ`)m1`(r)`

}
,

em que ψ(2,0)
` = ∂2ψ(µ`, φ`)/∂µ

2
` , m1` = ∂µ`/∂η` e (r)` = ∂η`/∂βr, r = 1, . . . , p

e ` = 1, . . . , n.

Assim, o (r`)-ésimo elemento de L̈βy é dado por

∂2`(θ)

∂βr∂y`
=

n∑
`=1

{
ψ

(2,0)
` m1`(r)`

}
,

r = 1, . . . , p e ` = 1, . . . , n.

Analogamente, tem-se que a primeira derivada de `(θ) em relação a γR é

∂`(θ)

∂γR
=

n∑
`=1

φ1`(R)`v`,

em que φ1` = ∂φ`/∂τ`, (R)` = ∂τ`/∂γR e v` = ψ
(1,1)
` (y` − µ`) + T (y`) + ψ

(0,1)
` ,

com ψ
(1,1)
` = ∂2ψ(µ`, φ`)/∂µ`∂φ` e ψ

(0,1)
` = ∂ψ(µ`, φ`)/∂φ`, ` = 1, . . . , n.

Então, o (R`)-ésimo elemento de L̈γy pode ser expresso como
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3.1 ALAVANCAGEM GENERALIZADA

∂2`(θ)

∂γR∂y`
=

n∑
`=1

{
ψ

(1,1)
` φ1`(R)` +

∂T (y`)

∂y`
φ1`(R)`

}
,

R = 1, . . . , q e ` = 1, . . . , n.

Em notação matricial,

L̈θy =

[
X>Ψ(2,0)M1

S>
(
Ψ(1,1) + D(T′y)

)
Φ1

]
, (3.3)

em que D(T′y) = diag{T ′(y1), . . . , T ′(yn)}, com T ′(y`) = ∂T (y`)
∂y`

, ` = 1, . . . , n.

Os componentes das matrizes diagonais Ψ(2,0), Ψ(1,1), M1 e Φ1 estão de�nidos

em (2.10).

Substituindo (2.12), (3.2) e (3.3) em (3.1), tem-se que a matriz generali-

zada de pontos de alavanca para µ �ca dada por

GLµ(θ̂) = M1X
{

L̈−1ββ + FE−1F>
}

L̈βy −M1XFE−1L̈γy|θ=θ̂, (3.4)

em que F = L̈−1ββ L̈βγ, F> = L̈γβL̈
−1
ββ , E = −L̈γγ + L̈γβL̈

−1
ββ L̈βγ, e L̈ββ, L̈βγ, L̈γβ

e L̈γγ são elementos da matriz de informação observada dada em (2.12).

É possível ainda reescrever (3.4) da seguinte maneira

GLµ(θ̂) = GLµβ(θ̂) +GLµγ(θ̂),

em que

GLµβ(θ̂) = −M1X
{

X>
[
Ψ(3,0)M2

1D(r)−Ψ(2,0)M2
1 + Ψ(2,0)M2D(r)

]
X
}−1

X>Ψ(2,0)M1|θ=θ̂

e

GLµγ(θ̂) = M1XFE−1F>X>Ψ(2,0)M1

−M1XFE−1
{

S>
[
(Ψ(1,1) + D(T′y)

]
Φ1

}
|θ=θ̂,

sendo D(T′y) = diag{T ′(y1), . . . , T ′(yn)}, com T ′(y`) = ∂T (y`)
∂y`

e D(r) =

diag{r1, . . . , rn}, em que r` = (y` − µ̂`), ` = 1, . . . , n. Os componentes das

matrizes diagonais Ψ(3,0), Ψ(2,0), Ψ(1,1), M1, M2 e Φ1 encontram-se de�nidos

em (2.10).
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3.1 ALAVANCAGEM GENERALIZADA

Também é possível observar a in�uência de y` em φ̂`, denotada por ∂φ̂`/∂y`,

em que φ = (φ1, . . . , φn)>. Sendo Dφ
θ = (Dφ

β,D
φ
γ), tem-se que

∂φ`
∂βr

=
∂φ`
∂τ`
· ∂τ`
∂βr

= 0 e
∂φ`
∂γR

=
∂φ`
∂τ`
· ∂τ`
∂γR

= φ1`(R)`,

em que r = 1, . . . , p, R = 1, . . . , q e ` = 1, . . . , n.

Então, em forma matricial,

Dφ
θ = (0,Φ1S), (3.5)

em que Φ1 = diag{φ11, . . . , φ1n}, com φ1` = ∂φ`/∂τ`, ` = 1, . . . , n.

As demais quantidades L̈θθ e L̈θy são dadas em (2.12) e (3.3), respectiva-

mente.

Assim, analogamente a GLµ(θ̂), substituindo (2.12), (3.5) e (3.3) em (3.1),

a matriz generalizada de pontos de alavanca ∂φ̂/∂y pode ser expressa como

GLφ(θ̂) = −Φ1SE−1F>L̈βy + Φ1SE−1L̈γy|θ=θ̂, (3.6)

sendo E = −L̈γγ + L̈γβL̈
−1
ββ L̈βγ, F> = L̈γβL̈

−1
ββ . A matriz generalizada de

pontos de alavanca para φ dada em (3.6) pode ainda ser reescrita na forma

GLφ(θ̂) = GLφβ(θ̂) +GLφγ(θ̂),

em que

GLφβ(θ̂) = −Φ1SE−1F>X>Ψ(2,0)M1

+ Φ1SVW−1V>
{

S>
[
(Ψ(1,1) + D(T′y)

]
Φ1

}
|θ=θ̂

e

GLφγ(θ̂) = Φ1S
(
−L̈γγ

)−1
L̈γy|θ=θ̂

= Φ1S
(
−L̈γγ

)−1 [
S>
(
Ψ(1,1) + D(T′y)

)
Φ1

]
|θ=θ̂,

com E = −L̈γγ + L̈γβL̈
−1
ββ L̈βγ, F> = L̈γβL̈

−1
ββ , V = (−L̈γγ)

−1L̈γβ, V> =

L̈βγ(−L̈γγ)
−1, W = L̈ββ − L̈βγL̈

−1
γγ L̈γβ, e L̈ββ, L̈βγ, L̈γβ e L̈γγ são elementos

da matriz de informação observada dada em (2.12). Os componentes das
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matrizes diagonais Ψ(2,0), Ψ(1,1), M1 e Φ1 estão de�nidos em (2.10) e D(T′y) =

diag{T ′(y1), . . . , T ′(yn)}, com T ′(y`) = ∂T (y`)
∂y`

, ` = 1, . . . , n.

Os grá�cos de GLµ(θ̂)`` e GLφ(θ̂)`` contra a ordem das observações são

sugeridos para detectar possíveis pontos com alta alavancagem. É comum

também utilizar os grá�cos de GLµ(θ̂)`` e GLφ(θ̂)`` contra os valores ajusta-

dos.

3.2 Resíduos

A análise de diagnóstico, uma etapa muito importante na análise de regressão,

teve início com a análise de resíduos para detectar possíveis pontos mal ajus-

tados e avaliar a adequação da distribuição proposta para a variável resposta.

Assim, a análise de resíduos, sob a abordagem dos modelos lineares, cons-

titui uma ferramenta amplamente utilizada para veri�car a adequacidade do

ajuste, presença de observações extremas (aberrantes) ou que exerçam alguma

in�uência desproporcional nos resultados do ajuste, como também detectar

possíveis afastamentos das suposições inicialmente feitas para o modelo, entre

as quais a distribuição de probabilidade dos dados, além de veri�car indícios

de heteroscedasticidade. Uma de�nição mais geral de resíduos pode ser vista

no artigo apresentado por Cox e Snell (1968).

A seguir são apresentados os resíduos padronizado, componente do desvio

e componente do desvio padronizado para os modelos lineares generalizados

com superdispersão. Vale ressaltar que toda a análise de resíduos apresentada

nesta Seção refere-se somente à construção de expressões para resíduos com

respeito ao ajuste da média. Analogamente, é possível obter equações para

os resíduos aqui propostos quanto ao ajuste da dispersão, sendo esta uma

abordagem para trabalhos futuros.

Resíduo padronizado

A de�nição mais usual de resíduo é a diferença entre o valor observado e

o valor ajustado da `-ésima observação, denominado resíduo ordinário, dado

por r` = (y` − µ̂`), ` = 1, . . . , n, em que o sinal de r` indica a direção dessa

diferença. A análise de resíduos pode se basear nestes resíduos e suas possíveis

padronizações, assim como nos resíduos construídos a partir dos componentes

da função desvio, frequentemente utilizados em modelos lineares generaliza-

dos.
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Seja o vetor de resíduos ordinários de�nido por r = (r1, . . . , rn)>. Logo,

da regressão normal linear segue que r = y − µ̂ = y − Hy = (I − H)y,

em que H é a matriz de projeção ortogonal de�nida na Seção 3.1. Desta

forma, tem-se que E(r) = (I − H)E(Y) = 0 e Var(r) = σ2(I − H), com

σ2 = Var(Y ). Ou seja, r` tem distribuição normal de média zero, variância

σ2(1 − h``) e ainda a covariância de r` e rj, com ` 6= j, `, j = 1, . . . , n, �ca

dada por −σ2h`j. Como os r`'s têm variâncias distintas, é comum expressá-

los em forma padronizada, dividindo-se r` por seu respectivo desvio padrão,

permitindo assim uma comparabilidade entre os resíduos. Logo, é obtido o

resíduo studentizado dado por

t` =
r`

s(1− h``)1/2
, ` = 1, . . . , n,

em que s2 =
∑n

`=1 r
2
`/(n− p).

Porém, como r` não é independente de s2, t` não segue uma distribuição

t de Student. Contudo, este problema pode ser contornado substituindo s2

por s2(`), que corresponde ao erro quadrático médio do modelo sem a `-ésima

observação. Assim, é obtido um novo resíduo studentizado, que �ca dado por

t∗` =
r`

s(`)(1− h``)1/2
,

em que ` = 1, . . . , n, e t∗` segue uma distribuição central tn−p−1.

A de�nição de um resíduo studentizado para os MLGSs pode ser feita

analogamente à regressão normal linear. Porém, não necessariamente esse

novo resíduo possui as mesmas propriedades de t∗` . Então, torna-se importante

a de�nição de novos resíduos que tenham propriedades conhecidas ou que

estejam próximas das propriedades de t∗` .

Pregibon (1981) de�niu um resíduo derivado do processo iterativo de esti-

mação dos parâmetros do modelo. Nos MLGSs, tal processo é dado por (2.15)

e a partir da convergência do mesmo tem-se que a expressão do estimador de

β para a (m+ 1)-ésima iteração toma a seguinte forma

β(m+1) = (X>W
(m)
ββ X)−1X>W

(m)
ββ ξ

(m)
1 ,m = 0, 1, . . . (3.7)

em que W
(m)
ββ = Ψ(2,0)(m)

M
(m)2

1 e ξ1 = η + M−1
1 (y − µ).

A partir da convergência do processo iterativo dado em (3.7) é obtido
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β̂ = (X>ŴββX)−1X>Ŵββξ̂1,

em que ξ̂1 = η̂ + M̂−1
1 (y − µ̂) = η̂ + Ψ̂

(2,0)1/2

Ŵ
−1/2
ββ (y − µ̂), com η̂ = Xβ̂,

Ŵββ = Ψ̂
(2,0)

M̂2
1 e os componentes das matrizes diagonais M1 e Ψ(2,0) estão

de�nidos em (2.10). Assim, β̂ pode ser interpretado como a solução de míni-

mos quadrados da regressão linear de Ŵ
1/2
ββ ξ̂1 contra as colunas de Ŵ

1/2
ββ X.

Uma proposta então é considerar o resíduo ordinário da solução de mínimos

quadrados da regressão linear ponderada de ξ̂1 contra X, que é de�nido por

r∗ = Ŵ
1/2
ββ [ξ̂1 − η̂]

= Ŵ
1/2
ββ [η̂ + Ψ̂

(2,0)1/2

Ŵ
−1/2
ββ (y − µ̂)− η̂]

= Ψ̂
(2,0)1/2

(y − µ̂)

= (V̂ar(Y))−1/2(y − µ̂),

em que V̂ar(Y) = Ψ̂
(2,0)−1

.

Assumindo que Var(ξ̂1) ∼= Ŵ−1
ββ , tem-se aproximadamente que Var(r∗) ∼=

(I − Ĥ), com Ĥ = Ŵ
1/2
ββ X(X>ŴββX)−1X>Ŵ

1/2
ββ . Ainda é fácil ver que

E(r∗) = 0. Logo, é possível de�nir o resíduo padronizado (ou resíduo de

Pearson) como

tS`
=

r∗ − E(r∗)√
Var(r∗)

=
ψ̂

(2,0)1/2

` (y` − µ̂`)√
(1− ĥ``)

=
y` − µ̂`√

ψ̂
(2,0)−1

` (1− ĥ``)
, (3.8)

em que ` = 1, . . . , n e ĥ`` corresponde ao `-ésimo elemento da diagonal prin-

cipal da matriz Ĥ = Ŵ
1/2
ββ X(X>ŴββX)−1X>Ŵ

1/2
ββ .

Resíduo Componente do Desvio

Em modelos lineares generalizados é muito comum avaliar a qualidade do

ajuste por meio da função desvio (McCullagh e Nelder, 1989; Paula, 2012),
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que corresponde à distância, para cada observação, entre o logaritmo da fun-

ção de verossimilhança do modelo saturado (com n parâmetros) e do modelo

sob investigação (com p parâmetros), avaliado na estimativa de máxima ve-

rossimilhança µ̂. A função desvio nos MLGs é dada então por

D∗(y; µ̂) = φD(y; µ̂) = 2{`(y; y)− `(µ̂; y)},

em que `(y; y) e `(µ̂; y) correspondem aos logaritmos da função de verossimi-

lhança do modelo saturado e investigado, respectivamente.

A função desvio na classe dos modelos lineares generalizados com super-

dispersão assume a mesma expressão da função desvio para os MLGs, onde

somente a média é ajustada, com φ` no lugar de φ. O desvio �ca agora de�nido

por D∗(y; µ̂,φ) =
∑n

`=1 d
∗2(y`; µ̂`, φ̂`), em que d∗

2
(y`; µ̂`, φ̂`) = 2{``(y`, φ̂`) −

``(µ̂`, φ̂`)}. Na prática, deve-se substituir φ` por φ̂` = h−1(τ̂`) = s>` γ̂.

A seguir, são apresentados dois tipos de resíduos construídos a partir dos

componentes da função desvio.

O resíduo componente do desvio é de�nido como a raiz quadrada da dife-

rença entre os logaritmos das funções de verossimilhança sob o modelo satu-

rado e o modelo investigado para cada observação `, com o mesmo sinal da

diferença (y` − µ̂`). Assim, o resíduo componente do desvio para os mode-

los lineares generalizados com superdispersão, utilizado como uma medida de

qualidade de ajuste, �ca dado por

tD`
= d∗(y`; µ̂`, φ̂`),

em que d∗(y`; µ̂`, φ̂`) = ±
√
d∗2(y`; µ̂`, φ̂`).

Ou seja,

tD`
= sinal(y` − µ̂`)

√
2
{
``(y`, φ̂`)− ``(µ̂`, φ̂`)

}1/2

= ±
√

2
{
``(y`, φ̂`)− ``(µ̂`, φ̂`)

}1/2

= ±
√

2

{
n∑
`=1

ψ(y`, φ̂`)− ψ(µ̂`, φ̂`)− (y` − µ̂`)ψ(1,0)(µ̂`, φ̂`)

}1/2

,

(3.9)

em que ψ(1,0)(µ̂`, φ̂`) = ∂ψ(µ̂`, φ̂`)/∂µ̂`, ` = 1, . . . , n.

24



3.3 INFLUÊNCIA GLOBAL

Com isso, pode-se a�rmar que o resíduo tD`
representa uma distância entre

a observação y` e seu valor ajustado µ̂`, medida na escala do logaritmo da

função de verossimilhança.

Resíduo Componente do Desvio Padronizado

O resíduo componente do desvio padronizado, como o nome sugere, nada

mais é do que uma padronização do resíduo dado em (3.9). Assim, os resíduos

componentes do desvio padronizados são de�nidos como

t′D`
=

tD`√
1− ĥ``

,

em que ` = 1, . . . , n e ĥ`` corresponde ao `-ésimo elemento da diagonal prin-

cipal da matriz Ĥ = Ŵ
1/2
ββ X(X>ŴββX)−1X>Ŵ

1/2
ββ .

É possível também utilizar a padronização por meio de GLµ(θ̂)``, que cor-

responde ao `-ésimo elemento da diagonal principal da matriz de alavancagem

generalizada para µ dada em (3.4).

Esses resíduos são os mais utilizados nas aplicações dos MLGs, onde diver-

sas técnicas analíticas e grá�cas podem ser utilizadas para detectar desvios do

modelo pesquisado, uma vez de posse destes resíduos, onde possivelmente foi

de�nida uma distribuição teórica adequada para eles. Grá�cos de t′D`
versus

índice e t′D`
contra os valores ajustados são recomendados.

3.3 In�uência Global

Um tópico importante na análise de diagnóstico é a detecção de pontos in�u-

entes, ou seja, aqueles que exercem um peso desproporcional nas estimativas

dos parâmetros do modelo, podendo alterar o valor das estimativas quando

os retiramos do conjunto de dados ou quando são submetidos a perturbações.

Uma técnica bastante conhecida para avaliar o impacto da retirada de uma

observação particular nas estimativas dos parâmetros de regressão é a deleção

de pontos, introduzida por Cook (1977) e conhecida também como in�uência

global.

Seja `(θ) o logaritmo da função de verossimilhança de θ = (β>,γ>)>.

Para avaliar a sensibilidade das estimativas dos parâmetros β e γ quando a

`-ésima observação é excluída, é comum usar a medida de in�uência LD`, que
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mede o afastamento da verossimilhança, permitindo detectar possíveis pontos

in�uentes, e é denotada por

LD` = 2{`(θ̂)− `(θ̂(`))},

em que θ̂(`) correponde à estimativa θ̂ quando a `-ésima observação é excluída.

A medida LD` trata-se, portanto, de uma medida de in�uência para avaliar o

impacto em `(θ̂) com a retirada da `-ésima observação.

Quando não é possível obter uma forma analítica para LD`, é comum

utilizar a segunda aproximação por série de Taylor em torno de θ̂. Essa

expansão �ca dada por

LD`
∼= (θ − θ̂)>{−L̈θθ(θ̂)}(θ − θ̂).

Substituindo −L̈θθ(θ̂) pelo seu valor esperado Kθ,θ(θ̂) e θ por θ̂(`), tem-se que

LDβ
`
∼= (β̂ − β̂(`))

>(X>ŴββX)(β̂ − β̂(`))

e

LDγ
`
∼= (γ̂ − γ̂(`))

>(S>ŴγγS)(γ̂ − γ̂(`)) (3.10)

em que Ŵββ = Ψ̂
(2,0)

M̂2
1 e Ŵγγ = −Ψ̂

(0,2)
Φ̂

2

1.

Em geral, não é possível obter uma forma fechada para θ̂(`) e, então,

aproximações têm sido utilizadas. Pregibon(1981) sugere a aproximação de

um passo, que consiste em tomar a primeira iteração do processo iterativo

pelo método scoring de Fisher, iniciando em θ̂. Tal aproximação é dada por

θ̂
1

(`) = θ̂ + {−L̈θθ(θ̂)}−1`(`)(θ̂),

em que `(`)(θ̂) é o logaritmo da função de verossimilhança sem a `-ésima

observação. Substituindo novamente −L̈θθ(θ̂) por Kθ,θ(θ̂) ou, similarmente,

de acordo com os cálculos do Apêndice D, é obtido

β̂(`) = β̂ − r̂β`
(1− ĥ``)

(X>ŴββX)−1x`ω̂
1/2
ββ`

e

γ̂(`) = γ̂ − r̂γ`
(1− p̂``)

(S>ŴγγS)−1s`ω̂
1/2
γγ`
, (3.11)
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em que ĥ`` corresponde ao `-ésimo elemento da diagonal principal da matriz

Ĥ = Ŵ
1/2
ββ X(X>ŴββX)−1X>Ŵ

1/2
ββ e p̂`` corresponde ao `-ésimo elemento

da diagonal principal da matriz P̂ = Ŵ
1/2
γγ S(S>ŴγγS)−1S>Ŵ

1/2
γγ . E ainda,

de�ne-se

r̂β` = ω̂
1/2
ββ`

[ξ̂1` − η̂`] = ψ̂
(2,0)1/2

` (y` − µ̂`) e r̂γ` = ω̂1/2
γγ`

[ξ̂2` − τ̂ `],

com ξ̂1` = η̂` + m̂−11` (y` − µ̂`), sendo η̂` = x>` β̂ e ξ̂2` = τ̂ ` − ψ̂(0,2)−1

` φ̂−11` v̂`, em

que τ̂ ` = s>` γ̂ e v̂` = (y` − µ̂`)ψ̂(1,1)
` + T (y`) + ψ̂

(0,1)
` e ` = 1, . . . , n.

Substituindo (3.11) em (3.10), é obtido

LDβ
`
∼=

[
r̂β`

(1− ĥ``)
(X>ŴββX)−1x>` ω̂

1/2
ββ`

]
(X>ŴββX)[

r̂β`
(1− ĥ``)

(X>ŴββX)−1x`ω̂
1/2
ββ`

]

=
(y` − µ̂`)2

ψ̂
(2,0)−1

` (1− ĥ``)
· 1

(1− ĥ``)
x`ω̂

1/2
ββ`

(X>ŴββX)−1x>` ω̂
1/2
ββ`

=
(y` − µ̂`)2

ψ̂
(2,0)−1

` (1− ĥ``)
· ĥ``

(1− ĥ``)
,

com ĥ`` = ω̂
1/2
ββ`

x>` (X>ŴββX)−1x`ω̂
1/2
ββ`

, e

LDγ
`
∼=
[

r̂γ`
(1− p̂``)

(S>ŴγγS)−1s>` ω̂
1/2
γγ`

]
(S>ŴγγS)[

r̂γ`
(1− p̂``)

(S>ŴγγS)−1s`ω̂
1/2
γγ`

]
=

(r̂γ` )2

(1− p̂``)
· 1

(1− p̂``)
s`ω̂

1/2
γγ`

(S>ŴγγS)−1s>` ω̂
1/2
γγ`

=
(r̂γ` )2

(1− p̂``)
· p̂``

(1− p̂``)
,

sendo p̂`` = ω̂1/2
γγ`

s>` (S>ŴγγS)−1s`ω̂
1/2
γγ`

.

Logo,

LDβ
`
∼= t2S`

ĥ``

(1− ĥ``)
e

LDγ
`
∼= t2T`

p̂``
(1− p̂``)

(3.12)
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em que t2S`
= (r̂β` )2/(1−ĥ``), sendo r̂β` = ψ̂

(2,0)1/2

` (y`−µ̂`) e t2T` = (r̂γ` )2/(1−p̂``),
com r̂γ` = ω̂1/2

γγ`
[ξ̂2` − τ̂ `], ` = 1, . . . , n. O resíduo tS`

também encontra-se

de�nido em (3.8). Aqui, é adotada a aproximação de�nida em (3.12) como

a distância de Cook para a classe dos modelos lineares generalizados com

superdispersão.

A aproximação de um passo, em geral, subestima o verdadeiro valor de

LD`, no entanto é su�ciente para chamar a atenção de pontos aberrantes e

in�uentes. Grá�cos de LDβ
` e LDγ

` contra os índices das observações e de ĥ``

e p̂`` contra os valores ajustados são recomendados.

3.4 In�uência Local

A deleção de pontos é uma das técnicas de diagnóstico mais utilizadas para

avaliar a retirada de uma observação individualmente. Contudo, tal método

pode deixar de detectar observações que sejam conjuntamente discrepantes.

Assim, a metodologia de in�uência local proposta por Cook (1986) tem como

ideia principal avaliar a in�uência conjunta de pontos sob certas perturbações

nos dados ou no modelo, sem com isso necessitar a avaliação da retirada de

uma ou um conjunto de observações.

Seja `(θ) o logaritmo da função de verossimilhança, onde θ é um vetor

(p+ q)× 1 de parâmetros desconhecidos do modelo. É possível introduzir um

vetor de perturbação ω = (ω1, . . . , ωn)>, restrito a algum subconjunto Ω do

IRn, e comparar os estimadores de máxima verossimilhança para se determinar

in�uência local, a �m de avaliar os efeitos das perturbações nas estimativas

fornecidas pelo modelo. O logaritmo da função de verossimilhança do modelo

perturbado possui então a forma `(θω).

A �m de avaliar a in�uência das perturbações na estimativa de máxima

verossimilhança θ̂, considere o afastamento da verossimilhança, também co-

nhecido como desvio local, denotado aqui por LD(ω) e de�nido da seguinte

forma

LD(ω) = 2{`(θ̂)− `(θ̂ω)},

em que LD(ω) ≥ 0, θ̂ é a estimativa de máxima verossimilhança do modelo

não perturbado e θ̂ω do perturbado, isto é, sob o modelo `(θω). Ou seja,

LD(ω) permite calcular a diferença das verossimilhanças avaliadas em seus
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estimadores (θ̂ e θ̂ω). Valores altos de LD(ω) indicam que as estimações são

altamente sensíveis à perturbação.

O método proposto por Cook (1986) sugere estudar o comportamento do

afastamento da verossimilhança LD(ω) em torno do vetor de não perturbação

ω0, em que `(θω0) = `(θ). Em particular, tem-se que LD(ω0) = 0. Desde

que LD(ω) ≥ 0, ω0 é um ponto de mínimo da função LD(ω). Cook (1986)

então propõe investigar a curvatura normal da linha projetada LD(ω0 + ad),

em que a ∈ IR e d é um vetor �xo não nulo unitário, ou seja, de comprimento

1 (||d|| = 1). Cada linha projetada pode ser caracterizada por uma curvatura

normal Cd(θ), em torno de a = 0, para alguma direção arbitrária d.

Cook (1986) usa conceitos de geometria diferencial para mostrar que a

curvatura normal na direção d assume a forma

Cd(θ) = 2|d>∆>L̈−1θθ ∆d|,

em que −L̈θθ é a matriz de informação observada de Fisher e ∆ é uma matriz

(p + q) × n que depende do esquema de perturbação, com elementos dados

por ∆ij = ∂2`(θω)/∂θi∂ωj, com i = 1, . . . , p + q, j = 1, . . . , n, avaliados em

θ = θ̂ e ω = ω0.

Uma sugestão de Cook (1986) é utilizar dmax, que é o autovetor correspon-

dente ao maior autovalor Cdmax da matriz F̈ = ∆>(−L̈θθ)
−1∆. O grá�co do

vetor |dmax| contra a ordem das observações pode revelar quais pontos que, sob

pequenas perturbações, exercem uma in�uência desproporcional em LD(ω),

na vizinhança de ω0. Tais observações podem ser responsáveis por alterações

consideráveis nas estimativas dos parâmetros sob pequenas perturbações nos

dados ou no modelo.

Escobar e Meeker (1992) sugerem tomar como medida de in�uência os

elementos da diagonal principal da matriz F̈ = ∆>(−L̈θθ)
−1∆, enquanto

Lesa�re e Verbeke (1998) propõem avaliar a curvatura normal na direção

da i-ésima observação, ou seja, avaliar Cd(θ) no vetor di de dimensão n ×
1, composto de um na i-ésima posição e zero nas demais. Tal curvatura é

denotada por Ci, em que Ci = 2|fii|, sendo fii os elementos da diagonal

principal da matriz F̈. Um grá�co de Ci versus índice é sugerido, em que

observações com Ci > 2C̄, C̄ =
∑n

j=1Cj/n, merecem atenção especial.

A seguir, serão apresentados três tipos de esquema de perturbação, con-

siderando o modelo de�nido em (2.1), com o logaritmo da função de verossi-
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milhança dado em (2.3). Para cada esquema de perturbação, é de interesse

obter a matriz ∆ de�nida por

∆ =

(
∂2`(θω)

∂θ∂ω>

)
.

A matriz ∆ será então apresentada sob a forma

∆ =

(
∆β

∆γ

)
=

(
∂2`(θω)/∂β∂ω>

∂2`(θω)/∂γ∂ω>

)
,

em que os elementos ∆ij = ∂2`(θω)/∂θi∂ωj, com i = 1, . . . , p+q, j = 1, . . . , n,

são avaliados em θ = θ̂ e ω = ω0.

3.4.1 Perturbação aditiva na resposta

Considere uma perturbação aditiva sobre a `-ésima resposta, ou seja,

y`ω = y` + ω`s(y`),

em que s(y`), ` = 1, . . . , n, é um fator de escala, comumente utilizado para

padronizar os componentes de ω quando cada y` apresenta uma variância

diferente. Aqui, o fator de escala é a estimativa do desvio padrão de y`. Assim,

o logaritmo da função de verossimilhança do modelo perturbado assume a

forma

`(θω) =
n∑
`=1

{(y`ω − µ`)ψ(1,0)(µ`, φ`) + φ`T (y`ω) + ψ(µ`, φ`)}

+
n∑
`=1

logA(y`ω).

Ao derivar `(θω) em relação a βs, tem-se que

∂`(θω)

∂βs
=

n∑
`=1

ψ
(2,0)
` (y`ω − µ`)m1`(s)l,

em que ψ(2,0)
` = ∂2ψ(µ`, φ`)/∂µ

2
` , m1` = ∂µ`/∂η` e (s)` = ∂η`/∂βs.

Derivando novamente com respeito a ω`, obtém-se

∂2`(θω)

∂βs∂ω`
=

n∑
`=1

ψ
(2,0)
` m1`(s)`s(y`),

com s = 1, . . . , p e ` = 1, . . . , n.
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Analogamente para γ, ao derivar `(θω) em relação a γS, é obtido

∂`(θω)

∂γS
=

n∑
`=1

φ1`(S)`v`,

em que φ1` = ∂φ`/∂τ`, (S)` = ∂τ`/∂γS e v` = ψ
(1,1)
` (y`ω−µ`) +T (y`ω) +ψ

(0,1)
` ,

com ψ
(1,1)
` = ∂2ψ(µ`, φ`)/∂µ`∂φ` e ψ

(0,1)
` = ∂ψ(µ`, φ`)/∂φ`.

Derivando agora em relação a ω`, tem-se que

∂2`(θω)

∂γS∂ω`
=

n∑
`=1

φ1`(S)`z`,

em que S = 1, . . . , q, ` = 1, . . . , n, z` = ψ
(1,1)
` s(y`) + T ′(y`ω), com T ′(y`ω) =

∂T (y`ω)/∂ω`.

Para a perturbação aditiva na resposta, ω0 = (0, . . . , 0)> e a matriz ∆̂ �ca

da forma

(
∆̂β

∆̂γ

)
=

(
X>Ψ̂

(2,0)
M̂1D(s)

S>Φ̂1ẑ

)
,

em que ẑ = Ψ̂
(1,1)

D(s) + D(T′w), sendo D(s) = diag{s(y1), . . . , s(yn)} e

D(T′w) = diag{T ′(y1ω), . . . , T ′(ynω)}. Os componentes das matrizes diago-

nais Ψ(2,0), M1, Φ1 e Ψ(1,1) encontram-se de�nidos em (2.10).

Perturbações aditivas na variável resposta estão fortemente relacionadas

com o conceito de alavanca apresentado na Seção 3.1. Então, ao impor uma

mudança aditiva na resposta, a medida de in�uência local resultante (dmax ou

Ci) pode ser utilizada para identi�car observações que exercem forte in�uência

no próprio valor ajustado.

3.4.2 Perturbação de casos ponderados

Com esta perturbação é possível avaliar se a contribuição das observações com

ponderações afetam o estimador de máxima verossimilhança. O logaritmo da

função de verossimilhança do modelo perturbado é dado por
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`(θω) =
n∑
`=1

ω```(y`;θ)

=
n∑
`=1

ω`{(y` − µ`)ψ(1,0)(µ`, φ`) + φ`T (y`) + ψ(µ`, φ`)}

+
n∑
`=1

ω` logA(y`),

em que 0 ≤ ω` ≤ 1.

Derivando `(θω) com relação a βs, tem-se que

∂`(θω)

∂βs
=

n∑
`=1

ω`{ψ(2,0)
` (y` − µ`)m1`(s)l},

em que ψ(2,0)
` = ∂2ψ(µ`, φ`)/∂µ

2
` , m1` = ∂µ`/∂η` e (s)` = ∂η`/∂βs.

Portanto,

∂2`(θω)

∂βs∂ω`
=

n∑
`=1

ψ
(2,0)
` (y` − µ`)m1`(s)l,

com s = 1, . . . , p e ` = 1, . . . , n.

Para ∆γ, tem-se que a derivada de `(θω) em relação a γS é dada por

∂`(θω)

∂γS
=

n∑
`=1

ω`φ1`(S)`q`,

em que φ1` = ∂φ`/∂τ`, (S)` = ∂τ`/∂γS e q` = ψ
(1,1)
` (y` − µ`) + T (y`) + ψ

(0,1)
` ,

com ψ
(1,1)
` = ∂2ψ(µ`, φ`)/∂µ`φ` e ψ

(0,1)
` = ∂ψ(µ`, φ`)/∂φ`.

Assim, o (S`)-ésimo elemento de ∆γ �ca dado por

∂2`(θω)

∂γS∂ω`
=

n∑
`=1

φ1`(S)`q`,

S = 1, . . . , q e ` = 1, . . . , n.

Para a perturbação de casos ponderados, ω0 = (1, . . . , 1)> e a matriz ∆̂

assume a forma

(
∆̂β

∆̂γ

)
=

(
X>Ψ̂

(2,0)
M̂1D(r)

S>Φ̂1q̂

)
,
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em que q̂ = Ψ̂
(1,1)

D(r) + D(T) + Ψ̂
(0,1)

` , com D(r) = diag{r1, . . . , rn}, sendo
r` = (y`− µ̂`), ` = 1, . . . , n, e D(T) = diag{T (y1), . . . , T (yn)}. Os componen-

tes das matrizes diagonais Ψ(2,0), Ψ(1,1), Ψ(0,1), M1 e Φ1 estão de�nidos em

(2.10).

3.4.3 Perturbação aditiva no preditor

Os modelos lineares generalizados com superdispersão possuem duas compo-

nentes sistemáticas f(µ) = η = Xβ e g(φ) = τ = Sγ, em que X e S são

matrizes n × p e n × q, respectivamente. Assim, tanto X quanto S sofrem

perturbação, que consiste em modi�car a p-ésima coluna de X e a q-ésima

coluna de S, adicionando um vetor de perturbação ω ponderado por um fa-

tor de escala sxp e ssq , que pode ser o desvio padrão da coluna modi�cada,

fator este adotado aqui, ou ainda pode ser, por exemplo, a norma da coluna

modi�cada. Ou seja,

x`pω = x`p + ω`sxp e s`qω = s`q + ω`ssq , ` = 1, . . . , n.

Nos MLGSs os parâmetros média e dispersão são modelados simultane-

amente. Neste caso, será considerado nesta dissertação dois cenários para o

esquema de perturbação individual de uma covariável. Primeiro, X 6= S, em

que será de interesse investigar separadamente as matrizes de regressores X

para o modelo média e S para o modelo dispersão. Posteriormente, tanto a

matriz para o modelo média X quanto a matriz de regressores S para o mo-

delo dispersão são iguais, ou seja, X = S. A seguir é apresentada a forma da

matriz ∆̂ para os casos aqui considerados.

As matrizes X e S são diferentes

Caso 1: Matriz X para o modelo média

Considere para este caso que

η`ω = β1 + β2x`2 + . . .+ βpx`pω + . . .+ βkx`k

= β1 + β2x`2 + . . .+ βp(x`p + ω`sxp) + . . .+ βkx`k, (3.13)

e µ`ω é tal que f(µ`ω) = η`ω e φ`ω = φ`, ` = 1, . . . , n.
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O logaritmo da função de verossimilhança do modelo perturbado, neste

caso, �ca da forma

`(θω) =
n∑
`=1

{(y` − µ`ω)ψ(1,0)(µ`ω, φ`) + φ`T (y`) + ψ(µ`ω, φ`)}

+
n∑
`=1

logA(y`).

Ao derivar `(θω) em relação à βs, é obtido

∂`(θω)

∂βs
=

n∑
`=1

ψ
(2,0)
`ω (y` − µ`ω)m1`ω(s)`ω,

em que ψ(2,0)
`ω = ∂2ψ(µ`ω, φ`)/∂µ

2
`ω, m1`ω = ∂µ`ω/∂η`ω e (s)`ω = ∂η`ω/∂βs.

Assim, derivando novamente em relação a ω`, tem-se que

∂2`(θω)

∂βs∂ω`
= sxpβp

n∑
`=1

{−ψ(2,0)
`ω m2

1`ω(s)`ω + ψ
(3,0)
`ω (y` − µ`ω)m2

1`ω(s)`ω

+ ψ
(2,0)
`ω (y` − µ`ω)m2`ω(s)`ω}+ sxp

n∑
`=1

{ψ(2,0)
`ω (y` − µ`ω)m1`ω},

em que s = 1, . . . , p, ` = 1, . . . , n, ψ(3,0)
`ω = ∂3ψ(µ`ω, φ`)/∂µ

3
`ω e m2`ω =

∂2µ`ω/∂η
2
`ω.

Analogamente para γ, ao derivar `(θω) em relação a γS, é obtido

∂`(θω)

∂γS
=

n∑
`=1

φ1`(S)`v`,

em que φ1` = ∂φ`/∂τ`, (S)` = ∂τ`/∂γS e v` = ψ
(1,1)
`ω (y` − µ`ω) + T (y`) + ψ

(0,1)
`ω ,

com ψ
(1,1)
`ω = ∂2ψ(µ`ω, φ`)/∂µ`ω∂φ` e ψ

(0,1)
`ω = ∂ψ(µ`ω, φ`)/∂φ`.

Ao derivar novamente, agora em relação a ω`, o (S`)-ésimo elemento de ∆̂γ é

dado por

∂2`(θω)

∂γS∂ω`
= sxpβp

n∑
`=1

{−ψ(1,1)
`ω φ1`(S)`m1`ω + ψ

(2,1)
`ω (y` − µ`ω)φ1`(S)`m1`ω

+ ψ
(1,1)
`ω φ1`(S)`m1`ω},

em que S = 1, . . . , q, ` = 1, . . . , n e ψ(2,1)
`ω = ∂3ψ(µ`ω, φ`)/∂µ

2
`ω∂φ`.
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Aqui, ω0 = (0, . . . , 0)> e a matriz ∆̂ é dada por

(
∆̂β

∆̂γ

)
=


sxp β̂p[X

>(Ψ̂
(2,0)

M̂2
1 + Ψ̂

(3,0)
D(r)M̂2

1 + Ψ̂
(2,0)

D(r)M̂2)]

+sxpFpΨ̂
(2,0)

D(r)M̂1

sxp β̂p[S
>(−Ψ̂

(1,1)
Φ̂1M̂1 + Ψ̂

(2,1)
)D(r)Φ̂1M̂1 + Ψ̂

(1,1)
Φ̂1M̂1]

 ,

em que Fp é uma matriz p×n de zeros, exceto na p-ésima linha, que é composta

por uns e D(r) = diag{r1, . . . , rn}, sendo r` = (y` − µ̂`), ` = 1, . . . , n. Os

componentes das matrizes diagonais Ψ(2,0), Ψ(3,0), Ψ(1,1), Ψ(2,1), M1, M2 e

Φ1 estão de�nidos em (2.10).

Caso 2: Matriz S para o modelo dispersão

Considere agora que

τ`ω = γ1 + γ2s`2 + . . .+ γqs`qω + . . .+ γks`k

= γ1 + γ2s`2 + . . .+ γq(s`q + ω`ssq) + . . .+ γks`k,

em que φ`ω é tal que g(φ`ω) = τ`ω e µ`ω = µ`, ` = 1, . . . , n.

O logaritmo da função de verossimilhança do modelo perturbado �ca dado

por

`(θω) =
n∑
`=1

{(y` − µ`)ψ(1,0)(µ`, φ`ω) + φ`ωT (y`) + ψ(µ`, φ`ω)}

+
n∑
`=1

logA(y`).

Derivando `(θω) em relação à βs, é obtido

∂`(θω)

∂βs
=

n∑
`=1

ψ
(2,0)
`ω (y` − µ`)m1`(s)`,

em que ψ(2,0)
`ω = ∂2ψ(µ`, φ`ω)/∂µ2

` , m1` = ∂µ`/∂η` e (s)` = ∂η`/∂βs.

Ao derivar novamente em relação a ω`, é obtido

∂2`(θω)

∂βs∂ω`
= ssqγq

n∑
`=1

{ψ(2,1)
`ω (y` − µ`)m1`(s)`},
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em que s = 1, . . . , p, ` = 1, . . . , n, ψ(2,1)
`ω = ∂3ψ(µ`, φ`ω)/∂µ2

`∂φ`ω.

Agora para γ, derivando `(θω) em relação a γS, tem-se que

∂`(θω)

∂γS
=

n∑
`=1

φ1`ω(S)`ωv`,

em que φ1`ω = ∂φ`ω/∂τ`ω, (S)`ω = ∂τ`ω/∂γS e v` = ψ
(1,1)
`ω (y` − µ`) + T (y`) +

ψ
(0,1)
`ω , com ψ

(1,1)
`ω = ∂2ψ(µ`, φ`ω)/∂µ`∂φ`ω e ψ(0,1)

`ω = ∂ψ(µ`, φ`ω)/∂φ`ω.

Derivando novamente em relação a ω`, tem-se que o (S`) elemento de ∆̂γ �ca

da seguinte forma

∂2`(θω)

∂γS∂ω`
= ssqγq

n∑
`=1

{ψ(1,2)
`ω (y` − µ`)φ2

1`ω(S)`ω

+ ψ
(1,1)
`ω (y` − µ`)φ2`ω(S)`ω + T (y`)φ2`ω(S)`ω

+ ψ
(0,2)
`ω φ2

1`ω(S)`ω + ψ
(0,1)
`ω φ2`ω(S)`ω}

+ ssq

n∑
`=1

{ψ(1,1)
`ω (y` − µ`)φ1`ω + T (y`)φ1`ω + ψ

(0,1)
`ω φ1`ω},

em que S = 1, . . . , q, ` = 1, . . . , n, ψ(1,2)
`ω = ∂3ψ(µ`, φ`ω)/∂µ`∂φ

2
`ω e ψ(0,2)

`ω =

∂2ψ(µ`, φ`ω)/∂φ2
`ω.

Para este caso, ω0 = (0, . . . , 0)> e a matriz ∆̂ é dada por

(
∆̂β

∆̂γ

)
=


ssq γ̂q[X

>M̂1Φ̂1Ψ̂
(2,1)

D(r)]

ssq γ̂q[S
>(Ψ̂

(1,2)
D(r)Φ̂

2

1 + Ψ̂
(1,1)

D(r)Φ̂2

+D(T)Φ̂2 + Ψ̂
(0,2)

Φ̂
2

1 + Ψ̂
(0,1)

Φ̂2)]

+ssqFqΦ̂1[Ψ̂
(1,1)

D(r) + D(T) + Ψ̂
(0,1)

]

 ,

em que Fq é uma matriz q × n de zeros, exceto na q-ésima linha, que é

composta por uns, D(r) = diag{r1, . . . , rn}, sendo r` = (y`− µ̂`), ` = 1, . . . , n,

e D(T) = diag{T (y1), . . . , T (yn)}. Os componentes das matrizes diagonais

Ψ(2,1), Ψ(1,2), Ψ(1,1), Ψ(0,2), Ψ(0,1), M1, Φ1 e Φ2 estão de�nidos em (2.10).

As matrizes X e S são iguais

Neste caso, η`ω é dado segundo (3.13) e
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3.4 INFLUÊNCIA LOCAL

τ`ω = γ1 + γ2x`2 + . . .+ γpx`pω + . . .+ γkx`k

= γ1 + γ2x`2 + . . .+ γp(x`p + ω`sxp) + . . .+ γkx`k,

em que µ`ω é tal que f(µ`ω) = η`ω e φ`ω é tal que g(φ`ω) = τ`ω, ` = 1, . . . , n.

O logaritmo da função de verossimilhança do modelo perturbado para a

perturbação aditiva no preditor considerando o caso em que X = S é dado

por

`(θω) =
n∑
`=1

{(y` − µ`ω)ψ(1,0)(µ`ω, φ`ω) + φ`ωT (y`) + ψ(µ`ω, φ`ω)}

+
n∑
`=1

logA(y`).

A primeira derivada de `(θω) em relação a βs é dada por

∂`(θω)

∂βs
=

n∑
`=1

ψ
(2,0)
`ω (y` − µ`ω)m1`ω(s)`ω,

em que ψ(2,0)
`ω = ∂2ψ(µ`ω, φ`ω)/∂µ2

`ω, m1`ω = ∂µ`ω/∂η`ω e (s)`ω = ∂η`ω/∂βs.

Derivando novamente em relação a ω`, é obtido

∂2`(θω)

∂βs∂ω`
= sxp

n∑
`=1

{−βpψ(2,0)
`ω m2

1`ω(s)`ω + ψ
(3,0)
`ω (y` − µ`ω)m2

1`ω(s)`ω

+ γpψ
(2,1)
`ω (y` − µ`ω)m1`ωφ1`ω(s)`ω + βpψ

(2,0)
`ω (y` − µ`ω)m2`ω(s)`ω}

+ sxp

n∑
`=1

{ψ(2,0)
`ω (y` − µ`ω)m1`ω},

em que s = 1, . . . , p, ` = 1, . . . , n, ψ(3,0)
`ω = ∂3ψ(µ`ω, φ`ω)/∂µ3

`ω, ψ
(2,1)
`ω =

∂3ψ(µ`ω, φ`ω)/∂µ2
`ω∂φ`ω, φ1`ω = ∂φ`ω/∂τ`ω e m2`ω = ∂2µ`ω/∂η

2
`ω.

Seguindo o mesmo raciocínio para γ, derivando `(θω) em relação a γS,

tem-se que

∂`(θω)

∂γS
=

n∑
`=1

φ1`ω(S)`ωv`,

em que φ1`ω = ∂φ`ω/∂τ`ω, (S)`ω = ∂τ`ω/∂γS e v` = ψ
(1,1)
`ω (y` − µ`ω) + T (y`) +

ψ
(0,1)
`ω , com ψ

(1,1)
`ω = ∂2ψ(µ`ω, φ`ω)/∂µ`ωφ`ω e ψ(0,1)

`ω = ∂ψ(µ`ω, φ`ω)/∂φ`ω.
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3.4 INFLUÊNCIA LOCAL

Assim, o (S`)-ésimo elemento de ∆γ �ca dado por

∂2`(θω)

∂γS∂ω`
= sxp

n∑
`=1

{βpψ(2,1)
`ω (y` − µ`ω)m1`ωφ1`ω(S)`ω

+ γpψ
(1,2)
`ω (y` − µ`ω)φ2

1`ω(S)`ω

− βpψ(1,1)
`ω m1`ωφ1`ω(S)`ω + γpψ

(1,1)
`ω (y` − µ`ω)φ2`ω(S)`ω

+ ψ
(1,1)
`ω (y` − µ`ω)φ1`ω + γpT (y`)φ2`ω(S)`ω

+ T (y`)φ1`ω + βpψ
(1,1)
`ω m1`ωφ1`ω(S)`ω

+ γpψ
(0,2)
`ω φ2

1`ω(S)`ω + γpψ
(0,1)
`ω φ2`ω(S)`ω

+ ψ
(0,1)
`ω φ1`ω},

em que S = 1, . . . , q, ` = 1, . . . , n, ψ(1,2)
`ω = ∂3ψ(µ`ω, φ`ω)/∂µ`ωφ

2
`ω, ψ

(0,2)
`ω =

∂2ψ(µ`ω, φ`ω)/∂φ2
`ω e φ2`ω = ∂2φ`ω/∂τ

2
`ω.

Para este caso, ω0 = (0, . . . , 0)> e a matriz ∆̂ é dada por

(
∆̂β

∆̂γ

)
=



sxp{X>[−β̂pΨ̂
(2,0)

M̂2
1 + Ψ̂

(3,0)
D(r)M̂2

1 + γ̂pΨ̂
(2,1)

D(r)M̂1Φ̂1

+β̂pD(r)Ψ̂
(2,0)

M̂2] + FpD(r)Ψ̂
(2,0)

M̂1}

sxp{X>[β̂pΨ̂
(2,1)

D(r)Φ̂1M̂1 + γ̂pΨ̂
(1,2)

D(r)Φ̂
2

1

−β̂pΨ̂
(1,1)

Φ̂1M̂1 + γ̂pΨ̂
(1,1)

D(r)Φ̂2 + γ̂pD(T)Φ̂2

+β̂pΨ̂
(1,1)

Φ̂1M̂1 + γ̂pΨ̂
(0,2)

Φ̂
2

1 + γ̂pΨ̂
(0,1)

Φ̂2]

+Fp[Ψ̂
(1,1)

D(r)Φ̂1 + D(T)Φ̂1 + Ψ̂
(0,1)

Φ̂1]}


,

em que D(T) = diag{T (y1), . . . , T (yn)} e D(r) = diag{r1, . . . , rn}, sendo
r` = (y` − µ̂`), ` = 1, . . . , n, e Fp é uma matriz p × n de zeros, exceto na p-

ésima linha, que é composta por uns. Os componentes das matrizes diagonais

Ψ(2,0), Ψ(3,0), Ψ(2,1), Ψ(1,2), Ψ(1,1), Ψ(0,2), Ψ(0,1), M1, M2, Φ1 e Φ2 encontram-

se de�nidos em (2.10).

Por meio do esquema de perturbação aditiva no preditor, é possível acessar

a in�uência individual de cada covariável no processo de estimação do modelo,

ou seja, ao perturbar cada covariável separadamente, pode-se estabelecer quais

covariáveis causam maior mudança no deslocamento pela verossimilhança sob

a adição de pequenas alterações nos seus valores originais.
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Capítulo 4

Resultados de Simulação

Neste Capítulo é apresentada uma análise grá�ca de dados simulados, por

meio da simulação de Monte Carlo, com a �nalidade de apresentar as técnicas

de diagnóstico abordadas nesta dissertação. Assim, foram consideradas 10000

réplicas e tamanho da amostra �xado em n = 50, em que foi utilizada a dis-

tribuição passeio aleatório, distribuição esta pertencente à classe dos modelos

lineares generalizados com superdispersão como visto na Seção 2.4.

Inicialmente foi gerada uma variável aleatória inversa Gaussiana, isto é,

Z` ∼ IG(θ`, δ`), e então foi utilizada sua recíproca como variável resposta

(Previdelli, 2005), dado que se Z é uma variável aleatória com distribuição

inversa Gaussiana, então sua recíproca Y = 1/Z possui distribuição passeio

aleatório (Cordeiro e Botter, 2001; Johnson et al., 1994, p.282). As compo-

nentes sistemáticas do modelo foram de�nidas por duas funções logarítmicas,

com p = 3 e q = 2, ou seja,

µIG`
= θ` = exp(η`) = exp(β1x1` + β2x2` + β3x3`) e

φIG`
= δ` = exp(τ`) = exp(γ1s1` + γ2s2`),

em que ` = 1, . . . , 50. Assim, Y` = 1/Z` ∼ PA(µ`, φ`), sendo µ` = 1
θ`

+ 1
δ`

e

φ` = −δ`/(2θ2` ), isto é, os parâmetros média e dispersão do modelo passeio

aleatório µ` e φ` são funções da média e dispersão da distribuição inversa

Gaussiana θ` e δ`, respectivamente (Previdelli, 2005).

Os valores iniciais dos parâmetros foram: β1 = 1, β2 = 2, β3 = 3, γ1 = 1

e γ2 = 2 (Cordeiro e Botter, 2001). As covariadas X e S foram obtidas de re-

tiradas independentes de uma distribuição uniforme padrão U(0, 1), por meio

da função ranu do software Ox, utilizando o gerador GM (George Marsaglia).
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4.1 ANÁLISE GRÁFICA

Assim, tem-se que X 6= S. Para avaliar a qualidade da estimação dos pa-

râmetros do modelo passeio aleatório utilizando os dados simulados, foram

utilizadas as medidas de viés e viés relativo, sendo este último de�nido como

100×(viés/valor verdadeiro do parâmetro)%, em que o valor verdadeiro do

parâmetro é representado aqui pelo chute inicial. Na Tabela 4.1 são apre-

sentadas tais medidas, podendo-se notar que há uma boa aproximação dos

verdadeiros valores dos parâmetros.

Tabela 4.1: EMV, viés e viés relativo (VR), em %, dos parâmetros do modelo
passeio aleatório usando os dados simulados.

Parâmetros EMV Viés VR (%)
β1 0, 9706 −0, 0294 −2, 9403
β2 1, 9800 −0, 0200 −1, 0005
β3 2, 9530 −0, 0470 −1, 5659
γ1 1, 0799 0, 0799 7, 9870
γ2 2, 1572 0, 1572 7, 8607

4.1 Análise Grá�ca

A seguir são apresentados grá�cos gerados no software R a partir de dados

simulados no Ox da distribuição passeio aleatório como de�nido acima. Tais

grá�cos referem-se aos conceitos de alavancagem generalizada, resíduos, in-

�uência global e in�uência local abordados no Capítulo 3. Ressalta-se que

para as perturbações aditiva no preditor para os ajustes da média e dispersão

foram perturbadas as variáveis preditoras X2 e S2, respectivamente.

A partir da Figura 4.1, nota-se que as observações #25, #30, #39 e #50

aparecem com alta alavancagem, com o ponto #30 aparecendo somente nos

grá�cos relacionados ao ajuste da média (Figuras 4.1(a) e 4.1(b)) e as obser-

vações #25 e #50 destacadas somente nos grá�cos com respeito à dispersão

(Figuras 4.1(c) e 4.1(d)). Os pontos #30 e #39 ainda aparecem como aberran-

tes nas Figuras 4.2 e 4.3, nos grá�cos que apresentam o resíduo componente do

desvio e componente do desvio padronizado, respectivamente, contra o índice

das observações. Nota-se ainda, pela Figura 4.3, no grá�co dos resíduos com-

ponente do desvio padronizado versus valores ajustados, que há indícios de

heteroscedasticidade. Por meio da Figura 4.4, que apresenta alguns grá�cos

para análise de in�uência global vista na Seção 3.3, percebe-se alguns pontos
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4.1 ANÁLISE GRÁFICA

mais afastados dos demais. Na Figura 4.5 são apresentados os grá�cos de Ci

contra a ordem das observações para os esquemas de perturbação estudados,

sendo eles: (a) perturbação aditiva na variável resposta, (b) perturbação adi-

tiva no preditor para o ajuste da média (matriz X), (c) perturbação aditiva

no preditor para o ajuste da dispersão (matriz S) e (d) perturbação de casos

ponderados. Em geral, por meio da Figura 4.5, percebe-se algumas observa-

ções in�uentes, em que é possível destacar os pontos #27, #30, #39 e #50,

sendo os três últimos também pontos de alavanca. Vale ressaltar ainda que

as observações #30 e #39 aparecem tanto nas Figuras 4.1(a) e 4.1(b), que

correspondem à alavancagem generalizada para µ, quanto na Figura 4.5(a),

sendo esta correspondente à perturbação aditiva na variável resposta. Tal

fato pode ocorrer devido à relação existente entre alavancagem generalizada

e perturbação aditiva na resposta, como comentado na Seção 3.4.1.
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4.1 ANÁLISE GRÁFICA

Figura 4.1: Grá�cos de pontos de alavanca generalizados contra o índice das
observações e os valores ajustados para os dados simulados da distribuição
passeio aleatório para a média ((a) e (b)) e a dispersão ((c) e (d)).
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4.1 ANÁLISE GRÁFICA

Figura 4.2: Grá�cos de resíduos componente do desvio contra o índice das
observações e os valores ajustados para os dados simulados da distribuição
passeio aleatório.

Figura 4.3: Grá�cos de resíduos componente do desvio padronizado contra
o índice das observações e os valores ajustados para os dados simulados da
distribuição passeio aleatório.
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Figura 4.4: Grá�cos de In�uência global para os dados simulados da distri-
buição passeio aleatório para a média ((a) e (b)) e a dispersão ((c) e (d)).
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4.1 ANÁLISE GRÁFICA

Figura 4.5: Grá�cos de Ci contra o índice das observações para os esquemas
de perturbação (a) perturbação aditiva na variável resposta, (b) perturbação
aditiva no preditor para o ajuste da média (matriz X), (c) perturbação aditiva
no preditor para o ajuste da dispersão (matriz S) e (d) perturbação de casos
ponderados, referente aos dados simulados da distribuição passeio aleatório.
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Capítulo 5

Considerações Finais

Nesta dissertação foram estudadas técnicas de diagnóstico nos modelos line-

ares generalizados com superdispersão (MLGSs), sendo esta a maior contri-

buição deste trabalho, por não haver na literatura estudos na área para a

referida classe de modelos. Assim, este trabalho preencheu uma lacuna, em

que o Capítulo 3 constitui a principal contribuição teórica desta dissertação.

Estudos com dados simulados foram utilizados para �ns de aplicação das

técnicas de diagnóstico apresentadas na classe de modelos estudada. Assim,

nota-se que os métodos diagnóstico para os MLGSs desenvolvidos neste tra-

balho mostraram-se e�cientes para detecção de pontos com alta alavancagem,

assim como observações aberrantes e in�uentes entre o conjunto de dados.

Toda a análise de veri�cação de observações mais afastadas das demais foi

realizada por meio de métodos grá�cos, construídos a partir do software R.

Com isso, conclui-se que as técnicas de diagnóstico na classe dos modelos

lineares generalizados com superdispersão desenvolvidas aqui contribuem am-

plamente na área de modelagem por ser bastante útil em situações práticas

em análise de regressão.

Acrescenta-se que uma proposta de continuidade do tema abordado nesta

dissertação refere-se ao desenvolvimento dos seguintes trabalhos futuros: ob-

tenção de expressões para os resíduos padronizado e componente do desvio

padronizado com respeito ao ajuste da dispersão, assim como a construção de

grá�co envelope para os resíduos estudados.
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Apêndice A

Cálculo dos Momentos

O logaritmo da função de verossimilhança dos modelos lineares generalizados

com superdispersão tem a forma

`(β,γ) =
n∑
`=1

{(y` − µ`)ψ(1,0)(µ`, φ`) + φ`T (y`) + ψ(µ`, φ`)}+
n∑
`=1

logA(y`),

em queA(·), T (·) e ψ(·, ·) são funções conhecidas e ψ(r,s) = ∂ψr+s(µ, φ)/∂µr∂φs,

com r, s ≥ 0. As matrizes Mr e Φr, com r = 1, 2 estão de�nidas na Seção 2.3,

equação (2.10).

A.1 Função Escore

A função escore de β e γ é dada por

U = U(β,γ) =

(
∂`(β,γ)/∂β
∂`(β,γ)/∂γ

)
,

com elementos

Ur =
∂`(β,γ)

∂βr
=

n∑
`=1

{
(y` − µ`)ψ(2,0)

`

∂µ`
∂βr
− ψ(1,0)

`

∂µ`
∂βr

+ ψ
(1,0)
`

∂µ`
∂βr

}
=

n∑
`=1

{
(y` − µ`)ψ(2,0)

`

∂µ`
∂η`

∂η`
∂βr

}
=

n∑
`=1

{
(y` − µ`)ψ(2,0)

` m1`(r)`

}
e
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A.2 INFORMAÇÃO DE FISHER

UR =
∂`(β,γ)

∂γR
=

n∑
`=1

{
(y` − µ`)ψ(1,1)

`

∂φ`
∂γR

+ T (y`)
∂φ`
∂γR

+ ψ
(0,1)
`

∂φ`
∂γR

}
=

n∑
`=1

{
∂φ`
∂γR

[
(y` − µ`)ψ(1,1)

` + T (y`) + ψ
(0,1)
`

]}
=

n∑
`=1

{
∂φ`
∂τ`

∂τ`
∂γR

[
(y` − µ`)ψ(1,1)

` + T (y`) + ψ
(0,1)
`

]}
=

n∑
`=1

{φ1`(R)`v`} ,

sendo

m1` =
∂µ`
∂η`

, (r)` =
∂η`
∂βr

, φ1` =
∂φ`
∂τ`

, (R)` =
∂τ`
∂γR

,

v` = (y` − µ`)ψ(1,1)
` + T (y`) + ψ

(0,1)
` ,

r = 1, . . . , p e R = 1, . . . , q.

Em notação matricial,

∂`(β,γ)

∂β
= X>Ψ(2,0)M1(y − µ) e

∂`(β,γ)

∂γ
= S>Φ1ν,

em que (y−µ) = ((y1−µ1), . . . , (yn−µn))> e ν = (v1, . . . , vn)>, com v` como

visto acima.

A.2 Informação de Fisher

Matriz de Informação Observada de Fisher

Seja `(β,γ) o logaritmo da função de verossimilhança, assim como Ur e

UR as funções escore para β e γ, respectivamente, dadas acima. A matriz de

informação observada de Fisher é dada por

L̈θθ =
∂2`(θ)

∂θ∂θ>
=

(
L̈ββ L̈βγ

L̈γβ L̈γγ

)
=

(
∂2`(β,γ)

∂β∂β>
∂2`(β,γ)
∂β∂γ>

∂2`(β,γ)

∂γ∂β>
∂2`(β,γ)
∂γ∂γ>

)
,

com elementos
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A.2 INFORMAÇÃO DE FISHER

Urs =
∂2`(β,γ)

∂βr∂βs
=
∂Ur
∂βs

=
n∑
`=1

{(y` − µ`)ψ(3,0)
` m2

1`(r)`(s)` − ψ
(2,0)
` m2

1`(r)`(s)`+

(y` − µ`)ψ(2,0)
` m2`(r)`(s)`},

UrS =
∂2`(β,γ)

∂βr∂γS
=
∂Ur
∂γS

=
n∑
`=1

{
(y` − µ`)ψ(2,1)

` φ1`m1`(r)`(S)`

}
,

URs =
∂2`(β,γ)

∂γR∂βs
=
∂UR
∂βs

=
n∑
`=1

{
(y` − µ`)ψ(2,1)

` φ1`m1`(R)`(s)`

}
,

URS =
∂2`(β,γ)

∂γR∂γS
=
∂UR
∂γS

=
n∑
`=1

{(y` − µ`)ψ(1,1)
` φ2`(R)`(S)` + T (y`)φ2`(R)`(S)`+

ψ
(0,1)
` φ2`(R)`(S)` + (y` − µ`)ψ(1,2)

` φ2
1`(R)`(S)`+

ψ
(0,2)
` φ2

1`(R)`(S)`},

sendo

m1` =
∂µ`
∂η`

, m2` =
∂2µ`
∂η2`

, φ1` =
∂φ`
∂τ`

, φ2` =
∂2φ`
∂τ 2`

,

(r)` =
∂η`
∂βr

, (s)` =
∂η`
∂βs

, (R)` =
∂τ`
∂γR

, (S)` =
∂τ`
∂γS

,

r = s = 1, . . . , p e R = S = 1, . . . , q.

Em notação matricial,

L̈ββ = X>
[
Ψ(3,0)M2

1D(r)−Ψ(2,0)M2
1 + Ψ(2,0)M2D(r)

]
X,

L̈βγ = X>D(r)Ψ(2,1)Φ1M1S,

L̈γβ = S>D(r)Ψ(2,1)Φ1M1X = (L̈βγ)
−1,

L̈γγ = S>
[
Φ2D(r)Ψ(1,1) + Φ2D(T) + Φ2Ψ

(0,1) + Φ2
1D(r)Ψ(1,2) + Φ2

1Ψ
(0,2)
]

S,

em que D(r) = diag{(y1−µ1), . . . , (yn−µn)} e D(T) = diag{T (y1), . . . , T (yn)}.
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A.2 INFORMAÇÃO DE FISHER

Matriz de Informação Esperada de Fisher

Considere `(β,γ) o logaritmo da função de verossimilhança. Além disso,

seja Urs, UrS, URs e URS as quantidades correspondentes à matriz de informa-

ção observada de Fisher apresentadas acima e E(y`−µ`) = 0. Então, a matriz

de informação esperada de Fisher Kθθ = E(−L̈θθ), com θ = (β>,γ>)>, é

dada por

Kθ,θ =

(
E(−L̈ββ) E(−L̈βγ)

E(−L̈γβ) E(−L̈γγ)

)
=

(
Kβ,β Kβ,γ

Kγ,β Kγ,γ

)
,

com elementos

E(−Urs) =
n∑
`=1

{
ψ

(2,0)
` m2

1`(r)`(s)`

}
,

E(−UrS) = 0,

E(−URs) = 0,

E(−URS) =
n∑
`=1

{
−φ2`(R)`(S)`E[T (y`)]− φ2`ψ

(0,1)
` (R)`(S)` − φ2

1`ψ
(0,2)
` (R)`(S)`

}
,

em que r = s = 1, . . . , p e R = S = 1, . . . , q.

Como E[T (y`)] = −ψ(0,1)
` , conforme equação (2.2), tem-se que

E(−URS) =
n∑
`=1

−φ2
1`ψ

(0,2)
` (R)`(S)`.

Em notação matricial,

Kθ,θ =

(
X>Ψ(2,0)M2

1X 0

0 −S>Ψ(0,2)Φ2
1S

)
.
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Apêndice B

Passeio Aleatório

B.1 Derivadas da função ψ(µ, φ)

Para os cálculos da função escore, das matrizes de informação observada e

esperada de Fisher, assim como das técnicas de diagnóstico para o caso par-

ticular do modelo passeio aleatório estudado no Capítulos 4, visto na Seção

2.4 como distribuição pertencente aos modelos lineares generalizados com su-

perdispersão, foram necessárias algumas derivadas da função

ψ(µ, φ) = 2(−φ)1/2{(2µ− φ)1/2 − (−φ)1/2}−1 +
1

2
log 2

− log{(2µ− φ)1/2 − (−φ)1/2} − µ{(2µ− φ)1/2 − (−φ)1/2}−2,

em que ψ(r,s) = ∂ψr+s(µ, φ)/∂µr∂φs (r, s ≥ 0).

As derivadas da função ψ(µ, φ) necessárias para esta dissertação podem

ser obtidas usando o sistema de computação algébrica MAPLE ou similar e são

apresentadas a seguir

ψ(1,0) =
(−φ)1/2(2µ− φ)1/2 − 2µ+ φ

{(2µ− φ)1/2 − (−φ)1/2}3(2µ− φ)1/2
,

ψ(2,0) =
2

{(2µ− φ)1/2 − (−φ)1/2}3(2µ− φ)1/2
,

ψ(3,0) =
−2[4(2µ− φ)1/2 − (−φ)1/2]

{(2µ− φ)1/2 − (−φ)1/2}4(2µ− φ)3/2
,

ψ(0,1) =
(−φ)1/2(2µ− φ)1/2 − 2µ+ φ

(−φ)1/2(2µ− φ)1/2{(−φ)1/2 − (2µ− φ)1/2}2
,
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B.2 OBTENÇÃO DAS MATRIZES M1, M2, Φ1 E Φ2

ψ(0,2) =
1

2φ(φ2 − 2µφ)1/2
,

ψ(1,1) =
1

{(2µ− φ)1/2 − (−φ)}2(−φ)1/2(2µ− φ)1/2
,

ψ(1,2) =
1

2(2µ− φ)3/2(−φ)3/2
,

ψ(2,1) = − 2{2φ− 3µ+ 2(φ2 − 2µφ)1/2}
(φ− 2µ){(2µ− φ)1/2 − (−φ)1/2}4(φ2 − 2µφ)1/2

,

com µ = 1/θ + 1/δ e φ = −δ/(2θ2).

B.2 Obtenção das matrizes M1, M2, Φ1 e Φ2

Na Seção 2.4 foi visto que a distribuição passeio aleatório possui uma relação

com a distribuição inversa Gaussiana, ou seja, se Z é uma variável aleatória

com distribuição inversa Gaussiana, então sua recíproca Y = 1/Z segue uma

distribuição passeio aleatório. Assim, é usada tal relação entre as duas distri-

buições para a obtenção das matrizes M1, M2, Φ1 e Φ2, em que é necessário

utilizar a regra da cadeia (Previdelli, 2005).

Inicialmente, para o ajuste da média, são apresentados os cálculos tanto

para a ligação identidade, quanto para a log. De forma geral, tem-se que

M1 =
∂µPA
∂η

=
∂µPA
∂µIG

· ∂µIG
∂η

M2 =
∂2µPA
∂η2

,

em que µPA = 1/θ+ 1/δ e µIG = θ = f−1(η), com η = Xβ, correspondem aos

parâmetros da média para os modelos passeio aleatório e inversa Gaussiana,

respectivamente.

Para a ligação identidade, em que η = f(µIG) = µIG, é obtido a seguinte

forma para M1 e M2:

M1 =
∂µPA
∂µIG

· ∂µIG
∂η

= − 1

θ2
,

M2 =
∂2µPA
∂η2

=
∂

∂η

(
−1

η2

)
=

2

θ3
.
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B.2 OBTENÇÃO DAS MATRIZES M1, M2, Φ1 E Φ2

Já para a ligação log, tem-se que η = f(µIG) = log(µIG). Logo,

M1 =
∂µPA
∂µIG

· ∂µIG
∂η

= − 1

θ2
· θ = −1

θ
,

M2 =
∂2µPA
∂η2

=
∂

∂η

(
− 1

exp (η)

)
=

1

θ
.

Quanto ao ajuste da dispersão, é considerado apenas a ligaçao log, em que

τ = g(φIG) = log(φIG). De forma geral tem-se que

Φ1 =
∂φPA
∂τ

=
∂φPA
∂φIG

· ∂φIG
∂τ

Φ2 =
∂2φPA
∂τ 2

,

em que φPA = −1/2θ2 e φIG = δ = g−1(τ), com τ = Sγ, correspondem aos pa-

râmetros da dispersão para os modelos passeio aleatório e inversa Gaussiana,

respectivamente.

Assim, utilizando a regra da cadeia é obtido

Φ1 =
∂φPA
∂φIG

· ∂φIG
∂τ

= − 1

2θ2
· δ = − δ

2θ2
= φ

Φ2 =
∂2

∂τ 2

(
− δ

2θ2

)
=

∂

∂τ

(
− δ

2θ2

)
= − δ

2θ2
= φ.
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Apêndice C

Alavancagem Generalizada

Segundo Wei, Hu e Fung (1998), a alavancagem generalizada de θ̂, ∂ŷ/∂y>,

é de�nida como

GL(θ̂) = {(Dθ)(−L̈θθ)
−1(L̈θy)}|θ=θ̂,

em que Dθ = ∂µ/∂θ>, L̈θθ = ∂2`(θ)/∂θ∂θ> e L̈θy = ∂2`(θ)/∂θ∂y>, com

`(θ) = `(β,γ) de�nida em (2.3).

C.1 Cálculos para GLµ(θ̂)

GLµ(θ) = (Dµ
θ )(−L̈θθ)

−1(L̈θy)

= (M1X,0)

(
−L̈ββ −L̈βγ

−L̈γβ −L̈γγ

)−1(
L̈βy

L̈γy

)
= (M1X,0)

(
−L̈−1ββ + FE−1F> −FE−1

−E−1F> −E−1

)(
L̈βy

L̈γy

)
,

em que F = L̈−1ββ L̈βγ, F> = L̈γβL̈
−1
ββ , E = −L̈γγ + L̈γβL̈

−1
ββ L̈βγ, e L̈ββ, L̈βγ, L̈γβ

e L̈γγ são elementos da matriz de informação observada dada em (2.12).

Logo,

GLµ(θ) = (M1X[−L̈−1ββ + FE−1F>],M1X[−FE−1])

(
L̈βy

L̈γy

)
= M1X{−L̈−1ββ + FE−1F>}L̈βy −M1XFE−1L̈γy.

Primeiramente, para calcular a inversa de E = −L̈γγ + L̈γβL̈
−1
ββ L̈βγ, consi-

dere o seguinte resultado de álgebra linear:

(A + BOP)−1 = A−1 −A−1B(O−1 + PA−1B)−1PA−1.
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C.1 CÁLCULOS PARA GLµ(θ̂)

Então, neste caso, tem-se que A = −L̈−1γγ , B = L̈γβ, O = L̈−1ββ e P = L̈βγ.

Fazendo C = −A−1B, C> = PA−1 e (R>R)−1 = (O−1+PA−1B)−1, é obtido

(A+BOP)−1 = A−1+C(R>R)−1C>. Assim, E−1 = −L̈−1γγ +C(R>R)−1C>.

Portanto,

FE−1 = L̈−1ββ L̈βγ[−L̈−1γγ + C(R>R)−1C>]

e

FE−1F> = L̈−1ββ L̈βγ[−L̈−1γγ + C(R>R)−1C>]L̈γβL̈
−1
ββ .

Então,

GLµ(θ) = M1X{−L̈−1ββ + FE−1F>}L̈βy −M1XFE−1L̈γy. (C.1)

Reescrevendo (C.1), tem-se que GLµ(θ̂) = GLµβ(θ̂) +GLµγ(θ̂), em que

GLµ
β(θ̂) = −M1X(L̈ββ)−1L̈βy|θ=θ̂

e

GLµ
γ(θ̂) = M1XFE−1F>L̈βy −M1XFE−1L̈γy|θ=θ̂.

Ou ainda,

GLµβ(θ̂) = −M1X
{

X>
[
Ψ(3,0)M2

1D(r)−Ψ(2,0)M2
1 + Ψ(2,0)M2D(r)

]
X
}−1

X>Ψ(2,0)M1|θ=θ̂

e

GLµγ(θ̂) = M1XFE−1F>X>Ψ(2,0)M1

−M1XFE−1
{

S>
[
(Ψ(1,1) + D(T′y)

]
Φ1

}
|θ=θ̂,

sendo D(T′y) = diag{T ′(y1), . . . , T ′(yn)}, com T ′(y`) = ∂T (y`)
∂y`

, ` = 1, . . . , n e

D(r) = diag{r1, . . . , rn}, em que r` = (y`− µ̂`). Os componentes das matrizes

diagonais Ψ(3,0), Ψ(2,0), Ψ(1,1), M1, M2 e Φ1 encontram-se de�nidos em (2.10).

58



C.2 CÁLCULOS PARA GLφ(θ̂)

C.2 Cálculos para GLφ(θ̂)

Também é possível observar a in�uência de y` em φ̂`, denotada por ∂φ̂`/∂y`,

em que φ = (φ1, . . . , φn)>. Assim, pela de�nição de Wei, Hu e Fung (1998),

tem-se que

GLφ(θ) = (Dφ
θ )(−L̈θθ)

−1(L̈θy)

= (0,Φ1S)

(
−L̈ββ −L̈βγ

−L̈γβ −L̈γγ

)−1(
L̈βy

L̈γy

)
= (0,Φ1S)

(
−L̈−1ββ + FE−1F> −FE−1

−E−1F> −E−1

)(
L̈βy

L̈γy

)
,

em que F = L̈−1ββ L̈βγ, F> = L̈γβL̈
−1
ββ , E = −L̈γγ + L̈γβL̈

−1
ββ L̈βγ, e L̈ββ, L̈βγ, L̈γβ

e L̈γγ são elementos da matriz de informação observada dada em (2.12).

Logo,

GLφ(θ) = (Φ1S[−E−1F>],Φ1SE−1)

(
L̈βy

L̈γy

)
= Φ1S[−E−1F>]L̈βy + Φ1SE−1L̈γy.

Dos cálculos anteriores, tem-se que

E−1 = −L̈−1γγ + C(R>R)−1C>

e

E−1F> = [−L̈−1γγ + C(R>R)−1C>]L̈γβL̈
−1
ββ .

Então,

GLφ(θ) = Φ1S[−E−1F>]L̈βy + Φ1SE−1L̈γy

= −Φ1SE−1[F>L̈βy − L̈γy],

que pode ser reescrita da seguinte forma GLφ(θ̂) = GLφβ(θ̂) +GLφγ(θ̂), sendo

GLφ
β(θ̂) = −Φ1SE−1F>L̈βy + Φ1S[VW−1V>]L̈γy|θ=θ̂

e
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C.2 CÁLCULOS PARA GLφ(θ̂)

GLφ
γ(θ̂) = Φ1S− L̈−1γγ L̈γy|θ=θ̂

em que VW−1V> = C(R>R)−1C>.

Ou ainda,

GLφβ(θ̂) = −Φ1SE−1F>X>Ψ(2,0)M1

+ Φ1SVW−1V>
{

S>
[
(Ψ(1,1) + D(T′y)

]
Φ1

}
|θ=θ̂

e

GLφγ(θ̂) = Φ1S
(
−L̈γγ

)−1
L̈γy|θ=θ̂

= Φ1S
(
−L̈γγ

)−1 [
S>
(
Ψ(1,1) + D(T′y)

)
Φ1

]
|θ=θ̂,

com E = −L̈γγ + L̈γβL̈
−1
ββ L̈βγ, F> = L̈γβL̈

−1
ββ , V = (−L̈γγ)

−1L̈γβ, V> =

L̈βγ(−L̈γγ)
−1, W = L̈ββ − L̈βγL̈

−1
γγ L̈γβ, e L̈ββ, L̈βγ, L̈γβ e L̈γγ são elementos

da matriz de informação observada dada em (2.12). Os componentes das

matrizes diagonais Ψ(2,0), Ψ(1,1), M1 e Φ1 estão de�nidos em (2.10) e D(T′y) =

diag{T ′(y1), . . . , T ′(yn)}, com T ′(y`) = ∂T (y`)
∂y`

, ` = 1, . . . , n.

60



Apêndice D

In�uência Global

Suponha que o logaritmo da função de verossimilhança para o parâmetro θ

seja agora expresso na forma

`δ(θ; y) =
n∑
`=1

δ``(θ; y`), (D.1)

em que `(θ; y`) denota o logaritmo da função de verossimilhança correspon-

dente à `-ésima observação e δ` é um tipo de perturbação, de�nida tal que

0 ≤ δ` ≤ 1. Quando δ` = 1, ∀`, signi�ca que não há perturbação no modelo e

quando δ` = 0 signi�ca que a `-ésima observação foi excluída.

A estimativa de β �ca, supondo a estrutura (D.1), dada por

β̂δ = (X>∆ŴββX)−1X>∆Ŵββξ̂1,

em que ∆ é uma matriz de uns com δ na `-ésima posição. Ou seja,

∆ =



1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 δ . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 1


.
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Assim,

X>∆ŴββX = X>Ŵββ


I −



0 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 1− δ . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 0




X

= X>ŴββX− (1− δ)x`ω̂ββ`x>` .

Analogamente, tem-se que X>Ŵββξ̂1 = X>Ŵββξ̂1 − (1− δ)x`ω̂ββ` ξ̂1`.

Para calcular (X>∆ŴββX)−1, considere o seguinte resultado de álgebra

linear:

(A + UV>)−1 = A−1 − (A−1U)(V>A−1)

1 + V>A−1U
,

com A = X>ŴββX, U = −(1− δ)x`ω̂ββ` e V> = x>` .

Logo,

(X>∆ŴββX)−1 = (X>ŴββX)−1

− [(X>ŴββX)−1(−(1− δ)x`ω̂ββ`)][x>` (X>ŴββX)]

1 + x>` (X>ŴββX)−1(−(1− δ)x`ω̂ββ`)
= (X>ŴββX)−1

+
[(1− δ)(X>ŴββX)−1x`ω̂ββ`x

>
` (X>ŴββX)−1]

1− (1− δ)ω̂1/2
ββ`

x>` (X>ŴββX)−1x`ω̂
1/2
ββ`

= (X>ŴββX)−1

+
[(1− δ)(X>ŴββX)−1x`ω̂ββ`x

>
` (X>ŴββX)−1]

1− (1− δ)ĥ``
,

em que ĥ`` = ω̂
1/2
ββ`

x>` (X>ŴββX)−1x`ω̂
1/2
ββ`

.
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Portanto,

β̂δ = (X>∆ŴββX)−1X>∆Ŵββξ̂1

=

{
(X>ŴββX)−1 +

[(1− δ)(X>ŴββX)−1x`ω̂ββ`x
>
` (X>ŴββX)−1]

1− (1− δ)ĥ``

}
[X>Ŵββξ̂1 − (1− δ)x`ω̂ββ` ξ̂1`]

= (X>ŴββX)−1X>Ŵββξ̂1 − (1− δ)(X>ŴββX)−1x`ω̂ββ` ξ̂1`

+
(1− δ)(X>ŴββX)−1x`ω̂ββ`x

>
` (X>ŴββX)−1X>Ŵββξ̂1

1− (1− δ)ĥ``

− (1− δ)(X>ŴββX)−1x`ω̂ββ`x
>
` (X>ŴββX)−1(1− δ)x`ω̂ββ` ξ̂1`

1− (1− δ)ĥ``

= β̂ −
(1− δ)(X>ŴββX)−1x`ω̂

1/2
ββ`

1− (1− δ)ĥ``
[(1− (1− δ)ĥ``)ω̂1/2

ββ`
ξ̂1`

− ω̂1/2
ββ`

x>` (X>ŴββX)−1X>Ŵββξ̂1

+ ω̂
1/2
ββ`

x>` ω̂
1/2
ββ`

(X>ŴββX)−1(1− δ)x`ω̂1/2
ββ`
ξ̂1`]

= β̂ −
(1− δ)(X>ŴββX)−1x`ω̂

1/2
ββ`

1− (1− δ)ĥ``
[ω̂

1/2
ββ`
ξ̂1` − (1− δ)ω̂1/2

ββ`
ξ̂1`ĥ``

− ω̂1/2
ββ`
η̂` + (1− δ)ω̂1/2

ββ`
x>` ω̂

1/2
ββ`

(X>ŴββX)−1x`ω̂
1/2
ββ`
ξ̂1`]

= β̂ −
(1− δ)(X>ŴββX)−1x`ω̂

1/2
ββ`

1− (1− δ)ĥ``
[ω̂

1/2
ββ`
ξ̂1` − (1− δ)ω̂1/2

ββ`
ξ̂1`ĥ``

− ω̂1/2
ββ`
η̂` + (1− δ)ω̂1/2

ββ`
ξ̂1`ĥ``]

= β̂ −
(1− δ)(X>ŴββX)−1x`ω̂

1/2
ββ`

1− (1− δ)ĥ``
[ω̂

1/2
ββ`

(ξ̂1` − η̂`)]

= β̂ −
(1− δ)r̂β` (X>ŴββX)−1x`ω̂

1/2
ββ`

1− (1− δ)ĥ``
,

em que r̂β` = ω̂
1/2
ββ`

(ξ̂1` − η̂`), η̂` = x>` β̂ = x>` (X>ŴββX)−1X>Ŵββξ̂1 e

ĥ`` = ω̂
1/2
ββ`

x>` (X>ŴββX)−1x`ω̂
1/2
ββ`

.

O caso δ = 0 signi�ca que o `-ésimo ponto foi excluído, ou seja, β̂(`), que

�ca dado por

β̂(`) = β̂ − r̂β`
(1− ĥ``)

(X>ŴββX)−1x`ω̂
1/2
ββ`
,

63



em que ĥ`` corresponde ao `-ésimo elemento da diagonal principal da matriz

Ĥ = Ŵ
1/2
ββ X(X>ŴββX)−1X>Ŵ

1/2
ββ .

Analogamente, tem-se que a estimativa de γ �ca, supondo a estrutura

(D.1), dada por

γ̂δ = (S>∆ŴγγS)−1S>∆Ŵγγ ξ̂2,

com

(S>∆ŴγγS)−1 = (S>ŴγγS)−1 +
[(1− δ)(S>ŴγγS)−1s`ω̂γγ`s

>
` (S>ŴγγS)−1]

1− (1− δ)p̂``

e

S>∆Ŵγγ ξ̂2 = S>Ŵγγ ξ̂2 − (1− δ)s`ω̂γγ` ξ̂2`,

em que p̂`` = ω̂1/2
γγ`

s>` (S>ŴγγS)−1s`ω̂
1/2
γγ`

.

Assim,

γ̂δ = γ̂ −
(1− δ)r̂γ` (S>ŴγγS)−1s`ω̂

1/2
γγ`

1− (1− δ)p̂``
,

com r̂γ` = ω̂1/2
γγ`

(ξ̂2` − τ̂ `), τ̂ ` = s>` γ̂ = s>` (S>ŴγγS)−1S>Ŵγγ ξ̂2 e p̂`` =

ω̂1/2
γγ`

s>` (S>ŴγγS)−1s`ω̂
1/2
γγ`

.

Para δ = 0, o que signi�ca que o `-ésimo ponto foi excluído,

γ̂(`) = γ̂ − r̂γ`
(1− p̂``)

(S>ŴγγS)−1s`ω̂
1/2
γγ`
,

em que p̂`` corresponde ao `-ésimo elemento da diagonal principal da matriz

P̂ = Ŵ
1/2
γγ S(S>ŴγγS)−1S>Ŵ

1/2
γγ .
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