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Resumo

No contexto de modelos de regressao, em alguns casos é comum o feno-
meno da superdispersao, que ocorre quando a variancia observada dos dados
excede aquela prevista por um modelo. Assim, Dey et al. (1997) desenvol-
veram os modelos lineares generalizados com superdispersao (MLGSs), con-
siderando um modelo de regressao adicional para o parametro de dispersao,
que é incorporado na funcao de variancia. Desta forma, os MLGSs permitem
modelar, simultaneamente, a média e a dispersao no contexto dos modelos
lineares generalizados (MLGs) de Nelder e Wedderburn, 1972. Além disso,
os MLGSs caracterizam-se por ser uma classe de modelos mais geral que os
modelos lineares generalizados duplos (Smyth, 1989). Nesta dissertagao sao
propostas técnicas de diagnosticos para os MLGSs, sendo desenvolvidas as
técnicas de alavancagem generalizada, analise de residuos, influéncia global,
como também o método de influéncia local, este avaliado sob trés esquemas
de perturbacao. Por fim, é apresentada uma analise grafica por meio de dados
simulados.

Palavras chave: Alavancagem generalizada, Influéncia global, Influéncia lo-
cal, Modelos lineares generalizados com superdispersao, Residuos.
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Abstract

The phenomenon of overdispersion, which is common in some cases of
regression models, occurs when the variance of the response variable exceeds
the nominal variance predicted by standard generalized linear models (GLMs).
With this problem in mind, Dey et al. (1997) developed the overdispersed ge-
neralized linear models (OGLMs), considering an additional regression model
for a scale parameter which is incorporated in the variance function. That
is, the OGLMs allow the mean and dispersion to be modeled simultaneously
in a generalized linear model context developed by Nelder and Wedderburn,
1972. Furthermore, the OGLMs are considered a more general model class
than the double generalized linear models (Smyth, 1989). In this dissertation,
diagnostic methods for the OGLMs are proposed, along with the development
of techniques of generalized leverage, analysis of residuals, global influence
and local influence, on which three perturbation schemes are used. At last,
a graphical analysis through simulated data is used to illustrate the theories
presented.

Keywords: Generalized leverage, Global influence, Local influence, Overdis-
persed generalized linear models, Residuals.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

Durante muito tempo, os modelos normais lineares foram utilizados para des-
crever a maioria dos fenomenos aleatérios. Com o avango da teoria dos mode-
los de regressao, Nelder e Wedderburn (1972) propuseram os modelos lineares
generalizados (MLGs), em que a ideia basica destes modelos consiste em abrir
o leque de opcoes para a distribuicao da variavel resposta, permitindo que a
mesma pertenca a familia exponencial de distribuicoes, bem como dar maior
flexibilidade para a relacao funcional entre a média da varidvel resposta e o
preditor linear n, por meio da funcao de ligagao, esta caracterizada por ser
uma funcao conhecida, mono6tona e diferenciavel.

No contexto de modelos de regressao, em alguns casos é comum o feno-
meno da superdispersao, cuja ocorréncia é caracterizada quando a variacao
observada dos dados excede aquela prevista por um MLG, particularmente em
relacdo as distribuigdes binomial e de Poisson. Assim, Dey et al. (1997) defini-
ram a classe dos modelos lineares generalizados com superdispersao (MLGSs),
adicionando um modelo de regressao para o parametro de dispersao, que é in-
corporado na funcao de variancia, de modo que a superdispersao ¢ modelada
por meio de uma componente sistematica. Ou seja, os MLGSs permitem que
a média e a dispersao sejam modeladas simultaneamente em um contexto dos
modelos lineares generalizados. Desta forma, os MLGSs possuem duas com-
ponentes sistematicas, uma para modelar a média e outra para a dispersao.

Na literatura, alguns estudos encontrados acerca dos MLGSs sao: Cordeiro
e Botter (2001), que apresentaram as formulas para os calculos dos vieses

para os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros, e Cordeiro
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et al. (2006), que derivaram correcao de Bartlett para os MLGSs. Ainda deve
ser ressaltado que nao ha estudos sobre técnicas de diagnoéstico dos MLGSs
na literatura. Sendo assim, o presente trabalho vem preencher esta lacuna,

tornando-se pioneiro em explorar tal drea nessa classe de modelos.

1.2 Objetivos

Nesta dissertacao sao apresentados os aspectos inferenciais dos modelos linea-
res generalizados com superdispersao, assim como técnicas de diagnostico do

modelo estudado. Como objetivos especificos, pode-se destacar:
e Aplicar a metodologia de alavancagem generalizada aos MLGSs;

e Propor residuos para a verificacao das suposi¢coes do modelo, como tam-

bém para o estudo de observagoes atipicas;
e Apresentar medidas de influéncia global para os MLGSs;

e Desenvolver a metodologia de influéncia local nos MLGSs para avaliar
as estimativas de maxima verossimilhanca, considerando diferentes es-

quemas de perturbacao.

1.3 Estrutura da Dissertacao

Esta dissertacdo encontra-se dividida em cinco capitulos. No Capitulo 2 é
apresentado um conceito geral de superdispersao, com suas possiveis causas
e consequéncias. Além disso, sao definidos os modelos lineares generalizados
com superdispersao desenvolvidos por Dey et al. (1997), algumas distribuicoes
pertencentes a esta classe de modelos, assim como seus aspectos inferenciais,
tais como funcao escore, informacao de Fisher e estimacao dos parametros. No
Capitulo 3 encontram-se as principais contribuicoes tedricas desta dissertacgao,
em que sao desenvolvidas técnicas de diagnoésticos para os MLGSs, tais como:
alavancagem generalizada, residuos, influéncia global e influéncia local. No
Capitulo 4 é realizada uma anélise gréafica com dados simulados com o intuito
de apresentar as técnicas de diagnoéstico desenvolvidas nesta dissertagao. Por

ultimo, no Capitulo 5 sao feitas as consideragoes finais deste trabalho.
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1.4 Suporte Computacional

No Capitulo 4, referente a anéalise gréafica via dados simulados, todos os cél-
culos foram realizados a partir da linguagem matricial de programacao 0x
(versdo 6.20) para o sistema operacional Windows. 0x ¢ uma linguagem com
orientacao a objetos, desenvolvida por Jurgen Doornick. Uma das maiores
vantagens dessa linguagem é possuir ampla biblioteca numérica, tornando-
se muito util para a area de computacao cientifica. Para fins académicos,
0x pode ser obtido gratuitamente, em sua versao Console, por meio do link
http://www.doornick.com, em que ¢ possivel encontré-lo disponivel para
download em diferentes plataformas computacionais. Mais informacoes, ver
Doornick (2009).

Para a confeccao de graficos foi utilizado o software gratuito R em sua
versao 2.15.1 para o sistema operacional Windows, que pode ser obtido no en-
derego http://www.r-project.org. O software R ¢ um ambiente para com-
putacao cientifica e grafica baseado no software S, sendo amplamente utilizado
por pesquisadores de diversas areas do conhecimento.

Por fim, acrescenta-se que toda a dissertacao foi redigida por meio do
TeXnicCenter do sistema tipografico BTEX, que consiste em uma série de
macros e rotinas baseadas no sistema TEX, criado por Donald Knuth. Detalhes
sobre o sistema de tipografia ETEXpodem ser encontrados em Mittelbach et al.

(2004), como também por meio do site http://www.tex.ac.uk/CTAN/latex.



Capitulo 2

Modelos Lineares Generalizados
com Superdispersao

2.1 Introducao

Os modelos lineares generalizados (MLGs) tém sido uma classe padrao de
modelos para analise de dados. Contudo, em algumas aplicacoes, a presenca de
heterogeneidade em amostras é muito grande para ser explicada pela fun¢ao de
variancia simples implicita nos modelos examinados. Utilizando uma familia
exponencial biparamétrica, que é superdispersada em relacao a uma especifica
familia exponencial uniparamétrica, é possivel a criacao de classes de modelos
lineares generalizados com superdispersao (MLGSs), que sdo analiticamente
atraentes, estes definidos por Dey et al. (1997). Cordeiro e Botter (2001)
derivaram férmulas gerais para os vieses de segunda ordem das estimativas de
méaxima verossimilhan¢a dos MLGSs e Cordeiro et al. (2006) desenvolveram

correcao de Bartlett para tal classe de modelos.

2.2 Superdispersao

Na aplicacao de modelos lineares generalizados, principalmente em modela-
gem de dados binérios agrupados e dados de contagem, como por exemplo as
distribuicoes binomial e Poisson em que ¢ = 1, para um bom ajuste do modelo
é esperado que o desvio seja aproximadamente igual aos graus de liberdade.
Se o desvio é maior que os graus de liberdade, ha dois cenérios possiveis para

se considerar:

(i) Hasimplesmente um mau ajuste do modelo, dentre algumas razoes como:

termos ou variaveis omitidas no preditor linear; relacao incorreta entre

4
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a média e as variaveis explicativas, isto ¢, pode haver um erro na fungao
de ligagdo ou uma necessidade de transformar uma ou mais varidveis

explicativas; e ainda, a presenca de outliers.

(ii) A variagao observada pode exceder aquela predita pelo modelo e este

fendmeno é denominado superdispersao.

Segundo Paula (2012), diferentes circunstancias podem causar um valor
alto para o desvio. Algumas delas representam uma superdispersao aparente.
Por exemplo, alguns pontos aberrantes podem aumentar substancialmente o
valor do desvio e a simples eliminacao desses pontos pode reduzir as evidéncias
de superdispersao. Outra causa aparente de superdispersao ¢ a auséncia de
algum termo extra na componente sistematica do modelo.

Hinde e Demétrio (1998) apontam diferentes causas possiveis de superdis-
persao, tais como: variabilidade do experimento, correlacao entre respostas
individuais, amostragem por cluster, agregacao em dados de nivel, ou até
mesmo a omissao de varidveis nao observadas. Em algumas circunstancias, a
causa da superdispersao pode ser aparente a partir da natureza do processo
de coleta dos dados, embora diferentes causas do fenomeno da superdispersao
possam levar a um mesmo modelo, tornando-se dificil inferir a causa precisa
que conduza a superdispersao. Com isso, torna-se necessario estudar medidas
de diagnostico, que sao ferramentas importantes para detectar o fenémeno.

Caso seja identificada a presenca de superdispersao e esta nao seja levada
em consideragao nas anéalises, tal fato podera acarretar em consequéncias pre-
judiciais ao modelo. Inicialmente, os erros padroes obtidos do modelo estarao
incorretos e podem ser seriamente subestimados e consequentemente pode-se
avaliar incorretamente a significancia individual dos parametros de regressao.
Ainda, as mudancas no desvio associado com os termos do modelo irao tam-
bém ser muito grande e isto conduzird a selecao de modelos extremamente
complexos. Finalmente, a interpretacao do modelo serd incorreta, podendo

prejudicar quaisquer previsoes.

2.3 Definicao

Dey et al. (1997) definiram uma classe de modelos lineares generalizados

com superdispersao (MLGSs) em que as variaveis aleatorias Yi,...,Y, sdo
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independentes e cada Y, tem fun¢ao densidade (ou de probabilidade) na familia

exponencial bidimensional de distribui¢oes dada por

m(y; 1, ¢) = A(y) exp{(y — "0 (1, ¢) + 6T (y) + ¥(, ¢)}, (2.1)

em que A(-), T(-) e ¢ (-, -) sio funcdes conhecidas. Além disso, seja ™) (1, ¢) =
I T5Y(u, ¢)/Ou"0¢° (r,s > 0). A meédia e a varidncia de Y sao dadas, respec-

tivamente, por

E, ainda,

B{T(Y)} = =@ e Var{T(Y)} = g0 — 02 (29)

Tem-se também que E{(Y — p)T(Y)} = —gpBDyp07"

Para esclarecimento de notacao, vale ressaltar que parar =1e s = 0 tem-
se 119 que corresponde a primeira derivada da funcio 1 (u, ¢) em relacio a
pe @Y (r =0e s =1) equivale & primeira derivada da funcdo ¥ (u, ¢) em
relacao a ¢, seguindo o mesmo raciocinio para as demais ordens de derivacao
de p e ¢.

E facil mostrar que E (82 log @

oudd
ortogonais, conforme Cox e Reid (1987). Gelfand e Dalal (1990) mostram

) = 0, isto é, que os parametros p e ¢ sao

que, se T(Y') é convexa e (2.1) é integravel em y, mantendo a média u fixa,
entdo a variancia de Y serd acrescida em ¢. Ou seja, se ¢ cresce, a Var(Y)
também sofrerd um aumento. Portanto, ¢ pode ser considerado um parametro
de dispersao.

Os MLGSs sao definidos por (2.1) e pelas componentes sistematicas f(u) =
n=XBeg(¢p) =T =S, em que X e S s30 matrizes n X p e n X q de postos
completos p e g, respectivamente, 3 = (B1,...,8,)" e v = (71,...,7,) " sdo
vetores de parametros desconhecidos a serem estimados, f(-) e g(-) sao fun-
¢Oes monotonas continuas conhecidas, pelo menos duas vezes diferenciaveis,
denominadas fungoes de ligacao da média e dispersao, respectivamente. Para
ajustar um MLGS, ¢é necessario uma escolha adequada destas funcgoes de liga-

¢ao. Cordeiro e Botter (2001) e Cordeiro et al. (2006) sugerem, por exemplo,
escolher g(¢) = log ¢.



2.4 ALGUMAS DISTRIBUICOES PERTENCENTES A CLASSE DOS
MLGSS

Para um dado MLGS hé o interesse de se estimar, simultaneamente, os
parametros 3 e 7, desde que eles representem os efeitos das variaveis expli-
cativas sobre a resposta média e o parametro de dispersao, respectivamente.
Seja vy, ..., y, valores amostrais das respectivas variaveis aleatorias Y7, ..., Y,

entao o logaritmo da fungao de verossimilhanca é dado por

0B =Y e — )™ (e, d0) + ST (ye) + (e, b0)} + D log Alye).
=1 =1
(2.3)

2.4 Algumas distribuicoes pertencentes & classe
dos MLGSs

Nesta Secao sao apresentadas algumas distribuicoes de probabilidade perten-
centes & classe dos modelos lineares generalizados com superdispersao. Na
sequéncia, a distribuicao passeio aleatério foi descrita com maiores detalhes

por ser utilizada para ajustar dados simulados no Capitulo 4.
Passeio Aleatério

A distribuicao passeio aleatorio (Wise, 1966; Wasan, 1968) trata-se de uma
distribuicao especial dos MLGSs, porém nao é membro dos modelos lineares
generalizados e modelos lineares duplos (Cordeiro e Botter, 2001; Cordeiro
et al., 2006). E possivel construir uma variavel aleatéria Y com distribuicio
passeio aleatorio, em que Y = 1/Z, sendo Z uma variavel aleatoria com
distribuicao inversa Gaussiana (Cordeiro e Botter, 2001; Johnson et al., 1994,
p.282).

Se Y tem distribuicao passeio aleatorio com parametros 6 e d, sua funcao

densidade de probabilidade é dada por

5 \'? sy & &
7T(y;9,5):(%) exp{—7+§—292y}, (2.4)

comy >0,0>0,6>0.

A média e variancia de Y sao dadas, respectivamente, por

1 2
e Var(Y):@ 5



2.4 ALGUMAS DISTRIBUICOES PERTENCENTES A CLASSE DOS
MLGSS

Para escrever (2.4) na forma da equacao (2.1) por meio da parametrizagao
da média, define-se ¢ = —§/(260%) e

D1,6) = 2~6) (2 — 6) 77 — (~9)"7} " 4 log?2
—log{ (2 — ¢)"* = (=)} — {2 = 9)'* = (=)'} 2,
(2.5)
em que i e ¢ sao parametros ortogonais.
Substituindo p = 1/0+1/5 e ¢ = §/(20%) em (2.1), ap6s algumas mani-

pulacoes algébricas, é possivel obter as seguintes quantidades:

)
V0, 6) = —2,
1
T(y) = —,
() y
o 1 o 1
V(p, 9) §+§log5—%—§.

Assim, determinam-se todas as componentes da distribuicao passeio alea-
torio sob a forma dos MLGSs. As derivadas da fungdo ¢ (u, ¢) dada em (2.5)
utilizadas nessa dissertacao encontram-se no Apéndice B.1. Ressalta-se ainda
que o célculo, considerando o modelo passeio aleatorio, para a obtencao das
matrizes My, My, ®; e ®, definidas em (2.10), pode ser visto no Apéndice
B.2.

Além da distribui¢ao passeio aleatorio, Previdelli (2005) apresentou as dis-
tribuigoes inversa Gaussiana generalizada, familia exponencial dupla e Poisson
dupla como pertencentes a classe de modelos aqui estudada, sendo estas des-

critas a seguir.
Inversa Gaussiana Generalizada

Introduzida por Good (1953) e estudada por Wise (1971, 1975), trata-se de
uma importante generalizacao da distribuicao inversa Gaussiana. A funcao
densidade de probabilidade da distribuicao inversa Gaussiana generalizada usa

os parametros 1, Y € A e é dada por
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A2
ﬂ_(y; ¢7X> )\) _ (¢/X) A—1 exp{

W) 1, |
(V) (xy +wy)}, y >0,y >0,

2
(2.6)
em que K,(-) é a fungdo Bessel modificada de terceira ordem. Sao casos

especiais de (2.6) as seguintes distribuigoes:
e Gama (x =0, A > 0),

e Reciproca gama (¢ =0, A < 0),

Inversa Gaussiana (A = —1/2),

Reciproca da inversa Gaussiana (A = 1/2),

Hiperbolica (A = 0).
A média e a variancia de Y sao dadas, respectivamente, por

B(Y) - (x)”"’m

¥ Kx(vV¥x)

v/ | Ka(Vx) KX(VX)

Mais informacoes sobre a distribuicao inversa (Gaussiana generalizada po-
dem ser obtidas de J¢rgensen (1982).

Var(Y) = (z) [K,\+2(\/¢_X) B (KA+1(M))2] |

Familia Exponencial Dupla

Nas familias exponenciais uniparamétricas tais como a binomial e Poisson,
a variancia é uma funcao da média, sendo comum neste caso o fenomeno da
superdispersao. Familias exponenciais duplas permitem a introducao de um
segundo parametro que controla a variancia independentemente da média.
Estas familias ainda compartilham as propriedades da familia exponencial
simultaneamente para os parametros média e dispersao.

Inicialmente, considere a funcao de densidade da familia exponencial uni-

paramétrica dada por Efron (1986)

9(y; p,m) = exp{n[ny — ()] }dG(y;n)], (2.7)
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em que p = E(Y); n é uma funcdo mondtona de p; ¢(p) é uma funcao
normalizadora, escolhida de tal forma que a integral da densidade seja 1;
G(y;n) ¢ uma medida conhecida; e n é o tamanho da amostra.

A partir da familia exponencial dada em (2.7), a familia com fungao de

densidade

m(y; 1, 0,m) = (1, 0,1)0"*{g(y; 1, n) Y {g(y; n)}' ~*[dG (y; )] (2.8)

é chamada familia exponencial dupla com parametros u, # e n. A constante
c(u,6,n) é definida de tal forma que ffoooﬂ(y;/L,G,n)dG(y;n) = 1. Ao usar
(2.8) em analise de regressao, os parametros desconhecidos p e 6 poderao ser
estimados a partir dos dados. E possivel destacar ainda que a densidade (2.8)
possui média e variancia dadas, aproximadamente, por

V(p)

EY)=up e Var(Y)= v

em que V(u) é a funcdo de variancia.

Por fim, destaca-se que os MLGSs englobam a familia exponencial dupla
apresentada por Efron (1986) e, assim, todas as distribuigdes pertencentes
as familias binomial, gama e Poisson dupla podem ser escritas sob a forma
dos MLGSs. Ressalta-se ainda que, embora a distribuicao binomial negativa
seja bastante utilizada para casos em que h& superdispersao, a mesma nao

pertence a classe dos MLGSs.
Poisson Dupla

Suponha que g(y; u,n) em (2.7) é a funcao densidade de probabilidade
exp ™ pY

y!
comy =0,1,.... Segundo Efron (1986), o tamanho amostral n foi suprimido

g(y; 1) = : (2.9)

da equac@o (2.9) por uma simples razao: a familia Poisson é fechada sob
convolugoes, entao g(y; u,n) é a mesma familia para todos os valores de n.
Assim, a funcao densidade de probabilidade aproximada para a familia Poisson

dupla é dada por
_ Oy
. — (/200 [ € y cH
o) = 02 () (),

10
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y=0,1,2,....

A média e a variancia de Y sdo dadas, respectivamente, por

EY)=p e Var(y)= %

2.5 Aspectos inferenciais

2.5.1 Funcao Escore

A seguir, sao introduzidas algumas notacoes necessarias no célculo da funcao
escore e matriz de informacao de Fisher para os modelos lineares generalizados

com superdispersao. Para tanto, seja

My = 81';1[
K2 87”; Y
0"y

Gie = 8_7'27

T = diag{p\™, ... Y9,
M, = diag{m1, ..., M},
®, = diag{dy1,..., P}, (2.10)

em que my € ¢, denotam, respectivamente, a i-ésima derivada das funcoes
de ligagao inversa p = f'(n) e p =g '(7), parai =1,2e L =1,...,n. As
matrizes %) M, e ®, sao de ordem n X n, em que, para as duas altimas,
r =1,2. E ainda, w;’s) = 0" 5 (g, ¢p) /Ol 005, 1,8 >0, L =1,... n.

A funcao escore para 3 e 7y é particionada em duas submatrizes, uma para

cada parametro aqui considerado, e é dada por

_ _((0UB./0B Y\ _ ( XT®EOM(y — )

em que (y — ) = ((y1 — 1)y s (Y — i) " e v = (v1,...,0,) ", com v, =
(ye — uz)?ﬂél’l) + T'(ye) + wéo’l), (=1,... n.

11
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2.5.2 Informacao de Fisher

Matriz de Informacao Observada de Fisher

Seja —Lge a matriz de informacao observada de Fisher para 0 = (,BT,'yT)T,
avaliada em 6 = 6. Apos algumas manipulacoes algébricas envolvendo dife-

renciacao de matrizes, ¢ obtido

“ ; L
i aam::(p% is,

" 9600" Ma%)ﬂmw

Ly =X" [\I!(&O)MfD(r) —pRON2 ¢ \P(2’0)M2D(r)} X,
Ly, = X 'D(r)®*Vd, M, S,
L, =S"Dr)¥*V® M, X = (Lg,) ",

i =87 [(IJQD(r)\II(l’l) + &,D(T) + &0 + 2D (r) T2 ¢§@<o,2>] S,
(2.12)

sendo D(r) = diag{(y1 — 1), - - -, (Yn—ptn) } e D(T) = diag{T(v1), ..., T(yn)}
As matrizes tﬁg, 1}57, fl,yﬁ e i‘w sao de ordem p X p, p X q, ¢ X p e q X q, res-
pectivamente. Assim, a matriz de informagao observada, também conhecida

como matriz de informacao local, possui ordem (p + q) X (p + q).

Matriz de Informacao Esperada de Fisher

A matriz de informacao esperada de Fisher é bloco-diagonal dada por

Koo = K(B7) = E(-Lao) = (557 10 )

ol
em que Kzg = X ®EIM2X e K, = —ST T2 P2S 530 as matrizes de
informacao para 3 e -y, respectivamente. Logo, os parametros 3 e v sao glo-
balmente ortogonais e seus estimadores de maxima verossimilhanca (EMVs) B
e 7 sdo assintoticamente independentes. Ao avaliar K, é nestes EMVs, tem-se
uma estimativa da matriz de variancia-covariancia assintotica de ,@ e .

O calculo detalhado da funcao escore, assim como das matrizes de infor-

macao observada e esperada de Fisher, encontram-se no Apéndice A.

12
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2.5.3 Estimacao dos parametros

Nos MLGSs, a obtencao dos EMVs [3 e 7 é feita por meio da maximizacao
numérica do logaritmo da funcao de verossimilhanca da distribuicao de pro-
babilidade dada em (2.3). Assim, pode-se utilizar um método de otimizac¢ao
nao-linear, que consiste em encontrar o maximo de uma funcao por meio de
algoritmos iterativos, via métodos gradientes, tais como: Newton-Raphson,
scoring de Fisher, métodos quasi-Newton (DFP e BFGS), entre outros. Mais
detalhes sobre métodos de otimizacao podem ser encontrados em Nocedal e
Wright (1999, Capitulos 8 e 19) e Frery e Cribari-Neto (2005).

O processo iterativo de Newton-Raphson para a obtencao da estimativa de
méaxima verossimilhanca de 8 = (ﬁT7 ~T)T ¢ definido expandindo-se a func¢ao

escore U(0) em série de Taylor, a partir de um valor inicial 0 tal que

u(9) =ue™)+u'(e")(6-6),

em que U'(0) denota a primeira derivada de U(8@) com respeito a 6. Assim,
repetindo-se o procedimento acima, chega-se ao processo iterativo no (m+1)-

ésimo passo, que fica dado por

gim+h) — gim) | {_U/(g(m))}flU(g(m)%

comm = 0,1,... . Como a matriz —U’(0) pode nao ser positiva definida,
a aplicagdo do método scoring de Fisher substituindo a matriz —U’(0) pelo
correspondente valor esperado, pode ser mais conveniente. Isso resulta no

seguinte processo iterativo:

gt — g(m) K;éU(H("L’),

m=0,1,....
Em notagao matricial, o processo iterativo acima corresponde as seguintes

equacoes para estimar 3 e « iterativamente

BN (B Y, Ksp O u(E™)
’Y(mﬂ) ’Y(m) 0 K, U(’Y(m)) 7

ou seja,

13
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m m —1(m) m
Bl = gm L KL U(B) (2.13)
e
m m —1(m) m
A = ) KU (y ), (2.14)
m=0,1,....
Substituindo

2

K l(m) (XT\I’(Z’O)(m)Mgm) X)—l e U(B(m)) — XT\I’(2’O)(m)M(m)(y ’_,l,)

na equagao (2.13) acima, segue que

B(erl) _ B(m) + (XT\I,(Q,O)("L)Mgm)Qx)—lX-l—\Il(ZO)(m)Mgm) (y B “)
(m) 'm) m)? m m)—1
= (XTI X)X T XA M (y - )
_ (XT\I,(Z,O)(’")MY’Z) X)_IXT\II(Q’O)(m)Mgm)Q (lm)’

emque & =n+ M (y —p),sendon=XBem=0,1,....

Analogamente para -y, substituindo-se

K 4" = (—STe02 e s) " o U(™)=STe"y

na equagao (2.14), tem-se que

’)’(m+1) _ 'Y(m) + ( ST (0,2) (m)ng S) 1ST¢(m
= (-STwO 'S) (ST @M [SH M) — @02 Py 1y
sy srasa s,

,1 _
em que & = 7 — W27 @y, sendo 7 = Sy e v = (v,...,v,)7, com

ve = (e — ey + <>+wm, =0.1...el=1...n
Considerando Wﬁﬂ = ¢ 0“’")1\/[57”)2 e W = g2

m = 0,1,... chega-se a um processo iterativo de minimos quadrados repon-

(m) 2
®'"™" para

derados, que fica dado por

14
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B(m+1) _ (XTW%)X)AXTW%) gm)’
A = (STWIMS) IS TW g™, (2.15)

m=01,..,& =n+M(y —pn)eé& =1— @(0’2)71@flv, com v =
(v1,...,v,)", sendo vy = (y, — /,Lg)wéLl) + T(ye) + z/;éo’l), (=1,...,n.

Note que &; e &, em (2.15) desempenham o papel de uma variavel depen-
dente modificada, enquanto Wg e W, correspondem a uma matriz de pesos
que muda a cada passo do processo iterativo.

Em termos gerais, tem-se que fazer a regressao da varidvel dependente
modificada (£&/,€,)" sob a matriz modelo (X,S) com os pesos modificados

definidos por

wo ( Wes Ws, | _ TEOM? 0 |
W Woy 0 ~v ) p?
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Capitulo 3

Técnicas de Diagnostico nos
MLGSs

Um ajuste de regressao ¢ uma representacao de alguns aspectos dos dados.
No entanto, uma tunica observacao pode provocar distor¢oes na interpreta-
cao dos coeficientes do modelo, assim como exercer um efeito desproporcional
no ajuste, levando muitas vezes a conclusoes erréoneas quanto aos resultados
inferenciais. Na &area de modelagem, uma etapa importante é a anélise de
diagnoéstico, que consiste em verificar possiveis afastamentos das suposicoes
feitas para o modelo, assim como a existéncia de observagoes extremas que
exercam alguma interferéncia desproporcional nos resultados do ajuste. Esta
etapa teve seu inicio com a andlise de residuos para avaliar a adequacgao da
distribuicao proposta da variavel resposta, assim como detectar pontos aber-
rantes entre o conjunto de dados.

Neste Capitulo sao apresentadas algumas técnicas de diagndsticos para
os modelos lineares generalizados com superdispersao, sendo esta a principal
contribuicao desta dissertacao por nao haver estudos anteriores que aborde
este tema quanto & referida classe de modelos. Inicialmente, na Segao 3.1,
é tratado o conceito de alavancagem generalizada, sob a abordagem de Wei,
Hu e Fung (1998), em que eles generalizam a defini¢ao de pontos de alavanca
para modelos gerais. Na Secao 3.2 é apresentada a anélise de residuos para os
MLGSs e em seguida, na Se¢ao 3.3, a técnica de dele¢ao de pontos (influéncia
global), esta inicialmente introduzida por Cook (1977) para modelos normais
lineares e posteriormente estendida para diversas classes de modelos. Por
fim, na Se¢ao 3.4, é estudada a metodologia de influéncia local proposta por

Cook (1986), em que a ideia basica consiste em avaliar a influéncia conjunta

16
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das observacoes sob pequenas perturbacoes nos dados ou no proprio modelo.
Mais referéncias sobre métodos de diagnéstico podem ser encontradas em
Paula (2012).

3.1 Alavancagem Generalizada

Pontos de alavanca sao aqueles que tém grande influéncia no préprio valor
ajustado e a presenca destes causa aumento na variabilidade da previsao.
Tais pontos se caracterizam também por ter um perfil diferente dos demais
no que diz respeito aos valores das variaveis explicativas do modelo, em que,
dependendo da localizagao, esses pontos podem exercer forte influéncia nas
estimativas da variancia dos coeficientes de regressao. Assim, o conceito de
alavancagem é um dos componentes chaves da andlise de diagnostico em mode-
los de regressao linear, em que a ideia principal é avaliar a influéncia de y; sobre
o proéprio valor predito. Uma forma de medir essa influéncia é por meio da
derivada 0y;/0y;, que coincide com h;; no caso normal linear, em que h;; repre-
senta o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz de proje¢ao (também
conhecida como matriz hat ou matriz chapéu) H = X(X"TX)"!XT e X ¢ a
matriz modelo. A matriz H caracteriza-se por ser simétrica e idempotente, em
que esta tltima propriedade resulta na seguinte relagido: posto(H) = tr(H).

A alavancagem generalizada de um estimador é definida em modelos de
regressao como uma medida da importancia de observacoes avaliadas indi-
vidualmente. Wei, Hu e Fung (1998) derivaram um simples mas poderoso
resultado, desenvolvendo uma expressao explicita para alavancagem, partindo
do ponto de vista de que hy; = 0y;/0y; reflete mais diretamente a influéncia
de y; no ajuste.

Sejay = (y1,...,%,)" um vetor de respostas observadas com fungao den-
sidade de probabilidade 7(y; @), onde 6 & um vetor de parametros desconhe-
cidos. A esperanca de y, p = F(y), pode ser expressa como p = p(0). Seja
6 = O(y) o estimador de maxima verossimilhanca de 8, entdo y = p(0) é o
vetor de respostas preditas. Segundo Wei, Hu e Fung (1998), a alavancagem

generalizada de 6, 9y /9y ¢ definida como

GL(0) = {(Dy)(~Lgp) "' (Loy) }o_s (3.1)
em que Dy = Op/00", Loy = 0°((0)/0000" ¢ Ly, = 0%((0)/00dy ", com
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0(0) = £(3,~) definida em (2.3).
Na Secdo 2.3 encontra-se definido Lgg. Sendo D¥ = (Dj, D%), tem-se que

Opig - Ope  Ong O _ Ope  One

= . =m(r), e : =0,
06, ~ ome a5, " 90w o o
emquer=1,...,p, R=1,...,qel=1,...,n.
Assim, em forma matricial,
Dy = (M;X,0), (3.2)

em que M; = diag{mi1,...,my,}, com my, = Ope/One, L =1,...,n.
A matriz ]:gy ¢ definida como

. i
L9y — |: tﬁy :| ,

7y
sendo Ly = 020(0) /080y " ¢ L., = 0%0(0) /0~y .
A derivada de ¢(6) em relacdo a 3, é

o0l (0) _ 2.0
a5, = ; { é )(yz - Me)mu/(?")é} )

em que 70 = 924 (e, de) /02, mag = Ope /O e (1) = One /OBy, v =1,.. .. p
el=1,...,n.

Assim, o (rf)-ésimo elemento de Lg, ¢ dado por

0%0(0) B - (2,0)
0B.0y z_; {¢€2 i mlé(r)g} ’

r=1,...,pel=1,...,n.
Analogamente, tem-se que a primeira derivada de ¢(8) em relagdo a vg é
ol (o -
3( ) b1e(R)ve,
TR —
em que ¢rp = De/0me, (R)e = 0me/07m e ve = )" (ye — o) + Tlye) + ™",
com ") = 02 (s, &0) [Opddn e Y = (e, 60) /060 £ =1, .

Entdo, o (R()-ésimo elemento de L.y pode ser expresso como
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*0(0) &
OYrOY,

{l/fggl’l)%e(R)e + 82@6)%6(3)4} :
Ye

=1
R=1,...,qel=1,... n.

Em notacao matricial,

XTPEOM,

Loy = [ gT (q:,(l,l) 4 D(T’y)) &, |’ (3.3)

em que D(Ty) = diag{T"(y1),...,T"(yn)}, com T"(y,) = %, (=1,... n.
Os componentes das matrizes diagonais ¥, WY M, e &, estdo definidos
em (2.10).

Substituindo (2.12), (3.2) e (3.3) em (3.1), tem-se que a matriz generali-

zada de pontos de alavanca para u fica dada por

GL*(8) = M, X {ng + FE—lFT} Ly — M\XFE 'L |, 5  (34)

e que F = ]jgﬁl]i;g,y, FT = i‘;ry[g]:gﬁl, E = _L’Y’Y =+ ngtgﬁltﬁw (& ]:/3/3, ]:57, L%B
e L., sdo elementos da matriz de informacao observada dada em (2.12).

E possivel ainda reescrever (3.4) da seguinte maneira

GL"(6) = GL4(0) + GL"(0),

em que

A —1
GLA(0) = —M,X {XT [\11(3’0)M%D(r) — pROM2 \11@’0)1\/12[)(1«)] X}
X WM,

GL'(6) = M,XFE'F X ®®9M,

_ M1XFE_1 {ST [(‘11(1’1) + D(T/y)] ‘131} |9:9,
sendo D(T,) = diag{T'(y), .., T'()}, com T'(y) = 2202 ¢ D(r) =
diag{ry,...,m}, em que r, = (yo — f1e), £ = 1,...,n. Os componentes das
matrizes diagonais ¢, @29 $oU M, M, e ®; encontram-se definidos

em (2.10).
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Também é possivel observar a influéncia de y, em ¢3g, denotada por 3@/8%,
em que ¢ = (é1,...,¢,)". Sendo D) = (Dg, DY), tem-se que

8@:%.37'@:0 . ¢y _ Ody  Omy — bu(R)
08, ~ om 0B, ove Om w0
emquer=1,...,p, R=1,...,qel=1,...,n.
Entao, em forma matricial,
D) = (0, ®,S), (3.5)

em que ®; = diag{d11, ..., 010}, com ¢y = APy /Oy, L =1,...,n.
As demais quantidades Lgg e Lgy sio dadas em (2.12) e (3.3), respectiva-
mente.

Assim, analogamente a GL*(0), substituindo (2.12), (3.5) e (3.3) em (3.1),

a matriz generalizada de pontos de alavanca 8&5/ dy pode ser expressa como

GL?(0) = —®,SE"'F Lgy + &, SE 'Ly |,_y, (3.6)

sendo E = —L., + fwgflgéf;g,y, F' = Lngé A matriz generalizada de

pontos de alavanca para ¢ dada em (3.6) pode ainda ser reescrita na forma

GL*(8) = GL}(8) + GL2(8),
em que

GL}(0) = —®SETFTX 20M,
+®SVW VT {ST [(\If(“) + D(T’y)} <I>1} lo=0

N . -1 ..
GL?;(O) = ®,S <_Lw) Loylo—g

Cas (1) 5 (00 ) o

com E = —L,, + LgL;iLs, F' = LgLyl, V = (L) 'Ly, VI =

L, (—L,y)~" W = Lgs — f;/gwf;%lf,%g, e Lgs, Lg,, Lg e L., sdo elementos

da matriz de informacdo observada dada em (2.12). Os componentes das
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matrizes diagonais 9 WD M, e &, estio definidos em (2.10) e D(Ty) =
diag{T"(sn), ..., T"(yn)}, com T'(ys) = TG0 £ =1,... n.

Os graficos de GLM(0)y e GL?(0)y contra a ordem das observacoes sao
sugeridos para detectar possiveis pontos com alta alavancagem. E comum
também utilizar os graficos de GL“(@)M e GL"’(@)M contra os valores ajusta-

dos.

3.2 Residuos

A anélise de diagnostico, uma etapa muito importante na andlise de regressao,
teve inicio com a andlise de residuos para detectar possiveis pontos mal ajus-
tados e avaliar a adequacao da distribuicao proposta para a variavel resposta.
Assim, a anélise de residuos, sob a abordagem dos modelos lineares, cons-
titui uma ferramenta amplamente utilizada para verificar a adequacidade do
ajuste, presenca de observacoes extremas (aberrantes) ou que exer¢cam alguma
influéncia desproporcional nos resultados do ajuste, como também detectar
possiveis afastamentos das suposicoes inicialmente feitas para o modelo, entre
as quais a distribuicao de probabilidade dos dados, além de verificar indicios
de heteroscedasticidade. Uma definicao mais geral de residuos pode ser vista
no artigo apresentado por Cox e Snell (1968).

A seguir sao apresentados os residuos padronizado, componente do desvio
e componente do desvio padronizado para os modelos lineares generalizados
com superdispersao. Vale ressaltar que toda a analise de residuos apresentada
nesta Secao refere-se somente & construcao de expressoes para residuos com
respeito ao ajuste da média. Analogamente, é possivel obter equagoes para
os residuos aqui propostos quanto ao ajuste da dispersao, sendo esta uma

abordagem para trabalhos futuros.
Residuo padronizado

A definicdo mais usual de residuo é a diferenca entre o valor observado e
o valor ajustado da /¢-ésima observacao, denominado residuo ordinario, dado
por 1y = (y¢ — fie), £ = 1,...,n, em que o sinal de r, indica a dire¢io dessa
diferenca. A analise de residuos pode se basear nestes residuos e suas possiveis
padronizagoes, assim como nos residuos construidos a partir dos componentes
da funcao desvio, frequentemente utilizados em modelos lineares generaliza-

dos.
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3.2 RESIDUOS

Seja o vetor de residuos ordinarios definido por r = (r1,...,7,)". Logo,
da regressao normal linear segue que r =y — o = y — Hy = (I — H)y,
em que H é a matriz de projecao ortogonal definida na Secao 3.1. Desta
forma, tem-se que E(r) = (I — H)E(Y) = 0 e Var(r) = ¢*(I — H), com
0? = Var(Y). Ou seja, r, tem distribuigdo normal de média zero, variancia
02(1 — hy) e ainda a covariancia de r, e rj, com ¢ # j, £,5 = 1,...,n, fica
dada por —o?hy;. Como os 7¢’s tém variancias distintas, é comum expressé-
los em forma padronizada, dividindo-se r, por seu respectivo desvio padrao,
permitindo assim uma comparabilidade entre os residuos. Logo, ¢ obtido o

residuo studentizado dado por
- 5(1 — hgg)lﬂ’
em que s> = 0, 12/(n — p).

Porém, como 7y ndo é independente de s?, ¢, ndo segue uma distribuicao

ng €:1,...,n,

t de Student. Contudo, este problema pode ser contornado substituindo s?
por s?@, que corresponde ao erro quadratico médio do modelo sem a (-ésima

observacao. Assim, é obtido um novo residuo studentizado, que fica dado por

Ty
S(g)(l _ hé£)1/27

em que { =1,...,n, e tj segue uma distribuigao central ¢,,_,_;.

ty =

A definicdo de um residuo studentizado para os MLGSs pode ser feita
analogamente a regressao normal linear. Porém, nao necessariamente esse
novo residuo possui as mesmas propriedades de t;. Entao, torna-se importante
a definicao de novos residuos que tenham propriedades conhecidas ou que
estejam proximas das propriedades de .

Pregibon (1981) definiu um residuo derivado do processo iterativo de esti-
magao dos parametros do modelo. Nos MLGSs, tal processo é dado por (2.15)
e a partir da convergéncia do mesmo tem-se que a expressao do estimador de

B para a (m + 1)-ésima iteracdo toma a seguinte forma

AU = (XTWEEX) X TWE™ m = 0.1, (3.7)
m (m)  x(m)? -
em que Wéﬁ) =@M e & =0+ M7y — B)-

A partir da convergéncia do processo iterativo dado em (3.7) é obtido
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3.2 RESIDUOS

B = (X"WgsX) "X " Wgsé,,

A . A ~ (2,002 _~
em que & = 7+ M (y — 1) = 7+ &7 WA

W = &7

definidos em (2.10). Assim, B pode ser interpretado como a solucio de mini-

y = i), com 7 = X,

20) estao

M? e os componentes das matrizes diagonais M; e ¥
I ~1/25 571/2
mos quadrados da regressao linear de W&, contra as colunas de W g5 X.
Uma proposta entao é considerar o residuo ordinario da solu¢ao de minimos

quadrados da regressao linear ponderada de él contra X, que é definido por

vt = WiE, — ]
= Wil + ¥ Wy — ) - )
(2’0)1/2

= (y-p)

= (Var(Y))™*(y — ),

~ ~ -1
em que Var(Y) = g

Assumindo que Var(él) o Wgé, tem-se aproximadamente que Var(r*) =
(I - H), com H = WX(XTWgX) ' XTWL7. Ainda ¢ facil ver que
E(r*) = 0. Logo, é possivel definir o residuo padronizado (ou residuo de

Pearson) como

r* — E(r*)
ts,
Var(r*)
1/2 R
I R el )
(1 = hee)
_ Yo — fu (3.8)
120 g oy '
\/ v (1= he)
emque f=1,...,ne he corresponde ao (-ésimo elemento da diagonal prin-

cipal da matriz H = Wl/QX(XTVAV@BX)*lXTVV;/;.
Residuo Componente do Desvio

Em modelos lineares generalizados é muito comum avaliar a qualidade do

ajuste por meio da fun¢do desvio (McCullagh e Nelder, 1989; Paula, 2012),
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3.2 RESIDUOS

que corresponde a distancia, para cada observacgao, entre o logaritmo da fun-
cao de verossimilhanca do modelo saturado (com n parametros) e do modelo
sob investigacao (com p parametros), avaliado na estimativa de maxima ve-

rossimilhanca f1. A fungdo desvio nos MLGs é dada entao por

D*(y; ) = ¢D(y; o) = 2{l(y;y) — ((f; )},
em que £(y;y) e {(f1;y) correspondem aos logaritmos da fungao de verossimi-
lhanca do modelo saturado e investigado, respectivamente.

A funcao desvio na classe dos modelos lineares generalizados com super-
dispersao assume a mesma expressao da funcao desvio para os MLGs, onde
somente a média ¢ ajustada, com ¢, no lugar de ¢. O desvio fica agora definido
por D*(y; fu, ) = S)_, d (yes fie, be), em que d* (yes fie, d¢) = 2{Ce(ye, de) —
Co(fb, @)} Na pratica, deve-se substituir ¢, por ¢, = h= (%) = s, 4.

A seguir, sao apresentados dois tipos de residuos construidos a partir dos
componentes da funcao desvio.

O residuo componente do desvio é definido como a raiz quadrada da dife-
renca entre os logaritmos das funcoes de verossimilhanca sob o modelo satu-
rado e o modelo investigado para cada observacao ¢, com o mesmo sinal da
diferenca (y, — fig). Assim, o residuo componente do desvio para os mode-
los lineares generalizados com superdispersao, utilizado como uma medida de

qualidade de ajuste, fica dado por

th - d*(?/£> ﬂ‘€7 Cgf),

em que d*(yy; fle, (Zsé) = £/ d** (yo; fu, 453)

Ou seja,

tp, = sinal(yg — ,[Le)\/§ {&(ye, 654) - fz(ﬂey @z)}m
=42 {&(ye, b0) — Ll fue, 45@)}1/2

. 1/2
= +V2 {Z U (e, ng) — (g, </312) — (ye — /:bé)w(l’o) (fe, (;35)} )
(=1

(3.9)
€m que w(LO)(la& é@) = a¢(ﬂ€a Qgg)/alig, = ]-7 sy I
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3.3 INFLUENCIA GLOBAL

Com isso, pode-se afirmar que o residuo ¢p, representa uma distancia entre
a observacao y, e seu valor ajustado ji,, medida na escala do logaritmo da

funcao de verossimilhanca.
Residuo Componente do Desvio Padronizado

O residuo componente do desvio padronizado, como o nome sugere, nada
mais é do que uma padronizacdo do residuo dado em (3.9). Assim, os residuos

componentes do desvio padronizados sao definidos como

g =D
v ~ )
V11— hy
emque /=1,....,ne B corresponde ao (-ésimo elemento da diagonal prin-

cipal da matriz H = W1 X(XTWgX) ' XTW 7.

E possivel também utilizar a padronizacio por meio de GL“(@)M, que cor-
responde ao f-ésimo elemento da diagonal principal da matriz de alavancagem
generalizada para pu dada em (3.4).

Esses residuos sao os mais utilizados nas aplicagoes dos MLGs, onde diver-
sas técnicas analiticas e gréaficas podem ser utilizadas para detectar desvios do
modelo pesquisado, uma vez de posse destes residuos, onde possivelmente foi
definida uma distribuicao teodrica adequada para eles. Graficos de t’Dé versus

indice e t},, contra os valores ajustados sao recomendados.

3.3 Influéncia Global

Um tépico importante na analise de diagnostico é a deteccao de pontos influ-
entes, ou seja, aqueles que exercem um peso desproporcional nas estimativas
dos parametros do modelo, podendo alterar o valor das estimativas quando
os retiramos do conjunto de dados ou quando sao submetidos a perturbacoes.
Uma técnica bastante conhecida para avaliar o impacto da retirada de uma
observacao particular nas estimativas dos parametros de regressao é a delecao
de pontos, introduzida por Cook (1977) e conhecida também como influéncia
global.

Seja £(0) o logaritmo da func¢ao de verossimilhanca de 8 = (,BT,')/T)T.
Para avaliar a sensibilidade das estimativas dos parametros 8 e v quando a

(-ésima observacao é excluida, é comum usar a medida de influéncia LD,, que
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3.3 INFLUENCIA GLOBAL

mede o afastamento da verossimilhanca, permitindo detectar possiveis pontos

influentes, e é denotada por

LD, = 2{((8) — (0))},

em que 9(4) correponde a estimativa 0 quando a ¢-ésima observacao ¢é excluida.
A medida LD, trata-se, portanto, de uma medida de influéncia para avaliar o
impacto em £(6) com a retirada da (-ésima observacdo.

Quando nao é possivel obter uma forma analitica para LD,, é comum
utilizar a segunda aproximacao por série de Taylor em torno de 6. Essa

expansao fica dada por

LD, = (6 — ) {~Las(8)}(0 — B).

Substituindo —t99<é) pelo seu valor esperado ngg(é) e 6 por é(g), tem-se que

LD} = (B — By) (X W45X) (B — By

[§]
LD} = (% = 4(y) "(STW,8) (% = A(y)) (3.10)
~ (2,0)_~ ~ (0,2) »2

MZe W, =0 &,

Em geral, nao é possivel obter uma forma fechada para 9(5) e, entao,

em que Wﬁﬁ =v

aproximacoes tém sido utilizadas. Pregibon(1981) sugere a aproximagio de
um passo, que consiste em tomar a primeira iteracao do processo iterativo

pelo método scoring de Fisher, iniciando em 6. Tal aproximacao ¢ dada por

1 . . .
0y = 0+ {—Lgs(0)} 1)(8),

em que {(y(0) ¢ o logaritmo da funcao de verossimilhanca sem a (-ésima
observacao. Substituindo novamente —Lgy(0) por Kgﬁ(é) ou, similarmente,

de acordo com os céalculos do Apéndice D, é obtido

-
By =B —L— (X" WyX) 'xw}
(1 — he)
e
S = A — 7y (STW S)flsgdjlﬂ (3.11)
() (1 — pee) 7Y v
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em que iw corresponde ao (-ésimo elemento da diagonal principal da matriz
H = W;{;X(XTWMX)”XTW;/; e pp corresponde ao (-ésimo elemento
da diagonal principal da matriz P = W?S(STW_,S)~!STW./’. E ainda,
define-se

~ 2,0 1/2 R R A
iy = ""55, e —nd =00 =) e 7] = w}y/vi[fw — T4,

A A — A A 2 A i -1 /\7 A
com €y, = 7, + 1y (ve = ), sendo 7, = x[3 € =70~ 07§y, em
que 7o =s;4 e 0, = (y W)we +T( )—i-wéo’l)eﬁ:l,...,n
Substituindo (3.11) em (3.10), é obtido

NG
LDf = | —L—(XTWgsX) 5] @}} | (XTWssX)
(1 — hy)

-6
[UT—Z (XTW55X> ngﬁ/ﬁi]

— hyg)
(ye — f1e)” 1 A 1/2 o T . 1/2
TR Z ) (- ) P (X WX) " Ixg wy,
l
(e — ) hae

&éQ,O)*1<1 _ ]tLM) (1 _ iLM)v
com Ay = @2xT (XTW 5:X) 1x,w 2
Z g% ( X)) Xewyp,, €

,,C,'Y
LD) = [—f STW..S)7! T”/Q} S'W..S
4 (1 . p%)( ) YYe ( )
[f—zA(STVAVWS) sKw%Q}
(1 — Pee) ¢
(7))? 1 s /2(ST 1 TA1/2
_ ) 1 STW..S
(1 - pee) (1 — pu) VW( ) Wy,
_ (7))? ) Pee
(1 —pe) (1—pu)
d _ /2 T STW S 1/2
sendo pe = w. sy ( S) s .
Logo,
h
B~ 7
S
e
-~ Dt
LOI S T

(3.12)
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3.4 INFLUENCIA LOCAL

em que 2, = (7)2/(1—hee), sendo 7 = " (ys—fig) e 3, = (7)*/ (1~ per),
com 7, = c.bi/ﬁ[ﬁ% T, € = 1,...,n. O residuo tg, também encontra-se
definido em (3.8). Aqui, ¢ adotada a aproximacao definida em (3.12) como
a distancia de Cook para a classe dos modelos lineares generalizados com
superdispersao.

A aproximacao de um passo, em geral, subestima o verdadeiro valor de
LDy, no entanto é suficiente para chamar a atencao de pontos aberrantes e
influentes. Gréaficos de LD? e LD] contra os indices das observagoes e de fw

e Py contra os valores ajustados sao recomendados.

3.4 Influéncia Local

A delecao de pontos é uma das técnicas de diagnostico mais utilizadas para
avaliar a retirada de uma observacao individualmente. Contudo, tal método
pode deixar de detectar observacoes que sejam conjuntamente discrepantes.
Assim, a metodologia de influéncia local proposta por Cook (1986) tem como
ideia principal avaliar a influéncia conjunta de pontos sob certas perturbacoes
nos dados ou no modelo, sem com isso necessitar a avaliacao da retirada de
uma ou um conjunto de observagoes.

Seja £(0) o logaritmo da fungdo de verossimilhanga, onde € é um vetor
(p+¢q) x 1 de parametros desconhecidos do modelo. E possivel introduzir um
vetor de perturbagao w = (wi,...,w,) ", restrito a algum subconjunto © do
IR", e comparar os estimadores de maxima verossimilhanga para se determinar
influéncia local, a fim de avaliar os efeitos das perturbacoes nas estimativas
fornecidas pelo modelo. O logaritmo da funcao de verossimilhanca do modelo
perturbado possui entdo a forma ¢(6,,).

A fim de avaliar a influéncia das perturbacdes na estimativa de maxima
verossimilhanga é, considere o afastamento da verossimilhanca, também co-
nhecido como desvio local, denotado aqui por LD(w) e definido da seguinte

forma

LD(w) = 2{¢(8) — £(8.,)}.
em que LD(w) > 0, @ ¢ a estimativa de méxima verossimilhanca do modelo

ndo perturbado e 6, do perturbado, isto €, sob o modelo 0(0,). Ou seja,

LD(w) permite calcular a diferenca das verossimilhancas avaliadas em seus
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3.4 INFLUENCIA LOCAL

estimadores (é e éw) Valores altos de LD(w) indicam que as estimagdes sao
altamente sensiveis a perturbacao.

O método proposto por Cook (1986) sugere estudar o comportamento do
afastamento da verossimilhan¢a L.D(w) em torno do vetor de nao perturbagao
wy, em que {(0,,) = £(0). Em particular, tem-se que LD(wg) = 0. Desde
que LD(w) > 0, wo é um ponto de minimo da fungdo LD(w). Cook (1986)
entdo propoe investigar a curvatura normal da linha projetada LD(wq + ad),
em que a € IR e d é um vetor fixo nao nulo unitario, ou seja, de comprimento
1 (||d|] =1). Cada linha projetada pode ser caracterizada por uma curvatura
normal Cy(0), em torno de a = 0, para alguma dire¢ao arbitraria d.

Cook (1986) usa conceitos de geometria diferencial para mostrar que a

curvatura normal na direcao d assume a forma

Cy(0) = 2|d" AL, Ad|,

em que —Lgy é a matriz de informacio observada de Fisher e A ¢ uma matriz
(p + ¢) X n que depende do esquema de perturbacio, com elementos dados
por A;; = 0%(0,,)/90;0w;, com i = 1,....,p+q, j = 1,...,n, avaliados em
0=0ecw= wo.

Uma sugestao de Cook (1986) ¢ utilizar d, .., que é o autovetor correspon-
dente ao maior autovalor Cy, . da matriz F = AT(—Lgg) ' A. O gréfico do
vetor |d, g, | contra a ordem das observagoes pode revelar quais pontos que, sob
pequenas perturbagoes, exercem uma influéncia desproporcional em LD (w),
na vizinhanca de wq. Tais observacoes podem ser responsaveis por alteracoes
consideraveis nas estimativas dos parametros sob pequenas perturbacoes nos
dados ou no modelo.

Escobar e Meeker (1992) sugerem tomar como medida de influéncia os
elementos da diagonal principal da matriz F = AT(—ﬁgg)*lA, enquanto
Lesaffre e Verbeke (1998) propoem avaliar a curvatura normal na dire¢ao
da i-ésima observagao, ou seja, avaliar Cy(@) no vetor d; de dimensao n x
1, composto de um na i-ésima posicao e zero nas demais. Tal curvatura é
denotada por C;, em que C; = 2|f;|, sendo f; os elementos da diagonal
principal da matriz F. Um grafico de C; wversus indice é sugerido, em que
observacoes com C; > 2C, C = 2?21 C;/n, merecem atengao especial.

A seguir, serao apresentados trés tipos de esquema de perturbagao, con-

siderando o modelo definido em (2.1), com o logaritmo da funcao de verossi-
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milhanca dado em (2.3). Para cada esquema de perturbacao, é de interesse

(1)

A matriz A serd entao apresentada sob a forma

A= (&)= (Geeyazery.

em que os elementos A;; = 920(0,,)/00;0w;, comi=1,....,p+q,j=1,...,n,

obter a matriz A definida por

sao avaliados em @ = 0 ¢ w = wy.

3.4.1 Perturbacao aditiva na resposta

Considere uma perturbacao aditiva sobre a f-ésima resposta, ou seja,

Yow = Yo + wes(Ye),

em que $(ye), £ = 1,...,n, é um fator de escala, comumente utilizado para
padronizar os componentes de w quando cada y, apresenta uma variancia
diferente. Aqui, o fator de escala é a estimativa do desvio padrao de y,. Assim,
o logaritmo da funcao de verossimilhanca do modelo perturbado assume a

forma

3

((0,) = {(yew — 1) (1o, d0) + e (yew) + (1o, de)}

(=1

+ ) log A(yw)-

Ao derivar ¢(0,,) em relagdo a [, tem-se que

853 Z w(QO y:gw - /Mz)mu(s)z,
€m que @2’0) = 321/}(1% QW)/@M%; mie = ﬁuz/ﬁm € (8)4 = aﬁz/aﬁs-

Derivando novamente com respeito a wy, obtém-se

0%0(0
855{9@)5 ;W mae(8)es(Ye),

coms=1,...,pel=1,....,n
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Analogamente para -, ao derivar ¢(0,,) em relacao a 7g, é obtido

a’YS Z ¢1e ZWa

em que g1, = Do/, () = 07/ s e v = V™ (Yoo — 1) +T(ye) + 0™,
com (") = 0% e, 00) [Opedbe U™ = (e, 04) [0

Derivando agora em relacao a wy, tem-se que

(6
0758wg Zébu )eze,

emque S=1,...,¢, 0 =1,...,n, z = w(“) (ye) + T'(yow), com T'(ye,) =
aT(yﬂw)/awﬁ-

Para a perturbacao aditiva na resposta, wy = (0,...,0)" e a matriz A fica

( Ag ) _( x"8*O8D(s)

A’y ST(Plz ’

em que z = 'f[l(l’l)D(s) + D(T))), sendo D(s) = diag{s(y1),.-.,s(yn)} €
D(T,) = diag{T"(v1s),-- -, T'(Ynw)}. Os componentes das matrizes diago-

nais 20 M, &, e ¥ encontram-se definidos em (2.10).

Perturbagoes aditivas na variavel resposta estao fortemente relacionadas

da forma

com o conceito de alavanca apresentado na Secao 3.1. Entao, ao impor uma
mudanca aditiva na resposta, a medida de influéncia local resultante (d,,q, ou
C;) pode ser utilizada para identificar observagoes que exercem forte influéncia

no proéprio valor ajustado.

3.4.2 Perturbacao de casos ponderados

Com esta perturbacao é possivel avaliar se a contribuicao das observacoes com
ponderagoes afetam o estimador de maxima verossimilhanca. O logaritmo da

funcao de verossimilhanca do modelo perturbado ¢ dado por
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= wily(ys; 0
=1

= > wi{ (e — )™M (e, d0) + ST (ye) + ¥ (1ae, b0)}
(=1

3 wylog Alye),

(=1

em que 0 < wp < 1.

Derivando ¢(0,,) com relacio a s, tem-se que

Zwe{w — pe)mae(s)i},

0/33 4

em que 57" = 0% (g, 0) JOu, Mg = Opue/Oe ¢ (5)e = e/ DB,

Portanto,

0%0(0.) <
0Bs0we

0 (g — pe)mae(s),,
/=1

coms=1,....pel=1,.

Para A, tem-se que a derivada de £(,,) em relagao a ys é dada por

873 Z wed1(:S)eqe

em que ¢ip = O6e/Ome, (S)e = 07/ € qe = U4 (ye — 1e) + Tlye) + ™",
com ¢ = 0% (e, 60) [Opedre e U = O (e, dr) /0.

Assim, o (S¢)-ésimo elemento de A, fica dado por

3753&)@ Z ¢1£ ZQZ7

S=1,....,qel=1,...,n
Para a perturbacao de casos ponderados, wy = (1,...,1)" e a matriz A

assume a forma
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) (0,1)

D(r) + D(T) + ¥, ", com D(r) = diag{r, ..., 7}, sendo
re=(ye—fu), £=1,...,n,e D(T) = diag{T'(v1),...,T(yn)}. Os componen-
tes das matrizes diagonais w20 gl gl M, e ®, estiao definidos em

(2.10).

< (1,1
em que q = \Il(

3.4.3 Perturbacao aditiva no preditor

Os modelos lineares generalizados com superdispersao possuem duas compo-
nentes sistematicas f(u) = n = XB e g(¢p) = 7 = S, em que X e S sdo
matrizes n X p e n X ¢, respectivamente. Assim, tanto X quanto S sofrem
perturbacao, que consiste em modificar a p-ésima coluna de X e a ¢-ésima
coluna de S, adicionando um vetor de perturbacao w ponderado por um fa-
tor de escala s,, e sy , que pode ser o desvio padrao da coluna modificada,
fator este adotado aqui, ou ainda pode ser, por exemplo, a norma da coluna

modificada. Ou seja,

Tppoy = Tep + WSz, €  Spg = Seq + wess,, £ =1,...,m.

Nos MLGSs os parametros média e dispersao sao modelados simultane-
amente. Neste caso, serd considerado nesta dissertacao dois cenérios para o
esquema, de perturbacao individual de uma covariavel. Primeiro, X # S, em
que sera de interesse investigar separadamente as matrizes de regressores X
para o modelo média e S para o modelo dispersao. Posteriormente, tanto a
matriz para o modelo média X quanto a matriz de regressores S para o mo-
delo dispersao sao iguais, ou seja, X = S. A seguir é apresentada a forma da

matriz A para os casos aqui considerados.

As matrizes X e S sao diferentes

Caso 1: Matriz X para o modelo média

Considere para este caso que

New = 51 + Bgl’gz —+ ... +6pxﬁpw —+ ... —|—5k1’g1€
= Bi+ Boea + ... + Bp(Tep + wiesy,) + .. + BrTar, (3.13)

e fu € tal que f(p,) = N € ¢po = ¢p, £=1,...,n.
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O logaritmo da funcao de verossimilhanca do modelo perturbado, neste

caso, fica da forma

0(00) = { (e — 1) (10, b0) + DT (o) + ¥ (p1asr b0}

+ ZlogA(yg).

(=1

Ao derivar £(8,,) em relagao a s, é obtido

8/6 Z¢(20 M&u)ml&u(s)ﬂw7

em que 2% = 020 (g, d0) JO12,, Miny = Ofigs /O © (8)iw = Oy 0Ps.

Assim, derivando novamente em relacao a wy, tem-se que

0%((0,,
353(3w) = SCEp/Bp Z{ ¢(20 m%@w(s)fw + wéiﬂ) (yg - Mgw)m%&U(S)éw

0 (e — 1) (8)e} + 55, > AVED (e — peo)mins},
/=1

(3,0)

em que s = 1,...,p, ¢ = 1,...,n, ¢, = O3 (g, de) /Os, € Moy, =
82:u5w/a77[?w'

Analogamente para 7, ao derivar £(6,,) em relagdo a s, é obtido

a'VS z_: gblﬁ Evh

em que ¢yp = Oy /07, (S)e = O/Ovs € ve = V8 (e — p) + Tlye) + 0",
UL — 920 (114, b0) ) OptewObe € 0 = 0 (j1ar, d0) /0.

Ao derivar novamente, agora em relacao a wy, o (S)-ésimo elemento de A, é

com v,

dado por

2
Z”fs(gw) N xpﬁpZ{ w‘fi )(b”( S)emag +wgl)(ye — Hew)P1e(S) e

+%}U1 G16(S)emi },
emque S=1,...,¢,0=1,....,n¢ @/Jéi’l) = PV (g, o)/ Opz, Oy
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3.4 INFLUENCIA LOCAL

Aqui, wo = (0,...,0)7 e a matriz A ¢ dada por

50, 5 XT (8 *NE2 + D) + 6D ()N )
Ag\ _ +50,F, 8D ()N,
A, ’
A A (11) A o~ ~ (2,1 SN A (11) 2 o~
50,587 (=" & N1, + P\ D)@ M, + BB N

em que F), ¢ uma matriz pxn de zeros, exceto na p-ésima linha, que é composta
por uns e D(r) = diag{ry,...,rn}, sendo r, = (yy — 1), £ = 1,...,n. Os
componentes das matrizes diagonais ¥0 @GO ghb gEh N, M, e

®, estdo definidos em (2.10).

Caso 2: Matriz S para o modelo dispersao

Considere agora que

Tiw = Y1+ V2802 + - -+ VgSeqw T - -+ VkSek
=31+ V2Se2 + ..+ Yg(Seq + wWess,) + - A VS,
em que ¢y, é tal que g(dp,) = Tow € i = oo, L =1,...,m.
O logaritmo da func¢ao de verossimilhanca do modelo perturbado fica dado
por

n

0(00) = > {(we — 1) (e, d) + b T (We) + (e, de)}

(=1

+ Z log A(ye).
=1
Derivando £(6,,) em relagdo a [, é obtido

90(6..)
95,

em que V" = 0% (jig, Ge) 013, Mg = Opie/One € (5)g = 0o/ P

Ao derivar novamente em relacdo a wy, é obtido

=02 (ye — pe)ma(s)e,
/=1

9%0(8.,)
030,

= 50,7 U0 (v — pe)mae(s)e},
/=1
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3.4 INFLUENCIA LOCAL

em que s = 17 sy Dy g = 17 , 1L, w@l 831#(/'%7 (bfw)/auga(bﬁw

Agora para -y, derivando E(Ow) em relacao a g, tem-se que

Z ¢1&u wU€7

em que ¢ip = 0P, /074, ()i = 0Te,/0vs € vp = wew ( — o) + T(ye) +
(0,1)

> COM %% = 0% (e, Pu)/ OpueObe, € 1/140 & = 0V (e, Do) [ 0Dy

Derivando novamente em relacao a wy, tem-se que o (S¢) elemento de AW fica

575

da seguinte forma

aQK(Gw) - (1,2) 2
= Sg ’ — S w
a")/sa(.U@ s q’)/q ;{¢Zw (yf /”’LE)QSlZw( )Z
F O (g — 1) 9200 (9) e + T(ye) D200 (S)
+ w@w 000 (8) e+ i B (S) e}
+ 55, ZW Ve = pe) bres + T(e) bres + i 1}
=1
— (1,2) _ o3 0,2
em que S =1,...,q, £ = 1,....n, o7 = PP(ue, du) /Oped}, e V07 =
O*(pe, Guy) /007,
Para este caso, wg = (0,...,0)" e a matriz A ¢ dada por
50,3 XN &8 D ()
A R L (1,2)
(&)= sl @ D) v D( %, |,
! +D(T)®, + 7% @ )]
5, Fy @i [ D(r) + D< > &)

em que F, ¢ uma matriz ¢ X n de zeros, exceto na g-ésima linha, que é
composta por uns, D(r) = diag{ry,...,r,}, sendor, = (yo— ), L =1,...,n
e D(T) = diag{T(v1),...,T(yn)}. Os componentes das matrizes diagonais
v gt ) w02 gOl M, &, e &, estio definidos em (2.10).

As matrizes X e S sao iguais

Neste caso, 1, ¢ dado segundo (3.13) e
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3.4 INFLUENCIA LOCAL

T =M1+ V2T + oo+ VpTepw + - -+ VeTak
=Y+ YTe + .. A V(T + wese,) o+ T

em que iy, é tal que f(,) = Mo, € du € tal que g(¢p,) = 700, £=1,..., 0.
O logaritmo da funcao de verossimilhanca do modelo perturbado para a
perturbacao aditiva no preditor considerando o caso em que X = S é dado

por

n

0(0) = {(ye — )™ (1o, ) + G (We) + (1o, be) }

/=1
+ Y log A(yr).
/=1

A primeira derivada de ¢(0,,) em relagio a s é dada por

zw — ) M1 (8)

8/65
em que ¥ = 020 (g, b)) 012, Mtw = Ot M € (8)1s = O/ OBs.

Derivando novamente em relagao a wy, ¢ obtido

0%0(6
T = YA+ 2 0 o
+ w (e — ) m00100(8) o + Bp0 " (Yo — pras) Mo () e}
+ Sz, Z{w@ 0 /L&u)mléw}a
€1 que s = ]-a"'7p7 E = ]-a ¢(30 63¢<M€w7¢ﬂw)/a,u?w7 ¢éi71) -

agw(ﬂéwu ¢ew)/al~bgwa¢ew; ¢1€w - 8¢€w/a7_€w € Moy = (92/1&,/877?“}.
Seguindo o mesmo raciocinio para 7y, derivando ¢(0,,) em relagao a ~g,

tem-se que

Z ¢1Zw wvb

375

em que @iy, = agbﬂw/aTKw; ()i = 014/ 0s € W @Dew ( — ) + T(ye) +
(O Y, 7»%; = %Y (few, Pew) [ Ottew P © %w = 0Y (o, Guw) /0P
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3.4 INFLUENCIA LOCAL

Assim, o (S¢)-ésimo elemento de A, fica dado por

PU(0,)
afYSawé - Zl{ﬂpw ( ﬂﬁw)m1€w¢1ﬁw(s)€w

+ Yot (W — 120) 00 (S

= Bt (S + 1 (e — 16 B2ta(S)ea
+ P (e — pta) b1 + 1T (Ye) P22 (S)

+ T(ye) e + Bty Mi1ssdien(S)e

+ Wi B (e + W B2 S

+ 9V br},

em que S = 1,...q, 0 =1, om, 9 = 00, ) Opesdi, vis” =
O*Y (s, D) | OP3,, € Pouy = 82¢€w/87—zw-

Para este caso, wy = (0,...,0)" e a matriz A é dada por

(2,0) (3,0) (2,1)

50, {X [~ 53, M§(+)\if D(r)M%&(pxi)r D(r)M,; &,
2,0)_~ ~ (2,0

+6,D(r)®M,] + F,D(r)¥ M, }

A A~ (2,1) (1,2) 22
( N ) B S%{XT[BP\II D(r )@11\/[1 +7p‘1l D(r)®,

(L) s .
— B, ¥ (I)lMl +7p‘Il D( )q)2 +'Yp ( )(I)
0,2) IS
5,88 M, + 4,07 7 \11 )<I> )]

+F, 0" D)@, + D(T)<1>1 + "))

em que D(T) = diag{T'(v1),...,T(yn)} e D(r) = diag{ry,...,r,}, sendo
re = (ye — fu), ¢ =1,...,n, e F, & uma matriz p X n de zeros, exceto na p-
ésima linha, que é composta por uns. Os componentes das matrizes diagonais
P20 g0 gl 2 gl g2 gOb N, M, &, e &, encontram-
se definidos em (2.10).

Por meio do esquema de perturbacao aditiva no preditor, é possivel acessar
a influéncia individual de cada covaridvel no processo de estimacao do modelo,
ou seja, ao perturbar cada covariavel separadamente, pode-se estabelecer quais
covariaveis causam maior mudanca no deslocamento pela verossimilhanca sob

a adicao de pequenas alteracoes nos seus valores originais.
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Capitulo 4

Resultados de Simulacao

Neste Capitulo é apresentada uma andlise grafica de dados simulados, por
meio da simulacao de Monte Carlo, com a finalidade de apresentar as técnicas
de diagnodstico abordadas nesta dissertacao. Assim, foram consideradas 10000
réplicas e tamanho da amostra fixado em n = 50, em que foi utilizada a dis-
tribuicao passeio aleatorio, distribuicao esta pertencente a classe dos modelos
lineares generalizados com superdispersao como visto na Secao 2.4.
Inicialmente foi gerada uma variavel aleatéria inversa (Gaussiana, isto é,
Zy ~ IG(0,,0p), e entdo foi utilizada sua reciproca como variavel resposta
(Previdelli, 2005), dado que se Z ¢ uma variavel aleatéria com distribuigao
inversa Gaussiana, entdo sua reciproca Y = 1/Z possui distribui¢ao passeio
aleatorio (Cordeiro e Botter, 2001; Johnson et al., 1994, p.282). As compo-
nentes sistematicas do modelo foram definidas por duas fungoes logaritmicas,

com p=3eq=2,ou seja,

pic, = 0 = exp(ne) = exp(S1x1e + Paxor + P3xse) e
b16, = 60 = exp(Ty) = exp(y1810 + Y252),

em que £ = 1,...,50. Assim, Y; = 1/Z;, ~ PA(ug, ¢¢), sendo py = é +% e
e = —0,/(202), isto é, os parametros média e dispersio do modelo passeio
aleatorio py e ¢p sao funcoes da média e dispersao da distribuicao inversa
Gaussiana 0y e d;, respectivamente (Previdelli, 2005).

Os valores iniciais dos parametros foram: 5, =1, fo =2, 83 =3, 1, =1
e 72 = 2 (Cordeiro e Botter, 2001). As covariadas X e S foram obtidas de re-
tiradas independentes de uma distribui¢do uniforme padrao U(0, 1), por meio

da fungao ranu do software 0x, utilizando o gerador GM (George Marsaglia).
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4.1 ANALISE GRAFICA

Assim, tem-se que X # S. Para avaliar a qualidade da estimacao dos pa-
rametros do modelo passeio aleatorio utilizando os dados simulados, foram
utilizadas as medidas de viés e viés relativo, sendo este tultimo definido como
100x (viés/valor verdadeiro do parametro)%, em que o valor verdadeiro do
parametro é representado aqui pelo chute inicial. Na Tabela 4.1 sao apre-
sentadas tais medidas, podendo-se notar que h& uma boa aproximacao dos
verdadeiros valores dos parametros.

Tabela 4.1: EMV,| viés e viés relativo (VR), em %, dos parametros do modelo
passeio aleatorio usando os dados simulados.

Parametros ~EMV Viégs VR (%)
Ioht 0,9706 —0,0294 —2,9403
(o 1,9800 —0,0200 —1,0005
B3 2,9530 —0,0470 —1,5659
Y 1,0799 0,0799 7,9870
o 92,1572 0,1572  7,8607

4.1 Analise Grafica

A seguir sao apresentados graficos gerados no software R a partir de dados
simulados no 0x da distribuicao passeio aleatorio como definido acima. Tais
graficos referem-se aos conceitos de alavancagem generalizada, residuos, in-
fluéncia global e influéncia local abordados no Capitulo 3. Ressalta-se que
para as perturbacoes aditiva no preditor para os ajustes da média e dispersao
foram perturbadas as variaveis preditoras X, e Sy, respectivamente.

A partir da Figura 4.1, nota-se que as observagoes #25, #30, #39 e #50
aparecem com alta alavancagem, com o ponto #30 aparecendo somente nos
graficos relacionados ao ajuste da média (Figuras 4.1(a) e 4.1(b)) e as obser-
vacoes #25 e #50 destacadas somente nos graficos com respeito a dispersao
(Figuras 4.1(c) e 4.1(d)). Os pontos #30 e #39 ainda aparecem como aberran-
tes nas Figuras 4.2 e 4.3, nos graficos que apresentam o residuo componente do
desvio e componente do desvio padronizado, respectivamente, contra o indice
das observagoes. Nota-se ainda, pela Figura 4.3, no grafico dos residuos com-
ponente do desvio padronizado versus valores ajustados, que hé indicios de
heteroscedasticidade. Por meio da Figura 4.4, que apresenta alguns graficos

para analise de influéncia global vista na Se¢ao 3.3, percebe-se alguns pontos
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4.1 ANALISE GRAFICA

mais afastados dos demais. Na Figura 4.5 sao apresentados os graficos de C;
contra a ordem das observacoes para os esquemas de perturbacao estudados,
sendo eles: (a) perturbagao aditiva na variavel resposta, (b) perturbagao adi-
tiva no preditor para o ajuste da média (matriz X), (c¢) perturbagio aditiva
no preditor para o ajuste da dispersdo (matriz S) e (d) perturbacgao de casos
ponderados. Em geral, por meio da Figura 4.5, percebe-se algumas observa-
coes influentes, em que é possivel destacar os pontos #27, #30, #39 e #50,
sendo os trés ultimos também pontos de alavanca. Vale ressaltar ainda que
as observacoes #30 e #39 aparecem tanto nas Figuras 4.1(a) e 4.1(b), que
correspondem & alavancagem generalizada para p, quanto na Figura 4.5(a),
sendo esta correspondente a perturbagao aditiva na variavel resposta. Tal
fato pode ocorrer devido a relagdo existente entre alavancagem generalizada

e perturbacao aditiva na resposta, como comentado na Secao 3.4.1.
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4.1 ANALISE GRAFICA
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Figura 4.1: Gréficos de pontos de alavanca
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Figura 4.2: Graficos de residuos componente do desvio contra o indice das
observacoes e os valores ajustados para os dados simulados da distribuicao
passeio aleatorio.
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distribuicao passeio aleatorio.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Nesta dissertacao foram estudadas técnicas de diagnéstico nos modelos line-
ares generalizados com superdispersao (MLGSs), sendo esta a maior contri-
buicao deste trabalho, por nao haver na literatura estudos na &rea para a
referida classe de modelos. Assim, este trabalho preencheu uma lacuna, em
que o Capitulo 3 constitui a principal contribuicao teérica desta dissertacao.

Estudos com dados simulados foram utilizados para fins de aplicacao das
técnicas de diagnostico apresentadas na classe de modelos estudada. Assim,
nota-se que os métodos diagnostico para os MLGSs desenvolvidos neste tra-
balho mostraram-se eficientes para deteccao de pontos com alta alavancagem,
assim como observacoes aberrantes e influentes entre o conjunto de dados.
Toda a andlise de verificacao de observacoes mais afastadas das demais foi
realizada por meio de métodos gréficos, construidos a partir do software R.

Com isso, conclui-se que as técnicas de diagnostico na classe dos modelos
lineares generalizados com superdispersao desenvolvidas aqui contribuem am-
plamente na area de modelagem por ser bastante 1til em situacoes praticas
em andlise de regressao.

Acrescenta-se que uma proposta de continuidade do tema abordado nesta
dissertagao refere-se ao desenvolvimento dos seguintes trabalhos futuros: ob-
tencao de expressoes para os residuos padronizado e componente do desvio
padronizado com respeito ao ajuste da dispersao, assim como a construgao de

grafico envelope para os residuos estudados.
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Apéndice A

Calculo dos Momentos

O logaritmo da funcao de verossimilhanca dos modelos lineares generalizados

com superdispersao tem a forma

(B, =Y {lye = )™ (e, &) + ST (ye) + (e, d0)} + > log A(ue),

(=1

em que A(-), T(-) e (-, -) sdo fungdes conhecidas e 1) = 9™+ (pu, ¢) /Ou" ¢,
com 7, s > 0. As matrizes M, e ®,, com r = 1,2 estao definidas na Secao 2.3,

equagao (2.10).

A.1 Funcao Escore

A funcao escore de B e v é dada por

_ ( ouB.)/08
v =) = Gaa o )

com elementos

ol(3, - 0 0 0
U, — (B,7) {(W_W)wézo) He _wéLo) He _i_wéw) ,ue}

0B, L 98, 95, 9h,
- . _ (2,0) % One
R R 773

(=1

3 |l

{(ye - W)Q/Jéz’o)mu(r)z}

1

~
Il

20



A.2 INFORMACAO DE FISHER

NH(B.Y) { 1,1y Ody¢ Oy 0,1y O }
Ur = = — Y Ty —— 4, ——
R o 2 (e — 1)ty o (ye) i 0y i
" (0
= Z {a—@ [(?/z — )Y + Tlye) + wéo’l)} }
— YR
" (¢, O
=SS (e et + T + 0]
— ¢t YR
= {p1e(R) e},
=1
sendo 5 5 96 5
e e _ 9% _ 9
mie = 87’]@7 (T)ﬁ aﬁrv ¢1€ - 87—@’ ( ) 8”)/]{’

ve = (ye — )0 + Tlye) + Y,

r=1,....p e R=1...,q.

Em notacao matricial,

LB, )

(B, 7)
B

= X" WM, (y -
l(y l‘l’> € a")’

=S"®,v,

em que (y — 12) = (1 — 1), - (gn — 1)) T € ¥ = (01, ., v) T, com vy como

visto aclma.

A.2 Informacao de Fisher
Matriz de Informacao Observada de Fisher

Seja £(B,7) o logaritmo da funcao de verossimilhanga, assim como U, e
Ur as funcoes escore para 3 e =, respectivamente, dadas acima. A matriz de

informacao observada de Fisher ¢ dada por

fJGG

. . 82f(ﬁ, ) 82€(B7 )
06006 Ls L, 68j<$p G

com elementos
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A.2 INFORMACAO DE FISHER

ol ouU,
Uy, = aﬁ(rﬂaﬁz ~ 5 Z{ ye — p) U mi(r)e(s)e — W mi (1))t

(ye — )05 mae(r)e(s)e},

i W, _ <
s = 8ﬁ(g’71) T O Z {(ye - H8)¢§2’1)¢1£m1€(r)5<5>e} ’

(=1

Ur

0% oU -
Une = B2 a;:Z{@z pf? mmu(me(s)e},
S S e 1
0/
Uns = 520 & 2{ e = 14D (RYS)e + T(ue) e (Re(S)e
WO Yor(R)e(S)e + (ye — o) 2 62, (R)e(S) o+
PPt (R)(S)e},
sendo
_Ome P00 O
1€_8 3 23_877?7 M_GT/ 24_87_;7
O e _On _On
(7)e (s)e 98, (R)e () = s’

Em notacao matricial,

f55 = X [@EOMID(r) - wEOMS + $EIMLD(r)| X,

Ly, = X 'D(r)®*Vd, M, S,

L.s=S'D(r)¥*V® M, X = (Lg,) ™",

i =87 [<I>2D(r)\1'(1’1) + ®,D(T) + &, + $?D(r) T2 + <1>§\1:<072>] S,

em que D(r) = diag{(y1—pn), .., (Yyn—pin) } € D(T) = diag{T (1), . .., T'(ym)}.
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A.2 INFORMACAO DE FISHER

Matriz de Informacao Esperada de Fisher

Considere £(83,7) o logaritmo da funcdo de verossimilhanca. Além disso,
seja U,s, U,s, Urs € Ugs as quantidades correspondentes a matriz de informa-
¢ao observada de Fisher apresentadas acima e E(y, — py) = 0. Entdo, a matriz
de informacao esperada de Fisher Kgg = E(—ng), com 0 = (8,417, &

dada por
Koo — ( E(—Lgg) E(-Lg,) ) _ ( Kss Kgay )
’ E(_L%B) E(_Lw) K%ﬁ K%v

com elementos

=1
E<_UTS) =Y
E(_URS) = 07
B(~Uns) = > {~0a(R)(S)EIT ()] = 6ae™ (R)(S)e — 63" (R)u(S)e }

/=1

emquer=s=1,....pe R=5=1,...,q.
Como E[T'(y,)] = —wéo’l), conforme equagdo (2.2), tem-se que
B(—Uns) = 3"~ 620 (R),(5),.
=1
Em notacao matricial,

Koo =

9

( XTwZOM2X 0 )
0 —STw2elg |-
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Apéndice B

Passeio Aleato6rio

B.1 Derivadas da funcao ¢ (u, ¢)

Para os calculos da funcao escore, das matrizes de informacao observada e
esperada de Fisher, assim como das técnicas de diagnostico para o caso par-
ticular do modelo passeio aleatorio estudado no Capitulos 4, visto na Secao
2.4 como distribuicao pertencente aos modelos lineares generalizados com su-

perdispersao, foram necessarias algumas derivadas da funcgao

D(1,6) = 2~0) (2 — 6) 7 — (~9)"7} ! 4 1 log2
~ log{(2p = 6)'7% — (=6)*} — p{ (20— )" = (~0)"} 2,

em que (") = 9P (1, @) /Ou"0¢° (r, 5 > 0).
As derivadas da funcdo ¥ (u, ¢) necessarias para esta dissertacdo podem
ser obtidas usando o sistema de computacao algébrica MAPLE ou similar e sao

apresentadas a seguir

(=9)2(2n—9)"* —2u+¢

p00) —

{2p = @)1/2 = (=)V/2}3(2u — ¢) 1/’
P20 2

{21 —@)1/2 = (=)V/2}3(2u — ¢) 1/
w(s,o) _ —2[4(2p — ¢)1/2 — (_¢)1/2]

{2p—@)1/2 = (=)V/2}4 (20 — ¢)3/%
pOD) = (=) 22p— )V? =2+ ¢

(=022 — OV () = (G — o) P
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B.2 OBTENCAO DAS MATRIZES M;, M,, &, E &,

p02) — 1
20(¢? — 2pup)1/?’
p1D) — 1
{@Cu—)V2 = (=) (=) V2 (2u — ¢) 1/’
p12) = 1
20— P
w(zl) _ 2{2¢ — 3u + 2(¢* — 2M¢)l/2}

(6= 210{(20— 072 = (=0) P2J(5" — 200) 7

com pu=1/0+1/5¢ ¢p=—5/(26%).

B.2 Obtencao das matrizes M;, M,, ®; e P,

Na Secao 2.4 foi visto que a distribuicao passeio aleatorio possui uma relagao
com a distribuicao inversa Gaussiana, ou seja, se Z é uma variavel aleatoria
com distribuigdo inversa Gaussiana, entdo sua reciproca Y = 1/7 segue uma
distribuicao passeio aleatorio. Assim, é usada tal relacao entre as duas distri-
buicoes para a obtencao das matrizes My, My, ®, e ®,, em que é necessario
utilizar a regra da cadeia (Previdelli, 2005).

Inicialmente, para o ajuste da média, sao apresentados os calculos tanto

para a ligacao identidade, quanto para a log. De forma geral, tem-se que

Oppa - Oppa _ Orc

M, = —
! on opra on
82#13,4
M, = ——-~
2 87’]2 )

em que ppa = 1/0+1/5 e purg =0 = f~(n), com n = X, correspondem aos
parametros da média para os modelos passeio aleatorio e inversa Gaussiana,
respectivamente.

Para a ligagao identidade, em que n = f(uq) = pra, € obtido a seguinte

forma para M; e Ma:

Olipa 3#10 1
M, — =
b Opre a77 02’
32MPA
M., — —
2T o ( )
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B.2 OBTENCAO DAS MATRIZES M;, M,, &, E &,

Ja para a ligagdo log, tem-se que n = f(urq) = log(ure). Logo,

Opupa Oprc 1 1
M — . = —— 6 = ——
Y Owe  On 62 0’
2
1\/[2:8/”2“‘:2(_ 1 >:1
on on\ exp(n)/ 0

Quanto ao ajuste da dispersao, é considerado apenas a ligacao log, em que

T = g(¢16) = log(¢rc). De forma geral tem-se que
_ Odpa _ O¢pa 991c

b, = =
Yo 9 Or
0 Ppa
@ —
? or?
em que ¢ppy = —1/20% e ;¢ = 6 = g~'(7), com T = S, correspondem aos pa-

rametros da dispersao para os modelos passeio aleatorio e inversa Gaussiana,
respectivamente.

Assim, utilizando a regra da cadeia é obtido

:8¢PA‘8¢[G:_L'6:_12¢
0o Ot 262 202

02 ) 0 4] 4]
q’?‘ﬁ(‘@) _E(_@) =T =

¢,
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Apéndice C

Alavancagem Generalizada

Segundo Wei, Hu e Fung (1998), a alavancagem generalizada de 0, oy /oy,

¢é definida como

GL(0) = {(Dg)(~Los) " (Loy) Ho—s:
em que Dy = du/007, Loy = 9°((0)/0000" e Ly, = 02((0)/00dy ", com
0(0) = {(B,~) definida em (2.3).

A

C.1 Calculos para GL"(0)

GL*(6) = (Df)(~Lap) ™" (Lay)
“o () (1)

Lz} + FE-'FT —FE! L
= (M; X BB By
(M, ’0)( —E'FT —E! L, )’

em que F= f‘gglilﬁ'y; F—r = Lvﬁi’;gﬁl, E= _L’Y’Y + tvgtgﬁl]‘;ﬁfy, e iﬂﬁ, f‘ﬁ'y; L»yﬁ

e i‘w sdo elementos da matriz de informagao observada dada em (2.12).

Logo,
GL*(0) = (M;X[-Lg} + FE"'F'], M;X[-FE ™)) ( Eﬂy )
vy
= M;X{-L;} + FE"'F"}Lsy — M;XFE 'L,
Primeiramente, para calcular a inversa de E = _i‘w + ﬁvﬁf‘gﬁlf‘m, consi-

dere o seguinte resultado de algebra linear:
(A+BOP)'=A"'"-A'B(O'+PA'B)'PA .
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C.1 CALCULOS PARA GL“(6)

Entao, neste caso, tem-se que A = —].'.J;Wl, B=Lgs O= Lgﬁl e P = im.

Fazendo C = —A7'B,CT =PA'e (R"TR)™! = (O'+PA'B)"!, ¢ obtido
(A+BOP)~! = A~ £ C(RTR)~!CT. Assim, B! = —[.-1+ C(RTR)"'CT.
Portanto,

FE' = L;}Ls,[-L;] + CR'R)'CT]

FE'F' = L;;Ls,[-L} + CR'R)'CT]LsL;.

Entao,

GL*(0) = My X{-L;; + FE"'F'}Ls, - M\XFE 'L,,. (C.1)
Reescrevendo (C.1), tem-se que GL*(0) = GLg(@) + GL‘WL(@), em que

GLY(0) = —M X (Lgs) 'Ly lo_p

GL*(6) = M;XFE'F'Lj, - M\XFE 'L,y |,_;.

Ou ainda,

-1

~

GLA(B) = —M, X {XT [lIl(:g’O)MfD(r) —pRONM2 ¢ \I'(Q’O)MQD(r)] X}
XT \IJ(Q,O)Ml ‘gzé

GL() = M|XFE'F X @20M,
— M, XFE™! {ST [(\Iﬂ“’ + D(T’y)] ‘I>1} lo=0-

sendo D(Ty) = diag{T"(y1),...,T"(yn)}, com T'(y,) = %@z"), (=1,....,ne
D(r) = diag{r1,...,rn}, em que r, = (yp — fig). Os componentes das matrizes

diagonais ¥ w0 @b M, M, e &, encontram-se definidos em (2.10).
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C.2 CALCULOS PARA GL?(6)

C.2 Calculos para GL?(0)

Também é possivel observar a influéncia de y, em ngSK, denotada por 8@ /Oy,
em que ¢ = (¢y,...,¢,)" . Assim, pela definicdo de Wei, Hu e Fung (1998),

tem-se que

GL?(8) = (D})(~Los) ™ (Lay)
“oes (0 ) (32)

~L;!+FE'FT —FE! L
— BB Ligy
(0’@1S)< —E-'FT —E! L )’

eI que F = Lgﬁltgw, F—r = tvgtgﬁl, E= —Lyy + twﬁtgﬂltﬁv, (& tlgﬁ, ].:.45,},, L,yg
e i‘w sdo elementos da matriz de informacao observada dada em (2.12).

Logo,

GL?(9) = (®,S[-E"'F'],®,SE™) ( Ly )
L’Yy
=&, S[-E'F'|Ly, + ®,SE"'L,,.

Dos calculos anteriores, tem-se que

-1 P —1 T \—1~T
E'=-L!+CR'R)'C

—1/T r— TR\-10T17 T-1
ET'F' =[-L3 + CR'R)'C'|LsLz;.

Entao,

GL?(0) = ®,S[-E'F'|Ls, + ®,SE"'L.,

= _q)lsEil[FTi‘ﬁy - Lvy]7

que pode ser reescrita da seguinte forma GL?(0) = GL?(@) - GL%’(@), sendo

GL}(8) = —®,SE"'F 'Ly, + ®,S[VW 'V']L y|,_,
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C.2 CALCULOS PARA GL?(6)

GL?;(é) =®,S - I.-.‘:nli‘vyb:é

em que VWIVT = C(R"R)"'C".

Ou ainda,

GL}(8) = —:SE™'F X wOM,
+ & SVW VT {ST [(\If(“) + D(T’yﬂ <I>1} lo=0

N . -1 ..
GL?;(O) = @5 <_L’w) Loylo—s

g (—LW>_1 [ST <\I,(1,1) + D(T;)) @1} lo—o>

com B = —L,, + i‘vﬁi‘géi‘ﬁw F' = f‘vﬁi‘@%a V = (_Lw)_lf‘vﬁa Vi =
Lg,(—Ly,) ™", W = Lgg — Lg, L L3, e Lgg, Lp,, Lys e Ly, sdo elementos
da matriz de informacdo observada dada em (2.12). Os componentes das
matrizes diagonais % WD M, e &, estio definidos em (2.10) e D(T}) =

diag{T"(y1), ..., T"(yn)}, com T"(ye) = Z5E 0 =1,... ,n.

60



Apéndice D

Influéncia Global

Suponha que o logaritmo da funcao de verossimilhanca para o parametro 6

seja agora expresso na forma

l5(0;y) = 6u(6;y0), (D.1)
=1

em que £(0;y,) denota o logaritmo da fungao de verossimilhanca correspon-
dente a f-ésima observacao e o, ¢ um tipo de perturbacao, definida tal que
0 <d, < 1. Quando §, = 1, V/, significa que nao ha perturbacao no modelo e
quando d, = 0 significa que a ¢-ésima observacao foi excluida.

A estimativa de 3 fica, supondo a estrutura (D.1), dada por

Bs = (X TAWgX) ' XTAW g€,

em que A é uma matriz de uns com 0 na ¢-ésima posicao. Ou seja,

100 ...0
010 ..0
A=10g034 .. 0
00 0 1
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Assim,

00 0 0\
00 0 0

T A <& T B s : s

X AWgX =X Wy |1 00 1-5 ...0||%
00 0 ..0/]

= XTW55X - (1 - 5)ng}56éxz.

Analogamente, tem-se que X' Wgzé, = X W€, — (1 — 0)xp@35,€ .,

Para calcular (XT AW 45X)~!, considere o seguinte resultado de algebra

linear:

(AT'U)(VTATY
1+ VTA-IU 7’
com A = XTW55X, U = —(1 - 5)Xg(2)652 e VT = X;.

(A+UVH)t=A""—

Logo,

(XTAWX) ™! = (XTW5X) ™!
[(XTVV,B/&X)_I(—A(l — 8)xe@ps,)|[x} (X W4sX)]
14 x) (XTW X)L (—(1 = §)xpwps,)
= (XTWgX) ™
+ (1= 8)(XTW5sX) Ixp@pp,x] (XTW4X) 71
1—(

~1/2 A 1o 172
—(1- 5)w6/BZXJ(XTW55X) 1ngﬁg£

= (X W X)
N [(1— 8)(XTWgsX) s, x] (X WgsX) 1]
1—(1—8)he

Y

, 172 2 1o A1/2
em que hy = wﬁ/BZX;(XTWBBX) 1xfwﬂég.
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Portanto,

Bs =

(XTAW5X) ' X AW 58,
= (XTWgX) ™' + [(1— 0)(XTW s X) "y, %) (XTW X))
— (1= 0)he
(X "Wss€; — (1 — 6)x@p5,€ 1)
= (XTWgX) ' X TWgs8, — (1 — 0)(XTW X)) " xyws,€,,
N (1= 0)(XTWpX) "xp@pp,%) ()A(TWBBX>_1XTWBB€1
1= (1= 6)hee
(1= 0)(XTWgsX) xewps, X/ (XTWgsX) (1 = §)xwps, €1y
1 - ( — (S)hu
L (1= )X TWX) xw) 125
=P - - 1-— hop)w
B T (1= (1 = 0)h)w 55,1
— wirx] (X TWeeX) ' X Wt
+ @iax) @i (XTW5X) ™M (1 — 6)x,w3; €,
~ (1 — 5) (XTWLMX) ngﬁ/;[ /25 122
— - — 0w h
B 1= (1= 0)hut [w wgg, &1 — (1-9) 55,8100
— Wiah+ (1= 0w rx/ @y (XTWisX) ' xwiir €,
o (1= 8)(XTWgX) Xéwgg, 1/2; 125 3
- — 0w h
B 1= (1= 0)hu [w55,&10 — (1= 0)wgs,&10he
- ‘2’;3,/32"7@ + (1 - 5)@;;@51@5%]
B B (1 - 5) (XTW@BX)_IXKGJ;,/;Z [‘2}1/2 (é’ . 'f] )]
1— (1= 8)h BB AS1E T
5 (1- 5)7A’5(XTVA‘7653§)_1X4&£
1—(1—38)he ’

B

em que ffg = wﬁ,@e(élf ) 'f’Z = X;B = X;(XTWQBX)_leW5ﬁéI e

hu—w

1 1/2
,3% Xy (XTW55X) Xf‘”ﬁéﬁz'

O caso 0 = 0 significa que o /-ésimo ponto foi excluido, ou seja, B@), que

fica dado por

A8
P P r % _ ~1/2
Bw=B8-— —(1 —Zhﬁ) (XTWgX) 1Xewgg,_,,
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em que im corresponde ao (-ésimo elemento da diagonal principal da matriz
T _ Wi/ TYA —Ix Ty 1/2

Analogamente, tem-se que a estimativa de = fica, supondo a estrutura
(D.1), dada por

= (STAWWS)_lsTAwwéw
com

[(1— 5)(STW’Y’YS)_Isfcb’Y’YZSZ(STW’Y’YS)_l]

(STAWWS)_I - (STWWS)_l

1 —(1—0)pe
e
STAWwé2 = STWwé2 - (1 - 5)55"‘}7%%%7
em que Py = }/fi J(STW,,S)~ Sgw}/i
Assim, X
& _ & (1- 5)7’AZ(STWWS) wa%i

com 7? = 'y’yg(€2f TZ) T, = S;ﬁ/ = Sz(sTwwvs)ilsvawéz e Py =
~ 1/2 T 1/2

WS (S W S) Sewvw

Para 0 = 0, o que significa que o /-ésimo ponto foi excluido,
L& 7y TR 1/2
Yo =7~ m(s W,,8)7" S,
em que py corresponde ao (-ésimo elemento da diagonal principal da matriz
P = W/’S(STW.,S) 1STW!/?.
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