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Resumo

Apresentamos resultados novos sobre a classe de distribuições obtidas pela composição de
uma distribuição contínua qualquer com a distribuição de Harris, a qual está relacionada a um
processo de ramificação. A nova classe, denominada Harris-G, contém todas as famílias obtidas
pelo método proposto por Marshall e Olkin em 1997. Entre os resultados obtidos destacamos a
decomposição da função densidade de probabilidade das novas famílias em combinação linear
de densidades exponencializadas, expressões para momentos, funções geradoras, entropias e
caracterização por máxima entropia. Duas novas famílias daclasse Harris-G são apresentadas
nesse trabalho com exemplos de aplicações práticas para motivar o uso das mesmas.

Palavras-chave: Composição de distribuições, distribuições Harris-G, distribuição Burr XII.
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Abstract

We present new results on the class of distributions obtained by composing a generic continuous
distribution with the Harris distribution, which is linkedto a branching process. The new class,
called Harris-G, contains all the families obtained by the method proposed by Mashall and
Olkin in 1997. Among the obtained results we highlight the decomposition of the new families’
probability density functions as a linear combination of exponentiated densities, expressions for
moments, generating functions, entropies and maximum entropy characterization. Two new
families of the Harris-G class are introduced in this text, with practical applications examples
to motivate their use.

Keywords: Compounding distributions, Harris-G distributions, BurrXII distribution.
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CAPÍTULO 1

Introdução

Distribuições de probabilidade são utilizadas para modelar dados e possibilitar diversas infer-
ências sobre os mesmos. Nas décadas recentes diversas novasdistribuições de probabilidade
foram propostas, estudadas e aplicadas a conjuntos de dadosreais. Parte dos esforços nesse
ramo da Estatística é dedicado a estender as distribuições clássicas.

Tais extensões podem ser obtidas de diversas maneiras. Em Lehmann (1953), foi utilizado
um método para adição de um parâmetro extra de forma na distribuição Pareto. Esse método
de construção pode ser visto novamente em Mudholkar e Srivastava (1993), Mudholkar et al.
(1995), Gupta e Kundu (1998, 1999, 2001, 2002), Nadarajah e Kotz (2004) e Nadarajah e Gupta
(2007), entre outros. Eugene et al (2002) e Jones (2004) estudaram um método de extensão
que inclui dois novos parâmetros a uma distribuição de probabilidade já existente. Os dois
parâmetros introduzidos controlam a assimetria e excesso de curtose da distribuição resultante
de maneira simples. Exemplos de aplicações do mesmo método são vistos em Nadarajah e
Gupta (2004), Famyoe et al. (2005), Nadarajah e Kotz (2006a)e Paranaíba et al. (2012).
Marshall e Olkin propuseram um método que permite adicionarum parâmetro extra de forma
a uma distribuição já existente. No mesmo artigo são obtidasas distribuições Marshall-Olkin-
exponencial e Marshall-Olkin-Weibull. Em Ghitany et al. (2007) é apresentada a distribuição
Marshall-Olkin-lomax e alguns novos resultados na classe Marshall-Olkin de distribuições.
Em Aly e Benkherouf (2011) o mesmo método é utilizado para gerar uma nova classe de
distribuições. A nova classe generaliza a classe de Marshall e Olkin.

O objetivo desse trabalho é apresentar novos resultados sobre a classe de distribuições pro-
posta por Aly e Benkherouf (2011) e motivar o uso da mesma. Sugerimos que a nova classe
seja denominada Harris-G, por ser a composição da distribuição discreta Harris com uma dis-
tribuição contínua genérica. Nos capítulos posteriores discutimos detalhes dessa classe de dis-
tribuições e apresentamos duas famílias de distribuições pertencentes à mesma: a distribuição
Harris-exponencial e a distribuição Harris-Burr XII. A primeira é uma distribuição simples cu-
jas características são controladas pelos parâmetros de maneira descomplicada. A segunda é
uma alternativa para a modelagem de conjuntos de dados bimodais, e inclui uma vasta quan-
tidade de outros modelos como casos particulares, como os modelos de Pareto, Weibull, log-
logístico. Para cada nova distribuição sugerida buscamos apresentar propriedades como, por
exemplo, expressões para os momentos ordinários, função geradora de momentos, estimação
por máxima verossimilhança, desvios-médios e entropias deShannon e Renyí. Expressões
gerais para algumas dessas propriedades na classe Harris-Gsão fornecidas. Esperamos que as
famílias da classe Harris-G sejam úteis em áreas como Engenharia, seguros, Medicina, entre
outras.

O texto está dividido da seguinte maneira. No Capítulo 2, mostramos algumas técnicas
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que nos permitem gerar novas distribuições a partir de outras já existentes. No Capítulo 3,
apresentamos a classe Harris-G e algumas de suas propriedades principais. No Capítulo 4,
apresentamos a família Harris-exponencial e suas propriedades. A distribuição Harris-Burr XII
é apresentada no Capítulo 5. O Capítulo 6 apresenta três aplicações das famílias propostas.
Na primeira aplicação comparamos o ajuste da Harris-exponencial a um conjunto de dados
com o ajuste de outras cinco distribuições. A distribuição Harris-Burr XII é aplicada a um
conjunto de dados reais tradicionalmente modelado por um modelo de mistura de distribuições
normais. Também é apresentada uma aplicação da distribuição Harris-exponencial ao problema
de modelagem estatística de imagens SAR. Considerações finais são descritas no Capítulo 7.
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CAPÍTULO 2

Classes de distribuições obtidas por composição

Nesse capítulo, discutiremos algumas técnicas que permitem gerar novas classes de distribuições
a partir de distribuições já existentes. Apresentaremos brevemente as classes de distribuições
exponencializadas, Gama-G e Beta-G. Adotaremos nesse texto a seguinte convenção: classes
de distribuições são indicadas por letra inicial maiúscula, famílias de distribuições são indi-
cadas com letra inicial minúsculas e usaremos letras maiúsculas para o nome da distribuição
apósX ∼. Por classe de distribuições nos referimos a coleções de funções. Uma família de
funções é o conjunto das funções do tipof (x,ω obtidas a partir das possíveis valorações do
vetor de parâmetrosω. Assim, por exemplo, será visto que a família beta-exponencial é parte
da classe Beta-G e escrevemosX ∼ Beta-exponencial(a,b,λ ). Um membro da família beta-
exponencial é a distribuição beta-exponencial(1.5,2.9,1).

2.1 A Classe Exp-G de distribuições exponencializadas

SejaG(x) uma função de distribuição acumulada. A distribuição G exponencializada, com
parâmetro extra de formaα > 0, é definida comoGα(x) = G(x)α . A fdp correspondente é ex-
pressa porgα(x) = αg(x)G(x)α−1. Nessa dissertação, usaremos a expressãoX ∼ Exp-G(α,φ)
para indicar que uma variávelX tem distribuição G exponencializada, em que a fdaG depende
do vetor de parâmetrosφ . As únicas exceções serão as famílias exponencial exponencializada e
Weibull exponencializada, abreviadas por EE e EW, respectivamente. Alternativamente, pode-
mos gerar distribuições na classe Exp-G fazendoGα(x) = 1− [1−G(x)]α . As duas expressões
paraGα(x) correspondem respectivamente às distribuições Lehmann tipo I e Lehmann tipo II,
introduzidas em Lehmann (1953).

Entre os trabalhos sobre algumas famílias de distribuiçõesna classe de distribuições ex-
ponencializadas citamos: Mudholkar e Srivastava (1993) como o artigo que introduziu a dis-
tribuição Weibul exponencializada; Gupta et al. (1998) sobre a distribuição Pareto exponen-
cializada; Gupta e Kundu (1999) sobre a distribuição exponencial exponencializada; Nadarajah
e Kotz (2006b) por resultados e discussão sobre as distribuições exponencial, Weibull, Gum-
bel, gama e Fréchet exponencializadas e Nadarajah e Gupta (2007) por resultados sobre a dis-
tribuição gama exponencializada.
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2.1.1 Distribuição exponencial exponencializada (EE)

Apresentada por Gupta et al. (1998), a distribuição exponencial exponencializada possui fda
dada por

F(x) = [1−exp(−λx)]α , α,λ ,x > 0

e fdp correspondente
f (x) = αλexp(−λx)[1−exp(−λx)]α−1.

SejaX ∼ EE(α,λ ). De Gupta e Kundu (2001), temos

IE(X j) =
αΓ ( j +1)

λ j

∞

∑
i=0

(−1)i(α −1)(i)
(1+ i)1+ j ,

em quex(n) = x(x−1) · · ·(x−n+1) representa o fatorial descendente dex,

Γ (a) =
∫ ∞

0
taexp(−t)dt

representa a função gama e IE(X) representa o valor esperado deX. Ainda no mesmo artigo
apresenta-se a forma da função geradora de momentos deX, a saber

M(t) =
Γ (1+α)Γ (1− t

λ )

Γ (1+α − t
λ )

,

a partir da qual é deduzida a função geradora de cumulantes. Temos, então, que o valor esper-
ado e variância deX pode ser expressas por

IE(X) = λ−1[ψ(1+α)−ψ(1)] e Var(X) = λ−2[ψ ′(1)−ψ ′(1+α)],

em queψ representa a função digama (ver Abramowitz e Stegun, p. 258,1972).
A distribuição EE é capaz de acomodar taxas de falha constantes, crescentes ou decres-

centes. Detalhes sobre a estimação dos parâmetros podem serrevisados em Gupta e Kundu
(1999, 2001, 2002). A função taxa de falha é definida, para variáveis aleatórias contínuas como
h(x) = f (x)[1−F(x)]−1. No contexto de análise de sobrevivência, o formato dessa função
indica em quais períodos da vida útil de dispositivo é maior afrequência de falhas. Mais infor-
mações sobre a função taxa de falha podem ser vistas em, por exemplo, Lawless (2003).

2.1.2 Distribuição Weibull exponencializada (EW)

A distribuição EW, introduzida por Mudholkar e Srivastava (1993), tem a seguinte fda

F(x) =

{
1−exp

[
−
( x

λ

)k
]}α

, α,k,λ ,x> 0,

e fdp correspondente dada por

f (x) =
kα
λ

( x
λ

)k−1
exp

[
−
( x

λ

)k
{

1−exp

[
−
( x

λ

)k
]}α−1

]
.
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Considere a v.a.X ∼ EW(α,k,λ ). A caracterização paramétrica da função taxa de falha de
X pode ser vista em Mudholkar et al. (1995). A taxa de falha é unimodal sek < 1 ekα > 1,
decrescente sek ≤ 1 ekα ≤ 1, crescente sek ≥ 1 ekα ≥ 1 e em forma de banheira sek > 1
e kα < 1. A distribuição exponencial exponencializada ocorre como caso particular quando
k= 1.

Mudholkar et al. (1995) obtiveram uma expressão para os momentos ordinários da dis-
tribuição EW sob a condiçãoα ∈ Z

∗
+. Tal condição é bastante restritiva, porém Choudhury

(2005) conseguiu obter uma expressão para IE(X j) sem nenhuma restrição. Segundo Choud-
hury (2005)

IE(X j) = αλ jΓ
(

1+
j
k

){
1+

∞

∑
i=1

(−1)i(α −1)(i)
[
(1+ i)−(1+ j

k)
]}

.

2.1.3 Distribuição gama exponencializada

Apresentada em Nadarajah e Kotz (2006b), a distribuição gama exponencializada possui fda
dada por

F(x) =

[
γ(a,x)
Γ (a)

]α
, α,a,x> 0

em que

γ(a,x) =
∫ x

0
ta−1e−tdt

representa a função gama incompleta. A densidade correspondente pode ser expressa como

f (x) =
αxa−1e−x

Γ (a)

[
γ(a,x)
Γ (a)

]α−1

.

A caracterização paramétrica dos formatos da densidade e taxa de falha da distribuição gama
exponencializada é dada em detalhes pelos autores. Ela seráomitida aqui por brevidade, mas
engloba as formas crescente, decrescente, constante, inicialmente crescente e depois decres-
cente, e inicialmente decrescente e depois crescente.

Expressões fechadas para os momentos ordinários e função geradora de momentos de uma
v.a. X ∼Exp-gama(α,a) são, em geral, difíceis de serem encontradas. Alguns casos particu-
lares podem ser vistos em Nadarajah e Gupta (2007).

2.1.4 Distribuição Gumbel exponencializada

Também proposta pelos professores Nadarajah e Kotz em 2006.A distribuição Gumbel, assim
como a distribuição Fréchet, possui uma grande variedade deaplicações. Em Kotz e Nadarajah
(2001), são listados mais de cinquenta conjuntos de dados para os quais as duas distribuições,
Gumbel e Fréchet, são aplicadas. Esses dados estão distribuídos em áreas que alcançam desde
magnitude de terremotos a corridas de cavalos. Espera-se que extensões dessas distribuições
possuam ainda mais versatilidade.
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A fda da variável aleatóriaX ∼Exp-Gumbel(α,µ,σ) é definida como uma distribuição
Lehmann do tipo II. Define-se

F(x) = 1−
{

1−exp

[
−exp

(
−x−µ

σ

)]}α
, −∞ < x< ∞, α > 0, −∞ < µ < ∞, σ > 0,

para a qual corresponde a fdp

f (x) =
α
σ

{
1−exp

[
−exp

(
−x−µ

σ

)]}α−1

exp

(
−x−µ

σ

)
exp

[
−exp

(
−x−µ

σ

)]
.

É possível mostrar que a densidade deX possui uma única moda localizada emx0 =
µ −σ log(u0), em queu0 é a solução da equação 1−u= (1−αu)exp(−u). A taxa de falha da
distribuição Gumbel exponencializada tem apenas a forma crescente, e possui assíntota hori-
zontal emα quandox→ ∞. O j-ésimo momento deX é dado por (Nadarajah e Kotz, 2006b)

IE(X j) = αµ j
j

∑
k=0

∞

∑
l=0

(−1)k+lΓ (α)Γ (1+k)
k!l !Γ (α − l)Γ (1+ j −k)

(
σ
µ

)k ∂ k

∂ak

[
(1+ l)−aΓ (a)

]∣∣∣∣
a=1

.

2.1.5 Distribuição Fréchet exponencializada

Assim como feito com a distribuição Gumbel, a distribuição Fréchet exponencializada é definida
como uma distribuição Lehmann do tipo II.

F(x) = 1−
{

1−exp

[
−
(σ

x

)λ
]}α

,

com fdp expressa por

f (x) = αλσ λ x−1+λ exp

[
−
(σ

x

)λ
]{

1−
{

1−exp

[
−
(σ

x

)λ
]}}α−1

.

É possível mostrar que a fdp e a taxa de falha da distribuição Fréchet exponencializada são
unimodais. Oj-ésimo momento ordinário foi obtido em Nadarajah e Kotz (2006b) para o caso
α > j/λ e é dado por

IE(X j) =
σ j

λ

∫ ∞

0
αy−(1+ n

λ )
[
1−e−y]dy.

Não é conhecida ainda alguma forma fechada para oj-ésimo momento da distribuição Fréchet
exponencializada.

2.2 A classe Beta-G

ConsidereG(x) como a fda de uma distribuição contínua com vetor de parâmetrosφ . Define-se
a fda para a família beta-G como

F(x) = IG(x)(a,b) =
1

B(a,b)

∫ G(x)

0
ta−1(1− t)b−1dt, a,b> 0,

6



em queB(a,b) =
∫ ∞

0 ta−1(1− t)b−1dt representa a função beta e

Ix(a,b) =
1

B(a,b)

∫ x

0
ta−1(1− t)b−1dt,

representa a razão beta incompleta. A densidade correspondente é dada por (Eugene et al.,
2002)

f (x) =
1

B(a,b)
g(x)[G(x)]a−1[1−G(x)]b−1,

a qual depende implicitamente do vetorφ de parâmetros deG(x). Se uma variávelX é dis-
tribuída com fdpf (x), escrevemosX ∼ Beta−G(a,b,φ). A distribuição beta-normal foi pro-
posta em Eugene et al. (2002), sendo a primeira distribuiçãodessa classe a ser documentada.
Em seguida, Jones (2004) investigou em maiores detalhes essa classe de distribuições, deixando
evidente a versatilidade das distribuições Beta-G e a possibilidade de obtermos distribuições de
caudas pesadas com assimetria presente.

É possível escreverf (x) como uma combinação linear de fdps de distribuições Exp-G. Isso
pode ser visto em, por exemplo, Cordeiro e Nadarajah (2011).Utilizando a expansão binomial
temos

f (x) =
∞

∑
i=0

wi(a+ i)g(x)G(x)a+i−1,

em que

wi = wi(a,b) =
(−1)i

(b−1
i

)

(a+ i)B(a,b)
.

Essa relação permite expressar os momentos ordinários deX como combinação linear de mo-
mentos de distribuições exponencializadas. Ressalta-se que o coeficiente binomial utilizado na
expressão parawi é definido para valores reais de b. Em todo o texto é utilizada aversão real
(também dita generalizada) do coeficiente binomial. A saber:

(
m
n

)
=

Γ (m+1)
Γ (n+1)Γ (m−n+1)

.

Em Cordeiro e Nadarajah (2011), os momentos de alguns membros da classe Beta-G são ex-
pressos por meios de momentos probabilisticamente ponderados (MPP) deG(x). Define-se o
MPP de ordem(u,v) de uma variávelY ∼ G(φ) comoτu,v = IE{Yu[G(Y)]v}. Muitas outras
propriedades das distribuições da classe Beta-G são apresentadas em Zografos e Balakrishnan
(2009), incluindo um método dos momentos generalizado paraestimação e a caracterização da
classe pelo princípio da máxima entropia.

2.2.1 Distribuição beta-exponencial

Proposta em Nadarajah e Kotz (2006a), a distribuição beta-exponencial possui fdp dada por

f (x) =
λ

B(a,b)
exp(−bλx)[1−exp(−λx)]a−1, a,b,λ ,x> 0.
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No artigo, é mostrado quef (x) é monótona decrescente paraa < 1 e unimodal caso con-
trário. A taxa de falha associada à distribuição beta-exponencial é monótona crescente sea> 1
e monótona decrescente sea< 1, em ambos os casos tendendo abλ quandox→∞. Várias out-
ras características são discutidas no artigo, incluindo estimação por máxima verossimilhança e
método dos momentos.

A função geradora de momentos para a distribuição beta-exponencial é dada por

M(t) =
B(b− t

λ ,a)

B(a,b)
,

em que oj-ésimo momento deX ∼Beta-exponencial(a,b,λ ) é dado por

IE(X j) =
(−1) j

λ jB(a,b)
∂ j

∂ p j B(a,1+ p−a)

∣∣∣∣
p=a+b−1

.

Uma característica interessante da distribuição beta-exponencial é que apenas um dos seus
dois parâmetros de forma (a eb) controla o comportamento da taxa de falha.

2.2.2 Distribuição beta-Weibull

A distribuição beta-Weibull foi proposta por Famoye et al. (2005) e tem fdp dada por

f (x) =
1

B(a,b)
k
λ

( x
λ

)k−1
exp

[
−β
( x

λ

)k
]{

1−exp

[
−
( x

λ

)k
]}a−1

,

em quex, a, b, k e λ são todos reais positivos. No artigo em que a distribuição foi proposta
encontramos uma discussão sobre o viés dos estimadores de máxima verossimilhança para os
parâmetros e sobre a forma da taxa de falha de uma variável comdistribuição beta-Weibull.
Cordeiro et al. (2012) obtiveram a seguinte expressão para oj-ésimo momento deX ∼Beta-
Weibull(a,b,k,λ ):

IE(X j) =
Γ (a)Γ (1+ j

k)

λ jB(a,b)

∞

∑
i=0

(−1)i

Γ (a− i)i!(b+ i)1+ j
k

.

Paraa=b= 1 a distribuição beta-Weibull reduz à distribuição Weibull. Nesse caso, a expressão
de Cordeiro et al. (2012) para IE(X j) coincide com a expressão conhecida para os momentos
da distribuição Weibull.

2.2.3 Distribuição beta-Gumbel

A distribuição beta-Gumbel foi proposta em Nadarajah e Kotz(2004). A densidade deX ∼Beta-
Gumbel(a,b,µ,σ) é dada por

f (x) =
uexp(−au)[1−exp(−u)]b−1

σB(a,b)
, −∞ < x< ∞, a> 0, b> 0, −∞ < µ < ∞, eσ > 0,
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em queu= exp[−(x−µ)/σ ]. Os autores apresentaram a caracterização paramétrica da densi-
dade e taxa de falha da variávelX. A fdp f (x) possui uma única moda ef (−∞) = f (∞) = 0.
A função taxa de falha, denotadah(x), é crescente e tal queh(x)→ 0 quandox→ 0 eh(x)→ b
quandox→ ∞. O j-ésimo momento ordinário deX pode ser escrito como

IE(X j) =
Γ (a+b)Γ (1+ j)µ j

Γ (a)

j

∑
k=0

∞

∑
l=0

(−1)k+l(σ/µ)k

k!l !Γ (1+ j −k)Γ (b−1)
∂ j

∂αk [(a+ l)−αΓ (α)]
∣∣
α=1 .

2.2.4 Distribuição beta-Fréchet

Dizemos queX ∼Beta-Fréchet(a,b,λ ,σ) se sua fdp pode ser expressa por

f (x) =
λσ λ exp[−a(σ/x)λ ]

{
1−exp[−(σ/x)λ ]

}b−1

x1+λ B(a,b)
,

em quex e os parâmetrosa, b, λ , σ são reais positivos. Essa distribuição foi proposta em
Nadarajah e Gupta (2004). Os autores mostram quef (x) é unimodal ef (0) = f (∞) = 0. A
taxa de falha deX é também unimodal e tende a zero parax→ 0 ex→ ∞. Nadarajah e Gupta
descrevem oj-ésimo momento ordinário deX como

IE(X j) =
σ1+ j

λB(a,b)

∫ 1

0
(− logy)−1−( j+1)/λ ya−2(1−y)b−1dy.

Não há, até o momento, outra expressão para os momentos ordinários dessa distribuição e
infelizmente essa integral converge apenas parab> n/λ .

2.3 A classe Gama-G

Essa classe foi proposta inicialmente por Zografos e Balakrishnan (2009). Baseando-se em uma
fda contínuaG(x) com função de sobrevivência denotada porḠ(x)= 1−G(x) e densidadeg(x),
eles definiram a fda da distribuição gama-G como

F(x) =
1

Γ (δ )

∫ − logḠ(x)

0
tδ−1e−tdt, x∈ R,δ > 0,

e respectiva fdp dada por

f (x) =
1

Γ (δ )
[
− logḠ(x)

]δ−1
g(x).

Ristić e Balakrishnan (2011) propuseram um gerador ligeiramentediferente para a classe
gama-G. A saber, a fda proposta por eles é dada por

F(x) = 1− 1
Γ (δ )

∫ − logG(x)

0
tδ−1e−tdt, x∈ R,δ > 0,
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com respectiva fdp dada por

f (x) =
1

Γ (δ )
[− logF(x)]δ−1 g(x),

Em Pinho et al. (2012), propomos a família gama-Weibull exponencializada e sugerimos
nomear a classe apresentada por Ristić e Balakrishnan como classe Gama-Ḡ. Pinho et al.
(2012) também foi desenvolvido durante esse trabalho de dissertação. Nesse artigo, além da
nova família, foram apresentados resultados gerais para a classe Gama-̄G.

As classes gama-generalizadas são relativamente recente no momento da produção desse
texto e a maioria das distribuições que já foram apresentadas e estudadas até então podem ser
vistas em Zografos e Balakrishnan (2009). Até o momento apenas duas famílias da classe
Gama-̄G foram apresentadas, a saber: gama-exponencial exponencializada (Ristíc e Balakrish-
nan, 2011) e gama-Weibull exponencializada. Dada uma distribuiçãoG(x), ao construirmos
a sua versão gama generalizada, podemos escolher a classe emque as expressões sejam bem
comportadas. O estudo da forma das densidades e taxas de falha das famílias Gama-G e Gama-
Ḡ é, em geral, consideravelmente mais complicado. As expressões envolvidas nos cálculos de
momentos e entropias são pouco tratáveis analiticamente.

10



CAPÍTULO 3

A Classe Harris-G

Apresentamos nesse capítulo o método de composição que geraas distribuições Harris-G e
alguns dos resultados gerais obtidos para essa classe de distribuições.

Considere a sequência de variáveis aleatórias i.i.d. (independentes e identicamente dis-
tribuídas)Y1, Y2, . . . com fdaG(x), fdp g(x) e função de riscoh(x), definida no Capítulo 2.
SejaX = min{Y1,Y2, . . . ,YN}, em queN é uma variável aleatória que assume valores inteiros
positivos com função geradora de probabilidade (fgp)

ϕ(t;ω) = IE(tN) =
∞

∑
i=0

tnP(N = n)

para um vetor de parâmetrosω. Sabe-se que a função de sobrevivênciaF̄(x) de X pode ser
escrita como

F̄(x) = ϕ(Ḡ(x),ω). (3.1)

Algumas propriedades de (3.1) foram apresentadas em Aly e Benkherouf (2011) e Marshall e
Olkin (1997).

A composição de duas distribuições feita dessa maneira permite a inserção de parâmetros
em distribuições já existentes e tal método já foi utilizadoem vários artigos na literatura. Por
exemplo, o casōG(x) = exp(−λx), λ > 0 quandoϕ(s,θ) é a fgp de uma distribuição Poisson
truncada no zero, a saberϕ(s,θ) = exp[θ(s−1)][1−exp(−θ)]−1, corresponde à distribuição
Poisson-exponencial de Kus (2006). QuandoḠ(x) = exp(−λx) e Ḡ(x) = exp[−(λx)α ], com
ϕ(s,θ) representando a fgp de uma distribuição em série de potências, obtemos os modelos
em Chahkandi e Ganjali (2009) e Morais e Barreto-Souza (2011), respectivamente. Outras
propostas relacionadas a esse método podem ser encontradasem Barreto-Souza e Bakouch
(2011), Lu e Shi (2011), Ristić e Balakrishnan (2011) e nas referências contidas nesses artigos.

Uma variante de (3.1) foi apresentada por Marshall e Olkin (1997) utilizando a fgp da dis-
tribuição geométricaϕ(s,θ) = sθ(1− θ̄s)−1, em queθ̄ = 1− θ . No mesmo artigo, foram
obtidas as distribuiçõesMarshall-Olkin extended exponential(MOEE) eMarshall-Olkin ex-
tended Weibull(MOEW). Em Aly e Benkherouf (2011) as distribuições tipo Marshall-Olkin
são generalizadas usando a fgp da distribuição Harris em Harris (1948). Essa fgp é dada por

ϕ(s,k,θ) =
(

θsk

1− θ̄sk

) 1
k

, k> 0. (3.2)

Aly e Benkherouf consideraram 0< θ < ∞ embora Harris (1948) tenha mantidoθ restrito ao
intervalo(0,1). Essa restrição vem do fato que a distribuição Harris está associada à variável
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aleatória que representa o número de nós em um processo de ramificação em que a cada instante
um nó pode dar origem ak novos nós idênticos com probabilidade proporcional a− log(θ).
Inserindo (3.2) em (3.1) temos

F̄(x) =

{
θ [Ḡ(x)]k

1− θ̄ [Ḡ(x)]k

}1
k

. (3.3)

A Equação (3.3) corresponde ao método que gera as distribuições da classe MO (Marshall-
Olkin) quandok= 1. A fdp correspondente é

f (x) =
θ

1
k g(x)

{1− θ̄ [Ḡ(x)]k}1+ 1
k

. (3.4)

É importante ressaltar que paraθ >1,ϕ(s,k,θ) não é uma fgp, pois temos valores negativos
para algumas probabilidades, por exemploϕ ′′(0,1,θ)/2! = θ(1−θ) < 0. No entanto, é fácil
conferir a partir de (3.3) queF(x) é uma fda paraθ > 0. Claramente

• F(x) é monótona não-decrescente, poisF ′(x) = f (x) > 0, ∀θ > 0,

• F(x) é contínua à direita, pois é a composição de uma função contínua e uma função
contínua à direita,

• lim
x→−∞

F(x) = 0 e lim
x→+∞

F(x) = 1.

Denominamos Harris-G(k,θ ,φ) a distribuição de uma variável aleatóriaX com fdp (3.4),
em queφ representa o vetor de parâmetros deG(x). O casoθ = 1 é trivial (f (x) coincide com
g(x)) e não será tratado nessa dissertação.

3.1 Expansões para as funções de densidade e distribuição

Mostraremos nessa seção que a fdp de uma distribuição Harris-G pode ser escrita como uma
combinação linear de densidades de distribuições G exponencializadas definidas no Capítulo
2.

Teorema 1. Para0< θ < 1, podemos escreverf (x) em (3.4)como

f (x) =
∞

∑
i=1

wi gi(x),

com

wi = (−1)i+1
∞

∑
j=i

(
j
i

)
1
j!

∂ jϕ(t,k,θ)
∂ t j

∣∣∣∣
t=0
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Demonstração.Para 0< θ < 1, ϕ(s,k,θ) é uma fgp, portanto podemos fazer

F̄(x) = ϕ(Ḡ(x),k,θ)

=
∞

∑
j=0

P(N = j)[Ḡ(x)] j

= P(N = 0)+
∞

∑
j=1

1
j!

∂ jϕ(t,s,θ)
∂ t j

∣∣∣∣
t=0

[Ḡ(x)] j

= ϕ(0,k,θ)+
∞

∑
j=1

1
j!

∂ jϕ(t,k,θ)
∂ t j

∣∣∣∣
t=0

{
j

∑
i=1

(
j
i

)
(−1)i [G(x)]i

}

=
∞

∑
i=1

(−1)i

{
∞

∑
j=i

(
j
i

)
1
j!

∂ jϕ(t,k,θ)
∂ t j

∣∣∣∣
t=0

}
[G(x)]i

Tomando derivadas em ambos os membros da equação, temos

f (x) =
∞

∑
i=1

(−1)i+1

{
∞

∑
j=i

(
j
i

)
1
j!

∂ jϕ(t,k,θ)
∂ t j

∣∣∣∣
t=0

}
ig(x)[G(x)]i−1

f (x) =
∞

∑
i=1

wi gi(x),

A segunda forma de exibirf (x) como combinação linear de distribuições exponencializadas
é obtida por meio de manipulação algébrica e mostrada a seguir.

Teorema 2. Paraθ ∈ (0,∞), podemos escreverf (x) em (3.4)como

f (x) =
∞

∑
i=0

wi g(i+1)(x),

com

wi =





θ
1
k (−1)i

i +1

[
∞

∑
j=0

θ̄ j
(

j +k−1

j

)(
k j
i

)]
, se 0< θ < 1

τ(−1)i

i +1

{
∞

∑
j=0

j

∑
l=0

(−1)l τ̄ j
(

j +k−1

j

)(
j
l

)(
lk
i

)}
, seθ > 1,

em queτ = θ−1 e τ̄ = 1− τ.

Demonstração.Para o caso 0< θ < 1, considere a expansão da série binomial negativa, válida
para|y|< 1,

(1−y)−r =
∞

∑
i=0

(
i + r −1

i

)
yi .
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Aplicando esse resultado ao denominador em (3.4), temos

f (x) = θ
1
k g(x)

∞

∑
j=0

(
j +k−1

j

)
θ̄ jḠ(x)k j

= θ
1
k g(x)

∞

∑
j=0

(
j +k−1

j

)
θ̄ j

{
∞

∑
i=0

(−1)i
(

k j
i

)
G(x)i

}

=
∞

∑
i=0

∞

∑
j=0

θ
1
k θ̄ j(−1)i

i +1

(
j +k−1

j

)(
k j
i

)
(i +1)g(x)G(x)i

=
∞

∑
i=0

wi g(i+1)(x),

com

wi =
θ

1
k (−1)i

i +1

[
∞

∑
j=0

θ̄ j
(

j +k−1

j

)(
k j
i

)]
.

Para o casoθ > 1, façaτ = θ−1. Podemos reescrever (3.4) como

f (x) =
τg(x)

{τ − (τ −1)[Ḡ(x)]k}1+ 1
k

=
τg(x)

1− (1− τ){1− [Ḡ(x)]k}1+ 1
k

=
τg(x)

{1− τ̄{1− [Ḡ(x)]k}}1+ 1
k

,

em queτ̄ = 1− τ. Agora podemos aplicar novamente a expansão binomial negativa no deno-
minador da última expressão para obter

f (x) = τg(x)
∞

∑
j=0

(
j +k−1

j

)
τ̄ j{1− [Ḡ(x)]k} j

= τg(x)
∞

∑
j=0

(
j +k−1

j

)
τ̄ j

j

∑
l=0

(
j
l

)
(−1)l [Ḡ(x)]lk

= τg(x)
∞

∑
j=0

(
j +k−1

j

)
τ̄ j

j

∑
l=0

(
j
l

)
(−1)l

∞

∑
i=0

(
lk
i

)
(−1)i [G(x)]i

=
∞

∑
i=0

∞

∑
j=0

j

∑
l=0

ττ̄(−1)l+i

i +1

(
j +k−1

j

)(
j
l

)(
lk
i

)
(i +1)g(x)[G(x)]i

=
∞

∑
i=0

wi g(i+1)(x),

com

wi =
τ(−1)i

i +1

{
∞

∑
j=0

j

∑
l=0

τ̄ j(−1)l
(

j +k−1

j

)(
j
l

)(
lk
i

)}
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Durante o restante do capítulo, usaremoswi para denotar os coeficientes presentes no Teo-
rema 2. Escrever a fdp das distribuições Harris estendidas como combinação linear de den-
sidades exponencializadas permite-nos obter muitos resultados na classe Harris-G. Há uma
grande quantidade de artigos que listam resultados sobre momentos, funções geradoras de mo-
mentos e entropias de distribuições exponencializadas.

Para 0< θ < 1 pode-se escolher entre o Teorema 1 e o Teorema 2. A falta de expressões
fechadas para as derivadas da fgp da distribuição Harris fazcom que o Teorema 2 seja uma
melhor escolha em termos computacionais. Porém, caso prefira-se trabalhar com o Teorema
1 por algum motivo que possa surgir nos casos particulares, épossível aproximar as derivadas
necessárias para o Teorema 1 com erro tão pequeno quanto desejado através do método das
diferenças finitas, o qual não requer grandes esforços computacionais. Detalhes sobre o método
das diferenças finitas podem ser vistos em Nocedal e Wright (2006).

Não obstante esses resultados, é possível escrever algumasdensidades de distribuições da
classe Harris-G como combinação linear de densidades de distribuições mais simples que as
exponencializadas. Em alguns casos podem ser obtidas expressões mais simples que as do
Teorema 2.

Por fim, o seguinte resultado pode ser usado para auxiliar na caracterização paramétrica da
densidade (3.4).

Teorema 3. Seg(x) é monótona decrescente em um intervalo abertoD e 0 < θ < 1, então
f (x) também é monótona decrescente emD. Além disso, seg(x) é monótona crescente emD
e θ > 1, entãog(x) é monótona crescente emD.

Demonstração.Derivandof (x), obtemos

f ′(x) =

{
1− θ̄ [Ḡ(x)]k

} 1
k
{

g′(x)
{

1− θ̄ [Ḡ(x)]k
}
− θ̄ (1+k)g2(x)[Ḡ(x)]k−1

}

{
1− θ̄ [Ḡ(x)]k

}2(1+ 1
k)

,

como
{

1− θ̄ [Ḡ(x)]k
} 1

k e o denominador são sempre positivos, temos

sgn[f′(x)] = sgn
{

g′(x)
{

1− θ̄ [Ḡ(x)]k
}
− θ̄ (1+k)g2(x)[Ḡ(x)]k−1

}
,

em que sgn(x) é a função sinal, isto é, sgn(x) = 1 sex é positivo, sgn(x) = 0, sex = 0 e
sgn(x) = −1 caso contrário. Portanto, seg′(x) < 0 parax∈ D e 0< θ < 1 é possível ver que
sgn[f′(x)] =−1 e queg′(x)> 0 parax∈ D e θ > 1 implica sgn[f′(x)] = 1.

3.2 Momentos e função geradora

Até o final desse capítulo, sejaX uma variável aleatória distribuída de acordo com (3.4) eYi uma
variável aleatória com fda dada por[G(x)]i. Utilizando o Teorema 2, podemos escrever a função
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geradora de momentos deX como combinação linear de funções geradoras de momentos de
distribuições G exponencializadas. Dessa forma, temos

MX(t) =
∞

∑
i=0

wiMYi(t).

Para os momentos ordinários de ordemj temos

µ ′
j =

∞

∑
i=0

wiµ
′(i)
j ,

em queµ ′(i)
j representa oj-ésimo momento ordinário deYi . Momentos centrais, cumulantes e

momentos fatoriais podem ser obtidos através das relações

µ j =
j

∑
i=0

(
j
i

)
(−1) j−i µ ′

j µ ′
1

j−i
, κ j = µ ′

j −
j−1

∑
i=1

(
i −1
k−1

)
κi µ ′

j−i ,

e

µ( j) = IE[X(X−1)×·· ·× (X− j +1)] =
j

∑
i=0

s( j, i)µ ′
i ,

em ques(r, i) = (i!)−1[dix(r)/dxi ]x=0 representa o número de Stirling do primeiro tipo, ex(n) =
x(x+1) · · ·(x+n−1) representa o fatorial ascendente.

Momentos incompletos são úteis em áreas como seguros e credibilidade, além de permi-
tirem a obtenção dos desvios médios em relação à média e mediana. O j-ésimo momento
incompleto deX, denotado porJj(z) =

∫ z
0 x j f (x)dx, pode também ser obtido através do Teo-

rema 2 como uma combinação linear dos momentos incompletos das variáveis aleatóriasYi .

Denotando porJ(i)j (z) o j-ésimo momento incompleto deYi , temos

Jj(z) =
∞

∑
i=0

wiJ
(i)
j (z). (3.5)

3.3 Desvios médios

A dispersão deX pode ser caracterizada por meio dos desvios-médios em relação à médiaµ ′
1 e

à medianam, definidos respectivamente porδ1 =
∫ ∞

0 |x−µ ′
1|g(x)dx e δ2 =

∫ ∞
0 |x−m|g(x)dx,

comm representando a mediana deX. Então, as medidasδ1 e δ2 podem ser expressas como

δ1 = 2µ ′
1F(µ ′

1)−2J1(µ ′
1) e δ2 = µ ′

1−2J1(m), (3.6)

eJ1(y) é o primeiro momento incompleto deX. De (3.5), podemos escrever

J1(q) =
∞

∑
i=0

wi J
(i)
1 (z). (3.7)

16



Logo, os desvios médiosδ1 e δ2 são facilmente obtidos de (3.7).
Uma aplicação direta dos desvios-médios são as curvas de Bonferroni e Lorenz. Essas cur-

vas possuem aplicação em Economia no estudo de renda e pobreza e em outras áreas como con-
fiabilidade, demografia, seguros e Medicina. Dada uma probabilidadeπ , as curvas são definidas
respectivamente porB(π) = J1(q)/(πµ ′

1) eL(π) = J1(q)/µ ′
1, em queq= Q(π). Usando (3.7),

obtemosB(π) e L(π).

3.4 Entropias

Entropia refere-se à quantidade de incerteza associada a uma variável aleatória. É um conceito
importante em muitas áreas de estudo, especialmente em teoria da comunicação (Shannon,
1948), Física (Beck, 2009) e Probabilidade (Jaynes, 1957).Possivelmente a medida de entropia
mais popular foi introduzida em Shannon (1948). Para uma distribuição contínuaF(x) com
densidadef (x), a entropia de Shannon é dada por

HSh[ f (x)] = IE{− log[ f (X)]}=−
∫ +∞

−∞
{log[ f (x)]} f (x)dx.

É possível relacionarHSh[ f (x)] comH
i+1

Sh [g(i+1)(y)], i ∈N, em queH i+1
Sh representa a medida

de entropia com base na distribuição deY(i+1). Para isso, o seguinte lema será útil.

Lema 1. Para a variável aleatóriaY(i+1) distribuída com função de densidadeg(i+1)(y) = (i +
1)g(x)[G(y)]i, temos

IEY(i+1)
{log[g(Y)]}= H

i+1
Sh [g(i+1)(y)]− log(i +1)+

1
i +1

.

Demonstração.

H
i+1

Sh [g(i+1)(y)] = IEY(i+1)
{− log[g(i+1)(Y)]}

=− log(i +1)− IEY(i+1)
{log[g(Y)]}− iIEY(i+1)

{log[G(Y)]},
logo

IEY(i+1){log[g(Y)]}=−H
i+1

Sh (g(i+1))− log(i +1)− iIEY(i+1){log[G(Y)]}. (3.8)

Mas

IEY(i+1)
{log[G(Y)]}=

∫ +∞

−∞
{log[G(y)]}g(i+1)(y)dy

=

∫ +∞

−∞
{log[G(y)]}(i +1)g(y)[G(y)]idy

=
∫ +∞

−∞

∂
∂a

(i +1)g(y)[G(y)]i+a

∣∣∣∣
a=0

dy

=
∂
∂a

{∫ +∞

−∞
(i +1)g(y)[G(y)]i+ady

}∣∣∣∣
a=0

=− 1
i +1

.

Substituindo IEY(i+1)
{log[G(Y)]} em (3.8), segue o resultado.
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Podemos agora provar o seguinte resultado:

Teorema 4.A entropia de Shannon para uma distribuição Harris-G pode ser descrita em função
de uma combinação linear de entropias de distribuições G exponencializadas através da igual-
dade

HSh[ f (x)] =−1
k

log(θ)+
(

1+
1
k

)
I(k,θ)+

∞

∑
i=0

wi

{
H

i+1
Sh (g(i+1)(x))− log(i +1)+

1
i +1

}
,

em que

I(k,θ) = θ
1
k

∫ 1

0

log[1− θ̄ tk]

[1− θ̄ tk]1+
1
k

dt.

Demonstração.Partindo da definição deHSh[ f (x)]:

HSh[ f (x)] = IE{− log[ f (X)]}

=−1
k

log(θ)− IE{log[g(X)]}+
(

1+
1
k

)
IE{log{1− θ̄ [Ḡ(X)]k}}. (3.9)

A parcela IE{log[g(X)]} é obtida através do Teorema 2 e Lema 1.

IE{log[g(X)]}=
∫ +∞

−∞
log[g(x)] f (x)dx

=
∞

∑
i=0

wi

∫ +∞

−∞
log[g(x)]g(i+1)(x)dx

=
∞

∑
i=0

wi IEY(i+1)
{log[g(X)]}

=
∞

∑
i=0

wi

{
H

i+1
Sh [g(i+1)(y)]− log(i +1)+

1
i +1

}
. (3.10)

Para calcular IE{log{1− θ̄ [Ḡ(X)]k}}, façat = G(x). Então

IE{log{1− θ̄ [Ḡ(X)]k}}=
∫ +∞

−∞
log{1− θ̄ [Ḡ(x)]k} θ

1
k g(x)

{1− θ̄ [Ḡ(x)]k}1+ 1
k

dx

= θ
1
k

∫ 1

0

log[1− θ̄ tk]

[1− θ̄ tk]1+
1
k

dt

= I(k,θ). (3.11)

Substituindo (3.10) e (3.11) em (3.9) conclui a demonstração.

Nota-se queI(k,θ) não depende da escolha deg(x).
A medida de entropia proposta por Shannon também pode ser usada para identificar mode-

los probabilísticos. Tal abordagem pode ser vista em Jaynes(1957). Considere uma classe de
funções densidade de probabilidade dependendo de a um conjunto de restrições

F = { f (x)|IE[Ti(X)] = ai , i = 1,2, . . . ,m}.
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Assume-se que todos os valores esperados são finitos. Podemos escolher um membro deF
como fdp de uma variável aleatóriaX se essa função maximiza a entropia de Shannon. A
fdp escolhida é denominada distribuição de entropia máxima. O seguinte resultado fornece a
caracterização por máxima entropia para a classe Harris-G de distribuições.

Teorema 5. Sejah(x) uma função densidade de probabilidade sujeita às seguintesrestrições

• IE{1− θ̄ [Ḡ(X)]k}= I(k,θ),

• IE{log[g(X)]}= IEW{log{g[G−1(W)]}},

em queW é distribuída com densidadem(w) = θk−1{1− θ̄wk}1+k−1
. Então, f (x) definida em

(3.4)é a única solução do problema de otimização

f (x) = argmax
h

HSh[h(x)].

Demonstração.Considere a divergência de Kullback-Leibler entre as densidadesf (x) e h(x)
dada por

D(h, f ) =
∫ +∞

−∞
h(x) log

[
h(x)
f (x)

]
dx.

A desigualdade de Gibbs garante queD(h, f ) ≥ 0 com igualdade se, e só se,h(x) e f (x) são
iguais em todos os pontos exceto em um conjunto de medida nula. Temos então

0≤
∫ +∞

−∞
h(x) log

[
h(x)
f (x)

]
dx.

0≤
∫ +∞

−∞
h(x) log[h(x)]dx−

∫ +∞

−∞
h(x) log[ f (x)]dx

HSh[h(x)]≤−
∫ +∞

−∞
h(x) log[ f (x)]dx

HSh[h(x)]≤−1
k

log(θ)− IE{log[g(X)]}+ IE{1− θ̄ [Ḡ(X)]k}.

Sob as restrições impostas temos

HSh[h(x)]≤−1
k

log(θ)− IEW{log{g[G−1(W)]}}+ I(k,θ)

HSh[h(x)]≤−1
k

log(θ)−
∫ +∞

−∞
log{g[G−1(w)]} θ

1
k

{1− θ̄wk}1+ 1
k

dw+ I(k,θ).

Substituindow = G(x) e I(k,θ) = IEX{log{1− θ̄ [Ḡ(X)]k}} (ver prova do Teorema anterior),
segue que

HSh[h(x)]≤−1
k

log(θ)−
∫ +∞

−∞
log[g(x)]

θ
1
k g(x)

{1− θ̄ [ ¯G(x)]k}1+ 1
k

dx+ IEX{log{1− θ̄ [Ḡ(X)]k}

HSh[h(x)]≤−1
k

log(θ)− IEX log[g(X)]+ IEX{log{1− θ̄ [Ḡ(X)]k}

HSh[h(x)]≤ HSh[ f (x)],

com igualdade se, e só se,f (x) for igual ah(x) em quase todos os pontos.
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A entropia de Rényi é outra medida bastante popular. Ela é definida para o caso discreto
mas pode ser estendida às distribuições contínuas da seguinte forma:

H
α

R [ f (x)] =
1

1−α
log

[∫ +∞

−∞
f (x)αdx

]
, α > 0.

A entropia de Shannon ocorre como caso especial quandoα → 1. Para essa medida nós enun-
ciamos o seguinte resultado.

Teorema 6. A entropia de Rényi para a distribuição Harris-G é dada por

H
α

R [ f (x)] =
1

1−α
log

[
∞

∑
i=0

ai

∫ +∞

−∞
[g(x)]α [G(x)]idx

]
,

em que

ai =





θ
α
k (−1)i

[
∞

∑
j=0

θ̄ j
(

k j
i

)(
j +α +αk−1−1

j

)]
, se0< θ < 1

τα(−1)i

[
∞

∑
j=0

j

∑
l=0

(−1)l τ̄ j
(

j
l

)(
lk
i

)(
j +α +αk−1−1

j

)]
, seθ > 1

comτ = θ−1.

A prova desse resultado é análoga à prova do Teorema 2 e por isso é omitida.

3.5 Estatísticas de ordem

Nessa seção, nós mostramos que a fdp daj-ésima estatística de ordem nessa classe, denotada
por f j :n(x), é uma combinação linear de funções de densidades de distribuições exponenciali-
zadas.

Teorema 7. SejaX1,. . . ,Xn
i.i.d.∼ Harris−G(k,θ ,φ), em queφ representa o vetor de parâmetros

de G. Sef j :n(x) denota a fdp daj-ésima estatística de ordem, então

f j :n(x) =
n!

( j −1)!(n− j)!

n− j

∑
s=0

∞

∑
i,m=0

(−1)s(m+1)wmbi,s

s+ j + i +m

(
n− j

s

)
g(s+ j+i+m)(x),

combi,s obtido pela relação recursiva

b0,s = ws+ j−1
0 , bi,s = (iw0)

−1
i

∑
p=1

[(p+1)(s+ j)− i]wibi−p,

em que os coeficienteswi são dados pelo Teorema 2.
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Demonstração.Sabe-se que

f j :n(x) =
n! f (x)

( j −1)!(n− j)!
[F̄(x)]n− j

[1− F̄(x)] j−1
.

Utilizando a expansão binomial, temos

f j :n(x) =
n! f (x)

( j −1)!(n− j)!

∞

∑
s=0

(−1)s
(

n− j
s

)
[F(x)]s+ j−1.

Pelo Teorema 2, temosF(x) =
∞

∑
i=0

wi [G(x)]i+1. Então

f j :n(x) =
n! f (x)

( j −1)!(n− j)!

∞

∑
s=0

(−1)s
(

n− j
s

)
[G(x)]s+ j−1

{
∞

∑
i=0

wi [G(x)]i
}s+ j−1

.

O Teorema 1 de Nevin (1969) afirma que para uma série de potências convergenteA =

∑∞
i=0aizi , existe outra série de potências convergenteB = ∑∞

i=0bizi tal queAB= 1 se, e só se,
a0 6= 0. Além disso,a0 = b0 eb j = (a0)

−1 ∑ j
i=1aib j−i. Usando esse resultado, temos

f j :n(x) =
n! f (x)

( j −1)!(n− j)!

∞

∑
s=0

(−1)s
(

n− j
s

) ∞

∑
i=0

bi,s[G(x)]s+ j+i−1.

Mas, novamente pelo Teorema 2, temos

f j :n(x) =
n!

( j −1)!(n− j)!

∞

∑
m=0

wmgm(x)
∞

∑
s=0

(−1)s
(

n− j
s

) ∞

∑
i=0

bi,s[G(x)]s+ j+i−1.

Finalmente, após uma manipulação simples, chegamos ao resultado desejado:

f j :n(x) =
n!

( j −1)!(n− j)!

n− j

∑
s=0

∞

∑
i,m=0

(−1)s(m+1)wmbi,s

s+ j + i +m

(
n− j

s

)
g(s+ j+i+m)(x).

Momentos de estatísticas de ordem podem ser utilizados paraobtermos os momentos-L, os
quais são robustos em relação a pontos discrepantes e apresentam reduzido viés em pequenas
amostras, sendo úteis para estimação de parâmetros. Sillitto (1969) e Hosking (1990) definem
o r-ésimo momento-L como

lr = r−1
r−1

∑
i=0

(−1)i
(

r −1
i

)
IE[Xr−i:r ].

O resultado enunciado garante que, na classe Harris-G, os momentos-L são então obtidos como
combinação linear de momentos de distribuições exponencializadas.
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CAPÍTULO 4

A família Harris-exponencial

Nesse capítulo, consideramos a distribuição Harris-exponencial, denotada por HEE (Harris ex-
tended exponential) para manter a notação coerente com aquela usada nas publicações. Essa
distribuição é obtida quando inserimos̄G(x) = exp(−λx), λ > 0 na equação (3.3). A dis-
tribuição HEE estende a distribuição exponencial estendida de Marshall-Olkin (MOEE) e o
parâmetro adicionalk permite maior flexibilidade na forma da função de densidade.Quando
k é inteiro positivo e 0< θ < 1, a distribuição HEE é aquela de uma variável aleatória que
representa o tempo até a falha de um dispositivo formado porN componentes seriais com taxa
de falha constante, em queN é uma variável aleatória que segue um processo de ramificação
como o descrito na Seção 8 de Harris (1948). Os resultados dessa seção são inéditos e estão
compilados em um artigo que estava em processo de revisão no momento em que a dissertação
foi escrita.

4.1 A nova distribuição

InserindoḠ(x) = exp(−λx) em (3.3) obtém-se a função de sobrevivência da distribuiçãoHEE,
a saber

F̄(x) =

{
θexp(−kλx)

1− θ̄exp(−kλx)

}1
k

, em quex,λ ,k,θ > 0.

A função densidade correspondente é

f (x) =
λθ

1
k exp(−λx)

[1− θ̄exp(−kλx)]1+
1
k

. (4.1)

Ao longo desse capítulo, indicaremos porX uma variável aleatória com fdp (4.1), sendo deno-
tada porX ∼ HEE(k,θ ,λ ). A função de risco deX é dada por

H(x) =
λ

[1− θ̄exp(−kλx)]
.

O seguinte resultado descreve a caracterização paramétrica da forma def (x). Exemplos
das possíveis formas def (x) são mostrados na Figura 4.1.

Teorema 8. A fdp deX é decrescente se0< θ < 1+1/k e unimodal caso contrário.
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Figura 4.1 Algumas formas da fdp deX ∼ HEE(k,θ ,λ ).

Demonstração.A derivada de primeira ordem deg(x) emx é dada por

f ′(x) =− λ θ
1
k exp(−λx)

[1− θ̄exp(−kλx)]2+
1
k

[1+kθ̄exp(−kλx)].

Essa derivada pode ter no máximo uma raiz real já queλθ
1
k exp(−λx) é sempre positivo e[1+

kθ̄exp(−kλx)] é monótona emx. Mas a única raiz real possível def ′(x) éx=(kλ )−1 log(−kθ̄).
Comox> 0, temos 1<−kθ̄ que implicaθ > 1+1/k. Além disso, seθ > 1+1/k, a raiz cer-
tamente existe.

Se f ′(x) não possui raiz real, então o sinal da derivada não muda. Comof ′(x) é contínua,
seu sinal deve ser o mesmo que o de lim

x→0+
f ′(x). Porém,

lim
x→0+

f ′(x) =−λθ−2(1+kθ̄),

o qual é negativo para 0< θ < 1+1/k. Logo, f (x) é decrescente.

A caracterização da função taxa de falha deX é mostrada no resultado a seguir e exempli-
ficada na Figura 4.2.

Teorema 9. Paraθ < 1, tem-se função de risco decrescente, caso contrário a função de risco é
crescente.

Demonstração.A derivada de primeira ordem deH(x) é dada por

H ′(x) =
kθ̄λ 2exp(kλx)

[exp(kλx)− θ̄ ]2
,

a qual tem o mesmo sinal dēθ . Logo, segue o resultado.

23



0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

Função taxa de falha HEE

x

H
(x

)

k=1.0, θ=1.5
k=2.5, θ=2.9
k=5.0, θ=3.3
k=10.0, θ=10.0
k=1.0, θ=0.5
k=2.5, θ=0.9
k=5.0, θ=0.3
k=10.0, θ=0.15

Figura 4.2 A função de risco deX ∼ HEE(k,θ ,λ ) pode ser crescente ou decrescente.

Teorema 10.A fdp deX pode ser expressa como uma combinação linear de densidades expo-
nenciais, a saber

f (x) =
∞

∑
i=0

wi g(1+ik)λ (x), (4.2)

em que

wi =





θ
1
k θ̄ i

1+ ik

(
i +k−1

i

)
, paraθ < 1

τ(−1)i

1+ ik

[
∞

∑
j=i

τ̄ j
(

j
i

)(
j +k−1

j

)]
, paraθ ≥ 1

θ = τ−1 eg(1+ik)λ (x) denota a fdp exponencial de parâmetro(1+ ik)λ .

Demonstração.Seθ < 1, o denominador de (4.1) pode ser expandido pela série de potências
binomial negativa, o que implica

f (x) = λ θ
1
k exp(−λx)

∞

∑
i=0

(
i +k−1

i

)
θ̄ i exp[−ikλx],

=
∞

∑
i=0

θ
1
k θ̄ i

1+ ik

(
i +k−1

i

)
λ (1+ki)exp[−λ (1+ki)x].

Baseado nessa expressão, os coeficientes (para 0< θ < 1) são

wi =
θ

1
k θ̄ i

1+ ik

(
i +k−1

i

)
.
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Para o casoθ ≥ 1, sejaθ = τ−1 tal que 0< τ ≤ 1. Para simplificar a notação, sejay =
exp(−λx). Após alguma manipulação, a equação (4.1) pode ser reescrita como

f (x) =
τλy

[1− τ̄(1−yk)]1+
1
k

,

em queτ̄ = 1− τ. Como o denominador está no intervalo(0,1), podemos usar a expansão
binomial negativa. Temos

f (x) = τ λ y
∞

∑
j=0

τ̄ j (1−yk) j
(

j +k−1

j

)
,

= τ λ y
∞

∑
j=0

j

∑
i=0

(−1)i τ̄ j yki
(

j
i

)(
j +k−1

j

)
.

Trocando a ordem dos somatórios e substituindoy, obtemos

f (x) =
∞

∑
i=0

{
τ(−1)i

1+ ik

[
∞

∑
j=i

τ̄ j
(

j
i

)(
j +k−1

j

)]}
λ (1+ ik)exp[−(1+ ik)λx].

Então, os coeficientes são

wi =
τ(−1)i

1+ ik

[
∞

∑
j=i

τ̄ j
(

j
i

)(
j +k−1

j

)]
, paraθ ≥ 1.

A Equação (4.2) pode ser usada para descrever várias propriedades estruturais da dis-
tribuição HEE. Essa equação generaliza a expansão dada por Marshall e Olkin para a dis-
tribuição MOEE (Marshall e Olkin, 1997), a qual era válida apenas paraθ < 1.

Analisaremos agora, brevemente, uma função do parâmetrok. Reproduzimos na Figura
4.3(a) um gráfico de Marshall e Olkin (1997) da variância deY como função deθ , em que
Y segue uma distribuição MOEE com parâmetro de escalaλ = 1 e parâmetro de formaθ .
A figura sugere que a variância cresce comθ . Paraθ = 2, ponto no qual a densidade da
distribuição MOEE troca de decrescente para unimodal, temos Var(Y) ≈ 1.3680. Se a fdp de
Y é decrescente, obrigatoriamente temos Var(Y) < 1.3680. A Figura 4.3(b) mostra Var(X)
como uma função de(k,θ) ∈ (0,5]2 e λ = 1 e sugere que, para valores pequenos dek, Var(X)
cresce comθ mais rápido que Var(Y). Quandok decresce, o intervalo(0,1+ k−1) em queθ
assume valores para densidades decrescentes torna-se maisamplo, indicando que a distribuição
HEE pode ter densidades decrescentes com variâncias maiores que as possíveis no modelo
MOEE. A Figura 4.3(b) sugere ainda que o contrário, também, éverdadeiro. Quandok cresce,
a distribuição HEE com densidade unimodal pode modelar variâncias menores que as possíveis
no modelo MOEE.

A função quantílica da distribuição HEE, denotada porx=Q(u), pode ser obtida invertendo
G(x). Temos

Q(u) = (kλ )−1 log[θ̄ +θ(1−u)−k], 0< u< 1.

SeU ∼ Uniforme(0,1), entãoX = Q(U) tem distribuição HEE. Dessa maneira é trivial simu-
larmos ocorrências de variáveis aleatórias com distribuição HEE.

25



0 20 40 60 80 100

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0

(a) Variância de Y

θ

V
ar

(Y
)

(b) Variância de X

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.01

2

3

4

5

k

θ

Var(X)

Figura 4.3 Comparação das variâncias deY (com distribuição Marshall-Olkin exponencial) e deX
(com distribuição HEE) em função dos parâmetros das respectivas densidades.

4.2 Momentos e função geradora

Desenvolvemos aqui a função geradora de momentosM(t) de X. UsandoM(t) podemos es-
crever os momentos ordináriosµ ′

j deX. Esses podem ser usados para obtermos os momentos
centrais (µ j ), cumulantes (κ j ) e momentos fatoriais (µ( j)). Momentos incompletos, também,
são investigados.

A partir da Equação (4.2),M(t) pode ser expresso como

M(t) =
∞

∑
i=0

wi Mi(t) =
∞

∑
i=0

wi

(
1− t

λ (1+ki)

)−1

,

em queMi(t) = [1−λ−1(1+ ik)−1t]−1 é a fgm de uma distribuição exponencial de parâmetro
λ (1+ i k). Logo, o j-ésimo momento ordinário deX é dado por

µ ′
j = IE(X j) =

d j

dt j M(t)

∣∣∣∣
t=0

=
Γ ( j +1)

λ j

∞

∑
i=0

wi

(1+ki) j .

As expressões apresentadas paraM(t) e µ ′
j são consistentes com aquelas dadas por Marshall e

Olkin para a distribuição MOEE. Parak= 1 eθ < 1, as expressões deM(t) e µ ′
j são reduzidas

àquelas da Equação (3.6) de Marshall e Olkin (1997). No entanto, estendemos o resultado de
Marshall e Olkin incluindo o casoθ ≥ 1 para a distribuição MOEE.

O j-ésimo momento incompleto deX, dado porJj(y) =
∫ y

0 x j f (x)dx, pode ser obtido pela
Equação (4.2). Sabendo que oj-ésimo momento incompleto correspondente à distribuição
exponencial de parâmetro(1+ ik)λ é igual a[λ (1+ ik)]− jγ[(1+ ik)yλ , j+1], em queγ(x,δ ) =
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∫ x
0 tδ−1e−tdt denota a função gama incompleta, temos

Jj(y) =
∞

∑
i=0

wi [(1+ ik)λ ]− jγ[(1+ ik)λy, j +1].

Assim, obtemos os desvios médiosδ1 e δ2, definidos em (3.6), e as curvas de Bonferroni e
Lorenz definidas na Seção 3.3.

4.3 Estatísticas de ordem

Nessa seção investigamos a densidade e os momentos das estatísticas de ordem da distribuição

HEE e as usamos para obter os momentos-L. ConsidereX1,. . . ,Xn
iid∼HEE(k,θ ,λ ). Nós mostramos

que a fdp daj-ésima estatística de ordem, digamosXj :n, denotada porf j :n(x), é uma combi-
nação linear de densidades HEE. Sabe-se que

f j :n(x) =
n! f (x)

( j −1)!(n− j)!
[F̄(x)]n− j

[1− F̄(x)] j−1
.

Usando a expansão binomial, temos

f j :n(x) =
n! f (x)

( j −1)!(n− j)!

j−1

∑
i=0

(−1)i
(

j −1
i

)
[F̄(x)]n+i− j

. (4.3)

Depois de alguma manipulação,f j :n(x) reduz a

f j :n(x) =
n!

( j −1)!(n− j)!

j−1

∑
i=0

(
j −1

i

)
(−1)i

n+ i − j +1

× (n+ i − j +1)λ θ
n+i− j+1

k exp(−(n+ i − j +1)λx)

[1− θ̄exp−kλx]
n+i− j+1

k

=
n!

( j −1)!(n− j)!

j−1

∑
i=0

(
j −1

i

)
(−1)i

n+ i − j +1
fn,i, j(x),

em quefn,i, j(x) representa a densidade HEE com parâmetrosk(n+ i − j +1)−1, θ e (n+ i −
j +1)λ . Partindo dessa equação, os momentos das estatísticas de ordem podem ser expressos
como combinação linear de momentos HEE. Os momentos IE(Xj :n) são úteis em áreas como
controle de qualidade, confiabilidade e seguros, para predição de tempo até falhas futuras a
partir de um conjunto de observações passadas. Claramente,os momentos-L são obtidos como
combinação linear de momentos HEE.

Consideramos agora a distribuição assintótica do mínimo e máximo amostral. Segue de
(4.3) que

f1:n(x) = 1− nλθ
n
k exp(−nλx)

[1− θ̄exp(−kλx)]1+
n
k
,
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a qual representa a fdp de uma distribuição HEE(θ ,kn−1,nλ ) A fda correspondente é

F1:n(x) = 1−
{[

θexp(−kλx)

1− θ̄exp(−kλx)

] 1
k

}n

.

Dado que a expressão entre chaves é uma função de sobrevivência, ela assume valores entre
zero e um, logo lim

n→∞
F1:n(x) = 1 eF1:n(x) é do tipo Weibull.

A distribuição do máximo pode ser obtida através do Teorema 8.3.3 de Arnold et al. (1992).
Como

lim
x→∞

xH(x) = lim
x→∞

xλ
1− θ̄exp(−kλx)

= ∞,

segue queFn:n(x) não é do tipo Fréchet. Além disso,Q(1) = ∞ implica Fn:n(x) não é do tipo
Weibull. Por fim, é fácil mostrar que essa distribuição é do tipo Gumbel. Temos claramente

lim
x→∞

d [H(x)]−1

dx
= 0.

4.4 Entropias

Mostramos inicialmente a entropia de Shannon para a distribuição HEE. Segue diretamente de
(4.1) que

HSh[ f (x)] = log(λ )+k−1 log(θ)−λ IE[X]+ IE{log[1− θ̄exp(−kλX)]}.

A quantidadeA= IE{log[1− θ̄exp(−kλX)]} pode ser calculada de (4.2) como

A=
∫ ∞

0
{log[1− θ̄exp(−kλx)]}

∞

∑
i=0

wi λ (1+ ik)exp[−(1+ ik)λx]dx,

=
∞

∑
i=0

wi (1+ ik)λ
∫ ∞

0
{log[1− θ̄exp(−kλx)]}exp[−(1+ ik)λx]dx.

Fazendoy= exp(−kλx), obtemos

A=
∞

∑
i=0

wi (1+ ik)λ
∫ 1

0
y j [log(1− θ̄y)]dy.

Essa integral pode ser obtida usando integração por partes epode ser encontrada na Equação
(2.729.1) em Gradshteyn e Ryzhik (2007). Temos

A=
∞

∑
i=0

wi (1+ ikλ )

{[
1+

(−1)i

θ̄ i+1

]
log(θ)+

i+1

∑
j=1

1

(i − j +2)(−θ̄ j−1)

}
.

Calculamos agora a entropia de Rényi para a distribuição HEE. Partindo de

IR(ν) = (1−ν)−1 log

[∫ +∞

−∞
f (x)νdx

]
,
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e fazendoy= exp(−λx), a integral acima reduz a

I = θ
ν
k λ ν

∫ 1

0

yν−1

(1− θ̄yk)ν+ ν
k
dy. (4.4)

O denominador no integrando pode ser escrito como(1− θ̄yk)ν+ ν
k = ∑∞

i=0 pi yki pelo mesmo
método usado na Seção 4.1 onde foi definidowi (ver Equação (4.2)).

Usando novamente o Teorema 1 de Nevin (1969) sobre séries de potências elevadas a ex-
poentes inteiros, expressamos (4.4) como

I = θ
ν
k λ ν

∫ 1

0

∞

∑
i=0

qi y
ν+ki−1dy,

I = θ
ν
k λ ν

∞

∑
i=0

qi

ν +ki
,

em queq0 = p0 eqi = (p0)
−1 ∑i

j=1 piqn− j . Então, a entropia de Rényi para a distribuição HEE
é dada por

IR(ν) = (1−ν)−1 log

[
θ

ν
k λ ν

∞

∑
i=0

qi

ν + ik

]
.

4.5 Estimação

Discutimos agora a estimação dos parâmetros da distribuição HEE(k,θ ,λ ) usando o método
da máxima verossimilhança. O logaritmo da função de verossimilhança, abreviado função de
log-verossimilhança,L(k,θ ,λ ), para os parâmetros em (4.1) dada uma amostra de tamanhon
é

L = L(k,θ ,λ ) = n[k−1 log(θ)+ log(λ )−λ x̄]−
n

∑
i=1

(1+k−1) log[1− θ̄exp(−kλxi)].

Para maximizarL, devemos resolver simultaneamente as seguintes equações

∂ L
∂ k

= 0,
∂ L
∂ θ

= 0 e
∂ L
∂ λ

= 0.

As soluções para o sistema de equações são os estimadores de máxima verossimilhança (EMVs)
parak, θ e λ , a saber̂k, θ̂ e λ̂ .

Em geral, esse sistema não possui solução fechada e um métodode otimização, tal como
Newton-Raphson ou BFGS, pode ser utilizado. Para o método deNewton-Raphson, as derivadas
de primeira e segunda ordem da função de log-verossimilhança são necessárias. As derivadas

29



parciais de primeira ordem deL são:

∂ L
∂ k

=−nk−2−k−2
n

∑
i=1

{
log[1− θ̄exp(−kλxi)]

}

+λ θ̄(1+k−1)
n

∑
i=1

{
xi

θ̄ −exp(kλxi)

}
,

∂ L
∂ θ

= n(kθ)−1+(1+k−1)
n

∑
i=1

1

θ̄ −exp(kλxi)
, e

∂ L
∂ λ

= nλ−1−
n

∑
i=1

xi +kθ̄ (1+k)
n

∑
i=1

xi

θ̄ −exp(kλxi)
.

As derivadas parciais de segunda ordem não possuem expressão tão resumidas quanto as acima
e são apresentadas a seguir:

∂ 2 L
∂ k2 = 2nk−3+2k−3

n

∑
i=1

log[1− θ̄exp(−kλxi)]+ θ̄k−1
n

∑
i=1

xi

θ̄ −exp(kλxi)

−λ θ̄k−2
n

∑
i=1

xi

θ̄ −exp(kλxi)
+ θ̄λ 2(1+k−1)

n

∑
i=1

x2
i exp(kλxi)

[θ̄ −exp(kλxi)]2
,

∂ 2L
∂ θ2 =−nk−1θ−2+(1+k−1)

n

∑
i=1

1

[θ̄ −exp(kλxi)]2
,

∂ 2L
∂ λ 2 =−nλ−2+ θ̄k2(1+k)

n

∑
i=1

x2
i exp(kλxi)

[θ̄ −exp(kλxi)]2
,

∂ 2L
∂ k∂ θ

= k−2
n

∑
i=1

1

θ̄ −exp(kλxi)
−λ (1+k−1)

n

∑
i=1

xi

θ̄ −exp(kλxi)

+λ θ̄ (1+k−1)
n

∑
i=1

xi

[θ̄ −exp(kλxi)]2
,

∂ 2L
∂ k∂ λ

= θ̄k−1
n

∑
i=1

xi

θ̄ −exp(kλxi)
+ θ̄ (1+k−1)

n

∑
i=1

xi

θ̄ −exp(kλxi)

+λ θ̄ (1+k)
n

∑
i=1

x2
i exp(kλxi)

[θ̄ −exp(kλxi)]2
, and

∂ 2L
∂ θ∂ λ

= (1+k)
n

∑
i=1

xi

θ̄ −exp(kλxi)
.

Testes de hipóteses sobre os parâmetros podem ser obtidos utilizando a distribuição assintótica
de φ̂ = (k̂, θ̂ , λ̂ ). Sob condições de regularidade (Casella e Berger, 2001), podemos considerar

√
n(φ̂ −φ)≈ N4(0,K

−1), (4.5)

em queK denota o valor esperado da matriz de informação de Fisher. Para valores altos den,
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temos we haveK ≈ n−1Jn, em que

Jn =




∂ 2 L
∂ k2

∂ 2 L
∂ k∂ θ

∂ 2 L
∂ k∂ λ

∂ 2 L
∂ θ∂ k

∂ L
∂ θ 2

∂ L
∂ θ∂ λ

∂ 2 L
∂ λ∂ k

∂ L
∂ λ∂ θ

∂ L
∂ λ 2


 .

ComoK em (4.5) é normalmente desconhecido, podemos utilizarK̂ = n−1Ĵn calculado no EMV
φ̂ como uma estimativa deK. Isso possibilita a construção de intervalos de confiança para os
parâmetros.

No Capítulo 6 são mostradas duas aplicações da distribuiçãoHarris-exponencial a conjuntos
de dados reais.
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CAPÍTULO 5

A Família Harris-Burr XII

Nesse capítulo, apresentamos a distribuição Harris-Burr XII, denotada por HEB (Harris ex-
tended Burr) seguindo a notação usada nas publicações. A função de sobrevivência da nova
família é obtida inserindōG(x) = 1− (1+xc)−α , α,c> 0 na equação (3.3). O principal atra-
tivo dessa nova distribuição é a grande quantidade de subcasos providos pela distribuição Burr
XII. Parac= 1 temos a distribuição Pareto tipo II, parak= 1 temos a distribuição log-logistica
e α → ∞ nos fornece a distribuição Weibull. Assim, ao discutirmos adistribuição Harris-Burr
XII estamos na verdade discutindo vários outros novos modelos. Como no capítulo anterior, os
resultados obtidos aqui são inéditos na data em que a dissertação foi escrita.

5.1 O novo modelo

A função de sobrevivência da família HEB é dada por

F̄(x) =

{
θ(1+xc)−kα

1− θ̄(1+xc)−kα

} 1
k

, em quex,λ ,k,θ > 0. (5.1)

A densidade correspondente é

f (x) =
cαθ

1
k xc−1

(1+xc)1+α
[
1− θ̄ (1+xc)−kα

]1+1/k
. (5.2)

Ao longo desse capítulo, indicaremos porX uma variável aleatória com fdp (5.2), e escrevere-
mosX ∼ HEB(k,θ ,c,α). A função de risco deX é dada por

H(x) =
cαxc−1

(1+xc)1−α(k−1)
[
1− θ̄(1+xc)−kα

] .

A caracterização paramétrica da distribuição deX é difícil de detalhar e a fdp respectiva
pode inclusive ter aspecto bimodal. Igualando a primeira derivada def (x) a zero, obtemos a
equação

αckθ̄
(

1+
1
k

)
u−1−kα + θ̄(1−α)u−kα +(1−c)(u−1)

1−c
c = 1−α,

comu= 1+xc. A fdp deX tem tantas modas quanto a equação acima tem raízes. Em particular,
observa-se que a fdp deX é decrescente se (a)c≤ 1 e 0< θ < 1 ou (b)c≤ 1, θ > 1 eα > 1
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Figura 5.1 Algumas formas da fdp deX ∼ HEB(k,θ ,c,α).
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33



ou (c) c > 1, θ > 1 e α < 1, pois nesses casos os dois membros da equação possuem sinais
opostos. Nas Figuras 5.1 e 5.2 mostramos algumas formas da função densidade e função de
risco deX.

Podemos escrever a densidadef (x) deX como combinação linear de densidades Burr XII.
Esse resultado gera uma expressão mais simples que o resultado obtido usando o Teorema 2.

Teorema 11. A fdp deX pode ser expressa como uma combinação linear de densidades Burr
XII, a saber

f (x) =
∞

∑
i=0

wi g(1+ik),c(x), (5.3)

em que

wi =





θ
1
k θ̄ i
(

i +k−1−1
i

)
, paraθ < 1,

ττ̄ i
(

i +k−1−1
i

)
, paraθ ≥ 1,

θ = τ−1 eg(1+ik),c(x) denota a fdp Burr XII de parâmetros(1+ ik) ec.

Demonstração.Para 0< θ < 1 obtemoswi imediatamente após usar a expansão binomial
negativa no denominador dēF(x). Paraθ > 1, fazemos a substituiçãoθ = τ−1. Escrevemos

F̄(x) =
τ−

1
k (1+xc)−α

{
1−
( τ−1

τ
)
(1+xc)−αk

} 1
k

=
τ(1+xc)−α

{
τ − (τ −1)(1+xc)−αk

} 1
k

=
τ(1+xc)−α

{
1− τ̄(1+xc)−kα

} 1
k

.

Usando a expansão binomial negativa no denominador da última fração obtemos

F̄(x) =
∞

∑
i=0

ττ̄ i
(

i +k−1−1
i

)
(1+xc)−α(1+ki).

O Teorema 11 pode ser utilizado para descrever várias propriedades estruturais da dis-
tribuição HEB, assim como feito para a distribuição HEE.

A função quantílica da distribuição HEB, denotada porx=Q(u), pode ser obtida invertendo
F̄(x). Depois de alguma manipulação algébrica, temos

Q(u) =

{
−1+

[
1−θ

(
1− 1

(1−u)k

)] 1
kα
−1

} 1
c

, 0< u< 1.

SeU ∼Uniforme(0,1), entãoX =Q(U) tem distribuição HEB. Essa é possivelmente a maneira
mais simples de simularmos ocorrências de variáveis aleatórias com distribuição HEB.
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5.2 Momentos e função geradora

Desenvolvemos agora a função geradora de momentosM(t) de X. Como feito para a dis-
tribuição HEE, usamosM(t) para escrever os momentos ordinários (µ ′

j ) de X e a partir das
relações comentadas anteriormente podemos obter os momentos centrais (µ j ), cumulantes (κ j)
e momentos fatoriais (µ( j)). Momentos incompletos são, também, facilmente obtidos a partir
da decomposição da fdp deX.

A partir do Teorema 11,M(t) pode ser expresso como

M(t) =
∞

∑
i=0

wi Mi(t),

em queMi(t) é a fgm de uma distribuição Burr XII de parâmetros 1+ ik e c. Em Paranaíba et
al. (2011) é fornecida uma expressão paraMi utilizando a funçãoG de Meijer e um resultado
de Prudnikov et al. (1990, p. 21). Eles mostraram que a fgm da distribuição BurrXII(1+ki,c)
é dada por

Mi(t) =
km
n

∫ ∞

0
exp(ty)yc−1(1+yc)−(k+1)dy

=
knkm

m
n +

3
2

(2π)m−1
2 Γ (k+1)(−t)

m
n

×Gn,m+n
m+n,n

[
mm

(−t)m

∣∣∣∣
∆(m,1− m

n ),∆(n,−k)
∆(n,0)

]
,

parat < 0, em que∆(a,b) = b
a,

b+1
a , . . . , b+a

a ec é aproximado pelo racionalm/n (men inteiros
positivos). Essa aproximação não causa problemas uma vez que qualquer número real pode ser
aproximado por um racional com o erro tão pequeno quanto desejado.

O j-ésimo momento ordinário deX também pode ser obtido pelo Teorema 11, a saber

µ ′
j = IE(X j) =

∞

∑
i=0

wi IE(Y
j

1+ki),

=
∞

∑
i=0

wiα(1+ki)B

(
1+

j
c
,α(1+ki)− j

c

)
,

em queY1+ki tem distribuição BurrXII(α(1+ ki),c). Como a função beta tem parâmetros
positivos, devemos terj < cα(1+ki), parai = 0,1,2, . . .. Portanto só podemos obter oj-ésimo
momento deX usando a expressão acima sej < cα.

O j-ésimo momento incompleto deX, dado porJj(y) =
∫ y

0 x j f (x)dx, pode ser obtido tam-
bém pelo Teorema 11. Sabendo que oj-ésimo momento incompleto para a variávelY1+ki é
dado porα(1+ ki)By(1+ jc−1,α(1+ ki)− jc−1), em queBy(a,b) =

∫ y
0 ta−1(1− t)b−1dt de-

nota a função beta incompleta, temos

Jj(y) =
∞

∑
i=0

wiα(1+ki)By

(
j
c
+1,α(1+ki)− j

c

)
. (5.4)

Essa última expressão pode ser usada apenas paraj < cα.
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5.3 Désvio médio

Os desvios médiosδ1 e δ2, definidos em (3.6), podem ser obtidos para a variávelX utilizando
a expressão para os momentos incompletos mostrada na seção anterior. De (5.4), podemos
escrever

J1(q) =
∞

∑
i=0

wiα(1+ki)Bq

(
j
c
+1,α(1+ki)− j

c

)
. (5.5)

Logo, os desvios médiosδ1 e δ2 são facilmente obtidos de (5.5). Esses desvios podem ser
utilizados para construir as curvas de Bonferroni e Lorenz para a variávelX da mesma forma
como explicado na Seção 3.3.

5.4 Estatísticas de ordem

O principal resultado dessa seção mostra que as estatísticas de ordem de uma amostra aleatória

X1,. . . ,Xn
iid∼ HEB(k,θ ,c,α) é uma combinação linear de distribuições HEB. Como no capítulo

anterior, partimos de

f j :n(x) =
n! f (x)

( j −1)!(n− j)!
[F̄(x)]n− j

[1− F̄(x)] j−1
.

Usando a expansão binomial, temos

f j :n(x) =
n! f (x)

( j −1)!(n− j)!

j−1

∑
i=0

(−1)i
(

j −1
i

)
[F̄(x)]n+i− j

.

SubstituindoF̄(x) pela expressão em (5.1) e multiplicando os fatores comuns,f j :n(x) reduz a

f j :n(x) =
n!

( j −1)!(n− j)!
(−i)i

n+ i − j +1

(
j −1

i

)
cα(n+ i − j +1)θ

n+i− j+1
k xc−1

(1+xc)α(n+i− j+1)+1[1− θ̄(1+xc)−kα ]1+
n+i− j+1

k

=
n!

( j −1)!(n− j)!
(−i)i

n+ i − j +1

(
j −1

i

)
fα(n+i− j+1, k

n+i− j+1
(x)

em quefα(n+i− j+1, k
n+i− j+1

(x) representa a densidade HEB com parâmetrosk(n+ i − j +1)−1,

θ , α(n+ i − j +1) e c. Partindo dessa equação, os momentos das estatísticas de ordem po-
dem ser expressos como combinação linear de momentos HEB de modo similar ao que foi
feito no capítulo anterior. Claramente, os momentos-L são obtidos como combinação linear de
momentos HEB.

Consideramos agora a distribuição assintótica do mínimo e máximo amostral.

Teorema 12.A distribuição deX1:n, paran→ ∞ é do tipo Weibull.

Demonstração.O Teorema 2 de Aly e Benkherouf (2011) garante que se

lim
x→0+

F(tx)
F(x)

= tr para algumr > 0,
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eF(0) = 0, então a distribuição deX1:n é do tipo Weibull. ParaF(x) = 1−(1+xc)−α , F(0)= 0
e usando a regra de l’ Hôpital temos

lim
x→0+

F(tx)
F(x)

= lim
x→0+

1− (1+ tcxc)−α

1− (1+xc)−α

= lim
x→0+

cαtcxc−1(1+ tcxc)−α−1

cαxc−1(1+xc)−α−1

= lim
x→0+

tc(1+ tcxc)−α−1

(1+xc)−α−1 = tc,

o que conclui a prova.

Teorema 13.A distribuição deXn:n, paran→ ∞ é do tipo Fréchet.

Demonstração.O Teorema 3 de Aly e Benkherouf (2011) garante que se

lim
x→∞

F̄(tx)
F̄(x)

= t−r para algumr > 0,

F(0)= 0 eQ(1)=∞, então a distribuição deX1:n é do tipo Fréchet. ParaF(x) = 1−(1+xc)−α ,
temosF(0) = 0 eQ(1) = ∞. Além disso

lim
x→0+

F̄(tx)
F̄(x)

= lim
x→0+

(1+ tcxc)−α

(1+xc)−α

= lim
x→∞

(
1
xc + tc

1
xc +1

)−α

= t−cα ,

o que conclui a prova.

5.5 Estimação

Assim como feito para a distribuição HEE, podemos utilizar ométodo de Newton-Raphson
ou algum outro método de otimização numérica para obter estimativas dos parâmetros da dis-
tribuição HEB a partir de uma amostra. Para o método de Newton-Raphson, as derivadas de
primeira e segunda ordem da função de log-verossimilhança são necessárias. Em métodos
do tipo quasi-Newton, como o BFGS por exemplo, a matriz de derivadas de segunda ordem
é aproximada numericamente. Ao utilizar métodos quasi-Newton, devemos observar que se
a convergência ocorre rapidamente, a matriz hessiana numérica pode não ser confiável. As
expressões para a matriz hessiana envolvem cálculos tediosos, mas nem por isso são menos
úteis.
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As derivadas parciais de primeira ordem deL, função de log-verossimilhança para a densi-
dade (5.2) e uma amostra de tamanhon, são:

∂ L
∂ k

=−nlog(θ)
k2 +

1
k2

n

∑
i=0

log
[
1− θ̄(1+xc

i )
−kα
]
−αθ̄

(
1+

1
k

) ∞

∑
i=0

(1+xc
i )

−kα log(1+xc
i )

1− θ̄(1+xc
i )

−kα ,

∂ L
∂ θ

=
n

kθ
−
(

1+
1
n

) n

∑
i=0

(1+xc
i )

−kα

1− θ̄ (1+xc
i )

−kα ,

∂ L
∂ c

=
n
c
+

n

∑
i=0

log(xi)− (1+α)
n

∑
i=1

xc
i log(xi)

1+xc
i

−kαθ̄
(

1+
1
k

) n

∑
i=1

(1+xc
i )

−kα log(1+xc
i )

1− θ̄(1+xc
i )

−kα ,

∂ L
∂ α

=
n
α
−

n

∑
i=1

log(1+xc
i )−kθ̄

n

∑
i=1

(1+xc
i )

−kα log(1+xc
i )

1− θ̄(1+xc
i )

−kα .

As derivadas parciais de segunda ordem são apresentadas a seguir

∂ 2L
∂ k2 =

2nlog(θ)
k3 − 2

k3

n

∑
i=1

[
1− θ̄(1+xc

i )
−kα
]
+

2αθ̄
k2

n

∑
i=1

(1+xc
i )

−kα log(1+xc
i )

1− θ̄(1+xc
i )

−kα

+ θ̄α2
(

1+
1
k

) n

∑
i=1

(1+xc
i )

−kα [log(1+xc
i )]

2

1− θ̄(1+xc
i )

−kα

+α2θ̄2
(

1+
1
k

) n

∑
i=1

(1+xc
i )

−2kα [log(1+xc
i )]

2

[1− θ̄(1+xc
i )

−kα ]2
,

∂ 2L
∂ θ2 =− n

kθ2 +

(
1+

1
k

) n

∑
i=1

[
(1+xc

i )
−kα

1− θ̄(1+xc
i )

−kα

]
,

∂ 2L
∂ c2 =− n

c2 +(1+α)
n

∑
i=1

[
xc

i log(xc
i )

1+xc
i

]2

− (1+α)
n

∑
i=1

xc
i [log(xi)]

2

1+xc
i

−αθ̄ (1+k)
n

∑
i=1

xc
i (1+xc

i )
−1−kα [log(xi)]

2

1− θ̄ (1+xc
i )

−kα +kα2θ̄2(1+k)
n

∑
i=1

[
xc

i (1+xc
i )

−1−kα log(xi)

1− θ̄(1+xc
i )

−kα

]2

,

∂ 2L
∂ α2 =− n

α2 +kθ̄ (1+k)
n

∑
i=1

(1+xc
i )

−kα [log(1+xc
i )]

2

1− θ̄(1+xc
i )

−kα ,

∂ 2L
∂ k∂ θ

=− n
k2θ

+
1
k2

n

∑
i=1

(1+xc
i )

−kα

1− θ̄(1+xc
i )

−kα +α
(

1+
1
k

)
(1+xc

i )
−kα log(1+xc

i )

1− θ̄(1+xc
i )

−kα

+αθ̄
(

1+
1
k

) n

∑
i=1

(1+xc
i )

−2kα

1− θ̄(1+xc
i )

−kα ,
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∂ 2L
∂ k∂ c

=−αθ̄
n

∑
i=1

xc
i (1+xc

i )
−1−kα log(xi)

1− θ̄(1+xc
i )

−kα + θ̄α2(1+k)
n

∑
i=1

(1+xc
i )

−1−2kα log(xi) log(1+xc
i )

[1− θ̄(1+xc
i )

−kα ]2

+ θ̄α2(1+k)
n

∑
i=1

xc
i (1+xc

i )
−1−kα log(xi) log(1+xc

i )

1− θ̄ (1+xc
i )

−kα ,

∂ 2L
∂ k∂ α

=−θ̄
n

∑
i=1

(1+xc
i )

−kα log(1+xc
i )

1− θ̄(1+xc
i )

−kα +αθ̄ (1+k)
n

∑
i=1

(1+xc
i )

−kα [log(1+xc
i )]

2

1− θ̄(1+xc
i )

−kα ,

+αθ̄2(1+k)
n

∑
i=1

[
(1+xc

i )
−kα log(1+xc

i )

1− θ̄(1+xc
i )

−kα

]2

,

∂ 2L
∂ θ ∂ c

= α(1+k)
n

∑
i=1

xc
i (1+xc

i )
−1−kα log(xi)

1− θ̄(1+xc
i )

−kα +αθ̄ (1+k)
n

∑
i=1

xc
i (1+xc

i )
−1−2kα log(xi)

1− θ̄(1+xc
i )

−kα ,

∂ 2 L
∂ θ ∂ α

= (1+k)
n

∑
i=1

(1+xc
i )

−kα log(1+xc
i )

1− θ̄(1+xc
i )

−kα + θ̄ (1+k)
n

∑
i=1

(1+xc
i )

−2kα log(1+xc
i )

[1− θ̄(1+xc
i )

−kα ]2
,

∂ 2L
∂ c∂ α

=−
n

∑
i=1

xc
i log(xi)

1+xc
i

− θ̄(1+k)
n

∑
i=1

xc
i (1+xc

i )
−1−kα log(xi)

1− θ̄(1+xc
i )

−kα

+kαθ̄(1+k)
n

∑
i=1

xc
i (1+xc

i )
−1−kα log(xi) log(1+xc

i )

1− θ̄(1+xc
i )

−kα

+kαθ̄2(1+k)
n

∑
i=1

xc
i (1+xc

i )
−1−2kα log(xi) log(1+xc

i )

[1− θ̄(1+xc
i )

−kα ]2
.

Testes de hipóteses sobre os parâmetros podem ser obtidos utilizando a distribuição assintótica
de φ̂ = (k̂, θ̂ , λ̂ ). Sob as mesmas condições de regularidade citadas no capítulo anterior, temos

√
n(φ̂ −φ)≈ N4(0,K

−1), (5.6)

em queK denota o valor esperado da matriz de informação de Fisher. Assim como para a
distribuição HEE, para valores altos den, temosK ≈ n−1Jn, em que

Jn =




∂ 2L
∂ k2

∂ 2 L
∂ k∂ θ

∂ 2L
∂ k∂ c

∂ 2 L
∂ k∂ α

∂ 2L
∂ θ∂ k

∂ L
∂ θ 2

∂ L
∂ θ∂ c

∂ 2 L
∂ θ∂ α

∂ 2L
∂ c∂ k

∂ L
∂ c∂ θ

∂ L
∂ c2

∂ 2 L
∂ c∂ α

∂ 2L
∂ α∂ k

∂ L
∂ α∂ θ

∂ L
∂ α∂ c

∂ 2 L
∂ α2



.

ComoK em (5.6) é normalmente desconhecido, podemos utilizarK̂ = n−1Ĵn calculado no EMV
φ̂ como uma estimativa deK. Isso possibilita a construção de intervalos de confiança para os
parâmetros da distribuição Harris-Burr XII.
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CAPÍTULO 6

Aplicação

Nesse capítulo apresentamos aplicações das família Harris-exponencial e Harris-Burr XII a
conjuntos de dados reais.

6.1 Géiser de Kiama

O conjunto de dados apresentado na Tabela 6.1 contém 64 observações do tempo, em segundos,
entre erupções consecutivas do géiser de Kiama (Kiama Blowhole). O géiser de Kiama é uma
atração turística localizada aproximadamente a 120km ao sul de Sydney. A elevação da maré
causa a erupção através de uma abertura, frequentemente molhando todos os que estão próxi-
mos das barreiras de contenção. Os valores foram observadosno dia 12 de julho de 1998 com
o auxílio de um relógio digital pelo professor Jim Irish (University of Technology, Sydney).
A Figura 6.1 sugere que não há tendência ou correlação serialde primeira ordem presente na
amostra. Os dados foram obtidos no sítio eletrônico StatsSci.org (Smyth, 2012).

Tabela 6.1 Tempo entre erupções consecutivas do géiser de Kiama.

83 51 87 60 28 95 8 27 15 10 18 16 29 54 91 8
17 55 10 35 47 77 36 17 21 36 18 40 10 7 34 27
28 56 8 25 68 146 89 18 73 69 9 37 10 82 29 8
60 61 61 18 169 25 8 26 11 83 11 42 17 14 9 12

Esse conjunto de dados pode ser usado para ilustrar os modelos de Poisson e exponen-
cial em cursos introdutórios. A pergunta principal é se a ocorrência de erupções segue ou
não um processo de Poisson. Em caso afirmativo, o tempo de espera entre erupções deve
ser exponencialmente distribuído. Então, espera-se que a variância dos dados (1139.10) seja
aproximadamente o quadrado da média amostral (39.82), mas isso não ocorre. Na ausência
de um modelo com fundamentação nas leis da Física envolvidasna erupção, podemos recorrer
a distribuições de probabilidade conhecidas que permitam modelar bem os dados. Observa-
mos inicialmente que a variável aleatória nesse conjunto dedados é contínua e positiva, o que
nos sugere descartar distribuições como a normal, t de Student, normal-assimétrica, logística,
Gumbel, ou qualquer outra com suporte em toda a reta real.

Para esse conjunto de dados, comparamos o ajuste da distribuição Harris-exponencial aos
ajustes de outras cinco distribuições alternativas, a saber:
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Figura 6.1 Aparente ausência de tendência ou correlação serial para o tempo entre erupções do géiser
de Kiama.

• distribuição Weibull, com fdaF(x) = 1−exp[−(x/λ )k];

• distribuição gama, com função densidade de probabilidade(fdp)
f (x) = [β αΓ (α)]−1xα−1exp(−x/β );

• distribuição Weibull exponencializada (EW distribution) (Mudholkar e Srivastava, 1993),
com fdaF(x) = {1−exp[−(x/λ )k]}α ;

• distribuição exponencial estendida de Marshall e Olkin (MOEE distribution) (Marshall e
Olkin, 1997), com fdaF(x) = θexp(−λx)[1− (1−θ)exp(−λx)]−1;

• distribuição exponencial exponencializada (EE distribution) (Gupta and Kundu, 1999),
com fdaF(x) = [1−exp(−x/λ )]α ;

em que os parâmetros das distribuições utilizadas são reaisestritamente positivos.
Os ajustes das distribuições EE e EW são frequentemente usados como referencial de qual-

idade para diversas novas distribuições propostas. As estimativas para os parâmetros das dis-
tribuições citadas foram obtidas através da rotinafitdistr() do pacoteMASS do R. A
Tabela 6.2 apresenta o logaritmo da função de verossimilhança maximizada (LVM), critério de
informação de Akaike (AIC), critério de informação bayesiano (BIC) e a estatística de Cramér-
von-Mises (CvM) para os seis ajustes. A estatística de Cramér-von-Mises é utilizada para
testes de adequação e é definida, para uma amostra em ordem crescente(x1,x2, . . . ,xn) e uma
fdaF(x), como

CvM =
1

12n
+

n

∑
i=1

[
2i −1

2n
−F(xi)

]2

.
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Em geral, não rejeitamos a hipótese deF(x) modelar bem os dados se o valor de CvM for baixo.
Perceba que CvM nao é menor que(12n)−1. Para mais informações veja Chen e Balakrishnan
(1995).

A distribuição Harris-exponencial teve a melhor performance nos critérios AIC, BIC e CvM
superando as distribuições EW e EE. Isso sugere que a nova distribuição, apresentada nesse
trabalho, é potencialmente útil. O histograma na Figura 6.2apresenta as densidades das três
distribuições mais apropriadas para os dados entre as seis baseado nos valores de AIC. Essa
figura sugere que os dados são bem modelados pelas distribuições. Testes de Kolmogorov-
Smirnoff e Anderson-Darling para a adequação do ajuste da distribuição Harris-exponencial
apresentam níveis descritivos, respectivamente, iguais a0.9412 e 0.5759. Logo, não rejeitam a
hipótese dos dados serem distribuídos de acordo com a nova densidade. Por fim, a Figura 6.3
mostra um gráfico de quantis com envelopes simulados por bootstrap que, também, sugere a
adequação da distribuição aos dados.
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Figura 6.2 Os três melhores ajustes aos dados do géiser de Kiama segundoo AIC.
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Tabela 6.2 Ajustes dos modelos considerados aos dados do géiser de Kiama.

φ φ̂ LVM AIC BIC CvM
HEE (k,θ ,λ ) (19.64,22.39,0.03) -292.47 590.93 597.41 0.0691
EW (α,k,λ ) (18.80,0.41,1.45) -293.97 593.95 600.42 0.1125
MOEE (θ ,λ ) (2.07,0.04) -298.33 600.66 604.97 0.1163
EE (α,λ ) (1.73,28.53) -295.67 595.33 599.65 0.1430
Weibull (k,λ ) (1.27,43.21) -296.90 597.80 602.12 0.1269
Gama (α,β ) (1.62,0.04) -295.90 595.80 600.12 0.1410
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Figura 6.3 Gráfico de quantis para o ajuste da distribuição Harris-exponencial ao tempo entre erupções
do géiser de Kiama.

6.2 Géiser de Yellowstone

Bimodalidade é uma característica de poucas famílias de densidades e merece ser explorada.
Considere o conjunto de dados denominadofaithful do pacotedatasets normalmente
presente na instalação padrão doR. Esse conjunto de dados contém observações de duas var-
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iáveis aleatórias e é tradicionalmente utilizado para ilustrar o ajuste de misturas de distribuições
normais.

A primeira variável aleatória utilizada aqui corresponde àsegunda coluna do conjunto de
dados e representa o tempo de espera entre a ocorrência de duas erupções consecutivas do
Old Faithful, um géiser localizado no parque de Yellowstone. Os dados estão apresentados na
Tabela 6.3. A Figura 6.4 mostra o histograma para o conjunto de dados da Tabela 6.3. Como

Tabela 6.3 Tempo entre erupções para o géiser Old Faithful

79 54 74 62 85 55 88 85 51 85 54 84 78 47
83 52 62 84 52 79 51 47 78 69 74 83 55 76
78 79 73 77 66 80 74 52 48 80 59 90 80 58
84 58 73 83 64 53 82 59 75 90 54 80 54 83
71 64 77 81 59 84 48 82 60 92 78 78 65 73
82 56 79 71 62 76 60 78 76 83 75 82 70 65
73 88 76 80 48 86 60 90 50 78 63 72 84 75
51 82 62 88 49 83 81 47 84 52 86 81 75 59
89 79 59 81 50 85 59 87 53 69 77 56 88 81
45 82 55 90 45 83 56 89 46 82 51 86 53 79
81 60 82 77 76 59 80 49 96 53 77 77 65 81
71 70 81 93 53 89 45 86 58 78 66 76 63 88
52 93 49 57 77 68 81 81 73 50 85 74 55 77
83 83 51 78 84 46 83 55 81 57 76 84 77 81
87 77 51 78 60 82 91 53 78 46 77 84 49 83
71 80 49 75 64 76 53 94 55 76 50 82 54 75
78 79 78 78 70 79 70 54 86 50 90 54 54 77
79 64 75 47 86 63 85 82 57 82 67 74 54 83
73 73 88 80 71 83 56 79 78 84 58 83 43 60
75 81 46 90 46 74

podemos perceber, há presença de bimodalidade.
A esse conjunto de dados foi ajustado uma distribuição Harris-Burr XII com parâmetros

adicionais de escala e locação com densidade dada por

f (x,k,θ ,c,α,σ ,µ) =
cαθ

1
k uc−1

(1+uc)1+α
[
1− θ̄(1+uc)−kα

]1+1/k
,

em queu=σ−1(x−µ) eµ,σ >0. Os parâmetros foram ajustados através da funçãofitdistr()
do pacoteMASS, com valores iniciais providos por arrefecimento simuladoatravés da função
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Figura 6.4 Presença de bimodalidade no tempo entre erupções do Old Faithful.

Histograma para o tempo entre erupções

Tempo entre erupções (em minutos)

D
en

si
da

de

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

40 50 60 70 80 90 100

45



GenSA() do pacoteGenSA emR. Uma mistura de densidades normais representada por

h(x) = λσ−1
1 φ

(
x−µ1

σ1

)
+(1−λ )σ−1

2 φ
(

x−µ2

σ2

)
,

com 0< λ < 1,σ1,σ2> 0 eφ(·) representando a função Gaussiana padrão, foi ajustada usando
a funçãonomalmixEM() do pacotemixtools emR. Os dois ajustes podem ser encontra-
dos na Tabela 6.4 com medidas relativas de qualidade de ajuste. O logaritmo da função de
verossimilhança maximizada para ambos os ajustes foram próximos, sendo−1034.03 para a
mistura de normais e−1038.44 para o modelo Harris-Burr XII. As duas densidades estimadas
estão sobrepostas ao histograma dos dados na Figura 6.5.

Tabela 6.4 Parâmetros estimados para o tempo entre erupções do Old Faithful

Modelo Parâmetro EMV Erro-padrão AIC BIC CvM

Harris-Burr XII

k 22.3062 2.0982×10−2

2080.89 2102.53 30.87

θ 0.0001 8.5370×10−5

c 48.7521 7.3411×10−2

α 6.6527 4.5274×10−4

σ 75.2536 1.9180×10−4

µ 40.0204 2.7802×10−1

Mistura de normais

λ 0.3609 0.0322

2078.00 2096.03 31.37

µ1 54.6149 0.7047
σ1 5.8712 0.5448
µ2 80.0911 0.4980
σ2 5.8677 0.3909

A mistura de distribuições normais possui um forte atrativopara a maioria das boas pro-
priedades matemáticas da distribuição normal. No entanto,quando utilizada para modelagem
de dados estritamente positivos com a intenção de obtermos previsões, o modelo de mistura
de normais pode conduzir a valores negativos, e portanto, fora do espaço amostral. Tal “ar-
madilha” é consideravelmente mais grave quando observada no contexto de modelos de re-
gressão, pois um ponto em regiões remotas do espaço das covariáveis pode levar mais facil-
mente a valores estranhos das variáveis preditas. Fora do espaço amostral os valores preditos
não fazem sentido algum. Por essa razão, defendemos nesse texto que os modelos devem re-
speitar ao máximo as características naturais dos dados, especialmente quando utilizados para
previsões. Sob esse ponto de vista, o modelo Harris-Burr deve ser preferido por assumir que
o tempo entre erupções é de fato positivo, embora tenha um parâmetro a mais para um ajuste
apenas comparável ao da mistura de normais.
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Figura 6.5 A distribuição proposta é comparável à modelagem tradicional para os dados do Old Faithful

Histograma para o tempo entre erupções

Tempo entre erupções (em minutos)

D
en

si
da

de

0.01

0.02

0.03

0.04

40 50 60 70 80 90 100

Harris−Burr XII
Mistura de normais

47



6.3 Modelagem de imagens SAR

A seguir, mostramos uma aplicação da distribuição Harris-exponencial na modelagem de im-
agens SAR (synthetic aperture radar). Imagens SAR são usada em sensoriamento remoto e
mapeamento de superfícies, dentro e fora de nosso planeta. Otratamento estatístico de ima-
gens SAR permite detectar alvos, identificar bordas e reduzir o ruído presente nas mesmas, por
exemplo.

O conjunto de dados consiste de aproximadamente trinta e dois mil pontos representando o
valor da intensidade dos pixels de uma área homogênea de uma imagem da região de Foulum
na Dinamarca. O conjunto de dados e os detalhes do mesmo podemser solicitados por email
(lgbpinho@gmail.com). Outras regiões desse conjunto de dados foram utilizadas em Cintra et
al. (2012) com o auxílio da distribuição beta-normal generalizada, obtida através do método ap-
resentado no Capítulo 2 e da distribuição normal generalizada proposta em Nadarajah (2005).
No contexto de modelagem de imagens SAR, duas distribuiçõessão muito populares: a dis-
tribuição K e a distribuição G0. Para mais detalhes sobre essas duas distribuições e outras
informações sobre o assunto, veja, por exemplo, Frery et al.(1997). As distribuições foram
ajustadas aos dados utilizando a funçãofitdistr() emR. A Tabela 6.5 mostra o sumário
dos três ajustes. Novamente, foi considerado o logaritmo dafunção de verossimilhança max-
imizada, AIC, BIC e estatística do teste de Cramér-von-Mises como medidas de qualidade de
ajuste e seleção de modelos. A distribuição Harris-exponencial superou as distribuições K e
G0 em todos os critérios considerados. A Figura 6.6 mostra as três densidades ajustadas sobre-
postas ao histograma dos dados.

Tabela 6.5 Distribuições ajustadas ao conjunto de dados de Foulum

Estimativas dos parâmetros AIC BIC CVM
HEE 1.26×10 3.19×105 8.34×102 -62615.05 -62595.16 2.23

K 2.37×10−3 5.76 3.40×10 -61218.88 -61199.00 19.65
G0 7.82×10 -6.23 2.47×10−2 -62413.62 -62393.74 962.31

No entanto, a distribuição Harris-exponencial mostrou-semenos adequada que as demais
para a modelagem de áreas heterogêneas ou muito heterogêneas, como áreas reflorestadas e ur-
banas respectivamente. Embora as distribuições K e G0 tenham fornecido ajustes comparáveis
ao da distribuição Harris-exponencial, a última apresentapropriedades muito mais simples. O
processo de estimação para as distribuições K e G0 é bastante complicado se comparado à
estimação na família Harris-exponencial.

Outros conjuntos de dados foram investigados. A distribuição Harris-Weibull mostrou um
ajuste superior ao da distribuição EW para o conjunto de dados em Suprawhardana e Prayoto
(1999) de observações do tempo entre falhas de duas bombas hidráulicas em um reator nuclear.
O conjunto de observações de tempo até a falha de dispositivos com taxa de risco em forma de
banheira em Aarset (1987) foi bem modelado pela distribuição Harris-Burr XII de seis parâ-
metros, no entanto não conseguiu superar a distribuição beta-XTG apresentada em Cordeiro et
al. (2012).
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Figura 6.6 As distribuições HEE, K e G0 parecem adequadas aos dados de Foulum.
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CAPÍTULO 7

Considerações finais

Nesse trabalho de dissertação apresentamos algumas propriedades inéditas da classe de dis-
tribuições generalizadas Harris-G, a qual foi apresentadapela primeira vez em Aly e Benkhe-
rouf (2011). Obtivemos métodos para decomposição da fdp do caso geral Harri-G como com-
binação linear de densidades exponencializadas. Esse resultado foi útil na obtenção de alguns
outros resultados gerais. Alguns resultados de Marshall e Olkin (1997) foram generalizados.

Duas famílias integrantes da classe Harris-G foram apresentadas e estudadas. No momento
em que o texto foi produzido, tais distribuições não eram ainda utilizadas. A distribuição
Harris-exponencial generaliza o modelo exponencial de Marshall e Olkin e mostra-se como
uma distribuição simples, porém útil para a modelagem de dados positivos e assimétricos.
Comparada à distribuição MOEE, a Harris-exponencial mostrou-se capaz de modelar densi-
dades decrescentes de maior variabilidade e densidades unimodais de menor variabilidade. A
distribuição Harris-Burr XII possui como maiores atrativos sua grande flexibilidade e a quan-
tidade de casos particulares decorrentes da distribuição Burr XII. Essa família pode apresentar
bimodalidade e é uma alternativa à misturas de normais para dados positivos, especialmente
quando previsão é o foco da análise.

Enfatizamos, por fim, que as expansões apresentadas ao longodo texto são de grande valor
para os aspectos computacionais de aplicações das distribuições Harris-G. Embora pareça mais
simples e conveniente utilizar as rotinas de integração numérica de linguagens como C, R e
Ox, a chance de obtermos erros não deve ser desconsiderada. Erros em tais rotinas aparecem
em inúmeras situações e o tratamento dos mesmos pode elevar ocusto computacional, sendo
esse problema mais severo em simulações com grande quantidade de iterações. Recomenda-se,
então, utilizar as expansões para obter as quantidades apresentadas nessa dissertação (momen-
tos, entropias, entre outras). Para implementar os somatórios infinitos deve-se utilizar algum
critério de parada. A configuração dos parâmetros das densidades apresentadas pode causar
variação na quantidade de termos utilizados nos somatóriosaté que se alcance a convergên-
cia de acordo com o critério de parada escolhido. Os módulos dos coeficientes apresentados no
casoθ > 1 do Teorema 2 crescem indefinidamente, porém as parcelas decrescem devido aos fa-
tores envolvendo as densidades exponencializadas. Dessa forma o critério de parada escolhido
deve ser baseado no valor das parcelas do somatório, e não nosmódulos dos coeficientes.

Os trabalhos futuros nessa classe envolvem o desenvolvimento de novas distribuições e a
aplicação das mesmas em problemas gerais de regressão. Entre as distribuições candidatas a
serem desenvolvidas na classe Harris-G, chamamos a atençãopara a Harris-Gumbel e Harris-
Fréchet, devido à grande aplicabilidade de ambas distribuições base; a Harris-Weibull por ter
sido capaz de modelar alguns conjuntos de dados durante a produção desse texto e por gener-
alizar a Harris-exponencial; a Harris-Makeham e Harris-Gompertz por sua aplicabilidade em
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demografia e Atuária, especialmente porque os parâmetrosk e θ podem ter alguma interpre-
tação interessante nesse contexto; e por fim, a Harris-normal e Harris-Wishart são potencial-
mente úteis no tratamento de imagens SAR.
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