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Resumo

Apresentamos resultados novos sobre a classe de disbelsuaptidas pela composicéao de
uma distribuigdo continua qualquer com a distribuicdo deigja qual esta relacionada a um
processo de ramificacdo. A nova classe, denominada HardsaBm todas as familias obtidas
pelo método proposto por Marshall e Olkin em 1997. Entre siglt@dos obtidos destacamos a
decomposicdo da funcdo densidade de probabilidade das faondias em combinacéo linear
de densidades exponencializadas, expressdes para mepfentmbes geradoras, entropias e
caracterizacdo por maxima entropia. Duas novas familiatadae Harris-G s@o apresentadas
nesse trabalho com exemplos de aplica¢des praticas pakanwmtiso das mesmas.

Palavras-chave: Composicéao de distribuicdes, distribuicdes Harris-Gyithigicdo Burr XII.
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Abstract

We present new results on the class of distributions obddigeomposing a generic continuous
distribution with the Harris distribution, which is linked a branching process. The new class,
called Harris-G, contains all the families obtained by thetimd proposed by Mashall and
Olkinin 1997. Among the obtained results we highlight theataposition of the new families’
probability density functions as a linear combination giexentiated densities, expressions for
moments, generating functions, entropies and maximuno@ptcharacterization. Two new
families of the Harris-G class are introduced in this texthypractical applications examples
to motivate their use.

Keywords: Compounding distributions, Harris-G distributions, BXit distribution.
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CAPiTULO 1

Introducéo

Distribuicbes de probabilidade sédo utilizadas para modkdos e possibilitar diversas infer-
éncias sobre os mesmos. Nas décadas recentes diversaslistvasicoes de probabilidade
foram propostas, estudadas e aplicadas a conjuntos de kdes Parte dos esfor¢cos nesse
ramo da Estatistica € dedicado a estender as distribuitEssoas.

Tais extensdes podem ser obtidas de diversas maneiras. litmaha (1953), foi utilizado
um meétodo para adicdo de um parametro extra de forma nabdigséido Pareto. Esse método
de construcéo pode ser visto novamente em Mudholkar e 8weagl993), Mudholkar et al.
(1995), Gupta e Kundu (1998, 1999, 2001, 2002), Nadarajaitz(R004) e Nadarajah e Gupta
(2007), entre outros. Eugene et al (2002) e Jones (2004)asim um método de extensao
gue inclui dois novos parametros a uma distribuicdo de fibbade ja existente. Os dois
parametros introduzidos controlam a assimetria e excessartbse da distribuicéo resultante
de maneira simples. Exemplos de aplica¢cdes do mesmo méodastos em Nadarajah e
Gupta (2004), Famyoe et al. (2005), Nadarajah e Kotz (206@@aranaiba et al. (2012).
Marshall e Olkin propuseram um método que permite adicianaparametro extra de forma
a uma distribuicao ja existente. No mesmo artigo sdo ob#dasstribuicdes Marshall-Olkin-
exponencial e Marshall-Olkin-Weibull. Em Ghitany et alO(Z) € apresentada a distribuicéo
Marshall-Olkin-lomax e alguns novos resultados na classeshall-Olkin de distribuigdes.
Em Aly e Benkherouf (2011) o mesmo método é utilizado parargema nova classe de
distribuicdes. A nova classe generaliza a classe de Maeskdkin.

O objetivo desse trabalho é apresentar novos resultados ackasse de distribuicdes pro-
posta por Aly e Benkherouf (2011) e motivar o uso da mesmaerBugs que a nova classe
seja denominada Harris-G, por ser a composicao da distéibuliscreta Harris com uma dis-
tribuicdo continua genérica. Nos capitulos posterioresutimos detalhes dessa classe de dis
tribuicdes e apresentamos duas familias de distribuigéreenzentes a mesma: a distribuicdo
Harris-exponencial e a distribuicdo Harris-Burr XIl. Apeira € uma distribuicdo simples cu-
jas caracteristicas sao controladas pelos parametros mEramndescomplicada. A segunda €
uma alternativa para a modelagem de conjuntos de dados &isnednclui uma vasta quan-
tidade de outros modelos como casos particulares, como dslasode Pareto, Weibull, log-
logistico. Para cada nova distribuicdo sugerida buscapresentar propriedades como, por
exemplo, expressdes para os momentos ordinarios, fungadaya de momentos, estimacéao
por maxima verossimilhanca, desvios-médios e entropiaShd@non e Renyi. Expressoes
gerais para algumas dessas propriedades na classe HadsfGnecidas. Esperamos que as
familias da classe Harris-G sejam Uteis em areas como Eagankeguros, Medicina, entre
outras.

O texto esta dividido da seguinte maneira. No Capitulo 2 trag®s algumas técnicas



gue nos permitem gerar novas distribuicbes a partir de ®ydraxistentes. No Capitulo 3,
apresentamos a classe Harris-G e algumas de suas propsegiaacipais. No Capitulo 4,
apresentamos a familia Harris-exponencial e suas pra@utésd A distribuicdo Harris-Burr XII

€ apresentada no Capitulo 5. O Capitulo 6 apresenta trésgis das familias propostas.
Na primeira aplicacdo comparamos 0 ajuste da Harris-exmisdea um conjunto de dados
com o ajuste de outras cinco distribuicbes. A distribuic@orid-Burr XII é aplicada a um
conjunto de dados reais tradicionalmente modelado por udeloae mistura de distribuicées
normais. Também é apresentada uma aplicacao da distildtagéis-exponencial ao problema
de modelagem estatistica de imagens SAR. Considera¢osssfimedescritas no Capitulo 7.



CAPiTULO 2

Classes de distribuicoes obtidas por composicao

Nesse capitulo, discutiremos algumas técnicas que penrgeear novas classes de distribuicdes
a partir de distribuicdes ja existentes. Apresentaremegebnente as classes de distribuicdes
exponencializadas, Gama-G e Beta-G. Adotaremos nesseatedguinte convencgéo: classes
de distribui¢cbes séo indicadas por letra inicial maiUscideilias de distribuicées séo indi-
cadas com letra inicial minUsculas e usaremos letras mdasspara o nome da distribuicao
aposX ~. Por classe de distribuicbes nos referimos a colecbes @édsn Uma familia de
funcdes € o conjunto das func¢des do tiffx, w obtidas a partir das possiveis valoragdes do
vetor de parametro®. Assim, por exemplo, sera visto que a familia beta-expadakégarte

da classe Beta-G e escrevemos- Beta-exponenciéh, b,A). Um membro da familia beta-
exponencial é a distribui¢cdo beta-exponeritial 2.9,1).

2.1 A Classe Exp-G de distribuicdes exponencializadas

SejaG(x) uma funcdo de distribuigdo acumulada. A distribuicdo G arpoializada, com
parametro extra de forma > 0, é definida com&, (x) = G(x)?. A fdp correspondente € ex-
pressa pogq (X) = ag(x)G(x)? L. Nessa dissertacio, usaremos a expressa&xp-G(a, @)
para indicar que uma variaviltem distribuicdo G exponencializada, em que aGdiepende
do vetor de parametr@s As Unicas excecdes serdo as familias exponencial expahzada e
Weibull exponencializada, abreviadas por EE e EW, resgautnte. Alternativamente, pode-
mos gerar distribui¢cdes na classe Exp-G fazeBd(x) = 1—[1— G(x)]?. As duas expressdes
paraG(x) correspondem respectivamente as distribuicdes Lehmamh éi Lehmann tipo I,
introduzidas em Lehmann (1953).

Entre os trabalhos sobre algumas familias de distribuip@edasse de distribuicbes ex-
ponencializadas citamos: Mudholkar e Srivastava (1998)aco artigo que introduziu a dis-
tribuicdo Weibul exponencializada; Gupta et al. (1998)sabdistribuicdo Pareto exponen-
cializada; Gupta e Kundu (1999) sobre a distribuicéo expoiaéexponencializada; Nadarajah
e Kotz (2006b) por resultados e discussédo sobre as digtigsiexponencial, Weibull, Gum-
bel, gama e Fréchet exponencializadas e Nadarajah e G@®3) (2or resultados sobre a dis-
tribuicdo gama exponencializada.



2.1.1 Distribuicdo exponencial exponencializada (EE)

Apresentada por Gupta et al. (1998), a distribuicdo expoakexponencializada possui fda
dada por
F(X)=[1—exp(—AX)]?, a,A,x>0

e fdp correspondente
f(x) = adexp(—Ax)[1—exp(—Ax)]? L.

SejaX ~ EE(a,A). De Gupta e Kundu (2001), temos

ar(j+1) & (=)' (a-1)
Py B A G W L

E(X)) =
em quexX, = X(X—1)---(x—n+1) representa o fatorial descendentexde

r(a) = /0 " tBexp(—t)dt

representa a funcdo gama é€Xg representa o valor esperado Xe Ainda no mesmo artigo
apresenta-se a forma da fung¢éao geradora de momensadgaber

r(l+oa)r(1-1)

rl+a-5) °’

a partir da qual é deduzida a funcéo geradora de cumularge®sl entdo, que o valor esper-
ado e variancia d¥ pode ser expressas por

M(t) =

E(X) =2~ y(1+a) - (1) e VarX) = A2/ (1) — ¢/ (1+a)],

em quey representa a fungcéo digama (ver Abramowitz e Stegun, p.126@).

A distribuicdo EE é capaz de acomodar taxas de falha coestatrescentes ou decres-
centes. Detalhes sobre a estimacao dos parametros podeevisados em Gupta e Kundu
(1999, 2001, 2002). A fungéo taxa de falha é definida, pataweis aleatorias continuas como
h(x) = f(x)[1—F(x)]%. No contexto de analise de sobrevivéncia, o formato dessgitu
indica em quais periodos da vida util de dispositivo é mafoeguéncia de falhas. Mais infor-
macodes sobre a fungao taxa de falha podem ser vistas em,groplex Lawless (2003).

2.1.2 Distribuicdo Weibull exponencializada (EW)

A distribuicdo EW, introduzida por Mudholkar e Srivasta¥893), tem a seguinte fda

F(x) = {1—exp[— (;)k} }a, a,k A, x>0,

e fdp correspondente dada por

00 =52 (5) oo~ () e[ ()}
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Considere av.aX ~ EW(a,k,A). A caracterizagdo paramétrica da fungéo taxa de falha de
X pode ser vista em Mudholkar et al. (1995). A taxa de falha éhadal sek < 1 eka > 1,
decrescente de< 1 eka < 1, crescente sk> 1 eka > 1 e em forma de banheira ke> 1
e ka < 1. A distribuicdo exponencial exponencializada ocorre c@aso particular quando
k=1.

Mudholkar et al. (1995) obtiveram uma expresséao para os mms@rdinarios da dis-
tribuicdo EW sob a condicao < Z7 . Tal condi¢éo € bastante restritiva, porém Choudhury
(2005) conseguiu obter uma express&o pafXIEsem nenhuma restricdo. Segundo Choud-
hury (2005)

E(X))=aAlr <1+ &) {1+i(—1)i(a ~1)4 [(1+i)—<1+%>} } .

2.1.3 Distribuicdo gama exponencializada

Apresentada em Nadarajah e Kotz (2006b), a distribuicAcagatponencializada possui fda

dada por
_ [@&x
0=

a
,a,ax>0

em que )
y(a,x) = / 2 letdt
0

representa a funcdo gama incompleta. A densidade cormspi@pode ser expressa como

_axle ™ [y(a,x) a-1
™="r@ {maﬂ |

A caracterizacdo paramétrica dos formatos da densidadea el¢éafalha da distribuicdo gama
exponencializada é dada em detalhes pelos autores. Elars#éida aqui por brevidade, mas
engloba as formas crescente, decrescente, constantalni@ote crescente e depois decres-
cente, e inicialmente decrescente e depois crescente.

Expressdes fechadas para os momentos ordinarios e fungitmgeede momentos de uma
v.a. X ~Exp-gamaa,a) sdo, em geral, dificeis de serem encontradas. Alguns castsup
lares podem ser vistos em Nadarajah e Gupta (2007).

2.1.4 Distribuicdo Gumbel exponencializada

Também proposta pelos professores Nadarajah e Kotz em 2a0stribuicdo Gumbel, assim
como a distribuicdo Fréchet, possui uma grande variedadplibacdes. Em Kotz e Nadarajah
(2001), séo listados mais de cinquenta conjuntos de dadaopajuais as duas distribuicdes,
Gumbel e Fréchet, sdo aplicadas. Esses dados estéo dikisileun areas que alcancam desde
magnitude de terremotos a corridas de cavalos. Esperaesextgnsdes dessas distribuicbes
possuam ainda mais versatilidade.



A fda da variavel aleatoriX ~Exp-Gumbela, u,o) é definida como uma distribuicéo
Lehmann do tipo Il. Define-se

a
F(x) :1—{1—exp[—exp<—xau)}} , —0 < X<, a>0 —0<U<oo, g>0,

para a qual corresponde a fdp

0021 es] oo Y]} o 1) g e )]

E possivel mostrar que a densidadeXgossui uma Unica moda localizada em=
U1 — olog(up), em queup é a solugdo da equagde-l = (1— au)exp(—u). A taxa de falha da
distribuicdo Gumbel exponencializada tem apenas a forescente, e possui assintota hori-
zontal ema quandax — . O j-ésimo momento d¥ é dado por (Nadarajah e Kotz, 2006b)

1)'<+'r( a)l (1+K) ( oK

j o
£ =0l 3 3 it a1 (- H) gk (1N (@)

a=1

2.1.5 Distribuicdo Fréchet exponencializada

Assim como feito com a distribuicdo Gumbel, a distribuic&&cket exponencializada é definida
como uma distribuicdo Lehmann do tipo .

A a
F(x)=1— {1—exp[— <%> } } )
com fdp expressa por

0 =arox e (2)'| {1 f1-en[ - (2)']}}

E possivel mostrar que a fdp e a taxa de falha da distribuiggzhEt exponencializada s&o
unimodais. Oj-ésimo momento ordinario foi obtido em Nadarajah e Kotz @f)(para o caso
a > j/A e édado por

gl e .
E(X)) = j—/ ay M) [1-eY]dy.
0

N&o é conhecida ainda alguma forma fechada pgrémo momento da distribui¢cdo Fréchet
exponencializada.

2.2 A classe Beta-G

Consideres(x) como a fda de uma distribui¢éo continua com vetor de parasetiDefine-se
a fda para a familia beta-G como

1 (O™ a b-1
F(X) =lgy(a,b) = 5a b)/o t31(1—t)°~1dt, a,b > 0,

6



em queB(a,b) = [ t3 (1 —t)P~'dt representa a fungéo beta e

1 X
IX(a7 b) = B(a b)/O ta71<1_t)bildt7

representa a razao beta incompleta. A densidade correspené dada por (Eugene et al.,

2002)
1

"= 8D

a qual depende implicitamente do vetpide parametros dé(x). Se uma variaveX é dis-
tribuida com fdpf (x), escrevemoX ~ Beta— G(a,b, ¢). A distribuicdo beta-normal foi pro-
posta em Eugene et al. (2002), sendo a primeira distribuleésa classe a ser documentada.
Em seguida, Jones (2004) investigou em maiores detalheeslasse de distribuicbes, deixando
evidente a versatilidade das distribuigcdes Beta-G e alpbdade de obtermos distribuicdes de
caudas pesadas com assimetria presente.

E possivel escrevei(x) como uma combinacao linear de fdps de distribuicbes Exs<®. |
pode ser visto em, por exemplo, Cordeiro e Nadarajah (2Qitilizando a expanséo binomial
temos

g[GO L -G,

f00.= 3 wia)a0ge00™ "~

em que
i(b—1

=D'Ci)
(a+i)B(a,b)’
Essa relagéo permite expressar os momentos ordinaridscdeno combinacéo linear de mo-
mentos de distribuicbes exponencializadas. Ressaltaese goeficiente binomial utilizado na
expressao pan&; € definido para valores reais de b. Em todo o texto é utilizadas#o real
(também dita generalizada) do coeficiente binomial. A saber

m\ r(m+1)
(n) S r(in+)r(m—n+1)

w, =wi(a,b) =

Em Cordeiro e Nadarajah (2011), os momentos de alguns merdharolasse Beta-G sao ex-
pressos por meios de momentos probabilisticamente patwe(MPP) de5(x). Define-se o
MPP de orden(u,v) de uma variaveY ~ G(¢) comot,y = E{YY[G(Y)]'}. Muitas outras
propriedades das distribuicbes da classe Beta-G sdo afaeas em Zografos e Balakrishnan
(2009), incluindo um método dos momentos generalizadogsiia@acao e a caracterizacao da
classe pelo principio da maxima entropia.

2.2.1 Distribuicdo beta-exponencial

Proposta em Nadarajah e Kotz (2006a), a distribuicdo bgtarencial possui fdp dada por

f(x) = 8(27 b) exp(—bAx)[1—exp(—Ax))2 L, ab,A,x> 0.



No artigo, é mostrado qui(x) € mondétona decrescente para 1 e unimodal caso con-
trario. A taxa de falha associada a distribuicédo beta-espcial € mondtona crescentease 1
e monotona decrescentease 1, em ambos o0s casos tendendd ajuandax — . Varias out-
ras caracteristicas sao discutidas no artigo, incluinlmagéo por maxima verossimilhanca e
método dos momentos.

A funcao geradora de momentos para a distribuicdo betarexytal € dada por

B(b_ %7a>

M(t) = “Blab)

em que oj-ésimo momento d¥ ~Beta-exponenciéh, b, A) é dado por

E(X)) = i‘9—]B(a 1+p-a)
AB(a,b)opi p—atb1
Uma caracteristica interessante da distribuicdo betareqrial € que apenas um dos seus

dois parametros de forma € b) controla o comportamento da taxa de falha.

2.2.2 Distribuicéo beta-Weibull

A distribuicdo beta-Weibull foi proposta por Famoye et aD(5) e tem fdp dada por

1k /x\k-1 X\ K x\ k1121
(0=5057 (3) eXp[‘B () } {“exp{‘ () } } ’
em quex, a, b, k e A sdo todos reais positivos. No artigo em que a distribuicaprfiposta
encontramos uma discussao sobre o viés dos estimadoresueang@rossimilhanca para os
parametros e sobre a forma da taxa de falha de uma variavetistrbuicdo beta-Weibull.

Cordeiro et al. (2012) obtiveram a seguinte expressao pgésamo momento dX ~Beta-
Weibull(a,b,k,A):

r@ra+h & (-
AlB(a,b) i;r(a—i)n(b+i)1+i'
Paraa=b=1 a distribuicéo beta-Weibull reduz a distribuicdo Weibhlkesse caso, a expresséo

de Cordeiro et al. (2012) para(I€!) coincide com a expressdo conhecida para 0s momentos
da distribuicdo Weibull.

E(X1) =

2.2.3 Distribuicéo beta-Gumbel

A distribuicéo beta-Gumbel foi proposta em Nadarajah e K294). A densidade d¢ ~Beta-
Gumbel(a,b, u, o) é dada por

_ uexp(—au)[1- exp(—u)]P-1

f() UB<a,b) ,—°0<X<00,a>0,b>0,—00<u<00760->07



em queu = exp—(x— H)/0o]. Os autores apresentaram a caracteriza¢do paramétrieasia d
dade e taxa de falha da variavel A fdp f(x) possui uma Gnica modafé—c) = f () = 0.

A funcéo taxa de falha, denotad&), é crescente e tal qugx) — O quandox — 0 eh(x) — b
guandax — co. O j-ésimo momento ordinario @€ pode ser escrito como

<a4—b> D<o/t o) L

Z) k'I'F 1+ —0r (b1 aak (AFD T @y

2.2.4 Distribuicdo beta-Fréchet

E(X)) =

Dizemos queX ~Beta-Fréchéh, b, A, o) se sua fdp pode ser expressa por

Adrexpg—a(o/x)*] {1— exp[—(a/x))‘]}

T = X1 B(a, b) !

em quex e os parametrosg, b, A, o séo reais positivos. Essa distribuicdo foi proposta em
Nadarajah e Gupta (2004). Os autores mostramf@ueé unimodal ef (0) = f(o) =0. A
taxa de falha dX é também unimodal e tende a zero para 0 ex — «. Nadarajah e Gupta
descrevem g-ésimo momento ordinario d€ como

glti

E(X)) = e /1<_ logy) 1~ (+D/Aya-2(1 _y\b-1qy

N&o ha, até o momento, outra expressdo para os momentosradidessa distribuicdo e
infelizmente essa integral converge apenas paran/A.

2.3 Aclasse Gama-G

Essa classe foi proposta inicialmente por Zografos e Balakan (2009). Baseando-se em uma
fda continuas(x) com funcéo de sobrevivéncia denotada@or) = 1— G(x) e densidadg(x),
eles definiram a fda da distribuicdo gama-G como

—logG(x)
F(X) = —— / t0-1etdt, xR, 5 > 0,
0

(9 = 755 [-10aG(0]° a0,

Ristic e Balakrishnan (2011) propuseram um gerador ligeirandifégeente para a classe
gama-G. A saber, a fda proposta por eles é dada por

1

F(X) = 1—m

—logG(x)
/ o letdt, xe R,5 >0,
0

9



com respectiva fdp dada por

f(x) = % [~ logF (x)]° g(x),

Em Pinho et al. (2012), propomos a familia gama-Weibull expeializada e sugerimos
nomear a classe apresentada por RistBalakrishnan como classe Gaf@a-Pinho et al.
(2012) também foi desenvolvido durante esse trabalho ders;do. Nesse artigo, alem da
nova familia, foram apresentados resultados gerais pdassedGam&s.

As classes gama-generalizadas sao relativamente reaememento da producéo desse
texto e a maioria das distribuicdes que ja foram apresentaéatudadas até entdo podem ser
vistas em Zografos e Balakrishnan (2009). Até o momentoagpenas familias da classe
Gamaé foram apresentadas, a saber: gama-exponencial expaliwata (Ristt e Balakrish-
nan, 2011) e gama-Weibull exponencializada. Dada umalhiigtdo G(x), ao construirmos
a sua versao gama generalizada, podemos escolher a clagse @s expressdes sejam bem
comportadas. O estudo da forma das densidades e taxasalddalfamilias Gama-G e Gama-
G é, em geral, consideravelmente mais complicado. As es@essenvolvidas nos calculos de
momentos e entropias sao pouco trataveis analiticamente.
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CAPIiTULO 3

A Classe Harris-G

Apresentamos nesse capitulo o método de composicdo quageistribuicbes Harris-G e
alguns dos resultados gerais obtidos para essa classdrdridiées.

Considere a sequéncia de variaveis aleatérias i.i.d. gemtdentes e identicamente dis-
tribuidas)Yi, Y»,... com fdaG(x), fdp g(x) e funcéo de riscd(x), definida no Capitulo 2.
SejaX = min{Y1,Y2,...,Yn}, em queN é uma variavel aleatéria que assume valores inteiros
positivos com fungéo geradora de probabilidade (fgp)

¢ (t; w) = IE(t Z}t”P

para um vetor de parametros Sabe-se que a funcao de sobrevivélﬁ_ﬁ&) de X pode ser
escrita como _ _
F(X) = ¢(G(x), w). (3.1)

Algumas propriedades de (3.1) foram apresentadas em Alykhgeouf (2011) e Marshall e
Olkin (1997).

A composicao de duas distribui¢cdes feita dessa maneiraitgesirmsercéo de parametros
em distribuicdes ja existentes e tal método ja foi utilizadovarios artigos na literatura. Por
exemplo, o casG(x) = exp(—Ax), A > 0 quandap (s, 0) é a fgp de uma distribuicdo Poisson
truncada no zero, a sabg(s, ) = exp8(s— 1)][1—exp—6)] 1, corresponde & distribuicdo
Poisson-exponencial de Kus (2006). Qua®@ia) = exp(—AX) e G(x) = expg—(Ax)?], com
¢ (s, 0) representando a fgp de uma distribuicdo em série de potruditemos os modelos
em Chahkandi e Ganjali (2009) e Morais e Barreto-Souza (R0&%pectivamente. Outras
propostas relacionadas a esse método podem ser encorgraddarreto-Souza e Bakouch
(2011), Lu e Shi (2011), Rigtie Balakrishnan (2011) e nas referéncias contidas nesggssar

Uma variante de (3.1) foi apresentada por Marshall e OIK®T) utilizando a fgp da dis-
tribuicdo geométricap(s,0) = sO(1— 0s)~%, em qued = 1— 6. No mesmo artigo, foram
obtidas as distribuigoeslarshall-Olkin extended exponentitMOEE) e Marshall-Olkin ex-
tended Weibul[MOEW). Em Aly e Benkherouf (2011) as distribui¢des tipo Bfaall-Olkin
sdo generalizadas usando a fgp da distribuicdo Harris ensH8948). Essa fgp é dada por

d(s,k,0) = (1€§9(sk)k’ k> 0. (3.2)

Aly e Benkherouf consideraram<0 6 < o embora Harris (1948) tenha manti@aestrito ao
intervalo(0,1). Essa restricdo vem do fato que a distribuicdo Harris esticesla a variavel
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aleatdria que representa o niamero de n6s em um processoitieagdio em que a cada instante
um no6 pode dar origem lanovos nés idénticos com probabilidade proporcionallag(6).
Inserindo (3.2) em (3.1) temos

_ [ 8GNk \*
F(X>‘{1—e[e<x>1k} | &3

A Equacéo (3.3) corresponde ao método que gera as disdsuga classe MO (Marshall-
Olkin) quanddk = 1. A fdp correspondente é

B 6
T aGp o9

E importante ressaltar que pa#ta- 1, ¢ (s, k, 8) ndo é uma fgp, pois temos valores negativos
para algumas probabilidades, por exempl@0,1,0)/2! = 6(1— 6) < 0. No entanto, é facil
conferir a partir de (3.3) qué(x) € uma fda par& > 0. Claramente

» F(x) é mondtona ndo-decrescente, goigx) = f(x) >0, V6 > 0,

* F(x) é continua & direita, pois € a composi¢cdo de uma funcdo caenéiruma fungéo
continua a direita,

e lim F(x)=0e lim F(x) =1.

X—>—00 X—+-00

Denominamos Harris-&, 0, @) a distribuicdo de uma variavel aleatoHacom fdp (3.4),
em queg representa o vetor de pardmetrog3ie). O casof = 1 é trivial (f (x) coincide com
g(x)) e ndo sera tratado nessa dissertagao.

3.1 Expansodes para as funcdes de densidade e distribuicao
Mostraremos nessa sec¢do que a fdp de uma distribuicao {Eapixle ser escrita como uma

combinacéo linear de densidades de distribuicdes G expmtieadas definidas no Capitulo
2.

Teorema 1. Para0 < 6 < 1, podemos escrevéfx) em(3.4) como
f(¥) = > wigi(x),
2

com

191¢(t,k 6)
j! ot

W — (_1)i+1§ (:

= t=0
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DemonstracdoPara 0< 0 < 1, ¢(s,k, ) é uma fgp, portanto podemos fazer

F(X) = $(G(x),k,6)

- 5 PN = (G

J:

B > 101¢(t,s,0) = i

=PN=0)+ 3 (IR e
2199tk [ (1) 1l

~p(0k0)+ 5 S TILD) t:o{i;<i)<_1) G(x) }

=55 (05745, e

Tomando derivadas em ambos os membros da equacao, temos

) :i(_l)m{i () 1'al¢((9tt]k L

} ig()[G()]"

O

A segunda forma de exibfr(x) como combinag&o linear de distribui¢des exponencializada
€ obtida por meio de manipulagéo algébrica e mostrada arsegui

Teorema 2. Paraf < (0,), podemos escrevéfx) em(3.4) como

0= 3 w0

|+1_ ]ie’(Hk )(kij)],se0<9<1
F{EE (O] e

emquer=0"leT=1-1.

com

l

k

DemonstracdoPara o caso & 0 < 1, considere a expansao da série binomial negativa, valida

paraly| < 1, o
=g ()
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Aplicando esse resultado ao denominador em (3.4), temos

jrkt

f(x):GRg(x)ji( j )éié(x)ki

Il
ngs

I
s
«Q
=
Nt
—~
X
S~—

com . _
fk(—1)'
i+1

520

Para o cas® > 1, facatr = 6~1. Podemos reescrever (3.4) como
F(x) = 19(%)

{t—(1- 1)[ 5]}k
19(x)
G

1- (1-1){1-[G(]
9(x)

T (1 T{1- Gk

em quetr = 1— 1. Agora podemos aplicar novamente a expansdo binomialivegat deno-

minador da ultima expressao para obter

f(x) = 19(¥ ji(”jk_ )7{1 1G]]

~ro 3 (1) 5 (1) vemr
g g v
22 (06

() i+ vawreoo
= i;)Wi 9dit1)(X)

com




O

Durante o restante do capitulo, usaremppara denotar os coeficientes presentes no Teo-
rema 2. Escrever a fdp das distribuicées Harris estendigi@® combinacéo linear de den-
sidades exponencializadas permite-nos obter muitostae®sl na classe Harris-G. H4 uma
grande quantidade de artigos que listam resultados sobreentos, func¢des geradoras de mo-
mentos e entropias de distribuicées exponencializadas.

Para O< 6 < 1 pode-se escolher entre o Teorema 1 e o Teorema 2. A faltgpdessies
fechadas para as derivadas da fgp da distribuicdo Harrisoiszque o Teorema 2 seja uma
melhor escolha em termos computacionais. Porém, casoagpsefitrabalhar com o Teorema
1 por algum motivo que possa surgir nos casos particulagEsssivel aproximar as derivadas
necessarias para o Teorema 1 com erro tdo pequeno quanjaddestavés do método das
diferencas finitas, o qual ndo requer grandes esfor¢os dacipnais. Detalhes sobre o0 método
das diferencas finitas podem ser vistos em Nocedal e Wrigh6(2

N&o obstante esses resultados, é possivel escrever algansdades de distribuicbes da
classe Harris-G como combinacéo linear de densidades ttibuligies mais simples que as
exponencializadas. Em alguns casos podem ser obtidasse&psemais simples que as do
Teorema 2.

Por fim, o seguinte resultado pode ser usado para auxilisanaaterizacdo paramétrica da
densidade (3.4).

Teorema 3. Seg(x) € mondtona decrescente em um intervalo abere0 < 6 < 1, entdo
f(X) também é mondtona decrescentel@mAlém disso, s@(x) é mondtona crescente dn
e > 1, entdog(x) é mondtona crescente ém

Demonstracao Derivandof (x), obtemos

{1-6[G k} {g(x) {1-6[G(X)]¥} — B(1+K)gP(X)[G(x)]K 1}
[1- 9[G(}2HE)

f'(x) =

como{l 6 "} K e o0 denominador sdo sempre positivos, temos

srif'(x)] = san{ g (x) {1 BIG()J* } — (1 +K)g?(x) [G(x))*}
em que sg(x) é a funcdo sinal, isto é, sgf) = 1 sex € positivo, sgfx) =0, sex=0 e

sgnx) = —1 caso contrario. Portanto, gx) < 0 paraxc D e 0< 6 < 1 é possivel ver que
sgnf'(x)] = —1 e queg/(x) > 0 parax € D e 6 > 1 implica sgif’(x)] = 1. O

3.2 Momentos e funcao geradora

Ate o final desse capitulo, sefauma variavel aleatdria distribuida de acordo com (3¥ena
variavel aleatéria com fda dada g@(x)]'. Utilizando o Teorema 2, podemos escrever a fungéo
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geradora de momentos &ecomo combinacéao linear de fungcdes geradoras de momentos de
distribuicdes G exponencializadas. Dessa forma, temos

Mx(t) = i}wi My, (t)

Para os momentos ordinarios de ordgtamos
Hj = _%Wi u,
1=

em queu;(') representa ¢-€simo momento ordinario d¢. Momentos centrais, cumulantes e
momentos fatoriais podem ser obtidos através das relacoes

j . o i-1 /:
o AN T =1\
u;—i;<i)( D7 ==y (k_l) Ki ki

j
By = XX (K= T+ D] = 3 o5 B
1=
em ques(r,i) = (i) ~1[d'x(") /dX]x_o representa o niamero de Stirling do primeiro tipa{"e =
X(X+1)---(x+n—1) representa o fatorial ascendente.

Momentos incompletos sao Uteis em areas como seguros bitidedie, além de permi-
tirem a obtencdo dos desvios médios em relagdo a média ermaedij-ésimo momento
incompleto deX, denotado pod;j(z) = [§x! f(x)dx, pode também ser obtido através do Teo-
rema 2 como uma combinacéo linear dos momentos incomplatosatiaveis aleatorias.

Denotando poﬁj(i)(z) 0 j-ésimo momento incompleto & temos

Jj(2) = _iwiJj(i)(z). (3.5)

3.3 Desvios medios
A disperséo d& pode ser caracterizada por meio dos desvios-médios erdoddanédiql; e

a medianan, definidos respectivamente pdr = [’ [x— 1| g(x)dxe & = 5 |[x— m| g(x)dx,
commrepresentando a medianaXeEntao, as medida e &, podem ser expressas como

o1 =21 F (K1) — 231(11) € & = pg — 231(m), (3.6)

e Ji(y) é o primeiro momento incompleto de De (3.5), podemos escrever
mngmﬁhy (3.7)
1=
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Logo, os desvios médiay e &, sdo facilmente obtidos de (3.7).

Uma aplicacao direta dos desvios-médios séo as curvas derBom e Lorenz. Essas cur-
vas possuem aplicacdo em Economia no estudo de renda egelmeroutras areas como con-
fiabilidade, demografia, seguros e Medicina. Dada uma pilodedte 77, as curvas séo definidas
respectivamente p@(m) = J1(q)/(ruy) eL(m) = di(q)/py, em queg = Q(m). Usando (3.7),
obtemosB(m) eL(m).

3.4 Entropias

Entropia refere-se a quantidade de incerteza associada saravel aleatoria. E um conceito
importante em muitas areas de estudo, especialmente ei@ tkeocomunicacdo (Shannon,
1948), Fisica (Beck, 2009) e Probabilidade (Jaynes, 1#88sivelmente a medida de entropia
mais popular foi introduzida em Shannon (1948). Para untalig;do continud (x) com
densidad€ (x), a entropia de Shannon é dada por

At (9] = E{~og[fO0]} =~ [ flog[f (3]} f (xdx

E possivel relacionarp| f (x)] com.724; g4 1)(y)], i € N, em quesz ™ representa a medida
de entropia com base na distribuicaovde). Para isso, o seguinte lema sera Util.

Lema 1. Para a variavel aleaton; , 1) distribuida com funcdo de densidage_1)(y) = (i +
1)g(x)[G(y)]', temos
: 1
Ev;, 5, {109[9(Y)]} = 55 [9+1) (¥)] — log(i +1) + 1
Demonstragéo.
A8+ (V)] = By, {~100[g5.41) (Y]}
- IOg( + 1) - IEY(i+1){IOg[ (Y)]} - iIEY(Hl){IOg[G(Y)]}?

logo _
Ey,,,, {log[g(Y)]} = =8¢ (9(i11)) —log(i +1) —ilEy,,, {log[G(Y)]}. (3.8)
Mas
+o00
Ev,.,, {logG(Y)]} = / {loglG(y)]}gg1)(Y)dy
=/ {log[G(y)]}(i+1>9(y>[G(y>]‘dy
9 .
= / (i+1gmIeH)]®  dy
a=0
- 1 / i+ D) )|
J— 1 )
=7
Substituindo Ik, ,, {log[G(Y)]} em (3.8), segue o resultado. ]
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Podemos agora provar o seguinte resultado:

Teorema 4. A entropia de Shannon para uma distribuicdo Harris-G padéeserita em funcdo
de uma combinacdo linear de entropias de distribuicbes Gnexeializadas através da igual-
dade

At (9] = —cloa(6) + (14 ) 1 (k) +iwi {000 - togti+ 0+ 1 |

em que

1 k
(k. 6) — o} / log[1— Gt]
[1- Gtk]“k

DemonstracdoPartindo da definicdo de/gy f (x)]:

A f(X)] = IE{ log[f(X)]}
~ — 100(6) ~ Efloglgx)]} + (1+ ) Eflog(1- 8GO} (39
A parcela IElog[g(X)]} é obtida através do Teorema 2 e Lema 1.
E{loglg(X)]} = / " loglg(] (x1dx
+o00

- %w. | 1oglg(lg.y (x)dx

= _;Wi v, {109[g(X)]}
- S w{Atem g+ D7) @10)

Para calcular IElog{1— 6[G(X)]¥}}, facat = G(x). Ent&o

0ig(x)
IE{log{1— 8]G(X)] log{1— 0[G — = d
{log(1- 81601} = | log{1-BIG(X)} e
! log[1-6t"] Bt
= Ok
/ [1— Otk]Lt
=1(k,0). (3.11)
Substituindo (3.10) e (3.11) em (3.9) conclui a demonstraca 0

Nota-se qué(k, 8) ndo depende da escolhagle).

A medida de entropia proposta por Shannon também pode st paea identificar mode-
los probabilisticos. Tal abordagem pode ser vista em Jay9&3). Considere uma classe de
funcdes densidade de probabilidade dependendo de a unmtmdpirestricoes

={f(W|E[T(X)]=a,i=12,....,m}.
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Assume-se que todos os valores esperados sao finitos. Po@somher um membro de
como fdp de uma variavel aleatérase essa fungcdo maximiza a entropia de Shannon. A
fdp escolhida é denominada distribuicdo de entropia méxitnaeguinte resultado fornece a
caracterizacdo por maxima entropia para a classe Harrsdisttibuicdes.

Teorema 5. Sejah(x) uma fungdo densidade de probabilidade sujeita as seguastegdes

e E{1-0[G(X)]X} =1(k, ),

« [E{log[g(X)]} = Ew{log{g[G~*(W)]}},

em quew é distribuida com densidadgw) = 6K {1 — 6wk} 1+K " Entdo,f(x) definida em
(3.4) é a unica solugc&o do problema de otimizagdo

(00 = argmanoran(x).

Demonstracdo Considere a divergéncia de Kullback-Leibler entre as dientgsf (x) e h(x)
dada por
_ [ h(x)
D(h, f) = /_w h(x)log {W} dx
A desigualdade de Gibbs garante dugn, f) > 0 com igualdade se, e sO 3€x) e f(x) séo
iguais em todos 0s pontos exceto em um conjunto de medidaTer#s entéo

0< / ™ h(x)log {@} dx

o f(x)
+o00

0< / " h(x) log[h(x)] dx— / h(x)log[f (x)]dx

—00 —00
+00

Hsh(¥)] < — / h(x)log[f (x)]dx

—00

Hsilh(x)] < —% log(6) — IE{log[g(X)]} + E{1— B]G(X)]}.
Sob as restricdes impostas temos

Halh()] <~ log(6) — Ew/{log{glG(W)]}} +1(k.6)

+oo ok

, oelale

Substituindow = G(x) e 1 (k, 8) = [Ex{log{1— 8[G(X)]¥}} (ver prova do Teorema anterior),
segue que

Hr{n()] <~ log(0) -

dw-+ 1 (k, 6).

1 oo 0kg(x)
Hadh(x)] <~ 1og(6) — [ loglg(x) oo
Halh(x)] <~ 10g(6) — Exloglg(X)] + Ex{log{1 - BIG(X)])
Hshh(x)] < A (X)),

com igualdade se, e sO d&x) for igual ah(x) em quase todos os pontos. O

dx-+ Ex{log{1— 8]G(X)]}
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A entropia de Rényi € outra medida bastante popular. Ela gidafpara o caso discreto
mas pode ser estendida as distribuicdes continuas da sefjuma:

a > 0.

A1) = 1= oa | [ H09%x.

00

A entropia de Shannon ocorre como caso especial quanddl. Para essa medida nds enun-
ciamos o seguinte resultado.

Teorema 6. A entropia de Rényi para a distribuicdo Harris-G é dada por

AR 1F(X)] = 1_10 log iiai /_:w[g(x)]“[e(x)]idx] |
em que
[T e
t[E 3 (1) (] s
comt =071,

A prova desse resultado € analoga a prova do Teorema 2 e p@r dssitida.

3.5 Estatisticas de ordem

Nessa secédo, nés mostramos que a fdp-ésima estatistica de ordem nessa classe, denotada
por fj:n(x), € uma combinacéo linear de fun¢des de densidades de wiighels exponenciali-
zadas.

Teorema 7. SegjaxXy,. .. Xq 19 Harris— G(k, 8, p), em quep representa o vetor de pardmetros
de G. S€fj:n(x) denota a fdp dq-ésima estatistica de ordem, ent&do

n! e ()8 (m+ )wimbis /n— |
fin(X) = = z — ’ i+itm) (X),
J-n( ) (]-l) ( _J) Imzo St j+i+m < s )g(S+J+I+m)( )
comb; s obtido pela relagdo recursiva

[
bO,s:W(S)+ , bis=(iwp)~ Z (p+1)(s+] —i]Wibifp,

em que os coeficienteg sdo dados pelo Teorema 2.
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Demonstracdo Sabe-se que

n! f(x) — S
(J=Dtn—j)!

Utilizando a expansao binomial, temos

fi:n(X) =

n'f

(i-1) —J'i ( ) FOPH,

Pelo Teorema 2, temds(x) = Z)Wi [G(x)]"*1. Ent&o

fi:n(X) =

n! f(x) il n—j st
fin(X) = —— : —15( ) x)]sHi-1 wWi[G .
0= i 2 Y s >
O Teorema 1 de Nevin (1969) afirma que para uma série de patéocnvergenté& =

S 0aiZ, existe outra série de poténcias converg@iey biZ tal queAB =1 se, e s0 se,
ap # 0. Além dissoag = by e bj = (ag) 15!, aibj_i. Usando esse resultado, temos

im0 =75 —T)!f<(:)— ] S;H)S(n; j) 3 bisGEOITT

Mas, novamente pelo Teorema 2, temos

T 2ot 307 (") 3 s

Finalmente, apds uma manipulacéo simples, chegamos dtadesdesejado:

fin(X) =

o n! "2 (—1)3(M+ L)Winbis n— | o
)~ R By stie M (s S

O

Momentos de estatisticas de ordem podem ser utilizado®ptanos os momentos-L, 0s
quais sao robustos em relagdo a pontos discrepantes erapreseduzido viés em pequenas
amostras, sendo Uteis para estimacao de para@metrogo $11869) e Hosking (1990) definem
0 r-ésimo momento-L como

I = rlz(—l)‘ (rTl) E[X_ix].

O resultado enunciado garante que, na classe Harris-G,m&ntos-L sdo entdo obtidos como
combinagao linear de momentos de distribuigcdes exporeradas.
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CAPiTULO 4

A familia Harris-exponencial

Nesse capitulo, consideramos a distribuicdo Harris-expaal, denotada por HEEGrris ex-
tended exponentippara manter a notagdo coerente com aquela usada nas poeficEssa
distribuicdo é obtida quando inserim@gx) = exp(—Ax), A > 0 na equagéo (3.3). A dis-
tribuicdo HEE estende a distribuicdo exponencial estendel Marshall-Olkin (MOEE) e o
parametro adiciondt permite maior flexibilidade na forma da funcéo de densid&ieando

k é inteiro positivo e < 8 < 1, a distribuicdo HEE é aquela de uma variavel aleatoria que
representa o tempo até a falha de um dispositivo formaddlpamponentes seriais com taxa
de falha constante, em qbd&é uma variavel aleatéria que segue um processo de ramificacao
como o descrito na Sec¢éo 8 de Harris (1948). Os resultadsa degdo sdo inéditos e estdo
compilados em um artigo que estava em processo de revisdomemn em que a dissertacao
foi escrita.

4.1 A nova distribuicao

InserindoG(x) = exp(—AXx) em (3.3) obtém-se a fungéo de sobrevivéncia da distribuHEas,

a saber .
— fexp(—kAx) ]k
F(x) = Ak 6>0.

A funcéo densidade correspondente é

(4.1)

F(x) = )\_erxp(—)\x)1 -
[1— Bexp(—kAX)]* &

Ao longo desse capitulo, indicaremos pouma variavel aleatéria com fdp (4.1), sendo deno-
tada porX ~ HEE(k,0,A). A fung&o de risco dX é dada por

A

() = [1— Bexp(—KAX)]

O seguinte resultado descreve a caracterizacdo paraané#ritorma def (x). Exemplos
das possiveis formas dé¢x) sdo mostrados na Figura 4.1.

Teorema 8. A fdp deX é decrescente < 6 < 1+ 1/k e unimodal caso contrario.
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Densidades HEE unimodais Densidades HEE decrescentes
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Figura 4.1 Algumas formas da fdp d¥ ~ HEE(k, 6,A).

Demonstracdo A derivada de primeira ordem @gx) emx é dada por

A 0% exp(—AX)

[1— Oexp(—kAx)|2+& [1-+kBexp(—kAX)].

f'(x) = —

Essa derivada pode ter no maximo uma raiz real jé)(ﬂllqu—)\ X) & sempre positivo i+
kBexp(—kAx)] € mondtona em. Mas a Unica raiz real possivel @éx) éx= (kA)~tlog(—k@).
Comox > 0, temos 1< —k6 que implica8 > 1+ 1/k. Além disso, sé > 1+ 1/k, a raiz cer-
tamente existe.

Se f/(x) ndo possui raiz real, entdo o sinal da derivada ndo muda. G&mxjoé continua,
seu sinal deve ser o mesmo que oxgg+ fiffx). Porém,

lim f/(x) = —A6~2(1+k6),

X—0t

o qual é negativo para€ 6 < 1+ 1/k. Logo, f(x) é decrescente. O

A caracterizacdo da fungdo taxa de falhaXdé mostrada no resultado a seguir e exempli-
ficada na Figura 4.2.

Teorema 9. Paraf < 1, tem-se fungdo de risco decrescente, caso contrario adalggdsco é
crescente.

Demonstracado A derivada de primeira ordem di¢(x) é dada por

0) 2
H/(x) = kOA “exp(kAX) ,
[exp(kAx) — 0]2
a qual tem o mesmo sinal @ Logo, segue o resultado. O
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Funcéo taxa de falha HEE
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Figura 4.2 A funcgéo de risco d&X ~ HEE(k, 8, A) pode ser crescente ou decrescente.

Teorema 10. A fdp deX pode ser expressa como uma combinacéo linear de densid@ades e
nenciais, a saber

X) =y Wig(1tik)a (X), (4.2)
i; 191+ik)
em que
0k 0 [i+k?
1+ik< i ), paraf < 1
Wi: . i ) ) J+k
>
1+|k ,Z. ()( )], paraf > 1

=11 e91+ik) (X) denota a fdp exponencial de paramétre- ik)A .

DemonstracdoSe 8 < 1, o denominador de (4.1) pode ser expandido pela série éagas
binomial negativa, o que implica

F(x) = A 6% exp(—AX) i (i +ik_1) & expl—ikA X,

© gt
L 1+ik

(i +ikl)/\ (1-+ ki) expl—A (14 ki)x).

Baseado nessa expressao, os coeficientes (patdQ 1) séo

LR
Ak i)
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Para o casd® > 1, sejaf = 17! tal que O< 1 < 1. Para simplificar a notacéo, seja=
exp(—AX). Ap6s alguma manipulacéo, a equacao (4.1) pode ser reesonito

TAy
[1— T(1— o)Ltk

em quer = 1— 1. Como o denominador esta no intervéd® 1), podemos usar a expansao
binomial negativa. Temos

g P <”k )
- s ()

Trocando a ordem dos somatérios e substituidibtemos

f(x):i{ 1+|k. i <)<‘+k )”A(1+ik)exp[—(1+ik>/\x].

Entéo, os coeficientes séo
00 -1
Z ( )(J+k )] ,paraf > 1.
]=

A Equacédo (4.2) pode ser usada para descrever varias mragei® estruturais da dis-
tribuicAo HEE. Essa equacao generaliza a expansao dadagshal e Olkin para a dis-
tribuicdo MOEE (Marshall e Olkin, 1997), a qual era valideaas par® < 1.

Analisaremos agora, brevemente, uma funcédo do pararketReproduzimos na Figura
4.3(a) um gréfico de Marshall e Olkin (1997) da varianciardeomo funcédo ded, em que
Y segue uma distribuicAo MOEE com parametro de estalal e parametro de formé.

A figura sugere que a variancia cresce c8mParaf = 2, ponto no qual a densidade da
distribuicdo MOEE troca de decrescente para unimodal,séragY) ~ 1.3680. Se a fdp de

Y é decrescente, obrigatoriamente temos¥ak 1.3680. A Figura 4.3(b) mostra V@)
como uma fungéo dek, 8) € (0,5]° e A = 1 e sugere que, para valores pequends dar(X)
cresce con® mais rapido que VAY). Quandok decresce, o interval@®,1+ k1) em qued
assume valores para densidades decrescentes torna-senphisindicando que a distribuicao
HEE pode ter densidades decrescentes com variancias sgioeeas possiveis no modelo
MOEE. A Figura 4.3(b) sugere ainda que o contrario, tambéraréadeiro. Quandk cresce,

a distribuicdo HEE com densidade unimodal pode modelaénvaias menores que as possiveis
no modelo MOEE.

A funcéo quantilica da distribuicdo HEE, denotadayperQ(u), pode ser obtida invertendo
G(x). Temos

f(x) =

1+|k

O

Q(u) = (kA)tlog[6+6(1-u)™,0<u<1.
SeU ~ Uniforme(0,1), entdoX = Q(U) tem distribuicdo HEE. Dessa maneira € trivial simu-
larmos ocorréncias de variaveis aleatorias com distritnui¢EE.
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(b) Variancia de X
(a) Variancia de Y
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Figura 4.3 Comparacdo das variancias de(com distribuicdo Marshall-Olkin exponencial) e de
(com distribuicdo HEE) em func&o dos parametros das réggedensidades.

4.2 Momentos e funcéo geradora

Desenvolvemos aqui a fungéo geradora de momeavitosde X. UsandoM(t) podemos es-
crever 0s momentos ordinéripl$ deX. Esses podem ser usados para obtermos os momentos
centrais ), cumulantesk;j) e momentos fatoriaig;j)). Momentos incompletos, também,
séo investigados.

A partir da Equacéo (4.2M(t) pode ser expresso como

M(t) :iiwi M (t) :iiwi (1_m) 71,

em queM;(t) = [1—A~1(1+ik)~1t]~* é a fgm de uma distribuicio exponencial de parametro
A(1+ik). Logo, 0j-ésimo momento ordinario d¢ é dado por
d

H = E(X) = =MD

i+ 2w
=0 Al i;(l'i'ki)j'

As expressdes apresentadas pa(t) e ujf sao consistentes com aquelas dadas por Marshall e
Olkin para a distribuicdo MOEE. Paka= 1 e 0 < 1, as expressoes d&(t) e u]f sao reduzidas
aguelas da Equacéo (3.6) de Marshall e Olkin (1997). No &mtastendemos o resultado de
Marshall e Olkin incluindo o casé > 1 para a distribuicdo MOEE.

O j-ésimo momento incompleto d dado powd;(y) = foyxj f(x) dx, pode ser obtido pela
Equacdo (4.2). Sabendo quej-@simo momento incompleto correspondente a distribuicdo
exponencial de parametfd+ik)A € igual alA (1+iK)] I y[(1+ik)yA, j +1], em quey(x, &) =

26



J5to~Letdt denota a fungéio gama incompleta, temos
Ji(y) = Z)Wi [(1+iK)A] Iy[(1+ik)Ay, j+1].
is

Assim, obtemos os desvios médidse &, definidos em (3.6), e as curvas de Bonferroni e
Lorenz definidas na Secéo 3.3.

4.3 Estatisticas de ordem

Nessa secao investigamos a densidade e os momentos dissiestade ordem da distribuigéo
HEE e as usamos para obter os momentos-L. Considere X, id HEE(k, 8,A). N6s mostramos
que a fdp daj-ésima estatistica de ordem, digamgs, denotada pofj:n(x), € uma combi-

nacéo linear de densidades HEE. Sabe-se que

n! f(x) o o
(j—D!(n—j)! F™ ! [1—Fx)) L.

Usando a expanséao binomial, temos

fi:n(X) =

j-1 /i _ _
a0 = gy 5.0 (17 ) 1Foor 3

Depois de alguma manipulagéig,(x) reduz a

L n! I i-1y (D)
i) = T=Drm=7 ,;( i )n+i—j+1
(Nt+i—j+ A0 exp—(n+i—j+1)Ax)

n+i—j+1

[1— Bexp X" &

L = B AN G
~(-D!=)) ,;( i )mfn,lﬂx),

em quefn; j(X) representa a densidade HEE com paramétfos-i— j+1)"1, 6 e (n+i —
j+1)A. Partindo dessa equagdo, os momentos das estatisticatede movdem ser expressos
como combinagéo linear de momentos HEE. Os moment0§.#; sdo Uteis em areas como
controle de qualidade, confiabilidade e seguros, paragiedie tempo até falhas futuras a
partir de um conjunto de observacdes passadas. Clararnsmmmentos-L sdo obtidos como
combinacdo linear de momentos HEE.

Consideramos agora a distribuicdo assintética do minimé@dmo amostral. Segue de
(4.3) que

X

nA Bkexp(—nAx)
[1— Bexp(—kAX)|1H &

fin(X) =1—
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a qual representa a fdp de uma distribuicdo KEEEn~1,n)A) A fda correspondente é

B Bexp(—kAx) s
Fin(X) =1- { {1_ Gexp(—k)\X)} } .

Dado que a expressado entre chaves é uma funcdo de sobréjv@aassume valores entre
zero e um, logo linF1.n(x) =1 eFyn(X) € do tipo Weibull.
n—oo

A distribuicdo do maximo pode ser obtida através do Teoref8 8e Arnold et al. (1992).
Como

lim xH(x) = lim XA = oo,
X—300 x—0 1 — Bexp(—KAX)

segue qué,n(X) ndo é do tipo Fréchet. Além dissQ(1) = « implica F,:n(X) ndo é do tipo
Weibull. Por fim, é facil mostrar que essa distribuicao é go GGumbel. Temos claramente

iAo

X300 dx

=0.

4.4 Entropias

Mostramos inicialmente a entropia de Shannon para a digtdb HEE. Segue diretamente de
(4.1) que

A F(X)] =log(A) + k tlog(8) — AE[X] + IE{log[1 — Bexp(—kAX)]}.
A quantidadeA = IE{log[1 — Bexp(—kA X)]} pode ser calculada de (4.2) como

A:/w{log[l—e_exp(—k)\x)]} iwi)\(l-i—ik) exp— (14 iK)AX]dx
0 i=
:_iwi(uik)/\ /Ow{log[l—G_exp(—k)\x)]}exp[—(l—i—ik))\x]dx
Fazendo = exp(—kAx), obtemos
A= 'i‘)Wi (14ik) A /Olyj llog(1— By)]dy.

Essa integral pode ser obtida usando integracao por papedeeser encontrada na Equacéo
(2.729.1) em Gradshteyn e Ryzhik (2007). Temos

e A (—1)! i+1 1
A= i;WI (1+ikA) { [1+ S } |og(6)+;1 T2 e }

Calculamos agora a entropia de Rényi para a distribuicao. REEndo de

+o0

Ir(v) = (1—v) tlog [/_ f(x)"dx} ,

(o]
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e fazendo/ = exp(—Ax), a integral acima reduz a

v 1 v—1
| :Bk)\"/ Yy (4.4)
0 (1—6y<)V*x

O denominador no integrando pode ser escrito coine Gyk)”% =57 oPi y¥ pelo mesmo
método usado na Sec¢éo 4.1 onde foi defimigl¢ver Equacéo (4.2)).

Usando novamente o Teorema 1 de Nevin (1969) sobre sériesté@lecias elevadas a ex-
poentes inteiros, expressamos (4.4) como

1 .
| — el‘f)\v/ 0 yv+klfldy,
0 i; |

_ nv vOo 0]
| =6%A i;vjtki’

em quego = Po eqi = (Po) "t z‘j:1 pion—j. ENntdo, a entropia de Rényi para a distribuicdo HEE
€ dada por

(o]

IR(V) = (1~ v)ﬂogleK/\V _;Vi‘ik}

4.5 Estimacao

Discutimos agora a estimagéo dos parametros da distriotiE&E(k, 6, ) usando o método
da méaxima verossimilhanca. O logaritmo da funcéo de verobsinca, abreviado funcéo de
log-verossimilhancd, (k, 8,1 ), para os parametros em (4.1) dada uma amostra de tamanho
é

L=L(k,6,A)=n[k tlog(8) +log(A) — AX] — _i(u k1) log[1— Bexp(—kAx;)].

Para maximizak, devemos resolver simultaneamente as seguintes equacodes

oL oL oL
ok %56 %%aa
As solucbes parao sistemg de equacdes sao os estimador@saamwverossimilhanca (EMVS)

parak, 6 eA, a sabek, H eA.

Em geral, esse sistema nao possui solugcéo fechada e um naié&adionizacéo, tal como
Newton-Raphson ou BFGS, pode ser utilizado. Para o métoNew&n-Raphson, as derivadas
de primeira e segunda ordem da funcéo de log-verossimiéhsig necessérias. As derivadas

0.
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parciais de primeira ordem deséo:
oL

ﬁ__ nk 2 —k?2 Zl

n

{log[1— Bexp(—kAx)] }

~ _ Xi
+A9u+k1)2{5i€@&%6},
aL _ 1
— =nkd) 1+ (1+k? Zm e
0
0—)\: Z\X|+k9 l-l-k Zl*e exp(k)\x,)

As derivadas parciais de segunda ordem
e sdo apresentadas a seqguir:

nao possuem expr@ssasumidas quanto as acima

02 L 3 3 n _ ~ n Xi
—— =2nk >+ 2k log[l— Bexp(—kAX)] + 6k~ —_—
n n 2
Al X 752 1 X exp(kAx)
—ABK?2y —— 2 1 A%(1+k ,
i;B—exp(k/\xi) ( )i; [0 — exp(kA x;)]2
9L n 1
——=-nk1024+(1+k1?
g0z~ MO TR Y o explan 2
9°L — N x?exp(kAx)
—— = —nA 24+ 6Kk*(1+k !
Z )i;[e—exmng’
9%L n 1
=k2y —— A1+kHy ———
dko 6 i;e—exp(k)\ i) Z\G exp(k)\x.)
n
=~y - X
+A0(1+kt ,
2, o el
aZL _ n Xi
—0kly ——~ 4 6 1+kHy —2
dkd A i;G—exp(k)\x.) ZLG exp(k)\x.)
n 2
q xexp(kAx;)
+A60(1+k , and
92, [ —explian 2
%L Xi
=(1+k _—
569 ~ 12 T i)
Testes de hi ipo6 Oteses sobre os parametros podem ser obtidasdo a distribuicdo assintotica
derﬁ = (k,08,A). Sob condi¢des de regularidade (Casella e Berger, 200d¢npas considerar

V(@— g

) ~ Na(0,K™), (4.5)

em queK denota o valor esperado da matriz de informacédo de Fishex.vBlres altos da,
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temos we hav& ~ n—1J,, em que

%L 3°L 3°L
)2 0kdB JkaA
J, = J°L aL oL
n 060k 062 960
9L oL dL
0A0k 9XdB 92

ComoK em (4.5) € normalmente desconhecido, podemos utiizan—1J, calculado no EMV
¢ como uma estimativa d€. 1sso possibilita a construcao de intervalos de confianga gz
parametros.

No Capitulo 6 s&o mostradas duas aplica¢fes da distribdepéis-exponencial a conjuntos
de dados reais.
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CAPITULO 5

A Familia Harris-Burr XIlI

Nesse capitulo, apresentamos a distribuicdo Harris-BlUyrd€notada por HEBHarris ex-
tended Bury seguindo a notacédo usada nas publicaces. A funcédo de/s@mn@a da nova
familia € obtida inserind&(x) = 1 — (1+x°)~%, a,c > 0 na equac&o (3.3). O principal atra-
tivo dessa nova distribui¢cdo € a grande quantidade de sapesvidos pela distribuicdo Burr
XIll. Parac = 1 temos a distribuicao Pareto tipo I, p&ra 1 temos a distribuicéo log-logistica
e a — o nos fornece a distribuigdo Weibull. Assim, ao discutirmastribuicdo Harris-Burr
XIl estamos na verdade discutindo varios outros novos nagd€omo no capitulo anterior, 0s
resultados obtidos aqui sdo inéditos na data em que a disdeifioi escrita.

5.1 O novo modelo

A funcéo de sobrevivéncia da familia HEB é dada por

— B(1+x8)ka Yk
F(x):{1_9(1+xc)_ka} , emquex,A,k, 8 > 0. (5.1)
A densidade correspondente é
1oc—1
F(x) = cabxx’ (5.2)

(14x0)1+a [1— B(L1+¢)ka ]/

Ao longo desse capitulo, indicaremos pouma variavel aleatoria com fdp (5.2), e escrevere-

mosX ~ HEB(k, 0,c,a). A fungdo de risco dX é dada por

caxt1

H(x) = (14 x¢)1-a(k-1) [1— 6(1+XC>_ka} |

A caracterizagdo parameétrica da distribuicdoxdé dificil de detalhar e a fdp respectiva
pode inclusive ter aspecto bimodal. Igualando a primeiravaea def(x) a zero, obtemos a
equacao

_ 1 — —C
acko (1+ E) Uk L g1 —a)u ™k 4 (1—c)(u— 1)17 =1-a,

comu=1+x°. Afdp deX tem tantas modas quanto a equacgao acima tem raizes. Emlaaytic
observa-se que a fdp deé decrescente se (@< 1leO<8<lou(b)c<l,6>1lea>1

32



Densidade

Figura 5.2 Ataxa de falha dX ~ HEB(k, 8, c,a) para valores selecionados dos parametros.
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ou(c)c>1,0>1ea <1, pois nesses casos 0s dois membros da equacao possuam sinai
opostos. Nas Figuras 5.1 e 5.2 mostramos algumas formasdaofulensidade e funcéo de
risco deX.

Podemos escrever a densiddde) de X como combinacéo linear de densidades Burr XII.
Esse resultado gera uma expressao mais simples que odesalitzdo usando o Teorema 2.

Teorema 11. A fdp deX pode ser expressa como uma combinagéo linear de densidades B
Xll, a saber

X) = > Wig1+ik),c(X), (5.3)
i;) 1 Y(1+ik),c
em que
_ 1_
ﬁ9('+k ), paraf < 1,

1_
(I +k ), paraf > 1,

=11 e91+ik),c(X) denota a fdp Burr Xl de parametr¢s+ik) ec.

DemonstragdoPara 0< 6 < 1 obtemosw; imediatamente apds usar a expansao binomial
negativa no denominador @gx). Parad > 1, fazemos a substituic@= 11. Escrevemos

F_(X) = LB 1
{1- (1) (@ +xe) ok} ¥
_ T(14+) @
[T (T 1)(1+x¢)-ak) &
T(14x¢)@

1o T kalk

Usando a expansao binomial negativa no denominador daalfitagao obtemos
_ © itk 1o1 :
Fix) = Z}TF (I + i )(1+Xc>—a(1+k|).
i=

O

O Teorema 11 pode ser utilizado para descrever varias pagates estruturais da dis-
tribuicdo HEB, assim como feito para a distribuicdo HEE.
_Afuncéo quantilica da distribuicdo HEB, denotadayerQ(u), pode ser obtida invertendo
F(x). Depois de alguma manipulagdo algébrica, temos

Q(u){_1+[1_9(1_<11u)k)]¢_1}%,0<u<1.

SeU ~ Uniforme(0, 1), entdaX = Q(U ) tem distribuicdo HEB. Essa é possivelmente a maneira
mais simples de simularmos ocorréncias de variaveis alagattom distribuicdo HEB.
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5.2 Momentos e funcao geradora

Desenvolvemos agora a fungdo geradora de moméntosde X. Como feito para a dis-
tribuicio HEE, usamoM(t) para escrever os momentos ordinérip(];) (de X e a partir das
relagdes comentadas anteriormente podemos obter os naEweentrais)(;), cumulantesk;)
e momentos fatoriaigj)). Momentos incompletos séo, também, facilmente obtidcesrrp
da decomposicao da fdp de

A partir do Teorema 11M(t) pode ser expresso como

t) :iiwil\/l t

em queM;(t) é a fgm de uma distribui¢cdo Burr XII de parametros ik e c. Em Paranaiba et
al. (2011) é fornecida uma expresséao gdraitilizando a funcads de Meijer e um resultado
de Prudnikov et al. (1990, p. 21). Eles mostraram que a fgmstakaiicdo BurrXIl(1+ ki, c)

€ dada por

km [ - -
M) == [ explty)y® H(1+y%) < ay

B knkm%”+% e [ A(m,1— ), A(n, —k)
(27_[) (k—|—l>( )% m4-n,n (_t>m A(n,O) )
parat < 0, em que\(a,b) = a bgl, . b+a e c é aproximado pelo racional/n (meninteiros

positivos). Essa aproximagao nao causa problemas uma gegalguer nimero real pode ser
aproximado por um racional com o erro t&do pequeno quantgatiese
O j-ésimo momento ordinario d¢ também pode ser obtido pelo Teorema 11, a saber

i =E(X)) = Z)W.IE Y ),
:i;Wia(l+ki)B<1+é,a(l+ki)—é),

em queYy g tem distribuicdo BurrXl{a(1+ ki),c). Como a fung¢éo beta tem parametros
positivos, devemos tgr< ca (1+ ki), parai =0,1,2,.... Portanto sé podemos obtej-@simo
momento deX usando a expressao acimajse cd.

O j-ésimo momento incompleto d& dado pow;(y) = J3x f(x)dx, pode ser obtido tam-
bém pelo Teorema 11. Sabendo qué-é@simo momento incompleto para a variavely; €
dado pora (1+ki)By(1+ je~t, a(1+ki) — jc71), em queBy(a,b) = [Jt31(1—t)P~1dt de-
nota a funcéo beta incompleta, temos

:i;Wia(1+ki)By<é+1,a(l+ki)—(—J:). (5.4)
Essa ultima expresséo pode ser usada apenag gace.
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5.3 Désvio médio

Os desvios médiog,; e &, definidos em (3.6), podem ser obtidos para a varidvdilizando
a expressao para os momentos incompletos mostrada na seeéora De (5.4), podemos
escrever . ' '

Ji(q) = %wia(l—i— Ki)Bq (é+l,a(1+ ki)—é). (5.5)

i=

Logo, os desvios médiod; e &, sdo facilmente obtidos de (5.5). Esses desvios podem ser
utilizados para construir as curvas de Bonferroni e Loreara p varidveK da mesma forma
como explicado na Secéo 3.3.

5.4 Estatisticas de ordem

O principal resultado dessa se¢cdo mostra que as estatidéicadem de uma amostra aleatoria
X1,. .. Xn d HEB(k, 6,c, a) é uma combinacéo linear de distribuicdes HEB. Como no dapitu
anterior, partimos de

finl9) = ey PO (oo™

Usando a expansao binomial, temos

I -1 s _ o

Substituindd- (x) pela expresséo em (5.1) e multiplicando os fatores confyrés) reduz a

nl (—i)! j—1
(j—l)!(n—j)!n+i—j+1(

canti—j+1)8™ & xet

- nt+i—j+1
1+ =

i )(1+xc)a<n+iJ+1>+1[1—9(1+xc)ka]

fin(x) =

k

B n! (—i)! j—1
T G-Dn—j)inti—j +1< | )fa<n+i—i+1vw<x)

em quefa( «__(x) representa a densidade HEB com parametfos-i — j + 1)1,

NHi—j+1, 7
6,a(n+i—j+1) écj.+ Partindo dessa equacdo, 0s momentos das estatisticadete jpo-
dem ser expressos como combinacgéo linear de momentos HEBde similar ao que foi
feito no capitulo anterior. Claramente, os momentos-L &fiolos como combinagéo linear de
momentos HEB.

Consideramos agora a distribuicao assintética do miniméemo amostral.

Teorema 12. A distribuicdo deXy.n, paran — o é do tipo Weibull.
DemonstracdoO Teorema 2 de Aly e Benkherouf (2011) garante que se

im F (tx)

=1t" para algumr > 0,
x—0+ F(X) P g
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eF(0) =0, entdo a distribuicdo d& ., € do tipo Weibull. Par& (x) =1— (1+x%)"%,F(0)=0
e usando a regra de I’ Hopital temos

T G A
x—0t F(X)  x—0t 1—(1+4x°)~@
_ lim catexe(14tx0)—a-1

x—0t  coxe1(14xc)-a-1
_ im0
)0t (14C) a1

C
=1°,
0 que conclui a prova. O

Teorema 13. A distribuicdo deéXn:n, paran — o« é do tipo Fréchet.

DemonstracdoO Teorema 3 de Aly e Benkherouf (2011) garante que se

_ F(tx)
iﬂo F(x)

=t~" para algunrt > 0,

F(0)=0eQ(1) =, entdo a distribuicdo d¢ 1, € do tipo Fréchet. Paf(x) =1— (1+x°)~ 9,
temosF (0) = 0 eQ(1) = c. Além disso

jim E&) _ jjy A7
x=0t F(X) x50t (1+x6)~@

= lim %HC h
X—300 x_lc+1

— t—CCf

Ayl

b

0 que conclui a prova. O

5.5 Estimacéao

Assim como feito para a distribuicdo HEE, podemos utilizanétodo de Newton-Raphson
ou algum outro método de otimizagdo numeérica para obtenattias dos parametros da dis-
tribuicdo HEB a partir de uma amostra. Para o método de NeR&phson, as derivadas de
primeira e segunda ordem da funcéo de log-verossimilhafiganecessarias. Em métodos
do tipo quasi-Newton, como o BFGS por exemplo, a matriz devalgss de segunda ordem
€ aproximada numericamente. Ao utilizar métodos quasitblewdevemos observar que se
a convergéncia ocorre rapidamente, a matriz hessiana manp&rde ndo ser confiavel. As

expressdes para a matriz hessiana envolvem célculos daedimas nem por iSso S8o0 menos
Gteis.
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As derivadas parciais de primeira ordemlgddéuncéo de log-verossimilhanga para a densi-
dade (5.2) e uma amostra de tamanhgéo:

L log(6) 1 1 — e ka — 1\ & (1+X) " og(1+4x¢
W:_nosz( )+pi;|09[1—9(1+xi) : ]—ae <1+E>i;< 1?2(1_1_0)('%()_“ ),
L n 1\ & (1+x,-°)—""
o5 6 (1) 2aatog =

B " xlog(x) 1\ & (1+X) *log(1+x)
%_—-kz)log 1+ai;l v —ka 6< k); 1-6(1+€) k@

dL n (1+x) " og(1+ x°)
d—a_E_Z|Ogl+x' kGZl - 610k

As derivadas parciais de segunda ordem séo apresentadpsra se

0%L 2nlog(p) 2 & 200 & (1+X) ¥ log(1+ )
P keZ[l O(1+x) 7]+ 2 gl

- 1\ & (14+X) " log(1+ X))
+902 (1+E) i; l—@(l—i—Xic)_ka

1) L (1+x5)2flog(1+x)]?
KA Eoeaeh P

e ()3 5]

eL_ _C—r; +(1+ or)_:il {Xic'og(’ﬁ'c).r_ (1+ or)i’ﬂ'c['og(m)]z

+a2%6? (1+

dc? 1+x 1§
o 0 Xe(14xF) 71 k"[log(xu) 4 ) e '09( Nk
_ae(1+k>g\ L 6L~ +ka26?(1+k) .Zl A1) :
(92L _ n (1 ( —ka| 1 XIC
m:—%we(“k);( +1)¢)e 1[525); i
2L n D (1) 1) (1+x)*log(1+x7)
okd6 K6 K 2\1 O(1+x¢) ka+a<l+E) 1-6(1+x)ka

1 n l—I—X,C —2ka
k) &G 1-0(14+x) ka
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X (1+x5) '09(X|) L (1+%) 1" log(x) log(1+X)

GZ 1-9(1+x) +90’2(1+k)i; [1-8(11x0)*a)2
Ba?(14K pr 1+>q-°1_16""1lig):pxi)lkag(1+xi°),
9L 1+>¢ )log(1+ %) (1+) ¥ log(1+x)]?
dk __9; 1—0(1+xE) ka +ad( l+k),; 1—0(1+xC) ke 7
1+ %)~k log(1+x°)1°
+ab?( 1-|-kI { 1= 6(1+x) k ;
a n 1_|_ 1kCr| _ n _1+_—1—2ka| .
1+kI - )§1+x,° Olff )+a9(1+k)i;)<'c<l_)g)(l+xic)ig(x'),
02L D (14%) *log(1+ ) 0 (14%)"*log(1+ %)

900~ L g e O T g e

’L 2 ¢log(x) & N XE(14-x6) 1K jog(x)
seoa " & 1+>9-° SO T ) e

— N X¢(14x6) =1k og(x;) log(1 + X°)
ka6(1+k
+or(+)lzl 1= 8(1+x) @

~ XE(1+x¢) "1 og(x) log(1 + X)
+kor@2(1+k)lzi 1 8(11 ) ka2 :

Testes de hipOteses sobre os parametros podem ser obtidasido a distribuigdo assintética
dep= (k,0,A). Sob as mesmas condi¢bes de regularidade citadas no oapitatior, temos

\/ﬁ(a—(l’) ~ N4(O7K_1>7 (56)

em queK denota o valor esperado da matriz de informacgéo de FishesimAsomo para a
distribuicdo HEE, para valores altos nlgemosK ~ n—1J,, em que

%L 2L 2L an

o)? ko8 Jkdc dkia
aL aL %L
J.— | 989k 962 d6dc J69a
n %L oL aL %L
dcdk dcd6 92 Odcda

9°L oL oL %L

dadk dadfB Jdadc Ja2

ComoK em (5.6) € normalmente desconhecido, podemos utizan—1J, calculado no EMV
¢ como uma estimativa d€. 1sso possibilita a construcao de intervalos de confianga gz
parametros da distribuicdo Harris-Burr XII.
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CAPITULO 6

Aplicacao

Nesse capitulo apresentamos aplicacfes das familia éapanencial e Harris-Burr Xl a
conjuntos de dados reais.

6.1 Géiser de Kiama

O conjunto de dados apresentado na Tabela 6.1 contém 64ab®es do tempo, em segundos,
entre erupcdes consecutivas do géiser de Kidfrar{a Blowholg. O géiser de Kiama € uma
atracao turistica localizada aproximadamente a 120km lasiesBydney. A elevacdo da maré
causa a erupcao através de uma abertura, frequentemei@neholtodos os que estao proxi-
mos das barreiras de contengao. Os valores foram obsemvadiis 12 de julho de 1998 com
o auxilio de um relégio digital pelo professor Jim Iridbnjversity of TechnologySydney).

A Figura 6.1 sugere que nao ha tendéncia ou correlacdo der@imeira ordem presente na
amostra. Os dados foram obtidos no sitio eletrénico Stats§¢Smyth, 2012).

Tabela 6.1 Tempo entre erupc¢des consecutivas do géiser de Kiama.

83 51 87 60 28 95 8 27 15 10 18 16 29 54 91 8
17 55 10 35 47 777 36 17 21 36 18 40 10 7 34 27
28 56 8 25 68 146 89 18 73 69 9 37 10 82 29 8
60 61 61 18 169 25 8 26 11 83 11 42 17 14 9 12

Esse conjunto de dados pode ser usado para ilustrar os rmatielBoisson e exponen-
cial em cursos introdutérios. A pergunta principal € se aréceia de erupcdes segue ou
nao um processo de Poisson. Em caso afirmativo, o tempo deaespee erupcdes deve
ser exponencialmente distribuido. Entdo, espera-se gaeééngia dos dados (1139.10) seja
aproximadamente o quadrado da média amostral (39.82),gsaséo ocorre. Na auséncia
de um modelo com fundamentagé&o nas leis da Fisica envolvidesip¢éo, podemos recorrer
a distribuicbes de probabilidade conhecidas que permitachetar bem os dados. Observa-
mos inicialmente que a variavel aleatdria nesse conjunttades € continua e positiva, o que
nos sugere descartar distribuicdes como a normal, t de iBfutmal-assimétrica, logistica,
Gumbel, ou qualquer outra com suporte em toda a reta real.

Para esse conjunto de dados, comparamos o0 ajuste da disinitbiarris-exponencial aos
ajustes de outras cinco distribui¢cdes alternativas, asabe
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Figura 6.1 Aparente auséncia de tendéncia ou correlacdo serial parapotentre erupcdes do géiser
de Kiama.

« distribuigio Weibull, com fd& (x) = 1 — exp[—(x/A)X];

* distribuicdo gama, com funcéo densidade de probabili(fdpée

f(x) =[BT (a)] X"~ texp(—x/B);

* distribuicdo Weibull exponencializadg\\V distributior) (Mudholkar e Srivastava, 1993),
com fdaF (x) = {1 —exp—(x/A)K]}¥;

» distribuicdo exponencial estendida de Marshall e OIMOEE distributior) (Marshall e
Olkin, 1997), com fd& (x) = Bexp(—AX)[1— (1— 8)exp(—Ax)]~%;

« distribuicdo exponencial exponencializa@E(distribution) (Gupta and Kundu, 1999),
com fdaF (x) = [1—exp(—x/A)]¥;

em que os parametros das distribuicdes utilizadas sdoagaitmmente positivos.

Os ajustes das distribuicbes EE e EW sé&o frequentementesusawho referencial de qual-
idade para diversas novas distribuicbes propostas. Asastas para os parametros das dis-
tribuicdes citadas foram obtidas através da rofinadi str () do pacoteMASS do R. A
Tabela 6.2 apresenta o logaritmo da funcéo de verossingghmaximizada (LVM), critério de
informacé&o de Akaike (AIC), critério de informacéo bayesi¢BIC) e a estatistica de Crameér-
von-Mises (CvM) para os seis ajustes. A estatistica de GraoreMises é utilizada para
testes de adequacéo e é definida, para uma amostra em ordeenteex, Xz, ..., Xn) € uma
fdaF(x), como

1 JDr2i-1 2
CVM = — —F(x)| .
M= 130t 3 T F )
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Em geral, ndo rejeitamos a hipétesé-d&) modelar bem os dados se o valor de CvM for baixo.
Perceba que CvM nao é menor quen) 1. Para mais informagdes veja Chen e Balakrishnan
(1995).

A distribuicdo Harris-exponencial teve a melhor perforoeanos critérios AIC, BIC e CvM
superando as distribuicdbes EW e EE. Isso sugere que a ndxaug®o, apresentada nesse
trabalho, € potencialmente atil. O histograma na Figuraapr2senta as densidades das trés
distribuicdes mais apropriadas para os dados entre asassado nos valores de AIC. Essa
figura sugere que os dados sdo bem modelados pelas digiebui§estes de Kolmogorov-
Smirnoff e Anderson-Darling para a adequacao do ajuste staldiicdo Harris-exponencial
apresentam niveis descritivos, respectivamente, iguaAd 2 e 056759. Logo, nédo rejeitam a
hipotese dos dados serem distribuidos de acordo com a nosaldde. Por fim, a Figura 6.3
mostra um gréafico de quantis com envelopes simulados posto@ptque, também, sugere a
adequacao da distribuicdo aos dados.

HEE
EW = - -
0.025 — EE ++----
0.020
L 0.015
&
oS
"
[
(]
a
0.010 -
0.005
S -~
=
1 I
0 50 100 150

Tempo entre erupcgdes

Figura 6.2 Os trés melhores ajustes aos dados do géiser de Kiama segyé@o
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Tabela 6.2 Ajustes dos modelos considerados aos dados do géiser daKiam
Q (0] LVM AlIC BIC CvM
HEE (k,8,A) (19.64,22.39,0.03) -292.47 590.93 597.41 0.0691
EW (a,k,A) (18.80,0.41,1.45 -293.97 593.95 600.42 0.1125

MOEE  (6,A) (2.07,0.04) -298.33 600.66 604.97 0.1163
EE (a,A) (1.73,2853)  -295.67 59533 599.65 0.1430
Weibull (K, A) (127,4321)  -296.90 597.80 602.12 0.1269
Gama (a,B) (1.62,0.04) -295.90 595.80 600.12 0.1410

150

100 —

50 —

Quantis tedricos (Harris—exponencial)

T T T T
0 50 100 150

Quantis amostrais

Figura 6.3 Gréfico de quantis para o ajuste da distribuicdo Harristespoial ao tempo entre erupgdes
do géiser de Kiama.

6.2 Géiser de Yellowstone
Bimodalidade é uma caracteristica de poucas familias dediates e merece ser explorada.

Considere o conjunto de dados denominadot hf ul do pacotedat aset s normalmente
presente na instalacéo padraoRidsse conjunto de dados contém observacgfes de duas var-
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iaveis aleatorias e é tradicionalmente utilizado pardrém® ajuste de misturas de distribuicdes
normais.

A primeira variavel aleatéria utilizada aqui correspondegunda coluna do conjunto de
dados e representa o tempo de espera entre a ocorrénciaslerdpades consecutivas do
Old Faithful, um géiser localizado no parque de Yellowstdde dados estdo apresentados na
Tabela 6.3. A Figura 6.4 mostra o histograma para o conjuaidedos da Tabela 6.3. Como

Tabela 6.3 Tempo entre erupgfes para o géiser Old Faithful

79 54 74 62 85 55 88 85 51 85 54 84 78 47
83 52 62 84 52 79 51 47 78 69 74 83 55 76
78 79 73 77 66 80 74 52 48 80 59 90 80 58
84 58 73 83 64 53 82 59 75 90 54 80 54 83
71 64 77 81 59 84 48 82 60 92 78 78 65 73
82 56 79 71 62 76 60 78 76 83 75 82 70 65
73 88 76 80 48 86 60 90 50 78 63 72 84 75
51 82 62 88 49 83 81 47 84 52 86 81 75 59
89 79 59 81 50 85 59 87 53 69 77 56 88 81
45 82 55 90 45 83 56 89 46 82 51 86 53 79
81 60 82 77 76 59 80 49 96 53 77 77 65 81
71 70 81 93 53 89 45 86 58 78 66 76 63 88
52 93 49 57 77 68 81 81 73 50 8 74 55 77
83 83 51 78 84 46 83 55 81 57 76 84 77 81
87 77 51 78 60 82 91 53 78 46 77 84 49 83
71 80 49 75 64 76 53 94 55 76 50 82 54 75
78 79 78 78 70 79 70 54 86 50 90 54 54 77
79 64 75 47 86 63 85 82 57 82 67 74 54 83
73 73 88 80 71 83 56 79 78 84 58 83 43 60
75 81 46 90 46 74

podemos perceber, hd presenca de bimodalidade.
A esse conjunto de dados foi ajustado uma distribuicdo st8uir XII com parametros
adicionais de escala e locacado com densidade dada por

1
ca@kuc?

— 1+1/k’

f(x,k,8,c,a,0,u) =
(1+uC)1+a [1— G(1+uc) k]

emquau= o~ 1(x—pu) ey, o >0. Os parAmetros foram ajustados através da fuinicidi st r ()
do pacoteVASS, com valores iniciais providos por arrefecimento simulattavés da funcao
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Figura 6.4 Presenca de bimodalidade no tempo entre erupcdes do OtdiuFait
Histograma para o tempo entre erupc¢des
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GenSA() do pacote€zenSA emR. Uma mistura de densidades normais representada por

_ X— _ X—
09 =0t (2 ) +a-no e (12,

comO0< A <1,01,02 > 0eq(-) representando a fungcao Gaussiana padréo, foi ajustaddousan
a funcdonomal m xEM ) do pacotem xt ool s emR. Os dois ajustes podem ser encontra-
dos na Tabela 6.4 com medidas relativas de qualidade de.ajdstogaritmo da funcéo de
verossimilhanca maximizada para ambos os ajustes foraxmpoé, sendo-103403 para a
mistura de normais € 103844 para o modelo Harris-Burr XII. As duas densidades es@mad
estao sobrepostas ao histograma dos dados na Figura 6.5.

Tabela 6.4 Parametros estimados para o tempo entre erup¢des do GitlFait

Modelo Parametro EMV Erro-padréao AIC BIC CvM

K 22.3062 2.098210°2

0 0.0001 8.537Q10°°

. C 48.7521 7.341%10°2
Harris-Burr XII g 6.6507 45274104 2080.89 2102.53 30.87

o 75.2536 1.918Q10°4

u 40.0204 2.780210°1

A 0.3609 0.0322

U 54.6149 0.7047

Mistura de normais (o1 5.8712 0.5448
15 80.0911 0.4980 2078.00 2096.03 31.37

lop3 5.8677 0.3909

A mistura de distribuicdes normais possui um forte atrapigca a maioria das boas pro-
priedades matematicas da distribuicdo normal. No entgnmdo utilizada para modelagem
de dados estritamente positivos com a intencéo de obterrusfes, 0 modelo de mistura
de normais pode conduzir a valores negativos, e portanta,do espaco amostral. Tal “ar-
madilha” é consideravelmente mais grave quando obsenadamexto de modelos de re-
gressao, pois um ponto em regides remotas do espaco dageeigpode levar mais facil-
mente a valores estranhos das variaveis preditas. Forgpdgaeamostral os valores preditos
nao fazem sentido algum. Por essa razao, defendemos nessgue os modelos devem re-
speitar a0 maximo as caracteristicas naturais dos dagesialsnente quando utilizados para
previsdes. Sob esse ponto de vista, 0 modelo Harris-Bug slewpreferido por assumir que
o tempo entre erupgdes € de fato positivo, embora tenha tAmp&o a mais para um ajuste
apenas comparavel ao da mistura de normais.
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Figura 6.5 A distribuicdo proposta é comparavel a modelagem tradatiosra os dados do Old Faithful
Histograma para o tempo entre erupc¢des
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6.3 Modelagem de imagens SAR

A seguir, mostramos uma aplicagéo da distribuicdo Hax®eencial na modelagem de im-
agens SARgynthetic aperture radar Imagens SAR sdo usada em sensoriamento remoto e
mapeamento de superficies, dentro e fora de nosso plandtataento estatistico de ima-
gens SAR permite detectar alvos, identificar bordas e redumido presente nas mesmas, por
exemplo.

O conjunto de dados consiste de aproximadamente trintasardigpontos representando o
valor da intensidade dos pixels de uma area homogénea demagam da regido de Foulum
na Dinamarca. O conjunto de dados e os detalhes do mesmo pedaolicitados por email
(Igbpinho@gmail.com). Outras regides desse conjunto desiram utilizadas em Cintra et
al. (2012) com o auxilio da distribuicdo beta-normal gelieada, obtida através do método ap-
resentado no Capitulo 2 e da distribuicdo normal genedaipeoposta em Nadarajah (2005).
No contexto de modelagem de imagens SAR, duas distribug@@snuito populares: a dis-
tribuicdo K e a distribuicdo & Para mais detalhes sobre essas duas distribuicbes e outras
informacgdes sobre o assunto, veja, por exemplo, Frery €08D7). As distribuicbes foram
ajustadas aos dados utilizando a funt@o di str () emR. A Tabela 6.5 mostra o sumario
dos trés ajustes. Novamente, foi considerado o logaritnfarmizio de verossimilhanca max-
imizada, AIC, BIC e estatistica do teste de Cramér-von-deemo medidas de qualidade de
ajuste e selecdo de modelos. A distribuicdo Harris-expmaksuperou as distribuicdes K e
GP em todos os critérios considerados. A Figura 6.6 mostr@&asignsidades ajustadas sobre-
postas ao histograma dos dados.

Tabela 6.5 Distribui¢cdes ajustadas ao conjunto de dados de Foulum

Estimativas dos parametros AIC BIC CVM
HEE 1.26<10 3.1%10° 8.34x10° -62615.05 -62595.16 2.23
K 2.37x10°3 5.76 3.4x10 -61218.88 -61199.00 19.65
GY  7.82¢x10 -6.23  2.4%10°?% -62413.62 -62393.74 962.31

No entanto, a distribuicdo Harris-exponencial mostromseaos adequada que as demais
para a modelagem de areas heterogéneas ou muito hetermgénmea areas reflorestadas e ur-
banas respectivamente. Embora as distribuicdes Rtei@am fornecido ajustes comparaveis
ao da distribuicdo Harris-exponencial, a Ultima apresprdapriedades muito mais simples. O
processo de estimacdo para as distribuicdes K & Bastante complicado se comparado a
estimacao na familia Harris-exponencial.

Outros conjuntos de dados foram investigados. A distrémlgarris-Weibull mostrou um
ajuste superior ao da distribuicdo EW para o conjunto desladoSuprawhardana e Prayoto
(1999) de observagdes do tempo entre falhas de duas bondbaslitas em um reator nuclear.
O conjunto de observacgdes de tempo até a falha de dispesitimo taxa de risco em forma de
banheira em Aarset (1987) foi bem modelado pela distrilouitdrris-Burr Xl de seis para-
metros, no entanto ndo conseguiu superar a distribuicaeXe® apresentada em Cordeiro et
al. (2012).
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Figura 6.6 As distribuicdes HEE, K e Bparecem adequadas aos dados de Foulum.
Foulum dataset
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CAPiTULO 7

Consideracoes finais

Nesse trabalho de dissertacdo apresentamos algumasedenjws inéditas da classe de dis-
tribuicdes generalizadas Harris-G, a qual foi apresenatiaprimeira vez em Aly e Benkhe-
rouf (2011). Obtivemos métodos para decomposicao da fdasto geral Harri-G como com-
binacéo linear de densidades exponencializadas. Esdtadesioi Util na obtencdo de alguns
outros resultados gerais. Alguns resultados de Marshdkia (1997) foram generalizados.

Duas familias integrantes da classe Harris-G foram api@das e estudadas. No momento
em que o texto foi produzido, tais distribuicbes ndo erandaiatilizadas. A distribuicdo
Harris-exponencial generaliza o modelo exponencial desir e Olkin e mostra-se como
uma distribuicdo simples, porém util para a modelagem desladsitivos e assimeétricos.
Comparada a distribuicio MOEE, a Harris-exponencial roaste capaz de modelar densi-
dades decrescentes de maior variabilidade e densidadesdais de menor variabilidade. A
distribuicdo Harris-Burr XII possui como maiores atrag\gua grande flexibilidade e a quan-
tidade de casos particulares decorrentes da distribuig&ro®l. Essa familia pode apresentar
bimodalidade e € uma alternativa a misturas de normais alasdgoositivos, especialmente
guando previsao é o foco da analise.

Enfatizamos, por fim, que as expansodes apresentadas acdongxo sdo de grande valor
para os aspectos computacionais de aplicacdes das digigbudarris-G. Embora pareca mais
simples e conveniente utilizar as rotinas de integracdoénigende linguagens como C, R e
Ox, a chance de obtermos erros ndo deve ser desconsideragks e tais rotinas aparecem
em inumeras situacdes e o tratamento dos mesmos pode elavstoccomputacional, sendo
esse problema mais severo em simulacdes com grande quendieléeracées. Recomenda-se,
entdo, utilizar as expansdes para obter as quantidadeeatadas nessa dissertacdo (momen-
tos, entropias, entre outras). Para implementar os soiosiafinitos deve-se utilizar algum
critério de parada. A configuracdo dos parametros das defesdapresentadas pode causar
variagdo na quantidade de termos utilizados nos somatgiéogue se alcance a convergén-
cia de acordo com o critério de parada escolhido. Os modoksakficientes apresentados no
casof > 1 do Teorema 2 crescem indefinidamente, porém as parcelasden devido aos fa-
tores envolvendo as densidades exponencializadas. essad critério de parada escolhido
deve ser baseado no valor das parcelas do somatorio, e n&@datos dos coeficientes.

Os trabalhos futuros nessa classe envolvem o desenvoldrdemovas distribuicdes e a
aplicacdo das mesmas em problemas gerais de regressae.agulistribuicdes candidatas a
serem desenvolvidas na classe Harris-G, chamamos a afgsigéa Harris-Gumbel e Harris-
Fréchet, devido a grande aplicabilidade de ambas distibsgibase; a Harris-Weibull por ter
sido capaz de modelar alguns conjuntos de dados durantelacgmdesse texto e por gener-
alizar a Harris-exponencial; a Harris-Makeham e Harrisaertz por sua aplicabilidade em
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demografia e Atuéaria, especialmente porque os paramegdspodem ter alguma interpre-
tacdo interessante nesse contexto; e por fim, a Harris-heriarris-Wishart sédo potencial-
mente Uteis no tratamento de imagens SAR.

51



Referéncias Bibliograficas

[1] Aarset, M. V. (1987). How to identify bathtub hazard rateEE Transactions Reliability,
36:106-108.

[2] Abramowitz, M. and Stegun, I.A. (1972Handbook of Mathematical Functions with
Formulas, Graphs, and Mathematical Tahl&over Publications: New York.

[3] Aly, E. and Benkherouf, L. (2011). A new family of distttions based on probability
generating functions. Sankhya B - Applied and Interdiscgly Statistics, 73(1):70-80.

[4] Arnold, B. C., Balakrishnan, N., and Nagaraja, H. N. (2R9A First Course in Order
Statistics. Wiley-Interscience, 1st edition.

[5] Barreto-Souza, W. and Bakouch, H. S. (2011). A new Imfetimodel with decreasing
failure rate. Statistics.

[6] Beck, C. (2009). Generalized information and entropy aswes in Physics.
arXiv:0902.1235v2 [cond-mat.stat-mech].

[7] Casella, G. and Berger, R. L. (2001). Duxbury Press, zhtiom. Statistical Inference.

[8] Chahkandi, M. and Ganjali, M. (2009). On some lifetimstdbutions with decreasing
failure rate. Computational Statistics & Data Analysis(153:4433-4330.

[9] Chen, G. and Balakrishnan, N. (1995). A general purpgg@aimate goodness-of-fit
test. Journal of Quality Technology, 27:154-161.

[10] Choudhury, A. (2005). A simple derivation of momentstbé exponentiated Weibull
distribution. Metrika, 62:17-22.

[11] Cintra, R. J., Régo, L. C., Cordeiro, G. M. and NascimeAtL D. C. (2012). Beta gener-
alized normal distribution with an application for SAR ingggrocessing. Statistics. DOI:
10.1080/02331888.2012.748776.

[12] Cordeiro, G. M. and Nadarajah, S. (2011). Closed forpregsions for moments of a class
of beta generalized distributions. Brazilian Journal aifbility and Statistics, 25:14-33.

[13] Cordeiro, G. M., Ortega, E., and Silva, G. (2012). Theabextended Weibull family.
Journal of Probability and Statistical Science, 10:15-40.

52



[14] Eugene, N., Lee, C., and Famoye, F. (2002). Beta-nodmstaibution and its applications.
Communication in Statistics: Theory and Methods, 31:492-5

[15] Famoye, F., Lee, C., and Olumolade, O. (2005). The Mg&bull distribution. Journal of
Statistical Theory and Applications, 4:121-136.

[16] Frery, A. C., Muller, H. J., Yanasse, C. C. F. e Sant’An8aJ. S. (1997). A model for
extremely heterogeneous clutter. IEEE transactions osgjeace and remote sensing,
35:648—659.

[17] Ghitany, M. E., Al-Awadhi, F. A. and Alkhalfan, L. A. (ZI¥). Marshall-Olkin extended
lomax distribution and its application to censored datanm@unications in Statistics -
Theory and Methods, 36:1855-1866.

[18] Gradshteyn, I. and Ryzhik, I. (2007). Table of integraderies, and products. Academic
Press, San Diego, 7th edition.

[19] Gupta, R. C., Gupta, R. D., and Gupta, P. L. (1998). Mimgefailure time data by
Lehmann alternatives. Communications in Statistics, Thaod Methods, 27:887-904.

[20] Gupta, R. D. and Kundu, D. (1999). Generalized expdaédistributions. Australian &
New Zealand Journal of Statistics, 41:173-188.

[21] Gupta, R. D. and Kundu, D. (2001). Exponentiated exptinkdistribution: an alternative
to gamma and Weibull distributions. Biometrical Journ&!,14.7—-130.

[22] Gupta, R. D. and Kundu, D. (2002). Generalized expaakdistribution: Statistical in-
ferences. Journal of Statistical Theory and Applicatidn$01-118.

[23] Harris, T. E. (1948). Branching processes. The AnndldViathematical Statistics,
19(4):474-494.

[24] Hosking, J. R. M. (1990). L-moments: analysis and eation of distributions using
linear combinations of ordered statistics. Journal of thgdR Statistical Society: Series
B, 52:105-124.

[25] Jaynes, E. T. (1957). Information theory and statdtimechanics. Physical Review,
106:620-630.

[26] Jones, M. C. (2004). Families of distributions arisfram distributions of order statistics.
Test, 13:1-43.

[27] Kotz, S. and Nadarajah, S. (2001). Extreme Value Distions: Theory and Applications.
Wiley, 1st edition.

[28] Kus, C. (2006). A new lifetime distribution. Computaial Statistics & Data Analysis,
51(9):4497-45009.

53



[29] Lawless, J. F. (2003). Statistical Models and Methamtd ifetime Data. John Wiley and
Sons, 2nd edition.

[30] Lehmann, E. L. (1953). The power of rank tests. Annaldviaithematical Statistics,
24:23-43.

[31] Lu, W. and Shi, D. (2012). A new compounding life distriton: the Weibull-Poisson
distribution. Journal of Applied Statistics, 39(1):21-38

[32] Nocedal, J. and Wright, S. J. (2006). Numerical Optatian. Springer, 2nd edition.

[33] Marshall, A. W. and Olkin, I. (1997). A new method for add a parameter to a fam-
ily of distributions with application to the exponentialdadveibull families. Biometrika,
84(3):641-652.

[34] Morais, A. L. and Barreto-Souza, W. (2011). A compourtass of Weibull and power
series distributions. Computational Statistics & Data lsis, 55(3):1410-1425.

[35] Mudholkar, G. and Srivastava, D. (1993). Exponentaféeibull family for analyzing
bathtub failure-real data. IEEE Transaction on Reliahifl2:299-302.

[36] Mudholkar, G. S., Srivastava, D. K., and Freimer, M.482 The exponentiated Weibull
family: a reanalysis of the bus-motor-failure data. Techetrics, 37:436—445.

[37] Nadarajah S. (2005). A generalized normal distributidournal of Applied Statistics,
32:685-694.

[38] Nadarajah, S. and Gupta, A. K. (2004). The beta Frécisétiloution. Far East Journal of
Theoretical Statistics, 14:15-24.

[39] Nadarajah, S. and Gupta, A. K. (2007). The exponerdigeamma distribution with ap-
plication to drought data. Calcutta Statistical AssoomBulletin, 59:29-54.

[40] Nadarajah, S. and Kotz, S. (2004). The beta Gumbelibligton. Mathematical Problems
in engineering, 4:323-332.

[41] Nadarajah, S. and Kotz, S. (2006a). The beta exponehstibution. Reliability Engi-
neering & System Safety, 91(6):689-697.

[42] Nadarajah, S. and Kotz, S. (2006b). The exponentigfeel distributions. Acta Applican-
dae Mathematicae, 92:97-111.

[43] Niven, I. (1969). Formal power series. The American Mamhatical Monthly, 76(8):871—
889.

[44] Paranaiba, P. F., Ortega, E. M. M., Cordeiro, G. M., aagdcin, R. R. (2011). The beta
Burr XII distribution with application to lifetime data. @@putational Statistics and Data
Analysis, 55:1118-1136.

54



[45] Pinho, G., Cordeiro, G. M., and Nobre, J. S. (2013). Tamma—exponentiated Weibull
distribution. Journal of Statistical Theory and Applicati- (aceito).

[46] Prudnikov, A. P., Brychkov, Y. A., and Marichev, O. 1990). Integrals and series, volume
3: more special functions. Gordon and Breach Science Pnis Amsterdam, 1 edition.

[47] Ristic, M. M. and Balakrishnan, N. (2011). The gamma-exponestiakponential dis-
tribution. Journal of Statistical Computation and Simialat

[48] Shannon, C. (1948). A mathematical theory of commuioca Bell System Technical
Journal, 27:379-432.

[49] Sillitto, G. P. (1969). Derivation of approximants tioetinverse distribution function of
a continuous univariate population from the order statsbf a sample. Biometrika,
56(3):641-650.

[50] Smyth, G. K. (2012). Kiama Dblowhole eruptions. Obtido me
http://ww. statsci.org/datal/oz/kiama. ht m , 10 de agosto.

[51] Suprawhardana, M. S. and Prayoto, S. (1999). Total amtest plot analysis for mechan-
ical components of the rsg-gas reactor. Atom Indones, 25.

[52] Zografos, K. and Balakrishnan, N. (2009). On familié®eta- and generalized gamma-
generated distributions and associated inference. titatidethodology, 6:344—-362.

55



