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Resumo

Neste trabalho apresenta-se um modelo de calibracao estatistica linear com repeticao
na variavel resposta e assumindo que os erros tém distribuicao pertencente a uma classe
ou familia de distribuigdes denominada Misturas de Escala Normal Assimétrica (M ENA).
Essa familia de distribuigoes é uma generalizagao de varias distribuigoes que permite a es-
colha de uma distribuicao simétrica ou assimétrica. Na literatura, os modelos de calibracao
supoem, em grande parte, que os erros tém distribuicao normal, no entanto, a distribuicao
normal é inadequada para dados com observagoes destoantes e assimetria. A estimagao dos
parametros do modelo proposto é feita numericamente por meio do algoritmo EM, devido a
sua facilidade de implementacao e eficiéncia. Realizou-se um estudo de simulacao em que o
estimador de maxima verossimilhanca via algoritmo EM mostrou-se consistente. O modelo
de calibragao linear proposto foi aplicado em dois conjuntos de dados reais relacionados a

quimica analitica.

Palavras chaves: calibragao, simetria, assimetria, M EN A, algoritmo EM.



Abstract

This work presents a statistical linear calibration model with replication on the res-
ponse variable by assuming that the error model follows the family of Scale Miztures of
the Skew-Normal (SMSN) distributions. This family of distributions is a generalization of
many distributions that allow the choice of a asymmetric or asymmetric distribution. In
the literature, most of calibration models assume that the errors are normally distributed,
however, the normal distribution is inadequate for data atypical observations and asymme-
try. The estimation of model parameters is done numerically by the EM algorithm, because
it is efficient and easy to implement. A simulation study is carried out and it was verified
that the maximum likelihood estimators via the EM algorithm are consistent. The new

approach is applied to two real data set from chemical analysis.

Keywords: calibration, symmetry, asymmetry, SM SN, EM algorithm.
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CApriTULO 1

Introducao

Modelos de calibragao estatistica sao frequentemente utilizados em diversas areas do
conhecimento. Por exemplo, em quimica analitica, calibragao é o processo que permite
estabelecer a relagao entre um conjunto de varidveis, que geralmente é uma série de medi-
das fisicas com o objetivo de determinar a concentragdo de um composto. Na engenharia,
esses modelos tém sido utilizados para calibrar instrumentos para medicao de grandezas
fisicas, assim como na medicina, para calibrar instrumentos para medicao de sinais vitais,
tais como pressao sanguinea, nivel de temperatura e colesterol. Em economia ou admi-
nistragao, modelos de calibragao podem ser utilizados para tomar decisoes em cendrios de
instabilidade ja vividos por meio de previsoes das possiveis causas. Segundo Figueiredo et
al. (2010), modelos de calibragao sao uteis quando queremos determinar concentragoes de
solugoes, composicoes de material, fazer avaliacdo de instrumentos fisicos utilizados para a
medicao de grandezas fisicas, fazer avaliacoes dos efeitos de doses de medicamentos ou para

reducao de prejuizo ou maximizagao de lucro.

Modelos de calibragao sao, usualmente, constituidos de dois estdgios. No primeiro

estagio a varidvel aleatéria y; (i = 1,...,n) é observada em funcao dos valores prefixados



x; (i =1,...,n), e no segundo estigio a varidvel aleatéria yo; (i = 1,...,m), associada a
um valor desconhecido xg, é observada. Os parametros de uma funcao, previamente esta-
belecida, que relaciona as variaveis é estimada levando-se em consideragao os dois estigios.
O interesse principal de um modelo de calibragao é estimar o valor do parametro xg. Os es-
timadores cldssico e inverso sao os mais utilizados em modelos de calibragao linear simples.

No Capitulo 3 serao levantadas algumas vantagens e desvantagens destes dois estimadores.

Ao longo dos anos, varias propostas sobre calibragao foram surgindo a fim de se obter
boa concordancia entre os dados observados e calculados, inclusive com abordagens com-

putacionais devido ao avanco da tecnologia.

Novas abordagens de calibracao tém um grande potencial e aplicabilidade em todas as
areas do conhecimento. O avango da tecnologia também minimizou erros na leitura e coleta
de dados, pois equipamentos de medi¢cao mais precisos foram surgindo nas dltimas décadas

de forma a aumentar a confiabilidade nos resultados das calibragoes.

Branco (1997) ilustra a utilizagdo de calibragao aplicada a genética, conjecturando a
situacao de um possivel acidente nuclear, onde um certo trabalhador foi exposto a uma
dose de radiacao desconhecida, xg. O numero de células efetivamente afetadas pela ra-
diagao foi determinado por meio de amostras de sangue do trabalhador e expresso por ¥g.
Por questoes éticas, o estimador da dose, xg, de radiagao recebida pelo trabalhador deve
ser obtido em um experimento que envolva medigoes laboratoriais que espelhem as mesmas

caracteristicas do hipotético acidente nuclear com cobaias, por exemplo. Assim, é suficiente

expor as cobaias a doses conhecidas de radiacao x1,...,x, e anotar os efeitos citogenéticos
produzidos ¥, ..., y,. Este procedimento é conhecido na literatura por calibracdo contro-
lada.



Alguns pesquisadores deram importantes contribuigoes ao estudo de calibracao es-
tatistica, como por exemplo, Galea-Rojas (1995) que apresentou um estudo sobre calibragao
comparativa estrutural e funcional, Francisconi (1996) que realizou um estudo para compa-
rar instrumentos de medigao usando calibragao comparativa e Lima (1996) que apresentou
um estudo sobre calibragao absoluta com erros nas varidveis. Blas et al. (2007) estudaram o
modelo de calibragao com erros de medida do tipo Berkson assumindo homoscedasticidade
dos erros. Blas e Sandoval (2010) extenderam o estudo de Blas et al. (2007) assumindo

heteroscedasticidade dos erros de medida.

Recentemente, modelos de calibragdo que assumem distribui¢oes dos erros com caudas
pesadas foram estudadas por Marciano (2012) e Figueiredo et al. (2010). Marciano (2012)
estudou modelos de calibragao linear com erros com distribuicoes simétricas, tais como a
distribuicao normal, t de Student, exponencial poténcia e logistica tipo II. Figueiredo et al.
(2010) estudaram modelos de calibragao linear considerando distribui¢oes assimétricas para
0s erros, tais como normal assimétrica e t-normal assimétrica, sob os enfoques frequentista

e bayesiano.

O estudo de modelos de regressao é util para o desenvolvimento de modelos de cali-
bragao, pois modelos de calibracao, de forma geral, sdo extensées de modelos de regressao.

Segundo Brereton (2003), calibragao, na sua forma mais simples, é uma forma de regressao.

Ferreira et al. (2011) propuseram um modelo de regressao linear que assume que a
distribuicao dos erros pertencam a uma classe ou familia de distribuicoes denominada Mis-
turas de Escala Normal Assimétrica (M EN A) que abrange vérias distribuigoes simétricas
e assimétricas, assim varios modelos de regressao linear estudados podem ser considerados
como casos particulares. Pesquisadores como Branco e Dey (2001) e Zeller et al. (2010)

também deram importantes contribuicoes no desenvolvimento da classe M EN A.



A maioria dos modelos de calibragao presentes na literatura supoem que os erros sao
normalmente distribuidos, no entanto, a distribuicao normal é inadequada para dados com
observagdes destoantes ou atipicas e assimetria. O uso da familia de distribuigbes M EN A,
que é uma generalizacao de varias distribuigbes simétricas e assimétricas, pode ser uma

solucao para estes problemas.

Para solucionar esses problemas, neste trabalho é proposto um novo modelo de cali-
bragao linear que considera que a distribui¢ao dos erros pertence a classe M EN A (Ferreira
et al., 2011). Este novo modelo de calibragao linear acomoda dados provenientes de expe-

rimentos com replicatas, podendo-se variar o nimero destas repeticoes.

Para a estimagao dos parametros do modelo proposto é utilizado o algoritmo EM por

facilitar a maximizacao do logaritmo da func¢ao de verossimilhanca.

Este trabalho é composto por seis capitulos e um apéndice, sendo este o primeiro

capitulo e os demais estao resumidos a seguir.

O Capitulo 2 apresenta a familia de distribuices MENA e M EN (Misturas de Escala
Normal), bem como a descricdo de alguns casos particulares que sao utilizados no modelo

de calibracao linear proposto.

O Capitulo 3 apresenta um breve resumo sobre os estimadores cldssico e inverso utiliza-
dos no modelo de calibragao usual. Além disso, apresentacao do modelo de calibragao linear
proposto, os passos para implementacao do algoritmo EM e as expressoes dos elementos

da matriz de informacao de Fisher observada e da matriz hessiana.



No Capitulo 4 sao apresentados os resultados de simulagao para as distribuicées ¢ de Stu-
dent assimétrica, normal assimétrica, slash assimétrica e exponencial poténcia assimétrica,
pertencentes & familia M EN A, nos quais se verifica a consisténcia dos estimadores do mo-

delo de calibragao linear proposto.

O Capitulo 5 apresenta duas aplicagoes do modelo de calibracao linear proposto utili-
zando dados reais relacionados a quimica analitica obtidos em Neto et al. (2007) e Oliveira

e Aguiar (2009).

Consideracgoes finais e perspectivas de trabalhos futuros sao apresentadas no Capitulo 6.

No Apéndice estd disponivel o codigo em R para geracao de amostras do modelo de
calibracao linear proposto com erros segundo a distribuicao ¢ de Student assimétrica e para

a estimacao dos parametros via algoritmo EM.



CAPITULO 2

Familia de Distribuicoes M ENA

Distribuicoes derivadas de misturas de escala da distribui¢ao normal sao comuns na
literatura e bastante utilizadas em procedimentos estatisticos, como pode ser encontrado
em Dempster et al. (1980) e Lange et al. (1989). A mistura de escala da distribuicao
normal (Andrews e Mallows, 1974) fornece um grupo de distribui¢oes com caudas pesadas

que sao frequentemente utilizadas para a inferéncia robusta de dados simétricos.

Porém, para analisar conjuntos de dados assimétricos essas distribuigoes nao sao ade-
quadas, surgindo, entao, a necessidade de se obter distribuicoes assimétricas. Nesse sentido
pesquisadores introduziram familias de distribuicoes paramétricas flexiveis que acomodem

desvios de normalidade e, assim, amenizem a necessidade de transformacao de dados.

A familia de distribuicbes M ENA estudada por Branco e Dey (2001), Zeller et al.
(2010) e Ferreira et al. (2011) é bastante util para analisar dados com observacoes destoan-
tes ou atipicas levando-se em consideracao sua assimetria, que inclui a distribuicao normal
e normal assimétrica como casos particulares, podendo ser 1util para a modelagem de dados,

analise estatistica e estudos de métodos robustos, além da facilidade de geracao de dados



de distribui¢oes membros dessa familia e da estimagao de seus parametros pelo método de

maxima verossimilhanca via algoritmos EM genuinos.

A familia de distribuigdes M EN A(u, 02, \; H), segundo Ferreira et al. (2011), tem a

seguinte funcao densidade de probabilidade

f) =2 [ ol o (e (ALE) druir), v e (2.1)

onde p € IR é o parametro de locacdo, o2 é o parametro de dispersdao, A € IR é o parametro
de assimetria, U é uma varidvel aleatéria positiva com funcao distribuicdo acumulada
H(u,7) indexada pelo vetor de parametros 7 supostamente conhecido e k(u) é uma fungao

estritamente positiva.

A funcdo geradora de momentos (fgm) de uma varidvel aleatéria Y ~ MEN A(u, 0%, \; H)

¢é dada pela expressao geral

oAk(u)

00 2
M, (t :EEJY::/»ka+E“W“¢ p—
y(t) =TE(e™) ; e

)dHW%teR“ (2.2)

A funcao ¢, fungao densidade de probabilidade (fdp) e a fungao ®, funcao distribuicao

acumulada (fda), da distribuigao normal sao definidas respectivamente por

Slalmo?n(w) = e (L)

y—p
Y — ()‘T) 1 w2
DA = — —— | dw.
( a) . meXp< 2 )"




Alguns casos particulares e triviais da familia de distribuicoes M EN A:

e seu = 0eo? =1, tem-se uma familia de distribuicoes M EN A Padrdo: MENA(\; H),

e se A = 0, tem-se uma familia de distribuicbes Misturas de Escala Normal:

MEN (p,0% H),
e se k(u) = 1 e H degenerada, tem-se a distribuicio Normal Assimétrica: N A(u, 02, \),
e se A =0, k(u) =1 e H degenerada, tem-se a distribuicdo Normal: N(u,c?) e

esep=A=0,0%=r(u) =1e H degenerada, tem-se a distribuicio Normal Padrao:

N(0,1).

Proposigao 2.1. Seja Y ~ MENA(u, 02, \;H) cuja fdp é dada por (2.1), entdo uma

forma alternativa de representar esta fdp é dada por

y) =2 /0 h /0 " oyl () B(tIA (Y — 1), 0%)h(u: 7)dedu (2.3)

Demonstragcao. Observe que

0
/ ¢(t|—A%,1)dt = P(Z<0), Z~N(-2\2"E 1)

oo o
= P(-Z>0)

— W

= IP(T >0), TNNQ
g

- / oA L —H “1)

- /0 B(tIN(y — ), o)t

’]')



Assim,

1) = 2 [ sthotst)e (A1) arw

A97H

9 /0 (ol w(u)hui Tidu [~ 7 o(tlo, s

—00

00 0 _
. /0 / 0l w(w)ott] = AL h(us )

g

= 2/000 /OOO ¢(y|“,o'2/<;(u))(b(t|)\(y _ N),O'Q)h(u; T)dtdu_

A esperanca e a varidncia da varidvel aleatéria Y ~ MEN A(u, 02, \; H) sao dadas,

respectivamente, por

2
EY) = ,u+\/>a)\IEU
i

Var(Y) = oz{IEU[/i(U)]—)\2]EU

Proposigcao 2.2. Seja Y ~ MENA(u,02,\;H). Entio uma representacio estocdstica

para'Y € dada por

YIU=u ~ NA(u, o*k(u), \Wk

U ~ H(uT). (2.6)

Demonstragao. De (2.1), a funcao densidade conjunta de (Y,U) é dada por

.20 = 200, 7*w(0)® (A ) ()



Fornecendo f(y,u) = f(y|u)hy(u), entao

Pl = 26(yln o%(w)® (Ay‘“)

g

= 20(ylp, 0% (u (A\/ L ”)Jogo

o/ k(u)
YIU=u ~ NA(u, o*k(u), \Wk

Uma forma de apresentar a distribuicao normal assimétrica é por meio da representacao

estocéstica obtida por Henze (1986) definida a seguir

A/ k(u)

Z = p+or2U)ST + (1 - 622V §=—N2
ot o HUIOT + (1= 7)27) com § = — o

Z ~ NA(p,o%k(u), \Wk

com T~ NT(0,1)[pctcocy € V ~ N(0,1), onde NT(0,1) e N(0,1) denotam as distri-

buigoes normal truncada padrdo e normal padréo respectivamente, sendo T' = |V|.

Esta representacao é de grande utilidade na implementacao do algoritmo EM, como

sera visto no Capitulo 3.

Observa-se que é possivel gerar uma distribuicao independente normal assimétrica pro-
cedendo em dois passos. Gerando primeiro uma distribuicdo U e depois uma distribuicao

condicional Y|U usando (2.7).

Proposicao 2.3. Seja a varidvel aleatéria X ~ N(u,0?) truncada nos dois lados, isto é

a < X <b, entdo a fdp da distribuicdo truncada de X € dada por

10



T) = , 2.8
pelo) =S (28)
Demonstragdo.
fdp de X
<x<bh) =
falasesb) Pla< X <0)
S O(5H)
- P(E < Xop < ﬂ)

em que % ~ N(0,1).

Quando a = 0 e b = o0, tem-se uma varidvel com distribuicdo mormal truncada a

esquerda, X ~ NT(p, 0%)L(g<y<o0), com fdp

= exp {— gz (z — 1)?}

fX(x) = 1_(1)(_5)
[ ey
- (%)

No caso da distribuicao normal truncada @ esquerda, o primeiro e segundo momentos

sao dados, respectivamente, por

E(X) = M+U$((Z)) e (2.9)
E(X?) = u2+02+u0d)(%) (2.10)

e (5)

g

Utilizando a representacao estocastica (2.7), pode-se reescrever o modelo (2.6) como

11



YIT=t,U=u %

T 8 NT(O,1), (2.11)

2.1 Casos particulares da familia M EN A

A seguir sdo apresentadas algumas distribuigoes mais comuns que compoem a familia
de distribuictes MENA. Em todos os casos considera-se d = (y — p)%/0?, distancia de

Mahalanobis ao quadrado.

e Distribuicdo normal assimétrica, denotada por Y ~ NA(u,02,)\), com fdp dada

por

f(y) = O'\iﬂe_d/2q> <)‘y;M> y Y€ IR? (212)

considerando k(U) =1 e H degenerada.

e Distribuicao t de Student generalizada normal assimétrica, com v > 0 graus

de liberdade, v > 0, denotada por Y ~ GtA(u, o2, \;v,7), tem fdp dada por

v+1

2 T(v+1)/2) d\~" 2y
Fly) =~ = T2 <1+7) <I><)\U>, y TR, (2.13)

considerando k(U) = 1/U e U ~ gama(v/2,7/2) com densidade

v/2
h(u;v,y) = %ul’ﬁ_le_'y“ﬂ. (2.14)

12



Para v = v, tem-se a distribuicao t de Student assimétrica. A distribuicao Cauchy
normal assimétrica é um caso particular desta ditribugao, obtida quando v =v = 1.

Também quando v 1 oo, tem-se a distribuicao normal assimétrica como caso limite.

Distribuicao slash assimétrica, com v > (0 graus de liberdade, denotada por

Y ~ SLA(u, 0%, \;v), tem fdp dada por

1
fly) =20 <Ay_“> / u e (ym, “2> du, y€TR, (2.15)
o 0 u

nesse caso k(U) =1/U e U com densidade

h(u;v) = Vu”flll(oyl)(u). (2.16)

A distribuicao slash assimétrica se reduz a distribuicdo normal assimétrica quando

v 1 oo.

Distribuicao normal contaminada assimétrica, denotada por

Y ~ NCA(p, 02, \;v,7) com 0 < v,y <1, tem fdp dada por

fly) =2 {m (y!m Uj) + (1 =)o (ylu, 02)} ® <Ay - M) yeR, (217

com k(U) =1/U e U com densidade

h’(u; v,y) = VH(uz'y) + (1 - V)]I(uzl)' (2'18)

A distribuicdo normal contaminada assimétrica se reduz a distribuicdo normal as-

simétrica quando vy =v =1 ou quando y =1 e v = 1/2.

Distribuicao exponencial poténcia assimétrica, com parametro 0,5 < v < 1,

denotada por Y ~ EPA(u,0%, \;v), tem fdp dada por

13



2v v -

fy) = "% (Ay“) . yER, (2.19)
2201 (5) a

neste caso, k(u) nao possui forma explicita e U tem densidade positiva estavel SP(u|v)

(Branco e Dey, 2001). A distribuicdo exponencial poténcia assimétrica se reduz a

distribuicao normal assimétrica quando v = 1.

Na Figura 2.1 estdao apresentados os graficos das funcoes de densidade de probabili-
dade das distribuigoes NA(3), GtA(3;2,2), SLA(3;0,5), NCA(3;0,9,1) e EPA(3;0,5),

nas quais foram considerados os parametros u =0 e o2 = 1.

0.8

Densidades

Figura 2.1: Densidades de distribui¢oes M EN A(X;T).
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2.2 Casos particulares da familia M EN

Pode-se obter, por meio da familia de distribuicoes M EN A, versoes simétricas de dis-
tribuigdes que compdem a familia de distribui¢oes Misturas de Escala Normal (M EN).

Note que se em (2.1) A = 0, tem-se

g

f@)==2Am¢MMU%WD¢OW_M>ﬂﬂwﬂ
= 2 [ ol o?n(u) g a7

- Am¢@mm%w»wﬂwﬂ-

A fdp da varidvel aleatéria Y ndo depende de ), ou seja, Y ~ MEN (u,0%; H).

A seguir algumas distribuigoes que compoem a familia de distribuigdes M EN. Considerando-

se, como na secao anterior, d = (y — u)?/o?, distancia de Mahalanobis ao quadrado.

e Distribuicdo normal, denotada por Y ~ N(u,0?), tem fdp dada por

R T
f(y) - O_me y Y € IR7 (220)

considerando k(U) = 1 e H degenerada.

e Distribuicao t de Student generalizada, com v > 0 graus de liberdade, v > 0,

denotada por Y ~ Gt(u,o?;v,7), tem fdp dada por

v (5
fly) = —— L+ 1/2) <1+d>  yeR, (2.21)



considerando k(U) = 1/U e U ~ gama(v/2,v/2) com densidade como em (2.14).

Para v = v, tem-se a distribuicao t de Student.

Distribuicdo slash, com v > 0 graus de liberdade, denotada por Y ~ SL(u,0?;v)

com h(u;v) como em (2.16), k(U) = 1/U, tem fdp dada por

1
fly) = \/1;7/ w22y, g e R. (2.22)
m™J0

Distribuicdo normal contaminada, denotada por Y ~ NC(u,02;v,v) com 0 <

v,v <1e h(u;v,v) como em (2.18), K(U) = 1/U, tem fdp dada por

2

fly) =vo (y!u» :) +(1-v)¢ (ylu,0®) yeR. (2.23)

Distribuicao exponencial poténcia, com parametro 0,5 < v < 1, denotada por

Y ~ EP(u,0%;v), tem fdp dada por

14

_ 2 e, 2.24
£ 1
221}0']?(5)

f(y)

neste caso, k(u) nao possui forma explicita e U tem densidade positiva estdvel SP(u|v)

(Branco e Dey, 2001).
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CAPITULO 3

Modelo de Calibracao Linear

Inicialmente é apresentado o modelo de calibracao linear simples, que é bastante usual,
em seguida é apresentado o modelo proposto neste trabalho, o modelo de calibracao linear
com Misturas de Escala Normal Assimétrica. Estas abordagens sao tteis em situagoes em

que os dados apresentam uma relagao linear.

3.1 Modelo de calibracao linear simples

O modelo de calibracao linear simples é constituido por dois estagios, a saber

Y, = Oz—l—BXi—l—ei, izl,---,n, (3.1)

Yo = a+fBzote, i=n+1-- n+m, (3.2)

assumindo que os erros (¢;) sao independentes e indenticamente distribuidos (iid) segundo

a distribuicao N(0,0?).

17



Os valores das variaveis aleatérias Y; e Yy; sao observados, os valores X; sao prefixados

2

e os parametros «, 8, xg € o~ sao desconhecidos, sendo que o interesse principal é estimar

o valor de xg.

Na literatura é bastante discutido dois tipos de estimadores para o modelo de calibragao
linear simples (3.1) e (3.2) (veja Shukla (1972), Krutchkoff (1967) e Eisenhart (1939)). Os
estimadores cldssico e inverso sao os mais utilizados, pois os calculos sao simples e os esti-

madores dos parametros possuem forma fechada.

A seguir ser@o apresentados estes dois tipos de estimadores para este modelo (Shukla,

1972).

3.1.1 Estimadores classico e inverso

Obtém-se por meio do método de maxima verossimilhanca, levando-se em consideragao

os dois estdgios do modelo de calibragao dado em (3.1) e (3.2) os seguintes estimadores

a = Y- BX, (3-3)
S YL -X)X-T) »
SRR > G TR S e o0
oo = Yoﬁio‘, B £0, (3.5)

Zoc ¢é chamado de estimador cldssico

18



sendo

_ n X

X X:Z;l (3.6)
n

_ v

Y = 722:1 : (3.7)
n
n+m

_ o Yoi

Yo = w' (3.8)
m

Pode-se notar que a e 8 dependem apenas dos dados do primeiro e segundo estagios.

No método inverso, como o préprio nome diz, o estimador do parametro xg é obtido
considerando a regressao de x em Y, apesar de x néo ser varidvel aleatéria. Assim, um

problema de calibracao linear é transformado em um problema de regressao linear.

Podemos reescrever o modelo (3.1) como

Xi=v+¢Y;+e, i=1,...,n, (3.9)

sendo €, = —¢;p, v = —a/fe p=1/0.

O estimador de 7 e ¢, obtidos pelo método de minimos quadrados, e o estimador inverso

de x( sao dados, respectivamente, por

7 = X +9Y, (3.10)
-~ XX -X)(Yi-Y) 311
’ ST (310
Tor = 7+ ¢Yo. (3.12)

Zor ¢ chamado de estimador inverso
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Observa-se que 7 = —&/E e ngﬁ = 1/3 e que a, B, X, Y e Yj sdo obtidos por (3.3), (3.4),

(3.6), (3.7) e (3.8), respectivamente.

Ambos estimadores apresentam vantagens e desvantagens e sao amplamente discutidos
na literatura. Segundo Brereton (2003), embora o estimador cldssico seja o mais utilizado,
nao é sempre o mais apropriado em abordagem quimica, por duas razoes principais. Em
primeiro lugar, o objetivo final é, geralmente, prever a concentragao ou uma variavel inde-
pendente (xg) a partir do espectro ou cromatograma que é a varidvel resposta, em vez de
vice-versa. O segundo diz respeito a distribuicao dos erros, como é mostrado na figura a

seguir

Figura 3.1: Diferenga entre os erros na calibragao cldssica (a) e inversa (b)

Os erros na variavel resposta sao obtidos, muitas vezes, devido ao desempenho de ins-
trumentos que, com o avanc¢o da tecnologia, possuem relativa precisao. Por outro lado, a
varidavel independente é, geralmente, determinada por pesagens ou diluigoes manuais, sendo
a maior fonte de erros. No modelo de calibragao classico considera-se que todos os erros
estao na resposta [Figura 3.1 (a)], ao passo que uma hip6tese mais apropriada é que os

erros estao, principalmente, na medigdo da concentracao [Figura 3.1 (b)].
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Shukla (1972) constatou que o numero de observagoes no experimento de calibragao
influencia no erro quadratico médio. Para um nimero de observagoes pequeno, o estimador
inverso produz um erro quadratico médio menor que o do estimador cldssico. Porém, se
o numero de observagoes for grande na segunda etapa, nao ha garantias que o estimador
inverso seja melhor que o cldassico. Assim, é aconselhdvel um estimador consistente para

grandes amostras, sendo o estimador classico adequado em tal situagao.

O modelo proposto neste trabalho segue a abordagem do estimador cldssico, como é

verificado a seguir.

3.2 Modelo de calibracao linear M EN A

Os modelos de calibragdo presentes na literatura, em grande parte, supoem que os
erros sao normalmente distribuidos, no entanto, a distribuicao normal é inadequada para
dados com observagoes destoantes ou atipicas e assimetria. O uso da familia de distribuigoes
MEN A, que é uma generalizacio de varias distribuicoes simétricas e assimétricas, inclusive
das distribuicoes normal e normal assimétrica, pode ser uma solugao para estes problemas.
A seguir é apresentado um novo modelo de calibracao linear no qual é utilizada a classe ou
familia de distribuictes denominada M EN A ou Misturas de Escala Normal Assimétrica

(Ferreira et al., 2011) para a distribuicao dos erros.
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O modelo de calibracao linear proposto é constituido por dois estagios, a saber

Yij = 04+ﬁxi—i—eij, 1=1,2,....ne5=1,2,...,1; (3.13)

Yoi = o+ Bxg + €, t=n+1,n+2,...,n+m, (314)

assumindo que os erros sao iid segundo uma distribuicao pertencente a familia de distri-

buicoes M EN A(c?,\; H), isto é, €, € id MENA(c? )\ H).

Assim como no modelo de calibracao linear simples, os valores das varidveis aleatérias
Yij € Yoi sao observados, os valores x; sao prefixados e os parametros «, 3, o2, X e xg sdo

desconhecidos, sendo que o interesse principal é estimar o valor de xzg.

iid

Para €, ¢, ~ MENA(c? \; H), tem-se que [E(e;;) = \/%)\IEU [m} #0e
\/>)\ [ 1+/\2(U0}7é0 para A # 0.

Seja (R x 1) a dimensao dos vetores y e &, o modelo proposto considera situagdes em
que ha repeticao na variavel resposta, sendo r; o niimero de repeticoes. Se os dados nao
possuem repeticao na variavel resposta, entdao r; = 1 e R = n. Para o caso em que o
numero de repetigoes é constante (r; = r), tem-se que R = nr. Porém, ndo é necessario

, .o~ . n
que o nimero de repeticoes seja constante, neste caso tem-se R = Zi:l r;, sendo esta uma

defini¢ao geral para R.

A fungado de log-verossimilhanga de dados observados do vetor de parametros 6 =

(o, B,0%, X, 19) do modelo de calibracdo proposto, de acordo com (2.3), é dada por
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€0) = D3 t0g [ [ 2000+ A ottty [\ —a = ). 0?) x
i=1 j—=1
h(uzj; T)dtijduij +
n+m

> 10%/ / 2¢(yoil o + Bo, o7k (u0i))$(toil AM(yoi — o — Bag), 0°) X
i=n+1 0o Jo
h(ugi; T)dto; dug;. (3.15)

Observa-se que nao é uma tarefa ficil obter as estimativas de maxima verossimilhanga
do vetor de parametros # maximizando diretamente a funcéo de log-verossimilhanca. Neste

caso é preferivel uma solucao numérica via algoritmo EM.

3.2.1 Algoritmo EM

O algoritmo EM tem sua origem no trabalho realizado por Hartley (1958), porém apés
o trabalho de Dempster et al. (1977), que detalhou sua estrutura bésica e ilustrou seu uso
em ampla variedade de aplicagoes, o algoritmo EM entrou efetivamente em proeminéncia

estatistica.

Trata-se de uma ferramenta computacional utilizada para o calculo do estimador de
maxima verossimilhanca (EMV) de forma iterativa, sendo principalmente utilizado em pro-
blemas envolvendo dados incompletos. Para isso é necessario obter o conjunto dos dados
completos, que é o conjunto dos dados observados aumentado com o conjunto dos dados

faltantes e assim obter a funcao de log-verossimilhanca associada aos dados completos.
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A utilizacao mais comum do algoritmo EM e computacionalmente simples é quando a
maximizagao da fungdo de verossimilhanca é analiticamente problemaética, mas a fungao de
probabilidade pode ser simplificada, admitindo a existéncia de valores adicionais, ou seja,
a utilizacao de modelos hierarquicos que é uma forma de modelar processos complicados
como uma sequéncia de modelos relativamente simples. Segundo Casella e Berger (2011),
o EM ¢é um algoritmo que certamente converge para o EMV e tem como base a ideia de
substituir uma dificil maximizacao da funcao de verossimilhanca por uma sequéncia de

maximizagoes mais faceis, cujo limite é a resposta para o problema original.

Cada iteracao do algoritmo EM envolve dois passos, um passo E (Esperanca) e um

passo M (Maximizagao), definidos como

e Passo E: Calcule Q(0|§) =E EC(0|yc)]y,y0,§(p) , onde a esperanga é tomada com
respeito a distribuigoes condicionais.

1

e Passo M: Encontre §(p+ ), que maximiza Q(0|§)

Estes passos devem ser repetidos até se atingir uma convergéncia. Pode ser adotado

como critério de parada, por exemplo, \0(p+1) — 0(77)\ < €* onde €* é um valor determinado

€ maior que zero.
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3.2.2 Algoritmo EM para o modelo proposto

De acordo com (2.11), o modelo (3.13) e (3.14) pode ser reescrito hierarquicamente

como

iid
Yij|Tij = tij, Uiy = wij ~ N (a + Bx; + tij

ok(uij) o2k (uig)
\/m’ 14+ A2k (uij)

iid
Uij lflv H(ui]’;’l’),

Ty % NTO.1),i=1,....nej=1,..r (3.16)

iid
YoilToi = toi, Uni = uo; ~ N (a + Bxo + toi

oAk (uo;) UQK(UOi)
VLT Vr(ug) L+ V(ug)

U X H (ugi;T),
Ty * NT(0,1), i=n+1,...,n+m, (3.17)

onde o NT'(0,1) denota a distribui¢ao normal truncada padrao e assumindo-se T conhecido.

Sejam y, u e t vetores de dimensao (R x 1), em que R =Y | r; e Yo, Up ¢ o vetores
de dimensao (m x 1). Tratando u, t, up e top como faltantes, segue que a fungao de log-

verossimilhanca completa associada a y. = (yT,yoT,'u,T,'uoT,tT,toT)T é dada por

(Olye) o —RlogaQ—mlogU2

202 ZZ yl] - — ﬁxz 202 ZZ tzg yzj o — ﬁxz))Q

i=1j=1 i=1 j=1
1 n+m (in Ca— ﬂﬂfo)Q 1 n+m
207 — 55 > (toi = Myoi — @ — Bo))*. (3.18
202, K (uo; ) 202 (foi = A(yoi — @ — fwo))”. (3.18)
i=n+1 i=n+1
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Passo E

Dado que, no primeiro estégio tem-se Tyjlys; ~ NT(A(yi; — o — Bai), 0%) (g 00) (ti5) €
sendo t/; = IE(T;5|0 = 0,y;;) e tgj = IE(TZQJ|0 = 0,y;;), obtém-se, usando os momentos da

distribuigao normal truncada como em (2.9) e (2.10),

_ -~ i

tyj = )\771‘]‘ +oWs < g_\w> e (319)
o) T2~2 | A2 | YA~ Xﬁz}

tz‘j = A" +0°+ Aoni;We > , (3.20)

sendo 7;; = y;j — & — sz e Wo(a) = ¢(a)/®(a).

Do mesmo modo, para o segundo estagio, tem-se To;|yo; ~ NT(A(yo; — o — Bxo), 02)
I[(o,oo)(tm') e sendo t/(; = E(Ty|0 = 5, Yoi) € t%i = ]E(TOQi|0 = 5, Y0i), obtém-se, usando

também os momentos da distribui¢ao normal truncada como em (2.9) e (2.10),

~ o [N

toi = Aoi +oWe ( ZO’) e (3.21)
o) 92 | 2 A Ao

2. = Nioio + 32+ \oneiWe ( 2\02> : (3.22)

sendo 7o; = yo; — & — Bzo e Wa(a) = ¢(a)/®(a).

Denota-se por ) = (a(p), 128 02(p), )\(p),w(()p)) a estimativa de @ na p-ésima iteracdo

do algoritmo EM.
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Fazendo as devidas substituigoes em (3.18), sendo

= hluyg) =Bk (U;)]0 = 0,y;;) e (3.23)
Foi = Aluor) = E(x™ (U:)l8 = 8, yos), (3.24)

segue que a esperanca com respeito a u, t, ug e tp, condicionada em y e em gp, da funcao

de log-verossimilhanca completa tem a forma

Q(0|§) = IE [gc(o‘?!cﬂ?/,ymg(p)} = —Rlog 02(p) —mlog 02(p)

— 2
Sy — o — B (G 1 A

i=1 j=1
Z”:Z A(p izyw _ B0
202 i=1 j=1 i=1 j=1
1 n+m

5 2(p) Z (yoi — a® — BP) 3 P)2 (55, P) 1 )\(p)Q)
20 Pl

R - () Ap) ) o) oy (®)
952() Z £ +W Z (Yoi — o' — B o)ty (3.25)
1=n+1 i=n+1

Passo M

Maximizando a funcao Q(0|§) em relacio a @), obtemos as expressoes a seguir. Consi-
dere n®) =y — a®1g — Pz, @ =y — (a<p> 1 5<p>x(gp>) 1m, D(A) = Diag(a1, as, ... ),

1, é um vetor de uns de dimensao (n x 1) e Ig é a matriz identidade de ordem R.
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-1
a?+h) = [n(l’ 1g +70® 1m + (R +m)A® >2]

(u7 - 5727 RO 4 A0 (A(myT nol A(p>5<p>mT> 1n + 30 7@

n (/\( )2 ! — )\(p)i(\)(p)T _ ﬁ(p)x(()p)n/\o(p)T) _ mﬁ(p P) )\ (p) ] (3.26)

~ 2 -
Bty — [a:T <D(E(p)) 4 )\(P)QIR> z+ 2P (Tsﬁ(p)Tlm 4 )\(p)Qm)}
{,;T [ DRERP)y — a@WE® 4 \@)? (y —_aP R) _ )\(p)?(p)] + 2P x

{ygg;@) i ( APy T — oW T A(mt;(pﬁ) 1, —m A(p)%(p)} } (3.27)

50+ _ (R 4+ m)|"! [(n(p)r DRERP) £ AP0 o A(p)f(pﬁ) n®) +t3(p>T1R
A ~ T
i (no(p)TD(g(()P)) + )\(1))2,70(13)T _ 2/\(p)t0(p)—r> o™ + tg(P) 1m} (3.28)
D = ) T no(p)Tno(p)} ! [g(pﬁ,,@ i fO@)Tm(p)] (3.29)
_ -1
ZE(()erl) = |g® (ga(p)Tlm + m)\(p)zﬂ
w0 " — (a4 ADHOT) 1 12D (301 — mal? )| (3:30)

Observa-se que os estimadores de « e 8 dependem dos dados do primeiro e do segundo

estagios.

28



Distribuicoes condicionais para o algoritmo EM

A seguir serdo apresentadas as esperangas condicionais IE(Uly) para as distribuigdes

apresentadas no Capitulo 2 que serao utilizadas no algoritmo EM.

Proposicao 3.1. Se Y ~ MENA(u,0?, \; H), entdo a distribuicdo condicional U|Y =y

ndo depende de A.

Demonstragao.
f(u,y10)
Pl = Try10)
20(y|p, o*k(w) BNy — p) /o) h(u; T)
2 [o° oyl o2k (w) (MY — p)/a)h(u; T)du
d(ylp, 0%k (u))h(u;T)
Io° oyl o2k (u))h(u; T)du

Segue, da Proposicao 3.1, que a distribuigao U|Y do primeiro estdgio se reduz a distri-
buicao M EN. Essa peculiaridade simplifica bastante a implementacao do algoritmo EM.

Analogamente, para o segundo estégio, Up|Yy também possui distribuigao M EN.

No passo E do algoritmo EM é necessdrio o célculo de ;; = IE(k~1(U;;)|0 = 0, Yij) €
ko: = IE(k~ Y (Uw)|0 = 5, yoi)- Uma forma geral, segundo Salgado (2006), para o cédlculo

destas esperancas condicionais é dada por

_ B [ k732 (w)exp{ —k " (u)d/2}dH (u)
E(x '(u)Y) = fzooH_I/Q(u)exp{_ﬁ_l(u)d/Q}dH(u) e (3.31)

IE(K,_I(U())’YQ) _ fOOO H73/2(u0)exp{_’%al(uo)d0/2}dH(u0) . (332)

Jo7 12 (uo)exp{—rq ' (uo)do/2}dH (ug)
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Para as distribuicoes discutidas a seguir, dado 8 = («, 8,02, \, 20), d = (y —a— Bx)? /o>
e dy = (yo—a—Bxg)?/0?, as expressdes das esperancas condicionais (3.31) e (3.32) possuem

forma fechada, como segue

e Distribuicdo normal assimétrica. Se Y ~ NA(u,0%,)\), entdo

R=1 (3.33)
7o =1 (3.34)

e Distribuicao t de Studente generalizada normal assimétrica. Se Y ~

GtA(u, 0%, \;v,7), entdo

(7/2) /2—1 —~u/2 ut? d/2
’0 — u? Yu U,

d
UY =y ~ < 7+ ).

. v+1

= 3.35
" v+d (3:35)
. v+1

= 3.36
o 'Y+d0 ( )

e Distribuicdo slash assimétrica. Se Y ~ SLA(u,0?, \;v), obtem-se

~ ul/2 N
fuly,0) = vu” 11[(0,1)(“) e /2

2o

UY =y ~ Gama(v+1/2,d/2) 1(u).
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@+ 1) Pi(v+3/2,d/2)
T4 Pi(v+1/2,d)2) (3:37)
vt 1)Py(v+3/2,do/2)
"0 Ty Pi(v+1/2,do/2) (3.38)

onde IPq(a,b) é a fda de uma varidvel aleatéria Gama(a,b) avaliada em 1.

e Distribuicdao normal contaminada assimétrica. Se Y ~ NCA(u, 02, \;v,7),

tem-se que

f(u‘y70) = Vpl[(u:’y) + (1 - V)pH(uzl)a com
. o4

vy Pexp(~5) + (L= vjexp(—§)

B 3/2 _
- 1w+ vy Pexp((1 - 4)d/2] (3.39)
1 — v+ vy 2exp[(1 — 7)d/2]
| 3/2 _
—_Lovin exp[(1 —7)do/2] (3.40)
1 — v+ vy 2exp[(1 — 7v)do/2]

e Distribuicdo exponencial poténcia assimétrica. Se Y ~ EPA(u,0?, \;v), tem-

se

f(uly,0) o exp|=(—du+d")+c(u,v)|.

R =vd" ! (3.41)
Fo = vdy ! (3.42)
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Implementagao do algoritmo EM

A seguir tem-se um resumo dos passos do processo iterativo do algoritmo EM

1. Atribua valores iniciais (@, g0, 02(0), AO) e m(()o), para o vetor de parametros 6.
Sugere-se os valores obtidos por meio do estimador cldssico,

® 5@ —~@

(p)
; t% 3 tO’L'

2. Calcule as esperangas condicionais fl; , 83, usando (3.19) a (3.22), e
calcule 73;®) e 75;® usando (3.33) a (3.42),
3. Obtenha novos valores para os estimadores &, B, ;5, e Zo usando (3.26) a (3.30),

4. Repita os passos 2 e 3 até a convergéncia.

Os valores obtidos apds a convergéncia para os estimadores @, 3, 02, X\ e Ty sao as

estimativas de méaxima verossimilhanca do modelo de calibracgao linear proposto.

3.2.3 DMatriz de informacao de Fisher observada

Para se obter a variancia assintética do EMV do vetor de parametros 6 serd utilizada
a matriz de informagao de Fisher observada (Ir(6)) por satisfazer, sob condigoes de regu-
laridade, a desigualdade var(g) > I.1(8), ou seja, o EMV de 6 atinge assintoticamente o

Limite Inferior de Cramer-Rao, como ¢é discutido amplamente na literatura.

Considerando Y11,...,Y1ry,..., Yn1,...,Yg onde Yi; ~ MENA(uij, 0%, X\ H), pi; =

a+ Bz e Yor, ..., Yom onde Yo; ~ MEN A(ugi, 0, X\ H), po; = o+ Bxg, entdo a funcio de
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n+m r;
log-verossimilhanga £(0) = Y~ > £;;(0), com 0 = (o, 8,02, A, x), é da forma
i=1 j=1

ij(0) = 2log 2 + £1,,(0) + log[P(L2,,(8))] + £3,(8) + log[P(£4,(0))], (3.43)

onde £1,,(8) e £3,(0) sdo fungdes de log-verossimilhanca da distribuicio M EN (a+fx;, 02; H)
e MEN (a+fwxg, 0% H), respectivamente, l2,,(6) = A <M) ely;(0) =X (M)

o

A primeira derivada de £;;(@) em relagdo a um dos componentes de 8 é dada por

ol;;(0)  01,,(0) 0l,,(0)  003,(0) 0l4,(0)
B = S Wl (0) 5 + B Walts,0)
onde Wy (a) = ¢(a)/®(a). A segunda derivada de ¢;;(8) é dada por
9%;;0)  9%01,,(0) 920y, (0) 1) Ola,,(8) 0t2,,(8)
doow = ovow T Vel @) =5 5=+ Wa (b (0)—5 = 50
0%43,(6) PUs(0) )y (g 0a(6) 04, (6)
90w + Wo(l4,(0))— - 90w + Wy (£4i<0)>87w IV

onde Wé,l)(a) = —Ws(a)(a+ Wy(a)) é a derivada de Wg(a) e w, ¥ = a, 8,02, \, zo.
As expressoes dos elementos da matriz de informacao de Fisher sao dadas por

, "L 920, (
T = _ZZ awaw ’

11]1

n 8 y g
2 — ﬂ/ ”7(1) ij ij
Tpw = — ZZ [ o gQu 8¢8 + We (62@‘ (0)) Ow By,

=1 j=1

- ’%Sl 023,(6)

3
Ly

2
= = 3 [ Gl oo G0 0]
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Portanto, a matriz de informacao de Fisher observada para 6 pode ser escrita como

Ir(0) = 1,(0) + 12(0) + 13(0) + 14(0),

IftO& Iga I¢’7€2a Ifa Iy
k k
Isg 152

com I(0) = I’“%_2 Ik, IF )

o Ao

k k

k k
ry, 1

para k =1,2,3,4.

A seguir as expressoes dos elementos da matriz de informacao de Fisher observada para
as distribuicoes Normal Assimétrica, t de Student Assimétrica, Exponencial Poténcia As-
simétrica e Slash Assimétrica sdo apresentadas. Foram utilizadas as notagéesn =y—alg—
Bz, o = yo — (@ + Bz0) Im, V = (1+ 4)7, Vo = (1 + ©)~!, D(A) = Diag(ar,az,...) ¢ 1n

¢ um vetor de uns de dimensao (n x 1).

As matrizes I2(0) e 14(0) sao comuns as distribui¢oes consideradas, nas quais Igoa =0,

com @ = (a, 8,02, \, 20), como segue
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As matrizes I1(0) e I3(0) podem ser calculadas para cada distribuicao M EN conside-
rada no Capitulo 2, nas quais Iul)o =0, w=Xexge I§0 =0, com 8 = (a, 3,02, )\, x0),

Ccomo segue

e Normal, Y ~ N(u,o?)

noo- &
Lig = se'lm,

101402 = ﬁflTlR,

Iy = 'z,

Iéaz = 071437?’7’

1;202 - _% + %TIT’?,
Bo- n

Ly = &%

1202 = ﬁﬂoTlmy

Iguvo = %’

I, =

Iggz = %nOTlmy

B, = %@flm—m0] lm,
13202 = _% + ;lef’loTTIm
132900 = %nOTlm7

Iﬂi’oLEo = n;ﬁf’
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e t de Student generalizada, Y ~ Gt(u,0?;v)

.
Lo = —%3[%DV)Dmn-V| 1ir
Iy = -~ [(LDAV)Dmn -V,
L. = %" [5DXV)Dmn -V,
Iy = ~Ha’ [ LDAV)D*m) - D(V)| =,
L. = —“a D) [#DQ(V)D(n)n—V},
1;20'2 = _% V+1 TD(V) —QVerlsﬂTD?’(’I)D(V)V,
L, = -4 [WQD%Vo)D(no)no %] m.
125 = 7(V:Y&—O-1%xo [7321)2(‘/0 ,,’0 Vb} ]_‘m7
B, = ~Hm' [ LD*(Vo)Dinomo ~ Vo,
I
B, = -4 [7021)2(%)1)(?70)170—%} 1m,
v €T T
B, = Y8 [ LD*Ve)D(om ~ V| 1m,
B, = - [th,zDQ(VO)D("IO)"IO—W)},
B, = 2% [ZDXmVo-+m w0l .
P = —f%+ 2 DVo)no — ko D¥(m0)D(Vo)Vh,
1, = —UlnT | LDA(Vo)D(mo)m — Vol .
T
Igo{ro = (V::ol-g |:’YO'2 D2 (‘IO)D(”’O)”’O - %i| 1m7
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e Exponencial poténcia, Y ~ EP(u,o%;v)

Lya
Il
Il

ao?

I5s

1

1
IO'20'2

Y220 (i

1p
B )
2v— 1) 1

2v— 2)

V2
st (1
v(2v=1) T p (n2y—2) T

o2v

%mT (,’721/—1) 7

— ot ) ()

4’/(20,/2;1) (7702V_2) i 1,

v(2v—1)xzg ("7021/72) T 1m7

o2V

02(u2+1) ("7021/_1) i

(25%1)/3 (,70

V(2V*1)$g ("7021/72) T 1m7

o2V

1m7

2u—2)T L,

V2xg

S2(+1) ("70
_ 11T
U% [Bro(2v — D)~ 2 —mo? '] 1,
— o+ sexay (m0”) T (")

V23 w—1\T
20+D) ("70 v ) 1,

1/(2V—1)52 (7702V—2) T lm,

o2v

2u—1)T

1m7
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e Slash, Y ~ SL(u,0%; 1)

I, = -3{doUgolg—Igolg),—Inolglo(lgnoln)} 1k,
1Ly, = —L{dolgolg—Igolg),—IgolIglolnoln)} .

' o = —34{[do g olgs —Ig3s®Igs),—2Ig1 ©Igs] @ (Igr©Igr)}  m,
Ity = —52'D{[do (Ig1©Igs —Ig3©1Igs),—Ig1 © Igs] © (Ig1 © Ig1)} ,
Lip = —5a2'D{[dO (Ig1©Igs —Ig3© Ig3),—2Ig1 © Igs] © (Ig1 © Ig1)}m,
L, = —52{R+d"[(1/2d® (Ig1 © Igs — Ig3 © Ig3) —2Igy © Ig3) @

Igr 0 1Ig1)]},

B, = —%{ldoo {Igor ®Igos —Igos®Igos) — Igo1r © Igos] @ (Igor © Igo1)} " Lm,
By, = —%{do® (Igor ®Igos — Igos © Igos) — Igor © Igos] © (Igor © Igo1)} " 1m,
B, = —55{ldo® (Igor © Igos — Igos © Igos) — 2Igo1 ® Igos] @

(Igo1 © Igo1)} " mo,
B, = -2 {ldo® Igo1®Igos —Igos ®Igos) — Igo1r © Igos] @ (Igor © Igo1)} " Llm,

CE2

By = —2{do® (Igox © Igos — Igos © Igos) — Igor © Igos] @ (Igor © Igor)} " 1mm,
e = —52{ldo® (Igor © Igos — Igos © Igos) — 2Igor © Igos] ©

(Igo1 © Igor)} " mo.
I3, = —22{[zoBdo ® (Igon © Igos — Igo3 © Igo3) — Igo1 © Igo3] +

0 © Igor © Igo3] @ (Igo1 © Igo1)} ' 1m,
I3, = —5{m+do" [(1/2do ® (Igor © Igos — Igos © Igo3)—
2Igo1 © Igos) @ (Igor ® Igm)},

I, = —52: {ldo ® (Igor © Igos — Igos ® Igos) — 2Igo1 © Igos] @ (Igor © Igo1)} ' mo,
2
., = —% {ldo ® (Igo1 ® Igos — Igos © Igo3) — Igor © Igos] @ (Igo1 © Igo1)} " Lm,
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onde

1 T+ k/2)
g = [ e R = G K2 ),

Uijr ~ Gama(v+k/2,d;;/2),

1 _ I'(v+k/2)
Tgon = vik/2=1 —uodoi/2 g, — ~\X T4 p k/2, do;/2
9ok /0 Ug e uQ (dOi/Q)V_"k/z 1(V+ / ) 0/ )7

Uoirx ~ Gama(v+k/2,dy;/2) e

IPi(a,b) é a fda de uma varidvel aleatéria Gama(a,b) avaliada em 1 e ® e @ sdo o produto

e a divisao de Hadamard, respectivamente.

3.2.4 Matriz hessiana

A matriz hessiana das distribuigcoes Normal Assimétrica, t de Student Assimétrica,
Exponencial Poténcia Assimétrica e Slash Assimétrica é a matriz oposta da matriz de in-
formagao de Fisher observada, cujas expressoes de seus elementos foram apresentadas na
secao anterior. Mas, de forma geral, os elementos da matriz hessiana podem ser obtidos

por meio das expressoes a seguir, derivadas de (3.25).
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9%Q(816) 1

e = _(n+/\21R)TlR+ (I§0+/\21m)—rlm:| :

w = —% :(n—i— )\QIR)T:I:+:U0 (Ko + )\21m)T1m} ;

;gﬂ? — _;:@xmn+fn—ﬁ)33+(mem+k%w—MDThJ,
82;3;;}'\5) = % [(2)07 —/{>T1R+ (2>\770 —%)Tlm] ;

PO L (o ) 1.

25%(30?) = —% (D(n):z: +2%) "+ a2 (ko + A1) lm] ;

a;géi@ - —% :(D(K,)’l] + A\ — /\?)Tx + x0 (D('ﬁo)ﬂo + Nmo — )\ﬂ)>T lm] ;
2;?;}'\5) - Ji [(2An—t> Z + a9 (2)\770_7;(\))T1m} :

(m = % [(D(no)no — z0Bko + A (10 — 20Blm) — )\t?)>T lm} )

200(0(6) R+m 1 [ ¢ 0, T, 13 T
3ﬁ&ﬂ—<ﬂ‘a{”D“M+A""+th_Mnt

~T N
—H'IOTD(K:())ﬂ() + )\2170T’I70 + t(2] 1, — 2)\170Tt0:| ,

6(29(32((09@ _ %[AnTn_nTZJFAnoTno—noT%}a
;Ci(g;@ = 12 [n n+mo no}
i~ %[now "]

41



CAPITULO 4

Estudo de Simulacao

As simulagoes foram realizadas a fim de estudar o comportamento do estimador de
méaxima verossimilhanca de zg. Os valores considerados na simulacao foram xy = 0,8,
a=0,18=20 02=0,1¢e1,0, A =0,5¢ 2,0, j4 o parametro v considerado conhe-
cido, variou de acordo com a distribuicao utilizada, com excecao da distribuicao normal
assimétrica que nao depende deste parametro. Para o caso da distribuicao ¢ de Student
assimétrica, v = 3,0 e 6,0, para a slash assimétrica, v = 0,5 e 1,0 e para a exponencial
poténcia assimétrica, v = 0,6 e 0,8. Os valores x1,...,x, sdo equidistantes, sendo z1 = 0

e x, = 2.

Utilizou-se o software R, versao 2.14.1, para gerar 1000 amostras Monte Carlo de cada
distribuicao por meio do pacote 'mixsmsn’, cujos tamanhos amostrais considerados no pri-
meiro (n) e segundo (m) estégios foram 5 e 20 com r = 10 repetigdes para cada amostra.
As estimativas de méxima verossimilhanca dos parametros foram obtidas utlizando o algo-
ritmo EM, no qual o critério de convergéncia adotado foi, tal que, para cada parametro do

vetor 8, |§P+1) — 9P| < 1077,
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As medidas empiricas analisadas no estudo de simulacao foram a média, o viés, o erro

quadratico médio e a variancia, obtidos, respectivamente, por

1000
R
0 pr—
£~ 1000’
=1
1000 _
(xo — Z0;)

viés = 2 og
=1
1000 o~
($0—$0i)2
EQM = z; 1000 <

1=

e~ o~ 7
var(zg) = Z 1000

onde var(Zo;) é um elemento da matriz inversa da matriz de informagao de Fisher observada.
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Tabela 4.1: Distribuicao t de Student Assimétrica, 0 = 0,1 e 29 = 0,8

vies  EQM  var(dp)

S
=
3
R
>
8
en]

0,5 | 0,8064 0,0064 0,0097 0,0079
0,8014 0,0014 0,0070 0,0064
2,0 | 0,8116 0,0116 0,0063 0,0046
0,8014 0,0014 0,0039 0,0034

0,5 | 0,7981 -0,0019 0,0025 0,0025
0,7971 -0,0029 0,0021 0,0021
2,0 | 0,8018 0,0018 0,0015 0,0014

S W oY WYy W O W

0,7994 -0,0006 0,0012 0,0011

20 10 5 0,5 | 0,8028 0,0028 0,0082 0,0074
0,8009 0,0009 0,0060 0,0057
2,0 10,8094 0,0094 0,0102 0,0042

0,8057 0,0057 0,0034 0,0033

20 10 20 0,5 (0,8029 0,0029 0,0019 0,0019
0,7984 -0,0016 0,0016 0,0016

2,0 | 0,8008 0,0008 0,0014 0,0010

S W Y WYy W o W

0,8022 0,0022 0,0009 0,0009
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Tabela 4.2: Distribuicao t de Student Assimétrica, 0> = 1,0 e 29 = 0,8

vies  EQM  var(dp)

S
=
3
R
>
8
en]

0,5 | 0,8048 0,0048 0,0966 0,0777
0,7023 -0,0977 0,0691 0,0631
2,0 0,8251 0,0251 0,0470 0,0397
0,7943 -0,0057 0,0322 0,0301

0,5|0,7886 -0,0114 0,0231 0,0250
0,7631 -0,0369 0,0218 0,0209
2,0 | 0,7957 -0,0043 0,0129 0,0131

S W oY WYy W O W

0,7956 -0,0044 0,0103 0,0100

20 10 5 0,5 | 0,8191 0,0191 0,0840 0,0705
0,8021 0,0021 0,0593 0,0586
2,0 | 0,8188 0,0188 0,0409 0,0367

0,8189 0,0189 0,0305 0,0284

20 10 20 0,5 | 0,8078 0,0078 0,0194 0,0189
0,7873 -0,0127 0,0154 0,0158

2,0 [ 0,8046 0,0046 0,0097 0,0096

S W Y WYy W o W

0,8063 0,0063 0,0084 0,0078
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Tabela 4.3: Distribuicao Normal Assimétrica, 02 = 0,1 ¢ 29 = 0, 8

nor mj| A Ty viés  EQM  var(zp)
5 10 5 ]0,5]0,8026 0,0026 0,0050 0,0049
2,0 | 0,8006 0,0006 0,0027 0,0027
5 10 2010,510,7998 -0,0002 0,0016 0,0016
2,0 10,7992 -0,0008 0,0007 0,0008
20 10 5 10,510,798 -0,0014 0,0046 0,0044
2,0 | 0,8015 0,0015 0,0024 0,0024
20 10 2010,510,7998 -0,0002 0,0012 0,0011
2.0 | 0,8003 0,0003 0,0006 0,0006

Tabela 4.4: Distribuicao Normal Assimétrica, 02 = 1,0 e x;

nor o mj| A Ty viés  EQM  var(zp)
5 10 5 ]0,5]0,7831 -0,0169 0,0612 0,0470
2,0 10,7984 -0,0016 0,0255 0,0224
5 10 2010,5|0,7716 -0,0284 0,0212 0,0117
2,0 |1 0,8006 0,0006 0,0080 0,0072
20 10 5 10,5]0,7994 -0,0006 0,0435 0,0437
2,0 10,8096 0,0096 0,0023 0,0022
20 10 201 0,50,8007 0,0007 0,0124 0,0120
2,0 10,7999 -0,0001 0,0065 0,0060
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Tabela 4.5: Distribuicao Slash Assimétrica, 02 = 0,1 e 29 = 0, 8

nor mj| v A Ty viégs  EQM  var(zp)

5 10 505 0,5{0,8099 0,0099 0,0795 0,0244
1,0 0,7997 -0,0003 0,0250 0,0128
0,5 2,0|08173 0,0173 0,0467 0,0135
1,0 0,8096 0,0096 0,0090 0,0067

5 10 20|05 0,50,7914 -0,0086 0,0092 0,0072
1,0 0,7979 -0,0021 0,0043 0,0038
0,5 2,0|0,7924 -0,0076 0,0045 0,0036
1,0 0,7980 -0,0011 0,0024 0,0021

20 10 5 10,5 0,5]0,8036 0,0036 0,0580 0,0240
1,0 0,7970 -0,0030 0,0854 0,0150
0,5 2,0|08173 0,0173 0,0246 0,0131
1,0 0,8054 0,0054 0,0081 0,0070

20 10 20(0,5 0,5]0,8012 0,0012 0,0062 0,0061
1,0 0,8011 0,0011 0,0035 0,0032
0,5 2,010,8020 0,0020 0,0036 0,0034

1,0 0,8007 0,0007 0,0020 0,0018
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Tabela 4.6: Distribuicao Slash Assimétrica, 02 = 1,0 e 29 = 0,8

nor mj| v A Ty viégs  EQM  var(zp)

5 10 5|05 0,50,7594 -0,0406 0,8260 0,3679
1,0 0,7147 -0,0853 0,1638 0,1544
05 2008711 0,0711 02659 0,1566
1,0 0,7671 -0,0329 0,0820 0,0741

5 10 20]0,5 0,5]0,7915 -0,0085 0,1017 0,1158
1,0 0,7163 -0,0837 0,0510 0,0510
0,5 2,010,780 -0,0150 0,0511 0,0597
1,0 0,7525 -0,0475 0,0252 0,0258

20 10 5 |05 0,5]0,8569 0,0569 0,6712 0,2520
1,0 0,8087 10,0087 0,1404 0,1275
0,5 2,0|0,8597 0,0597 0,4014 0,1386
1,0 0,8268 0,0268 0,0709 0,0675

20 10 2010,5 0,5]0,8153 0,0153 0,0662 0,0647
1,0 0,7756 -0,0244 0,0336  0,0349
0,5 2,0]0,8169 0,0169 0,0334 0,0353

1,0 0,7866 -0,0134 0,0154 0,0174
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Tabela 4.7: Distribuicdo Exponencial Poténcia Assimétrica, 02 = 0,1 e 29 = 0,8

nor mj| v A Ty viégs  EQM  var(zp)

5 10 506 0,5]0,8150 0,0150 0,0033 0,0023
0,8 0,8058 0,0058 0,0042 0,0042
0,6 2,0]0,8041 0,0041 0,0027 0,0023
0,8 0,8033 0,0033 0,0027 0,0023

5 10 20|06 0,550,850 0,0050 0,0003 0,0006
0,8 0,8033 0,0033 0,0012 0,0013
0,6 2,0|0,8007 0,0007 0,0012 0,0034
0,8 0,8020 0,0020 0,0007 0,0007

20 10 5 |0,6 0,5|0,8149 0,0149 0,0027 0,0017
0,8 0,8085 0,0085 0,0040 0,0038
0,6 2,0|0,7970 -0,0030 0,0039 0,0028
0,8 0,8022 0,0022 0,0030 0,0029

20 10 2006 0,5]0,8043 0,0043 0,0002 0,0003
0,8 0,8065 0,0065 0,0009 0,0010
0,6 2,01 0,8008 0,0008 0,0009 0,0001

0,8 0,8015 0,0015 0,0010 0,0011
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Tabela 4.8: Distribuicdo Exponencial Poténcia Assimétrica, 02 = 1,0 e 29 = 0,8

nor mj| v A Ty viégs  EQM  var(zp)

5 10 5|06 0508086 0,0086 0,0220 0,0212
0,8 0,8074 0,0074 0,0380 0,0377
0,6 2,008259 0,0259 0,0094 0,0096
0,8 0,8390 0,0390 0,0233 0,0193

5 10 20|06 0,50,8012 00012 0,0036 0,0062
0,8 0,7985 -0,0015 0,0121 0,0123
0,6 2,0|0,8030 0,0030 0,0028 0,0036
0,8 0,8026 0,0026 0,0059 0,0060

20 10 5 |06 0,5]08118 00118 0,0199 0,0206
0,8 0,8182 0,0182 10,0408 0,0362
0,6 2,0|08162 0,0162 0,003 0,0065
0,8 0,8317 10,0317 0,0188 0,0138

20 10 201]0,6 0,5]0,8022 0,0022 0,0020 0,0032
0,8 0,8001 0,0001 0,0097 0,0096
0,6 2,01]0,7999 -0,0001 0,0028 0,0022

0,8 0,8047 0,0047 0,0044 0,0040
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Observa-se nas Tabelas 4.1 a 4.8 que o viés, o EQM e a variancia das estimativas de xg
diminuem com o aumento do tamanho da amostra tanto no primeiro quanto no segundo
estagio, n e m, respectivamente. Observa-se também que essas medidas sao menores quando

0% = 0,1, comparado com os resultados considerando 2 = 1, 0.

Verifica-se também nas Tabelas 4.1 a 4.8, que o EQM, na maioria dos cendrios, é menor

quando considera-se o pardmetro A = 2,0 comparado com A = 0, 5.
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CAPITULO 5

Aplicacoes

As aplicagoes apresentadas neste Capitulo foram realizadas em conjuntos de dados reais

obtidos de Neto et al. (2007) e Oliveira e Aguiar (2009).

Os critérios de informacao considerados neste trabalho sdo AIC (Akaike Information
Criterion) e BIC (Bayesian Information Criterion) os quais sdo tuteis para a selecao de
modelos. Quanto menor é o valor das estatisticas AIC e BIC, segundo as expressoes abaixo,

mais adequado é o modelo.

~

AIC = —20(0) + 2k

~

BIC = —2((0)+ klog(R+ m)

em que £(f) é o valor méximo da funcao de log-verossimilhanca (3.43), k é o nimero de
parametros desconhecidos no modelo, R e m sao os ntimeros de observacoes da amostra no

primeiro e segundo estagios, respectivamente.

Para escolha do parametro v nas distribuicoes estudadas que dependem desse parametro,

foi utilizado o critérios de informagao AIC = —2/(0) + 2k como critério de selecao. Assim,

a escolha de v foi feita segundo o menor valor da estatistica AIC.
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Nas aplicacoes calculou-se as estimativas dos parametro e seus respectivos erros padroes,

obtidos por meio da matriz inversa da matriz de informacao de Fisher observada.

5.1 Concentracao de zinco

O objetivo deste experimento é estimar a concentracao de zinco por meio do modelo

de calibracao proposto relacionando a resposta do instrumento, neste caso a absorbancia

(y), com a concentragao (x) do elemento zinco na amostra. Na Tabela 5.1 sdo apresentadas

as concentragoes de solucoes aquosas contendo fons de zinco e as respectivas absorbancias,

obtidas em triplicata utilizando a técnica de espectrometria de absorcao atémica (Neto et

al., 2007).

Tabela 5.1: Concentragao (mg/1) e absorbancias das solugdes-padrao de zinco.

Concentragao de zinco Respostas de medidas repetidas

L Yi1 Yi2 Yi3

0,0 0,696 0,696 0,706
0,5 7,632 7,688 7,603
1,0 14,804 14,861 14,731
2,0 28,895 29,156 29,322
3,0 43,993 43,574 44,699

Ajustou-se quatro modelos de calibracdo para as seguintes distribuicoes dos erros: t

de Student assimétrica, normal assimétrica, slash assimétrica e exponencial poténcia as-

simétrica. Para efeito de aplicacao, utiliza-se x3 = 1,0, como valor desconhecido de xg e 0s
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respectivos valores de y3; referentes a essa concentracao serao tomados como a observacao de

1o para compor os dados do segundo estégio da calibracao. Nesta aplicacao R =4 x3 = 12.

Tabela 5.2: Estimativas dos parametros para as distribuigoes tA, NA, SLA e EPA.

Distribuicao Parametros
Q 15} o? A 0
tA (v = 2) 0,4968 14,1949  0,0410 40,1850 1,0020

(0,0186) (0,0113) (0,0256) (48,2166) (0,0015)
NA 0,2997 14,2004 0,2698 332747  1,0035
(0,2241) (0,1121) (0,1014) (57,8539) (0,0227)
SLA (v=1,5) 0,4905 14,1980 0,0527 40,1364  1,0019
(0,0016)  (0,0068) (0,0013) (48,0320) (0,0021)
EPA (v=0,8) 03121 14,2852 0,1587 33,0014  1,0006
(0,2505) (0,1249) (0,0723) (55,2220) (0,0221)

Na Tabela 5.2 apresenta-se as estimativas dos parametros do modelo calibragao pro-
posto segundo as distribuigoes tA(2), NA, SLA(1,5) e EPA(0,8), em que observa-se que a
distribuicao exponencial poténcia assimétrica apresenta o menor viés e a distribuicao ¢ de

Student assimétrica apresenta o menor erro padrao.
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Tabela 5.3: Critérios de informacao - Concentracao de zinco.

Distribuigao AIC BIC

tA (v = 2) 80,35 -76,80
NA 799 445
SLA (v=1,5) -7047 -66,93
EPA (v=0,8) -9,03 -549

Segundo os critérios de informagao apresentados na Tabela 5.3, a distribui¢ao mais ade-
quada para esta aplicacao é a distribuicao ¢ de Student assimétrica por apresentar o menor

valor para as estatisticas AIC e BIC.

5.2 Concentracao de benzatona

Nesta aplicacao o objetivo é estimar a concentracao cromatografica da benzatona em
diferentes concentragoes por meio do modelo de calibragao linear proposto, relacionando a
altura do pico como sendo o (y), com a concentracao (z). Na Tabela 5.4 sdo apresentadas
as concentracoes em mgL~! e as respectivas alturas dos picos em centimetros (Oliveira e

Aguiar, 2009).
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Tabela 5.4: Concentragao (mgl™!) e altura do pico (cm) das solugoes-padrao de

benzatona.
Concentracao mgL ! Respostas de medidas repetidas

Z; Yi1 Yi2 Yi3 Yia Yis
0,0133 0,1836 0,1787 0,1837  0,1806 0,1861
0,0665 0,9373 0,9177 0,9224 - -
0,3325 4,6227 4,6280 4,6256 - -
0,6650 9,6905 9,9405 9,5754 - -
0,9975 14,7607 15,0113 14,9641 - -
1,3300 21,3001 20,2700 20,5719 20,3540 -

Nesta aplicagao ajustou-se também quatro modelos de calibragao com as seguintes dis-
tribuicoes dos erros: t de Student assimétrica, normal assimétrica, slash assimétrica e
exponencial poténcia assimétrica. Para efeito de aplicagao, toma-se x5 = 0,9975, como
valor desconhecido de g e os respectivos valores de y5; referentes a essa concentragao serao
tomados como a observagao de yg para compor os dados do segundo estagio da calibragao.

Nesta aplicacao R = 22:1 r, = 18.
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Tabela 5.5: Estimativas dos parametros para as distribuigoes tA, NA, SLA e EPA.

Distribuicao Parametros
a &} o? A T
tA (v =2) -0,4912 15,1377  0,1415 16,1885 1,0049

(0,3683)  (0,5306) (0,0937) (26,6169) (0,0112)
NA -0,5434 15,2283  0,3030 16,0483  1,0005
(0,1471) (0,2021) (0,0911) (18,1250) (0,0017)
SLA (v=3)  -05310 151938 0,1940 16,1997  1,0024
(0,0424) (0,0707) (0,0184) (18,7150) (0,0035)
EPA (v=0,6) -04976 151514 0,0848 16,2786  1,0055
(0,3629) (0,5426) (0,0433) (36,9024) (0,0110)

Na Tabela 5.5 apresenta-se as estimativas dos parametros do modelo calibragao pro-
posto segundo as distribuiges tA(2), NA, SLA(3) e EPA(0,6), em que observa-se que a
distribuicdo mormal assimélrica apresenta o menor viés na estimacao do parametro xg,
seguido da distribuicao slash assimétrica. As distribuigées normal assimétrica e slash as-

simétrica apresentam os menores erros padroes.

Tabela 5.6: Critérios de informacao - Concentracao de benzatona.

Distribuigao AIC BIC

tA (v =2) 77,00 71,77
NA 11,91 -6,68
SLA (v=3)  -97,04 -91,81
EPA (v=0,6) -12,64 -7,42
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Segundo os valores dos critérios de informacao apresentados na Tabela 5.6, a distri-
buicao mais adequada para ser utilizada é a distribuicao slash assimétrica por apresentar

o menor valor para as estatisticas AIC e BIC.
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CAPITULO 6

Conclusoes

6.1 Consideracoes finais

Os resultados obtidos nesse trabalho mostram uma gama de distribuigoes simétricas
e assimétricas pertencentes a familia M EN A para a distribuicdo dos erros no modelo de
calibracdo linear proposto. Assim, o modelo de calibragao linear proposto é um caso geral
de modelos de calibragdo linear presentes na literatura. Observa-se que o modelo pro-
posto pode ser utilizado quando a distribuicao dos erros é assimétrica ou quando existir

observagoes destoantes em dados reais.

Observou-se nos resultados das simulacoes apresentados nas Tabelas 4.1 a 4.8 que o es-
timador de méaxima verossimilhanca via algoritmo EM mostrou-se consistente, pois o viés e
o EQM do estimador do parametro zy diminuem, na maioria dos cenarios, com o aumento

do tamanho das amostras, tanto no primeiro quanto no segundo estagios.
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A utilizacao do algoritmo EM neste trabalho foi de grande importéancia, pois facilitou

os célculos e viabilizou o desenvolvimento do modelo de calibragao linear proposto.

Apesar da versatilidade do modelo de calibracdo linear proposto, é preciso ressaltar
que a utilizagao deste modelo requer um conhecimento estatistico refinado e bom suporte

computacional para a implementacao do algoritmo EM.

6.2 Perspectivas para pesquisas futuras

Para realizacao de trabalhos futuros sugere-se o estudo da extensao deste modelo para
o modelo com erros de medida nas varidveis independentes, além do estudo e desenvolvi-
mento da matriz de informacao de Fisher esperada, da correcao de viés dos estimadores,

de um modelo com a estimacgao do parametro v e de modelos de calibracao polinomial.

Sugere-se também a realizacao de estudo para obtencao de outras distribuigoes perten-

centes a familia de distribuicoes M EN A.
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Apéndice - Cédigo em R

Neste apéndice estd disponibilizado o c¢édigo usado no software R para a geragao de
amostras artificiais com a utilizagdo do pacote 'mixzsmsn’ e estimacao dos parametros da
calibracao para um modelo cujos erros seguem a distribuicao ¢t de Student assimétrica via

algoritmo EM.

Para alterar a distribuicao dos erros na geragao da amostra e na estimacao dos parametros,
basta alterar o campo family na fun¢do rmix e as equagoes dos vetores kap e kapO, con-

forme equagoes (3.33) a (3.42).

#Calibragdo linear com misturas de escala normal assimétrica
#Estimagdo dos parémetros pelo algoritmo EM

#Autor: Marcos Antonio Alves Pereira - Mestrando em Estatistica UFPE / 2013

#Gerag3o de dados artificiais (t de Student assimétrica)

#Instalar o pacote "mixsmsn"
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library(mixsmsn)

xi = c(25.83, 34.31, 42.50, 46.75, 48.29, 48.77, 49.65, 50, 54.33, 54.87,
56.46, 58.83, 59.13, 60.73, 61.12, 63.10, 65.96, 66.40, 70.42, 70.48,
71.98, 72.00, 72.23, 72.95, 73.44, 74.25, 74.77, 76.33, 81.02, 81.85,

82.56, 83.33, 83.40, 91.81, 92.10, 92.96, 95.17, 101.4, 104.1, 106.5)

n = length(xi)

#Parametros da simulacgéo

mureal = O

alphareal = 2

4

betareal

sig2real = 0.5
lbdreal = 2

nu = 4

argl c(mureal, sig2real, lbdreal, nu)

erro = rmix(n, p = 1, family = "Skew.t", arg = list(argl))

y = alphareal + betareal*xi + erro

x = xi[-c(8)] # valor real de x0 (50.0)

yo = y[8]
y = y[-c(8)]
n = length(x) # dimensdo de x e y
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m = length(y0) # dimens&o de yO

vetln = cbind(rep(1,n))

vetlm = cbind(rep(1,m))

x1 = cbind(1, x)

# Valores iniciais para calculo das esperangas condicionais

betas = solve (t(x1)%*%x1) %)t (x1) %*%y

sig2 = (1/(n + m))*(t(y - x1%*)betas)%*%(y - xlk*)betas) +
t(y0 - mean(y0))%*%(y0 - mean(y0)))

1bd = sum(((y - x1%x*Jbetas)/sig2[1])7~3)/n

x0 = (mean(y0) - betas[1])/betas[2]

w = kap = a = as.vector(vetlin)

w0 = kap0 = a0 = as.vector(vetlm)

#Passo-E

d = ((y - xl¥%x¥%betas)"2)/sig2[1]

d0 = ((yO - betas[1]l*vetlm - betas[2]*x0*vetlim)~2)/sig2[1]

d = as.vector(d)

d0 = as.vector(d0)

for(j in 1:n){
kap[j]l = (2 + 1)/(2 + d[jD #Mistura t Student

3
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for(j in 1:m){
kapO[j]l = (2 + 1)/(2 + d0[j])  #Mistura t Student
}

a = (1bd/sqrt(sig2[1]1))*(y - x1%x’betas)

a0 = (1bd/sqrt(sig2[1]1))*(y0 - (betas[1] + betas[2]*x0)*vetlim)

for (k in 1:n){

phi = dnorm(alk], mean = 0, sd = 1)
PHI = pnorm(alk], mean = 0, sd = 1)
wlk] = phi/PHI
}
for (k in 1:m){
phiO = dnorm(aO[k], mean = 0, sd = 1)
PHIO = pnorm(alO[k], mean = 0, sd = 1)

w0[k] = phiO/PHIO

t = 1lbd*(y - x1%x%betas) + sqrt(sig2[1])*w

t2 = (1bd"2)*(y - x1%x*¥%betas) 2 + sig2[1]*vetlin +
lbd*sqrt(sig2[1])*(y - xlV*¥%betas)*w
t0 = 1bd*(y0 - betas[l]*vetlm - betas[2]*x0*vetim) + sqrt(sig2[1])*w0

t20 = (1bd"2)*((y0 - betas[l]l*vetlim - betas[2]*x0xvetlm)~2) + sig2[1]*vetim +

1bd*sqrt (sig2[1])*(yO - betas[1]*vetim - betas[2]*x0*vetim)*wO

# Valores iniciais dos parémetros para inicio das iteragdes
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alpha = betas[1]

beta = betas[2]

sig2 = sig2[1]

q = y - alpha*vetln - beta*x

g0 = yO - (alpha + beta*x0)*vetlm

q = as.vector(q)

q0 = as.vector(q0)

#Loop do algoritmo EM

marcos = 0

i=0

crit = 0.00001 # Critério de parada

itmax = 10000 # Numero maximo de iteragdes

while (marcos == 0){

#Passo—-M

alphai = alpha

betai = beta
sig2i = sig2
1bdi = 1bd
x0i = x0

ti =t
t2i = t2
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t0i = t0

t201i = t20
kapi = kap
kapOi = kapO
i = q

q0i = q0

alphal = (t(y) - betai*t(x))%*jkapi + 1lbdi*(lbdixt(y) - t(ti) -
1lbdixbetai*t (x))%*%vetin + t(y0)%*%kapOi + ((1bdi~2)*t(y0) -
1bdi*t (t0i) - betai*x0ixt(kap0i))i*vetim - m*xbetai*x0i*(lbdi~2)

alpha2 = t(kapi)%*V%vetin + t(kapOi)¥%*jvetim + (1bdi~2)*(n + m)

alpha = alphal[1]/alpha2[1]

betal = t(x)%*%(diag(kapi)%*%y - alphaixkapi + (1bdi~2)*(y - alphai*vetln) -
1bdi*ti) + x0i*(t(y0)%*%kapOi + ((1bdi~2)*t(y0) - alphaixt(kap0i) -
1bdi*t (t0i))%*%vetim - m*alphai*(1lbdi~2))
beta2 = t(x)%*%(diag(kapi) + (1bdi~2)*diag(n))%*%x +

(x0172) *x (t (kap0i) %*%vetim + m*(1lbdi~2))

beta = betal[1l]/beta2[1]

sig21l = (t(qi)%*%diag(kapi) + (1bdi~2)*t(qi) - 2*1bdi*t(ti))¥%*%qi +
t(t2i)%*%vetin +
(£(q0i)%*%diag(kap0i) + (1bdi~2)#t(q0i) - 2x1bdixt(£0i))%*%q0i +

t (£201) %*%vetim

sig2 = sig21[1]/(2*x(n + m))
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1bdl = t(ti)%*%qi + t(t0i)¥%*%qOi

1bd2

t(qi)%*%qi + t(q0i)%*%qOi

1bd

1bd1[1]/1bd2[1]

x01

t (y0) %*%kap0i - (alphaix*t(kap0i) + 1lbdi*t(t0i))%*%vetlim +
(1bdi~2)*(t (y0)%*%vetim - alphai*m)

x02 = betai*(t(kap0i)%*%kvetim + m*(1lbdi~2))

x0 = x01[1]/x02[1]

if((is.na(alpha)) | (is.na(beta)) | (is.na(sig2)) | (is.na(lbd)) |
(is.na(x0)) | (4 > itmax) | (sig2 <= 0)){
marcos = 1
print ("0 processo iterativo falhou")
}
else{
q = y - alphax*vetln - betax*x
q0 = yO - (alpha + beta*x0)*vetlm
q = as.vector(q)

q0 = as.vector(q0)

#Passo-E

d = (diag(q)%*%q)/sig2
do = (q072)/sig2

for(j in 1:n){
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kap[j] = (nu + 1)/(au + d[j1) #Mistura t Student

for(j in 1:m){

kapO[j] = (nu + 1)/(nu + dO[j])  #Mistura t Student

a = (lbd/sqrt(sig2))*q

a0 = (1lbd/sqrt(sig2))*q0

for (k in 1:n){
1)
1)

phi = dnorm(alk], mean = 0, sd

PHI = pnorm(alk], mean = 0, sd

wlk] = phi/PHI

for (k in 1:m){

phiO = dnorm(aO[k], mean = 0, sd = 1)

PHIO

pnorm(al[k], mean = 0, sd = 1)

wO[k] = phi0/PHIO

t = 1lbd*q + sqrt(sig2)*w

t2

(1bd~2)*diag(q) %*%q + sig2*vetln + 1lbdx(sqrt(sig2))*q*w

t0 1lbd*q0 + sqrt(sig2)*w0

t20 = (1bd~"2)*q0"2 + sig2*vetlm + 1lbd*(sqrt(sig2))*q0*w0

convergiu = ((abs(alpha - alphai) < crit) & (abs(beta - betai) < crit) &
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(abs(sig2 - sig2i) < crit) & (abs(lbd - 1bdi) < crit) &

(abs(x0 - x0i) < crit))

if (convergiu == "TRUE"){

marcos = 1

resultado = list(alpha=alpha, beta=beta, sigma2=sig2, lambda=lbd, x0=x0)
iter = list(iteragdes=i+1)
print(iter)

print (resultado)
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