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Resumo

O presente trabalho discute o problema de calibragao em quimica analitica no contexto de nao linea-
ridade dos dados. A hipétese principal é que a média da varidvel resposta esta restrita ao intervalo
(0,1) e pode ser modelada por uma distribui¢do beta, de modo similar ao modelo de regressao beta
(Ferrari e Cribari-Neto, 2004). O objetivo é propor uma extensdo do modelo de regressao beta a
estudos de calibragao e verificar as propriedades de seu estimador para a concentragao do analito
x comparativamente aos modelos linear e quadratico, que supoe residuos normalmente distribuidos

com variancia constante. Aplicagoes a dados reais para os modelos considerados sao apresentadas.

Palavras-chave: Modelos de calibracgao, regressao beta, transmitancia, lei de Beer-Lambert.
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Abstract

This work discusses the calibration problem for nonlinear data in the context of analytical chemistry.
We propose a new calibration model where for each calibration stage the response variable is beta
distributed using a reparameterization of the beta law in terms of its mean and dispersion parameter
(Ferrari e Cribari-Neto, 2004). This new approach is suitable for applications in chemical analysis
where the response variable is continuous and restricted to the interval (0,1) and is related to other
variable through a regression structure. The new model properties are compared with linear and
quadratic models in terms of xy, the estimator of analyte concentration, where these two models
assume normally distributed residuals with constant variance. Applications to real data set are also

presented and discussed.

Keywords: Calibration models, beta regression models, transmittance, Beer-Lambert law.
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CapriTuLo 1

Introducao

Neste capitulo faz-se uma breve introdugao ao presente trabalho, e procura-se contextualiza-
lo no ambito da literatura ja existente sobre modelos de calibragao. Com este objetivo, além da
apresentagao das definigbes necessarias ao entendimento do tema, discute-se a evolugao dos estudos

de calibracao ao longo dos anos e descreve-se a estrutura desta dissertagao.

1.1 Calibracao: Definicoes e Histérico

Os modelos de calibracao tém uma ampla gama de aplicagoes nos mais diversos ramos de conheci-
mento humano, sendo possivel encontrar-se exemplos neste sentido nas areas de biologia, marketing,
fisica e economia. Nesta ultima drea, em particular, estes modelos podem ser usados para avaliar
os efeitos de mudancas nas politicas do governo, como, por exemplo, a alteragao da aliquota de
um imposto ou a eliminacdo de uma quota de importagdo para um produto (Dawkins, Srinivazan,
Whalley, 2001). Por outro lado, em engenharia e fisica, técnicas de calibragao tém sido utilizadas
para aferir instrumentos de medicao de grandezas fisicas (Guimaraes-Filho e Helene, 2003). J4 em
quimica e biologia, a calibracao pode ser 1til na determinagao da composicao de materiais, além da

concentracdo de substancias (Thomas e Ge, 2000).

O problema de calibracao pode ser descrito a partir da relacao entre as variaveis x e y, que é
estabelecida através de uma func@o conhecida h(-). Em geral, a relacdo entre x e y ndo é exata, e

neste caso a mesma pode ser escrita como y = h(z) 4 ¢, onde ¢ é o erro do modelo.

Os modelos de calibracao sao, usualmente, compostos por dois estagios. No primeiro estagio, co-
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nhecido como processo de calibrag¢ao, obtém-se n observagoes de uma varidvel aleatéria y, (y1,y2, .- -,
Yn), associadas a valores fixos e conhecidos de z, (z1, z9, ..., z,). No segundo estdgio, o experimento
de calibrag¢do propriamente dito, observam-se k realizagdes de y, ou seja (Yo1, Y02, - - - Yok)s k > 1,
associadas a uma quantidade desconhecida xy. Para os modelos de calibracgao, o interesse principal

reside em estimar xg, o que é feito conjuntamente com a fungao h(-) por meio de técnicas estatisticas.

Em quimica analitica, tais modelos sao comumente utilizados para estimar a concentragao desco-
nhecida de um ou mais elementos em uma determinada amostra, a partir do uso de solugoes-padrao
com concentracoes conhecidas. Neste sentido, pode-se definir calibragao em quimica analitica como

a relagdo entre o dominio das amostras (z) e o dominio dos sinais (y) (Danzer, Otto e Currie, 2004).

Na literatura, ha varios estudos que tratam o problema de calibragao assumindo que a fungao
h(-), ou seja, a relagdo entre as varidveis y e x, é linear, e que o erro do modelo, ¢, segue uma
distribuigao normal. Neste caso, hd dois estimadores pontuais que devem ser considerados para
Zo: o cldssico e o inverso (Shukla, 1972). O primeiro é obtido a partir da estimacao conjunta da
funcao h(-) e de xp pelo método dos minimos quadrados ou de méxima verossimilhanca, enquanto
o segundo baseia-se na regressdo inversa de x sobre y, ou seja, na estimacao de h~!(-) por minimos
quadrados. Com o objetivo de estabelecer qual destes estimadores seria o melhor, varios autores
propuseram diversos critérios para comparé-los, por exemplo Eisenhart (1939), Krutchkoff (1967),
Williams (1969a), Berkson (1969), Shukla (1972) e Lwin (1981). Para o presente trabalho, somente

o estimador cldssico serd considerado.

No Brasil, o problema de calibragao comegou a atrair o interesse de pesquisadores a partir da
década de 1980, quando Ramos (1987) apresentou um estudo sobre o modelo de calibragao linear
simples (univariado). Segundo Marciano (2012), na década seguinte, Galea-Rojas (1995) discutiu um
modelo de calibra¢ao comparativa estrutural e funcional, Francisconi (1996) comparou instrumentos
de medicao utilizando calibragdo comparativa e Lima (1996) estudou calibragdo absoluta com erros
na Variziveisﬂ Pimentel e Barros Neto (1996) discutiram o modelo de calibragdo no contexto da

quimica analitica, supondo h(-) linear e erros normalmente distribuidos.

Branco (1997), em um contexto bayesiano, analisou o problema da calibragao em duas situagoes:

IDe acordo com Williams (1969b), a calibragio absoluta utiliza uma medida padrdo conhecida, ou entdo assume
que o erro experimental é desprezivel. Ja a calibracao relativa baseia-se no uso de véarios instrumentos ou técnicas de
medigao, sem considerar nenhum(a) deles(as) como padrao. Neste ultimo caso, cabe ao experimentador determinar

a relacéo entre diversos testes ou instrumentos que forncem mediadas similares (ver Marciano (2012)).
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i) assumindo que o erro ¢ era proveniente de uma distribuigao eliptica dependente; e ii) supondo
que este erro era fungao de um modelo eliptico independente. Este trabalho generalizou o uso de
diversas distribuigoes que poderiam ser utilizadas para modelar o erro aleatério segundo o enfoque

bayesiano (Figueiredo, 2009).

Bolfarine, Lima e Sandoval (1997), trabalhando com os estimadores cldssico e inverso de x( para
um modelo de calibragao funcional com razao de variancias conhecida, obtiveram aproximagoes de
primeira ordem para o viés e erro quadrdtico médio (EQM) destes estimadores. Em seguida, os
autores realizaram um estudo similar considerando apenas uma das variancias conhecidas para o

modelo de calibragao funcional (Bolfarine, Lima e Sandoval, 1999).

Nos anos 2000, diversos estudos discutiram os modelos de calibragao supondo a presenca de
erros de medida nas varidveis independentes em vérios contextos, como Domingos-Filho (2000),
Blas (2005), Arellano-Valle, Ozan, Bolfarine e Lachos (2005), Blas, Sandoval e Yoshida (2007),
Blas e Sandoval (2010) e Blas, Bolfarine e Lachos (2011). Uma outra linha de trabalhos interes-
sante é a que discute os modelos de calibracao considerando que os erros seguem uma distribuicao
normal-assimétrica, por exemplo Arellano-Valle e Branco (2004), Lachos (2004), Rodriguez (2005)
e Figueiredo (2009). Em quimica analitica, Oliveira e Aguiar (2009) sugeriram o uso de um modelo
polinomial de segundo grau para ajustar a relagao entre y e x no caso de uma variavel resposta

nao-linear, obtendo ainda uma expressao para a variancia do estimador de x( para este caso.

Mais recentemente, Marciano (2012) estudou o problema de calibragio linear com repeticoes
na variavel resposta, supondo erros simétricos para as distribui¢cdes normal, ¢-Student, exponencial

poténcia e logistica tipo II.

O presente estudo difere dos anteriores por propor a modelagem da média da variavel resposta y
do modelo de calibragao a partir do uso de uma distribuicao beta, ao invés da modelagem dos erros
¢ deste modelo. A distribuicao beta é conhecida por sua grande flexibilidade, sendo possivel obter-se
varios formatos para sua fungao densidade de probabilidade a partir da escolha de diferentes valores
para seus parametros. O modelo de calibragao proposto é derivado a partir do modelo de regressao

beta, sugerido por Ferrari e Cribari-Neto (2004).
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1.2 Organizacao da Dissertacao

A presente dissertacdo é composta por cinco capitulos, incluindo esta introdugdo. No Capitulo
apresenta-se a lei de Beer-Lambert, descreve-se o problema da calibragdo em quimica analitica
e discute-se este problema no contexto dos modelos linear e quadrético (ou polinomial de segundo

grau), tomando como base os tipos de varidveis resposta coerentes com a lei de Beer-Lambert.

No Capitulo [3| discute-se brevemente o modelo de regressao beta sugerido por Ferrari e Cribari-
Neto (2004) e propoe-se um modelo de calibragdo para uma varidvel resposta restrita ao intervalo
unitério (0, 1), cuja média segue uma distribuigdo beta. No modelo proposto, considera-se uma repa-
rametrizadagéo desta distribui¢ao seguindo a linha adotada por Ferrari e Cribari-Neto (2004), o que
permite a obtengao de uma estrutura de regressao para sua média para o primeiro e segundo estagio.
Obtém-se ainda as fungoes escores para este modelo, discute-se a estimagao de seus parametros pelo

método da maxima verossimilhanca e chega-se a sua matriz de informacao de Fisher esperada.

Duas aplicagoes a dados reais da quimica para os modelos de calibragao usual, quadratico e
beta, discutidos nos Capitulos [2] e [3] sdo apresentadas no Capitulo[dl A primeira aplicagdo utiliza
uma amostra para a concentracdo de fons de ferro em dguas naturais (Pimentel e Barros Neto,
1996), enquanto a segunda baseia-se em dados sobre o teor de permanganato em solugoes-padrao,
com leituras espectrofotométicas para diferentes comprimentos de onda (Barros Neto, Scarminio e

Bruns, 2010). Por fim, o Capitulo [5| apresenta as principais conclusoes deste trabalho.

1.3 Suporte Computacional

Os codigos para estimagao dos modelos apresentados nesta dissertagao, bem como as figuras
referentes aos dados das aplicagoes, foram produzidos no ambiente de programacao R (versao 2.14.2)
para o sistema operacional Windows. R é um sistema integrado para computagao estatistica e
geragao de gréficos e encontra-se disponivel gratuitamente em http://www.r-project.org. Para mais

detalhes, ver Thaka e Gentleman (1996), Cribari-Neto e Zarkos (1999) e Venables et al. (2012).

Esta dissertacao foi digitada utilizando-se o sistema tipografico WTEX(Lamport, 1994), que
consiste em uma série de macros e rotinas baseadas no sistema TEX, criado por Donald Knuth, que

facilitam o desenvolvimento e a edigao de textos cientificos.



CapiTUuLO 2

Modelos de Calibracao Linear e

Quadratico

O objetivo deste capitulo é discutir o problema da calibragao em quimica analitica no contexto
de dois tipos de modelos: linear e quadritico (ou polinomial de segundo grau). Com este intuito,
apresenta-se a lei de Beer-Lambert e descreve-se o problema da calibragao em quimica analitica.
A partir dai, discute-se os modelos mencionados tomando como base os tipos de varidveis resposta

coerentes com a lei de Beer-Lambert.

2.1 Espectroscopia em Quimica Analitica e a Lei de Beer-

Lambert

Segundo Meier e Ziind (2000), define-se espectroscopia como o estudo das propriedades da matéria
através de sua relagdo com diferentes frequéncias do espectro eletromagnético. Alternativamente, es-
pectroscopia também denomina o conjunto de métodos utilizados para medir o grau de concentracao
de uma determinada substéncia (analito) em um solvente, através de métricas que quantificam a ra-
diacao transmitida (ou absorvida) por uma amostra para um dada intensidade de energia (radiacao)

incidente sobre a mesma.

Para o caso da radiagao luminosa, ao atingir uma certa substancia, a mesma estd sujeita a
reflexao, refragao, espalhamento ou absorgao, sendo que apenas uma parcela desta energia sera

transmitida através do material (substancia + solvente) e captada pelo equipamento de medicao

5
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(espectrometro 6tico). A hipdtese bdsica em medicao espectroscépica é que entre a resposta do
espectrometro e a concentragao de um analito na amostra sob anélise vale a lei de Beer-Lambert

(Workman Jr., 1998, p. 4).

E possivel se determinar a concentracao de um cromdforo (i.e. uma substincia que absorve
radiacdo luminosa) em uma solu¢do a partir desta lei (também conhecida como lei de Bouguer-
Lambert-Beer), que estabelece uma relagéo entre as intensidades da radiagao incidente (Ip) e emer-

gente (I1) e a concentragao de uma dada substéncia nesta solucao.

Isso posto, define-se a razdo entre estas intensidades como transmitancia (T'), ou seja,

I
T=2= Te(01), (2.1)
Iy

em que I é a intensidade da luz incidente e I; a intensidade da luz emergente da solugao (Figura

21).

Figura 2.1: Intensidades Iy e I; de um raio de luz através de um recipiente com comprimento [

A = al=¢€c (2.2)

A = - loglo T, (2.3)

onde € é o coeficiente de absor¢ao molar (em L - mol~t- em™!), [ o comprimento interno (em cm) do

6



2.2 O Problema de Calibracao Modelos de Calibragao Linear e Quadratico

recipiente onde estd a solugdo, ¢ a concentracao do material sob andlise (em mol/L), « o coeficiente
de absor¢ao da substancia (com a = ec), A a absorvancia (ou absorbancia) e T a transmitancia (L

denota litro e mol representa molar).

Das equagoes e é ficil ver que a relagéo entre a concentracao (¢) e A é linear, enquanto
entre ¢ e T' é nao-linear, como mostrado na Figura A curva A* representa um desvio da lei
de Beer-Lambert, em razao da elevagao do indice de refragao da luz e consequente reducgao da
intensidade I; detectada pelo espectométro, fato que eventualmente ocorre em concentragoes mais

elevadas do cromoéforo em uma solugao.

Figura 2.2: Transmitancia e absorvancia para diferentes concentragoes de um croméforo

1

08+ A
©
[&] T *
§ 067 A §
= «0
E 2
S 04+ s
= 2

02+ Ay

AX Ay/AX=¢l
0 : : : :
0 02 08 1

0.
e/mol

As condigoes para validade da lei de Beer-Lambert sdo: i) os efeitos da reflexdo, refragao e
espalhamento sdo depreziveis; e ii) a radiacao incidente deve ser monocromética (i.e. possuir um
unico comprimento de onda). E importante notar que, muitas vezes, I; decai exponencialmente com
o comprimento [ e com a concentragao ¢, o que naturalmente torna T uma grandeza decrescente e

nao-linear.

2.2 O Problema de Calibracao

Segundo Danzer, Otto e Currie (2004), a calibragdo em quimica analitica refere-se a relagao
entre o dominio das amostras e o dominio das medidas (dominio dos sinais). Este dominios s@o
expressos, respectivamente, através de uma funcao analitica = f(Q), onde @ séo os analitos e x

suas quantidades ou concentra¢ido em uma dada amostra-teste (Figura lado esquerdo), e uma
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funcao de medida y = g(z) (onde z sdo os sinais e y a leitura dos sinais (absorvancia)), que pode

ser representada por um espectro, cromatrograma, etc. (Figura lado direito).

No processo de medicao quimica, as quatro quantidades mencionadas (Q, z, z e y) devem estar
relacionadas entre si, situagao mostrada na Figura[2.4] As relagoes entre Q e z, e entre z e y, quando

tomadas em conjunto estabelecem a composicao da amostra sob analise.

Figura 2.3: Relacao entre o dominio das amostras e o dominio dos sinais no caso de anélise elementar

Calibragdo
R

Avaliagdo
<—
Q; Q,

Q,Q;

“1 “2 3 . “m

Fonte: Pimentel, Galvao e Aradjo (2008)

Figura 2.4: Representagao da relagao entre calibragao qualitativa e quantitativa

.
! / x-y-calibragdo
(andlise quantitativa)

q-z-calibracdo
(identificagdo da espécie,
andlise qualitativa)

Fonte: Danzer e Currie (1998)

Nesse sentido, Danzer e Currie (1998) definem calibracao em quimica analitica como a operagao

que determina a relacdo funcional entre valores medidos (intensidades do sinal y para certas posigoes
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do sinal z) e as quantidades analiticas que caracterizam certos tipos de analitos ) e sua concentracao
x. A calibracdo também inclui a especificagdo do modelo (sua forma funcional), a estimacao de seus

pardmetros e erros, e sua validagdo por meio de experimentos de validagdo (Danzer e Currie, 1998).

E possivel estabelecer uma relacdo entre a concentracao x e o sinal (ou medida) y, que devido

a erros de medicao (¢) tem a forma

y = h(z) + ¢, (2.4)

com h(z) conhecida como fungao ou curva de calibragdo no sentido mais estrito.

Naturalmente, se o contexto da calibra¢do é o mais favordvel possivel, tém-se que h(-) é uma
funcao linear. Além disso, para o caso mais simples, com x = [z;] = [z1], e onde outros fatores ou
componentes nao sao considerados, y é um escalar. Neste tltimo caso, tem-se um modelo univariado,
que é aplicado a situacoes onde o interesse é medir a concentracao de uma Unica substancia quimica
(j = 1). No entanto, é possivel, sem maiores dificuldades, generalizar estas relagoes para o caso de
multianalitos (j = m substancias quimicas) (Danzer et al., 2004; Blas, 2005). Neste trabalho, o

interesse restrije-se ao caso univariado ou unidimensional.

Em problemas de calibragéo, para se estimar a concentragao de uma substéncia (analito) presente
em uma amostra é necessdrio encontrar (ou estimar) a fungado h(-). Este processo em geral é
composto por duas etapas (ou estdgios), onde a primeira corresponde a etapa de calibragio propria-

mente dita:

e Primeiro estdgio: sao pré-fixadas n quantidades do analito z;, ¢ = 1,2,...,n, (solugdes-
padrao) e, para cada uma, realizam-se medidas com um espectrométro, que fornece as respos-

tas y; em termos de intensidade (ou absorvéncia).

e Segundo estagio: preparam-se k solucoes-amostra com o mesmo analito, mas com a mesma
concentragao desconhecida (zy) e obtém-se as respostas yo; na forma de absorvancia, i =

n+1ln+2,...,n+k.

A partir dos dois estagios do modelo, estima-se conjuntamente a funcao (2.4) e xzq.
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2.3 Modelo de Calibracao Usual

Para o caso de respostas y; na forma de absorvancia, pode-se considerar que a relagao entre esta
e a concentragio do analito (x) é linear, o que nos leva ao modelo de calibragio usual (Shukla, 1972;

Blas, Sandoval e Yoshida, 2007), ou seja,

Yi aU+ﬂUmi+<i7 i:1727"'7n7 (25)

Yio = aU+BUxO+Ci7 i=n+1,n+2,...,n+k, (26)

onde a equagao ([2.5) representa o primeiro estdgio enquanto (2.6]) corresponde ao segundo estégio.

O subscrito U denota os parametros associados a este modelo.

Para este modelo, valem as seguintes suposigdes: os x}s sdo fixos; ¢; ~ N(0, a?); e os erros (; sao
nao correlacionados (i = 1,2,...,n+k). Os parametros sao ay, Su, xo € ag, sendo que a estimativa

de maior interesse é a do parametro xgy, com sua varidncia também sendo relevante.

Pode-se encontrar dois tipos estimadores para xy na literatura quando se considera o modelo
usual (ver por exemplo, Shukla (1972)): o estimador cldssico, obtido pela aplicagdo conjunta as
equacgoes e do método da méaxima verossimilhanga ou dos minimos quadrados; e o esti-
mador inverso, que é obtido a partir da regressdo (por minimos quadrados) de x sobre y, apesar de
x nao ser uma variavel aleatéria. Como mencionado no Capitulo [T} este tltimo estimador nao serd

utilizado neste trabalho.

A partir da fungdo de densidade conjunta para o modelo (2.5)—(2.6)),

1 . —ay — PBux;)?
f(yi7yi0|aU7ﬁU7-T07xi) = exp l—(y v Py ) ]

2
27rag 20¢
1 w0 — ay — 2
X exp _ o a; 3 Bozo) ) (2.7)
2#02 o¢

obtém-se, pelo método de méaxima verossimilhanga, os estimadores para ay, By e xg, respecti-

10
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vamente, dados por

Ao @i — Wiy
Bu = ST 7P Bu # 0, (2.9)

by = N (2.10)
Bu

, +k
= 27-;1 Ti — 27;1 Yi - Z?:n+1 Yio
com r = 1n Yy = ’n eyo—#.

Os estimadores (2.8]), (2.9) e (2.10) também podem ser obtidos por minimos quadrados. Note
que como Gy e [y dependem apenas da primeira etapa do modelo de calibracdo, vale a teoria
para regressao linear simples e, como resultado, estes estimadores sao nao-viesados com variancia

minima.

No entanto, o estimador de méaxima verossimilhanga (EMV) para O'g é

n n+k
1 .
~2 oA N N2 2
0= T h ;(yz ay — Puwi) +i:§n+l(yzo %0)?| (2.11)

que, conforme Blas (2005), é viciado, pois

Corrigindo o viés deste estimador, tem-se

n_‘_k 1 n 7L+k
52 _ 52— . — Gy — Buxi)? 0 —T0)| - 2.12
T T k-37 T nak-3 ;(y G o) +¢:nz;1(y0 " 1

Note que os estimadores [72 e 620 dependem dos dois estagios do modelo de calibragao desde

que k > 1. Quando k = 1, ambos dependem apenas do primeiro estiagio do modelo.

11
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A partir da matriz de informagao de Fisher para este modelo, obtem-se a varidncia de Zoy (Blas,

2005)

o? 1 1 T —x0)>
Vo) = L[l Ly

onde V;(Zou) é a aproximagao de ordem n~! para a variancia de Zoy e Spe = £ 31 (z; — Z)2.

Um estimador para Vi (Zor) pode ser obtido a partir da substituicao dos respectivos estimadores

para os parametros em ([2.13]).

Shukla (1972), tomando k fixo e expandindo (2.10) por série de Taylor no ponto (ay, Sv),
e ignorando os termos de ordem menor que n~2, obteve aproximacdes para o valor esperado, a

variancia, o viés e o erro quadratico médio (EQM) para o estimador de MV de zg. No caso,

E(zov) = wo +_O€L(§(2JOS;5), (2.14)
Va(Zou) = ;{gi _i + % + (xn;::)Q lmggim_ : (2.15)
Vies(Zoy) = %, (2.16)
EQM (o) ;g i + % 4 (fr;s ::)2 T kn;ggsm . (2.17)

Sobre os resultados acima, pode-se observar que: (i) embora o estimador do modelo usual para
xo seja viesado, o mesmo é assintoticamente nao viesado, pois Vies(Zoy) — 0 quando n — oo; (ii)
para o muito préximo de T pode-se ter Vies(Zoy) pequeno, com o mesmo desaparecendo quando
ro = 7; e (iii) para k = gqn, ¢ € QT, desprezando-se as expressoes de ordem inferior a n=!, as
expressoes e coincidem. Além disso, é importante mencionar que enquanto

considera tamanhos de amostras grandes para n e k (primeiro e segundo estégios, respectivamente),

(2.15)) considera apenas n grande mantendo k fixo no segundo estagio.

Como, sob condigoes de regularidade, o estimador de maxima verossimilhanca Zgy é assintotica-
mente normal com média z( e variancia V(Zoy ), entao pode-se construir um intervalo de confianga

para xg a partir do seguinte resultado assintético \”}”‘f(i_ixo) PN (0,1), onde V(Zoy) é a varidncia
ToUu

12
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dada por (2.13) ou (2.15). Entdo, um intervalo de confianca aproximado para gy, com nivel de

confianca igual a v = (1 — ), é

<i0U —zg/ V(Eow), dov + zg\/ VT@TU)) ; (2.18)

-

onde za é o quantil de ordem (1 — §) da distribuicdo normal padrao e V(Zor) é a estimativa da

variancia de Zop.

2.4 Modelo de Calibracao Quadratico

Embora o modelo usual descrito na secao anterior seja o mais utilizado na pratica, nem sempre
este tipo de ajuste é o mais adequado. Por exemplo, quando a relagao entre a varidvel resposta y e
x, a concentracao, ¢ quadratica, a formulagao mais apropriada para a fungao ou curva de calibragao

(2.4) é um ajuste polinomial de segundo grau (Oliveira e Aguiar, 2009), isto é,

Yy = aQ—l—BQxi—l—éQx?—i—fi, 1=1,2,...,n, (2.19)

Yio = aQ—i—ﬂon—i—&ng—&—&, i=n+1,n+2,...,n+k, (2.20)

com a equacdo (2.19) representando o primeiro estdgio e (2.20) o segundo estagio. O subscrito @

denota os parametros deste modelo.

Este modelo pode ser 1til quando se deseja ajustar uma relagao entre y e x no caso onde a variavel
resposta esta expressa em uma grandeza que apresenta um comportamento nao-linear e monétono,
como a transmitancia (Figura . As hipéteses para este caso sdo as mesmas do modelo usual:
x}s fixos; & ~ N(0, og); e erros & nao correlacionados (i = 1,2,...,n+ k). Os parametros sdo aq,
Ba, 09, zo € og, com a estimativa para xg como a que apresenta maior interesse nesse caso, € 0

estimador para sua variancia ou incerteza padrao combinada também sendo relevante.

Os estimadores para ag, Bg, € dg podem ser obtidos por méaxima verossimilhanca ou por

minimos quadrados a partir do primeiro estagio, o que resulta em

13
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dq = Y- Poi g’ (2.21)
. Bo .
fq = | = XTX) XY, (2.22)
0Q
com X1 = [z, 2] e Y =[yl,i=1,2,...,n.

No caso de g, seu estimador é obtido a partir do segundo estagio do modelo de calibragao, ou

seja,

. ~ N2 -
B0 = =02 & <5Q> e Yo (2.23)

com a raiz sendo positiva (negativa) quando a fungao y; é crescente (decrescente).

Assim como no caso do modelo usual, os estimadores para «q, Bqg, € dg dependem apenas do
primeiro estdgio, o que garante que os mesmos sejam nao-viesados e possuam variancia minima.
No caso do estimador de U‘?, diferentemente de Oliveira e Aguiar (2009), para obté-lo considerou-se
um procedimento analogo ao utilizado no modelo usual. Desta forma, o estimador de MV de ag

corrigido para viés é dado por

n n+k
.2 n+k _, 1 R A s oo o
= = i = GQ — Bori — 0QT; i — (224
T T k4"t T nyk—4 ;(y aq — foti — 0qu;) +i=§n+1(yo %o) (2.24)

Pela teoria da regressao multipla, a matriz de varidncias e covariancias para os estimadores dos

parametros ag, Bg e d¢g é dada por (Rencher e Schaalje, 2008)

V(Bq) =cf(X"X)™ ", (2.25)

com BQ = (&g, BQ, SQ) e X = [1, X;]. Para se obter um estimador para esta matriz, basta substituir
E21) em (225).

14
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A variancia (ou incerteza padrao combinada) de Zo9g pode ser obtida a partir da expansdo por
série de Taylor da equacdo (2.23) em torno do ponto Ag = (ag, 89, dq, ¥;), onde g5 = E(gy). Para
ver isso, considere Tog = f(&q, BQ, 5@, ¥o). Entdo, tomando-se a expansao de primeira ordem por

série de Taylor, tem-se (Leite e Singer, 1990)

oA A . O0%oo ,_ . ot R
f(anﬂQa(;QayO) = f(aQ7ﬂQ75QayO)+T9Q(y07y0)+ AOQ(OéQfaQ)
o 06
ot A ot - .
+ —22(Bg — Ba) + —2(0q — 0g) + or(|Aq — Agl)),
08¢ 0d¢
quando Aq il Ag, (2.26)

onde Ag = (ag, BQ, SQ, 7o) e o termo op(||Aq — Ag||) como o resto na férmula de Taylor.

Note que E(Ag) = Ag, pois E(dq) = ag, E(Bg) = Bo, E(dq) = dg e E(jo) = 7, como mencio-
nado anteriormente. Além disso, considere agora que V(o) = V(y) = %ag. Entao, desprezando-se
o resto de Taylor em (2.26), manipulando a expressdo resultante e aplicando-se valor esperado

chega-se a

Viiog) = (%OQ)QV@OH(%OQ)QV@QH<8@9Q>2V<BQ>

8370 85‘@ a,BQ
2
d200 A D00 Diog o
+ — Vidp)+2 — = Cov(ag,
(85Q> (dq) (6% 9ha (aq,Bq)
v oo 9009700 ) (oa0.50) + 2 [ 22999202 ) couid de), (2.27)
aO‘Q (95Q 3ﬂQ 8(5Q

onde as variancias e covariancias desta expressao, & exce¢ao de V (%), sdo os elementos de (2.25)).

O estimador para esta variancia é obtido pela substituicao de Ug por (2.24]) quando necessério.

Os termos entre parénteses em (2.27) correspondem as derivadas parciais de (2.23) em relagao

a cada um dos parametros desta equacao. Por exemplo, para o caso de y; decrescente, tem-se

15
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Hog o 1 , (2.28)
to V5% — 4dq(aq — 7o)
R , (2:29)
ae \/5?9 —4dg(aq — Yo)
1 Be
%PQ _ BZ;—A45Q(07Q—Z?0) (2.30)
9Bq 20Q ’
8.%0@ _ BQ BQ + \/Bé - 43@(6%2 - ﬂo)
0dq \/329 — 43q(6q — %) 205
(2Q = fo) ! (2.31)

0Q \/Bé - 43@(5[@ — 7o)
com a expressdo (2.31) corrigida para um erro tipografico em Oliveira e Aguiar (2009, p. 1572).

Note que quando y; é crescente, as expressoes (2.28))—(2.31) sdo alteradas apenas pela mudanga

no sinal de \/ Bé — 45Q(dQ — @Jo) nas trés primeiras derivadas e no sinal de BQ no termo entre

parénteses em ([2.31]).

Para se construir um intervalo de confianca aproximado para x( a partir do modelo quadratico,

utiliza-se o mesmo procedimento apresentado para o caso do modelo usual.
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CapiTuLo 3

Modelo de Calibracao Beta

Neste capitulo propoe-se um modelo de calibragao para uma varidvel resposta restrita ao in-
tervalo unitdrio (0,1). A suposigdo bésica é que esta varidvel segue uma distribuigdo beta, que é
reparametrizada de forma a permitir a obtengao de uma estrutura de regressao para a média da
mesma, de forma similar a Ferrari e Cribari-Neto (2004). Isto posto, discute-se a construgao de
um modelo de calibragao para o qual a varidvel resposta do primeiro e segundo estagio segue a
distribuicao beta. Além disso, obtém-se as funcoes escores relevantes para este modelo, discute-se
a estimagao de seus parametros pelo método da méaxima verossimilhanca e deriva-se a matriz de

informacao de Fisher esperada.

3.1 A Distribuicao Beta

Uma varidvel aleatéria y segue a distribuicao beta, y ~ B(p, ), com p > 0 e ¢ > 0, quando sua

fungao densidade de probabilidade (f.d.p.) é dada por

flylpa) = my”‘l(l -y ye(0,1), (3.1)

com I'(-) representando a funcdo gama, i.e., I'(z) = [~ t* e~ dt.

Para a f.d.p. (3.1)), o r-ésimo momento ndo-central é
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e [P TP+ e P+ +q9) P
pery = E(y )—/0 Y T (e)? (I-y)* " = TG tatr) - pran (3.2)

com k(;y =k x (k+1) x (k+2) x...x (k+r—1), pois ['(x) = (x — 1)! para z € Z*.

A partir de (3.2), obtém-se a média e a variancia de y, E(y) = 2 e V(y) = m,
respectivamente. Note que por meio da escolha de diferentes valores para os parametros p e ¢ da

densidade (3.1)) é possivel obter diferentes f.d.p. para y € (0,1).

A Figura[3.1|apresenta alguns exemplos de densidades beta para diferentes valores dos parametros
(p,q). Nestes exemplos, pode-se observar que quando p = ¢ a densidade é simétrica, tornando-se
assimétrica quando p # ¢q. Com p > ¢ tem-se assimetria a esquerda, e para p < ¢ tem-se assimetria
a direita. Em particular, quando p = ¢ = 1, tem-se a distribuicdo uniforme padrao. Isto demonstra

a grande flexibilidade desta distribui¢ao para a modelagem das mais diversas aplicagoes praticas.

Figura 3.1: Densidades beta para diferentes valores de (p, q)

(0.2,0.2)

densidade

(1.1

0 20 40 60 80 100
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3.2 Modelo de Regressao Beta

Como visto na se¢do anterior, a distribui¢ao beta é conhecida em razao de sua flexibilidade para
a modelagem de vérias situacoes préaticas. Neste sentido, Ferrari e Cribari-Neto (2004) propuseram
um modelo de regressao beta para modelar o comportamento de varidveis continuas restritas ao
intervalo unitario como funcao de um conjunto de varidveis exdégenas. Neste caso, como a varidvel
dependente estd restrita a (0,1), a mesma pode ser interpretada como uma razao ou proporgao.
Note que o modelo proposto pelos autores é semelhante a classe de modelos lineares generalizados
discutida em McCullagh e Nelder (1989), exceto pelo fato que a distribuigdo da varidvel resposta

nao pertence a familia exponencial.

Para definir o modelo, Ferrari e Cribari-Neto (2004) utilizaram uma reparametrizagdo para a
distribuicao beta que permitiu a obtengao de uma estrutura de regressao para a média da varidvel

resposta e um parametro de precisdo. Sejam p = ﬁ ep=ptqg,oquelevaap=ppeq=(1—pu)o.

Logo, a partir desta reparametrizagdo, a densidade da varidvel resposta (y), dada por (3.1)),

torna-se

flylp o) = F(W)FF(((? ) YO 1=yt g e (0,1), pe(0,1), >0, (3.3)

com a média e a varidncia da varidvel resposta (y), definidas na Se¢ao tornando-se E(y) = p e

Viy) = “(11;; ) , respectivamente. Note que ¢ pode ser interpretado como um parametro de precisao,

de forma que, para p fixo, quanto maior ¢, menor a variancia de .

Suponha agora que y; ~ B(u;, @), com i = 1,2,...,n, yis independentes, e ¢ desconhecido e

constante Vi. Adicionalmente, assuma que a média de y; pode ser escrita como

I
g(s) = mi =Y wi;B3;, (3.4)
j=1
onde 8 = (Bi1,...,8-)T é o vetor de pardmetros desconhecidos do modelo de regressao (3 € R") e
x; = (@1, - .-, xir) € 0 vetor de observagoes de r varidveis explicativas (r < n), que possuem valores

fixos e conhecidos.

19



3.2 Modelo de Regressao Beta Modelo de Calibragao Beta

A fungdo g(-) é uma fungao de ligagao estritamente mondtona, duas vezes continuamente dife-
rencidvel, que mapeia o intervalo (0,1) em R. Além disso, como a varidncia de y; é funcao de p;,
que por sua vez depende dos valores de x;, a mesma nao necessariamente é constante, o que indica

que o modelo é naturalmente heterocedastico.

Como mostrado por vérios autores, hé diferentes escolhas possiveis para a funcao de ligagao g(+)
(Ferrari e Cribari-Neto, 2004; Ospina, Cribari-Neto e Vasconcellos, 2006; Simas, Barreto-Souza e
Rocha, 2010). Neste trabalho, optou-se por discutir os modelos de regressao e calibracao beta no

contexto das fungoes de ligagao logit e log-log, cujas inversas sao, respectivamente,

exp (z;0)
1+ exp (z;3)

1
M= (U exp @B)) (3:6)

Note que a fungao logit permite interpretar os parametros 3; como razoes de probabilidades.
Para ver isso, basta mostrar que o impacto sobre p; da mudanca em um dos x}s, mantendo-se os

demais constantes, é igual a 2% (Ferrari e Cribari-Neto, 2004).

Para estimar os parametros do modelo de regressao beta, utiliza-se o0 método da maxima veros-

similhanga, com a funcao de verossimilhanga dada por

Howo = 11 o109 = (=797 [T oo

ondey = (y1,.--,Yn), = (l1,...,n) € f(-) é a f.d.p. para a varidvel resposta y;.

Logo, a log-verossimilhanca é dada por

n n

(6, 0)=Tog L) = 3 i) = D [108(T(6)) ~ log(T (o)) ~ og(T(1 ~ p)o)).
+ (b — Dlogy: + (1 — pi)d — 1) log(1 — 1) (3.7)

Os componentes do vetor escore, obtidos a partir das primeiras derivadas de (3.7]) com relagao
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a cada um dos parametros 3;, j = 1,...,r, e ¢, sao dados, respectivamente, por
oL(-) Ol (pi, ®) dpi O . o 1 o
U s = = —— — — i - i 9 3.8
5(8,9) 55, ; D dn. 35, ¢>;<y W) ey 38 (3.8)
ol(- =
Ual0s0) = 2 =3 ot — ) +los(l— ) (1 - )9+ 0O, (39)
i=1

onde y¥ = log ( vi ) pt = (i) — $((1 — pi)e), com () = LECED ¢ 55,

1-y;

Os estimadores de MV para este modelo s@o obtidos a partir da solucdo das equagdes Ug (08, ¢) =
0 e Uy(B,¢) =0, onde 0 é um vetor nulo  x 1. Estes estimadores ndo possuem forma fechada, logo,
é necesséria a utilizacdo de métodos numéricos para maximizar a fungao (3.7), como, por exemplo,

algoritmos de otimizagao nao-lineares Newton ou quasi-Newton (Nocedal e Wright, 2006).

A matriz de informacao de Fisher para este modelo é obtida a partir das derivadas de segunda or-
dem de com relagéo a cada um dos parametros do modelo. Entéo, para w; = @[’ (p;0)+¢' ((1—
1) o € = S (b — ' (1= pa) @) (1= )] e di = =" (&) + p3 (dpa) + (1 — )" (1 -
Wi)¢p), com ' (x) = %, tem-se W = diag{wy, wa,...,w,}, T = diag{1/¢'(p1),-..,1/9'(pn)},
C=(c1,...,cn) e D=diag{dy,...,d,}.

Logo, tomando-se o valor esperado das segundas derivadas em (3.7), sob certas condigdes de

regularidade, e ap6s alguma manipulagao algébrica, tem-se a matriz de informacao de Fisher

K K XTwx XTrc
o | Kos Koo | | 0 (3.10)
Ky Kgpg CTTTX tI‘(D)

onde X é uma matriz n X r, cuja i-ésima linha é x;.

Ferrari e Cribari-Neto (2004) ressaltam que, ao contrario do caso dos modelos lineares genera-
lizados (McCullagh e Nelder, 1989), os parametros 5 e ¢ nao sao ortogonais, pois Kgy = Kyp =
XTTC # 0. A matriz de varidncia assintética dos estimadores de maxima verossimilhanca dos

parametros do modelo de regressio beta é dada pela inversa de K (i.e. K~1).

Maiores detalhes sobre o processo de estimagao dos parametros deste modelo, bem como sobre

a derivagdo da matriz de informagao de Fisher (3.10]), podem ser encontrados em Ferrari e Cribari-
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Neto (2004). Na Se(;éodeste capitulo, serd utilizado um procedimento analogo ao destes autores
para se obter a matriz de Fisher para um modelo de calibracao cuja varidvel resposta segue a

distribuicao beta.

3.3 Modelo de Calibracao Beta

No Capitulo 2] deste trabalho apresentou-se dois tipos de modelos para o problema de calibragao
em quimica analitica: usual e quadratico. Como visto, estes modelos consideram que a relagao entre
a varidvel resposta y e a concentragdo do analito (z) é sempre linear, mesmo para casos nos quais

y apresenta um comportamento nao-linear (i.e. geralmente quando y é a transmitancia).

Como mostrado nas Segoes e nem sempre a relagdo entre y e x sera linear, o que
naturalmente sugere o uso de modelos nao-lineares para tratar o problema de calibracao. Neste
sentido, o modelo proposto nesta secao assume que a varidvel resposta segue uma distribuicao beta
(ie. y ~ B(p,q), com p > 0, ¢ > 0), que, quando reparametrizada nos moldes da discussdo da
Secao [3.2] permite propor uma abordagem para o problema em questao no contexto do modelo de

regressao beta, onde a relagao entre y e x é claramente nao-linear.

A abordagem proposta é adequada para casos nos quais a varidvel resposta estd restrita ao
intervalo (0, 1), a exemplo da transmitancia (T"), grandeza relacionada a absorvéancia (A) através da
transformacao logaritmica presente na lei de Beer-Lambert (equacao ) Além disso, o ajuste
sugerido, como é o caso para o modelo de regressao beta, evita a ocorréncia de valores ajustados para

y fora do intervalo de interesse para esta varidavel, como poderia ocorrer para o modelo quadrético.

3.3.1 Estrutura do Modelo de Calibracao Beta

Para se obter uma estrutura para modelagem da varidvel resposta (y) adequada ao contexto
da calibragdo, supondo que esta varidvel é funcdo de uma unica varidvel independente z (fixa e
conhecida) no primeiro estdgio (e yo funcdo de um pardmetro xo desconhecido no segundo estégio),
modificou-se a parametrizacao utilizada por Ferrari e Cribari-Neto (2004), de forma a permitir a
identificabilidade do modelo proposto. Para o primeiro estigio de calibracdo tem-se que y ~ B(p, ¢),

com p > 0, ¢ > 0, enquanto para o segundo estégio, yo ~ B(po, qo), com pg > 0, go > 0, e/ou p # po,
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q # qo-

Neste caso, a reparametrizagao das densidades beta é feita para as duas etapas do modelo, isto

Po

é, para o primeiro estigio tém-se y = ﬁ, ¢ = p+ q, e para o segundo estagio, pg =

Po+qo
¢0 = po + qo- Note que E(y) =M, ]E(y) = Mo, 4 € (Oa 1)7 Mo € (Oa 1)7 d) >0e d)O > 0.
Consequentemente as variancias das varidveis resposta y e yo tornam-se Var(y) = & (11;; ) ¢

Var(yy) = %;g‘)), respectivamente, com ¢ e ¢q (fixos e desconhecidos) podendo ser interpretados

como parametros de precisao (para p (po) fixo, quanto maior o valor de ¢ (¢p), menor a variancia

de y (v0))-

Seja y; ~ B(pi, @), com i = 1,2,...,n, e yio ~ Blpo,¢o), para i = n+1L,n+2,....,n+ k.
Adicionalmente, considere uma funcao de ligagao g(-), tal que g(+) : (0,1) — R, com g(+) estritamente
mondtona e duas vezes continuamente diferenciavel. Entdo, considerando-se a reparametrizacao
acima, g(u;) = n; = ap + Bpw; para o primeiro estdgio da calibragdo, e g(uo) = 10 = ap + fpxo

para o segundo estagio, onde o subscrito B denota o modelo de calibragao beta, tem-se

wi =E(y;) = g~ ' (ap + Bpai), (3.11)

o = E(yio) = g~ (ap + Brwo), (3.12)

i 1_ 1 1_ ~ 3 . 7 .
= wll-n = % Note que a transformacdo acima restringe a média

) ) .
com Var(y;) = s Var(yp) =
condicional das varidveis de interesse ao intervalo (0,1), e como a varidncia de y; neste caso é uma

fungao de p; (e ¢), tem-se entdo um modelo naturalmente heterosceddstico. Além disso, tém-se

exp (1;) _ _exp(no)

i = Troxp (] € 10 = Thoxp (ng) quando ¢(-) é uma fungao de ligacao logit, pu; =

1
exp (1/exp (1)) ©

1o = Wlxp(m)), quando ¢g(-) é uma fungao de ligacdo log-log.

Assim como no caso do modelo de regressao beta, para se estimar os parametros do modelo de
calibragao beta (ap, 8p, o, ¢, ¢o) utiliza-se 0 método da maxima verossimilhanca. No entanto, o
processo de estimacao destes parametros é feito considerando-se simultaneamente os dois estagios

do modelo de calibragao através da fungao de verossimilhanga conjunta, dada por
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n n+k
L(y7y07u7M07¢a (bo) = H yz | :ul,¢ H fO Yio | /J/O?¢0)
i=1 i=n+1
F ¢ ip— 1 (1 l"l)¢ 1
(F (1ip)L((1 — pi)9 ) Hyz
k n+k
y topo—1 (1—y (1*H0)¢>0*17

(F (Hogo)T (1 - uo)%)) : lgrly vio)

onde y= (yh ceey yn)7 Yo = (y(n—i-l)Oa ce 7y(n+k)0)7 B = (:U'h cee 7Mn) € fl() (S fO() Sao as fdpS das

varidveis resposta y; e y;0, respectivamente. Logo, a funcao de log-verossimilhanca é

n n+k
Uy, Y0, 1 0, 6, 00) = log L(-) = lia(mis &)+ > Liolpo, bo) =
=1 i=n+1
= Z log(T'(¢)) — log(T'(¢p:)) — log(T((1 — ps)9)) +
+ uzaﬁ —1logy; + ((1 — pi)¢ — 1) log(1 — y;)] +
n+k
+ Y [log(T'(¢0)) — log(T'(¢opo)) — log(T(1 — po) o) +
1=n—+1
+  (podo — 1) 1ogyio + ((1 — pro)do — 1) log(1 — yio)]- (3.13)

Tomando as primeiras derivadas de (3.13)) em relacéo a cada um dos cinco parametros de interesse
(CYB, /837x07 ¢7 ¢0)7 com w(l’) = Wa x > Oa 0= (Hla 92793) = (anﬁB7x0) € ] = 1a 2a 3) tem-se

as fungoes escore, que sao

n n+k
Uo(0,6,00) = ) 5 Obulied)din In g~ Oliolmo. do) dito o

0, Py O dn; 00; Bl Ao dno 00;
n 1 8771 n+k 1 6770
B P + 0= 1) T 30 3.14
(b;(y G o6, ¢Olzn;1(y0 M) o) 09, (314
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Uyp(©,0,¢0) = 87¢ = (i (y; — wi) +1og(l —ys) — V(1 — p)9) + ¥(P)], (3.15)
ag() n+k

Uso(©,6,60) = oo = > (koo — ) +log(1 = yio) — ¥((1 — o) o) + (o), (3.16)
1=n—+1

onde y7 = log (), 17 = ¥(1:8) —((1=p:)8), yio = log (T ), 5 = ¥(1u060) =¥ (1= 10) o).
g’ (ks) dlﬁg g’(ito)'

As estimativas de MV dos parametros apg, 85, Tg, ¢ € ¢g sao resultado da solucao das equagoes
Us(©,0,¢0) =0, Up(0,¢,00) =0 e Uy, (0,0, ¢0) = 0 onde 0 é o vetor nulo de dimensao 3 x 1.
Como a solugao destas equagoes nao leva a expressoes analiticas, deve-se utilizar métodos numéricos
para se obter as estimativas de MV para os parametros em questao. Neste caso, assume-se um
conjunto de valores iniciais para (ag, 85, Zo, ¢, o), segundo alguma regra para o estabelecimento

deste ”chute”inicial. A estimativa de zg obtida desta forma serd denotada por Zgp.

Além disso, observe que uma vez obtidos os estimadores de MV para (ap, 85, o, ¢, ¢o), chega-se
facilmente a u, po, Var(y:) e Var(yio), e a p, q, po € qo, dado que o modelo é identificivel. Note
também que ap e Bp podem ser interpretados de forma semelhante a de um modelo linear e xg
é um parametro desconhecido, por exemplo, em quimica analitica, é a concentragido (ou teor do

produto na solugao) a ser determinada.

3.3.2 Matriz de Informacao de Fisher Esperada

Para se obter a matriz de informagao de Fisher para o modelo de calibracao beta, é necessario

calcular as segundas derivadas de (3.13)). Entdo, derivando-se novamente as expressoes (3.14]),
(3.15) e (3.16) em relagdo a cada um dos parametros (ap,85,Zo,d, ¢o), com O = (61,60,,03) =

"(z) = Z2D ¢ j s =1,2,3, tem-
(OZB,BB,I'O%'(#((L') 512 €7Ss y 4y 0, LEM-S€
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82E() _ Z 8&1 ,uz, ¢) d/,&i d/,l,i 8’(]1' 67% n
30j805 (9[141 aul d’l]l d??l 893 30]

duo Ono o
dno 06, 09,

n 2 ) )
_ Z <8€’L‘1(Ml’ ¢) dM’L +

Oy (piy @) O dpy

Modelo de Calibragao Beta

nif 0 (8&0(%7%)%) «
4 Omo Opo  dno

> dp; On; On;

2\ Ou; Oy dn; ) dn; 09, 06
gaeé‘; B :[ & 85;] 2)23 (3.18)
889?8((20 - ;i: {(yfo Ho) ¢08;0} (1 O)C;Z?a (3.19)
322(2) = g[w'w) 2 (dps) — (1 — )" (1 — o)), (3.20)
%25;5((2)-) = ;fj:[w’wo) — pgt (dopo) — (1 — po) o' ((1 = po)do)], (3.21)
g;f;;i =0 :g;fgis' (3.22)

Note que as expressoes (3.17))—(3.22)) sdo semelhantes as obtidas por Ferrari e Cribari-Neto (2004)

no processo de obtengao da matriz (3.10]), distinguindo-se apenas pela inclusao dos termos referentes

a segunda etapa do modelo de calibracao (derivadas em relacdo a xg, segundo termo da soma em

(3.17)), e expressoes (3.19), (3.21)) e (3.22)).
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Ho

valor esperado de (3.17)—(3.22), para j, s = 1,2, 3, tem-se,

Entao, como E (%}M) =0, E (%W) =0, E(y}) = pf e E(yy) = 1§, tomando-se o

o(-) aéluz &)\ [ dui\* on; on;
E — Vg (2l
<aajaes> Z ( ) (dm) 26, 90, *

«— 3@0(#07 60)\ ( dpo\” dno Ono
3 m(Teged) (G0) S 523
E(Gireh) = S~ o =l o 20
E 0%0(-) B ntk » 1 L oy -
<8€j6q’>0) = —Zzn;rld)o (1o90)po — ¥ (1 — po)do)( _MO)]W%’ (3.25)
E (832(5)) = ;W(aﬁ) — i (ppi) — (1= pa)*¢' (1 — ) @), (3.26)

0%4() &, . L
E < Rl ) - Z [ (d0) — po¥" (dopo) — (1 = po) ™" ((1 = po) o)l (3.27)

0 i=nt1
0%0(-) B

. (3¢8¢o) =0 (3.28)

A partir das expressoes acima, ¢é facil obter a matriz de informacao de Fisher para o modelo de

calibragao com distribuicao beta. Como

A3, (pis @)
ou?

0 (1o, do)
g

= [ (i) + ' (1 — pi)p)]

= =3[0 (podo) + ' ((1 — po)do)]
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entao, (3.23) pode ser reescrita de forma mais compacta,

&°() " ntk
E (89]((905> = —(biz:;’wil‘ij — o i;ﬂ WoZo, (13-23[)

onde w; = @[’ (pip) +v'((1 —M)@]m e wo = oY (Hodo) +1'((1 —Mo)¢0)]m~ Na forma

matricial, tem-se

d%(-)
E (a@aeT) = —pXTWX — po XTI Wy Xo, (3-23]")

onde W = diag{ws, ws, ..., w,}, Wy = diag{wg, wq,...,wo}, X =[1,2;,0] e Xo = [0, 0, zo].

Além disso, como

WL = W (1= O - ),
ggo = ' (pogo)po — V' ((1 = po) o) (1 — wo),
0

para j,s = 1,2, 3, chega-se a

Tij, (13.24])

’L

526
. (ae a¢>

32€
. <59 8%)

com ¢; = Q[ (ip)pi — ' (1 — pa) @) (1 — ps)] e co = po[t)" (Hodo) o — P (1 — p10) o) (1 — po)]-

i
"2

Na forma matricial, com C = (c1,...,¢,), Co = (coy ..., c0), T = diag{1/¢'(p1),...,1/9' (un)} €

Ty = dlag{l/g’(uo), ERRR) 1/9,(H0)}7 tem-se
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Modelo de Calibragao Beta

B2

(.28

Para d; = —'(¢) + p7' (ppi) + (1 — pi)*P' (1 — pi)p) e do = =9/ (do) + pg’ (dopo) + (1 —

o)’ (1 — o) o), pode-se reescrever (3.26)—(3.27) como

SRS
()= S o

1=n—+1

que em notagao matricial é

{(5) - o
£ (5) -

onde D = diag{dy,...,d,} e Dy = diag{do, ..., do}.

B-26")

B27")

Por fim, sob condigoes de regularidade, a matriz de informacao de Fisher para o modelo de

calibragao beta é dada por

Keo Koy Koo, PXTWX + o X WoXo
Kp = K,p@ K¢¢ K¢¢0 = CTTTX
Koo Kogo  Koos Co Ty Xo

XTrc XITyCo
tr(D) 0 . (3.29)
0 t}I‘(Do)

Note a semelhanga entre as matrizes (3.29) e (3.10]), com a primeira diferenciando-se da segunda

pela inclusao dos termos correspondentes a segunda etapa do modelo de calibragao beta (no caso,

qSng Wy Xo na posicao Kee, € os elementos incluidos na terceira linha e terceira coluna de (3.29)).
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Além disso, assim como no caso do modelo de regressao beta, para o modelo proposto tem-se que,

a excecao de ¢ e ¢g, os parametros (ap, 5, Zo, @, dp) sdo nao ortogonais dois a dois.

Sob condigoes de regularidade, o EMV de zg (Zop) é assintoticamente normal com média zg e
varidncia V(&op). Logo, a construcio de um intervalo de confianga aproximado para o parametro
2o do modelo proposto, com nivel de confianca ~y, pode ser feita utilizando-se o resultado assintético
fop—zo P, N(0,1), com a estimativa da varidncia de Zop (V@)) obtida a partir da inversa de

A/ V(iQB)
Kp (i.e. Kg'). Este intervalo é dado por

(f?OB —zg/ V@)v-i'OB + 22/ V@)) ; (3.30)

——

onde zg ¢é o quantil de ordem (1 — §) da distribuicdo normal padrao e V(Zop) é a estimativa da

variancia de Zgpg.

Por fim, observe que neste capitulo nao se considerou o uso de uma estrutura de regressao para
modelar o comportamento do parametro de dispersdao ¢, como discutido em Simas, Barreto-Souza
e Rocha (2010). No entanto, vale ressaltar que a referida modelagem néo se aplica a ¢g, pois para

o segundo estdgio a Unica varidvel explicativa é uma constante (zp) a ser determinada.

Além disso, casos nos quais os dados assumem valores continuos nos intervalos [0,1], [0,1) e
(0,1], o que conduz a abordagem da distribui¢do beta inflacionada (Ospina e Ferrari, 2010, 2012),
também nao sao tratados neste estudo em razao da variavel resposta y para o modelo de calibragao

proposto (i.e. transmitancia) nao assumir tipicamente os valores 0 ou 1.
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CapriTuLo 4

Aplicacoes

Neste capitulo sao apresentadas duas aplicagoes para os modelos de calibracao usual, quadratico
e beta, discutidos nos Capitulos [2] e [3] deste trabalho. A primeira aplicacao utiliza uma amostra
para a concentragio de fons de ferro em dguas naturais, extraida de Pimentel e Barros Neto (1996).
A segunda aplicagdo baseia-se em dados sobre o teor de permanganato em solugoes-padrao, com
leituras espectrofotométicas em diferentes comprimentos de onda (Barros Neto, Scarminio e Bruns

(2010)).

4.1 Critérios de Informacao

Uma questao natural que surge quando se ajusta um modelo a um conjunto de dados é quao bom
é esse ajuste. Quando se tem dois ou mais modelos, a questao relevante passa a ser qual o melhor
deles (i.e. qual apresenta melhor ajuste relativo?). Dentre as diversas ferramentas existentes na
literatura sobre selecao de modelos, algumas sao baseadas na teoria da informacao e sao construidas
a partir de fungdes perda que consideram o nimero de pardmetros (r) do modelo e o tamanho da

amostra (n).

Nesse sentido, para n fixo, hd um trade-off entre a qualidade do ajuste de um modelo e 7, com
um modelo com mais parametros sofrendo uma maior penalidade que um mais parcimonioso. Este
principio é utilizado por ferramentas conhecidas como critérios de informacao, que consideram o
melhor modelo aquele que apresenta menor valor para a fungao perda. Trés critérios de informacao

utilizados em aplicagdes préticas sdo o AIC (Akaike Information Criterion), BIC (Bayesian Informa-
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tion Criterion), também conhecido como critério de informagao de Schwarz, e HQ (Hannan-Quinn

Information Criterion), que sdo definidos da seguinte forma

e - _2651(3)) % (4.1)
BIC _267(1A)+rloi(n)7 (4.2)
Ho — _2&5{) +2rlog(7llog(n))7 (4.3)

onde £(0O) é o valor miximo da fungdo de log-verossimilhanga do modelo sob andlise, © o valor
estimado para o vetor de parametros © deste modelo, n é o niimero de observacoes e r o ntimero

de parametros em O.

Segundo estes critérios, o modelo mais adequado para um certo conjunto de dados é aquele que
possui o menor valor para a estatistica em questao. Neste trabalho, os mesmos serao utilizados para
indicar, dentre os modelos considerados nas aplicagoes das Segoes [4.2] e qual apresenta o melhor

ajuste relativo.

4.2 Concentragao de Ferro em Aguas Naturais

Os dados da amostra sob andlise foram extraidos de Pimentel e Barros Neto (1996) e compre-
endem um conjunto de 8 concentragdes-padrao de ferro (Fe) distribuidas em cinco niveis diferentes
(com quatro replicatas para a concentragao 0.2), para a determinacdo espectrofotométrica da con-
centracao deste elemento em dguas naturais por absor¢ao molecular (com ortofenantrolina como
agente complexante). A absorvancia desses padroes foi lida em um espectrofotometro Micronal
B-242 na regiao ultravioleta visivel (UV-VIS), em cubetas de 4 cm. O teor de concentragao de ferro

na dgua (em mg/L) é denotada por z, que é a unica varidvel explicativa do modelo.

Para a presente aplicagdo, foram descartadas trés das quatros observagoes correspondentes as
replicatas para a concentracdo 0.2, e aplicou-se a transformagio (2.3) da lei de Beer-Lambert as
observagoes remanescentes (em absorvancia), de forma a obter seu equivalente em transmiténcia.

Deste modo, obteve-se aos dados apresentados na Tabela
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Aplicagoes

Tabela 4.1: Resultados de uma determinagao de ferro (Fe) por absorvancia molecular

Concentragao do analito, mg/L (x) | Absorvancia Transmitancia
0.2 0.1351 0.7327
1.0 0.7169 0.1919
1.5 1.0846 0.0823
2.0 1.4416 0.0362
2.5 1.6849 0.0207

Fonte: Pimentel e Barros Neto (1996)

Este conjunto de dados foi utilizado para ajustar o primeiro estagio dos modelos discutidos nas

Secoes e para a varidvel resposta (y) em absorvancia ou transmiténcia, de acordo com o

intervalo de variagdo permitido para y e com o comportamento desta varidvel (linear ou nao-linear).

Note que, para o presente caso, o modelo quadratico foi usado para ajustar os dados da varidvel

resposta em transmiténcia em razao de seu comportamento nao-linear (Figura [4.1]).

Figura 4.1: Absorvancia e transmitancia para diferentes concentracées do analito x

15
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20

25

03 04 05 06
I 1 I
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0.1
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Os parametros dos modelos usual e quadratico foram estimados pelo método de maxima ve-

rossimilhanca. Para o modelo de calibragao beta, seus parametros foram estimados utilizando-se

o algoritmo L-BFGS-B (Nocedal e Wright (2006)) através da maximizagdo numérica da fungéo de
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log-verossimilhanca , limitando-se o intervalo de variacao para (¢p, dop,Zop) a R;{ e consi-
derando as fungoes escore analiticas 7. Os valores iniciais para apg, 08p, ¢ e ¢y foram
obtidos das estimativas resultantes da aplicacdo do modelo de regressao beta (Segao aos dados
da Tabela tomando-se Pinicial = $0,,,;...:- £ara o, seu valor inicial foi dado por , que é o
estimador de méxima verossimilhanca do modelo usual para este parametro (calculado a partir do

mesmo conjunto de dados).

Isto posto, para n = 5 e k = 1, considerou-se conhecido para a segunda etapa apenas o valor
da varidvel resposta, com yo = 0.1519 (absorvancia (A)) ou yo = 0.70486 (transmiténcia (7)),
tratando-se o valor de x(y neste estagio como desconhecido. No entanto, como o valor de y para
esta etapa foi convenientemente escolhido a partir dos pontos amostrais descartados anteriomente,
isto significa que o mesmo estd associado a um x( verdadeiro de 0.2, o que tornou possivel medir
o erro da estimativa pontual deste pardmetro para cada modelo, isto é Erro(Zg) = &g — xo. Além
disso, com o intuito de avaliar a qualidade do ajuste relativo para estes modelos, calculou-se os
valores para os critérios de informacao de Akaike, BIC e Hannan-Quinn. Os resultados obtidos sao

apresentados nas Tabelas e (na Tabela os erros-padrao estdo entre parénteses).

Tabela 4.2: Estimativas e erros-padrao para os modelos de calibragao usual, quadrético e beta

Modelo y & B Bo ¢ %o Zo
Usual A 0.02505 0.68582 - - - 0.18497
(0.04376)  (0.02659) (0.08996)
Quadratico | T | 0.88171 —0.85450 0.20735 - - 0.21857
(0.05672)  (0.09543)  (0.03436) (0.07489)
Beta T 1.32830 —2.45476 - 144.292 142882 0.18649
(logit) (0.20001)  (0.21535) (92.0246)  (203268)  (0.06870)
Beta T | 1.05043 —1.05965 - 18.5878 181173 0.00000
(log-log) (0.20542)  (0.16883) (16.9185)  (255546) (0.27881)
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4.2 Concentracio de Ferro em Aguas Naturais Aplicagées

Tabela 4.3: Erro de &, e intervalos de confianga aproximados para xo (v = 95%)

Modelo Erro(zo) Intervalos de confianga
Usual —0.0150 (0.00865; 0.36129)
Quadrético 0.0186 (0.07179;0.36535)
Beta (logit) —0.0135 (0.05183;0.32115)
Beta (log-log) | —0.2000 (—0.54648; 0.54648)

Tabela 4.4: Critérios de informacao para os modelos usual, quadratico e beta

Modelo ((©) AIC BIC HQ

Usual 9.43170 —2.97268 —3.12891 —3.39197
Quadrético 10.8328 —3.13312 —-3.36746 —3.76206
Beta (logit) 17.1553 —4.86211 —5.25267 —5.91034

Beta (log-log) | 12.0957 —2.83827 —3.22883 —3.88649

A partir dos resultados apresentados na Tabela[4.2] observa-se alguma variagdo entre as estima-
tivas para xg, incluindo seus erros-padrao, para os modelos de calibragao usual, quadratico e beta,
este dltimo considerando fungoes de ligacao logit e log-log. Nota-se também que o erro-padrao de
Z( para o modelo beta com fungao de ligacao logit é o menor dentre os modelos considerados. Com
relacdo aos demais parametros, em geral, as estimativas de « e 8 para os trés modelos, e de § para
o modelo quadréatico, sao todas significativas a 5%, a excecao de & para o modelo usual, que é nao
significativa. Esta situacio se repete para as estimativas de ¢ e ¢ para o modelo beta (logit e

log-log), com o elevado valor de dA)O podendo ser explicado pelo fato que k£ = 1.

A Tabela mostra o erro do estimador de zy para cada modelo (Erro(ig) = Zo — o), com

zo = 0.2, além dos intervalos de confianca aproximados para este parametro, considerando um

35



4.3 Concentragao de Permanganato Aplicagées

nivel de confianca de 95%. Para a presente aplicagdo, o modelo beta com fungao de ligagao logit
apresentou um estimador para xp mais exato que os modelos usual e quadratico, além de, como
mencionado anteriormente, ter a menor variancia (desvio-padrao), e um intervalo de confianca com
menor amplitude para este pardmetro. Os resultados da Tabela mostram que o modelo beta
(logit) apresenta melhor ajuste segundo os trés critérios de informacao (AIC, BIC e HQ), quando
comparado aos modelos usual e quadratico. Isso demostra que o modelo proposto, quando utiliza

uma funcao de ligagao logit, é o mais adequado para modelar os dados em questéo.

4.3 Concentracao de Permanganato

Para esta aplicagao, utilizou-se uma amostra apresentada em Barros Neto, Scarminio e Bruns
(2010), obtida a partir de um estudo sobre a determinagao simultdnea do teor de permanganato
(MnO}), sais de dicromato (CroO5?) e cobalto (Co?T). Vérias amostras de solugdes-padrao foram
preparadas e analisadas por espectrofotometria ultra-violeta visivel (UV-VIS), em trés comprimentos
de onda () diferentes, 410, 440 e 530 nm (nanoémetros). As leituras estdo expressas em absorvancia,

com o teor da concentracdo de permanganato nas solugbes em mL (mililitros), denotado por x.

Assim como no caso anterior, aplicou-se a transformagao logaritmica da lei de Beer-Lambert as
leituras em absorvancia (A4) de forma a se obter seu equivalente em transmiténcia (7). Os dados

estao na Tabela[4.5] agrupados de acordo com A = 410, 440 e 530.

Na presente aplicagao, para efeito de estimacao dos modelos de calibragao usual, quadratico e
beta (logit e log-log), as observagoes referentes a concentragao = 5.0 na Tabela foram utilizadas
apenas no segundo estdgio destes modelos (varidvel yg), na forma de absorvancia ou transmitancia.

As Figuras [£:2] [£.3] e [£-4) apresentam o conjunto de dados utilizado no primeiro estégio da calibragao.

Os modelos de calibracao citados foram ajustados ao conjunto de dados em questao, para n = 6
e k = 3. A varidvel resposta (y) foi utilizada na forma de absorvancia ou transmitancia de acordo
com o intervalo de variac@o permitido para a mesma e com seu comportamento (linear ou néo-linear)
(Figuras [4.3]e[4.4). No presente caso, como a varidvel resposta ndo apresentou um padréo claro
de nao-linearidade quando expressa em transmitancia, optou-se por utilizar o modelo quadratico
para ajustar y em ambos os casos (absorvancia e transmitancia), reportando-se apenas os resultados

que possam ser interpretados de acordo com a pratica usual em calibragao.
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4.3 Concentracao de Permanganato

Aplicagoes

Tabela 4.5: Determinacio da concentragao do fon MnOj em solugdes-padrio por espectrofotometria

Concentragao do analito, mL 410 440 530

x A T A T A T

1.7 0.3750  0.4217 0.4090 0.3899 0.1590 0.6934
2.5 0.3340 0.4634 0.3420 0.4550 0.2050 0.6237
34 0.3850 0.4121 0.3750 0.4217 0.1820 0.6577
4.0 0.4560 0.3499 0.4320 0.3698 0.1490 0.7096
5.0 0.4720 0.3373 0.4260 0.3750 0.1490 0.7096
5.0 0.4720 0.3373 0.4260 0.3750 0.1490 0.7096
5.0 0.5230 0.2999 0.4880 0.3251 0.1130 0.7709
6.6 0.5610 0.2748 0.4790 0.3319 0.1080 0.7798
7.5 0.6020 0.2500 0.5060 0.3119 0.0840 0.8241

Fonte: Barros Neto, Scarminio e Bruns (2010)

Figura 4.2: Absorvancia e transmitancia para diferentes concentragoes do analito  com A = 410
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Os referidos modelos foram estimados utilizando os mesmos procedimentos descritos na Secao

Para o segundo estagio dos mesmos, considerou-se conhecidos apenas os valores das varidveis
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4.3 Concentragao de Permanganato Aplicagées

Figura 4.3: Absorvancia e transmitancia para diferentes concentragoes do analito  com A = 440
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Figura 4.4: Absorvéncia e transmitancia para diferentes concentragées do analito z com A = 530
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resposta 1y, tratando-se os valores de xy neste estidgio como desconhecidos. No entanto, como
mencionado anteriormente, os valores de yo escolhidos (em absorvancia ou transmitincia), estao
associados a um zo verdadeiro igual a 5.0 (ver Tabela . Isto tornou possivel medir o erro
da estimativa pontual deste parametro para cada modelo. Para se avaliar a qualidade do ajuste
relativo para cada um dos modelos em questao, obteve-se os valores para os critérios de informacao

de Akaike, BIC e Hannan-Quinn.

Os resultados obtidos para os trés comprimentos de onda do conjunto de dados de Barros Neto

et al. (2010) (A = 410, 440 e 530) estdo nas Tabelas [4.6| a
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4.3 Concentracao de Permanganato

Aplicagoes

Tabela 4.6: Estimativas e erros-padrao para os modelos usual, quadratico e beta (A = 410)

Modelo & 3 0 10) @0 Zo
Usual 0.25729 0.04550 - - - 5.09291
(0.02946)  (0.00618) (0.49360)
Quadrético | A | 0.31535 0.01434 0.00331 - - 5.39170
(0.08481)  (0.04280)  (0.00450) (1.76609)
Beta T | 0.09621 —0.15839 - 420.971 420.972 5.22223

(logit) (0.09366)  (0.02052) (242.783)  (343.353)  (0.48495)
Beta T | 040157  —0.09765 - 440.113  695.346  5.31342
(log-log) (0.05944)  (0.01207) (253.836)  (567.376)  (0.40299)

Como mencionado acima, os resultados reportados neste aplicagao para o modelo quadratico
desconsideram os casos para os quais as estimativas obtidas nao apresentam interpretagao coerente
com a usual nos modelos de calibracao, como valores negativos para &, mesmo que nao significativos.
Isto ocorreu quando o modelo em questao foi utilizado para ajustar dados da Tabela para
y expresso em transmitancia com A = 410 e 440, e y em absorvancia para A\ = 530. Além de
estimativas para xg fora do intervalo de variacao de x, com x > 0, os valores para as estimativas da

variancia de &g nestes casos foram os maiores dentre as situagoes consideradas para cada A.

As Tabelas [£.6] [£.7] e [4.8 mostram uma certa variacao entre as estimativas de zo, conforme o
modelo utilizado e o comprimento de onda (\), com o modelo quadritico apresentando os maiores
desvios-padrao para este parametro para todos os \'s. Por outro lado, o modelo beta (logit e log-log)
possui o menor desvio-padrao estimado para &g para todos os comprimentos de onda e para ambas

as fungoes de ligacao consideradas.

A Tabela apresenta o erro do estimador de zg para os modelos usual, quadrético e beta,

considerando x¢p = 5.0 como valor verdadeiro, e os intervalos de confianga aproximados para este
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4.3 Concentragao de Permanganato Aplicagées

Tabela 4.7: Estimativas e erros-padrao para os modelos usual, quadratico e beta (A = 440)

Modelo | y & B ) ) bo o

Usual A 0.32380 0.02335 - - - 5.26108
(0.03197)  (0.00670) (1.09461)

Quadrético | A 0.39658  —0.01570  0.00415 - - 5.84349
(0.08922)  (0.04503)  (0.00473) (3.64089)

Beta T | —0.13072  —0.084551 - 346.049  409.466  5.34367
(logit) (0.10194)  (0.02177) (199.517)  (333.943)  (0.93204)
Beta T | 026489  —0.05405 - 353.232  353.232  5.37662
(log-log) (0.06611)  (0.01357) (203.662)  (288.036)  (0.94374)

parametro para um nivel de confianca igual a 95%. O modelo usual apresentou o estimador de
Zo mais exato para todos os comprimentos de onda, seguido pelo modelo beta (logit e log-log).
Note que o erro para as estimativas deste parametro varia conforme a funcao de ligacao utilizada
no modelo de calibragao beta, com a fungao logit apresentando melhores resultados que a log-log
segundo este critério. A amplitude dos intervalos de confianca para g do modelo beta (logit e

log-log) foi a menor dentre todos os modelos considerados.

De forma geral, os resultados mostrados na Tabela [£.10] evidenciam a maior qualidade do ajuste
do modelo beta aos dados da Tabela [4.5] para todos os \'s, em comparacao aos modelos usual e
quadraitico, segundo os trés critérios de informacdo considerados (AIC, BIC e HQ). Vale ressaltar
que, na maioria dos casos, o modelo beta com a fungao de ligagdo log-log demostra um melhor
ajuste que seu similar com a fungao logit. Por fim, a andlise da Tabela [£.10] sugere que o modelo

quadrético apresentou o pior ajuste a amostra em questao em todos os casos.
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Tabela 4.8: Estimativas e erros-padrao para os modelos usual, quadratico e beta (A = 530)

Modelo y & I6] 0 0] o Zo

Usual A 0.22221 —0.01737 - - - 4.90721
(0.02203)  (0.00462) (0.94185)

Quadratico | T | 0.70154 —0.03085 0.00639 - - 5.62335
(0.08439)  (0.04259)  (0.00448) (3.37617)

Beta T | 0.30722 0.14732 - 203.345 203.351 4.66408
(logit) (0.14016)  (0.03103) (117.168)  (165.703) (0.76636)
Beta T | 0.57966 0.12449 - 194.848 194.849 4.62691
(log-log) (0.11821)  (0.02707) (112.260)  (158.762)  (0.79499)
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4.3 Concentragao de Permanganato Aplicagées

Tabela 4.9: Erro de Z( e intervalos de confianga aproximados para xo (v = 95%)

A Modelo Erro(ig) Intervalos de confianga
Usual 0.09291 (4.12544;6.06037)
410 | Quadrético 0.39170 (1.93016; 8.85324)
Beta (logit) | 0.22223 (4.27173;6.17273)
Beta (log-log) 0.31342 (4.52356;6.10328)
Usual 0.26108 (3.11563; 7.40652)

440 | Quadréatico 0.84349 (—1.29266; 12.9796)
Beta (logit) 0.34367 (3.51688;7.17047)

Beta (log-log) 0.37662 (3.52688; 7.22636)

Usual 0.09279 (3.06118;6.75324)
530 Quadrético 0.62335 (—0.99394; 12.2407)

Beta (logit) | 0.33592 (3.16201; 6.16614)

Beta (log-log) | —0.37309 (3.06874; 6.18508)
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Tabela 4.10: Critérios de informagao para os modelos usual, quadratico e beta com A = 410, 440,

530

A Modelo 0®) AIC BIC HQ

Usual 13.4020 —3.80067 —3.87008 —4.07853
410 Quadratico 13.9008 —3.63358 —3.73770 —4.05038
Beta (logit) | 21.7875 —5.59584 —5.76938 —6.29051

Beta (log-log) | 22.0817 —5.6939 —5.86742 —6.38856

Usual 12,9107 —3.63689 —3.70630 —3.91476
440 Quadrético 13.5962 —3.53208 —3.63620 —3.94888
Beta (logit) | 20.3735 —5.12449 —5.29802 —5.81916

Beta (log-log) | 20.4192 —5.13973 —5.31327 —5.83440

Usual 15.1469 —4.38229 —4.45170 —4.66016
530 Quadrético 13.9304 —3.64347 —3.74759 —4.06028

Beta (logit) 18.6441 —4.54802 —4.72155 —5.24269

Beta (log-log) | 18.5087 —4.50290 —4.67643 —5.19757
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CAPITULO

Conclusoes

5.1 Comentarios Finais

No contexto de calibragao, o principal parametro de interesse é xg, que representa o valor ou
a quantidade desconhecida a ser determinada com diversos objetivos, por exemplo, a avaliagao de
politicas em economia, a afericao de instrumentos em fisica e a verificagao da eficicia de um me-
dicamento em medicina, dentre outros. Em quimica analitica, em particular, xo é a concentragao
desconhecida de um analito em uma solucao para a qual se conhece apenas a leitura espectrofo-
tométrica associadada a este parametro. A literatura sobre modelos de calibracao apresenta diversas
abordagens para o tratamento do problema de calibracao, com varios enfoques e aplicagoes nas mais

diversas areas de conhecimento.

Nesta dissertacao apresentou-se um modelo de calibracao que considera uma varidvel resposta
restrita ao intervalo (0,1) cuja média pode ser modelada com o uso de uma distribui¢do beta, que
também é fungdo de uma estrutura de regressao do tipo sugerida por Ferrari e Cribari-Neto (2004).
Este modelo difere dos estudos anteriores por propor a modelagem da média da varidvel resposta,

ao invés da modelagem dos erros do modelo, como é usual na literatura sobre modelos de calibragao.

O modelo proposto foi derivado considerando-se uma reparametrizacao da distribuigdo beta para
os dois estagios do mesmo, o que permitiu a obtencao de um modelo cujas médias das varidveis res-
posta para o primeiro e segundo estagios podem, eventualmente, seguir distribuicoes beta distintas
(i.e., com valores distintos para seus pardmetros). Além disso, derivou-se sua matriz de informagao

de Fisher esperada, o que possibilita a realizagao de testes de hipdteses e a construgao de intervalos
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de confianca para seus parametros.

Os parametros do modelo de calibragao beta, para fungoes de ligacao logit e log-log, foram esti-
mados pelo método da maxima verossimilhancga, considerando-se as fungoes escore analiticas obtidas
no Capitulo As estimativas obtidas para este modelo para o parametro xy foram comparadas
em aplicacoes com dados reais de quimica analitica, com as resultantes de um modelo linear (mo-
delo usual) e um modelo quadritico, para varidveis resposta coerentes com a lei de Beer-Lambert.
Mesmo considerando que as amostras das referidas aplicagbes sdo pequenas (n < 10), o modelo
proposto (logit e log-log) apresentou melhor ajuste em todos os casos segundo os critérios de in-
formagao apresentados no Capitulofd O erro do estimador deste parametro para o modelo proposto
foi menor que o do modelo quadratico em todos os casos considerados, e menor que o do estimador
do modelo usual em apenas um caso. No entanto, a estimativa para o erro-padrao do estimador de
x( apresentada pelo modelo de calibracao beta foi a menor dentre os modelos estudados em ambas

as aplicagoes.

5.2 Sugestoes para Estudos Futuros

Dentro do dmbito dos modelos de regressao beta, uma extensao natural para o modelo aqui
proposto é a modelagem do parametro de dispersao do primeiro estagio, ¢, na linha sugerida por
Simas et. al. (2010). Outra possibilidade é comparar o referido modelo, que usa a distribuigao
beta para modelar a média das varidveis resposta, com um modelo derivado de acordo com a
abordagem da distribui¢ao beta inflacionada (Ospina e Ferrari, 2010, 2012)). O objetivo neste caso
seria verificar qual dos dois modelos apresenta melhor ajuste quando estas variaveis assumem valores
muito préximos, ou eventualmente iguais, aos limites de seu dominio de variagao (i.e. 0 ou 1), e o

impacto sobre o valor estimado de x( e sua variancia.

Uma sugestao no contexto dos modelos com erros de medida é considerar que a varidvel inde-
pendente para o modelo de calibragao beta apresenta erro de medida tipo Berkson, como discutido
em Blas, Sandoval e Yoshida (2007). Por fim, pode-se derivar também, sem maiores dificuldades,

uma versao do modelo proposto para o caso de calibragao multivariada.
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APENDICE A

Cdodigos em R

Neste apéndice sao apresentandos os cédigos em R utilizados para estimagao dos parametros dos
modelos de calibragao usual, quadrético e beta nas aplicagoes do Capitulo[dl A estimag¢ao do modelo
proposto (beta) usou o pacote betareg para determinagdo dos valores iniciais para ag, 8g, ¢ e ¢q
para o algoritmo L-BFGS-B, com @iniciai = ®0,,,...,- O valor inicial para z( foi obtido a partir da
substituicdo das estimativas de méxima verossimilhanga (ou minimos quadrados) dos parametros
ay e By do modelo usual, na expressao . O algoritmo L-BFGS-B foi implementado através

da funcdo optim().

/******************************************************************************

* CODIGOS EM R

*
* USO: Estimagdo dos parémetros dos modelos de calibragdo usual e quadratico;

* estimac8o dos pardmetros do modelo proposto (Beta) através do algoritmo L-BFGS-B

*
* AUTOR: Mileno Tavares Cavalcante
*

* DATA la. VERSAO: Jul/2012

*

* DATA ULTIMA ATUALIZAGAQO: Jan/2013
*

K 3K 3K 3K 3K 3k 5k 5k 5k 3k 5k 5k 5k %k %k >k 3k 3K 3k 3k 3k 3k 5k 3k 5k 5k 5k %k % 3K 3K 3K 3K 3k 3k %k 5k 5k 5k 5k %k %K 3K 5K 3K 5K 5K 5k %k 5k 5k 5k >k %k %k K 3K 3K 5K 5k 5k 5k %k %k >k >k >k %k %k >k >k 3 3 >k % %k %k k
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Codigos em R

# Cédigo para estimagdo dos pardmetros do modelo usual, x0 e variéncia de xO_hat #

y<-c(O)
y0<-c()

x<-c()

gy_ls<-1lm(y ~ x)
w<-coef (gy_1s)

x0_hat<-(mean(y0)-w[1])/w[2] #estimador para xO

alpha<-w[1]

beta<-w[2]

var_resid<-(1/(length(y)+length(y0)-3))*(sum((y-alpha-beta*x) ~2)
+sum ((yO-mean(y0))~2))

Sxx<-sum( (x-mean(x))"2) /length(y)

var_x0_hat <-(var_resid/beta”2)*(1/length(y0)+1/length(y)
+((mean(x)-x0_hat) "2)/(length(y)*Sxx))

#estimador para a varidncia de x0O_hat

summary(gy_ls) #estimativas dos pardmetros e erros-padrio

loglik(gy_1ls) # valor mdximo da fungdo de log-verossimilhanga

AIC<--2#logLik(gy_1s)/length(y)+2x2/length(y) # critério de informagdo de Akaike

BIC<--2x*logLik(gy_1s)/length(y)+2xlog(length(y))/length(y) # critério de

informacdo bayesiana
HQ<--2#1loglik(gy_ls)/length(y)+2*2*log(log(length(y)))/length(y)

informagdo de Hannan-Quinn
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# Coédigo para estimacdo dos pardmetros do modelo quadratico, x0 e variéncia

de x0O_hat #

i) para y crescente

y<—C()
y0<-c()
x<-c()

z<-x"2

gy_ls2<-1m(y ~ x + z)
w<-summary(gy_ls2)$coeff # estimativas dos pardmetros

cov_m<-vcov(gy_ls2) # estimativa da matriz de covari8ncia dos parédmetros

# estimador de x0 para y crescente

x0_hat<--(w[2,1]/(2*%w[3,1]))+sqrt ((w[2,1]/(2*w[3,1])) "2-(w[1,1] -mean(y0)) /w[3,11)

alpha<-w([1,1]
betal<-w[2,1]

beta2<-w[3,1]

y_hat<-w[1,1]+w[2,1]*x+w[3,1]*z
al<-1/((wl[2,1]1"2-4*w[3,1]1*(w[1,1]-mean(y0)))~(1/2))
a2<--1/((w[2,1]1"2-4*w[3,1]*(w[1,1]-mean(y0))) " (1/2))
a3<-(-1+w[2,1]/((w[2,1]"2-4*w[3,1]*(w[1,1]-mean(y0))) " (1/2)))/(2*w[3,1])
ad4<-(wl2,1]1/ (2,11 2-4*w[3,1]*(w[1,1]-mean(y0)))~(1/2)))*((-w[2,1]
+(wl2,1]172-4*w[3,1]*(w[1,1]-mean(y0))) ~(1/2))/(2*w[2,1]1"2))-((w[1,1]
-mean (y0))/w[3,1])*a2

uy_hat<-((1/(length(y)+length(y0)-4))*(sum((y-y_hat) “2)+sum((yO-mean(y0))~2)))
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# estimador para a varidncia de xO_hat (y crescente)
var_x0_hat<-al"2%uy_hat+a2"2*cov_m[1,1]+a3"2*cov_m[2,2]+a4"2*cov_m[3,3]

+2xa2*a3*cov_m[1,2]+2*a2*ad*xcov_m[1,3]+2*a3*ad*cov_m[2,3]

loglik(gy_1s2) # valor maximo da fungdo de log-verossimilhanga
AIC<--2%logLik(gy_1s2)/length(y)+2*3/length(y) # critério de informacio de Akaike
BIC<--2#*logLik(gy_1s2)/length(y)+3*log(length(y))/length(y) # critério de informagdo
bayesiana

HQ<--2x1logLik(gy_1s2)/length(y)+2*3*xlog(log(length(y)))/length(y) # critério de

informagdo de Hannan-Quinn

ii) para y descrescente

gy_lst2<-1m(y ~ x + z2)
w<-summary (gy_lst2)$coeff # estimativas dos par@metros

cov_m<-vcov(gy_lst2) # estimativa da matriz de covaridncia dos pardmetros

# estimador de x0 para y decrescente

x0_hat<--(w[2]/(2*w[3]1))-sqrt ((w[2]/(2*w[3])) "2- (w[1]-mean(y0)) /w[3])

alpha<-w[1]
betal<-w[2]

beta2<-w[3]

y_hat<-w[1,1]+w[2,1]*x+w[3,1] *z
al<--1/((wl2,11"2-4*w[3,1]1*(w[1,1]-mean(y0))) "~ (1/2))
a2<-1/((wl2,1]1"2-4*w[3,1]1*(w[1,1]-mean(y0)))~(1/2))
a3<-(-1-w[2,1]1/((w[2,1]"2-4*w[3,1]*(w[1,1]-mean(y0))) ~(1/2)))/(2*w[3,1])
ad4<-(wl[2,11/(w[2,1]1"2-4*w[3,1]*(w[1,1]-mean(y0)))~(1/2)))*((w[2,1]
+(wl2,1]"2-4xw[3,1]*(w[1,1]-mean(y0))) ~(1/2))/(2*w[2,1]1°2))-((w[1,1]
-mean(y0))/w[3,1])*a2
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uy_hat<-((1/(length(y)+length(y0)-4))* (sum((y-y_hat) "2)+sum((yO-mean(y0))~2)))

# estimador para a varidncia de x0_hat (y decrescente)
var_x0_hat<-al"2%uy_hat+a2"2*cov_m[1,1]+a3"2*xcov_m[2,2]+a4"2*cov_m[3,3]

+2*a2*a3*cov_m[1,2]+2*a2*ad*cov_m[1,3]+2*a3*ad*cov_m[2, 3]

logLik(gy_1lst2) # valor mdximo da func&do de log-verossimilhanga
AIC<--2*logLik(gy_lst2)/length(y)+2+3/length(y) # critério de informagZfio de Akaike
BIC<--2x%logLik(gy_1st2)/length(y)+3*log(length(y))/length(y) # critério de informacg&o
bayesiana

HQ<--2*logLik(gy_1st2)/length(y)+2*3*log(log(length(y))) /length(y) # critério de

informagdo de Hannan-Quinn

# Cédigo para estimag8o dos pardmetros do modelo proposto (Beta), x0 e varidncia

de x0O_hat #

y<-cO
y0<-c()

x<-c()

gy_logit <- betareg(y ~ x)
v<-coef(gy_logit) # estimativas para os pardmetros do modelo de regressio Beta com

funcdo de ligagdo logit (valores iniciais para alpha, beta, phi e phiO)
gy_loglog <- betareg(y ~ x,link="loglog")
v<-coef (gy_loglog) # estimativas para os pardmetros do modelo de regress3o Beta com

fung8o de ligag8o log-log (valores iniciais para alpha, beta, phi e phiO)

gy_ls<-1lm(y ~ x)

w<-coef(gy_ls) # estimativas para os paré@metros do modelo usual
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x0_hat<-(mean(y0)-w[1])/w[2] #valor inicial para x0

# fungdo de log-verossimilhanga
loglik<-function(z) {
alpha<-z[1]

bet<-z[2]

phi<-z[3]

phiO<-z[4]

x0<-z[5]

# inversas da fungdo de ligagdo logit
mu<-exp(alphat+bet*x)/(1+exp(alphatbet*x)) # lo. estéagio

muO<-exp (alpha+bet*x0)/(1+exp(alpha+bet*x0)) # 20. estagio

# inversas da fung8o de ligagdo log-log
mu<-(1/(exp(1/exp(alpha+bet*x)))) # lo. estagio

mu0<-(1/(exp(1/exp(alpha+bet*x0)))) # 20. estagio

sum(lgamma (phi) -1gamma (phi*mu) -1gamma ( (1-mu) *phi)+(mu*phi-1)*Llog(y)

+((1-mu) *phi-1)*log(1l-y) ) +sum(lgamma (phiO) -1gamma (phiO*mu0) -1gamma ( (1-mul) *phi0)
+(mu0*phiO-1) *1log(y0)+((1-mu0) *phiO-1) *1log(1-y0))

}

# fungdes escore ou gradiente
grad<-function(z) {
alpha<-z[1]

bet<-z[2]

phi<-z[3]

phiO<-z[4]

x0<-z[5]

# inversas da fung8o de ligacgdo logit e suas derivadas
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mu<-exp(alpha+bet*x)/(1+exp(alphatbet*x)) # lo. estagio

muO<-exp (alpha+bet*x0) / (1+exp (alpha+bet*x0)) # 20. estagio
mualp<-exp(alpha+bet*x)/((1+exp(alphatbet*x))"2) # lo. estigio (derivada)
mubet<-x*exp (alphatbet*x)/((1l+exp(alpha+bet*x))~2) # lo. estdgio (derivada)
muOalp<-exp(alpha+bet*x0)/((1+exp(alpha+bet*x0))~2) # 20. estigio (derivada)
muObet<-x0*exp(alphat+bet*x0)/((1+exp(alpha+bet*x0))"2) # 20. estagio (derivada)

muOx0<-bet*exp(alpha+bet*x0)/((1+exp(alpha+bet*x0))~2) # 20. estagio (derivada)

# inversas da funcdo de ligagdo log-log e suas derivadas
mu<-(1/(exp(1/exp(alpha+bet*x)))) # lo. estagio

mu0<-(1/(exp(1/exp(alpha+bet*x0)))) # 20. estagio
mualp<-(1/exp(1/exp(alphatbet*x)))*(1/exp(alphatbet*x)) # lo. estdgio (derivada)
mubet<-(1/exp(1l/exp(alphatbet*x)))*(x/exp(alphatbet*x)) # lo. estdgio (derivada)
muOalp<-(1/exp(1/exp(alpha+bet*x0)))*(1/exp(alphatbet*x0)) # 20. estigio (derivada)
muObet<-(1/exp(1/exp(alpha+bet*x0)))*(x0/exp(alphatbet*x0)) # 20. estdgio (derivada)

mu0x0<-(1/exp(1/exp(alpha+bet*x0)))*(bet/exp(alphatbet*x0)) # 20. estigio (derivada)

c (-sum(phi*(digamma (phi*mu)-digamma ( (1-mu)*phi)-log(y/(1-y)))*mualp)-

sum (phiO* (digamma (phiO*mu0)-digamma ( (1-mu0) *phi0)-log(y0/(1-y0)))*mudalp),
-sum (phi* (digamma (phi*mu)-digamma ( (1-mu)*phi)-log(y/(1-y)))*mubet)

-sum (phiO* (digamma (phiO*mu0)-digamma ((1-mu0)*phi0)-log(y0/(1-y0)))*mulbet) ,
sum(digamma (phi) -mu*digamma (phi*mu) - (1-mu) *digamma ( (1-mu) *phi)
+muxlog(y/(1-y))+log(1l-y)),

sum (digamma (phi0) -muO*digamma (phiO*mu0) - (1-mu0) *digamma ( (1-mu0) *phi0)
+mu0*log(y0/(1-y0))+log(1-y0)),

-sum (phiO* (digamma (phiO*mu0) -digamma ( (1-mu0) *phi0) -log(y0/ (1-y0)) ) *mu0x0))
}

#algoritmo L-BFGS-B com limites inferiores para phi, phiO, xO_hat
opt<-optim(c(v[1],v([2],v[3],v[3],x0_hat),loglik,grad,method="L-BFGS-B",

lower=c(-Inf,-Inf,0,0,0),control=list(fnscale=-1) ,hessian=TRUE)
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opt # valores estimados para alpha, beta, phi, phiO e x0

H<-opt$hessian # matriz hessiana

H_inv<-solve(-H,LINPACK =TRUE) # inversa da matriz de informag3o de Fisher

observada

var_x0_hat<-H_inv[5,5] # varidncia estimada de xO_hat
var_alpha_hat<-H_inv[1,1] # vari&ncia estimada de alpha_hat
var_beta_hat<-H_inv[2,2] # varidncia estimada de beta_hat
var_phi_hat<-H_inv[3,3] # variadncia estimada de phi_hat

var_phiO_hat<-H_inv[4,4] # vari&ncia estimada de phiO_hat

opt$value # valor maximo da fungfo de log-verossimilhanga
AIC<--2*opt$value/length(y)+2+5/length(y) # critério de informagdo de Akaike
BIC<--2*opt$value/length(y)+5*log(length(y))/length(y) # critério de informagio
bayesiana

HQ<--2xopt$value/length(y) +2*5x1log(log(length(y)))/length(y) # critério de

informagdo de Hannan-Quinn
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