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Resumo

Recentemente, diversos autores tém investigado novas distribuicoes de sobrevivén-
cia devido a sua flexibilidade para ajustar dados. Muitas dessas novas ditribuicoes sao
obtidas através da composicao de uma distribuicao continua com uma discreta. Neste
trabalho um novo método para compor distribuigoes é proposto: a classe G-Poisson. Di-
versas propriedades dessa distribuicao geral sao estudadas. A distribuicao Lomax-Poisson,

pertencente a tal classe, também é investigada.

Palavras-chave: Analise de sobrevivéncia; Composicao; Distribui¢ao Poisson; Estimadores

de maxima verossimilhanca.
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Abstract

Nowadays many authors investigate new survival distributions given their flexibility
to model data. Many of those new distribution are obtained through the composition
of a continuous and a discrete distribution. In this thesis a new method to compose
distributions is proposed: the G-Poisson class. Many properties of this general distribution
are studied. Also, the Lomax-Poisson distribution, contained in the proposed class, is

investigated.

Keywords: Composition; Maximum likelihood estimators; Poisson distribution; Survival

analysis.
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CAPITULO 1

Introducdo

A anélise de sobrevivéncia é a area da estatistica que estuda a quantidade de tempo
transcorrido até a efetivacao de um evento de interesse. Tal evento pode ser tanto a morte
como a cura de um paciente ou o tempo até um equipamento novo falhar. Dessa forma,
a analise de sobrevivéncia tem aplicacao em diversas dreas como medicina, engenharia,
atuaria e biologia, entre outras.

As distribuicoes exponencial, Weibull e gama sao comumente empregadas em es-
tudos de sobrevivéncia devido as suas interessantes propriedades. Essas distribuicoes,
contudo, apresentam restri¢oes, como formas limitadas das suas fun¢oes de risco, devido
ao reduzido nimero de parametros.

A evolucao da computacao, entretanto, possibilita que distribuicoes mais complexas
sejam ajustadas aos dados. Assim, diversos pesquisadores tém investigado novas maneiras
de adicionar parametros as distribuicoes ja conhecidas, tornando as distribuicoes geradas
mais flexiveis.

Mudholkar e Srivastava (1993), por exemplo, propuseram a distribuicdo Weibull ex-
ponencializada. As distribuicoes exponencializadas sao construidas da seguinte maneira:
seja Y o tempo de falha de uma componente, interpretado como uma variavel aleatoria
com fungao distribuigdo G(.). Considerando-se, entdo, um sistema com a componentes
em paralelo, em que tal sistema falha se todas as a componentes falharem e os tempos de

falha das componentes sao independentes. Assim, o tempo de falha X do sistema é dado



por X = max{Y3,Ys,...,Y,} e sua fungao distribui¢ao por
H,(z) = G(x), (1.1)

em que H,(x) é chamada de G-exponencializada, por vezes também referida por G-

generalizada. Sua densidade é representada por
ho(z) = a G(2)" g(x). (1.2)

A funcao distribui¢ao definida por (1.1) e a densidade definida por (1.2) podem ser es-
tendidas para qualquer a real positivo. A quantidade a G(x)*! atua como um fator de
correcao na distribuico original, também, denominada de baseline. E facil verificar que
para a = 1, H,(z) é equivalente a baseline G(x), i.e., Hy(z) = G(x).
A funcgao distribuigao e a fungio densidade da distribuicdo Weibull (Weibull, 1951)
sao iguais a
a—1

G(x) =1 —exp[=(2/B)7] e g(x)= Ga exp[—(z/B)"], x>0, (1.3)

em que o > 0 e > 0sao os parametros de forma e escala, respectivamente. A distribuicao

Weibull exponencializada (WE), entao, possui distribui¢ao e densidade dadas por
1

exp[—(z/B)*{1 — exp[—(z/B)*]}* .

aoxr*”
ﬁoz

A funcio taxa de falha ou funcdo de risco é definida como r(z) = f(x)/F(x),

Ho(z) = {1 —exp[—(z/B)"]}" e ha(z) =

em que F(r) = 1 — F(x) é a fungdo de sobrevivéncia. Para a distribuicio Weibull
exponencializada, a funcao de risco é dada por
r(z) = aaz®exp[—(/B)|{1 — exp[—(a/B)°]}* "
pe{1 — {1 — exp[—(z/B)*]}*}

As Figuras 1.1 e 1.2 mostram a densidade e a taxa de falha da distribuicao Wei-

bull exponencializada para alguns valores dos parametros. Na Figura 1.2, nota-se que a
distribuicao Weibull exponencializada possui funcao taxa de falha unimodal e em forma,
de U, enquanto a taxa de falha da distribuicao Weibull apenas assume forma crescente,
decrescente e constante.

Gupta e Kundu (1999) investigaram a distribui¢do exponencial exponencializada. A

distribuicao exponencial possui fun¢ao distribuicao e fungao densidade iguais a

G(z) =1—exp(—z/B) e G(x)= %exp(—x/ﬁ), x>0, (1.4)
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Figura 1.1: Densidade da distribuicao Weibull exponecializada para o = 2, § = 2 e alguns

valores de a.

Figura 1.2: Taxa de falha da distribuicao Weibull exponecializada para alguns valores do

parame

tros.
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respectivamente, em que § > 0 é o parametro de escala. A distribuicio Weibull, para
«a = 1, é equivalente a distribuicao exponencial. A distribuicao e densidade da exponencial
exponencializada sao

Ho(x) = {1 —exp(—z/B)}" e ha(x)=%exp(—x/ﬁ){l—exp(—x/ﬁ)}“‘l,

respectivamente. Da mesma forma, para o = 1, a distribuicao Weibull exponencializada
é equivalente a distribuicao exponencial exponencializada.
A funcao taxa de falha para a distribui¢ao exponencial exponencializada é
a exp(—z/B)[1 — exp(—z/B)]*"
B{1 —[1 —exp(—x/B)]*}

As Figuras 1.3 e 1.4 mostram a densidade e a taxa de falha da distribuicao expo-

r(z) =

nencial exponencializada para § = 2 e alguns valores de a. Na Figura 1.4, nota-se que
esta distribuicao tem funcao taxa de falha com forma crescente e decrescente, enquanto

a taxa de falha da distribuicao exponencial é sempre constante.

1.1 Composicoes

Além da classe G-exponencializada, outro método popular para incluir novos para-
metros em distribui¢oes conhecidas envolve a composicao de distribuicoes. Neste trabalho
sera considerado apenas a composicao de distribuicoes continuas com distribuicoes discre-
tas. Seja F'(x|Z = z) a funcao distribui¢ao condicional de X dado que a variavel aleatoria
discreta Z teve como valor observado z. Entao, a distribui¢do incondicional de X, F'(x),

¢ dada por
F(x) =) F(x|Z =2)P(Z = 2).
z=0

Considerando-se um sistema que possui um nimero aleatério de componentes, 7,
e que o tempo de falha de cada componente, W, é independente de Z e identicamente
distribuido, com fungao distribui¢do G(.). Dessa forma, caso o sistema pare de funcionar

assim que o primeiro componente falhar (sistema em série), tem-se

X =min{W,Ws, ..., Wz} e F(z|Z =z2)=G(x)". (1.5)



Por outro lado, caso o sistema pare apenas quando a tltima componente falhar (sistema

em paralelo), tem-se
X =max{Wy, Wy, ..., Wz} e F(z|Z=2z2)=G(z). (1.6)

Também é possivel definir F'(z|Z = z) de diversas outras formas. Contudo, o modelo
(1.5) é o mais comumente utilizado para construir distribuigoes compostas. Nas proximas

secoes serao abordadas distribuicoes contruidas usando essa metodologia.

1.1.1 Exponencial G

A distribuicao geométrica tem funcao de probabilidade dada por
P(Z=2)=0-pp~" pe(0,1), z=1,2,... (1.7)

Dessa forma, Adamidis e Loukas (1998), usando (1.5) para compor (1.4) com (1.7), intro-
duziram a distribuicao exponencial geométrica que possui funcao distribuicao e densidade

dadas por
1 —exp(—x/B) o) — (1 —p)exp(—z/B)
Flz) = 1 —pexp(—z/B) /(@) B[l —p exp(—x/B)]*’

respectivamente. Para p = 0 a distribuicao exponencial geométrica se reduz a distribuigao

exponencial.

A funcao taxa de risco, para a distribuicao exponencial geométrica, é dada por

r(z) = {B[1 - p exp(—2/B)]} .

As Figuras 1.5 e 1.6 mostram a densidade e a taxa de falha da distribuicao expo-
nencial geométrica para alguns valores dos parametros. Na Figura 1.6, nota-se que a
distribuicao exponencial geométrica possui funcao taxa de falha com forma decrescente,
enquanto a taxa de falha da distribuicao exponencial é sempre constante.

A distribuicao Poisson, truncada em zero, tem funcao de probabilidade dada por
P(Z=2) =02 -1 0>0, 2=1,2,... (1.8)

Kug (2007), utilizando (1.5), com G(x) dado por (1.4) e Z por (1.8), investigou a

distribuicao exponencial Poisson. A distribuicao e densidade dela sao iguais a
eé’exp(—x/ﬁ) — ea 96—0—$/6+96Xp(—7)/5)

P(z) = e

1—ef
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respectivamente. Quando # — 0, a distribuicao exponencial Poisson converge para a
distribuicao exponencial.
A funcao taxa de risco, para a distribuicao exponencial Poisson, é dada por
9(1 — ee>e_6’_$/6+eexp(_$/5)
r(z) = )
B — e0)(1 — efoxp(—2/A)

As Figuras 1.7 e 1.8 mostram a densidade e a taxa de falha da distribui¢ao exponen-
cial Poisson para § = 2 e alguns valores de 6. Na Figura 1.8, nota-se que a distribuicao
exponencial Poisson possui funcao taxa de falha com forma decrescente, enquanto a taxa
de falha da distribuicao exponencial é sempre constante.

A distribuicao logaritmica tem funcao de probabilidade dada por
_ (=g

—2 log(q)

Partindo do modelo (1.5), Tahmasbi e Rezaei (2008) construiram a distribui¢ao exponen-

P(Z = L qe(0,1), 2=1,2,... (1.9)

cial logaritmica, em que G(z) é dado por (1.4) e P(Z = z) por (1.9). A fungao distribui¢ao
e funcao densidade da distribuicao exponencial logaritmica sao dadas por

log[1 — (1 — g)e /"] (1—g)e*/”
- log(q) ~ —Blog(g)[1 — (1 —g)e=/7]’

respectivamente. A distribuicao exponencial logaritmica se aproxima da distribuicao ex-

F(z)=1

f(z)

ponencial com parametro de escala [ quando ¢ — 1.
A funcao taxa de risco correspondente é dada por
—(1 —q)e™*/"
Bl = (1 —qle~*/Fllog[l — (1 — g)e~/P]

As Figuras 1.9 e 1.10 mostram a densidade e a taxa de falha da distribuicao ex-

r(x) =

ponencial logaritmica para § = 2 e alguns valores de q. Na Figura 1.10, nota-se que a
distribuicao exponencial logaritmica possui funcao taxa de falha com forma decrescente,
enquanto a taxa de falha da distribuicao exponencial é sempre constante.
Adicionalmente, Chahkandi e Ganjali (2009) propuseram a classe exponencial série
de poténcias, que generaliza as distribui¢oes apresentadas nesta secao, além de possuir
diversos outros submodelos. Diz-se que uma distribuicao discreta pertence a classe série

de poténcias, truncada em zero, se sua densidade for escrita da seguinte forma

c; ¢*
C(e)’

P(Z=2z2)= z2=1,2,..., (1.10)
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Figura 1.9: Densidade da distribuicao exponencial logaritmica para 5 = 2 e alguns valores
de q.
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Figura 1.10: Taxa de falha da distribuicao exponencial logaritmica para g = 2 e alguns
valores de ¢.
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em que ¢, > 0 depende apenas de z, C(¢) = 2, c.¢* e ¢ € (0,s), com s escolhido de
forma que C(¢) seja sempre finito.

As distribuigoes geométrica, Poisson truncada em zero, logaritmica e outras, como
a binomial truncada em zero e a binomial negativa truncada em zero, sao casos especiais
de (1.10). Dessa forma, seguindo (1.5), a distribui¢ao e densidade da familia exponencial
série de poténcias, respectivamente, sao dadas por

_0@eh) =20
-G ¢ 10 = Sy el CWlmseon

e tem como casos especiais as distribuig¢oes exponencial geométrica, exponencial Poisson

Fr) =

e exponencial logaritmica.

1.1.2 Weibull G

Barreto-Souza et al. (2011) estudaram a distribuicao Weibull geométrica. Partindo
do modelo (1.5), com P(Z = z) dado por (1.7), obtém-se a distribuic¢do e a densidade da

Weibull geométrica como

_ d—expl=(@/B)] . a(l=p)rtexp[—(z/B)°]
@) = et wd] © 9T - p epl(@/8)])

respectivamente. Para p = 0, a distribuicao Weibull geométrica se reduz a distribuicao

Weibull e, para a = 1, tem-se que a Weibull geométrica é equivalente & exponencial
geométrica. Adicionalmente, Barreto-Souza et al. (2011) notaram que, mesmo para
valores de p < 0, a densidade da Weibull geométrica continua sendo uma densidade.

A funcao taxa de risco, para a distribuicao Weibull geométrica, é dada por
Qa l'a_l

r(r) = )
= 5 —p e @/}
As Figuras 1.11 e 1.12 mostram a densidade e a taxa de falha da distribuicao Weibull

geométrica para alguns valores dos parametros. Na Figura 1.12, nota-se que a distribuicao
Weibull geométrica possui fungao taxa de falha com forma crescente-decrescente-crescente,
enquanto a taxa de falha da distribuicao Weibull é sempre mondétona.

Lu e Shi (2012) investigaram a distribuicdo Weibull Poisson. Utilizando o modelo
(1.5) e escolhendo como variavel discreta a distribui¢cao Poisson com parametro 6, obtém-

se a distribuicao e a densidade da Weibull Poisson
eé’exp[—(z/ﬁ)a] _ ee B 9 o xo‘_le_e_(m/ﬁ)a"'e exp[—(z/B8)*]

Plz) = WOE e ,

1 —e
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respectivamente. Quando 6 — 0, a distribuicao Weibull Poisson converge para a distri-
buicao Weibull e, caso o = 1, a distribuicao Weibull Poisson é equivalente & distribuigao
exponencial Poisson.

A funcao taxa de risco, para a distribuicao Weibull Poisson, é dada por

Qoo @) 0l (w/0)"]
r®) = —gaterenr @A — 1)

As Figuras 1.13 e 1.14 mostram a densidade e a taxa de falha da distribuicao Weibull
Poisson para alguns valores dos parametros. Na Figura 1.14, nota-se que a distribuicao
Weibull Poisson possui funcao taxa de falha com forma crescente-decrescente-crescente,
enquanto a taxa de falha da distribuicao Weibull é sempre mondtona.

Ciumara e Preda (2009) introduziram a distribuigao Weibull logaritmica, cuja dis-

tribuicao e densidade sao

oell — (1 — g)e—(@/B)°
Flo)=1- 020 g

B a(l — q)zote=@/H)"
—Blog(q)[1 — (1 — g)e~ /A"’

respectivamente. Esta distribuicdo é obtida ao se compor (1.3) com (1.9) através de (1.5).

Quando ¢ — 1, a distribuicao Weibull logaritmica se aproxima da distribuicao Weibull e,
para o = 0, ela é idéntica a distribuicao exponencial logaritmica.
A funcao taxa de falha é dada por

() = —a(l - g et/
r(r) = B[l — (1 — q)e=@/H*|log[l — (1 — q)e~/A)°]

As Figuras 1.15 e 1.16 mostram a densidade e a taxa de falha da distribuicao Weibull
logaritmica para alguns valores dos parametros. Na Figura 1.16 nota-se que a distribui-
¢ao Weibull logaritmica possui funcao taxa de falha com forma crescente-decrescente-
crescente, enquanto a taxa de falha da distribuicao Weibull é sempre mondtona.

Morais e Barreto-Souza (2011) definiram a classe Weibull série de poténcias, cuja

distribuicao e densidade sao representadas por

- C(o e—(w/ﬁ)“)
C(9)

respectivamente, com C(.) dado por (1.10). As distribui¢oes Weibull geométrica, Weibull

B ¢Qxa_1e_($/6)a a

F(ZL‘) - f(l') - Ba0(¢) %[C(u)]u:qﬁe_("/ﬂ)av

Poisson e Weibull logaritmica sao casos especiais da classe Weibull série de poténcias.
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Figura 1.15: Densidade da distribuicao Weibull logaritmica para alguns valores dos para-

metros.

Figura 1.16: Taxa de falha da distribuicao Weibull logaritmica para alguns valores dos

parametros.
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1.1.3 Outros métodos de composicao

Além das composicoes abordadas anteriormente, diversos autores investigaram ou-
tras distribui¢oes compostas. Barreto-Souza e Bakouchb (2011), por exemplo, estuda-
ram a distribuicao exponencial Poisson-Lindley. Esta distribuicao é obtida ao se compor
uma distrubi¢do exponencial com a distribui¢ao Poisson-Lindley, na qual P(Z = z) =
V22+v+2)][(1+37+2) 1 +~)*]7Y, v>0, z=1,2,..., utilizando o método (1.5). A
distribuicao exponencial Poisson-Lindley possui funcao taxa de falha decrescente.

A distribuicao exponencial exponencializada foi investigada em sua versao composta
com a distribui¢ao Poisson por Risti¢ e Nadarajah (2010) e, quando composta com a
distribuigdo binomial, por Bakouch et al. (2012). Pertencente a classe Weibull série
de poténcias, a distribuicao Weibull binomial negativa foi estudada por Rodriques et al.
(2011).

Nos proximos capitulos desta dissertacao, serao abordados outros métodos de com-
posi¢ao. No Capitulo 2, a classe de distribui¢oes proposta por Marshall e Olkin (1997) é
investigada e diversas propriedades da distribuicao Marshall-Olkin estendida Lomax sao
deduzidas pela primeira vez. No Capitulo 3, uma nova classe de distribui¢oes que gene-
raliza os trabalhos de Kug (2007) e Lu e Shi(2012), além de possuir como casos especiais
diversos outros modelos, é estudada. No Capitulo 4, a distribuicao Lomax-Poisson é es-
tudada utilizando a teoria desenvolvida no Capitulo 3. No Capitulo 5, sao estabelecidas

algumas consideracoes finais.
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CAPITULO 2

A classe Marshall-Olkin estendida G

Neste capitulo revisa-se a classe de distribuicoes proposta por Marshall e Olkin
(1997) e algumas de suas propriedades. Diversas propriedades matematicas inéditas da
distribuigao Marshall-Olkin Lomax, inicialmente abordada por Ghitany et al. (2007),

também sao apresentadas.

2.1 A classe Marshall-Olkin

O trabalho de Marshall e Olkin (1997) propos um novo método para adicionar
um parametro de forma a uma variavel aleatoria conhecida. Seja G(r) uma funcio de
sobrevivéncia qualquer. A nova distribuicao tera sobrevivéncia dada por

F(z) = AGl) _ AG(x) ,

1-AG(z) G(z)— \G(2)

emque A\=1— e G(z) =1—G(x) é a funcio de distribuicio da baseline. Para A = 1,
tem-se que F(z) = G(z).

0 <A< oo, (2.1)

E possivel motivar (2.1) da seguinte forma:

e 0 < )\ < 1: Usando o modelo (1.5), com Z ~ Geométrica()), em que P(Z = z) é
dado por (1.7), entdo X tera distribui¢do dada por (2.1); e

e )\ > 1: Usando o modelo (1.6), com Z ~ Geométrica(A™!), em que P(Z = z) é dado
por (1.7), entao X tera distribuicao dada por (2.1).

17



A densidade da classe Marshall-Olkin estendida G, abreviada como MOEG, em que

G faz referéncia a distribuicao original, é

Mgl
Sua funcao de risco é dada por
__relx)

em que 7g(z) = g(x)/G(z) é a fungio de risco da baseline. Partindo de (2.3), Marshall e
Olkin (1997) mostraram que

ra(x) <r(x) <rgx)/A, 0<A<1, e
ra(x) /X <r(x) <rg(x), A > 1.

A distribui¢gdo Marshall-Olkin estendida exponencial (MOEE), obtida de (2.1) e
(1.4), tem distribui¢ao e densidade dadas por

1 \e/B
e/B — )\ B(er/B —X)2
respectivamente. A sua funcao taxa de falha é
z/B
e
,r. :L. = .
= B

As Figuras 2.1 e 2.2 mostram a densidade e a taxa de falha da distribuicaio MOEE
para $ = 2 e alguns valores de A. Na Figura 2.2, nota-se que essa distribui¢ao tem funcao
taxa de falha com forma crescente ou decrescente, enquanto a taxa de falha da distribuicao
exponencial é sempre constante.

A distribuigao Marshall-Olkin estendida Weibull (MOEW), obtida de (2.1) e (1.3),

tem distribuicao e densidade dadas por
Ae—(@/B)° N 20 Le—(@/B)®

Pl =t= 1 scwme ¢ /0= Bo[1 — Ae=@/8)" ]2

Sua funcao taxa de falha é
a l'a_l

r(r) = — .
(@) B[l — re~(@/8)°]
As Figuras 2.3 e 2.4 mostram a densidade e a taxa de falha da distribuicao MOEW

para alguns valores dos parametros. Na Figura 2.4, nota-se que essa distribuicao tem
funcao taxa de falha em forma crescente-decrescente-crescente, enquanto a taxa de falha

da distribuicao Weibull é sempre mondtona.
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2.2 A distribuicao Marshall-Olkin estendida Lomax

A distribuigao Lomax (Lomax, 1954), por vezes, também, referida como distribuigao

Pareto Tipo II, tem funcao de distribuicao e densidade, respectivamente, dadas por
Gx)=1-(1+2/8)"" e g(x) =af™ (1+2/8)"*V, z >0, (2.4)

em que « > 0 e > 0sao os parametros de forma e de escala, respectivamente. Ghitany et
al. (2007) investigaram a distribui¢do Marshall-Olkin estendida Lomax (MOEL), obtida
de (2.1) e (2.4). Ela tem funcao distribui¢ao dada por

A

Flz)=1- TRy (2.5)

e funcao densidade
Aa(1+z/p8) !

f@) = .
Bl(L+a/B)> — A]?
A Figura 2.5 apresenta a densidade da distribuicao MOEL para alguns valores dos para-

(2.6)

metros.

Ghitany et al. (2007) demonstraram que, para A + (2 — \) < 0, a equacao (2.6) é

~_ 1/«
()\a) _1]’
1+«

em que @ =1— . Para A+ (2 — \) >0, (2.6) é decrescente.

unimodal, com moda igual a

Moda = 8

A funcao taxa de falha é dada por

(%

) = B e/B) XA+ 2/ 27)

Ghitany et al. (2007) demonstraram que a equagao (2.7) é unimodal para A+« (1—X) < 0,

caso contrario, ela é descrescente. A Figura 2.6 apresenta a funcao taxa de falha da
distribuicaio MOEL para alguns valores dos parametros.

A funcao quantilica é dada por

Qr(q)=F'(q) =5

1/«
<1+ﬂ) —1],O§q§1. (2.8)
q

A equacdo (2.8) pode ser utilizada facilmente para gerar numeros aleatoérios da

distribuigao MOEL, bastando substituir ¢ por U ~ Uniforme(0, 1).
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da distribuicao MOEL para alguns valores dos parametros.




A mediana é obtida da equagao (2.8) fazendo ¢ = 1/2:

Mediana = M = B[(1 4+ A\)Y* —1].

2.3 Algumas propriedades

As propriedades apresentadas na Secao 2.2 foram inicialmente obtidas por Ghitany
et al. (2007). Os autores também derivaram outras propriedades como os momentos
ordinérios e a distribuicao dos extremos amostrais, por exemplo.

As propriedades obtidas nesta secao para a distribuicaio MOEL sao inéditas na
literatura. Adicionalmente um método alternativo para obtencao dos momentos ordinarios

é apresentado.

2.3.1 Expansao para a distribuicao

Considere a identidade
- Lo +k) 4
1— P = — 7 1
( Z) % F(p)k‘z’ |Z‘< )

em que ['(a) = LC:O e 't 1dt & a funcdo gama. Dessa forma, para A < 1, aplicando a

identidade em (2.2), obtém-se

OOFk 2__
—|— k (x)k

k=0

Uma vez que I'(a) = (a — 1)!, para a inteiro, a densidade pode, entdo, ser rescrita como
=> (k+1) AN g(2)G(x)",
k=0

Dado o fato que, se g(z) e G(x) sdo a densidade e a funcio sobrevivéncia de uma

Lomax(a, ), entao
9(@)G ()" = (k+ 1) gt 1as(2), (2.9)
em que g(x41)a,3(x) ¢ a densidade da Lomax com parametro de forma (k+1)a e parametro

de escala 3. Assim, é possivel reescrever (2.6) como

[e.9]

=D 0N grnas(), (2.10)

k=0
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em que

)\Xk, para0 < A <1, e

[e. 9]

U= e ]S (DG 1) (2) (1= A1), para A > 1.
j=k

A obtencao de v () para A > 1 é similar a apresentada. E necessario apenas notar que

a densidade dada por (2.2) pode ser reescrita como

A g(x)
[1— (1= A1)G(x)]?

fz) =

Para aplicar o resultado (2.9) é necessario usar do fato que G(z) = 1 — G(z) e utilizar a
expansao binomial.

E facil verificar que Y - vx(\) = 1. Dessa forma, a equagio (2.10) revela que a
densidade da distribuicao MOEL pode ser expressa como uma combinacao linear infinita,
de distribui¢oes Lomax. Assim, diversas propriedades da distribuicao gerada podem ser
obtidas diretamente das mesmas propriedades da distribuicao Lomax. Essas propriedades

podem ser encontradas em Lemonte e Cordeiro (2011), por exemplo.

2.3.2 Momentos e Geratriz de Momentos

O p-ésimo momento ordinario de uma variavel aleatoria X é dado por

t, = E(X?) = /Rxp f(x)dz. (2.11)

Tais momentos sao importantes, pois sao utilizados para obter medidas de tendéncia,
variabilidade e forma. No restante deste capitulo, considera-se que Y ~ Lomax(«, 5). O
p-ésimo momento ordinario de Y é dado por

Bl(a—p)T(p+1)
[(a)

B(Y?) = L p<a. (2.12)

Utilizando a expansao (2.10), pode-se calcular os momentos ordinarios da distribuicao

gerada por

W, =E(X") =T+ 2  p<a (2.13)

(\) Tla(k + 1) - p)
<~ Tla(

k+1)]

o0
k=



Os momentos incompletos, importantes para medir desigualdade, sao dados por

my(X; 2) :/ a? f(x)d. (2.14)
Substitutindo (2.10) em (2.14) tem-se
mp(X;2) =Y vk my(Yiktnas; 2), (2.15)
k=0

em que My (Y(k41)a,8; 2) € 0 momento incompleto de Y{;41)a,s ~ Lomax((k+1)a, 3). Pode-

se utilizar o MAPLE para calcular os momentos incompletos da distribuicao Lomax como

My (Yir)as:2) = Fp(2) + Qp(2) (2.16)

com

T(p+ Dmesclm(k 4+ 1)a — mp]
Cl(k+1a+1Tp— (k+1)a+1]’
(B2~ D By [(k + Da+ 1, (k+ Da = p; (k + Do = p+ 1; 3]
—(k+1)a

em que csc é a cossecante e oFy(a, b; c; z) é a fungdo hipergeométrica definida por

2F1(a’ b, c: Z) _ Z (a’)J(b)Ji

= (9; J!

Aqui, (¢); é o simbolo de Pochhammer definido por

(q); = 1, paraj=0e
Vi = glg—1)x...x(g+j5—1), paraj=1,2,...

Para p = 1, Lemonte e Cordeiro (2011) provaram que se Y ~ Lomax(c«, [3), entao

seu primeiro momento incompleto é igual a

a (1)@ T(a+j+1)
— . 2.17
B]Z g+25] T(a+ 1);! (2.17)
Usando (2.15), obtém-se o primeiro momento incompleto da distribuigao MOEL
(kb + 1) (=1)7a 27 2o (MT[(k + 1 i+ 1
i) = S EFDCW 2wk Do)

2 P+ a + 17!
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O p-ésimo momento fatorial decrescente de X é

hS]

Wi =EBXP=EX(X = 1) x ... x (X =p+1)] =) s(p,j) i, (2.19)
=0
em que s(p,j) = ()71’ 2P /0x7],—o é o nimero de Stirling do primeiro tipo. Dessa

maneira, o p-ésimo momento fatorial decrescente da nova distribuicao é

by = s ) BTG +1)D Uk()\)FIELOEEfkjll)]) - j]a p<a.

§=0 k=0

Adicionalmente, os momentos centrais e os cumulantes podem ser calculados como

fip = Ep: (p.) (=P W= (2.20)

p—1
p—1
Fop = [y — Z (j B 1) Koj ;- (2.21)

Lemonte e Cordeiro (2011) calcularam a funcdo geratriz de momentos (fgm) da

distribuicao Lomax, M (t; o, B), da seguinte forma:
M(t;o, B) = Be™) =e P 4o Fi(1;1 —a; —ft), t <0, (2.22)

em que 1 F}(a;b;c) é a fungao hipergeométrica confluente, definida por

. _F(b) > T(a+j)c
A5 = oy 2Tt g) 71

Assim, a fgm da MOEL pode ser escrita como

— e M1 A1 —alk+1)); —pt)
k+1

M@t)=e " +at ,t<0. (2.23)

k=0

2.3.3 Entropia

Entropia de Shannon

A entropia de Shannon é uma medida relacionada com a quantidade de incerteza de

uma variavel aleatoria. Ela é dada por

Us(f) = —E{log[f(X)]}- (2.24)
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Substituindo (2.2) em (2.24) fornece
Us(f) = —log(A) — E{log[g(X)]} + 2 E{log[1 = AG(X)]}.

Para a MOEL, tem-se

o0

E{log[g(X)]} = [ log[g(z)] f(x)dx

S—

[
WE

(k4 )00 [ loglao) ) G

i

0

Fazendo G(r) = u, obtém-se
1
E{logly(X)]} = Z (k4 D) [ loglolQal1 — )t
em que Q¢(.) é a fungdo quantilica da Lomax. Assim, tem-se
E{log[¢(X)]} = Z (k+ 1)v, (A / loglaf ™t u™= ] uPdu

1
1og<) ot Zk:—i—l
k=

A segunda esperanca pode ser calculada da seguinte maneira:

E{log[l - AG(X)]} =E {
== /\7 /0°° G(x) Y vk(Ngiet1as(r)de

_ oy Ay Dud /Oo(k L+ () Tla

(k+7+1) Jo
A 1ltima integral é a densidade de uma Lomax((k + j + 1), ). Logo,

Xj > (k + Dug(N)
-2 (k+j+1)°
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Entropia de Rényi

A entropia de Rényi é dada por

1
1 —

Ur(f;c) = Clog [/000 fc(x)dx] , >0, c# 1 (2.25)

Se g(z) e G(z) sdo a densidade e a fungao sobrevivéncia de uma Lomax(a, 3), tem-se

O[C

9@ G = g e g o

1 Jik+ejate—1,6(). (2.26)

Pode-se escrever -
f(x)c = Z wk()\) ga(k+6)+671,ﬁ('x)7
k=0

em que

AN ['(2c+ k) af
3 — L(2c) k! peta(k+c) +c—1]
T Cufshree ) @0 - e
Ae = T (20) j! petalk 4+ ¢) + ¢ —1]

para0 < A <1, e

, para A > 1.

C

Uma vez que f(x)° é uma combinagao linear de densidades da distribuicdo Lomax, a

entropia de Rényi pode, entao, ser escrita como

1 i . log [; wk()\)] : (2.27)

Vr(f;c) =

2.3.4 Desvios Médios

Os desvios da média e da mediana sao uma boa maneira de medir dispersao em uma

populacao. Eles sao expressos como

51(X) = / e il fe)dr e 8y(X) = / "o — M| f(z) d,

respectivamente. Tem-se

01(X) = 2[py F(py) — ma(X; py)] (2.28)

02(X) = iy — 2mu (X M), (2.29)
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em que F'(.) é a funcao distribuicao de X e m;(X;z) é o primeiro momento incompleto
dado por (2.18).
Adicionalmente, pode-se utilizar a equagao (2.18) para obter as curvas de Lorenz e

Bonferroni, indices titeis para medir desigualdade de renda. Eles sao expressos como

X.
L(r) = M (2.30)
Hy
e
X.
B(r) = "0 (2.31)
[y
em que 7 ¢ uma probabilidade dada e ¢ = Qp(7) = B[(1+ (7 \)/(1 — m))¥/* —1].
2.3.5 Momentos Probabilisticamente Ponderados
Os momentos probabilisticamente ponderados (MPPs) sdo definidos por
M(p,r.s) = E{X"[F(X)]"[1 - F(X)]"}.
Usando o teorema binomial geralizado, pode-se escrever
M) =310 (0) [T P s
=0 J/ Jo
Apos alguma algebra obtém-se
f(l') F(x)a = Z wm()\> g(a+m+1)a,ﬁ(x>7 (232)
m=0
em que
at+1y ™
AN Tlat24m) ,para0 < A <1, e
3 — (a+m+1)I'(a+2)m!
wn(A) = (—1)mA-! ()= AT (a+ 2+ k)
Z , para A > 1.
(a+m+1)(a+2) = k!
Dessa forma, os MPPs da distribuicao MOEL sao expressos por
< (=13 BwnNT[(r+ji+m+1a—p T(p+1
Moy = S VAV AT

Tl(r+j+m+ 1)a]

7,m=0

para p < .
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2.3.6 Estatisticas de Ordem

As estatisticas de ordem tém um importante papel na estatistica teorica e pratica.
Considere X1, X, ..., X, como uma amostra aleatoria de uma distribuicao MOEL. Entao,

a densidade de X;.,, a i-ésima estatistica de ordem, é expressa por

Utilizando o resultado (2.32) tem-se

i—1 o '(z 1) fo%)
fln Z B n —i+1, Z Zwm 9(m+n+j—i+1l)a, 5( ) (2.34)
7=0

A equagao (2.34) mostra que a funcido densidade das estatisticas de ordem de uma amos-
tra da distribuicio MOEL pode ser expressa como uma combinacao linear infinita de
densidades da Lomax. Assim, é possivel utilizar (2.34) para obter diversas propriedades
das estatiticas de ordem de uma amostra da distribuicaio MOEL baseadas nas mesmas

propriedades da distribuicao Lomax.

2.4 Estimadores de Maxima Verossimilhanca

Suponha que x1, z9, . .., T, ¢ uma amostra aleatoria realizada da distribuicao MOEL.

Entéao, a log-verossimilhanca, ¢ = {(«a, 3, A; ), pode ser expressa como

E—nlog()\ﬁ) a—lZlog<1+ )—QZlogK —)Q—X]. (2.35)

Ao se maximizar (2.35) em relagdo a «, § e A utilizando uma rotina numérica de algum
software, por exemplo, a rotina optim do software R, obtém-se as estimativas de méxima
verossimilhanca (EMVs) a, Be

As primeiras derivadas de £(«, 5, \; ) em relagdo a «, § e A sdo

o _+zlog(1+ )_QZK _)a_x}l(H%)a
e 15)
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g (o) (03 )

s = —5+ —2a |1+ = 1+—=| = Al +all+—= ;

95 5 ; 2 { 5 5 5

ol n = )\ 17"

— = —=2 1+— | =Xl .

o = 522 |(+5) A
Tamém é possivel obter as EMVs ao se solucionar as equagoes nao lineares 9¢/0a = 0,
0l/0p =0 e 0l/OX = 0 simultaneamente.

Uma abordagem mais abrangente da estimacao de maxima verossimilhanca para a

distribuicao MOEL, como a aplicacao em caso de censura na amostra, por exemplo, é

dada em Ghitany et al. (2007).
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CAPITULO 3

A classe G-Poisson

Neste capitulo propoe-se um novo método para compor distribui¢oes e algumas
de suas propriedades sao apresentadas. A classe estudada possui como casos especiais
as distribui¢oes estudadas por Kug (2007) e Lu e Shi (2012), além de diversos outros
modelos.

A classe aqui estudada é correspondente & classe exp-G, proposta por Barreto-
Souza e Simas (2013). No trabalho citado, os autores desenvolvem diversas propriedades
matemaéticas da classe, além de proporem os modelos exp-Weibull e exp-Beta. Neste
trabalho, diversas novas propriedades sao obtidas, bem como novos modelos, pertencentes

a classe, sao propostos.

3.1 A classe G-Poisson

Considere G(x) como a fungao distribui¢do de qualquer distribuigao baseline conti-

nua. Dessa forma, a funcao distribuicao da classe G-Poisson é expressa por

Pa)= =1 ger 20 3.1
(z) = T 1 €eR, 0#0. (3.1)
A fungao densidade correspondente a (3.1) é
‘969(}(){)
) = o). 3.2)

Pode-se motivar o parametro adicional § da seguinta maneira:
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e 0 > 0: Usando o modelo (1.6), com Z ~ Poisson(f), em que P(Z = z) é dado por
(1.8), entao X tera distribui¢ao dada por (3.1); e

e 0 < 0: Usando o modelo (1.5), com Z ~ Poisson(|6]), em que P(Z = z) é dado por
(1.8), entdo X tera distribuicao dada por (3.1).

A distribuicao baseline é um caso especial de (3.2), uma vez que para # — 0 tem-se

que F(x), dado por (3.1), converge para G(x).

3.2 Alguns casos especiais

Nesta secao apresentam-se alguns modelos especiais da distribuicao G-Poisson. Sao
apresentados os modelos exponencial-Poisson e Weibull-Poisson, anteriormente conside-
rados em Barreto-Souza e Simas (2013), bem como os novos modelos gama-Poisson e
normal-Poisson. A fung¢io densidade (3.2) é mais facil de ser trabalhada quando a fungao

distribuigao G(z) e a fungio densidade g(x) tém expressoes analiticas simples.

3.2.1 Exponencial-Poisson

A distribuigao exponencial tem distribui¢ao e densidade dadas por (1.4). A densi-
dade da distribuicao exponencial-Poisson é
Pebfl—e=*/F)—z/p
B 1)

A Figura 3.1 apresenta a densidade da exponencial-Poisson para alguns valores dos para-

fla;0) = (3.3)

metros.

3.2.2 Weibull-Poisson

A distribui¢ao Weibull tem distribui¢ao e densidade dadas por (1.3). A densidade
da Weibull-Poisson é
fac explo(1 — e=@/D") = (w/5)°]
pe(e? = 1)

Para o = 1, a distribuicao Weibull-Poisson se reduz a distribuicao exponencial-Poisson.

fa;0) = . (3.4)

A Figura 3.2 apresenta a densidade da distribuicao Weibull-Poisson para alguns valores

dos parametros.
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Figura 3.1: Densidade da exponencial-Poisson para alguns valores dos parametros.
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Figura 3.2: Densidade da Weibull-Poisson para alguns valores dos parametros.
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Figura 3.3: Densidade da gama-Poisson para alguns valores dos parametros.

L0

90

S0

0

€0

(A

TO0

00

Figura 3.4: Densidade da normal-Poisson padrao para alguns valores de 6.
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3.2.3 Gama-Poisson

A distribuicao gama possui funcao distribuicao e funcao densidade iguais a
_ _ (e, z/P) _ 1
G(l’) - ’71(0571'/6) - P(OZ) € g(ZL‘) - BO‘F(Q)

respectivamente, em que y(q,z) = foz t*te~tdt é a funcdo gama incompleta, o > 0 é

e P x>0,

o parametro de forma e § > 0 é o parametro de escala. A densidade da distribuicao

gama-Poisson é, entao, dada por
Ozt exp[0vyi (o, z/B) — /8]
0= 5 1r)

Para a = 1, a distribui¢ao gama-Poisson se reduz a exponencial-Poisson. A Figura 3.3

(3.5)

apresenta a densidade da gama-Poisson para alguns valores dos parametros.

3.2.4 Normal-Poisson

A funcao distribui¢ao da normal padrao é representada por
G(z) = ®(x), z € R.

Logo, a densidade da normal-Poisson é dada por

eeé’CP(x)
-0) =

em que ¢(.) é a densidade da normal padrio, isto é, ¢(z) = [V2r] e /2. A Fi-

gura 3.4 apresenta a densidade da normal-Poisson para alguns valores dos parametros.

(),

Uma propriedade interessante é: se X ~ Normal-Poisson(0,1,0), entao, u + X ~

2

Normal-Poisson(j, 02,0). u e o sio os parametros de locagio e escala da distribui-

cao normal. Tal fato é facilmente provado pela propria motivacao da classe G-Poisson,
considerando que os operadores maximo e minimo sao invariantes quanto as operacoes de
soma e multiplicagao por niimeros positivos.

3.3 Algumas Propriedades

3.3.1 Expansao para a distribuicao G-Poisson

Expandindo (3.2) em série de Taylor, tem-se

fl@) = wyhpsa(z), (3.6)
k=0
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em que
9k+1

YT D) — 1)
e hg1(z) é dado por (1.2). Uma equagao similar para (3.1) é dada por

F(z) =Y wp Hy(2), (3.7)
k=0

em que Hy,i(z) é dado por (1.1). Dessa forma, a expansao (3.6) pode ser utilizada para
obter diversas propriedades da distribuicao GG-Poisson baseando-se nas mesmas proprie-

dades da distribuicao G-exponencializada.

3.3.2 Funcao taxa de falha
A funcao taxa de falha para a distribuicao G-Poisson é dada por

e~ 0CG (1)

1 B efeé(x) TG(JJ), (38)

r(x) =

em que rg(z) = g(z)/G(x) é a funcio de risco da baseline. Da equacdo (3.8), segue-se

que
’ _ e ’ o
x—l>r—noor(x) a 1-— e—@ x—l>r—noo Tg(l') ¢ x—l>r—|I—1c>or(x) a x—l>r—|I—1c>o Tg(l').

-1

Uma vez que fe ?(1 —e=?)~! & uma fungao decrescente em 6 com fe=?(1 —e %71 — 1

para 0 — 0, tem-se

fe? fe?
o0 >1paraf <0 e o0

<1 paraf >0

que conduz a
Ge="

ra(z) <r(zr) < mr

G(x)a 0 < O; €

fe?
1 —e*er

A Figura 3.5 apresenta a funcao de risco da exponencial-Poisson para A = 1 e alguns

a(x) <r(x) <rg(x), > 0.

valores de 6.
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Figura 3.5: A funcao de risco da exponencial-Poisson para alguns valores de 6 com \ = 1.

3.3.3 Moda
A primeira derivada de (3.2) é dada por

fl(x) = o1

Uma vez que a expressao fora dos colchetes é sempre positiva, o seu comportamento

"Dy (x) + 0g°(x)].

depende se
g (z) +0g*(x) >0 ou ¢'(x)+0g*(x) <0.
No primeiro caso, f(z) é crescente e no segunto decrescente. Para a distribui¢ao expo-

nencial-Poisson, tem-se:
g'(x) + 0¢%(x) = 572~ /0(6e™"/P — 1),

Novamente, o termo fora dos paranteses é sempre maior que zero, deixando a funcao

central
(fe=2/8 —1).

Uma vez que e */# é sempre positivo, para qualquer 6 < 0, a moda sera em 0 com valor
modal dado por 8[3(e? —1)]7!. Este resultado esta de acordo com o apresentado por Kus

(2007).
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Para § > 0, a moda é dada por z = 3log(#) e o valor modal é igual a e?~1[3(e’—1)] L.

3.3.4 Simulacao

A fungao quantilica correspondente a (3.1) é dada por
F ' u) =G {0 " log[(e” — Du+ 1]}, (3.9)

em que G7!(.) é a fungdo quantilica da distribui¢do baseline. Um nimero aleatério X

para qualquer distribuicao dentro da classe G-Poisson pode ser gerado por
X =G {0 log[(e" = 1)U + 1]},
em que U ~ Uniforme(0, 1).

3.3.5 Momentos

Substituindo (3.2) em (2.11), tem-se que

0

E(X?) = O /Rxp P4@ g(x)dx.

Fazendo uma mudanca de variavel, G(z) = u, na integral acima original

4 1
_1/0 Qe (u)Pe™ du, (3.10)

B(X") =

em que Qg(u) = G~(u) é a fungdo quantilica da distribuigao baseline. A integral pode
ser resolvida analiticamente ou numericamente para a maioria dos modelos G-Poisson
especiais. Um método alternativo para obter os momentos ordinarios pode ser obtido

partindo de (3.6). Pelo restante deste capitulo, considera-se Y}, ~ G-exponencializada(k +

1). Entao, é facil obter
B(X?) = wB(YY). (3.11)
k=0
Os momentos ordinarios de diversas distribui¢oes exponencializadas sao dados por Nada-

rajah e Kotz (2006). Dessa forma, é possivel computar (3.11).

Da equagao (3.11), é possivel obter uma terceira féormula. Tem-se

BOZ) = (k1) [ a7 Gla)'g(a) da,

R
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como E(Y}?) pode ser expresso por

E(Y)) = (k+ 1)/0 Qa(u)Puf du.

Os momentos ordinarios de X se reduzem a

B(X?) = (k+ 1) wpr(p, k), (3.12)
k=0
em que 7(p, k fo Qg (u)Pu* du. Utilizando (3.12), apresentam-se os momentos ordina-

rios das d1str1bu1(;0es exponencial-Poisson, logistica padrao-Poisson e Pareto-Poisson. Os

momentos da exponencial-Poisson sao

; k
oo k (__1)2p+7 (kf—F 1) . Wk
p!)\p Z Z (] + 1)p+1(j> :

k=0 j=0

Para a distribui¢ao logistica padrao-Poisson, em que G(x) = (1 + e~ )", tem-se

E(XP) = k+1 —B({t+k+1,1—1
(XP) =) (b +Dwno o Bt +k+1, |
k=0 =
em que B(a,b) fo t71 (1 — t)*=1dt é a funcdo beta. Para o modelo Pareto-Poisson, em
que G(z)=1—(1+2z)” ”, v > 0, obtém-se
E(X?) = Z (=P (k+1) (p,) B(k+1,1—jv 1w,
, J
k,j=0

Substituindo (3.6) em (2.14), obtém-se os momentos incompletos como

z) = Zwk my(Ye: 2), (3.13)

em que m,(Yy; z) € o momento incompleto de Y;, ~ G-exponencializada(k+1). Desta ma-
neira, é facil obter os momentos incompletos da distribui¢ao G-Poisson usando (3.13) e os
momentos incompletos da distribuicao G-exponencializada associada. Mudando variaveis,

obtém-se uma segunda formula para calcular os momentos incompletos:

o0

mp(X;2) = (k+ 1) wy In(2), (3.14)

k=0
em que I(z) = [, G) Qc(u)Pu*du pode ser determinado para a maioria das distribuicoes
baseline G.

O p-ésimo momento fatorial descendente, bem como os momentos centrais e os

cumulantes podem ser obtidos pelas equagoes (2.19), (2.20) e (2.21), respectivamente.
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3.3.6 Funcao geratriz de momentos

A funcgio geratiz de momentos, M(t) = E(e!), pode ser determinada através da

expansao em série de Taylor
M(t) =) 13 Hi (3.15)
k=0
em que g ¢ obtido de (3.10), (3.11) ou (3.12). Substituindo (3.2) na defini¢do acima

tem-se

‘9 1
M(t) = et@alwtbugy, (3.16)
e —1 ),

em que a integral pode ser resolvida analiticamente ou numericamente. Partindo da

expansao (3.6), segue que

M(t) =) wy, My(t), (3.17)
k=0
em que My(t) é a funcdo geratriz de momentos de Y;. Uma quarta formula para M (¢)
decorre de -
M) =3 (kb + 1) wy / o' G(2)* g(x) dz,
k=0 R

que pode ser expressa como

K

1
M(t) = (k:—i—l)wk/ Qe dy, (3.18)
0

=
Il
o

A funcao geratriz de momentos para as distribui¢oes exponencial-Poisson, logistica

padrao-Poisson e Pareto-Poisson sao

M(t) = i(k: + D) wy Bk +1,1—\t),

M(t) :i(k+1)wk3(t+k+1,1—t)

k=0
e - )
L (k+1)wyB(k+1,1—rv ")
M(t) = e Z 1 t )
k,r=0
respectivamente.
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3.3.7 Entropia

Entropia de Shannon

Substituindo (3.2) em (2.24) fornece

) - PEIGEO)] - Bogla(X)])

Ds(f) = —log (eg

0 0 1 69(9 —-1)+1
ElG(X)] — 0G() g — / vy =—~—_~~ -
[G(X)] 1 Rg(x) G(z)e dx 71, we’™ du 07 —1)

E{logly(X)]} = / loglg()] F(z)dz = 3 (b + 1) wy Ji,

wy, € dado por (3.6) e J, = fol u® log{g|Qq(u)]} du. A integral J;, pode ser computada
para um bom niimero de distribuicoes baseline. Para as distribuicoes exponencial-Poisson,

logistica padrao-Poisson e Pareto-Poisson, obtém-se

Z: () g

(j+1)2 kE+1

a0

(j+1)2 (k+1)%

7=0
‘ k
() g
_ J og(v
Jp=01+v! _ :
=ty g; Gr1? | (E+1)?
respectivamente.
Entropia de Rényi
Substituindo (3.2) em (2.25), obtém-se

/fc Cl)c/ReCGG(z)gc(x)dx'

Expandido-se em série de Taylor
echk
/fc )dz = (e — 1)~ Z I
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em que [, = fR x) dx pode ser calculado para cada distribui¢ao baseline. Para
as distribuicoes exponent1al logistica padrao e Pareto, tem-se [, = \'B(k + 1,¢), I} =

B(k+c,c)e I, =v'B(k+1,v7(c — 1) + ¢), respectivamente.

3.3.8 Desvios Médios

Para obter 01, o desvio com relacao a média, e d5, 0 desvio com a relacao a mediana,
a partir das equagoes (2.28) e (2.29), respectivamente, é necessario se conhecer a mediana
e o primeiro momento incompleto da distribuicao baseline.

A mediana M é obtida por
M =G {6 log[(e” —1)/2+1]}.

O primeiro momento incompleto, m;(X;.), é dado por (3.13) ou por (3.14). Usando
(3.14), o primeiro momento incompleto para as distribui¢oes exponencial-Poisson, logistica

padrao-Poisson e Pareto-Poisson sao dados por

co k ;
1 e z/k)]—l—k—i—l

k=0 ]=1

o > 1+e —(r+k+1) o Bl(1 + e 71; .,k’
m1(X;z):Zk+ {Z —Z ( j) J ]}

k=0 r=1 T + k + 1) j=1
e
AN " 1 [1—(1+2)f*
ml(x,z)_l;(kﬂ)wk{Bu—(Hz) 1—v k41— P ,
em que B(z;a,b) = [7t* " (1 —t)""'dt é a funcio beta incompleta.

As curvas de Lorenz e Bonferrom, dadas por (2.30) e (2.31), respectivamente, tam-
bém podem ser calculadas, utilizando-se dos primeiros momentos incompletos fornecidos

anteriormente.

3.3.9 Momentos Probabilisticamente Ponderados

Os momentos probabilisticamente ponderados (MPPs) sdo tteis para obter estima-

dores para parametros desconhecidos. Nesta secao eles serao calculados como
M(p,r, s) = E{XP[F(X)]"[l = F(X)]}.
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Utilizando o teorema binomial generalizado, pode-se escrever
Mris) = 1 (3) [ P flo)da
» J/ JRr
7=0

Substituindo (3.1) na equagao acima e utilizando o teorema binomial novamente fornece

J]=

Substituindo f(z) por (3.2) vem

. 'w“(ﬁ ~
' (T P o (H+1)6G ()
M(p,r,s) Z Ty Z(—l) i 0 Rx e g(x)dx.

_]=0 k=0

Os MPPs podem, entao, ser expressos como

M(p,r,s) i o (j> (sz) ej(p, k,0), (3.19)

(1 — ef)rtitt

7,k=0

em que
J(p, ]{],9) — / k+1 GG(:): dl‘ — / QG kJrl Ou du
R

pode ser obtido analiticamente ou numericamente.

3.3.10 Estatisticas de ordem

Considere X1, X, ..., X,, uma amostra aleatoria de uma distribuicao G-Poisson es-

pecificada. Entao, a densidade de Xj.,, a i-ésima estatistica de ordem, equivale a

Jin(2) = M) Py - P

Bm—z+1w
'C‘ﬁp@ﬁj%

|
M i

B(n—z—l—l i

Partindo de (1.1), (3.6) e (3.7), pode-se escrever

A i+j—1
—wp (k+ 1) G@)f g(x) —, .y (n—i oow z)
o) = 3 G D 5 1)(3)(1; . G(2) ) -
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Utilizando o resultado 0.314 de Gradshteyn e Ryzhik (2007), obtém-se

00 itj—1 o]
(Z w, G(x)TJrl) _ Z bz'+j71,r G(x>r+i+jfl’
r=0 r=0

itj—1

em que b 1,0 = W, e
m
bi-l—j—l,m = mwo - Z Z +J lbz+j—1,m—l-
=1
Finalmente,
fz n Z Z t] k,r hk+7’+Z+J( ) (320)
7=0 k,r=0
em que

(n—1
1) .
P Y ( J > (F+1) webij 1,
PR Bn—i+1,i) (k+r—+i+j)
Dessa forma, diversas propriedades matematicas da distribuicao das estatisticas de

ordem da classe G-Poisson, como momentos e funcao geratriz de momentos, podem ser

obtidas das mesmas propriedades da classe G-exponencializada, utilizando-se a equacao
(3.20).

3.4 Estimacao

O método de méaxima verossimilhanca serd considerado para obter os parametros
desconhecidos da distribuicao G-Poisson. Suponha que z, zs, ..., x, é uma amostra ale-
atoria de X ~ G-Poisson(f, T), em que 7 é um vetor p x 1 de parametros desconhecidos
indexando a distribui¢do baseline G(z). Entdo, a fungdo de verossimilhanca pode ser

expressa como

00, T;x) = nlog (eee_ 1) +0 Z G(zg) + (T3 2), (3.21)

em que {(7;z) denota a log-verossimilhanca da distribui¢do original G. Ao maximizar
(3.21) em relagao a 6 e 7 usando alguma rotina numeérica, como a func¢ao optim do
software R, por exemplo, obtém-se as estimativas de maxima verossimilhanca (EMVSs) )

~

eT.
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As primeiras derivadas de ¢ = £(0, T; ) em relagdo a 0 e T sao

ol & ef(1-0)—1
g5 = 2.Clm)+n o —1)
k=1
ol "L 0G(zy)  Ol(T;x)
— =1,2,.
aTj 9; 37']- * aTj » J T P

Também é possivel obter as EMVs ao se solucionar as equagoes nao lineares 9¢/00 = 0 e
oljor; =0, j=1,2,...,p, simultaneamente.

A matriz de informagao observada para (6, 1) é

K., Ki
K =— ,
(K12 K22)

em que

Pl 0 — (" = 1)

K = =
T e T e — )
0/ "L 0G (x4,
Ky = ) =1,2,...
12 8987']' - 37']- 9 .7 )~y » D,
0% "L 0?G(xy)  OU(T;x)
Ko = =0 ’ =1,2.....p.
22 OT;0Tm — 01,07, + o107, » 1T &P

A matriz K é necessaria para construir estimativas intervalares e realizar testes de hipo-
teses. Seja ©® = (6, 7) o conjunto de parametros desconhecidos e e (p+1)x1oEMV
de ® = (0, 7). Sob condigbes padroes de regularidade, \/ﬁ(@ — O) ¢é assintoticamente
normal, N,1(0,1(®)7!), em que I(®) é a matriz de informacio esperada. E possivel
substituir I(®) por K((:)), a matriz de informagcdo observada avaliada em ©, uma vez
que esta é um estimador consistente de I(®). Intervalos de confianga assintoticos para os
parametros do modelo G-Poisson podem ser construidos a partir da distribuicao normal
multivariada N, (0, K(©)™1).

As estatisticas de razao de verossimilhancas (RV) podem ser construidas de forma a
verificar se a distribuicao G-Poisson apresenta um melhor ajuste que qualquer submodelo,

por exemplo, a distribuicao baseline. Nesse caso, a hipotese Hy : 6 = 0 seria testada contra

a hipotese Hy : 0 # 0. Para qualquer par de hipoteses, a estatistica RV é igual a
RV =2[0(0,7) — £(8,7)),
em que 5, T sao as EMVs sob H; e 5, T sao as estimativas sob Hy.
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3.5 Aplicacao

Para ilustrar a utilidade da classe apresentada neste capitulo, dois conjuntos de da-
dos serao apresentados e ajustes por distribui¢oes usuais em estudos de sobrevivéncia serao
comparados com os ajustes fornecidos pela classe G-Poisson. As distribui¢oes considera-
das sao exponencial, Weibull, gama, exponencial exponencializada, exponencial-Poisson,
Weibull-Poisson e gama-Poisson. Todos os ajustes foram feitos utilizando o software R.
Primeiro conjunto de dados (Jong e Heller, 2008; Paula, 2012): Este conjunto contém
os valores de 769 sinistros (em mil dolares australianos) de seguros pessoais, datando de
Janeiro de 1989 até Junho de 1999, e pode ser encontrado em http://www.ime.usp.br
/~giapaula/insurance.dat.

Na Tabela 3.1 sao listados as EMVs, as estimativas dos erros-padroes, o critério
de informacao de Akaike (AIC) e o critério de informagao Bayesiana (BIC) para as dis-
tribuicoes ajustadas. Os resultados indicam que a distribuicao Weibull-Poisson tem os
menores valores AIC e BIC entre todos os modelos ajustados, provendo, portanto, um
melhor ajuste. A Figura 3.6 apresenta o histograma dos dados bem como as distribui¢oes

Weibull-Poisson e gama-Poisson ajustadas.

Tabela 3.1: EMVs dos parametros dos modelos e as estimativas dos erros-padroes para o
primeiro conjunto de dados bem como as estatisticas AIC e BIC correspondentes.

Distribuicao o 6] 0 k a AIC BIC
Exponencial - 7,83 - - - 4706,55  4711,19
- (0,004) - - - - -
Weibull 1,08 8,08 - - - 4699,97  4709,26
(0,028) (0,282) - - - - -
Gama 1,16 6,74 - - - 4698,16  4707,45
(0,052) (0,008) - - - - -
Exp. Exp. - 7,06 - - 1,17 4697,31  4706,60
- (0,006) - - (0,057) - -
Exp. Poisson - 5,76 1,31 - - 4682,36  4691,65
- (0,009) (0,231) - - - -
Wei. Poisson | 0,73 2,92 3,56 - - 4652,10 4666,03
(0,038) (0,364) (0,431) - - - -
Gam. Poisson 0,46 6,80 4,13 - - 4665,04  4678,97
(0,117) (0,011) (0,981) - - - -
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Figura 3.6: Histograma dos sinistros e densidades ajustadas.

Tabela 3.2: EMVs dos parametros dos modelos e as estimativas dos erros-padroes para o
segundo conjunto de dados bem como as estatisticas AIC e BIC correspondentes.

Distribuicao @ 6] 0 k a AIC BIC
Exponencial - 176,81 - - - 891,21 893,49
- (0,0006) - - - - -
Weibull 1,82 199,85 - - - 858,72 863,27
(0,158)  (13,65) - - - - -
Gama 3,08 57,34 - - - 855,60 860,15
(0,485)  (0,002) - - - - -
Exp. Exp. - 88,46 - - 3,64 855,61 860,17
- (0,001) - - (0,721) - -
Exp. Poisson - 74,58 581 - - 853,77 858,33
- (0,001) (1,143) - - - -
Wei. Poisson 0,87 57,71 750 - - 855,26 862,09
(0,155) (21,31) (2,858) - - - -
Gam. Poisson 0,77 81,59 725 - - 855,52 862,35
(0,51)  (0,002) (4,249) - - - -
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Segundo conjunto de dados (Bjerkedal, 1960; Gupta et al., 1997): Este conjunto de
dados contém o tempo de sobrevivéncia (em dias) de 72 porcos-da-india infectados com o
bacilo da tuberculose. Os animais em uma mesma gaiola pertenciam a um mesmo regime.
Considerou-se apenas o regime 4,3.

Na Tabela 3.2 sao listados as EM Vs, as estimativas dos erros-padroes, o AIC e o BIC
para as distribui¢oes ajustadas. Os resultados indicam que a distribuicao exponencial-
Poisson tem os menores valores AIC e BIC entre todos os modelos ajustados, provendo,
portanto, um melhor ajuste. A Figura 3.7, mostra o histograma dos dados bem como as

distribuicoes exponencial-Poisson, Weibull e exponencial exponencializada ajustadas.

—— Exponencial-Poisson
---- Weibull

//.\ + + « Exponencial-Exp

Densidade

0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006

Tempo de Sobrevivéncia (Dias)

Figura 3.7: Histograma do tempo de sobrevivéncia e densidades ajustadas.
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CAPITULO 4

A distribuicdo Lomax-Poisson

Neste capitulo, propoe-se, utilizando a metodologia abordada no Capitulo 3, a dis-

tribuicao Lomax-Poisson. Diversas de suas propriedades matematicas sao apresentadas.

4.1 A distribuicao Lomax-Poisson

Substituindo (2.4) em (3.1), obtém-se a fun¢ao distribui¢do da Lomax-Poisson (LP)

como )
Fle) = exp{f[1 — (i@—l—_:cl/ﬁ) =1 o )
Sua densidade correspondente é dada por
_afexp{f[l — (1+z/8)"“]} 2\ et
fle) = Blef — 1) (1 + g) , x> 0. (4.2)

A Figura 4.1 apresenta a densidade da distribui¢ao LP para alguns valores dos parametros.

A funcao taxa de falha da distribuicao LP é dada por

afexp{f1 — (1+2/8)~°]} a)
Ble? —exp{f[l — (1 +z/B)~°]}) (1 * 5) : (4.3)

A Figura 4.2 apresenta a funcao taxa de falha da distribuicao LP para alguns valores

r(z) =

dos parametros.
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Figura 4.1: Densidade da distribuicao LP para alguns valores dos parametros.
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Figura 4.2: Taxa de falha da distribuicao LP para alguns valores dos parametros.




A fungao quantilica correspondente a (4.1) é dada por

Qu)=F '(u)=p [(1 — 0 M og[(e? — 1)u + 1])71/0{ — 1} , 0<u<l.

Um nimero aleatorio da distribuicao LP pode ser gerado por
X =8 [(1 — 0 M log[(e? — U + 1)) = 1] ,

em que U ~ Uniforme(0, 1).

A mediana é dada por

M=8 {(1 — 0 M og[(e? — 1)/2+1]) /" - 1} .

4.2 Propriedades

4.2.1 Expansao para a distribui¢cao LP

Pode-se reescrever (3.6) como

Entao, utilizando (2.9) e trocando a ordem dos somatorios obtém-se

f(l') - Z Vg g(k-i—l)a,ﬁ(x)a
k=0

em que
(—1)k gh+1 ef
(e —1)(k+1)!

Vi =

(4.5)

(4.6)

E facil verificar que >3- vr = 1. A equagdo (4.6) revela que a densidade da distribui-

¢ao LP pode ser expressa como uma combinacao linear de distribui¢oes Lomax. Assim,

diversas propriedades da distribuicao gerada podem ser obtidas diretamente das mes-

mas propriedades da distribuicao Lomax. Essas propriedades podem ser encontradas em

Lemonte e Cordeiro (2011), por exemplo.
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4.2.2 Momentos e Geratriz de Momentos

Utilizando (4.6) e (2.12), pode-se calcular os momentos ordinarios da distribucao

LP por

o0

p, =E(XP) = BT(p+1))

k=0

vp D[(k + Do = p]
Ll(k+1)a]

p<a. (4.7)

Substituindo (4.6) em (2.14) se obtém os momentos incompletos como
mp(X; Z) = Z Uk mp(Yv(kJrl)a,B; Z>7 (48)
k=0

em que My(Y(k11)a,8; 2) € 0 momento incompleto de Y i1ya,s ~ Lomax((k + 1)a, 3) dado
por (2.16).
Para p = 1, substituindo (2.17) em (4.8), tem-se

(4.9)

 (—1)7(k 4+ a2 2o, T[(k + 1 + 1
ml(X;Z):Z( V(K + )oz;:1 onl[(k + Do+ +1]
P (4 2)85HT[(k + 1)a + 1] 5!
O p-ésimo momento fatorial descendente, bem como os momentos centrais e os

cumulantes podem ser obtidos pelas equagoes (2.19), (2.20) e (2.21), respectivamente.

Partindo de (2.22) e (4.6) obtém-se a fgm da distribui¢ado LP como

M) = e 1oty 2 Fill 1(; f; Doi =Bl 4 <, (4.10)
k=0

4.2.3 Entropias

Entropia de Shannon

Substituindo (4.6) em (2.24) fornece

() = ~log (5 ) - PEIGEX)] - Elogla (X))
em que
E[G(X)] = 69(99(6; i);)r L como caleulado no capitulo anterior ¢
E{loglg(0)]} = [ logly(a)] f(a)da
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Substituindo (3.2), expandindo em serie de Taylor e realizando uma mudanga de variavel
origina

OO 0k+1

o [ o lstal@etau

M

k;:0

em que Q¢ (u) é a fungdo quantilica da distribui¢do Lomax. Assim,

e 0]€+1 1 N
E{log[¢(X)]} = Z _1k'/u 10g[6(1—u)a]du
=
gF+1

1 !
= log (%);wkjLa;— Z(ee—l)k‘!/ uFlog(1 — u)du

k=0

Pr+1 m+1 k)

= log(a) —log(pB) + 4 ;_ 1 Z — 1)kl £

m+2

Entropia de Rényi

Para a distribui¢ao LP pode-se expandir f¢(x) em série de Taylor como

) = e 0 o S (] et

m=0 T1=0

Entao, utilizando (2.26), pode-se escrever a entropia de Rényi, dada por (2.25), da distri-

buicao LP como

Vr(f;c) =

m=0 [=0

1 c oo m )(QC)
—clOg{ l ] ZZ l+ca+c—1]m'}
4.2.4 Desvios Médios

Para obter 61, o desvio com relacao a média, e d5, 0 desvio com a relagao a mediana,
a partir das equagoes (2.28) e (2.29) é necessario calcular o primeiro momento incompleto,
dado por (4.9), e a mediana, dada por (4.5).

As curvas de Lorenz e Bonferroni, dadas por (2.30) e (2.31), respectivamente, tam-

bém podem ser calculadas, utilizando-se (4.9).

4.2.5 Momentos Probabilisticamente Ponderados

Os momentos probabilisticamente ponderados (MPPs) sao aqui definidos por
M(p,r,s) = E{X?[1 = F(X)I"[F(X)]},
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em que p, r e s sao inteiros positivos. Usando o teorema binomial, pode-se escrever

Mipr.s) = 310 () BLO T

Para a distribuicao LP o seguinte resultado é verdadeiro:

m+k9k+1(m+1) ( )

Z Z 1 _ e—@ n+1 (k: + 1) 9(k+1)a, 6( ) (4-11)

m=0 k=0

Dessa forma, utilizando (4.11), é possivel reescrever os MPPs, para p < a, como

roos+j o(_ )J+m+k0k+1(m+1) (;) (s+j)

p,?“ S ZZZ 6*9)S+]+1 (k_|_ ) - E[Yp

k=0 j=0 m=0

| é dado por (2.12).

em que E[Yj )

4.2.6 Estatisticas de Ordem

Seja X1, X, ..., X, uma amostra aleatéria da distribuicao LP. A densidade de Xj;.,,,
a i-ésima estatistica de ordem, é dada por

finle) = 3 v (TP

B(n—z—i—l i ]:0

De (4.11), tém-se
fim(x Zwkngrl s (), (4.12)

em que
() RSO - 1 ()

i—1
:Z Bn—i+1,9) mzo (1— e 0)ntiiti(k + 1)!

Jj=

A equagao (4.12) mostra que a fungao densidade das estatisticas de ordem de uma amostra
da distribuicao LP pode ser expressa como uma combinacao linear de densidades da
Lomax. Assim, é possivel utilizar (4.12) para obter diversas propriedades das estatiticas
de ordem de uma amostra da distribuicao LP baseadas nas mesmas propriedades da
distribuicao Lomax. Por exemplo, o p-ésimo momento ordinario da i-ésima estatistica de

ordem, para p < «, é dado por

=X DEY s 1)a 6l
k=0

em que E[Y?

(k1) 8 g) ¢ dado por (2.12).
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4.3 Estimadores de Maxima Verossimilhanca

Suponha que zy,zs,...,z, ¢ uma amostra aleatoria de X ~ LP(«a, 3,0). Entao, a
funcao de log-verossimilhanca ¢ = ¢(«, 3, 6; x), pode ser expressa como

n

S (1 + %)a] —(a+1) glog (1 + %) . (4.13)

i=1

{ =nlog {5(6376_1)] +6|n—

Ao se maximizar (4.13) em relagdo a «, § e 0 utilizando uma rotina numérica de algum
software, como a funcao optim do software R, por exemplo, obtém-se as estimativas de
méxima verossimilhanca (EMVs) @, 3 e 6.

As primeiras derivadas de ¢ em relagao a «a, 3 e 6 sao
% = g+glog(1+%) 9(1+%)a—1],
EICHNCOIE G

i=1

_n
/67

Também é possivel obter as EMVs ao se solucionar as equagoes nao lineares 0¢/0a = 0,
0l/0p =0 e 0¢/00 = 0 simultaneamente.
A matriz de informagao observada para («a, 3, 60) é
0*0/0a*  0%0/0adB  0*(]0adl

K =—|0%/0po0  0%¢/08>  9%0/9B00
0%0/00d0 0*0/DadB  90)06?

Y

em que

gaﬁz———ezmz " {log [ ()]

8@66_92A (o) (_B >{ alog[A(z;) +1}+ZA I

g = 20 A oalAw)

o n (at2) [ —%i ’ (a+1)
8ﬁ2:ﬁz 0402 (o + 1)A(z;)~ '@ 7 + A(z;) @D x
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()] |er (52) e (55)]

e —Zi
aﬁae_o‘z O (F) ’

Pl [0 — (" = 1)
0~ " T e —1 |

com A(z;) =1+ B 'z;. A matriz K é necesséria para construir estimativas intervalares
e realizar testes de hipoteses. Seja @ = («, 3, 6) o conjunto de parametros desconhecidos
e © o estimador de maxima verossimilhanca de ©. Sob condigoes padroes de regulari-
dade, \/ﬁ(@ — ©) ¢é assintoticamente normal, N3(0,I(®)7!), em que I(®) é a matriz
de informacio esperada. E possivel substituir I(®) por K (@), a matriz de informacao
observada avaliada em ©, uma vez que esta ¢ um estimador consistente de I (©). Inter-
valos de confianca assintdticos para os parametros do modelo LP podem ser construidos
a partir da distribui¢io normal multivariada N3(0, K(©)~1).

As estatisticas de razao de verossimilhangas (RV) podem ser construidas de forma a
verificar se a distribuicao LP apresenta um melhor ajuste que a distribuicao Lomax, por
exemplo. Nesse caso, a hipotese Hy : 0 = 0 seria testada contra a hipotese Hy : 6 # 0.

Para qualquer par de hipoteses, a estatistica RV é igual a

~ ~ o~

LR =2[((a, 3,0) — (&, 3,0))],

em que a, B\, 0 sio as EMVs sob Hi e a, 5, 0 sdo as estimativas sob H,.

4.4 Aplicacao

Para ilustrar a utilidade da distribuicao LP, serd utilizado um conjunto de dados
reais, ao qual serao ajustadas diversas outras distribuicoes de sobrevivéncia, além do mo-
delo LP. O conjunto de dados representa o tempo de remissao (em meses) de uma amostra
aleatoria de 128 pacientes com cancer de bexiga, apresentado em Lee e Wang (2003). Na
Tabela 4.1, apresentam-se as EMVs, as estimativas dos erros-padroes, o AIC e o BIC para
as distribui¢coes Lomax, Weibull, MOEE, MOEW, MOEL e LP. Os resultados indicam
que a distribuicao LP tem os menores valores AIC e BIC, entre todos os modelos ajusta-

dos, provendo, portanto, um melhor ajuste. E importante salientar que as distribuicoes

o7



Tabela 4.1: EMVs dos parametros dos modelos e as estimativas dos erros-padroes bem
como as estatisticas AIC e BIC correspondentes.

Distribuicao o B A 0 a AIC BIC
Lomax 12,11 104,1 - - - 831,68 837,38
(10,74) (99,28) - - - - -
Weibull 1,04 9,56 - - - 832,17 837,87
(0,06)  (0,85) - - - - -
WE 0,65 3,34 - - 2,79 | 827,36 835,91
(0,13)  (1,88) - - (1,26) - -
MOEE - 9,10 1,05 - - 832,65 838,35
- (1,64) (0,32) - - - -
MOEW 1,06 34,80 0,06 - - 826,18 834,74
(0,16) (15,24) (0,06) - - - -
MOEL 2,31 2,24 21,20 - - 825,08 833,64
(0,55)  (2,62) (29,06) - - - -
LP 287 8,26 : 3,35 .| 824,77 833,32
(0,88)  (4,87) - (1,03) - - -

WE, MOEL e LP possuem o mesmo ntimero de parametros e que o modelo WE é muito
popular em estudos de sobrevivéncia. A Figura 4.3, mostra o histograma dos dados bem

como as distribuicoes MOEL e LP ajustadas.
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Figura 4.3: Histograma do tempo de remissao (meses) e as densidades ajustadas.
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CAPITULO 5

Consideracdes finais

Nesse trabalho foram abordadas duas classes de distribuicoes, a classe Marshall-
Olkin, proposta por Marshall e Olkin (1997), e a classe G-Poisson, equivalente a classe
exp-G, proposta por Barreto-Souza e Simas (2013). Novas propriedades da distribuigao
Marshall-Olkin extendida Lomax foram calculadas bem como diversas novas propriedades
da classe G-Poisson. A distribuicao Lomax-Poisson também foi proposta e estudada neste
trabalho.

Novas abordagens, contudo, ainda sao necessarias. Um possivel estudo futuro seria
uma andalise multivariada da classe G-Poisson. Uma comparacao entre as classes G-
exponencializada, Marshall-Olkin e G-Poisson, também é de interesse, visto que os trés

métodos adicionam um novo parametro a uma distribuicao conhecida.
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