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Resumo

Re
entemente, diversos autores têm investigado novas distribuições de sobrevivên-


ia devido à sua �exibilidade para ajustar dados. Muitas dessas novas ditribuições são

obtidas através da 
omposição de uma distribuição 
ontínua 
om uma dis
reta. Neste

trabalho um novo método para 
ompor distribuições é proposto: a 
lasse G-Poisson. Di-

versas propriedades dessa distribuição geral são estudadas. A distribuição Lomax-Poisson,

perten
ente a tal 
lasse, também é investigada.

Palavras-
have: Análise de sobrevivên
ia; Composição; Distribuição Poisson; Estimadores

de máxima verossimilhança.
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Abstra
t

Nowadays many authors investigate new survival distributions given their �exibility

to model data. Many of those new distribution are obtained through the 
omposition

of a 
ontinuous and a dis
rete distribution. In this thesis a new method to 
ompose

distributions is proposed: the G-Poisson 
lass. Many properties of this general distribution

are studied. Also, the Lomax-Poisson distribution, 
ontained in the proposed 
lass, is

investigated.

Keywords: Composition; Maximum likelihood estimators; Poisson distribution; Survival

analysis.
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CAPÍTULO 1

Introdução

A análise de sobrevivên
ia é a área da estatísti
a que estuda a quantidade de tempo

trans
orrido até a efetivação de um evento de interesse. Tal evento pode ser tanto a morte


omo a 
ura de um pa
iente ou o tempo até um equipamento novo falhar. Dessa forma,

a análise de sobrevivên
ia tem apli
ação em diversas áreas 
omo medi
ina, engenharia,

atuária e biologia, entre outras.

As distribuições exponen
ial, Weibull e gama são 
omumente empregadas em es-

tudos de sobrevivên
ia devido às suas interessantes propriedades. Essas distribuições,


ontudo, apresentam restrições, 
omo formas limitadas das suas funções de ris
o, devido

ao reduzido número de parâmetros.

A evolução da 
omputação, entretanto, possibilita que distribuições mais 
omplexas

sejam ajustadas aos dados. Assim, diversos pesquisadores têm investigado novas maneiras

de adi
ionar parâmetros às distribuições já 
onhe
idas, tornando as distribuições geradas

mais �exíveis.

Mudholkar e Srivastava (1993), por exemplo, propuseram a distribuição Weibull ex-

ponen
ializada. As distribuições exponen
ializadas são 
onstruidas da seguinte maneira:

seja Y o tempo de falha de uma 
omponente, interpretado 
omo uma variável aleatória


om função distribuição G(.). Considerando-se, então, um sistema 
om a 
omponentes

em paralelo, em que tal sistema falha se todas as a 
omponentes falharem e os tempos de

falha das 
omponentes são independentes. Assim, o tempo de falha X do sistema é dado

1



por X = max{Y1, Y2, . . . , Ya} e sua função distribuição por

Ha(x) = G(x)a, (1.1)

em que Ha(x) é 
hamada de G-exponen
ializada, por vezes também referida por G-

generalizada. Sua densidade é representada por

ha(x) = aG(x)a−1g(x). (1.2)

A função distribuição de�nida por (1.1) e a densidade de�nida por (1.2) podem ser es-

tendidas para qualquer a real positivo. A quantidade aG(x)a−1
atua 
omo um fator de


orreção na distribuição original, também, denominada de baseline. É fá
il veri�
ar que

para a = 1, Ha(x) é equivalente a baseline G(x), i.e., H1(x) = G(x).

A função distribuição e a função densidade da distribuição Weibull (Weibull, 1951)

são iguais a

G(x) = 1− exp[−(x/β)α] e g(x) =
αxα−1

βα
exp[−(x/β)α], x > 0, (1.3)

em que α > 0 e β > 0 são os parâmetros de forma e es
ala, respe
tivamente. A distribuição

Weibull exponen
ializada (WE), então, possui distribuição e densidade dadas por

Ha(x) = {1− exp[−(x/β)α]}a e ha(x) =
aα xα−1

βα
exp[−(x/β)α]{1− exp[−(x/β)α]}a−1.

A função taxa de falha ou função de ris
o é de�nida 
omo r(x) = f(x)/F (x),

em que F (x) = 1 − F (x) é a função de sobrevivên
ia. Para a distribuição Weibull

exponen
ializada, a função de ris
o é dada por

r(x) =
aα xα−1 exp[−(x/β)α]{1− exp[−(x/β)α]}a−1

βα{1− {1− exp[−(x/β)α]}a} .

As Figuras 1.1 e 1.2 mostram a densidade e a taxa de falha da distribuição Wei-

bull exponen
ializada para alguns valores dos parâmetros. Na Figura 1.2, nota-se que a

distribuição Weibull exponen
ializada possui função taxa de falha unimodal e em forma

de U, enquanto a taxa de falha da distribuição Weibull apenas assume forma 
res
ente,

de
res
ente e 
onstante.

Gupta e Kundu (1999) investigaram a distribuição exponen
ial exponen
ializada. A

distribuição exponen
ial possui função distribuição e função densidade iguais a

G(x) = 1− exp(−x/β) e G(x) =
1

β
exp(−x/β), x > 0, (1.4)

2
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respe
tivamente, em que β > 0 é o parâmetro de es
ala. A distribuição Weibull, para

α = 1, é equivalente a distribuição exponen
ial. A distribuição e densidade da exponen
ial

exponen
ializada são

Ha(x) = {1− exp(−x/β)}a e ha(x) =
a

β
exp(−x/β){1− exp(−x/β)}a−1,

respe
tivamente. Da mesma forma, para α = 1, a distribuição Weibull exponen
ializada

é equivalente a distribuição exponen
ial exponen
ializada.

A função taxa de falha para a distribuição exponen
ial exponen
ializada é

r(x) =
a exp(−x/β)[1− exp(−x/β)]a−1

β{1− [1− exp(−x/β)]a} .

As Figuras 1.3 e 1.4 mostram a densidade e a taxa de falha da distribuição expo-

nen
ial exponen
ializada para β = 2 e alguns valores de a. Na Figura 1.4, nota-se que

esta distribuição tem função taxa de falha 
om forma 
res
ente e de
res
ente, enquanto

a taxa de falha da distribuição exponen
ial é sempre 
onstante.

1.1 Composições

Além da 
lasse G-exponen
ializada, outro método popular para in
luir novos parâ-

metros em distribuições 
onhe
idas envolve a 
omposição de distribuições. Neste trabalho

será 
onsiderado apenas a 
omposição de distribuições 
ontínuas 
om distribuições dis
re-

tas. Seja F (x|Z = z) a função distribuição 
ondi
ional de X dado que a variável aleatória

dis
reta Z teve 
omo valor observado z. Então, a distribuição in
ondi
ional de X , F (x),

é dada por

F (x) =

∞∑

z=0

F (x|Z = z)P (Z = z).

Considerando-se um sistema que possui um número aleatório de 
omponentes, Z,

e que o tempo de falha de 
ada 
omponente, W , é independente de Z e identi
amente

distribuido, 
om função distribuição G(.). Dessa forma, 
aso o sistema pare de fun
ionar

assim que o primeiro 
omponente falhar (sistema em série), tem-se

X = min{W1,W2, . . . ,WZ} e F (x|Z = z) = G(x)z. (1.5)
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Por outro lado, 
aso o sistema pare apenas quando a última 
omponente falhar (sistema

em paralelo), tem-se

X = max{W1,W2, . . . ,WZ} e F (x|Z = z) = G(x)z. (1.6)

Também é possível de�nir F (x|Z = z) de diversas outras formas. Contudo, o modelo

(1.5) é o mais 
omumente utilizado para 
onstruir distribuições 
ompostas. Nas próximas

seções serão abordadas distribuições 
ontruídas usando essa metodologia.

1.1.1 Exponen
ial G

A distribuição geométri
a tem função de probabilidade dada por

P (Z = z) = (1− p)pz−1, p ∈ (0, 1), z = 1, 2, . . . (1.7)

Dessa forma, Adamidis e Loukas (1998), usando (1.5) para 
ompor (1.4) 
om (1.7), intro-

duziram a distribuição exponen
ial geométri
a que possui função distribuição e densidade

dadas por

F (x) =
1− exp(−x/β)

1− p exp(−x/β)
e f(x) =

(1− p) exp(−x/β)

β[1− p exp(−x/β)]2
,

respe
tivamente. Para p = 0 a distribuição exponen
ial geométri
a se reduz à distribuição

exponen
ial.

A função taxa de ris
o, para a distribuição exponen
ial geométri
a, é dada por

r(x) = {β[1− p exp(−x/β)]}−1.

As Figuras 1.5 e 1.6 mostram a densidade e a taxa de falha da distribuição expo-

nen
ial geométri
a para alguns valores dos parâmetros. Na Figura 1.6, nota-se que a

distribuição exponen
ial geométri
a possui função taxa de falha 
om forma de
res
ente,

enquanto a taxa de falha da distribuição exponen
ial é sempre 
onstante.

A distribuição Poisson, trun
ada em zero, tem função de probabilidade dada por

P (Z = z) = θz[z!(eθ − 1)]−1, θ > 0, z = 1, 2, . . . (1.8)

Ku³ (2007), utilizando (1.5), 
om G(x) dado por (1.4) e Z por (1.8), investigou a

distribuição exponen
ial Poisson. A distribuição e densidade dela são iguais a

F (x) =
e

θ exp(−x/β) − e

θ

1− e

θ
e f(x) =

θ e−θ−x/β+θ exp(−x/β)

β(1− e

−θ)
,
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respe
tivamente. Quando θ → 0, a distribuição exponen
ial Poisson 
onverge para a

distribuição exponen
ial.

A função taxa de ris
o, para a distribuição exponen
ial Poisson, é dada por

r(x) =
θ(1− e

θ)e−θ−x/β+θ exp(−x/β)

β(1− e

−θ)(1− e

θ exp(−x/β))
.

As Figuras 1.7 e 1.8 mostram a densidade e a taxa de falha da distribuição exponen-


ial Poisson para β = 2 e alguns valores de θ. Na Figura 1.8, nota-se que a distribuição

exponen
ial Poisson possui função taxa de falha 
om forma de
res
ente, enquanto a taxa

de falha da distribuição exponen
ial é sempre 
onstante.

A distribuição logarítmi
a tem função de probabilidade dada por

P (Z = z) =
(1− q)z

−z log(q)
, q ∈ (0, 1), z = 1, 2, . . . (1.9)

Partindo do modelo (1.5), Tahmasbi e Rezaei (2008) 
onstruiram a distribuição exponen-


ial logarítmi
a, em que G(x) é dado por (1.4) e P (Z = z) por (1.9). A função distribuição

e função densidade da distribuição exponen
ial logarítmi
a são dadas por

F (x) = 1− log[1− (1− q)e−x/β ]

log(q)
e f(x) =

(1− q)e−x/β

−β log(q)[1− (1− q)e−x/β]
,

respe
tivamente. A distribuição exponen
ial logarítmi
a se aproxima da distribuição ex-

ponen
ial 
om parâmetro de es
ala β quando q → 1.

A função taxa de ris
o 
orrespondente é dada por

r(x) =
−(1 − q)e−x/β

β[1− (1− q)e−x/β] log[1− (1− q)e−x/β]
.

As Figuras 1.9 e 1.10 mostram a densidade e a taxa de falha da distribuição ex-

ponen
ial logarítmi
a para β = 2 e alguns valores de q. Na Figura 1.10, nota-se que a

distribuição exponen
ial logarítmi
a possui função taxa de falha 
om forma de
res
ente,

enquanto a taxa de falha da distribuição exponen
ial é sempre 
onstante.

Adi
ionalmente, Chahkandi e Ganjali (2009) propuseram a 
lasse exponen
ial série

de potên
ias, que generaliza as distribuições apresentadas nesta seção, além de possuir

diversos outros submodelos. Diz-se que uma distribuição dis
reta perten
e à 
lasse série

de potên
ias, trun
ada em zero, se sua densidade for es
rita da seguinte forma

P (Z = z) =
cz φ

z

C(φ)
, z = 1, 2, . . . , (1.10)
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em que cz ≥ 0 depende apenas de z, C(φ) =
∑

∞

z=1 czφ
z
e φ ∈ (0, s), 
om s es
olhido de

forma que C(φ) seja sempre �nito.

As distribuições geométri
a, Poisson trun
ada em zero, logarítmi
a e outras, 
omo

a binomial trun
ada em zero e a binomial negativa trun
ada em zero, são 
asos espe
iais

de (1.10). Dessa forma, seguindo (1.5), a distribuição e densidade da família exponen
ial

série de potên
ias, respe
tivamente, são dadas por

F (x) = 1− C(φ e−x/β)

C(φ)
e f(x) =

φ e−x/β

βC(φ)

∂

∂u
[C(u)]u=φ e

−x/β ,

e tem 
omo 
asos espe
iais as distribuições exponen
ial geométri
a, exponen
ial Poisson

e exponen
ial logarítmi
a.

1.1.2 Weibull G

Barreto-Souza et al. (2011) estudaram a distribuição Weibull geométri
a. Partindo

do modelo (1.5), 
om P (Z = z) dado por (1.7), obtém-se a distribuição e a densidade da

Weibull geométri
a 
omo

F (x) =
1− exp[−(x/β)α]

1− p exp[−(x/β)α]
e f(x) =

α(1− p)xα−1 exp[−(x/β)α]

βα{1− p exp[−(x/β)α]}2 ,

respe
tivamente. Para p = 0, a distribuição Weibull geométri
a se reduz à distribuição

Weibull e, para α = 1, tem-se que a Weibull geométri
a é equivalente à exponen
ial

geométri
a. Adi
ionalmente, Barreto-Souza et al. (2011) notaram que, mesmo para

valores de p < 0, a densidade da Weibull geométri
a 
ontinua sendo uma densidade.

A função taxa de ris
o, para a distribuição Weibull geométri
a, é dada por

r(x) =
αxα−1

βα{1− p exp[−(x/β)α]} .

As Figuras 1.11 e 1.12 mostram a densidade e a taxa de falha da distribuiçãoWeibull

geométri
a para alguns valores dos parâmetros. Na Figura 1.12, nota-se que a distribuição

Weibull geométri
a possui função taxa de falha 
om forma 
res
ente-de
res
ente-
res
ente,

enquanto a taxa de falha da distribuição Weibull é sempre monótona.

Lu e Shi (2012) investigaram a distribuição Weibull Poisson. Utilizando o modelo

(1.5) e es
olhendo 
omo variável dis
reta a distribuição Poisson 
om parâmetro θ, obtém-

se a distribuição e a densidade da Weibull Poisson

F (x) =
e

θ exp[−(x/β)α] − e

θ

1− e

θ
e f(x) =

θ α xα−1
e

−θ−(x/β)α+θ exp[−(x/β)α]

βα(1− e

−θ)
,

11



0 2 4 6 8 10

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

x

f(
x)

α=2, β=2, p=0
α=2, β=2, p=0.3
α=2, β=2, p=0.5
α=2, β=2, p=0.9
α=2, β=2, p= −2

Figura 1.11: Densidade da distribuição Weibull geométri
a para α = 2, β = 2 e alguns

valores de p.

0 2 4 6 8 10

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

x

r(
x)

α=2, β=2, p=0
α=2, β=2, p=0.5
α=2, β=2, p=0.9
α=0.9, β=2, p=0.9
α=2, β=2, p= −2

Figura 1.12: Taxa de falha da distribuição Weibull geométri
a para alguns valores do

parâmetros.

12



0 2 4 6 8

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

1.
2

x

f(
x)

α=2, β=2, θ−>0
α=2, β=5, θ=1
α=2, β=2, θ=5
α=2, β=2, θ=10
α=5, β=2, θ=0.5

Figura 1.13: Densidade da distribuição Weibull Poisson para alguns valores dos parâme-

tros.

0 2 4 6 8 10

0
1

2
3

4
5

x

r(
x)

α=2, β=2, θ−>0
α=2, β=5, θ=1
α=2, β=2, θ=5
α=2, β=2, θ=10
α=5, β=2, θ=0.5

Figura 1.14: Taxa de falha da distribuição Weibull Poisson para alguns valores dos pa-

râmtros.

13



respe
tivamente. Quando θ → 0, a distribuição Weibull Poisson 
onverge para a distri-

buição Weibull e, 
aso α = 1, a distribuição Weibull Poisson é equivalente à distribuição

exponen
ial Poisson.

A função taxa de ris
o, para a distribuição Weibull Poisson, é dada por

r(x) =
θ α xα−1

e

−(x/β)α+θ exp[−(x/β)α]

βα(eθ exp[−(x/β)α] − 1)
.

As Figuras 1.13 e 1.14 mostram a densidade e a taxa de falha da distribuiçãoWeibull

Poisson para alguns valores dos parâmetros. Na Figura 1.14, nota-se que a distribuição

Weibull Poisson possui função taxa de falha 
om forma 
res
ente-de
res
ente-
res
ente,

enquanto a taxa de falha da distribuição Weibull é sempre monótona.

Ciumara e Preda (2009) introduziram a distribuição Weibull logarítmi
a, 
uja dis-

tribuição e densidade são

F (x) = 1− log[1− (1− q)e−(x/β)α ]

log(q)
e f(x) =

α(1− q)xα−1
e

−(x/β)α

−βα log(q)[1− (1− q)e−(x/β)α ]
,

respe
tivamente. Esta distribuição é obtida ao se 
ompor (1.3) 
om (1.9) através de (1.5).

Quando q → 1, a distribuição Weibull logarítmi
a se aproxima da distribuição Weibull e,

para α = 0, ela é idênti
a à distribuição exponen
ial logarítmi
a.

A função taxa de falha é dada por

r(x) =
−α(1− q)xα−1

e

−(x/β)α

βα[1− (1− q)e−(x/β)α ] log[1− (1− q)e−(x/β)α ]

As Figuras 1.15 e 1.16 mostram a densidade e a taxa de falha da distribuiçãoWeibull

logarítmi
a para alguns valores dos parâmetros. Na Figura 1.16 nota-se que a distribui-

ção Weibull logarítmi
a possui função taxa de falha 
om forma 
res
ente-de
res
ente-


res
ente, enquanto a taxa de falha da distribuição Weibull é sempre monótona.

Morais e Barreto-Souza (2011) de�niram a 
lasse Weibull série de potên
ias, 
uja

distribuição e densidade são representadas por

F (x) = 1− C(φ e−(x/β)α)

C(φ)
e f(x) =

φαxα−1
e

−(x/β)α

βαC(φ)

∂

∂u
[C(u)]u=φ e

−(x/β)α ,

respe
tivamente, 
om C(.) dado por (1.10). As distribuições Weibull geométri
a, Weibull

Poisson e Weibull logarítmi
a são 
asos espe
iais da 
lasse Weibull série de potên
ias.

14



0 2 4 6 8 10

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

x

f(
x)

α=2, β=2, q−>1
α=2, β=2, q=0.2
α=5, β=2, q=0.4
α=2, β=5, q=0.6
α=5, β=5, q=0.8

Figura 1.15: Densidade da distribuição Weibull logarítmi
a para alguns valores dos parâ-

metros.

0 2 4 6 8 10

0
1

2
3

4
5

x

r(
x)

α=2, β=2, q−>1
α=2, β=2, q=0.01
α=5, β=2, q=0.4
α=2, β=5, q=0.6
α=5, β=5, q=0.8

Figura 1.16: Taxa de falha da distribuição Weibull logarítmi
a para alguns valores dos

parâmetros.

15



1.1.3 Outros métodos de 
omposição

Além das 
omposições abordadas anteriormente, diversos autores investigaram ou-

tras distribuições 
ompostas. Barreto-Souza e Bakou
hb (2011), por exemplo, estuda-

ram a distribuição exponen
ial Poisson-Lindley. Esta distribuição é obtida ao se 
ompor

uma distrubição exponen
ial 
om a distribuição Poisson-Lindley, na qual P (Z = z) =

[γ2(2+ γ + z)][(1 + 3γ+ γ2)(1+ γ)z]−1, γ > 0, z = 1, 2, . . ., utilizando o método (1.5). A

distribuição exponen
ial Poisson-Lindley possui função taxa de falha de
res
ente.

A distribuição exponen
ial exponen
ializada foi investigada em sua versão 
omposta


om a distribuição Poisson por Risti¢ e Nadarajah (2010) e, quando 
omposta 
om a

distribuição binomial, por Bakou
h et al. (2012). Perten
ente a 
lasse Weibull série

de potên
ias, a distribuição Weibull binomial negativa foi estudada por Rodriques et al.

(2011).

Nos próximos 
apítulos desta dissertação, serão abordados outros métodos de 
om-

posição. No Capítulo 2, a 
lasse de distribuições proposta por Marshall e Olkin (1997) é

investigada e diversas propriedades da distribuição Marshall-Olkin estendida Lomax são

deduzidas pela primeira vez. No Capítulo 3, uma nova 
lasse de distribuições que gene-

raliza os trabalhos de Ku³ (2007) e Lu e Shi(2012), além de possuir 
omo 
asos espe
iais

diversos outros modelos, é estudada. No Capítulo 4, a distribuição Lomax-Poisson é es-

tudada utilizando a teoria desenvolvida no Capítulo 3. No Capítulo 5, são estabele
idas

algumas 
onsiderações �nais.
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CAPÍTULO 2

A 
lasse Marshall-Olkin estendida G

Neste 
apítulo revisa-se a 
lasse de distribuições proposta por Marshall e Olkin

(1997) e algumas de suas propriedades. Diversas propriedades matemáti
as inéditas da

distribuição Marshall-Olkin Lomax, ini
ialmente abordada por Ghitany et al. (2007),

também são apresentadas.

2.1 A 
lasse Marshall-Olkin

O trabalho de Marshall e Olkin (1997) prop�s um novo método para adi
ionar

um parâmetro de forma a uma variável aleatória 
onhe
ida. Seja G(x) uma função de

sobrevivên
ia qualquer. A nova distribuição terá sobrevivên
ia dada por

F (x) =
λG(x)

1− λG(x)
=

λG(x)

G(x)− λG(x)
, 0 < λ < ∞, (2.1)

em que λ = 1− λ e G(x) = 1−G(x) é a função de distribuição da baseline. Para λ = 1,

tem-se que F (x) = G(x).

É possível motivar (2.1) da seguinte forma:

� 0 < λ < 1: Usando o modelo (1.5), 
om Z ∼ Geométri
a(λ), em que P (Z = z) é

dado por (1.7), então X terá distribuição dada por (2.1); e

� λ > 1: Usando o modelo (1.6), 
om Z ∼ Geométri
a(λ−1), em que P (Z = z) é dado

por (1.7), então X terá distribuição dada por (2.1).
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A densidade da 
lasse Marshall-Olkin estendida G, abreviada 
omo MOEG, em que

G faz referên
ia à distribuição original, é

f(x) =
λ g(x)

[1− λG(x)]2
. (2.2)

Sua função de ris
o é dada por

r(x) =
rG(x)

1− λG(x)
, (2.3)

em que rG(x) = g(x)/G(x) é a função de ris
o da baseline. Partindo de (2.3), Marshall e

Olkin (1997) mostraram que

rG(x) ≤ r(x) ≤ rG(x)/λ, 0 < λ ≤ 1, e

rG(x)/λ ≤ r(x) ≤ rG(x), λ ≥ 1.

A distribuição Marshall-Olkin estendida exponen
ial (MOEE), obtida de (2.1) e

(1.4), tem distribuição e densidade dadas por

F (x) = 1− 1

e

x/β − λ
e f(x) =

λex/β

β(ex/β − λ)2
,

respe
tivamente. A sua função taxa de falha é

r(x) =
e

x/β

β(ex/β − λ)
.

As Figuras 2.1 e 2.2 mostram a densidade e a taxa de falha da distribuição MOEE

para β = 2 e alguns valores de λ. Na Figura 2.2, nota-se que essa distribuição tem função

taxa de falha 
om forma 
res
ente ou de
res
ente, enquanto a taxa de falha da distribuição

exponen
ial é sempre 
onstante.

A distribuição Marshall-Olkin estendida Weibull (MOEW), obtida de (2.1) e (1.3),

tem distribuição e densidade dadas por

F (x) = 1− λ e−(x/β)α

1− λ e−(x/β)α
e f(x) =

λαxα−1
e

−(x/β)α

βα[1− λe−(x/β)α ]2
.

Sua função taxa de falha é

r(x) =
αxα−1

βα[1− λe−(x/β)α ]
.

As Figuras 2.3 e 2.4 mostram a densidade e a taxa de falha da distribuição MOEW

para alguns valores dos parâmetros. Na Figura 2.4, nota-se que essa distribuição tem

função taxa de falha em forma 
res
ente-de
res
ente-
res
ente, enquanto a taxa de falha

da distribuição Weibull é sempre monótona.
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Figura 2.2: Taxa de falha da distribuição MOEE para β = 2 e alguns valores de λ.
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20



2.2 A distribuição Marshall-Olkin estendida Lomax

A distribuição Lomax (Lomax, 1954), por vezes, também, referida 
omo distribuição

Pareto Tipo II, tem função de distribuição e densidade, respe
tivamente, dadas por

G(x) = 1− (1 + x/β)−α
e g(x) = αβ−1(1 + x/β)−(α+1), x > 0, (2.4)

em que α > 0 e β > 0 são os parâmetros de forma e de es
ala, respe
tivamente. Ghitany et

al. (2007) investigaram a distribuição Marshall-Olkin estendida Lomax (MOEL), obtida

de (2.1) e (2.4). Ela tem função distribuição dada por

F (x) = 1− λ

(1 + x/β)α − λ
(2.5)

e função densidade

f(x) =
λα (1 + x/β)α−1

β[(1 + x/β)α − λ]2
. (2.6)

A Figura 2.5 apresenta a densidade da distribuição MOEL para alguns valores dos parâ-

metros.

Ghitany et al. (2007) demonstraram que, para λ+ α(2− λ) < 0, a equação (2.6) é

unimodal, 
om moda igual a

Moda = β

[(
λα

1 + α

)1/α

− 1

]
,

em que α = 1− α. Para λ+ α(2− λ) ≥ 0, (2.6) é de
res
ente.

A função taxa de falha é dada por

r(x) =
α

β[(1 + x/β)− λ (1 + x/β)1−α]
. (2.7)

Ghitany et al. (2007) demonstraram que a equação (2.7) é unimodal para λ+α (1−λ) < 0,


aso 
ontrário, ela é des
res
ente. A Figura 2.6 apresenta a função taxa de falha da

distribuição MOEL para alguns valores dos parâmetros.

A função quantíli
a é dada por

QF (q) = F−1(q) = β

[(
1 +

q λ

1− q

)1/α

− 1

]
, 0 ≤ q ≤ 1. (2.8)

A equação (2.8) pode ser utilizada fa
ilmente para gerar números aleatórios da

distribuição MOEL, bastando substituir q por U ∼ Uniforme(0, 1).
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Figura 2.5: Densidade da distribuição MOEL para alguns valores dos parâmetros.
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A mediana é obtida da equação (2.8) fazendo q = 1/2:

Mediana = M = β[(1 + λ)1/α − 1].

2.3 Algumas propriedades

As propriedades apresentadas na Seção 2.2 foram ini
ialmente obtidas por Ghitany

et al. (2007). Os autores também derivaram outras propriedades 
omo os momentos

ordinários e a distribuição dos extremos amostrais, por exemplo.

As propriedades obtidas nesta seção para a distribuição MOEL são inéditas na

literatura. Adi
ionalmente ummétodo alternativo para obtenção dos momentos ordinários

é apresentado.

2.3.1 Expansão para a distribuição

Considere a identidade

(1− z)−ρ =

∞∑

k=0

Γ(ρ+ k)

Γ(ρ) k!
zk, |z| < 1,

em que Γ(a) =
∫
∞

t=0
e

−tta−1dt é a função gama. Dessa forma, para λ < 1, apli
ando a

identidade em (2.2), obtém-se

f(x) = λ g(x)

∞∑

k=0

Γ(k + 2)

Γ(2)k!
λ
k
G(x)k.

Uma vez que Γ(a) = (a− 1)!, para a inteiro, a densidade pode, então, ser res
rita 
omo

f(x) =
∞∑

k=0

(k + 1) λ λ
k
g(x)G(x)k.

Dado o fato que, se g(x) e G(x) são a densidade e a função sobrevivên
ia de uma

Lomax(α, β), então

g(x)G(x)k = (k + 1)−1g(k+1)α,β(x), (2.9)

em que g(k+1)α,β(x) é a densidade da Lomax 
om parâmetro de forma (k+1)α e parâmetro

de es
ala β. Assim, é possível rees
rever (2.6) 
omo

f(x) =

∞∑

k=0

vk(λ) g(k+1)α,β(x), (2.10)
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em que

vk(λ) =





λ λ
k
, para 0 < λ < 1, e

[λ(k + 1)]−1

∞∑

j=k

(−1)k(j + 1)

(
j

k

)
(1− λ−1)j , para λ > 1.

A obtenção de vk(λ) para λ > 1 é similar a apresentada. É ne
essário apenas notar que

a densidade dada por (2.2) pode ser rees
rita 
omo

f(x) =
λ−1 g(x)

[1− (1− λ−1)G(x)]2
.

Para apli
ar o resultado (2.9) é ne
essário usar do fato que G(x) = 1 −G(x) e utilizar a

expansão binomial.

É fá
il veri�
ar que

∑
∞

k=0 vk(λ) = 1. Dessa forma, a equação (2.10) revela que a

densidade da distribuição MOEL pode ser expressa 
omo uma 
ombinação linear in�nita

de distribuições Lomax. Assim, diversas propriedades da distribuição gerada podem ser

obtidas diretamente das mesmas propriedades da distribuição Lomax. Essas propriedades

podem ser en
ontradas em Lemonte e Cordeiro (2011), por exemplo.

2.3.2 Momentos e Geratriz de Momentos

O p-ésimo momento ordinário de uma variável aleatória X é dado por

µ′

p = E(Xp) =

∫

R

xp f(x)dx. (2.11)

Tais momentos são importantes, pois são utilizados para obter medidas de tendên
ia,

variabilidade e forma. No restante deste 
apítulo, 
onsidera-se que Y ∼ Lomax(α, β). O

p-ésimo momento ordinário de Y é dado por

E(Y p) =
β Γ(α− p) Γ(p+ 1)

Γ(α)
, p < α. (2.12)

Utilizando a expansão (2.10), pode-se 
al
ular os momentos ordinários da distribuição

gerada por

µ′

p = E(Xp) = β Γ(p+ 1)

∞∑

k=0

vk(λ) Γ[α(k + 1)− p]

Γ[α(k + 1)]
, p < α. (2.13)
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Os momentos in
ompletos, importantes para medir desigualdade, são dados por

mp(X ; z) =

∫ z

−∞

xp f(x)dx. (2.14)

Substitutindo (2.10) em (2.14) tem-se

mp(X ; z) =

∞∑

k=0

vk mp(Y(k+1)α,β; z), (2.15)

em que mp(Y(k+1)α,β; z) é o momento in
ompleto de Y(k+1)α,β ∼ Lomax((k+1)α, β). Pode-

se utilizar o MAPLE para 
al
ular os momentos in
ompletos da distribuição Lomax 
omo

mp(Y(k+1)α,β ; z) = Pp(z) +Qp(z) (2.16)


om

Pp(z) =
Γ(p+ 1)π csc[π(k + 1)α− πp]

Γ[(k + 1)α + 1]Γ[p− (k + 1)α+ 1]
,

Qp(z) =
(βz)p−(k+1)α

2F1[(k + 1)α+ 1, (k + 1)α− p; (k + 1)α− p+ 1; −1
βz
]

p− (k + 1)α

em que 
s
 é a 
osse
ante e 2F1(a, b; c; z) é a função hipergeométri
a de�nida por

2F1(a, b; c; z) =

∞∑

j=0

(a)j(b)j
(c)j

zj

j!
.

Aqui, (q)j é o símbolo de Po
hhammer de�nido por

(q)j =

{
1, para j = 0 e

q(q − 1)× . . .× (q + j − 1), para j = 1, 2, . . .

Para p = 1, Lemonte e Cordeiro (2011) provaram que se Y ∼ Lomax(α, β), então

seu primeiro momento in
ompleto é igual a

m1(Y ; q) =
α

β

∞∑

j=0

(−1)jqj+2

(j + 2)βj

Γ(α + j + 1)

Γ(α+ 1)j!
. (2.17)

Usando (2.15), obtém-se o primeiro momento in
ompleto da distribuição MOEL

m1(X ; z) =
∞∑

k,j=0

(k + 1)(−1)jα zj+2 vk(λ)Γ[(k + 1)α + j + 1]

(j + 2)βj+1Γ[(k + 1)α + 1] j!
. (2.18)
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O p-ésimo momento fatorial de
res
ente de X é

µ′

(p) = E[X(p)] = E[X(X − 1)× . . .× (X − p+ 1)] =

p∑

j=0

s(p, j)µ′

j, (2.19)

em que s(p, j) = (j!)−1[∂j x(p)/∂xj ]x=0 é o número de Stirling do primeiro tipo. Dessa

maneira, o p-ésimo momento fatorial de
res
ente da nova distribuição é

µ′

(p) =

p∑

j=0

s(p, j) β Γ(j + 1)

∞∑

k=0

vk(λ) Γ[α(k + 1)− j]

Γ[α(k + 1)]
, p < α.

Adi
ionalmente, os momentos 
entrais e os 
umulantes podem ser 
al
ulados 
omo

µp =

p∑

j=0

(
p

j

)
(−1)p−j µ′p−j

1 µ′

j (2.20)

e

κp = µ′

p −
p−1∑

j=1

(
p− 1

j − 1

)
κj µ

′

p−j. (2.21)

Lemonte e Cordeiro (2011) 
al
ularam a função geratriz de momentos (fgm) da

distribuição Lomax, M(t;α, β), da seguinte forma:

M(t;α, β) = E(etY ) = e

−βt + α−1
1F1(1; 1− α;−βt), t < 0, (2.22)

em que 1F1(a; b; c) é a função hipergeométri
a 
on�uente, de�nida por

1F1(a; b; c) =
Γ(b)

Γ(a)

∞∑

j=0

Γ(a+ j)

Γ(b+ j)

cj

j!
.

Assim, a fgm da MOEL pode ser es
rita 
omo

M(t) = e

−βt + α−1

∞∑

k=0

vk(λ)1F1(1; 1− α(k + 1));−βt)

k + 1
, t < 0. (2.23)

2.3.3 Entropia

Entropia de Shannon

A entropia de Shannon é uma medida rela
ionada 
om a quantidade de in
erteza de

uma variável aleatória. Ela é dada por

ϑS(f) = −E{log[f(X)]}. (2.24)
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Substituindo (2.2) em (2.24) forne
e

ϑS(f) = − log(λ)− E{log[g(X)]}+ 2E{log[1− λG(X)]}.

Para a MOEL, tem-se

E{log[g(X)]} =

∫
∞

0

log[g(x)] f(x)dx

=

∞∑

k=0

(k + 1)vx(λ)

∫
∞

0

log[g(x)] g(x)G(x)kdx.

Fazendo G(x) = u, obtém-se

E{log[g(X)]} =

∞∑

k=0

(k + 1)vx(λ)

∫ 1

0

log{g[QG(1− u)]}ukdu,

em que QG(.) é a função quantíli
a da Lomax. Assim, tem-se

E{log[g(X)]} =

∞∑

k=0

(k + 1)vx(λ)

∫ 1

0

log[αβ−1 u
α+1
α ] ukdu

= log

(
α

β

)
− α + 1

α

∞∑

k=0

(k + 1)−1vk(λ).

A segunda esperança pode ser 
ál
ulada da seguinte maneira:

E{log[1− λG(X)]} = E

{
−

∞∑

j=1

[λG(X)]j

j

}

= −
∞∑

j=1

λ
j

j

∫
∞

0

G(x)j
∞∑

k=0

vk(λ)g(k+1)α,β(x)dx

= −
∞∑

j=1

λ
j

j

∞∑

k=0

(k + 1)vk(λ)

(k + j + 1)

∫
∞

0

(k + j + 1)g(x)G(x)j+kdx.

A última integral é a densidade de uma Lomax((k + j + 1)α, β). Logo,

E{log[1− λG(X)]} = −
∞∑

j=1

λ
j

j

∞∑

k=0

(k + 1)vk(λ)

(k + j + 1)
.
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Entropia de Rényi

A entropia de Rényi é dada por

ϑR(f ; c) =
1

1− c
log

[∫
∞

0

f c(x)dx

]
, c > 0, c 6= 1. (2.25)

Se g(x) e G(x) são a densidade e a função sobrevivên
ia de uma Lomax(α, β), tem-se

g(x)cG(x)k =
αc

βc−1[(k + c)α + c− 1]
g(k+c)α+c−1,β(x). (2.26)

Pode-se es
rever

f(x)c =

∞∑

k=0

wk(λ) gα(k+c)+c−1,β(x),

em que

wk(λ) =





λc λ
k
Γ(2c+ k)

Γ(2c) k!

αc

βc−1[α(k + c) + c− 1]
, para 0 < λ < 1, e

(−1)k

λc

∞∑

j=k

Γ(2c+ j)

Γ(2c) j!

(
j
k

)
(1− λ−1)j αc

βc−1[α(k + c) + c− 1]
, para λ > 1.

Uma vez que f(x)c é uma 
ombinação linear de densidades da distribuição Lomax, a

entropia de Rényi pode, então, ser es
rita 
omo

ϑR(f ; c) =
1

1− c
log

[
∞∑

k=0

wk(λ)

]
. (2.27)

2.3.4 Desvios Médios

Os desvios da média e da mediana são uma boa maneira de medir dispersão em uma

população. Eles são expressos 
omo

δ1(X) =

∫
∞

0

|x− µ′

1| f(x) dx e δ2(X) =

∫
∞

0

|x−M | f(x) dx,

respe
tivamente. Tem-se

δ1(X) = 2[µ′

1 F (µ′

1)−m1(X ;µ′

1)] (2.28)

e

δ2(X) = µ′

1 − 2m1(X ;M), (2.29)
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em que F (.) é a função distribuição de X e m1(X ; z) é o primeiro momento in
ompleto

dado por (2.18).

Adi
ionalmente, pode-se utilizar a equação (2.18) para obter as 
urvas de Lorenz e

Bonferroni, índi
es úteis para medir desigualdade de renda. Eles são expressos 
omo

L(π) =
m1(X ; q)

µ′

1

(2.30)

e

B(π) =
m1(X ; q)

π µ′

1

, (2.31)

em que π é uma probabilidade dada e q = QF (π) = β[(1 + (π λ)/(1− π))1/α − 1].

2.3.5 Momentos Probabilisti
amente Ponderados

Os momentos probabilisti
amente ponderados (MPPs) são de�nidos por

M(p, r, s) = E{Xp[F (X)]r[1− F (X)]s}.

Usando o teorema binomial geralizado, pode-se es
rever

M(p, r, s) =

∞∑

j=0

(−1)j
(
s

j

)∫
∞

0

xp F (x)r+j f(x) dx.

Após alguma álgebra obtém-se

f(x)F (x)a =

∞∑

m=0

ωm(λ) g(a+m+1)α,β(x), (2.32)

em que

ωm(λ) =





λa+1λ
m
Γ(a+ 2 +m)

(a+m+ 1)Γ(a+ 2)m!
, para 0 < λ < 1, e

(−1)mλ−1

(a+m+ 1)Γ(a+ 2)

∞∑

k=m

(
k
m

)
(1− λ−1)k Γ(a+ 2 + k)

k!
, para λ > 1.

Dessa forma, os MPPs da distribuição MOEL são expressos por

M(p, r, s) =

∞∑

j,m=0

(−1)j
(
s
j

)
β ωm(λ) Γ[(r + j +m+ 1)α− p] Γ(p+ 1)

Γ[(r + j +m+ 1)α]
, (2.33)

para p < α.
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2.3.6 Estatísti
as de Ordem

As estatísti
as de ordem têm um importante papel na estatísti
a teóri
a e práti
a.

ConsidereX1, X2, . . . , Xn 
omo uma amostra aleatória de uma distribuição MOEL. Então,

a densidade de Xi:n, a i-ésima estatísti
a de ordem, é expressa por

fi:n(x) =
f(x)

B(n− i+ 1, i)

i−1∑

j=0

(−1)j
(
i− 1

j

)
F (x)n+j−i.

Utilizando o resultado (2.32) tem-se

fi:n(x) =

i−1∑

j=0

(−1)j
(
i−1
j

)

B(n− i+ 1, i)

∞∑

m=0

ωm(λ) g(m+n+j−i+1)α,β(x). (2.34)

A equação (2.34) mostra que a função densidade das estatísti
as de ordem de uma amos-

tra da distribuição MOEL pode ser expressa 
omo uma 
ombinação linear in�nita de

densidades da Lomax. Assim, é possível utilizar (2.34) para obter diversas propriedades

das estatíti
as de ordem de uma amostra da distribuição MOEL baseadas nas mesmas

propriedades da distribuição Lomax.

2.4 Estimadores de Máxima Verossimilhança

Suponha que x1, x2, . . . , xn é uma amostra aleatória realizada da distribuição MOEL.

Então, a log-verossimilhança, ℓ = ℓ(α, β, λ;x), pode ser expressa 
omo

ℓ = n log

(
λα

β

)
+ (α− 1)

n∑

i=1

log

(
1 +

xi

β

)
− 2

n∑

i=1

log

[(
1 +

xi

β

)α

− λ

]
. (2.35)

Ao se maximizar (2.35) em relação a α, β e λ utilizando uma rotina numéri
a de algum

software, por exemplo, a rotina optim do software R, obtém-se as estimativas de máxima

verossimilhança (EMVs) α̂, β̂ e λ̂.

As primeiras derivadas de ℓ(α, β, λ;x) em relação a α, β e λ são

∂ℓ

∂α
=

n

α
+

n∑

i=1

log

(
1 +

xi

β

)
− 2

n∑

i=1

[(
1 +

xi

β

)α

− λ

]
−1(

1 +
xi

β

)α

× log

(
1 +

xi

β

)
,
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∂ℓ

∂β
= −n

β
+

n∑

i=1

xi

β2

{
2α

(
1 +

xi

β

)α−1 [(
1 +

xi

β

)α

− λ

]
−1

+ α

(
1 +

xi

β

)
−1
}
,

∂ℓ

∂λ
=

n

λ
− 2

n∑

i=1

[(
1 +

xi

β

)α

− λ

]
−1

.

Tamém é possível obter as EMVs ao se solu
ionar as equações não lineares ∂ℓ/∂α = 0,

∂ℓ/∂β = 0 e ∂ℓ/∂λ = 0 simultaneamente.

Uma abordagem mais abrangente da estimação de máxima verossimilhança para a

distribuição MOEL, 
omo a apli
ação em 
aso de 
ensura na amostra, por exemplo, é

dada em Ghitany et al. (2007).
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CAPÍTULO 3

A 
lasse G-Poisson

Neste 
apítulo propõe-se um novo método para 
ompor distribuições e algumas

de suas propriedades são apresentadas. A 
lasse estudada possui 
omo 
asos espe
iais

as distribuições estudadas por Ku³ (2007) e Lu e Shi (2012), além de diversos outros

modelos.

A 
lasse aqui estudada é 
orrespondente à 
lasse exp-G, proposta por Barreto-

Souza e Simas (2013). No trabalho 
itado, os autores desenvolvem diversas propriedades

matemáti
as da 
lasse, além de proporem os modelos exp-Weibull e exp-Beta. Neste

trabalho, diversas novas propriedades são obtidas, bem 
omo novos modelos, perten
entes

a 
lasse, são propostos.

3.1 A 
lasse G-Poisson

Considere G(x) 
omo a função distribuição de qualquer distribuição baseline 
ontí-

nua. Dessa forma, a função distribuição da 
lasse G-Poisson é expressa por

F (x) =
e

θG(x) − 1

e

θ − 1
, θ ∈ R, θ 6= 0. (3.1)

A função densidade 
orrespondente a (3.1) é

f(x) =
θeθG(x)

eθ − 1
g(x). (3.2)

Pode-se motivar o parâmetro adi
ional θ da seguinta maneira:
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� θ > 0: Usando o modelo (1.6), 
om Z ∼ Poisson(θ), em que P (Z = z) é dado por

(1.8), então X terá distribuição dada por (3.1); e

� θ < 0: Usando o modelo (1.5), 
om Z ∼ Poisson(|θ|), em que P (Z = z) é dado por

(1.8), então X terá distribuição dada por (3.1).

A distribuição baseline é um 
aso espe
ial de (3.2), uma vez que para θ → 0 tem-se

que F (x), dado por (3.1), 
onverge para G(x).

3.2 Alguns 
asos espe
iais

Nesta seção apresentam-se alguns modelos espe
iais da distribuição G-Poisson. São

apresentados os modelos exponen
ial-Poisson e Weibull-Poisson, anteriormente 
onside-

rados em Barreto-Souza e Simas (2013), bem 
omo os novos modelos gama-Poisson e

normal-Poisson. A função densidade (3.2) é mais fá
il de ser trabalhada quando a função

distribuição G(x) e a função densidade g(x) têm expressões analíti
as simples.

3.2.1 Exponen
ial-Poisson

A distribuição exponen
ial tem distribuição e densidade dadas por (1.4). A densi-

dade da distribuição exponen
ial-Poisson é

f(x; θ) =
θeθ(1−e

−x/β)−x/β

β(eθ − 1)
. (3.3)

A Figura 3.1 apresenta a densidade da exponen
ial-Poisson para alguns valores dos parâ-

metros.

3.2.2 Weibull-Poisson

A distribuição Weibull tem distribuição e densidade dadas por (1.3). A densidade

da Weibull-Poisson é

f(x; θ) =
θαxα−1 exp[θ(1 − e

−(x/β)α)− (x/β)α]

βα(eθ − 1)
. (3.4)

Para α = 1, a distribuição Weibull-Poisson se reduz à distribuição exponen
ial-Poisson.

A Figura 3.2 apresenta a densidade da distribuição Weibull-Poisson para alguns valores

dos parâmetros.

33



0 1 2 3 4 5 6

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0

x

f(
x)

β=1.0, θ−>0
β=1.0, θ=5
β=0.3, θ=50
β=1.0, θ=−5
β=0.3, θ=−50

Figura 3.1: Densidade da exponen
ial-Poisson para alguns valores dos parâmetros.
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3.2.3 Gama-Poisson

A distribuição gama possui função distribuição e função densidade iguais a

G(x) = γ1(α, x/β) =
γ(α, x/β)

Γ(α)
e g(x) =

1

βαΓ(α)
xα−1

e

−x/β, x > 0,

respe
tivamente, em que γ(α, z) =
∫ z

0
tα−1

e

−tdt é a função gama in
ompleta, α > 0 é

o parâmetro de forma e β > 0 é o parâmetro de es
ala. A densidade da distribuição

gama-Poisson é, então, dada por

f(x; θ) =
θxα−1 exp[θγ1(α, x/β)− x/β]

βα(eθ − 1)Γ(α)
. (3.5)

Para α = 1, a distribuição gama-Poisson se reduz à exponen
ial-Poisson. A Figura 3.3

apresenta a densidade da gama-Poisson para alguns valores dos parâmetros.

3.2.4 Normal-Poisson

A função distribuição da normal padrão é representada por

G(x) = Φ(x), x ∈ R.

Logo, a densidade da normal-Poisson é dada por

f(x; θ) =
θeθΦ(x)

e

θ − 1
φ(x),

em que φ(.) é a densidade da normal padrão, isto é, φ(x) = [
√
2π]−1

e

−x2/2
. A Fi-

gura 3.4 apresenta a densidade da normal-Poisson para alguns valores dos parâmetros.

Uma propriedade interessante é: se X ∼ Normal-Poisson(0, 1, θ), então, µ + σX ∼
Normal-Poisson(µ, σ2, θ). µ e σ2

são os parâmetros de lo
ação e es
ala da distribui-

ção normal. Tal fato é fa
ilmente provado pela própria motivação da 
lasse G-Poisson,


onsiderando que os operadores máximo e mínimo são invariantes quanto as operações de

soma e multipli
ação por números positivos.

3.3 Algumas Propriedades

3.3.1 Expansão para a distribuição G-Poisson

Expandindo (3.2) em série de Taylor, tem-se

f(x) =

∞∑

k=0

wk hk+1(x), (3.6)
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em que

wk =
θk+1

(k + 1)!(eθ − 1)

e hk+1(x) é dado por (1.2). Uma equação similar para (3.1) é dada por

F (x) =

∞∑

k=0

wk Hk+1(x), (3.7)

em que Hk+1(x) é dado por (1.1). Dessa forma, a expansão (3.6) pode ser utilizada para

obter diversas propriedades da distribuição G-Poisson baseando-se nas mesmas proprie-

dades da distribuição G-exponen
ializada.

3.3.2 Função taxa de falha

A função taxa de falha para a distribuição G-Poisson é dada por

r(x) =
θe−θG(x)G(x)

1− e

−θG(x)
rG(x), (3.8)

em que rG(x) = g(x)/G(x) é a função de ris
o da baseline. Da equação (3.8), segue-se

que

lim
x→−∞

r(x) =
θe−θ

1− e

−θ
lim

x→−∞

rG(x) e lim
x→+∞

r(x) = lim
x→+∞

rG(x).

Uma vez que θe−θ(1 − e

−θ)−1
é uma função de
res
ente em θ 
om θe−θ(1 − e

−θ)−1 → 1

para θ → 0, tem-se

θe−θ

1− e

−θ
> 1 para θ < 0 e

θe−θ

1− e

−θ
< 1 para θ > 0

que 
onduz a

rG(x) < r(x) <
θe−θ

1− e

−θ
rG(x), θ < 0; e

θe−θ

1− e

−θ
rG(x) < r(x) < rG(x), θ > 0.

A Figura 3.5 apresenta a função de ris
o da exponen
ial-Poisson para λ = 1 e alguns

valores de θ.
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om λ = 1.

3.3.3 Moda

A primeira derivada de (3.2) é dada por

f ′(x) =
θ

e

θ − 1
e

θG(x)[g′(x) + θg2(x)].

Uma vez que a expressão fora dos 
ol
hetes é sempre positiva, o seu 
omportamento

depende se

g′(x) + θg2(x) > 0 ou g′(x) + θg2(x) < 0.

No primeiro 
aso, f(x) é 
res
ente e no segunto de
res
ente. Para a distribuição expo-

nen
ial-Poisson, tem-se:

g′(x) + θg2(x) = β−2
e

−x/β(θe−x/β − 1).

Novamente, o termo fora dos paranteses é sempre maior que zero, deixando a função


entral

(θe−x/β − 1).

Uma vez que e

−x/β
é sempre positivo, para qualquer θ < 0, a moda será em 0 
om valor

modal dado por θ[β(eθ − 1)]−1
. Este resultado está de a
ordo 
om o apresentado por Ku³

(2007).
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Para θ > 0, a moda é dada por x = β log(θ) e o valor modal é igual a e

θ−1[β(eθ−1)]−1
.

3.3.4 Simulação

A função quantíli
a 
orrespondente a (3.1) é dada por

F−1(u) = G−1
{
θ−1 log[(eθ − 1)u+ 1]

}
, (3.9)

em que G−1(.) é a função quantíli
a da distribuição baseline. Um número aleatório X

para qualquer distribuição dentro da 
lasse G-Poisson pode ser gerado por

X = G−1
{
θ−1 log[(eθ − 1)U + 1]

}
,

em que U ∼ Uniforme(0, 1).

3.3.5 Momentos

Substituindo (3.2) em (2.11), tem-se que

E(Xp) =
θ

e

θ − 1

∫

R

xp
e

θG(x) g(x)dx.

Fazendo uma mudança de variável, G(x) = u, na integral a
ima original

E(Xp) =
θ

e

θ − 1

∫ 1

0

QG(u)
p
e

θu du, (3.10)

em que QG(u) = G−1(u) é a função quantíli
a da distribuição baseline. A integral pode

ser resolvida analiti
amente ou numeri
amente para a maioria dos modelos G-Poisson

espe
iais. Um método alternativo para obter os momentos ordinários pode ser obtido

partindo de (3.6). Pelo restante deste 
apítulo, 
onsidera-se Yk ∼ G-exponen
ializada(k+

1). Então, é fá
il obter

E(Xp) =

∞∑

k=0

wk E(Y
p
k ). (3.11)

Os momentos ordinários de diversas distribuições exponen
ializadas são dados por Nada-

rajah e Kotz (2006). Dessa forma, é possível 
omputar (3.11).

Da equação (3.11), é possível obter uma ter
eira fórmula. Tem-se

E(Y p
k ) = (k + 1)

∫

R

xp G(x)kg(x) dx,
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omo E(Y p
k ) pode ser expresso por

E(Y p
k ) = (k + 1)

∫ 1

0

QG(u)
puk du.

Os momentos ordinários de X se reduzem a

E(Xp) =

∞∑

k=0

(k + 1)wk τ(p, k), (3.12)

em que τ(p, k) =
∫ 1

0
QG(u)

puk du. Utilizando (3.12), apresentam-se os momentos ordiná-

rios das distribuições exponen
ial-Poisson, logísti
a padrão-Poisson e Pareto-Poisson. Os

momentos da exponen
ial-Poisson são

E(Xp) = p!λp

∞∑

k=0

k∑

j=0

(−1)2p+j (k + 1)

(
k

j

)
wk

(j + 1)p+1 .

Para a distribuição logísti
a padrão-Poisson, em que G(x) = (1 + e

−x)−1
, tem-se

E(Xp) =
∞∑

k=0

(k + 1)wk
∂p

∂tp
B(t+ k + 1, 1− t)

∣∣∣∣
t=0

,

em que B(a, b) =
∫ 1

0
ta−1 (1− t)b−1dt é a função beta. Para o modelo Pareto-Poisson, em

que G(x) = 1− (1 + x)−ν , ν > 0, obtém-se

E(Xp) =
∞∑

k,j=0

(−1)p+j (k + 1)

(
p

j

)
B(k + 1, 1− jν−1)wk.

Substituindo (3.6) em (2.14), obtém-se os momentos in
ompletos 
omo

mp(X ; z) =
∞∑

k=0

wk mp(Yk; z), (3.13)

em que mp(Yk; z) é o momento in
ompleto de Yk ∼ G-exponen
ializada(k+1). Desta ma-

neira, é fá
il obter os momentos in
ompletos da distribuição G-Poisson usando (3.13) e os

momentos in
ompletos da distribuição G-exponen
ializada asso
iada. Mudando variáveis,

obtém-se uma segunda fórmula para 
al
ular os momentos in
ompletos:

mp(X ; z) =
∞∑

k=0

(k + 1)wk Ik(z), (3.14)

em que Ik(z) =
∫ G(z)

0
QG(u)

pukdu pode ser determinado para a maioria das distribuições

baseline G.

O p-ésimo momento fatorial des
endente, bem 
omo os momentos 
entrais e os


umulantes podem ser obtidos pelas equações (2.19), (2.20) e (2.21), respe
tivamente.
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3.3.6 Função geratriz de momentos

A função geratiz de momentos, M(t) = E(etX), pode ser determinada através da

expansão em série de Taylor

M(t) =
∞∑

k=0

tk

k!
µ′

k, (3.15)

em que µ′

k é obtido de (3.10), (3.11) ou (3.12). Substituindo (3.2) na de�nição a
ima

tem-se

M(t) =
θ

eθ − 1

∫ 1

0

e

tQG(u)+θudu, (3.16)

em que a integral pode ser resolvida analiti
amente ou numeri
amente. Partindo da

expansão (3.6), segue que

M(t) =
∞∑

k=0

wk Mk(t), (3.17)

em que Mk(t) é a função geratriz de momentos de Yk. Uma quarta fórmula para M(t)

de
orre de

M(t) =
∞∑

k=0

(k + 1)wk

∫

R

e

tx G(x)k g(x) dx,

que pode ser expressa 
omo

M(t) =
∞∑

k=0

(k + 1)wk

∫ 1

0

e

tQG(u) uk du. (3.18)

A função geratriz de momentos para as distribuições exponen
ial-Poisson, logísti
a

padrão-Poisson e Pareto-Poisson são

M(t) =

∞∑

k=0

(k + 1)wk B(k + 1, 1− λt),

M(t) =

∞∑

k=0

(k + 1)wk B(t + k + 1, 1− t)

e

M(t) = e

−t
∞∑

k,r=0

(k + 1)wk B(k + 1, 1− rν−1)

r!
tr,

respe
tivamente.
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3.3.7 Entropia

Entropia de Shannon

Substituindo (3.2) em (2.24) forne
e

ϑS(f) = − log

(
θ

e

θ − 1

)
− θE[G(X)]− E{log[g(X)]}

em que

E[G(X)] =
θ

e

θ − 1

∫

R

g(x)G(x) eθG(x) dx =
θ

e

θ − 1

∫ 1

0

u eθu du =
e

θ(θ − 1) + 1

θ(eθ − 1)
,

E{log[g(X)]} =

∫

R

log[g(x)] f(x) dx =

∞∑

k=0

(k + 1)wk Jk,

wk é dado por (3.6) e Jk =
∫ 1

0
uk log{g[QG(u)]} du. A integral Jk pode ser 
omputada

para um bom número de distribuições baseline. Para as distribuições exponen
ial-Poisson,

logísti
a padrão-Poisson e Pareto-Poisson, obtém-se

Jk =
k∑

j=0

(−1)j+1

(
k

j

)

(j + 1)2
− log(λ)

k + 1
,

Jk =

k∑

j=0

(−1)j+1

(
k

j

)

(j + 1)2
− 1

(k + 1)2
,

e

Jk = (1 + ν−1)

k∑

j=0

(−1)j+1

(
k

j

)

(j + 1)2
+

log(ν)

(k + 1)2
,

respe
tivamente.

Entropia de Rényi

Substituindo (3.2) em (2.25), obtém-se

∫

R

f c(x)dx =
θc

(eθ − 1)c

∫

R

e

cθG(x)gc(x)dx.

Expandido-se em série de Taylor

∫

R

f c(x)dx = (eθ − 1)−c

∞∑

k=0

ck θc+k

k!
Ik,
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em que Ik =
∫
R
gc(x)Gk(x) dx pode ser 
al
ulado para 
ada distribuição baseline. Para

as distribuições exponential, logísti
a padrão e Pareto, tem-se Ik = λ1−cB(k+ 1, c), Ik =

B(k + c, c) e Ik = νc−1B(k + 1, ν−1(c− 1) + c), respe
tivamente.

3.3.8 Desvios Médios

Para obter δ1, o desvio 
om relação a média, e δ2, o desvio 
om a relação a mediana,

a partir das equações (2.28) e (2.29), respe
tivamente, é ne
essario se 
onhe
er a mediana

e o primeiro momento in
ompleto da distribuição baseline.

A mediana M é obtida por

M = G−1
{
θ−1 log[(eθ − 1)/2 + 1]

}
.

O primeiro momento in
ompleto, m1(X ; .), é dado por (3.13) ou por (3.14). Usando

(3.14), o primeiro momento in
ompleto para as distribuições exponen
ial-Poisson, logísti
a

padrão-Poisson e Pareto-Poisson são dados por

m1(X ; z) =

∞∑

k=0

k∑

j=1

(k + 1)wk λ
(1− e

−z/λ)j+k+1

j(j + k + 1)
,

m1(X ; z) =
∞∑

k=0

(k + 1)wk

{ ∞∑

r=1

(1 + e

−z)−(r+k+1)

r(r + k + 1)
−

∞∑

j=1

B[(1 + e

−z)−1; j, k]

j

}

e

m1(X ; z) =

∞∑

k=0

(k + 1)wk

{
B[1− (1 + z)−v; 1− v−1, k + 1]− [1 − (1 + z)−v]k+1

k + 1

}
,

em que B(z; a, b) =
∫ z

0
ta−1 (1− t)b−1dt é a função beta in
ompleta.

As 
urvas de Lorenz e Bonferroni, dadas por (2.30) e (2.31), respe
tivamente, tam-

bém podem ser 
al
uladas, utilizando-se dos primeiros momentos in
ompletos forne
idos

anteriormente.

3.3.9 Momentos Probabilisti
amente Ponderados

Os momentos probabilisti
amente ponderados (MPPs) são úteis para obter estima-

dores para parâmetros des
onhe
idos. Nesta seção eles serão 
al
ulados 
omo

M(p, r, s) = E{Xp[F (X)]r[1− F (X)]s}.
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Utilizando o teorema binomial generalizado, pode-se es
rever

M(p, r, s) =
∞∑

j=0

(−1)j
(
s

j

)∫

R

xp F (x)r+j f(x) dx.

Substituindo (3.1) na equação a
ima e utilizando o teorema binomial novamente forne
e

M(p, r, s) =
∞∑

j=0

(−1)j
(
s

j

)

(1− e

θ)r+j

∞∑

k=0

(−1)k
(
r + j

k

)∫

R

xp
e

k θG(x) f(x) dx.

Substituindo f(x) por (3.2) vem

M(p, r, s) =

∞∑

j=0

(−1)j+1

(
s

j

)

(1− e

θ)r+j+1

∞∑

k=0

(−1)k
(
r + j

k

)
θ

∫

R

xp
e

(k+1)θG(x) g(x) dx.

Os MPPs podem, então, ser expressos 
omo

M(p, r, s) =
∞∑

j,k=0

(−1)j+k+1

(
s

j

)(
r + j

k

)
θ

(1− e

θ)r+j+1
J(p, k, θ), (3.19)

em que

J(p, k, θ) =

∫

R

xp
e

(k+1)θG(x) g(x) dx =

∫ 1

0

QG(u)
p
e

(k+1) θ u du

pode ser obtido analiti
amente ou numeri
amente.

3.3.10 Estatísti
as de ordem

Considere X1, X2, . . . , Xn uma amostra aleatória de uma distribuição G-Poisson es-

pe
i�
ada. Então, a densidade de Xi:n, a i-ésima estatísti
a de ordem, equivale a

fi:n(x) =
f(x)

B(n− i+ 1, i)
F (x)i−1 [1− F (x)]n−i

=
f(x)

B(n− i+ 1, i)

n−i∑

j=0

(−1)j
(
n− i

j

)
F (x)i+j−1.

Partindo de (1.1), (3.6) e (3.7), pode-se es
rever

fi:n(x) =
∞∑

k=0

wk (k + 1)G(x)k g(x)

B(n− i+ 1, i)

n−i∑

j=0

(−1)j
(
n− i

j

) ( ∞∑

r=0

wr G(x)r+1

)i+j−1

.
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Utilizando o resultado 0.314 de Gradshteyn e Ryzhik (2007), obtém-se

(
∞∑

r=0

wr G(x)r+1

)i+j−1

=
∞∑

r=0

bi+j−1,r G(x)r+i+j−1,

em que bi+j−1,0 = wi+j−1
0 e

bi+j−1,m = (mw0)
−1

m∑

l=1

[l(i+ j)−m]wl bi+j−1,m−l.

Finalmente,

fi:n(x) =

n−i∑

j=0

∞∑

k,r=0

tj,k,r hk+r+i+j(x), (3.20)

em que

tj,k,r =

(−1)j
(
n− i

j

)

B(n− i+ 1, i)

(k + 1)wk bi+j−1,r

(k + r + i+ j)
.

Dessa forma, diversas propriedades matemáti
as da distribuição das estatísti
as de

ordem da 
lasse G-Poisson, 
omo momentos e função geratriz de momentos, podem ser

obtidas das mesmas propriedades da 
lasse G-exponen
ializada, utilizando-se a equação

(3.20).

3.4 Estimação

O método de máxima verossimilhança será 
onsiderado para obter os parâmetros

des
onhe
idos da distribuição G-Poisson. Suponha que x1, x2, . . . , xn é uma amostra ale-

atória de X ∼ G-Poisson(θ, τ ), em que τ é um vetor p× 1 de parâmetros des
onhe
idos

indexando a distribuição baseline G(x). Então, a função de verossimilhança pode ser

expressa 
omo

ℓ(θ, τ ;x) = n log

(
θ

e

θ − 1

)
+ θ

n∑

k=1

G(xk) + ℓ(τ ; x), (3.21)

em que ℓ(τ ; x) denota a log-verossimilhança da distribuição original G. Ao maximizar

(3.21) em relação a θ e τ usando alguma rotina numéri
a, 
omo a função optim do

software R, por exemplo, obtém-se as estimativas de máxima verossimilhança (EMVs) θ̂

e τ̂ .

45



As primeiras derivadas de ℓ = ℓ(θ, τ ;x) em relação a θ e τ são

∂ℓ

∂θ
=

n∑

k=1

G(xk) + n
e

θ(1− θ)− 1

θ(eθ − 1)
,

∂ℓ

∂τj
= θ

n∑

k=1

∂G(xk)

∂τj
+

∂ℓ(τ ; x)

∂τj
, j = 1, 2, . . . , p.

Também é possível obter as EMVs ao se solu
ionar as equações não lineares ∂ℓ/∂θ = 0 e

∂ℓ/∂τj = 0, j = 1, 2, . . . , p, simultaneamente.

A matriz de informação observada para (θ, τ ) é

K = −
(
K11 K12

K12 K22

)
,

em que

K11 =
∂2ℓ

∂θ2
= n

θ2eθ − (eθ − 1)2

[θ(eθ − 1)]2
,

K12 =
∂2ℓ

∂θ∂τj
=

n∑

k=1

∂G(xk)

∂τj
, j = 1, 2, . . . , p,

K22 =
∂2ℓ

∂τj∂τm
= θ

n∑

k=1

∂2G(xk)

∂τj∂τm
+

∂ℓ(τ ; x)

∂τj∂τm
, j,m = 1, 2, . . . , p.

A matriz K é ne
essária para 
onstruir estimativas intervalares e realizar testes de hipó-

teses. Seja Θ = (θ, τ ) o 
onjunto de parâmetros des
onhe
idos e Θ̂ (p + 1) × 1 o EMV

de Θ = (θ, τ ). Sob 
ondições padrões de regularidade,

√
n(Θ̂ − Θ) é assintoti
amente

normal, Np+1(0, I(Θ)−1), em que I(Θ) é a matriz de informação esperada. É possível

substituir I(Θ) por K(Θ̂), a matriz de informação observada avaliada em Θ̂, uma vez

que esta é um estimador 
onsistente de I(Θ). Intervalos de 
on�ança assintóti
os para os

parâmetros do modelo G-Poisson podem ser 
onstruidos a partir da distribuição normal

multivariada Np+1(0,K(Θ̂)−1).

As estatísti
as de razão de verossimilhanças (RV) podem ser 
onstruidas de forma a

veri�
ar se a distribuição G-Poisson apresenta um melhor ajuste que qualquer submodelo,

por exemplo, a distribuição baseline. Nesse 
aso, a hipóteseH0 : θ = 0 seria testada 
ontra

a hipótese H1 : θ 6= 0. Para qualquer par de hipóteses, a estatísti
a RV é igual a

RV = 2[ℓ(θ̂, τ̂ )− ℓ(θ̃, τ̃ )],

em que θ̂, τ̂ são as EMVs sob H1 e θ̃, τ̃ são as estimativas sob H0.
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3.5 Apli
ação

Para ilustrar a utilidade da 
lasse apresentada neste 
apítulo, dois 
onjuntos de da-

dos serão apresentados e ajustes por distribuições usuais em estudos de sobrevivên
ia serão


omparados 
om os ajustes forne
idos pela 
lasse G-Poisson. As distribuições 
onsidera-

das são exponen
ial, Weibull, gama, exponen
ial exponen
ializada, exponen
ial-Poisson,

Weibull-Poisson e gama-Poisson. Todos os ajustes foram feitos utilizando o software R.

Primeiro 
onjunto de dados (Jong e Heller, 2008; Paula, 2012): Este 
onjunto 
ontém

os valores de 769 sinistros (em mil dólares australianos) de seguros pessoais, datando de

Janeiro de 1989 até Junho de 1999, e pode ser en
ontrado em http://www.ime.usp.br

/~giapaula/insuran
e.dat.

Na Tabela 3.1 são listados as EMVs, as estimativas dos erros-padrões, o 
ritério

de informação de Akaike (AIC) e o 
ritério de informação Bayesiana (BIC) para as dis-

tribuições ajustadas. Os resultados indi
am que a distribuição Weibull-Poisson tem os

menores valores AIC e BIC entre todos os modelos ajustados, provendo, portanto, um

melhor ajuste. A Figura 3.6 apresenta o histograma dos dados bem 
omo as distribuições

Weibull-Poisson e gama-Poisson ajustadas.

Tabela 3.1: EMVs dos parâmetros dos modelos e as estimativas dos erros-padrões para o

primeiro 
onjunto de dados bem 
omo as estatísti
as AIC e BIC 
orrespondentes.

Distribuição α β θ k a AIC BIC

Exponen
ial - 7,83 - - - 4706,55 4711,19

- (0,004) - - - - -

Weibull 1,08 8,08 - - - 4699,97 4709,26

(0,028) (0,282) - - - - -

Gama 1,16 6,74 - - - 4698,16 4707,45

(0,052) (0,008) - - - - -

Exp. Exp. - 7,06 - - 1,17 4697,31 4706,60

- (0,006) - - (0,057) - -

Exp. Poisson - 5,76 1,31 - - 4682,36 4691,65

- (0,009) (0,231) - - - -

Wei. Poisson 0,73 2,92 3,56 - - 4652,10 4666,03

(0,038) (0,364) (0,431) - - - -

Gam. Poisson 0,46 6,80 4,13 - - 4665,04 4678,97

(0,117) (0,011) (0,981) - - - -
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Figura 3.6: Histograma dos sinistros e densidades ajustadas.

Tabela 3.2: EMVs dos parâmetros dos modelos e as estimativas dos erros-padrões para o

segundo 
onjunto de dados bem 
omo as estatísti
as AIC e BIC 
orrespondentes.

Distribuição α β θ k a AIC BIC

Exponen
ial - 176,81 - - - 891,21 893,49

- (0,0006) - - - - -

Weibull 1,82 199,85 - - - 858,72 863,27

(0,158) (13,65) - - - - -

Gama 3,08 57,34 - - - 855,60 860,15

(0,485) (0,002) - - - - -

Exp. Exp. - 88,46 - - 3,64 855,61 860,17

- (0,001) - - (0,721) - -

Exp. Poisson - 74,58 5,81 - - 853,77 858,33

- (0,001) (1,143) - - - -

Wei. Poisson 0,87 57,71 7,50 - - 855,26 862,09

(0,155) (21,31) (2,858) - - - -

Gam. Poisson 0,77 81,59 7,25 - - 855,52 862,35

(0,51) (0,002) (4,249) - - - -
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Segundo 
onjunto de dados (Bjerkedal, 1960; Gupta et al., 1997): Este 
onjunto de

dados 
ontém o tempo de sobrevivên
ia (em dias) de 72 por
os-da-índia infe
tados 
om o

ba
ilo da tuber
ulose. Os animais em uma mesma gaiola perten
iam a um mesmo regime.

Considerou-se apenas o regime 4,3.

Na Tabela 3.2 são listados as EMVs, as estimativas dos erros-padrões, o AIC e o BIC

para as distribuições ajustadas. Os resultados indi
am que a distribuição exponen
ial-

Poisson tem os menores valores AIC e BIC entre todos os modelos ajustados, provendo,

portanto, um melhor ajuste. A Figura 3.7, mostra o histograma dos dados bem 
omo as

distribuições exponen
ial-Poisson, Weibull e exponen
ial exponen
ializada ajustadas.
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Figura 3.7: Histograma do tempo de sobrevivên
ia e densidades ajustadas.
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CAPÍTULO 4

A distribuição Lomax-Poisson

Neste 
apítulo, propõe-se, utilizando a metodologia abordada no Capítulo 3, a dis-

tribuição Lomax-Poisson. Diversas de suas propriedades matemáti
as são apresentadas.

4.1 A distribuição Lomax-Poisson

Substituindo (2.4) em (3.1), obtém-se a função distribuição da Lomax-Poisson (LP)


omo

F (x) =
exp{θ[1− (1 + x/β)−α]} − 1

e

θ − 1
, x > 0. (4.1)

Sua densidade 
orrespondente é dada por

f(x) =
α θ exp{θ[1− (1 + x/β)−α]}

β(eθ − 1)

(
1 +

x

β

)
−(α+1)

, x > 0. (4.2)

A Figura 4.1 apresenta a densidade da distribuição LP para alguns valores dos parâmetros.

A função taxa de falha da distribuição LP é dada por

r(x) =
α θ exp{θ[1− (1 + x/β)−α]}

β(eθ − exp{θ[1− (1 + x/β)−α]})

(
1 +

x

β

)
−(α+1)

. (4.3)

A Figura 4.2 apresenta a função taxa de falha da distribuição LP para alguns valores

dos parâmetros.
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Figura 4.1: Densidade da distribuição LP para alguns valores dos parâmetros.
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Figura 4.2: Taxa de falha da distribuição LP para alguns valores dos parâmetros.
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A função quantíli
a 
orrespondente a (4.1) é dada por

Q(u) = F−1(u) = β
[(
1− θ−1 log[(eθ − 1)u+ 1]

)−1/α − 1
]
, 0 ≤ u ≤ 1. (4.4)

Um número aleatório da distribuição LP pode ser gerado por

X = β
[(
1− θ−1 log[(eθ − 1)U + 1]

)−1/α − 1
]
,

em que U ∼ Uniforme(0, 1).

A mediana é dada por

M = β
[(
1− θ−1 log[(eθ − 1)/2 + 1]

)
−1/α − 1

]
. (4.5)

4.2 Propriedades

4.2.1 Expansão para a distribuição LP

Pode-se rees
rever (3.6) 
omo

f(x) =
∞∑

j=0

θj+1

(eθ − 1) j!
g(x)

j∑

k=0

(−1)k
(
j

k

)
G

k
(x).

Então, utilizando (2.9) e tro
ando a ordem dos somatórios obtém-se

f(x) =
∞∑

k=0

vk g(k+1)α,β(x), (4.6)

em que

vk =
(−1)k θk+1

e

θ

(eθ − 1)(k + 1)!

É fá
il veri�
ar que

∑
∞

k=0 vk = 1. A equação (4.6) revela que a densidade da distribui-

ção LP pode ser expressa 
omo uma 
ombinação linear de distribuições Lomax. Assim,

diversas propriedades da distribuição gerada podem ser obtidas diretamente das mes-

mas propriedades da distribuição Lomax. Essas propriedades podem ser en
ontradas em

Lemonte e Cordeiro (2011), por exemplo.
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4.2.2 Momentos e Geratriz de Momentos

Utilizando (4.6) e (2.12), pode-se 
al
ular os momentos ordinários da distribução

LP por

µ′

p = E(Xp) = β Γ(p+ 1)
∞∑

k=0

vk Γ[(k + 1)α− p]

Γ[(k + 1)α]
, p < α. (4.7)

Substituindo (4.6) em (2.14) se obtém os momentos in
ompletos 
omo

mp(X ; z) =

∞∑

k=0

vk mp(Y(k+1)α,β; z), (4.8)

em que mp(Y(k+1)α,β; z) é o momento in
ompleto de Y(k+1)α,β ∼ Lomax((k + 1)α, β) dado

por (2.16).

Para p = 1, substituindo (2.17) em (4.8), tem-se

m1(X ; z) =
∞∑

k,j=0

(−1)j(k + 1)α zj+2 vkΓ[(k + 1)α + j + 1]

(j + 2)βj+1Γ[(k + 1)α + 1] j!
. (4.9)

O p-ésimo momento fatorial des
endente, bem 
omo os momentos 
entrais e os


umulantes podem ser obtidos pelas equações (2.19), (2.20) e (2.21), respe
tivamente.

Partindo de (2.22) e (4.6) obtém-se a fgm da distribuição LP 
omo

M(t) = e

−βt + α−1

∞∑

k=0

vk 1F1(1; 1− (k + 1)α;−βt)

(k + 1)
, t < 0. (4.10)

4.2.3 Entropias

Entropia de Shannon

Substituindo (4.6) em (2.24) forne
e

ϑS(f) = − log

(
θ

e

θ − 1

)
− θE[G(X)]− E{log[g(X)]},

em que

E[G(X)] =
e

θ(θ − 1) + 1

θ(eθ − 1)
, 
omo 
al
ulado no 
apítulo anterior e

E{log[g(X)]} =

∫
∞

0

log[g(x)] f(x)dx.
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Substituindo (3.2), expandindo em serie de Taylor e realizando uma mudança de variável

origina

=
∞∑

k=0

θk+1

(eθ − 1)k!

∫ 1

0

uk log{g[QG(u)]}du,

em que QG(u) é a função quantíli
a da distribuição Lomax. Assim,

E{log[g(X)]} =

∞∑

k=0

θk+1

(eθ − 1)k!

∫ 1

0

uk log

[
α

β
(1− u)

α+1
α

]
du

= log

(
α

β

) ∞∑

k=0

wk +
α + 1

α

∞∑

k=0

θk+1

(eθ − 1)k!

∫ 1

0

uk log(1− u)du

= log(α)− log(β) +
α + 1

α

∞∑

k=0

θk+1

(eθ − 1)k!

k∑

m=0

(−1)m+1
(
k
m

)

(m+ 2)2
.

Entropia de Rényi

Para a distribuição LP pode-se expandir f c(x) em série de Taylor 
omo

f(x)c =
θc

(eθ − 1)c

∞∑

m=0

(θ c)m

m!

m∑

l=0

(−1)l
(
m

l

)
G(x)lg(x)c.

Então, utilizando (2.26), pode-se es
rever a entropia de Rényi, dada por (2.25), da distri-

buição LP 
omo

ϑR(f ; c) =
1

1− c
log

{
β

[
θα

β(eθ − 1)

]c ∞∑

m=0

m∑

l=0

(−1)l
(
m
l

)
(θ c)m

[(l + c)α + c− 1]m!

}
.

4.2.4 Desvios Médios

Para obter δ1, o desvio 
om relação a média, e δ2, o desvio 
om a relação a mediana,

a partir das equações (2.28) e (2.29) é ne
essário 
al
ular o primeiro momento in
ompleto,

dado por (4.9), e a mediana, dada por (4.5).

As 
urvas de Lorenz e Bonferroni, dadas por (2.30) e (2.31), respe
tivamente, tam-

bém podem ser 
al
uladas, utilizando-se (4.9).

4.2.5 Momentos Probabilisti
amente Ponderados

Os momentos probabilisti
amente ponderados (MPPs) são aqui de�nidos por

M(p, r, s) = E{Xp[1− F (X)]r[F (X)]s},
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em que p, r e s são inteiros positivos. Usando o teorema binomial, pode-se es
rever

M(p, r, s) =

r∑

j=0

(−1)j
(
r

j

)
E[Xp F (X)s+j].

Para a distribuição LP o seguinte resultado é verdadeiro:

f(x)F (x)n =
n∑

m=0

∞∑

k=0

(−1)m+kθk+1(m+ 1)k
(
n
m

)

(1− e

−θ)n+1 (k + 1)!
g(k+1)α,β(x). (4.11)

Dessa forma, utilizando (4.11), é possível rees
rever os MPPs, para p < α, 
omo

M(p, r, s) =
∞∑

k=0

r∑

j=0

s+j∑

m=0

(−1)j+m+kθk+1(m+ 1)k
(
r
j

)(
s+j
m

)

(1− e

−θ)s+j+1 (k + 1)!
E[Y p

(k+1)α,β],

em que E[Y p
(k+1)α,β] é dado por (2.12).

4.2.6 Estatísti
as de Ordem

Seja X1, X2, . . . , Xn uma amostra aleatória da distribuição LP. A densidade de Xi:n,

a i-ésima estatísti
a de ordem, é dada por

fi:n(x) =
f(x)

B(n− i+ 1, i)

i−1∑

j=0

(−1)j
(
i− 1

j

)
F (x)n+j−i.

De (4.11), têm-se

fi:n(x) =

∞∑

k=0

ωk g(k+1)α,β(x), (4.12)

em que

ωk =

i−1∑

j=0

(−1)j
(
i−1
j

)

B(n− i+ 1, i)

n+j−i∑

m=0

(−1)m+k θk+1 (m+ 1)k
(
n+j−i

m

)

(1− e

−θ)n+j−i+1(k + 1)!
.

A equação (4.12) mostra que a função densidade das estatísti
as de ordem de uma amostra

da distribuição LP pode ser expressa 
omo uma 
ombinação linear de densidades da

Lomax. Assim, é possível utilizar (4.12) para obter diversas propriedades das estatíti
as

de ordem de uma amostra da distribuição LP baseadas nas mesmas propriedades da

distribuição Lomax. Por exemplo, o p-ésimo momento ordinário da i-ésima estatísti
a de

ordem, para p < α, é dado por

E(Xp
i:n) =

∞∑

k=0

ωkE[Y
p
(k+1)α,β].

em que E[Y p
(k+1)α,β] é dado por (2.12).
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4.3 Estimadores de Máxima Verossimilhança

Suponha que x1, x2, . . . , xn é uma amostra aleatória de X ∼ LP(α, β, θ). Então, a

função de log-verossimilhança ℓ = ℓ(α, β, θ;x), pode ser expressa 
omo

ℓ = n log

[
αθ

β(eθ − 1)

]
+ θ

[
n−

n∑

i=1

(
1 +

xi

β

)
−α
]
− (α+ 1)

n∑

i=1

log

(
1 +

xi

β

)
. (4.13)

Ao se maximizar (4.13) em relação a α, β e θ utilizando uma rotina numéri
a de algum

software, 
omo a função optim do software R, por exemplo, obtém-se as estimativas de

máxima verossimilhança (EMVs) α̂, β̂ e θ̂.

As primeiras derivadas de ℓ em relação a α, β e θ são

∂ℓ

∂α
=

n

α
+

n∑

i=1

log

(
1 +

xi

β

)[
θ

(
1 +

xi

β

)
−α

− 1

]
,

∂ℓ

∂β
=

n∑

i=1

(
1 +

xi

β

)
−1(−xi

β2

)[
αθ

(
1 +

xi

β

)
−α

− (α+ 1)

]
− n

β
,

∂ℓ

∂θ
= n

(
e

θ(1− θ)− 1

θ(eθ − 1)
+ 1

)
−

n∑

i=1

(
1 +

xi

β

)
−α

.

Também é possível obter as EMVs ao se solu
ionar as equações não lineares ∂ℓ/∂α = 0,

∂ℓ/∂β = 0 e ∂ℓ/∂θ = 0 simultaneamente.

A matriz de informação observada para (α, β, θ) é

K = −




∂2ℓ/∂α2 ∂2ℓ/∂α∂β ∂2ℓ/∂α∂θ
∂2ℓ/∂β∂θ ∂2ℓ/∂β2 ∂2ℓ/∂β∂θ
∂2ℓ/∂α∂θ ∂2ℓ/∂α∂β ∂2ℓ/∂θ2


 ,

em que

∂2ℓ

∂α2
= − n

α2
− θ

n∑

i=1

A(xi)
−α {log [A(xi)]}2 ,

∂2ℓ

∂α∂β
= θ

n∑

i=1

A(xi)
−(α+1)

(−xi

β2

)
{−α log[A(xi)] + 1}+

n∑

i=1

xi

A(xi)β2
,

∂2ℓ

∂α∂θ
=

n∑

i=1

A(xi)
−α log[A(xi)],

∂2ℓ

∂β2
=

n

β2
+ αθ

n∑

i=1

[
−(α + 1)A(xi)

−(α+2)

(−xi

β2

)2

+ A(xi)
−(α+1)×
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(
2xi

β3

)]
− (α + 1)

n∑

i=1

[
−A(xi)

−2

(−xi

β2

)2

+ A(xi)
−1

(
2xi

β3

)]
,

∂2ℓ

∂β∂θ
= α

n∑

i=1

A(xi)
−(α+1)

(−xi

β2

)
e

∂2ℓ

∂θ2
= n

[
θ2eθ − (eθ − 1)2

θ2(eθ − 1)2

]
,


om A(xi) = 1 + β−1xi. A matriz K é ne
essária para 
onstruir estimativas intervalares

e realizar testes de hipóteses. Seja Θ = (α, β, θ) o 
onjunto de parâmetros des
onhe
idos

e Θ̂ o estimador de máxima verossimilhança de Θ. Sob 
ondições padrões de regulari-

dade,

√
n(Θ̂ − Θ) é assintoti
amente normal, N3(0, I(Θ)−1), em que I(Θ) é a matriz

de informação esperada. É possível substituir I(Θ) por K(Θ̂), a matriz de informação

observada avaliada em Θ̂, uma vez que esta é um estimador 
onsistente de I(Θ). Inter-

valos de 
on�ança assintóti
os para os parâmetros do modelo LP podem ser 
onstruidos

a partir da distribuição normal multivariada N3(0,K(Θ̂)−1).

As estatísti
as de razão de verossimilhanças (RV) podem ser 
onstruidas de forma a

veri�
ar se a distribuição LP apresenta um melhor ajuste que a distribuição Lomax, por

exemplo. Nesse 
aso, a hipótese H0 : θ = 0 seria testada 
ontra a hipótese H1 : θ 6= 0.

Para qualquer par de hipóteses, a estatísti
a RV é igual a

LR = 2[ℓ(α̂, β̂, θ̂)− ℓ(α̃, β̃, θ̃)],

em que α̂, β̂, θ̂ são as EMVs sob H1 e α̃, β̃, θ̃ são as estimativas sob H0.

4.4 Apli
ação

Para ilustrar a utilidade da distribuição LP, será utilizado um 
onjunto de dados

reais, ao qual serão ajustadas diversas outras distribuições de sobrevivên
ia, além do mo-

delo LP. O 
onjunto de dados representa o tempo de remissão (em meses) de uma amostra

aleatória de 128 pa
ientes 
om 
ân
er de bexiga, apresentado em Lee e Wang (2003). Na

Tabela 4.1, apresentam-se as EMVs, as estimativas dos erros-padrões, o AIC e o BIC para

as distribuições Lomax, Weibull, MOEE, MOEW, MOEL e LP. Os resultados indi
am

que a distribuição LP tem os menores valores AIC e BIC, entre todos os modelos ajusta-

dos, provendo, portanto, um melhor ajuste. É importante salientar que as distribuições

57



Tabela 4.1: EMVs dos parâmetros dos modelos e as estimativas dos erros-padrões bem


omo as estatísti
as AIC e BIC 
orrespondentes.

Distribuição α β λ θ a AIC BIC

Lomax 12,11 104,1 - - - 831,68 837,38

(10,74) (99,28) - - - - -

Weibull 1,04 9,56 - - - 832,17 837,87

(0,06) (0,85) - - - - -

WE 0,65 3,34 - - 2,79 827,36 835,91

(0,13) (1,88) - - (1,26) - -

MOEE - 9,10 1,05 - - 832,65 838,35

- (1,64) (0,32) - - - -

MOEW 1,06 34,80 0,06 - - 826,18 834,74

(0,16) (15,24) (0,06) - - - -

MOEL 2,31 2,24 21,20 - - 825,08 833,64

(0,55) (2,62) (29,06) - - - -

LP 2,87 8,26 - 3,35 - 824,77 833,32

(0,88) (4,87) - (1,03) - - -

WE, MOEL e LP possuem o mesmo número de parâmetros e que o modelo WE é muito

popular em estudos de sobrevivên
ia. A Figura 4.3, mostra o histograma dos dados bem


omo as distribuições MOEL e LP ajustadas.
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Figura 4.3: Histograma do tempo de remissão (meses) e as densidades ajustadas.
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CAPÍTULO 5

Considerações �nais

Nesse trabalho foram abordadas duas 
lasses de distribuições, a 
lasse Marshall-

Olkin, proposta por Marshall e Olkin (1997), e a 
lasse G-Poisson, equivalente a 
lasse

exp-G, proposta por Barreto-Souza e Simas (2013). Novas propriedades da distribuição

Marshall-Olkin extendida Lomax foram 
al
uladas bem 
omo diversas novas propriedades

da 
lasse G-Poisson. A distribuição Lomax-Poisson também foi proposta e estudada neste

trabalho.

Novas abordagens, 
ontudo, ainda são ne
essárias. Um possível estudo futuro seria

uma análise multivariada da 
lasse G-Poisson. Uma 
omparação entre as 
lasses G-

exponen
ializada, Marshall-Olkin e G-Poisson, também é de interesse, visto que os três

métodos adi
ionam um novo parâmetro a uma distribuição 
onhe
ida.
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