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Resumo

Este trabalho faz, preliminarmente, um estudo da Algebra Linear Simplética. Este
estudo é crucial para uma introdugao a estrutura da Grassmanniana Lagrangeana para

entao ser definido o Indice de Maslov para curvas nesta variedade.

Palavras-Chave: Espacos Vetoriais Simpléticos; Grassmanniana Lagrangeana; In-

dice de Maslov.



Abstract

This work makes preliminarily a study of Symplectic Linear Algebra. This study
is crucial for an introduction to the structure of the Lagrangian Grassmannian to be

used later in the definition of the Maslov Index of curves in this manifold.

Key-Words: Symplectic Vector Spaces; Grassmannian Lagrangian; Maslov Index.
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Introducao

Esta dissertacao aborda alguns topicos de Espacos Vetoriais Simpléticos necessérios
para o conceito de Variedade Grassmanniana Lagrangeana da Geometria Simplética

que sera utilizado na definicao do indice de Maslov.

Uma transformacao simplética leva um subespaco Lagrangeano noutro, portanto
o fluxo de um sistema Hamiltoniano sendo uma transformacao simplética em cada
instante, resulta que um subespaco Lagrangeano fixo d& origem a uma curva de subes-
pacos Lagrangeanos ao longo de uma dada solucao do sistema Hamiltoniano. Infor-
macoes qualitativas desta solucao, tais como estabilidade e propriedades minimizantes,
encontram-se codificadas num inteiro associado a esta curva de subespacos Lagrange-
anos, chamado o Indice de Maslov. Tal indice constitui um ingrediente basico para
a construcao de poderosos invariantes da topologia simplética que, por sua vez, tem
possibilitado a resolucao de importantes problemas da dinamica conservativa. Também
em teoria da relatividade, o estudo deste indice fornece informacoes sobre o acimulo de
raios de luz, isto é, sobre o fendmeno das lentes gravitacionais. Vé-se assim o interesse

do estudo de tal indice na dindmica conservativa e na teoria da relatividade.

No Capitulo 1 estudamos varias propriedades dos espacos vetorias simpléticos rele-
vantes para o nosso estudo, como existéncia de bases simpléticas, simplectomorfismos,
subespacos Lagrangeanos, transitividade da acao do grupo unitario sobre o conjunto
dos subespacos Lagrangeanos. Fazemos a identificacao deste conjunto com o quoci-
ente do grupo unitario pelo grupo ortogonal, introduzimos a noc¢ao de decomposicao
Lagrangeana de um espaco simplético, e concluimos mostrando que toda base de uma
das componentes pode ser estendida para uma base simplética com uma base da outra

componente.



No Capitulo 2 mostramos que o conjunto A dos subespacos Lagrangeanos de um
espaco simplético é uma variedade diferenciavel. Fazemos um estudo sobre as subvari-
edades Ai(L) dos subespacos Lagrangeanos cuja intersegdo com um subespaco Lagran-
geano fixo L tem dimensao k e mostramos que esta subvariedade tem codimensao em
A igual a k(k + 1)/2. Em seguida identificamos o espago tangente Ty, A com o espago
das formas bilineares simétricas sobre L e finalmente introduzimos o conceito de ciclo

de Maslov e a nocao de Focalidade.

O Capitulo 3 trata do tema principal desta dissertacao que é o indice de Maslov de
curvas continuas na Grassmanniana Lagrangeana. Comecamos o capitulo enunciando
um resultado que estabelece a existéncia e unicidade, para cada subespaco Lagrangeano
Ly, da funcao indice de Maslov ur, com respeito a Ly. Ao invés de demonstrarmos
de imediato este resultado, optamos em primeiro mostrar algumas consequéncias da
fungao pr,, em particular, estabelecemos a igualdade desta com o indice focal para o
caso de curvas que satisfazem certas condicoes de transversalidade ao ciclo de Maslov.
Em seguida fazemos um estudo da topologia da Grassmanniana Lagrangeana usando a
identificacao desta com o quociente U(n)/O(n) para concluir que o grupo fundamental
de A é isomorfo aos inteiros Z. Este resultado é utilizado para dar uma contrucao

explicita do indice de Maslov.

A base para preparacao deste trabalho, pricipalmente do capitulo 3 é o livro de

[Piccione-Tausk].

Para os dois primeiros capitulos uma outra referéncia foi [McDuff-Salamon].



Capitulo 1

Espacos Vetoriais Simpléticos

Os resultados aqui apresentados sao vélidos para espacgos vetorias sobre um corpo
arbitrario K, contudo estaremos principalmente interessados no caso em que K = R
ou K = C num espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo K, o qual a menos

que seja dito o contrario serd tomado como sendo R

Notagao 1.1. Sejam V e W espagos vetoriais. Denotaremos por Lin(V,W) e por
B(V, W) respectivamente, o espago vetorial de todas as aplicagoes lineares T : V — W,
o espaco vetorial de todas as aplicagoes bilineares, também chamadas formas bilineares,
B :VxW — R e o espaco vetorial de todas as formas bilineares simétricas em
L denotaremos por Sym(L); chamaremos de dual de V o espa¢o V* = Lin(V,R).
Quando W =V, Lin(V) = Lin(V,V) e B(V) = B(V,V).

Definicao 1.1. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. Uma forma simplética
sobre V é uma forma bilinear alternada (antissimétrica) e nao-degenerada, isto é, w :

V xV — R tal que

w(au + bv,w) = aw(u, w) + bw(v,w), Yu,v,w €V eVa,beR  wé bilinear
w(u,v) = —w(v,u), Vu,veV w é antisimétrica.

Kerw={ueV : wu,v)=0,VveV}={0} w é nao-degenerada.

Dizemos que o par (V,w) ou que V & um espago vetorial simplético.
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Note que o fato de w ser nao-degenerada significa que o mapa
vV —V*
v o— w(v,.)
¢ um isomorfismo.

Observacao 1.1. Neste texto, V € sempre um espaco vetorial simplético de dimensao

2n. (veja Teorema 1.1), e w daqui por diante serd sempre uma forma simplética.

Exemplo 1.1. Em R?*" coordenadas (x,y) = (z1,...,%n, Y1, -,Yn), considere wy de-
finida por
W 1= dej A dy;. (1.1)
j=1

N3ao ¢é dificil mostrar que wy é uma forma simplética em R?", chamada forma simplética

padrdo ou canonica. Note que wy(z,w) pode ser reescrita como 27 Jw,

wo(z,w) = 2" Jw, (1.2)
onde
0 I,
J= ) (1.3)
-1, O

Definicao 1.2. Uma base simplética(ou base de Darboux) de (V,w) é uma base

{617-"76n7f17"'7fn}7

que satisfaz:

w(es, fj)
w(ei, ej) = W(fi,fj) = 0

Teorema 1.1. Todo espago vetorial simplético (V,w) € de dimensao par e admite uma

5ij €

base simplética.

Antes da demonstracao deste teorema observemos que dado um produto um interno
qualquer <,> em V de dimensao m sempre existird um operador A : V — V anti-

autoadjunto, com respeito a este produto interno tal que
wu,v) =< Au,v > .
Demonstragao: A demonstracao seguira apos demonstrarmos a seguinte Proposicao:

11



Proposicao 1.2. Se A é um operador linear anti-autoadjunto em R™ munido de pro-

duto interno, entao existe uma base 3 ortonormal para este espaco tal que
[A]] = col[Ky, ..., K., 0, ..., Omxm,

onde

K, = ‘ , onde a; > 0.

Demonstracgao:

(1) Vamos supor que a hipdtese de indugio vale para todo inteiro positivo [ < m.
Inicialmente suponha que o operador anti-autoadjunto A tem autovalor real A
(de fato, qualquer autovalor real A é igual a zero por A ser anti-autoadjunto). Se
v é autovetor de A entao podemos restringir o operador ao autoespago de v obter

o seguinte operador autoadjunto:
A |Span[v]: Sptm[v] — Span[v]

também por A ser anti-autoadjunto,

A | spanfo)+: Spanfv]: — Span[v]*.

Como dim span[v]L =m—1e A, ¢ anti-autoadjunto temos pela hipotese de
indugao que existe uma base ortonormal de spcm[v]L C R™~1. Segue que existe

uma base ortonormal 5’ = U {Hz—H} tal que

0 —b
by O

0 —bg
b O

- mXm
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(2) Se KerA =0, isto é, que A ndo tem autovalor real. Neste caso, dado um autovalor
complexo, a ele esta associado um subespaco bidimensional A—invariante U. Isto
conclui a demonstracao do teorema pois basta completarmos este subespaco U
com U™, onde tal que dim Ut = m — 2, com um argumento anilogo ao item (1)

pela hipotese de indugao completamos a base ortonormal de span[u, v] (que existe

porque u, v sio linearmente independentes) com a base ortonormal de span|u, v]*,
logo tomemos como a base de R™ a uniao dessas bases. [ |
Da Proposigao 1.2 exibimos uma base ortonormal 5 = {uy, vy, ..., Up, Up, W1, ..., Wip—2, }
tal que
] 0 —a;
[A]ﬁ = col[Ky,...,K.,0,...,0]uxm, onde K; = ,onde a; > 0. (1.4
a; 0

Note que como w é nao-degenerada entao KerA = {0}, dai m = 2r, ou seja, dimV ¢é

par.
A'LLi = ;V;
Da equagao acima { Av; = —aqu; , ondet€l,....rejenr,...,m—2r.
ij =0
Consequentemente,

wug, v;) =< Aug,v; >= a; < v, v; >= a; e w(v, u;) =< —a;u;, u; >= —a;
4
w(ui, u;) = 0;
W(Ui, Ui> = O

e " Logo, 38 = {ur/ /a1, v1/\/ar, ... ,ur/\JUr, 0r ) \JUr W01, W}

w(u;, w;j) = 0;

\ w(vy, wy) :_O.

Jo

donde [w]g =

0
X - 4 mXxXm
Rearranjando esta base obtemos uma nova base

B = {ur/var, us//as, . .., un/\/an, v1/y/ar, va/\/az, . .., v /\/an},

13



donde [w]g,, = , Isso prova a existéncia de uma base simplética. |
-I, O

Proposicao 1.3. Se B ¢ base simplética, entao

0:V — R*™

v=3Sze; +yfi — (2, y).

é um isomorfismo tal que wy(p(v), p(w)) = w(v,w). Dai mediante escolha de base sim-

plética, poderemos supor (sempre que for conveniente) que (V,w) = (R*™ wy).

Definicao 1.3. Seja W C V um subespaco vetorial de V.

O subespaco w-ortogonal de W é definido como:
W= {v e V:w,u) =0,Vuec W}
Proposicao 1.4. Por ser w nao-degenerada Vale que:
dim(W) + dim(W+) = dim(V)
(WHL =wW.
Demonstracao: Defina

YW — [V/W]
v o— fy
v € Wt seesose f, :=w(v,-) € V*se anula em W | logo f, induz um funcional linear

fo € [V/WI*, onde (fu([u]) = fu(u))

|a | ¢ é injetiva.
Demonstracdo: ¢(v) = 0 se e s6 se f,([u]) = 0, Vu € V. Logo w(v,u) =

fo([u]) = 0= v € Ker(w) =0 ( pois w é ndo-degenerada) u

[b | ¥ & sobrejetiva. Dada g € [V/W]*, seja g € V* definida por g(v) = g([v]).

nesta defini¢do temos que se w € W entao g(w) = g([w]) = g([0]) = 0.

14



Se w € W entao g(w) = g( [w] ) = 0. Seja v € V tal que g(-) = w(v,-) = fo.
—

0 _
Como g(W) = 0 entdo v € WL. Agora temos (v) = f, = g. Portanto ¢ tam-
bém & sobre, logo dim(W+) = dim([V/W]*) donde dim(W+) = dim([V/W]) =

dim (V) — dim(W) e provamos a primeira afirmacao da proposigao.

Para verificar que (W1)+ = W, observemos inclusdo 6bvia: W C (W)L usando o
resultado anterior temos que dim(W+)t = dim/(V) — dim(W)* = dim(V) — dim/(V) +
dim(W) = dim(W). |

Definicao 1.4. Seja W subespaco de V e w uma forma simplética. Entao:

(1) W é isotrdpico (com respeito a w) se W C W (isto é w |wxw= 0).

(2) W é coisotrépico (com respeito a w) se W- C W.

(3) W é Lagrangeano ou plano lagrangeano (com respeito a w) se W satisfizer a (1) e

(2), isto &, Wt =W.

Quando um subespaco vetorial W C V é isotropico, tem-se

dim(W) < n. De fato, basta observarmos que
dim(W) = dim(V) — dim(W) < dim(V) — dim(W) = 2n — dim(W).

Proposigao 1.5. Um subespaco W de'V é Lagrangeano < W for isotrépico e dim(W) =

n

Demonstracdo. Se W é Lagrangeno (Wt = W) entdao dim(W) = dim(W+) =
dim(V) — dim(W) , logo dim(W) = dim(V)/2 = n e como Wt = W entdao W C W+.
Por outro lado se W for isotropico (W € W) e dim(W) = n entdo resta provar que
WL Cc W, isto ¢, que W é coisotropico. Como dim(WL) = dim(V) — dim(W) =
2n —n = n, Logo W+ = W. [ |

Exemplos 1.1. L = {0}"xR™, R"x{0}", {(0,z9,...,2n,v1,0,...,0) : 22,..., 2y, Y1 €
R} sao subespagos Lagrangeanos de R*". (dimL =n e L+ = L)

Definigao 1.5. Sejam (Vy,w;) e (Va,ws) espagos simpléticos; uma transformagao li-

near 7' : Vi, — V, é uma transformacao simplética se wo(7'(u), T'(v)) = wi(u,v)

15



Dizemos que T' é um simplectomorfismo linear se 7' ¢ um isomorfismo e uma transfor-

macao simplética.

Nao é dificil ver que um simplectomorfismo linear leva base simplética em base
simplética; reciprocamente, se uma transformacao linear 7' : V; — V5 leva alguma base
simplética de V; em alguma base simplética de V5, entao T é um simplectomorfismo

linear.

Definigao 1.6. Seja (V;w) um espago simplético; o grupo linear simplético de (V;w)
é o grupo de todos simplectomorfismos lineares de (V;w), denotado por Sp(V;w). De-
notaremos por Sp(2n) := Sp(2n,R) = {T € Lin(R*) : wy(Tu,Tv) = wy(u,v), Yu,v €

R?"} isto ¢, o grupo linear simplético de R?" munido da forma simplética canonica wy.

No caso em que (V,w) = (R* wy), como wy(z,w) = 2T Jw, temos que M €

My %2, (R) é um simplectomorfismo linear se e somente se

A B
= (1.5)
C
2nx2n
é tal que
A'D-C"B=1, (1.6)
ATC e B'D  sao simétricas (1.7)

Veremos agora que é possivel fazer uma identificacdo canonica do espaco C" com R?"
da seguinte forma:
cr < R

(1.8)
(217'“ 7zn) <~ (xlv"' s Ly Y1, 0 7yn)

onde z; = z;+14y;. Vamos mostrar que, via esta identificagao, o operador J : R** — R?"
ao qual anteriormente mostramos sua matriz J corresponde a multiplicacao por —i:

Considere o seguinte diagrama:

R2n J RQn



Neste diagrama a fungao ¢ é tal que ¢(z) = p(z + iy) = (x,y) e J & visto como

- 0 I, T
operador em R?*" deste modo J(2) = ¢ 1J(p(2)) = ¢! =
-1, O Y
) = (1 — 0Ty, .. Y — 1Tp) = —i(x1 + Y1, . .., Ty + 1Yn) = —i2
—x

Proposicao 1.6. Considerando a identificacio C* = R*" teremos que se T : R*™™ —

R2" ¢ R-linear, entao T é C-linear <= ToJ=JoT.

Demonstragdo: Se T é C-linear entdo T'(J(v)) = T(—iv) = —iT(v) = J(T(v)).
Portanto T'o J = J o T,
Reciprocamente, sabendo que J corresponde a multiplicagao por —i como foi mostrado
acima, suponha que T'o J = JoT e que A € R, entdao T(J(—Xv)) = T(i\v) =
AT (iv) = J(T(—=Xv)) = —iT(—=Iv) = NiT(v), segue da comparagio direta do segundo
termo da igualdade com o ultimo que T'(Aiv) = AiT(v) e como T é R-linear segue que
T((a+ bi)v) = aT'(v) + biT(v) = (a + bi)T'(v),
.. T é C-linear. ]

Lema 1.1. (a) Seja M € My,x0,(R). Entio M : R*™ — R?" é C-linear se e s¢ se é

da forma
X -Y
M = . X,Y € M,un(R)
Y X
(b) Seja A € Muy(C), A = X +1iY (X,Y € M,«n(R)), entao o operador A :
X -Y
C" — C"™ corresponde a : R*™ — R, Este novo operador do R*"
Y X

daremos o nome de "realificacao da matriz A":
A . Mnxn(c) — MQnX?n(R>
X -Y
Yy X

A=X+1Y —

Demonstragdo: (a) Pela Proposigao 1.6, M é C-linear se e s6 se M oJ =Jo M,

ou seja,
X 7 0 I, 0 I, X 7

Y W -1, O -I, O Y w

17



consequentemente, Z = —Y e W = X, donde

X Z X =Y
Y w Yy X

(b) Considere o seguinte diagrama:

R2n T R2n
oo
cr—4-Cn
Notemos pelo diagrama que A = ¢ 1Ty . T = pAp~!, agora tome uma base canonica
para o R?"; E; = (e;,0) e E,y; = (0,¢;), onde j € {1,...,n}
TE; = o(X +1Y)p " (e;,0) = (X +1Y)(e; +1i0) = p(Xe; +iYe;) = (Xej, Yey) =
(X7,Y7).
TE.j = o(X+iY)p H0,e;) = (X +iY)(04ie;) = o(—=Ye;+iXe;) = (—Ye;, Xej) =
(=Y7,X7), Logo
X -Y
Yy X

[Tlcan =
n

Definicao 1.7. Considere os vetores z,w em C". O produto Hermitiano canonico neste
espaco é definido como:
n
<< zZ,W >>i= szw_j
j=1

e dados z,w € R?" o produto interno Euclideano canonico é :

<z, w >=< (xla"' s Ly Y1, 7 7yn)7(j1a"' 7jn7g1a"' 7yn) >
= (wi + yidi) (1.9)

=1

Considerando a identificacao canonica de C* com R?”, podemos expressar o produto

Hermitiano em termos do produto interno canénico e a forma simplética padrao do R?",
<< zyw >>=< z,w > —iwy(z, w).
n — n . . -~

De fato, << z,w >>= 37, zjw; = > 7 (v; +iy;)(T; +iP;) =

> i (@@ + yi0y) — i@l — vy %) =< 2w > —i [ Tj Y }

18



Definicao 1.8. Denotaremos o grupo unitario por
Un)={U:C"—=C":<< U(z),U(w) >>=<< z,w >>, Vz,w € C"}
= {U € Mypyn(C) : UU* = I,,,onde U* =T'}.

Proposicao 1.7. Temos

U(n) = O(2n) N Sp(2n).

Demonstracdao: < U(z),U(w) > —iwe(U(2),U(w)) =<< U(2),U(w) >>=<<
z,w >>=< z,w > —iwg(z,w). Comparando agora parte real com parte real e parte
imaginéaria com parte imaginaria concluimos que U(n) = O(2n)N.Sp(2n), em particular

U(n) C Sp(2n). |

Defini¢ao 1.9. Seja (V,w) um espaco vetorial simplético. Denotaremos por A :=
A(V,w) o conjunto de todos os subespagos Lagrangeanos de V. Em particular A(R?*", w)

sera, denotado por A,,

Se T' € Sp(2n) e L € Ay, é Lagrangeano entao T'(L) também é Lagrangeano. Dai

temos uma agao:

Sp(QTL)XAQn — Agn
(T,L) — T(L)

Podemos restringir esta agao a U(n) C Sp(2n).
U(n) X Agn — AQn.

Para provarmos o resultado a seguir, serd conveniente mostrarmos como exibir um
subespaco em termos matriciais. Seja L C R?" subespaco qualquer de dimensio n. e

seja 11, -+ ,N, base para L.

X
L = span ::spancol[m 77n]7
Y

2nxn

X
Logo L = span [n1 -+ n,] =4 u:u € R}
o Y

Proposicao 1.8. A agio U(n) X Ny, — Ag,, € transitiva: Dados Ly, Ly € Ao, existe

T € U(n) tal que T(Ly) = Lo.
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Lema 1.2. Considere um subespaco L C R?*" de dimensdo n em termos matriciais

X,Y. Entio L € Ny, <= XTY —YTX = 0,n.

Demonstracgao:
T
Xu X' Xu o I, X
WO( ) ) = =
Yu Y Yu -1, O Y
- 0o I, X ,
u ([ X y” ] ' =
-I, O Y

u' (XTY - YT X)W/

Segue-se que L € Ay, < uI(XTY —YTX)u/' =0, Vu,u' € R" <—

XY —YTX = 0pxn. [ |
Demonstragao: Da Proposicao 1.8:

Dado L € As,, escolha um referencial ortonormal para L. Entao, pelo Lema
Y

anterior, XY — YTX = 0. Além disso as colunas sdo ortonormais, isto é, X7 X +
YTY = I. Agora, para U = X +iY temos U*U = (X7 —iYT)(X +4Y) = XTX +
YYT +4i(YXT - XYT).
Segue-se que L € Ay, <= U*U = I. Considere agora Lj subespago Lagrangeano fixo
X -Y R™ X
Ly = (R™ x {0}). Entao U - Ly = = span = L Agora é
Yy X Onx1 Y
simples: Sejam Lie Ly € Ag,, entao Uy - Lo = Ly e Uy - Ly = Lo, entao
Ul Ly =U; " Lo,

donde L; = Uy - Uy '+ Ly, portanto 3T = U; - Uy € U(n) C Sp(2n) que manda L; em
Ls. |
Lembremos aqui que se G x X — X é uma acao transitiva, e GG, denota o subgrupo

de isotropia de g, G, = {9 € G : g - k9 = 2o}, entdo a agao induz uma bijegao;
G/Gyy — X (1.10)
Lema 1.3. O grupo de isotropia de Ly = R" x {0} relativo a U(n) X Ao, —> Ny, € -
Gpr, = O(n) C U(n).
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Demonstracgao:

O grupo de isotropia de Loy ¢ G, ={U € U(n) : U(Ly) = Lo}

—{X+iY eU(n) : o (R" x {0}) = (R" x {0})}
Yy X |
= {X +4iY € U(n) : span j/( = (R" x {0})}

—{X+iY €U(n):Y = Opun.}

Dai, como X7X +YTY = I, temos X € O(n). Portanto,

Gr, = O(n) C U(n).

|
Teorema 1.9. A acao U(n) X Agy, —> Aoy, induz uma bijegao:
U(n)/O(n) — Ay,
U — U - (R"x {0}) =U - L
Demonstragao: Segue da Proposicao 1.8, da agao 1.10 e do Lema anterior. [ |

Considerando U(n) com a topologia natural (induzida de My, x2,), obtemos que

As, herda a topologia quociente de U(n)/O(n).

Teorema 1.10. Dados Lo, L1 € A(V,w), com dim(Lo N Ly) = dim(Ly N L)), entao
eriste T € Sp(V,w) tal que T(Ly) = L, e T(Ly) = L}. Além do mais, no caso em que
Ly = Ly, uma tal T pode ser escolhida de modo que det(T|r,) > 0

Note que, sob o ponto de vista da acao diagonal de Sp(2n) em A x A,
Sp(2n) x (AxA) — AXxA

(T, (Lo, L)) +— (T(Lo), T(L1)) = (Lo, LY).

O teorema acima diz que a dimensao da intersecao é a tnica obstrucao a transitividade

dessa acao.

Definigao 1.10. Uma decomposi¢ao Lagrangeana de V é um par (Lo, L1) € A x A tal
que V="Ly® L.
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Proposicao 1.11. Seja (Lo, L1) uma decomposi¢ao Lagrangeana de V, entao o mapa

linear

Prot: b= Ls (1.11)
vo—w(v,)|L,

€ um isomorfismo.

Demonstracio: Ker(pr,r,) = {v € L : w(v,u) = 0,Yu € Ly} = Ly = Ly.
Como Ker(pr,r,) C L1, temos Ker(pr,r,) = {0}. Portanto, sabendo que pr, 1, ¢
injetiva. Sabendo também que dim(L§) = dim(Ly) = n = dim(L4), entao pr,r, € um

isomorfismo. ]

Proposicao 1.12. (a) Para cada subespago Lagrangeano Ly € A, existe um subes-

paco Lagrangeano complementar L, € A.

(b) Dada uma decomposi¢ao Lagrangeana (Lo, L1) e uma base {e,...,e,} para Ly,
eriste uma base {fi,..., fn} para Ly, donde {eq,...,en, f1,..., fn} € uma base

simplética para V.

Demonstracdo: (a) Podemos supor que (V,w) = (R*",wy), Ly C R*".

x 0
Sabendo que J : R*™ — R* temos J(Ly) N Ly = J N Ly = {0}.
0 —T

Sejam u,v € Lg, logo < v,J(u) >= v'(Ju) = wy(v,u) = 0 pois Ly é Lagrange-
ano , logo J(Lo) L Ly ( em relagao ao produto <,>), logo J(Lgy) N Ly. Tome entao,
Ly = J(Ly). Resta agora mostrar que L; = J(Lg) ¢ Lagrangeano. Sejam u,v € Ly,
wo(J(u), J(v)) = utJTJJv = vl IJv = uT Jv = wy(u,v) = 0, pois Ly é Lagrangeano.

(b) Considere a base {¢1,...,¢,} de L} dada por ¢; := pr, 1,(e;), onde pr, 1,
foi definido na Proposigao 1.11. Tome a base {f1,..., fn} para Li, cuja base dual é
{¢1,...,¢,}. Entao:

0ij = ¢i(f3) = pry.Lo(ei)(fj) = wlei, f5)

Como Ly e Ly sao Lagrangeanos temos w(e;, e;) = 0 e w(fi, f;) = 0. Portanto, a base

{e1,...,€n, f1,..., fu} € uma base simplética para V.
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Capitulo 2

A Grassmanniana Lagrangeana

2.1 Atlas para a Grassmanniana Lagrangeana

Nesta se¢ao construiremos um atlas diferenciavel {(Ur, 1., ¢r,.0,)} para A(V,w),

onde os pares (Lo, L) variam entre todas as decomposigoes Lagrangeanas de V.

Seja (Lo, L1) uma decomposicao Lagrangeana de V. Denotaremos por Ur, , 0

conjunto de todos subespagos Lagrangeanos de V transversais a L1, isto &,
L{LO,LI = {L eAN:LNL = {O}} (21)
Note que Uy, 1, nao depende de Lo, mas Lo € U, 1, -

Lema 2.1. Vale a igualdade:
U Z/{LO,Ll = A7

(Lo,L1)

onde (Lo, L1) varia entre as decomposi¢oes Lagrangeanas de V.

Demonstragao: A inclusao é 6bvia pois qualquer elemento de Uy, 1, é subespaco
Lagrangeano. Suponha agora que L € A, logo pela Proposicao 1.12, existe L; € A

complementar a L, dai L € Uy, 1,,. [ ]

Definicao 2.1. Sejam W; e W, subespagos complementares do espaco vetorial E, isto
é, E =W, ®&®W, Dada uma T : W; — W, linear, o grdfico de T é o subespaco
definido por graf(T) ={w+ Tw : w € W, }.
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Note que dim graf(T) = dim W, e, pela definigao de grafico, graf(T)NWy = {0}.

Proposicao 2.1. Seja E = W, & W,. Dada uma T : Wy — Wy linear, temos
E = graf(T) & Ws. Reciprocamente, qualquer subespag¢o de E complementar a Wy

é da forma graf(T), onde T : Wy — Wy € uma transformacao linear.

De fato, para a implicagao direta, basta notar que E = W, ®&@W,, graf(T)+W, C E
e que o subespago graf(T) N Wy = {0}, apos isto aplicamos a defini¢ao de soma de

subespagos em graf(T) + Wy, segue a primeira afirmacao.

Se W é tal que W & Wy = E, entao 3 T : Wy — W, linear tal que W = graf(T).

Figura 2.1: Subespagos Wy, Wy e W

Para provar a reciproca, notemos antes que para cada v € Wy a intersecao (v+Wy)NW
¢ nao vazia, pois como v € E = W & Wy, v se escreve de maneira nica v = w + ws,
onde w e wy estao em W e Wy respectivamente, donde w = v —wy € (v + Wo) N W.
Agora existe um tunico v’ na interse¢ao (v + Wy) N (ver Figura 2.1), pois caso exista
V" € (v+ Wy) N W, entdo existirao tnicos wh e wh em Wy tais que v/ = v + w)
e V" = v+ wj, segue que v — V" = wh —wy) € WNW, = {0}, donde v/ = v".
Agora temos que para cada v € Wy, (v + W) N W = {v'}. Entao existe um tnico
w € Wy tal que v/ = v+ w. Defina w := Tv. Isto define uma funcao 7" : W; — W,

que é claramente linear pela definicio de soma direta. E claro que graf(T) C W,

pois v = v+ T'(v) € W para todo v € Wy, e vale a igualdade W = graf(T), pois
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dim(graf(T)) = dim(Wy) = dim(W). |

Segue desta proposigao que para uma decomposi¢ao Lagrangeana (Lg, L) de V o mapa

Lin(Lo,Ly) — {L subespagode V:L® L, =V}
T — graf(T)
esta bem definido e é uma sobrejecao. Na verdade, esta aplicacao é uma bijecao. De
fato, se graf(T) = graf(S), entdo para dado v em W, arbitrario, existe u em W, tal
que v +Tv =u+ Su, dai v —u = Su —Tv € W; N Wy = {0}, portanto u = v, logo

Tv = Sv. Como v é arbitrario, T'= 9. [ |

Seja T': Ly — L, linear. Consideremos a seguinte forma bilinear em Lyg:

BT(uv U) = PLo,La (T(u)) U= w<T(u)7 U)? (2'2)
onde pr, 1, foi definido na Proposi¢ao 1.11. Como pyr, 1, € uma bijecao, entao o mapa

LT:?’L(L(),L:[) — B(Lo)
T — ﬂT

¢ uma bijegao. De fato, se Oy = fs, entao pr,.r,(T(w)) = pr,.r,(S(w)), para todo u,
logo Tu = Su, donde T' = S.

Proposicao 2.2. O mapa
B(Ly) — {L subespago deV: L& L, =V}
B — graf(T)
tal que B = Br € uma bijecao
Demonstragcao: Esta segue da composi¢ao dos dois mapas acima. [ |

Lema 2.2. Seja T € Lin(Ly, L), entao graf(T) € A se, e somente se, By € Sym(Ly).

Demonstragao: Para u,v € Ly temos

wu+Tw),v+Tw) = wu,v)+wT(uw),Tv))+wT(u),v)+ w(u,T(v))

= 0+0+ BT(ua U) - 5T(U7 U)

Portanto,

wu+T(u),v+T()) =0 < Br(u,v) = fr(v,u).
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Corolario 2.1. Tem-se a bijecao:

Sym(Lo) — L{LO,LI

(2.3)
B — graf(T),
onde T € tal que B = Br.
A inversa da aplicagao (2.3) ¢ denotada por ¢y, 1,. Portanto,
¢L0,L1 :Z/{Lo,Ll — Sym(LO) (24)
graf(T : Ly — L) — p, (2.5)

onde T' é tal que B(u,v) = fr(u,v) = w(T(u),v). (Como na equagao 2.2)
Definicao 2.2. Seja M um conjunto nao vazio. Uma carta em M é uma bijecao
¢:U—U,
onde U C M e U é um aberto de algum espaco Euclideano R".
Por (2.4), cada ¢r, 1, : U, L, = Sym(Ly) é uma carta em A = A(V,w) se identifi-
camos Sym(Lg) o~ R*"+1/2,

Teorema 2.3. Sejam U =Ur, 1, , V =Uy 11, U = Sym(Ly) e V = Sym(L}). Entao,

. ~ o -1 . .
a aplicagao Yy 1, 11, = Py, © $r, 1, € wm difeomorfismo.

Ure L, N Ur 1,

} \
%¢L6,La od’LO,L ¢LD,L1

1
Gro, 0. U, N Z/{L67L’1) b1 ULy, N uLgJ,L'l)

Demonstragdo: Vejano capitulo 2 de [Piccione-Tausk| ou também em [Valeriano2010]
Pags. 37 a 42. [ |
Dai, temos que o conjunto A = A(V,w) é uma variedade diferenciavel, chamada a

Grassmanniana Lagrangeana de V, com o atlas maximal gerado pelas cartas

{(Ury.L,s Pro.1,) : (Lo, L1) & decomposigao Lagrangeana}.

,n(n+1)

Note que a dimensao de A = A(V,w) é , pois esta é a dimensao do Sym/(Ly).

26



Definigao 2.3. Os abertos que caracterizam a topologia em A sao definidos assim: A C
A & aberto se e 80 se ¢, 1, (A N UL, 1,) é aberto para toda decomposi¢io Lagrangeana
(Lo, Ly).

Uma curva v : I — A é diferenciavel se, e somente se, ¢r, , oy :I' C I — Sym(Ly) é

diferenciavel, para decomposi¢ao Lagrangeana (Lg, L1).

2.2 Um Estudo sobre as Subvariedades Ai(L) de A

Introduziremos certos subconjuntos Ax(L) de A que mostraremos serem subvarie-

dades.

Definigao 2.4. Dados L € A e k € N, definimos:
A(L) :={L € A:dim(L' " L) = k}.

Observe que Uz, ., = Ao(Ly).

Nesta secao iremos assumir que E é um espaco vetorial n-dimensional e usaremos
também seu espago dual E*. Usaremos V := E X E* com a seguinte estrutura simplética

canonica:
wcan((”la ¢1)7 (,027 ¢2)) = ¢2(U1) - ¢1(U2)‘

Verifica-se que w.q, acima é anti-simétrica e nao-degenerada. A anti-simetria vem da
defini¢ao da forma. Ela é nao-degenerada pois, se Wean ((v1, ¢1), (v2, 2)) = 0, V(va, ¢2),
entao, ¢o(v1) = ¢1(v2), V(ve, P2), logo, tomando ¢y = id e vy = 0, obtemos v; = 0,
donde ¢1(vy) =0, Vv,. Portanto ¢ = 0.

Exemplo 2.1. Como V=E x E* = (E x {0}) & ({0} x E*), fazendo Ly = E x {0} e
Ly = {0} xE*, obtemos uma decomposigao Lagrangeana de V = Lo® L, relativamente a

forma simplética canonica, Wean, pois dim(Lg) = n = dim(L1) € Wean |Lo= 0 = Wean |1, -

Note que com as identificagoes L; = E* e Ly = E*, o mapa pr,r, : L1 — Lj é

simplesmente [x "% pgx .
De fato,

PLo,L+ (O’ 90)(1}’ O) = wcan((ov 90)’ (U’ O)) - _SO(U)
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e (0,9) = ¢, (v,0) =2 v. Dai pr,r, = —id. Assim, usando o isomorfismo ¥p :
Lin(E,E*) — B(FE) definido por ¢r(u,v) = T(u) - (v), para fazer a identificacdo
Yr =T, usamos a composi¢ao Br(u,v) = pr,.r, (T (w)) - (v), mas dai Sy = —pr = —T.

Portanto, obtemos o mapa
Sym(E) — ULO,Ll
B — graf(—8:E—E") = {(v,~B(v,) : v € E}.

Definigao 2.5. Usando a identificagao (V,w) = (E X E*, weep) definimos uma “para-

metriza¢ao” para A = A(V,w)
U:{(S,b):SCE e beSym(S)} — A
(8,0) — L:={(v,90) eV:veSs,
e ¢ls+bv,)=0e 85"}
Observe que um dado L nas condi¢oes acima e usando a identificacao anterior é tal
que LCV=E x E*

Lema 2.3. L definido acima é um subespaco Lagrangeano.
Demonstracdo: Basta provar que: (1)L C Lt e (2) dim(L) = dim(E).

(1) Se (v1, 1), (v, 2) € L, entao vy, vy € S e ¢i(u) + b(v;,u) = 0, Yu € S quando
1 =1,2. Fazendo u = v e u = vy;
P2(v1) = —b(vz, v1) = —b(v1,v2) = P1(v2), logo P2(v1) = d1(v2)
, 1090, Wean((V1, $1), (V2, P2)) = Po(v1) — ¢1(v2) = 0. Portanto L C L*.

(2) Provaremos antes que dim(L) < dim(FE). Sabemos que, para qualquer um subes-

pago S C E, temos E* C S*, donde dim(E*) < dim(S*), e como L C S x E*,
dim(L) < dim(S)+ dim(E*) < dim(S) + dim(S™)
= dim(S) + dim(FE) — dim(S) = dim(FE).
para prova da desigualdade oposta, considere a funcao:
F:L—FE (v,p)— 0.

E facil ver que a mesma F ¢é linear e é sobrejetiva, logo dim(L) > dim(E). ™
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Proposigao 2.4. (1) Dada uma carta (U, r,, dro.0,); em A = A(V,w) temos que
Oro.0.(A(L) NULy 1) C Sym(Ly) € uma subvariedade de codimensao k(k+1)/2.

(2) Para k =0, Ao(L) NUL, 1, € aberto e denso em A.

Demonstragao: Primeiro observamos que podemos fazer a demonstragao apenas no

contexto em que V=FE x E*, w = wean, Lo = E x {0} e L; = {0} x E*

Lema 2.4. Podemos supor que (V,w) = (EXE*,wen) € Lo = Ex {0} e L1 = {0} x E*.

Demonstrag¢do: (do Lema) Para ver isto, considere o isomorfismo

T:V=Lo®L — LyxL

v t+v — (Uo, —PLO,Ll(Ul)) = (Uo,w(',vl))

e notemos que T'(Lg) = Lo x {0}, T'(L1) = {0} x L} e, para u = ug+u1, v = v9+v; €
Lo @ Ly, temos wean (T'(u), T'(v)) = Wean (o, w (-, u1)[Lo), (vo, w(-,v1)|Lo))
= w(ug, v1)—w(vy, u1) = w(ug, v1)+w(uy, vy), € como Ly, Ly sdo Lagrangeanos, obtemos

wWean(T'(u), T'(v)) =

Entao, podemos supor que (V,w) = (E X E*, wean) € Lo =E, Ly = E*, [ |
Seja L = 9(S,b) = {(v,¢) : v € S, e #|s + b(v,-) = 0}. como na Definicao 2.5 Dado
L' € Ap(L) N UL, 1, seja € Sym(E) tal que

)=
w(

w(u,v).

L'=graf(—p :E—E) ={(v,—8(v,")) : v eE}

Entao
LAL = {(v,—B(0,)) : v € Se B(v, )]s = b(v, )} = {(0,~B(0,)) : v € Ker(Bls—b)},
Portanto, dim(L N L) = dim Ker(f|s — b), consequentemente,
o0, (A(L) N ULy 1) = {B € Sym(E) : dim Ker(B|s — b) =k} C Sym(E).
Seja agora {ey,...,e,} uma base de E tal que {ey,...,es} é base de S. Entao,

Sym(E) = Sym,(R)", b= N € Symy(R).

LSym,(R) denota a classe de todas as matrizes simétricas de ordem n com entradas reais.
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{B € Sym(E) : dim Ker(5|s—b) = k} ~ { ;T i € Sym,(R) : A—N tem posto {—
k)

R Moxn—o)(R) X Symn_¢(R) X {A € Symy(R) : posto(A) = € — k}

= Myxn—n(R) x Sym,_(R) x {Ae Symy(R) : posto(A— N)=1{—Fk}.
Seguem dai os resultados desejados. [ |

Lema 2.5. ¥ := {A € Symy(R) : posto(A) = — k} C Symy(R)
é subvariedade de dimensao (¢ —k)({ —k +1)/2 + k(¢ — k).

Demonstrag¢do: O conjunto aberto de M,(R),

XY
O=C¢A= € M,(R); X € Gly_(R)
U Z

é aberto, pois f(A) = detX é continua e Q = f~1(R\ {0}). A identidade

I, O XY X Y
= (2.6)
UX—' -1, U 7 O UX'Y-Z
mostra que
Y = {A € Q; posto(A) = — k} = ¢ 1(0),
onde
0:Q— Mp(R), AUX'Y —2Z
A aplicagao ¢ é C™ e sua derivada em & = é dada por
L M
Dp(A)- £ =LX'Y ~UX'HX 'Y +UX 'K — M,
- : 0 0
logo é sobrejetiva, pois para todo S € Mi(R) Dp(A) - = S. Portanto, O
O -S

é um valor regular de ¢ e, por conseguinte, > é uma subvariedade de classe C*° de 2

de dimensao igual a ¢? — k2.

O mesmo argumento funciona para a restricao de ¢,
@ Symy(R) — Symy(R),
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pois, neste caso, U = YT e X e Z sao simétricas, logo p(A) é simétrica.

Concluimos que X é uma subvariedade de Sym,(R) de classe C* e dimensao

0+1) k(1) (C—k)(—k+1)
T > R — k).

Se Ay € M,(R) tem posto k, entdo By = EA ET € , para alguma matriz de
permutacao E. Uma carta local em By da uma carta local em Ag, logo, concluimos os

resultados para matrizes de posto k£ em geral. [ |

Obs. O espago tangente a X no ponto A é o niicleo de Dp(A).

Corolario 2.2. Ax(L) ¢ subvariedade de A de codimensao k(k+1)/2.
Para k =0, Ag(L) € um aberto denso de A.

2.3 O Espago Tangente 77 A

Nesta se¢ao iremos fazer uma identificacao entre o espago tangente 77, (A) da Gras-
smanniana Lagrangeana de V por um dado L, Lagrangeano e o espaco das formas
bilineares simétricas Sym(Ly), bem como conceituar o ciclo de Maslov.

Consideremos uma curva diferenciavel ¢ : I — A definida no intervalo I C R. A

terminologia utilizada na construcio a seguir é retirada de [Alvarez-Duran]|.

Definigao 2.6. : Dado ty € I, o Wronskiano de ¢ em ¢y é a forma W (ty) € Sym(¢(ty))
definida assim :
dados ug,vg € £(tg), escolhemos u,v : I — V diferenciaveis tais que u(t), v(t) € £(t),

u(to) = uop, v(ty) = vo, € tomamos:
W (to)(ug, vo) := w(ti(ty), v(to)).

Lema 2.6. (1) W (ty)(uo,vo) nao depende da particular escolha das extensoes u(t),

v(t) de ug, vo;
(2) W(to)(-,-) € Sym(£(to)).

Demonstracgao:
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(1) Dadas as extensoes u(t),v(t) € £(t), como £(t) é subespaco Lagrangeano temos

w(u(t),v(t)) =0, logo

0= Zw(u(t),v(t) = wi(t) v(t)) +w(u(t), o(1)),

donde,
w(a(t),v(t)) = —w(u(t),o(t)) = w(0(t), u(t)) (2.7)
Portanto, se @(ty) = u(ty), entdo w(ii(ty), vo) = w(v(ty), up) = w(w(ty),vo), 0 que

prova (1)

(2) Se u(t),u(t) € £(t) sao extensoes de ug, entdo u(t) + u(t) € £(t) e u(t) + u(t) é
extensao de ug + g, logo
W (to) (uo + o, v0) = w((u+)(to), vo)
= W(iL(to), Uo) + (.U(ﬁ(to), UU) = W(to)(Uo, Uo) + W(to)(?jbo, U[));
analogamente mostra-se a homogeneidade, W (to)(Aug, vo) = AW (to)(uo, v9). Na Equa-
¢ao 2.7 vimos que w(u(t),v(t)) = w(v(t), u(t)), do que decorre W (to)(ug, vo) = W (to)(vo, uo)-
Isto mostra que W (ty) é simétrica, logo, a linearidade na segunda variavel também vale,

portanto

W (to) € Sym(£(ty)).

Seja
(1 — A

t — WI(t), com l(ty) = Lo

Por ser o conjunto Uy, 1, 0 dominio de uma carta em A, existe ¢ > 0 tal que ((t) € Uy, 1,

para todo t € (tyg —€,ty + €).

Vamos utilizar as seguintes notagdes; onde 1'(t) : Ly — Ly é linear,

U(t) = graf(T(t)) — e B(t) = dror, (£(1)).

Defina u(t) := uo + T'(t)ug € £(t).
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Lema 2.7. %’t:to¢Lo,L1(€(t)) = W(to) € Sym({(ty))

Demonstrag¢do: Seja T(t) : Ly — Ly, ((t) = graf(T(t) : Lo — Ly) e B(t) =
Gro,r, (U(t)). Como B(t) = ¢rer,(U(t) = Oro,,(graf(T(t)) = Brw e lembrando da

Equacao 2.2 temos,

B(t)(u,v) = w(T(t)u,v), para wu,v € Ly

Dai, temos B(to)(uo,vo) = w(T(to)uo,vg). Como Lo = l(ty) = {u+ T(to)u : u € Lo},
segue-se que T'(tg) = 0, logo, a curva u(t) = up + T'(t)ug € £(t) é uma extensao de uy.
Portanto,

W (to)(uo, vo) = w(tu(to), vo) = w(T'(to)uo, vo) = B(to)(uo, vo)-

Note agora que pelo Lema 2.7 e a aplicacao 2.4 podemos fazer a identificacao canonica

0

d
Uty) =v o li=t, B(t) = W(to) (2.9)
Para futura referéncia, encerraremos esta secao com o seguinte resultado:

Lema 2.8. Se (: [ — A é uma curva C' ¢ T € Sp(V,w), entdo os Wronskianos W (t)
e W(t) de ((t) e {(t) := T(L(t)) estio T-relacionados, isto é:

—

W (t)(u, v) = W(t)(T(u), T(v)). (2.10)

Para todos u,v € ((t).

Demonstracdo: Se u(t) é uma extensao C' de ug com u(t) € £(t) para todo t,

entao T'(u(t)) é uma extensao de @y := T'(ug) com (t) € £(t) para todo t. Dai,

i(to), To)
(T'((to)), T'(vo))
(u(to), vo)

= W(to) (Uo, Uo).

W(to)(ﬂg, 170) = LLJ(

N

w
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2.4 Ciclo de Maslov e Focalidade

Nsta secao, fixaremos um Ly € A e definiremos o ciclo de Maslov e o cone tangente a
este, seguido por um Lema que envolve espaco tangente. Ainda introduziremos focali-
dade e instantes Lg-focais, seguido por uma proposi¢ao sobre estes tltimos, terminando
com a definicao de indice focal para curvas com certas propriedades na Grassmanniana

Lagrangeana

Definicao 2.7. O ciclo de Maslov associado a Ly é:

S(Lo) ={LeA:LNL#{0} = U Aw(Lo)}-

k>1

Pode-se mostrar que X(Lg) é uma subvariedade de A de codimensao 1 com singu-
laridades, cuja parte suave é Aj(Lg). Para cada L € X(Ly), o cone tangente a X(Lg)

em L é definido por
CLY(Lo) == {€(0) | £ : (—,0] — S2(Lo) C A tal que £(0) = L} € TpA
Lema 2.9. (1) C.X(Ly) = {b € Sym(L) : b|pnL, € degenerada }
(2) Se L € Ai(Ly), entao:

CLE(L()) = TLAl(L[)> = {b < Sym(L) . b‘LﬁLo = O}

Nao provaremos este Lema, porém uma demonstracao faz uso de :

Lema 2.10. Considere um subespago lagrangeano L € Ag(Lg), entao
TrAr(Lo) = {b € Sym(L) : b|rnr, = 0}

onde TLAk(LO) C TLA = Sym(L)

Demonstragao: Considere uma curva suave:
C:(—e,e) — Ag(Lo), £(0) =L, (2.11)

como ((t) € Ap(Lg), para todo t, £(t) N Ly tem dimensdo constante k. Podemos,

portanto encontrar um referencial suave vy, ...,vg : I — V para £(t) N Ly, isto é, cada
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v; + I — V ésuave e £(t) N Ly = span[vi(t),...,ve(t)], V t. Considere A = {b €
Sym(L) : blpar, = 0}. Temos que provar £(0) € A e que dados ug, vy € L N Ly entdo
W (0)(ug,v9) = 0. Por hipotese dim(¢(t) N Ly) = k, Vt, entao 3 extensao de classe C*
u: (—e,e) = V tal que u(t) € £(t) N Ly, onde u(0) = uy € Lo, consequentemente,
percebemos que u(t) € Lo, Vt. Dai, W(0)(ug,ve) = w(tg,ve) = 0, pois Ly € A, logo
((0) € A. Como A C Sym(Ly) tem codimensio M, entdo A =T Ak (Lo). |

Definicao 2.8. Seja £ : I — A curva diferenciéavel;

(1) to & Lo-focal para ¢, se £(ty) N Lo # {0} (isto &, {(ty) € X(Ly))

(2) Um instante to, Lo-focal, é ndo-degenerado se, e s6 se W (o) |e)nr, for nao-

degenerado.

Veja a figura 2.2 abaixo

fied)

PA

Z(Lo)

Figura 2.2: A figura ilustra uma curva que fura o ciclo de Maslov em 3 instantes Lo-focais.

Em termos de uma carta (Uz, 1, ¢r,.1,): suponha que a curva ¢ tem traco em Uy, 1,
e seja B(t) = ¢r,.0,({(t)) a curva de formas bilineares simétricas em L, correspondente.

Afirmamos que, para todo t
0(t) N Lo = Ker(5(t)) (2.12)
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W(t) lqynze= BE) |ker(sy) (2.13)

e em consequéncia, um instante t é Lg-focal se, e s6 se f(t) é degenerada, e é nao-
degenerado se, e s6 se, 3 |ker(s(t)) € nao-degenerada. Para mostrarmos (2.12), es-
crevendo ((t) = graf(T(t) : Ly — Li), entdo B(t) = Brw = w(T'(t)-,-). Dali,
Ker(B(t)) = Ker(T(t)) e este ultimo & £(t) N Ly.

Proposicao 2.5. Se ty é Lo—focal nao-degenerado entao 3 € > 0 tal que £ ndo possui
outros instantes Lo—focais em (to—¢, to+e). Dai, em cada intervalo compacto [a,b] C I,

teremos que £ terd uma quantidade finita de instantes Lg-focais nao-degenerados.

Demonstragao: Sera consequéncia do Lema 3.2 do proximo capitulo.

Segue desta proposicao que, para curvas contendo apenas instantes Lo-focais nao-

degenerados, podemos fazer a seguinte definicao.

Definigao 2.9. Seja ¢ uma curva suave de [a,b] para A cujos instantes Lo-focais sao

todos nao-degenerados. Definimos o seu indice focal por :
Z.focal(ga LO) = Z Sgn(W<t) |E(t)ﬁLo>‘ (214)
t€la,b]
Aqui, estamos utilizando a seguinte notacao: se § é uma forma bilinear simétrica num

espago vetorial de dimensao finita, sgn(3) representa a sua assinatura, isto é, o coindice

de B menos o indice de .

Este conceito sera utilizado no proximo capitulo, o mesmo é de muita importancia,
pois é um invariante topolégico por deformagoes continuas, bem como o indice de

Maslov que serd posteriormente relacinado com ele.
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Capitulo 3

O Indice de Maslov

Iniciamos este capitulo enunciando um importante Teorema sobre a existéncia do
indice de Maslov. Mostraremos como as propriedades do indice de Maslov implicam

numa relacao deste com o indice focal definido na Defini¢ao 2.9.

Na segunda parte discorreremos sobre o grupo fundamental 7 (A, L) da Grass-
manniana Lagrangeana e logo em seguida mostraremos como usa-lo para fazer uma

construcao do indice de Maslov.

3.1 Propriedades do Indice de Maslov

O teorema abaixo caracteriza a fungao indice de Maslov. Nao o demonstraremos

aqui, mas o utilizamos para deduzir outras propriedades do indice de Maslov.

Teorema 3.1. Para cada subespaco Lagrangeano Ly C 'V, existe uma unica funcao
pry s {0 [a,b] = A a,beR, L€ continua e £(a),l(b) € No(Lo)} — Z (3.1)

tal que

(I) Se H :[0,1] x [a,b] = A é uma homotopia entre Ly(t) = Ho(t) e £1(t) = Hy(t) tal
que Hy(a), Hg(b) € No(Lo) Vs, entao pr,(lo) = pir,(41)-

(II) Se { = cte, entao pur,(¢) = 0.
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(III) Se a curva ly x Uy estiver definida entao fir,(¢y * l2) = pr,(€1) + pr,(€2)

(IV) Se € :[a,b] — A € C' e € tal que U(ty) € Ai(Lg) e W(to) |wetto)nre)> 0 (positivo
definida) e tivermos ((t) ¢ 3(Lo) se t # to, entao pur,(¢) =1

Na verdade, duas curvas que satisfazem as hipoteses (IV) do Teorema 3.1 sao
necessariamante homotopicas. Mais precisamente, provaremos no final desta secao

que:

Proposigao 3.2. Se {y, ¢y : [a,b] — A satisfazem as hipdteses de (IV), entao eriste
uma homotopia Hy entre {y e £y tal que Hg(a), Hs(b) € Ao(Lo) Vs € [0, 1]

O objetivo desta secao é o de estabelecer a seguinte relacao entre os indices de

Maslov e o indice Focal:

Teorema 3.3. Se ( : [a,b] — A é uma curva C*, cujos instantes Lg-focais sao todos
nao-degenerados e, além disso, os extremos £(a) e £(b) estao em Ao(Ly), ou seja, fora

do ciclo de Maslov, entao :

MLO(E) = Z'focal(gaLo)
= Z sgn (W(t) |e(t)mL0)

te(a,b)

As demonstracoes da Proposicao 3.2 e do Teorema 3.1 serao consequéncia de uma
série de resultados. Comecgamos estabelecendo algumas notagoes: se § é uma forma
bilinear simétrica num espago vetorial V| representaremos por n,(5) e n_(f) seus

coindice e indice, respectivamente :

ny(B) = sup{dim W : W C V é subespaco e 3 |w> 0}
n_(B) = sup{dim W : W CV ésubespago e 8 |w< 0}

Lema 3.1. Sejam (1,05 : [a,b] — A continuas, com extremos em No(Lo), e suponha
que elas estio contidas em U, 1,. Sejam Bi(t) = ér,.0, (Li(t)) para i =1, 2.
Se ny(P1(t)) = ny(Ba(t)) parat = a et = b, entao {1 e ly sao homotdpicas por uma

homotopia tal que H(a), Hy(b)' € Ao(Lo) para todo s € [0, 1].

1

sempre que tivermos uma homotopia H, o indice s pertenceré ao intervalo fechado [0,1]
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Demonstracao: Precisaremos da seguinte afirmagao:

Afirmacao 3.1. Seja Symy(R") = {B € Sym(R") : n (B) =k edim Ker(B) =

(}. Entao Symy(R™) é conexo por caminhos.

Demonstragao: Denote por M, a matriz
I
Oy
—Ip—k—t

Pelo Teorema da Inércia de Sylvester, a aplicacao
Gli(n) — Symy(R")
Q — QTMk,ZQa

onde Gl (n) = {Q € M,x,(R) : det(Q) > 0}, é sobrejetiva. Como também é continua
e Gl (n) é conexo por caminhos, segue o resultado. |
Demonstrag¢do: (do Lema 3.1). Precisamos construir uma homotopia H(t) entre (3,

e (9 tal que para todo s:
HS(CL), Hs(b) S ¢L0,L1 (UL07L1 N AO(LO)) - {ﬁ € Sym(L()) : Ker = {O}}v

e denotemos este tiltimo por Symg(Lg). Observe que Hy(t) := (1 — 5)B1(t) + sBa(t) ¢
uma homotopia entre B; e B, mas pode acontecer de H,(a), Hy(b) ¢ Symo(Lo). Para
contornar isso, pela hipotese do Lema e pela Afirmacao, podemos escolher caminhos
continuos mq,my : [0, 1] = Symg(Lg) tais que mq(0) = 51(a), my(1) = Pa(a), me(0) =
Bi(b), ma(1) = B2(b).

Sejam f(s) = —s(s—1),ens: [a+ f(s),b— f(s)] = |a,b] a reparametrizagao linear tal
que ns(a+ f(s)) =aens(b— f(s)) =b. A homotopia procurada sera:

(_t+a——i_f(5)m S t_a — S a S a se a, a S

Hy(t) = ¢ (1 —8)B1(ns(t)) + 5P2(n (t)), set€la+ f(s),b— f(s)]
—t4h — s s Mm s), se — f(s
| T =90 + 50 + (s, se e b 105,01

Segue dai que
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O lema a seguir é o coragao desta secao. Ele descreve como muda o coindice de uma

curva de formas bilineares simétricas ao passarmos por um instante de degenerecéncia.

Lema 3.2. Seja § : [to,t1) — Sym(R") de classe C tal que f3 | Ker(8(t0)) € nao-
degenerada. Entao erxiste € > 0 suficientemente pequeno tal que B(t) € nao-degenerada
se

t € (to,to + €] e vale que:

ni(B(t) = ni(B(to)) +ny(Bto) [rersto)))-

Dai se B € C' numa vizinhanca de ty, entio para € > 0 suficientemente pequeno vale:

ni(B(to+¢e)) = ny(Bto—€)) + 59n(B |ker(sito))-

Antes de demonstrarmos este lema, faremos alguns preliminares sobre formas bili-
neares. Lembremos da defini¢do de ny (/) na pagina 31. Fixada uma norma | - || em

R™ podemos definir a norma de 5 € Sym(R™), como

81 = sup  [B(u,v)|< o0 (3:2)

lull=1, flvll=1
Se para um intervalo I tivermos que I > t — [((t) é uma curva continua em Sym(R"),
entao as fungoes n, (5(t)) e n_(5(t)) nao decrescem numa vizinhanga de cada to: dado

to € I, existe € > 0 tal que

ni(B(t)) = ni(B(to)
n-(B(t)) = ni(B(to).

Em particular, se 3(t) for nao-degenerado para todo ¢, entao ny(5(t)) e n_(B(t))

set € (tg—e,to+¢) (3.3)

permanecem constantes.

Para mostrarmos (3.3), seja W C R” com subespago com dimensao n (5(to)) tal que
B(to) |w> 0. e S(W) a esfera unitaria de W. Como a fungao S(W) 3 v — B(tg) (v, v)

é continua e positiva, e S(W) é compacto, existe ¢ > 0 tal que
B(te)(v,v) = ¢  para todo v € S(W). (3.4)

Da continuidade de t — [(t), existe ¢ > 0 tal que || S(t) — B(to) ||< g, se t €
(to —e,tp + €). Lembrando de (3.2) e (3.4), obtemos que

B(t)(v,v) = =>0 para todo v € S(W), (3.5)

c
2
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dai () |w> 0 e portanto ny(5(t)) = ny(B(to). A desigualdade n_(5(t)) = ny(B(ty) é

andloga.
O Lema 3.2 sera consequéncia do seguinte caso particular:

Lema 3.3. Se 3 : [to,t1) = Sym(R") ¢ C' e f(t) =0 e 3 |Ker(8(t0))> 0, entao existe
e >0 tal que B(t) >0 set € (to,to + €).

Demonstragao: Como antes, fixemos uma norma em R". Seja W um comple-
mento para Ker(5(to)), e denotemos por S(W) e S(Ker(B(ty))) as esferas unitaria de
W e de Ker(5(to)). De B(tg) = 0 e WnN Ker(B(ty)) = {0}, segue que B(ty) |w> 0.

Como em (3.4), existem c¢o > 0 e ¢; > 0 tais que

B(to)(w,w) = ¢ para todo w € S(W) (3.6)
B(to)(u,u) > ¢ para todo u € S(Ker(B(ty))). '
Da mesma forma que (3.5), existe ¢ > 0 tal que
B(t) (w, w) > (;—D para todo w € S(W) se t € [to, to + ). (3.7)
Escrevamos
B(t) = B(to) + (t —to)Blto) + r(t), (3.8)
. or(t) o .
com lim = 0. Diminuindo €, se necessario, podemos supor que
t—to t — 1o
|W@H<%@—%%wtem@+@. (3.9)

Até o final da demonstracao, suporemos t € [to,tg + €).

De (3.9) segue que r(t)(u,u) > —%(t —tp) para todo u € S(Ker(f(ty))). Voltando

para (3.8) e usando (3.6), obtemos

Bt (u,u) > (t—to)cl—%(t—to) (3.10)

= %(t — to), para todou € S(Kerf(ty))

Dados u € Ker(8(ty)) e w € W, de (3.8) e (3.9) temos:

| B (w,w) | = | (t—to)B(to)(u, w) +r(t)(u, w) |

<(t—to) || Blto) | +5 (t—t) = (t—to)eo,  (311)
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: c
onde ¢y :=|| B(to) || +§1. Diminuindo £ > 0, podemos garantir que

CoC1

(t — to)CQ < 1

(t —to)
se t # 1o, pois segue da garantia de existéncia de algum ¢ > 0 tal que (¢t — tg)%c2 <
CoC1 CoC1

T(t —tp) se t # to. Donde, | B(t)(u, w) |< T<t —tp), logo

| B() (u,w) [< /] B(E)(u,u) [V] BE)(w, w) | (3.12)

se t € (to,to + €). Portanto
Bt)(u+w,u+w)= B(t)(u,u)+ B(t)(w,w) + 28(t)(u, w)
> B(t)(u,u) + B(t)(w, w) — 24/B(t) (u, u)/B(E) (w, w)  (3.13)
= (V/B(t)(u,u) — /B(t) (w,w))* > 0.

Isto mostra que 8 > 0 se t € (to,to + €) [ |

A seguinte proposicao mostra como calcular explicitamente o indice de Maslov
ftr, de curvas contidas num dominio Uz, r,. Em particular, segue dela a unicidade
mencionada no Teorema 3.1 (para o caso geral de uma curva nao contida num dominio
de uma carta podemos particiond-la em pedacos contidos em dominios de cartas e

usamos a aditividade do indice de Maslov.)

Proposigao 3.4. Se uma curva continua 0 : [a,b] — A € tal que (([a,b]) C Uy, (
para algum L) e €(a),l(b) € Ao(Ly), entao

pry(€) = 1y (B(b)) — ny(B(a)),
onde B(t) = ¢ry,r, (L(t)).

Demonstrag¢do: Segue do Lema 3.1 e de (I) do Teorema 3.1 que basta encontrar-
mos, para cada i,j =0,1,...,n, uma curva ;; : [a,b] — Uy, 1, tal que:
lij(a), 4;;(b) € Ao(Ly).
ni(Bij(a)) =i, ni(Bi;(b) =J
pro(lig) = J —i.
onde 3;;(t) = ér,.1, (£i;(t)). Vamos dividir em quatro partes a demonstragao, segundo

a variacao de 7 e j;
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(1) j =4i. Tomamos (;;(t) = B, onde ny(B) =ie Ker(B) = {0}. De I do Teorema
3.1,
ML(J(gi,i) =0=17—1.

(2) 5 = i+ 1. Fixe uma base {fi,..., f.} de Ly. Com respeito as coordenadas

induzidas por essa base, defina

Bi,i—i—l(t) = t— (ZT—H) . (314)

Entao, n4(8i+1(b)) = i + 1, Ker(Bii41(a)) = {0} = Ker(B+1(b)). Mostremos
que ¢; ;41 satisfaz (IV) do Teorema 3.1 e, portanto, que pr,(¢ii+1) = 1 = (i +
1)—1i:

b
{0}, se t# o

Ciiv1(t) N Lo = Ker(Bii41(t)) = a —21— b
Span|fiyi], se t= 5

+b

Também, denotando por ty = , e por Wi ;1(t) o Wronskiano de ¢; ;11(t), de

(2.13) temos:

Wiit1(to)

KZ-,Hl(to)ﬂLo: /Bi,i—i-l |K6T(ﬂi7i+1(to)): 1 |Span[fi+1]> 0

0

(3) 7 >i+1. Paracadai=0,...,n, fixe B; € Sym(Ly) tal que n(B;) e Ker(B;) =

{0}, e escolha curvas continuas f;,41 : [a,b] = Sym(Lg) tais que B;:41(a) = B; e
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B;,Z-H(b) = Byy1. Sendo Z»,Hl(t) = (¢L0,L1)_1(Ei,i+1(t>>; entdo, pelo item anterior

a este, pr,(¢i;+1) = 1. Defina entdo ¢; ; pela concatenacao
gi,j = Zi,z'+1 * Zi+1,i+2 *Looox Zj—l,j-
Segue que 1. (L1, (£i (D)) = i (Bj) = J, ny(bro,L, (£i(b)) = n4.(Bj) = J,

pro(big) = poo (igrr) + - 4 prg(Gry) = J — i (3.15)

(4) j < i. Segue dos casos anteriores, usando que o indice de Maslov muda de sinal

quando tomamos a parametrizagao reversa de (. (Para tal basta lembrar o item

(III) do Teorema 3.1).

|
Podemos agora demonstrar o Teorema 3.3. Para tal, consideremos uma particao a =

ty <ty <...<tpy1 = bde [a,b] tal que cada l; = 0 |y, 4,,,) satisfaz:

(I) EZ([th ti+1]) - z/{Lo,Lm para algum Lz

(IT) Para cada i, ou ¢; esta contida em Ag(Lg) ou existe um unico t;* € (t;,t;11) tal

que £(tf) € X(Ly).

Como existe a concatenacao ¢ = {1 * ly % ... x {}, entao
pro(€) = pro(Cr) + -+ pir (4) (3.16)
Seja, para cada i, 5;(t) = ¢r,.1,(¢:(t)). Pela Proposigao 3.4,
pire (i) = ny (Bi(tiv1)) — ne(Bi(t:)) (3.17)

Para cada i tal que exista ¢}, como temos que 5Z(t;“) | Ker(s,(t+)) € ndo-degenerada (pois

esta ¢ igual a Wi(t}) |o ()L, que, por hipotese, é ndo-degenerada), segue do Lema

(3.2) que existe € > 0 tal que

(Bt + €)) = i (Bt =€) = sgn(Bi(t}) Ier(sue) = sgn(W (t]) leeynro)-

44



De (3.3) e do fato de que ¢; ndo tem instantes Lo-focais em [t;,tF —¢] e em [tf +&,t;41],

segue 14 (5;(t7 + €)) = ny(Bi(tiv1)) e na(Bi(t — €)) = n+(B(t)) e, portanto,
fio(€) = sgn(W(t7) loe)ni,)- (3.18)

Para cada ¢ tal que ¢;([t;,ti+1) C Ao(Lo), sabe-se que ny(f5;(t)) fica constante, e por-
tanto, de (3.17), pr,(¢;) = 0. O resultado segue agora de (3.16) |

Nosso proximo objetivo serd a demonstragdo da Proposi¢ao (3.2). Comecamos

introduzindo, para cada Ly € A, o seguinte subgrupo de Sp(V,w):
Spt(V,w, Ly) = {T € Sp(V,w):T(Ly) = Loedet(T|r,) > 0}. (3.19)
Lema 3.4. O grupo Sp*(V,w, Lo) € conexo por caminhos.

Demonstracdo: Podemos supor que (V,w, Ly) = (R*",wy, R" x {0}). Dada

A B
¢ D

?

segue de (1.6) que T € Sp™(R*™,wy, R™ x {0}), se, e somente se C' = 0, det(A) > 0,
D = AT e BTD é simétrica. Como G/, (n) é conexo por caminhos, existe caminho

t— At € G€+(n), com AQ = In e Al = A. Defina Dt = (At)_T e Bt = [t.BTD(Dt)_l]T

Entao,
At Bt
t—>
0 Dy
¢ uma curva em SpT(R*", wp, R™ x {0}) comegando em I, e terminando em 7. |

Lema 3.5. Se a curva ( : [a,b] — A satisfaz as hipdteses de (IV') do Teorema 3.1, e se

T € Spt(V,w, Ly), entao existe homotopia Hy(t) entre ((t) e £(t) := T(€(t)) tal que,

para todo s, a curva t — Hy(t) satisfaz as hipdteses de (IV).

Demonstrag¢do: Pelo Lema anterior, exite caminho s — T, € Spt(V,w, Ly) com
Ty = Iy e Ty = T. Defina entdo Hy(t) := T,(¢(t)). Resta mostrar que cada curva
U5(t) := H(t) satisfaz as hipoteses de (IV') : De Ts(Lo) = Lo, temos que

gs(t) N LO = Ts(g(t» N TS<LO) = Ts(€<t) N LO)? (320)
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dai cada l4(t) intersecta X(Lg) num tnico instante tq e dim(ls(to) N Ly) = 1. Falta
mostrarmos que se 0 # Uy € £s(tg) N Lo entdo Wi(to)(Tg, o) > 0, onde Wi(t) é o Wrons-
kiano de £4(t). Com efeito, por (3.20) temos Uy = Ts(vo) para algum vy € £(ty) N Ly.
Aplicando o Lema (2.8), obtemos Wj(to) (7o, 7o) = W (to) (vo, vo) e este iiltimo é positivo
pois £(t) satisfaz as hipoteses de (IV) |

Demonstragdo: (da Proposigao 3.2);
Sejam to,t; € (a,b) os instantes tais que lo(to) N Ly # {0} e £1(t1) N Ly # {0}.
Reparametrizando ¢;, podemos supor que ty = t; = t*. Também, como dim({y(t*) N
Ly) = 1 = dim(¢1(t*) N Ly), pelo Teorema 1.10 existe T € Sp™(V,w, Ly) tal que
T(lo(t*)) = £1(t*). Pelo Lema 3.5, a curva ly := T((y(t)) é homotopica a lo(t) por
curvas que satisfazem as hipoteses de (/V) do Teorema 3.1. Dai, podemos supor que

lo(t*) = £1(t*). Sejam L, subespago Lagrangeano complementar a Ly e £ > 0 tais que
g()([t* —e,t" +€]) CZ/{LO,Ll e (3.21)
61([25* — e, t* +€]) CZ/{LO,Ll (3.22)

e denotemos por f;(t) = ¢r,.1,(¢i(t)) quando i = 0,1. Para prosseguir precisamos da

seguinte afirmacao;
Afirmacao 3.2. Temos que

ny (Bo(t” —€)) = ny(Bi(t" —€)) (3.23)
e (Bo(t* + €)) = ny (B (t* +€)) (3.24)

Demonstragdao: Por hipotese, Ker(W;(t*) |e,nL,) = {0}, ne (Wi(t*) |o,000L0) =
L en_(W;(t")

Zi(t*)ﬁLo) =0, isto &,
Ker(Bi(t7) |keraiern) = {0}, na(Bi(t]) |kersiiry) = 1
”—(ﬁZ(t:) |Ke7“(ﬁ¢(t;*))) =0
Aplicando o Lema 3.2;
ny (Bt +¢e)) = ny(B)(t7) +1
ny (Bt =€) = ny(B)E) +n(Bi(t) |kersie)
=n(Bi(t"))
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O resultado segue agora de [o(t*) = B1(t*) (pois £o(t*) = C1(t")). |
Segue desta afirmacao que podemos aplicar o Lema 3.1 para concluir que as curvas

lo

(t—et*+2] € {1 |[tr—e,1= <] 580 homotopicas através de curvas com extremos em Ag(Ly).

Como A\ X(Ly) é contratil, esta homotopia pode ser estendida a uma entre o e ¢; B

47



3.2 Construcao do Indice de Maslov

Comecaremos esta secao descrevendo um gerador para o grupo fundamental de A
partindo da identificagdo U(n)/O(n) — A, construida no Capitulo 1 e de um resul-
tado sobre o grupo fundamental de U(n)/O(n). Em seguida, usaremos estes resultados

para dar uma construcao das funcoes pr,.

3.2.1 O Grupo Fundamental de U(n)/O(n).

A fungao determinante ao quadrado det? : U(n) — S' é constante e igual a 1 em

O(n), dai ela induz uma fungao continua

det?:U(n)/O(n) — S
A > det*(A). (3.25)

Precisaremos do seguinte resultado, cuja demonstracao sera omitida ( veja, por exem-

plo, [Piccione-Tausk])

Teorema 3.5. O homomorfismo induzido

(det?), : m(U(n)/O(n), I,) — m(S",1)
A = det*(A)

€ um isomorfismo.

Lembremos que 71(S1, 1) ~ Z, e que um gerador para este grupo é a classe de

0,1 — S*

t 67271'7%

Dai, o Teorema acima implica que 71(U(n)/O(n), I,,) ~ Z e que um gerador para este

grupo ¢ a classe de

v:[0,1] — U(n)/O(n)
+(0) = AT, (3.26)
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onde

—mit

3.2.2 O Grupo Fundamental de A

Comegamos lembrando a identificacao entre A e U(n)/O(n) estabelecida no Capi-
tulo 1.
Dados L € A(V,w) e uma base simplética B = {e1,..., e, f1,..., fu} de V tal que
L = Spanley, ..., e,], obtemos um homeomorfismo

v :U(n)/On) — A

n n

X +iY — SPGH[Z(HJm@k + Yk fr)s - - - s Z(wknek + Yien fr)]
k=1 k=1

tal que ¥p(l,) = L, onde X = [v;,] e Y = [y;]. Dai, o homomorfismo induzido
(VY5)« : T (U(n)/O(n), I,) — m (A, L) é um isomorfismo. Portanto, os grupos abaixo
sao isomorfos

Uy <A7 L) ~ Za

e compondo ¥z com o mapa 7y descrito em 3.26 obtemos que um gerador deste grupo

¢ dado pela classe de

lg:[0,1] — A (3.27)
gzg(t) = wB(M) (328)
= span|cos(mt)ey — sen(mt) f1,ea, ..., €n]. (3.29)

Para referéncia futura, representemos por
ig : T(A,L) — Z

o isomorfismo que envia tal gerador em 1.
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3.2.3 Construcao do Indice de Maslov

Sera conveniente introduzirmos a seguinte construcao associada a um espacgo to-
pologico X: no conjunto formado por todas fung¢oes continuas v : I = [0,1] — X
com v(0) = (1), consideramos a relagdo de equivaléncia que diz que v ~ 7' se, e
somente se, existe homotopia H(t) entre v e 7/ tal que H(0) = H,(1) para todo s.
Denotaremos por [[7]] a classe de equivaléncia de v e por QYz) = {[[7y]] : v : I —
X é continua e y(0) = v(1)}. Fixando um ponto base o € X e denotando por [y],, a

classe em 71 (X,x0) de v: I — X, v(0) = v(1) = 2, temos uma aplicagdo canonica

N © (X, 79) — QYX)
[V — [[]

Proposicao 3.6. Se m(X,xo) € abeliano, entao 1, € uma bije¢ao.

Demonstrag¢do: Veja, por exemplo [Hatcher|. [ |
Voltando ao caso X = A(V,w), vimos em subsegao anterior que, fixando uma base
simplética {e1,...,en, f1,..., fu} de V, obtemos um isomorfismo

ig:m(A L) — Z, (3.30)
onde L = Spanley, ..., e,]. Compondo este isomorfismo com a inversa da bije¢ao
ne - m(A L) — QYA),

obtemos uma bijecao

pi=igo ()t Q'A) — Z.

Lema 3.6. O mapa p nao depende da escolha de B.

Demonstragdo: Seja B = {€},... el fi,..., fl} outra base simplética. Nossa
tese equivale a provar que [[(g]] = [[{s]]. Para tal, seja T' € Sp(V,w) a tnica transfor-
magao tal que T'(ey) =¢},...,T(e,) =€, T(f1) = fi,..., T(fn) = fl. da defini¢ao de
U5 e g segue direto que

T(ts(t)) = le(t).
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Como Sp(V,w) é conexo por caminhos (veja, por exemplo a Proposi¢ao 4.4.4 do

[Meyer2009]), existe caminho s — T € Sp(V,w) com Ty = Iy e Ty = T Portanto,
Hy(t) == T,(¢p(t))

¢ uma homotopia entre {5 e (g, através de lagos, donde [[¢5]] = [[¢(5]] |

Fixado Ly € A procederemos agora a constru¢ao do indice de Maslov, com respeito

a LOJ
pr, : {€:a,b] = A a,b € R, £écontinua, l(a), £(b) € Ao(Lo)} — Z.

Dada ¢ : [a,b] — A com {(a), ¢(b) € Ao(Lyg), escolha um caminho « : [a,b] — A¢(Lo)
com «a(a) = l(a) e a(b) = £(b) e um homeomorfismo r : [0,1] — [a,b] com r(0) = a,
r(1) = b. Defina

po(€) := p(([[(€ + @) o r]]), (3.31)

onde @& é o caminho inverso de «, isto é a(t) = a(a +b —t)

Lema 3.7. O inteiro pur,(¢) nao depende das escolhas de o e r.
Demonstracgao:

(1) Independe de 7: Seja 1’ : [0, 1] — [a, b] outro tal homeomorfismo. Como (£ * &) o
r=(xa)or)o((r')"'or), e esta tltima é homotopica a (¢ * @) or’ através da
homotopia

Hy(t) = ((txa)or)o(s(r)Hr(t)) + (1 —s)t)) (3.32)

que fixa extremos, obtemos que
[(£*a)or]] =[[({*a)or], (3.33)

e portanto pir, independe de 7.

(2) Independe de a. Se o : [a,b] — A¢(Lo) é outro tal caminho, como Ay(Lg) é
contratil existe uma homotopia H(t) com Hy(t) = a(t), Hi(t) = o/(t), Hs(a) =
U(a), Hy(b) = €(b),Vs. Definindo H,(t) por Hy(t) = (¢« H,(-))(t), H,(-) fixa
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extremos. Temos que PNIS(t) & uma homotopia entre £* a e £ o’ através de lacos.

Segue disto e de (3.33) que

[[(€xa)or]] = [[(£xa)or]

Procederemos agora a verificagdo de que pp, satisfaz as propriedades de (I) a (IV)

do Teorema 3.1

(D)

(I11)

Seja Hg(t) uma homotopia entre £y(t) e ¢1(t), com Hg(a), Hs(b) € Ao(Ly) para
todo s. Como Ag(Lg) é contratil, existe uma homotopia G;(s) entre as curvas
s — Hg(a) e s — Hg(b) com Gy(s) € Ao(Ly) Vt,s. Sendo r : [0,1] — [a,b] um

homeomorfismo com r(0) = a, r(1) = b, temos que

1o (lo) = p([[lo * G((0) o 7]})
firo (£1) = p([[ly * Gy (1) or]])

Note que I's(t) := (Hs(-) * G(.y(s)) o7 é uma homotopia, através de lagos, entre

(lox Gy(0))ore ({1 xG(y(1)) or, portanto [[ly *x Gy(0) or]] = [l * G()(1) or]].

[sto mostra que

piro(bo) = pro (1)
Se ((t) = L, Yt podemos tomar «(t) = L, Vt, dai (({xa)or)(t) =L, Vi, logo
()M ([[(€x @) o r]]) = e,
onde e é o elemento neutro de 7 (A, L), e portanto
fir, (¢) = ig(e) =0, (3.34)
pois ig € um homomorfismo de grupos. [ |

Para provar (III), sera necessario fazermos a seguinte observagao: Se v : [ — X
¢ um lago num espago topologico X, isto é v é continua e y(0) = (1), e se

to € (0,1), denotamos por 74, : I — X o lago que comega em v(ty), isto é,

o

N =

Y21 —to)t +1to) , te]
V2t —to) , t€]

]
]

Y

Vo <t> =

—_

9

N
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Afirmamos que
[[eo]] = [V]]- (3.35)

De fato, é claro que [[v4,=0]] = [[7]] € uma homotopia através de lagos entre ;, e
Y=o € obtida substituindo ¢y por s.ty no segundo membro de 3.2.3 Voltemos agora
a demonstragao de (I17). Dadas 71,72 : [0, 1] — A com v1(0),v1(1),72(0), (1) €
Ao(Lyg), sejam g, @ [0,1] — Ag(Lo) com ay(0) = £1(1), ay(1) = £1(0),

az(0) = ly(1), as(l) = £5(0). Para o calculo de pr,(¢1 * ¢3) podemos utilizar

as * aq, de modo que

pry (01 % 0) = p([[l1 * lo % g * aq]]). (3.36)
Afirmacgao 3.3. Temos que

[[01 % Lo * g * aq]] = [[la * o % vy * £1]] (3.37)

Demonstracao: Seja y(t) := ({1 * ly % g * 1) (t). Por definigao,

(0, (40), set €0,

() = l(4t—1), sete s3]
as(4t —2), sete (3]

\ o (4t —3), sete€ [3,1]

1
Aplicando (3.35) ao lago v e ty = 7 obtemos que v é homotopica, através de

lacos, ao laco:
(

l5(6t), se te[0,]

o t) = az(6t — 1), sete g, 3]
! a1 (6t —2), sete s3]
| ((2t—1), sete [5,1]

Para concluir, uma homotopia, através de lacos, entre Y1eo laco

;

(o(4t), se t € [0, 4]

4t —1), sete[t 2

(b %y sy £)(1) = 4 21 e 23]
ap(4t —2), sete [%,%]

| (1(4t = 3), se t € [2,1]

23



é dada por

lo((—2s +6)t), setel0

' (— 2s+6 ]
as((—2s+6)t — 1), set € [ 2;6) e 25+6

H.(0) - 2 |
ai((—2s +6)t — 2), se € [ 23+6]
| G((2s +2)t =25 = 1), se t € [££2,1]
|
Sejam 1 1= v * {1 e 5 := {3 * ay. Da Afirmagao, e de (3.37), segue que
firo (b1 % L2) = p([[y2 * mll)- (3.38)

Como os lacos 71 e 2 sao baseados em L := {1 (1), eles definem classes [v1]1, [12]r €

(A, L) e temos [v1 * 2| = [ - [12]1. Segue disto e de (3.38), que

Ly (b be) = is([n]e - [elr)

= ip([nlz) +is([re]L)-

Por um lado, é claro que pur,(¢2) = ip([y2]r). Por outro lado, analogamente a
Afirmagao, mostra-se que [[ay * £1]] = [[{1 * a1]], e portanto ig([v1]r) = p([[ea *

0]]) = p([[6r * a4]]) = pry(€1). Isto conclui a a demonstracao de (ITI). [ |

De acordo com a Proposi¢ao 3.2 e devido a propriedade (I) do Teorema 3.1 ja
estabelecida, basta exibirmos uma curva particular que cumpra (IV). Seja B =
{e1,...,€n, f1,..., fn} uma base simplética tal que Ly = Spanlfi,..., f.]. Sendo
(5 0 lago em A definido em (3.27), temos ¢5(0) = ¢g(1) = L := Spanley, ..., e,]

Como ig([¢g]L) = 1, segue que

fio(ls) = 1. (3.39)
Da definicao de /3,
0}, se t#12
(5(t) N Lo = o} 72
Span[fi], se t= %

e sendo v(t) 1= —cos(mt)e; + sen(rt) f1, temos que v(t) € 5(t),Vt e lp(3) N Ly =

W) = wlily) o)) (3.40)
=w(mey, fi) =7 >0 (3.41)
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isto conclui que W(%) |es(1/2)nL0> 0.

%)



Referéncias Bibliograficas

[Piccione-Tausk| P. Piccione, D. V. Tausk, A Student’s Guide to Symplectic Spaces,
Grassmannians and Maslov Index, Publicacoes Matematicas - IMPA, Rio de Ja-

neiro - RJ, 2006.

[McDuft-Salamon| D. McDuff and D. Salamon, Introduction to Symplectic Topology,
Clarendon Press. Oxford, 1998.

|Alvarez-Duran| J. C. Alvarez Paiva, C. E. Duran, Geometric invariants of fanning

curves, Adv. in Appl. Math. 42 (2009), no 3, 290-312.
[Hatcher| A. Hatcher, Algebraic Topology, Cambridge University Press, 2001.

[Meyer2009] K. Meyer, G. Hall, D. Offin, Introduction to Hamiltonian Dynamical Sys-
tems and the N-Body Problem, Second edition, Springer, 2009.

[Valeriano2010| L. R. Valeriano, A GEOMETRIA DA GRASSMANNIANA LA-
GRANGEANA E O INDICE DE MASLOV, Tese de Mestrado, Dmat, UFPE,
Recife-PE, 2010.

[Duistermaat| J.J. Duistermaat, On the Morse index in variational calculus, Advances

in Mathematics 21 (1976), 173-195.

[Arnold] V. 1. Arnol’d, Characteristic Class Entering in Quantization Conditions,
Funct. Anal. Appl. 1 (1967), 1-13.

26



	Aprovado: __________________________________________________
	O ÍNDICE DE MASLOV DE CURVAS
	DE SUBESPAÇOS LAGRANGEANOS
	Por
	Cidade Universitária – Tels. (081) 2126 - 8414 – Fax: (081) 2126 - 8410


