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Resumo

Neste trabalho, analisaremos o decaimento das solucdes u de dois problemas do Cauchy. O
primeiro, para leis de conservacdo parabdlicas e o segundo para equacdes de Navier-Stokes.
Tal analise ser4 feita para normas L> e L™ de u e de suas derivadas utilizando a Transformada

de Fourier e a solucdo da equagdo do calor.

Palavras-chave: Decaimento. Leis de conservacdo parabdlicas. Equacdes de Navier-Stokes.



Abstract

In this work, we analyze the decay of the solutions u of two Cauchy’s problems. The first, to
parabolic conservation laws and the second to Navier-Stokes equations. Such analysis will be
done to the norms L? and L™ of u and its derivatives applying the Fourier Transform and the

solution of the heat equation.

Keywords: Decay. Parabolic conservation laws. Navier-Stokes equations.



Sumario

Introducao

1 Conceitos Basicos

1.1

1.2

1.3

1.4

Espacos L?

1.1.1  Propriedades Bésicas

Espacos de Sobolev

1.2.1 Derivada Fraca

1.2.2  Defini¢ao dos Espacos de Sobolev
A Equacdo do Calor

1.3.1  Problema de Valor Inicial

1.3.2  Problema Nao-Homogéneo

Transformada de Fourier

2 Decaimento para leis de conservacéo parabélicas em 1>

3 Decaimento para Leis de Conservacao Parabélicas em L™

4 Decaimento em L’ para Equaciio de Navier-Stokes

Referéncias

10

11
11
11
14
15
15
16
18
19
20

23

33

37

42



Introducao

O estudo de equacdes para leis de conservacgado e equagdes de Navier-Stokes tem se tornado cada
vez mais atraente, ja que estas surgem naturalmente em diversas areas da fisica, da quimica,
da biologia, da engenharia, etc. Por exemplo, as equacdes de Navier-Stokes modelam diversos
fénomenos envolvendo fluidos em movimento, tais como, circulacio sanguinea, correntes de ar
e maritimas, etc. Para compreender esses fénomenos € interessante fazer uma andlise do com-
portamento das solucdes das equacdes que os modelam. Por isso, neste trabalho, baseado em
dois artigos de Maria Schonbek, vamos estabelecer o decaimento de solugdes para o problema

de Cauchy para leis de conservacao parabdlicas em espacos n dimensionais na forma

nog .
U + ;a—xjf](u) = €eAu 0.1)
J_
comu =u(x,t) ER* xR, x = (x1,...,x,) e f/ : R — R € C*, bem como o decaimento das

solu¢des do problema de Cauchy para Equacdes de Navier-Stokes em espacos n dimensionais,
com n > 3, dado por:

w+u-Vu—Au+Vp=f

V-u=0

u(x,0) = up(x)
com f = (f L f™) decaindo quando  — . No capitulo 1, assumindo que o leitor possui
conhecimento prévio de alguns conceitos de medida, faremos uma breve revisao sobre Espacos
L?, Espacos de Sobolev, Equagdo do Calor e Transformada de Fourier. No capitulo 2 iremos
analisar a equacdo (0.1) e estabelecer razdes para o decaimento da solucao u e de suas derivadas
em L?. No capitulo 3 vamos obter o decaimento para solucio de (0.1), desta vez em L. Por
fim, no capitulo 4, nos baseando nas demonstracdes feitas nos capitulos 2 e 3 iremos analisar o

decaimento das solu¢des das equacdes de Navier-Stokes.
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CAPITULO 1

Conceitos Basicos

Neste capitulo introduziremos alguns conceitos e resultados que serdo utilizados ao longo desse
trabalho. Assumiremos que o leitor possui conhecimento prévio sobre medida, conjuntos men-
surdveis, funcdes integrdveis, etc. Inicialmente, vamos definir espacos L? e espagos de Sobolev,
bem como, demonstrar algumas de suas propriedades. Depois, determinaremos as solugdes da
equagdo do Calor homogénea e ndo-homogénea e, por fim, vamos definir a Transformada de

Fourier e demonstrar o teorema de Plancherel.

1.1 Espacos L?

Ao longo deste capitulo consideraremos u : U — R com U um aberto de R". Primeiramente

vamos abordar o caso em que 1 < p < oo, depois 0 caso p = oo.

Definicao 1.1.1. Se u# ¢ uma funcdo mensurdvel em U e 1 < p < oo, definimos
LP(U) = {u:U — R;u € mensurdvel e|ul|, < e},

onde

I, = | [ pas|

Vejamos algumas propriedades da norma [|ul| ,.

1.1.1 Propriedades Basicas
Lema 1.1.1. Sea,b>0e0< A < 1, entdo
b < da+(1—21)b.

11



1.1 ESPACOS L? 12
Demonstracdo. Para b = 0 o resultado € 6bvio. Suponha entdo que b # 0 dai, dividindo
[a*b'~* < Aa+ (1 —L)b] por b e considerando t = a/b > 0 obtemos,
<A+ (1-1).

Logo é suficiente mostrar a desigualdade acima. Para isto, defina a fungdo f por f(r) = t* — At.

Observe que,

@) = ar1=2

Além disso, f/(r) =0 se, e somente se t = 1 e, parat = 1
') =A(r—-1)<0.
Consequentemente, f(¢) < f(1) = (1 —A). Portanto, para todot > 0
=A< (1-2)
1sto é,
<A+ (1-2).
O

Teorema 1.1.1. (Desigualdade de Holder) Sejam 1 < p < oo e ¢ definido por ¢ = p/(p—1).
SeucLP(U)eveLi(U),entdiouv € L'(U) e
vl < flull, 11l -
Demonstragdo. Se ||u||, =0 ou [|v||, = 0 o resultado ¢ imediato, pois
Jul ,=0 ou [v]][,=0 = u=0 ou v=0 quasesempre
= uv=0 quase sempre
= Juv], =o.

Suponha entdo que [uf|, # 0 e |[v]|, # 0. Sendo a = [u|P, b= |[v[? ¢ A = 1/p segue do lema
anterior que

1 1
Jul vl < —ul” + ~v]*. (L.D)
p q
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Integrando a desigualdade (1.1) sobre U, obtemos
[ vl < s+ < e (12
uvldx < —|ju —|v||. :
U A
Considere agora, o = ||u||;1 ||v||g/ P Substituindo u por au na desigualdade (1.2), temos
U TR
/jamyu < o5+~ |v]4 =
U p q

@ [ olar < % ullp+ fullt =
uviax — |U — |{|U
U I 2

ar! 1
dx < Pt —u|l?.
J vl < Sl ol

Ou seja,
1 1
/U |uv|dx < , [Jul[, ||V||q+5 Jull , NIVl -
Portanto,

vy <l (V1L

Teorema 1.1.2. (Desigualdade de Minkowski) Se 1 < p < e u,v € L? entao
ltvll, < flull, + VI, -
Demonstragdo. Para p = 1, pela desigualdade triangular temos
Ju+v| < Juf +[v].

Integrando sobre U,

[l vl < el + VIl -

Além disso, se u+ v = 0 quase sempre, o resultado também & imediato. Pois
0= [[u+v][, < ull,+I[VI,-
Observe agora que, se 1 < p < e u+v# 0, entdo

i+ v|P < (Ju]+ ) u+v[P
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Dai, usando a Desigualdade de Holder e relembrando que (p — 1)g = p, obtemos

[ uvtra <l [l vi? 7+l [l

1/q
= (Ol + ) faevlran)

eI, < e, +MIVI] -

Portanto,

]

Usando a Desigualdade de Minkowski € possivel mostrar que o espaco L”, p > 1, € um
espago normado, com norma [|ul| .

Podemos ainda definir o espaco L” para p = oo, da seguinte forma:

Definicao 1.1.2. Definimos
|||l = esssup |u(x)| =inf{M : |u(x)] <M, em quasetodoponto x€ U}.
xeU
Assim,

L”=L"U)={u:U — R:uémensurdvel e||u||,, < oo}.

Neste caso, vale também a desigualdade de Minkowski. A partir dos espacos L” e de um
novo conceito de derivada vamos definir na préxima se¢@o novos espagos, conhecidos como

espacos de Sobolev.

1.2 Espacos de Sobolev

Nesta se¢do iremos definir os espagos W™?(U), conhecidos com Espacos de Sobolev, onde
meN, 1 <p<eoelU CR"éaberto. As propriedades destes espacos sdo muito utilizadas para
aplicacOes na teoria de equagdes diferenciais parciais. Aqui, C;° denota o espago das funcdes

¢ : U — R com suporte compacto em U e infinitamente diferencidveis.



1.2 ESPACOS DE SOBOLEV 15

1.2.1 Derivada Fraca

Sejau € C'(U). Se ¢ € C(U) podemos ver, através de integracio por partes, que

/Uu(])xjdx:—/qujq)dx. (1.3)

com j=1,...,n. Os termos de fronteira sdo nulos na integracdo por partes pois se ¢ possui
suporte compacto em U, entdo ¢ é zero em dU.

Diante desta motivacao, temos

Defini¢do 1.2.1. Sejam e o um multi-indice e u,v € L} (U) onde

L (U)={u:U—-RiuecL (V) paratodo VCU com V. compacto}

Dizemos que v € a derivada parcial fraca de ordem o de u e denotamos por:

D%u =,
onde
0% g%
D% =—. .. —
ox;  dx,
se, para todo ¢ € C",vale
/ uD* pdx = (—1)'“'/ vodx. (1.4)
U U

A partir do conceito de derivada fraca vamos, na préxima secdo, definir os espacos de

Sobolev. Tais espagos tém bastante aplicacao na teoria de Equacdes Diferenciais Parciais.

1.2.2 Defini¢ao dos Espacos de Sobolev

Fixe 1 < p < o0 e m um inteiro ndo negativo.

Defini¢do 1.2.2. O Espaco de Sobolev W™P(U) consiste de todas as fungdes u € L} .(U) com
u:U — R tais que para cada multi-indice & com |a| < m, D%u existe no sentido de derivada
fraca e pertence a L”(U). Se u € W™P(U), definimos a norma de u por:

1
(Z\a\gm Ju |D“u|pdx) /p para 1 < p <o,

Jullymoy) = a
Z|O€|§m €S5S Supyy |D l/t’ para p = oo.
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E possivel mostrar que o espaco de Sobolev W””(U) é um espaco de Banach. O caso
p = 2, em particular, é bastante utilizado nas aplicagdes em equacdes diferenciais parciais.
Neste caso o espaco de Sobolev W"P(U) é representado por H™(U). O espagco H™(U) é um
espago de Hilbert com produto interno definido para u,v € H"(U ), por
(u,v),, = Z <Dau,Dav>Lz(U).
|lot|<m

Na préxima secao determinaremos a solug¢do da equacdo do calor.

1.3 A Equacao do Calor

Na matematica, o estudo das solugdes de equacdes na forma
u—Au=0

comecou no inicio do século X7X e perdura até hoje. Tal equacao, conhecida como equagao do
calor, estd associada a processos de dissipacdo de calor.

Nesta se¢do faremos inicialmente um estudo sobre a equag@o do calor com € = 1
u—Au = 0. (1.5)

Aqui consideraremos ¢t > 0 e x € U com U C R” aberto. Estudaremos também a equagdo do
calor ndo homogénea, dada por

u—Au=f (1.6)

onde f € uma fun¢do conhecida que, na fisica, representa uma fonte de calor no sistema.
Nosso objetivo, entdo, € encontrar solucdes para equagdo do calor. Para isto, vamos co-

mecar supondo que suas solucdes possuem uma forma especifica com o intuito de reduzir a

equacao (1.5) a uma equagdo diferencial ordindria separdvel. Primeiramente, observe que se u

é solugdo de (1.5) entdo dado A € R, para u(Ax, A%t), temos

A2u (x,8) — A Au(x,t) = A% (u(x,1) — Au(x,1))

= 0.



1.3 A EQUACAO DO CALOR 17

Logo u(Ax,A%t) também é solucio da equagio (1.5). Isto indica que a razdo r*/t (r = |x|) é

importante para equagdo do calor e sugere que, parat > 0ex € R”

e =+ (2) = ().

para alguma fun¢do v que serd convenientemente determinada. Suponha que a solugdo u(x,1)

pode ser escrita na forma:
1 X
u(x,r) = v (z_b’> , (1.7)

onde a, 3 sdo constantes ¢ a funcdo v : R” — R. Para obter a identidade (1.7) basta observar

que a equacdo (1.5) satisfaz para todo A > 0, x € R" e r > 0 a seguinte igualdade:
u(x,t) = A%u(APx, Ar).
Considerando A = ¢~! e definindo v(y) := u(y, 1), temos
v(y) = A%u(APy,2)
1 y 1
= | = ul%,— ).

1 B¢

Substituindo a expressado (1.7) na equacao (1.5), obtemos

—(a+1) (a+1) * (a+2pB) _
ot ( )+ﬁt > Dv<tﬁ>+t Av(tﬁ) 0. (1.8)
Tome B = 1/2 na equagdo anterior. Daf

1
av+§y-Dv+Av:O,

onde y := ¢ Bx =1"1/2x. Agora, escreva v na forma v(y) = w(|y|) para algum w : R" — R”.

Assim,
1 —1
Otw+—rw’+w”+n w =0,
2 r
com r = |y| e onde ' denota %. Sendo a = n/2 segue
1 —1
gw+§rw/+w/'+n . w o= 0
1
gr"’lw+ Er"w/—l—r"*lw”—l—( '™ =0
1
("W + E(r”w)' =0

1
P = —'w =a,

2
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para alguma constante a. Assumindo que lim,_,..w = w' = 0, segue que a = 0, logo

, 1
w=—=rw
2
Entdo, para alguma constante b
2
w=be ¥.
Concluimos entdo que
b s
- — t
u(x,1) 2

€ solucao da equacdo (1.5).

Da discussio feita anteriormente temos a seguinte definicao.

Definicao 1.3.1. A funcio

2
1 — n
out) @mype T se xeR >0
1) =
0 se xeR"r<0

€ chamada de solu¢do fundamental da Equacdo do Calor.

1.3.1 Problema de Valor Inicial

Agora vamos usar a solucdo fundamental ¢ para encontrar uma solucdo para o problema de
Cauchy
u—Au=0 em R"x(0,00),
u=g em R"x{r=0}.

(1.9)

Para isto, note primeiramente que para (x,¢) # (0,0) a fungdo u(x,7) = ¢(x,7) é solugdo da
equagdo do calor. Além disso, para y € R" fixo, u(x,t) = ¢(x — y,t) também é solucdo da

equacao (1.5). Consequentemente,

upnt) = [ Ox—y0s(dy (1.10)
1 ko
- o o

€ uma solucao para o problema de Cauchy. Vejamos agora como determinar a solu¢io para o

problema de Cauchy ndo-homogéneo (1.6).
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1.3.2 Problema Nao-Homogéneo

Considere o seguinte problema de Cauchy nao-homogéneo

u—Au=f em R"x(0,00),
u=0 em R"x{r=0}.

(1.12)

Observe primeiramente que dadoy € R" e 0 < s <t, ¢ (x—y,t —s) é uma solugdo para a equagao

do calor. Além disso, fixado s, a funcdo

w=u(rris) = [ 9(x—yt=s)f(5)dy

€ solucgdo de
u(+38) —Au(-;8) =0 em R"x (0,00),
u(-,s) = f(s) em R"x{r=s}.

(1.13)

Note que o problema de Cauchy (1.13) € um problema de Cauchy da forma (1.9) com r = 0
substituido por ¢ = s. Logo, u(-;s) ndo pode ser solu¢do do problema (1.12).
Porém, o Principio de Duhamel diz que podemos construir uma solu¢ao para o problema

(1.12) integrando as solucdes de (1.13) em relacdo a s. Por conta disso, vamos considerar
t
u(x,t) = / u(x,t;s)ds
t

t

/2
= /tz/" O (x—y,t —s)dyds
t 1 by
= /;/2 (=) /]R" e = f(y,s)dyds,

para x € R" e t > 0. Para garantir que a férmula funciona, assumimos que f € C3(R" x [0,))
e que f tem suporte compacto.

A solucdo do problema de Cauchy ndo-homogéneo serd utilizada no capitulo 3. Na pro-
xima secdo definiremos a Transformada de Fourier, uma importante ferramenta utilizada nos

capitulos 2, 3 e 4.
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1.4 Transformada de Fourier

Definicao 1.4.1. Se u € Ll(]R”), definimos a Transformada de Fourier de u, denotada por #

como sendo
1 ix
AN —ixy
ay):=——7>/1/ e "u(x)dx
) " / ) (x)
onde y € R", i é o nimero imagindrio e x - y denota o produto interno entre x e y.

Como |eiix'y} =1leue L'(R") aintegral [p, e ™Vu(x)dx existe para caday € R".
Agora vamos estender a definicio da Transformada de Fourier para u € L?(R"). Para isto,

vejamos o teorema a seguir:
Teorema 1.4.1. (Teorema de Plancherel) Se u € L' (R") N L?*(R"), entdo & € L>(R") e
12 = llull 2

Demonstragdo. Primeiramente, observe que se v,w € L' (R") entao 9, w € L= (R"). Além disso,

usando o Teorema de Fubini, temos
A 1 —ix-y
/ v(x)w(x)dx = W/ / e " Yv(x)w(y)dydx (1.14)
n n n n

= [ 50wy (1.15)
Rﬂ

Usando a solugdo da equagdo do calor nao homogénea € possivel mostrar que para ¢ > O(vide

[2] pg 186).
2
/ eix-y—t|x|2dx: (§>n/2 e_% )

2
— e—8|x|

Consequentemente, se € > 0 e vg(x) : , pela igualdade anterior segue que

De(y) =

(28)’1/2.

Dai, pela identidade (1.14) temos para cada € > 0

L otwemds = [ wie(ods (1.16)

= —(281>n/2/nw(x)e‘y*€2dx. (L.17)
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Considere u € L'(R") N L?(R") e defina v(x) := it(—x), onde i é o complexo conjugado de u.

Agora, tome w € L' (R") N C(R") como sendo a convolugio de u e v, isto é

w(y) = (en)) = [ u()v(x=y)dy

Note que, usando novamente o Teorema de Fubini,

—

wy) = (uxv)(y)

1

— (2;)”/2 /R” e “u(z) (/ne_i(x_z)'yv(x—z)dx) dz

= /Rnez'yu(z)\?(y)dz
= (2m)"%a(y)i().

Onde,

1 —ix-y =
V(y) = —n/Z/Rne Yia(—x)dx =

) ()

ISy

e assim, W = (27)"/2|a.
Como w continua, w = (27)"/2[a]> > 0 e
lim [ wie ied = (22)"w(0)
8%(28)n/2 wix)e X = w(0),
deduzimos entdo que fazendo € — 0 na identidade (1.16), temos
[ #0)dy = 2m)"w(0).
Portanto,

/Rn|ﬁ|2dyzw(0) = /Rnu(x)v(—x)dx:/Rn|u|2dx_

Como queriamos demonstrar. ]
Definicdo 1.4.2. (Transformada de Fourier em L?) Sabendo que
a2 = [lull 2,

podemos estender a definicio da Transformada de Fourier para u € L?>(R"), pois se u € L? o

Teorema de Plancherel garante que 4 € L.
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Vamos ver agora uma propriedade importante da Transformada de Fourier que usaremos

nos préximos capitulos.

Teorema 1.4.2. Seja u € L>(R"). Se u é suave e tem suporte compacto entio para cada multi-

indice o com D%u € L*(R"), temos

—_—

D% = (iy)*d.

Demonstragdo.
Doy = ! “EYDy(x)d

u = W (”)e u(x)dx

—1)lel i
_ EZ%))"/Z /( , D u(x)dx

1 —ix-y(:
= (2@"/2/( n)e Y(iy)%u(x)dx

= (iy)*a(y)

]

Com essa demonstracio encerramos este capitulo. Vejamos a partir de agora os resultados
principais deste trabalho. Note, ao longo dos préximos capitulos, a importancia da Transfor-

mada de Fourier e do teorema anterior na andlise do decaimento de solugdes.



CAPITULO 2

Decaimento para leis de conservacao parabdlicas

em L2

Com o intuito de investigar o comportamento das solu¢des do problema de Cauchy da forma

d J .

- —f/(u) = €A 2.1

at”;axjf (u) = €Au, 2.1
iremos analisar neste capitulo o decaimento das solu¢des do problema acima, para f/ € C™(R")
e valor inicial up = u(x,0) € L'(R") nH™(R") N Cy'(R"), onde,

Co(RY)={uecC™: |llim D%u=0,|a| < m}.
X|—o0

Tal andlise, baseada no artigo [4], serd feita inicialmente para norma [? da solucdo da

equacio (2.1) e depois para norma L? de suas derivadas. Vejamos o primeiro teorema,

Teorema 2.0.3. Se f/ € C'(R,R), up € L'(R") NH'(R") NCJ'(R") e u é uma solugdo para o

problema de Cauchy (2.1) com valor inicial ug, entdo
/ lu(x,1)Pdx < C(e +1) 78
Rn
onde C € uma constante que depende de €, n e u.

Demonstragcdo. Suponha que o problema de Cauchy (2.1) possui soluc¢do suave. Multiplicando

a equacdo (2.1) por u e integrando, temos:

d nooo9 .
J— . ] —
”at”jzluaxjf (u) = eubu= (2.2)
d u? 1 J .
—_— . j —
d u? noo9 .
au d _
/R e R / n;” ax,-f (u)dx € / uhudsx. (2.4)

23
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Agora, observe que para cada 1 < j < n fixo, temos
J . / d
ua_xjfj(u) = ufj(”>uxj = a_ijj(u)a
onde

Fi(u) = /Ouvf}dv.

Assim, concluimos que

/nuifj(u)dxj: Fi(u)dx; =0,

ox; Rn 8x]

Jja que u—x f7(u) é uma derivada pura com respeito a x; e u € Cj'. Além disso, note que
J

uAu—uZa .
x

Logo, para cada 1 < j < n fixo, integrando por partes, segue que

u d%u
T dx =
]g/fiu&x? * /n (axj>
= —/ |Vu|*dx,
RV!

pois u € C}' e, consequentemente, para x suficientemente grande ndo aparecerdo termos de

fronteira na integragdo por partes. Assim,

8/ uAudx = —8/ \Vu|?dx,
n Rn

e entdo podemos reescrever 2.2 da seguinte forma,

d
dt/ | dx——28/n]Vu|2dx.

Além disso, pelo teorema de Plancherel, temos

d
/,J Pag = o[ wPax

_ —28/ Vul2dx
Rﬂ

—_~ 2
= —28/ ‘ dé&.
Rn
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Logo, pelo teorema 1.4.2

d
o laag =2 [ 1EP 1P ac.
dt R” Rn

25

(2.5)

Vamos agora estimar a norma de & e, consequentemente, estimar a norma de  em L?. Para

isto, defina o subconjunto A(z) de R” do seguinte modo:

A<t>:{£:|5\>(m)é}.

[ Jer1araz = [ ieflara.

Note primeiramente que,

Logo,
2 A 2~
~2e [ (el < 2 [ (g lapdg.
R” A(r)
Assim segue de 2.5 e da desigualdade anterior que,

d

~12 21412
— d <—28/ dé.
L iraz < e | P Pas

1/2
Como — [§] < — <m> , temos

d 12 —n 2 —n/ 12 n 2
— nledée < —— ulcdé = —— ul“dé + / ulcdeé.
g Jlitae < 5 [ apag = 2 [ japag s g [

Multiplicando a desigualdade anterior pelo fator integrante (7 + 1)”

(;+1)"i/ |ﬁ|2d§+n(t+1)”_l/ aPdE < n(t—f—l)”_l/ P2dE =
dt Jre R AC

(1)

d
» {(H—l)"/ ym%zg] < a1yt [ japde.
R” Ac(r)
Como ug € L', pelo principio do maximo, temos
/ |u(x,t)|dx§/ |lu(x,0)|dx.
R7 R7

Em particular,

a0l < [ u(x0)].

(2.6)

2.7)
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Assim, de 2.6 temos,

Cluvr [ lapag] < ey [ japag

< e [t 0)PdE.
Ac(t)
Como,
| x0)Pas = fuolf [ ag
Ac(t) Ac(t)
= ||u0||%r”a)ndr
%

onde ®, € o volume da esfera unitaria n-dimensional e » = <#+])> . Dai,

d n ~12 2 n—1 28(t+ 1) /2

e [ apag] < ol e, [ 2R
Integrando a desigualdade acima de 0 a ¢ obtemos o resultado desejado. ]

Agora vamos obter uma estimativa similar na norma L? para as derivadas de u. Para isto,

precisamos dos seguintes resultados preliminares:

Lema 2.0.1. Suponha que f € C"(R",R"), f(0) =0eu € H"(R"). Se 1 < s < m, entdo

Y [ I0trut)Par<c ¥

|af=s |or|=s

/ |D%u(x)*dx
RV!
onde a constante C depende somente de n, s, f € a norma L™ de u.

Demonstragdo. Note que

DX fu@)* = [Df(u)D*ul?

= [D*f(u)]?ID%ul’.
Como f € C"(R",R"), temos que
ID%f (1) —D*£(0)| < C[D%u(t)|.

Logo,
D% f(u(x))|> < C|Dul?.
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Portanto,

Z/ 1D f(u(x))[?dx < C Z/ |D%u(x)|*dx.

|ot]=s lor|=
[l
Lema 2.0.2. Se f/ € C""(R,R), up € L'(R") nH™(R")NC(R") e u é uma solugdo de (2.1)
com dado inicial uy entdo existem constantes positivas k, que dependem r, s, €, fj e |lull.., tais

que a norma
l

[Zk Z/ ID%(x,1)| de]

=0 |a|=
satisfaz
d s+1 o o
— k;, D dx. 2.8
ai! CZ |:r/R"‘ e >

Demonstra¢do. Mostraremos a desigualdade (2.8) por indugdo. Se || = 0 entdo a desigual-
dade (2.8) se reduz ao resultado obtido no teorema 2.0.3. Suponha agora, que a desigualdade

(2.8) vale para 0 < || < 5. Diferenciando a equacéo (2.1) obtemos
D%y, = —D%divf + eD%Au,
com f = (f',...,f"). Multiplicando a identidade anterior por D%u, temos
D*uD%u, = —D*uD%div f + eD*uD®*Au.

Integrando,

|Da”|2 A O o, O
/ dx=— [ D*D%divfdx+e | D*uD*Audx. (2.9)
dt 2 R” Rn

Em relacdo a base canodnica {e_,-} do R", podemos reescrever D*divf e D*Au da seguinte

forma:
n
Ddivf =Y D**eifl,
j=1
n
D*Au = Z D2y,
j=1
Consequentemente, reescrevemos a equacao (2.9) como
d L & ,
o / ID%u|?dx = —2 Z DaDa+effjdx+28 Z / |D** 25| dx.
j=17R"
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Observe agora que, fixando 1 </ < j e integrando por partes, obtemos

d

n
7 ]Dau|2dx =2 Z / D" iuD® fldx —2¢ Z / |D¥T2¢iy |2 dx.

Usando a desigualdade ab < %az + %bz, segue,

n
22/ D“*%D“ffdx<2z (/ Z|D¥ eiuf? + 8uJO‘fJ|2dx).
j=1"R"
Dai,

d U n
dt/ |D%ul?dx < SZ/ D% i) dx + Z/ |D* | 2dx—282/ |D**iu|*dx
j=17/R" =1/R"

n

1
= Z/ ID¥fI2dx — € Z/ |D* iy dx.
R n

j=1
Pelo lema 2.0.1,

d
— | |D%uf?dx <

C
dt Jrr — €

Z / ID%u|?dx — ¢ Z/ |D*Feiu|?dx.
o =s
Logo, para todo & com || = s, temos
o2 c o2 otej, 12
\D u|~dx < cg —Z \D ul~dx—¢€ Z DY iu|dx |,
€ R7
Ial la|=s "R |ot|=s+1
onde c; € uma constante que depende de s. Multiplicando agora a desigualdade anterior por

uma constante positiva 6 tal que

Ocy . ks
e 2
e
0cs€ . kst
c 2
obtemos
4 Z/ |Dau\2dx<c‘<€ 2/ ID%uPdx—¢ Y /|Da+efu\2dx> (2.10)
dt n —\e R n ' '
lot|=s |ot|=s lot|=s+1

Pela hipétese de indugao,

d 2 s
Gl <Yk ¥ [ pulax

r=1 |ol=r
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Somando a desigualdade anterior com a desigualdade (2.10) concluimos

d 2 3 C 2 +ej..(2
Sl < Yk Y /|D“u\ dx+ ¢ <E Y [ IptuPdr—e ¥ /\DO‘ ulPdx

r=1|a|=r |ar|=s |af=s+1

Ck
_ —CZk y / D% Z / e D I L
=l |a|=r |ar|=s |ar|=s+1
s+1
= —CZk ) ID%u|*dx+ = Zk / |D%ul?dx — Zk ) \D%u|*dx
=1 Ja=r’® =1 af=r =1 Ja=r’®
CS—H
< ——Zk Z/ |D%ul|?dx
=l |a|=r
s+1
<

—CZk Z/ |D%ul|?dx.

r=1Ja|=r

Portanto,
s+1

d
Sl <-cYk ¥ [ ipoudr

r=1 |a|:r

Com esses dois resultados em maos, podemos agora demonstrar o teorema desejado

Teorema 2.0.4. Se f/ € C""(R,R), up € L'(R") N H™(R") N C"(R") e u é uma solugdo de
(2.1) com dado inicial ug, entao
y / ID%u(x, 1) 2dx < C(1+1)"3

la|<s
Além disso, se m > [5] entdo

Y D%l <C(1+0)75,

|af<m—[3]
Demonstragcdo. Assumindo a existéncia de solu¢do suave, podemos supor, sem perda de gene-
ralidade, f/(0) = 0. De fato, caso f/(0) seja diferente de zero, basta trocar na equacio (2.1)
f7(u) por f/(u) = f/(u) — f7(0). Novamente, vamos usar indugiio com o intuito de estimar o
decaimento para | D%u|| ym.

Para |a| = 0 o resultado segue diretamente do teorema 2.0.3. Suponha entdo que o decai-

mento foi obtido para todo o com 0 < || < 5. Dai, para « tal que |o| = s, pelo lema anterior,

d s+1

o2
prdl <—CY ke Z/ |D%ul*dx. (2.11)

r=1 |al=r
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Derivando a desigualdade (2.11) e usando o teorema de Plancherel, temos

d A2 d s /\2
Slalk = S Yk Y [ puPds

r=0 ‘a‘:r
s+1

Yk Y /R D%u2dé

r=1 ‘(X‘:V

IN

Integrando por Partes,

d ) s+1
il < Yk
r=

Y | lePlapde.

o=

Ac(t):{érlélé(ﬁ)é},

e usando os mesmos argumentos utilizados na demonstracao do teorema 2.0.3, obtemos

Definindo

d s+1 — _IS+1 —
° (t+1)”r_21kr|0§; /Rn|D“u| | < it Yk Y /Ac(t)lD“u| dE.
= =r r= la|=r
Note que,

d nial2 n—1 - / ~12
— <

rrd (R i MOy B
o 1"1/ i°d
N L

co+1y" [ japPas,
Rn

IN

IN

pois

DOyl2dE — / 214124
Y [, g = ¥ [ jepirae

|orf=r |a|=r

< C/ )2 déE.
A(1)

Da hipétese de inducdo e do teorema de Plancharel, segue

[ jalas = [ juPax
Rn n

< C(t+1)72.
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Logo,

ElarmaR] < cerryern

= Ct+1)71,
ou seja,

d n
eyl < it

Integrando a desigualdade anterior de O a ¢, obtemos
(1) (][} < €+ D)2 + a7

Logo,
N
Yk ¥ [ p%uPar=ulf < ce+1)
r=0  |af=s’K"

Lembrando que, por hipdtese de indug@o, para 0 < |a| < s temos

Z/ ID%u|?dx < C(t+1)72.
Rn

|O£|<s

(ST

Logo, para todo « tal que 0 < |a| < s, concluimos
y / ID%uf2dx < C(t+1)74.
jaf<s 7"
Para demonstrar a segunda desigualdade basta agora estimar o< ; [|D%ul|... Supondo que
J <m—[n/2], segue do teorema de Imersdo de Sobolev
Y. D%, < Cllullgn-
af<j

Assim,

1/2
Y D%, < C(Z/ |Dau|2dx>
]Rn

|l <j |af<s

RN

< C(t+1) 4.
Portanto, para j < m— [n/2],

Y ID%||, < C(r+1)75.
la|<j
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Obtidas as estimativas da norma L2 de u e de suas derivadas, vamos, no proximo capitulo,
fazer uma anélise do decaimento de # na norma L* sob certas condi¢cdes. Para fazer tal andlise

iremos utilizar bastante as desigualdades obtidas no teorema 2.0.4.



CAPITULO 3

Decaimento para Leis de Conservacao Parabolicas

em L~

Neste capitulo, analisaremos o decaimento da solugdo do problema de Cauchy 2.1 na norma

L™ sob uma das seguintes condi¢des de crescimento sobre f/:

4
<Clul/f com p>1+- para |ul <1, (3.1)
n

d .
P
ou

; 1
|/ (u)| <Clu]?  com q22<1+;) para |u| <1, (3.2)

onde C € uma constante. Além de uma dessas condi¢Oes, usaremos também os resultados

obtidos no teorema 2.0.4 do capitulo anterior.

Teorema 3.0.5. Se além das hipéteses do teorema 2.0.4 supusermos que f/ satisfaz (3.1) ou

(3.2), entdo a solugdo u da equacdo (2.1) satisfaz
a1 < C(1+1)73,
onde C ¢ uma constante que depende de €, n, m, fj € uop.

Demonstragdo. Utilizando a solu¢do da equagdo do calor ndo homogénea obtida na se¢do 1.3

do capitulo 1, temos que a solugdo u(x,¢) da equacdo (2.1) é dada por

u(x,t) = A K(z—x,t)u(z,t/2)dz+ﬁ[/R K(z—x,t —s)divfdzds, (3.3)

onde
2

K(x,t) = (4mt)"2e %

33
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Agora, observe que a primeira integral da equacgdo (3.3) pode ser estimada da seguinte forma:

2

/ K(t,z—x)u(t/2,2)dz — / (drt) " Se ST u(t/2,2)dz
]Rn n

2

Como e_( 4t) € decrescente pois ¢ > 0, temos
/ K(z—x,t)u(z,t/2)dz < Ctg/ u(z,t/2)dz
= Ct 2 |u(z,t/2)|
< Ct .

Entdo, basta agora analisar o decaimento da segunda integral da equagao (3.3). Para isto vamos

supor inicialmente que a condi¢do (3.1) vale. Note que,

—s,z—x)divfdzds

1
< / |K(t —5,z—x)divf|dzds.
L JRn
2

n

Escrevendo o dlvergente de f na forma:

n dj J
divf =Y TZ(”(S’Z))TZ(S’Z)’

j=1 J

temos,

K(z—x,t— S)C;—J;j (u(s,z)) g—u(s, z)|dzds.

K(z—x,t —s)divfdzds
n ZJ

ST

Pelo teorema 2.0.4, podemos escolher ¢ suficientemente grande com #/2 < s de sorte que

|lu(s)||.. < 1. Dai, sob a condi¢io (3.1), temos

< CZ// IK(z— xt—s)uuv’
= cj; / Jus)I12

Pelo o teorema 2.0.4, temos que ||u(s)||Z, < C(1+5)~"/*, logo
t t 1 1

/ / K(z—x,t —s)divfdzds| < C/ ds
5 JR7 (1+ s) F (1+5)

) n
(%) ?el) a +t)14<r'+1>]

C(1+1)' T

( z)|dzds

K(z—x,t —s)divfdzds

K(z—x,t —s)dzds.
oo Rﬂ

a—zj(s)

EEN

IN

C

IA

IN

C(141)72.
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n n
> .
4p+1) — 2
Vamos obter agora o decaimento de u sob a condicao (3.2). Novamente basta mostrar que

Pois p > 1+ 7 implica 1 —

a integral dupla de (3.3) decai com velocidade de (1+ t)_%, pois a primeira integral satisfaz,
/ K(t,2—x)ult/2,2)dz < Ci%.
Primeiramente, escrevemos o divergente de f da seguinte forma:
divf =Y —f/(u).
r= Y 50w

Entao,

t
< / |K(t — s,z —x)divf|dzds =
Rl‘l

r
2

Ll

J

t
/ K(t —s,z—x)divfdzds
g S

dzds.

K(r—s5,2-2) 2 f(u)
J

Integrando por partes, temos

' noopt 0 )
x/ K(t —s,z—x)divfdzds| < Z/t/ TK(t—s,z—x)ff(u) dzds.
7 /R j=172 JR1O%)
Como,
_n _(Z*x>2
K(t—s,z—x)=[4n(t—s)] 2e 9
entao
) 1 =
‘—K(t—s,z—x) = ; 2 x|e A=),
dz; [4r(t —s)]2 4(t =)
Assim, do teorema 2.0.4, segue que
t nort ] 1 |z; — x| e
K(t—s,z—x)divfdzds| < / mdl e ) |\ fl(u)|dzds
/5 / jz’l 5 (;_s)% [4m(t —s)]2 4(t =) |

N
a

Zn:/,t 1 1/nK(l‘—S, <Z;x))’fj(u)|dzds,

=17z (1=s5)2

pois
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Agora, da condi¢do (3.2), temos

1
/ K(t —s,2—x)div fdzds
¢ Joo

Segue do teorema 2.0.4 que

—_

t 1 1 —
< C/ 7 K(t—s,u)dzds
5 (t—s)z (14s)7 Jro 2

! 1
C/ ,,qu
F-9)H(1+9)%

C ' ds
<1+§)’T/; (t—5)2
C\V/212
(1+5)%
C(1+1)2 %

t
/ K(t —s,z—x)divfdzds
{ S

IN

IN

IA

< C(1+1)72,
pois g > 2+ % Portanto, sob uma das condi¢des (3.1) ou (3.2) concluimos que
(1) [l < C(2+1)7"2,
[

Finalizamos entdo a anélise de decaimento para solu¢des do problema de Cauchy para leis
de conservacao parabdlicas. No préximo capitulo, iremos fazer a andlise do decaimento para
solucdes das equacdes de Navier Stokes. Para isto, usaremos algumas ferramentas desenvolvi-

das nos capitulos 2 e 3.



CAPITULO 4

Decaimento em L? para Equacio de Navier-Stokes

Neste capitulo, baseado em [5], iremos estabelecer o decaimento em L? para as solucdes u =

u(x,t) das Equacdes de Navier Stokes com n > 3

u+u-Vu—Au+Vp=0
Vu=0 4.1)
u(x,0) = uo(x),

onde u - Vu denota o operador adverctivo dado por

0 d
u~Vu:u1ﬂ+...unﬂ,

dxy 0x,

Au € o laplaciano de u, Vp € o vetor gradiente de p e V - u é o divergente de u. Aqui vamos
considerar f = (f!,..., f") decaindo em L?> numa velocidade apropriada. Para chegarmos em
nosso objetivo nos baseamos nas demonstracdes dos teoremas feitos nos capitulos 2 e 3, como

podemos ver na demonstracao do teorema a seguir.

Teorema 4.0.6. Sejamu:R" xR, —Rep:R"xR; — R, funcdes suaves, com u se anulando

no infinito. Suponha que u satisfaz

u+u-Vu—Au+Vp =0,
V.u=0,
u(x,0) = uo(x),

com up(x) € L*(R")NL!(R"). Ento
/ u(x,1)Pdx < C(t + 1)+
RI’Z

onde C é uma constante positiva dependendo apenas de ||u||,, ||u||, e n.

37
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Demonstragcdo. Multiplicando u; +u-Vu— Au+ Vp = 0 por u e integrando sobre R", obtemos
/ (s +u(u-Vu) —uAu+uVp)dx = 0.
Analogamente ao que foi feito no Teorema 2.0.3 temos que,

d
dt/ | dx——2/ Vul2dx.

Logo, pelo Teorema de Plancherel,

d . .
& alag =2 [ (gPlarde.
R~ R"

Considerando 1
n j
= N <
s0) {5 &< (5557 }

temos

d .2 20412 20412

4 d :—2/ d —2/ dE.

g JoliPae =2 [ (gPlaag 2 | jePlapas
Dai,

d 2 n .2 / 22
— déE < — déc -2 d
dt/RnM § < t+1/ C’“| ¢ & |7]a|"d&

= thl/||25+/ (t—l-l 2|5|2)|u|2dg

G Jakaz+ 2 [ epiapag < [ jafa

Vamos assumir que a afirmac¢ao abaixo € valida, mais a frente a demonstraremos

Logo,

Afirmacao 1.Sob as mesmas hipéteses do teorema, u satisfaz a desigualdade

(&, 1) <CIE[T! se E€S(r) 4.2)

para C constante dependendo apenas da norma de uo em L! e L?.

Pela Afirmacao 1, temos

d 2 2 2
— <
o o Paz+ 2 [ yirag < e,
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Multiplicando a desigualdade anterior por (¢ + 1)", obtemos
d n 2 n—1 -2
Sy [ gapag| <caryt [ jeae.
R” S(¢)

Observe que o lado direito desta desigualdade pode ser escrito como

r(t)

cop(r+1)"! / 2,
0
com @ o volume da esfera unitéria n-dimensional e r = (n/2(t 4 1))'/2. Assim,

g [(t+l)” /L nm\zd&} < ey {Z(til)

< Clt+1)"2,

‘|n/2—1

Integrando a desigualdade anterior em relagdo ao tempo ¢, obtemos
(t+ 1)"/Rn aPdE < /R (€. 0)Pdg +C [+ 1> 1]
Como uy € [*e pelo Teorema de Plancherel concluimos,
/Rn uPdE < c(t + 1)+

Para completar a demonstra¢io, vamos agora provar a desigualdade (4.2). Para isto, apliquemos

a Transformada de Fourier na equacgdo (4.1) para obter

i = —uVu—Vp-+Au.

Observe que integrando por partes

1 1 / —"C:,~ 82u
= —— | e """ —dx
j:Z:I (2m) /2 Jrn 8x§

Como V- u = 0 entio Au = 0. Logo,
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Multiplicando a igualdade anterior por el , temos

AP = P —uVu—Vp) =
d

Sy = P (—uVu—Vp).

Integrando a identidade anterior de O a ¢, obtemos
t — —_
&P = iy + / emzs(uVu —Vp)ds.
0

Logo,
— [ — —~
@0 < e 5 ug(@)|+ [ ¢ 0| (—uVu— Tp)ds.
0

Afirmacao 2. Supondo as mesmas hipéteses do teorema 4.0.6, temos que
| —uVu—Vp| < Clg].
Segue da afirmacgao 2 que

t
(&, 0)| < e i 8| +c [ el

40

4.3)

(4.4)

Como ug € L', a Transformada de Fourier de u pertence a L™, isto é, para todo &, existe ¢ tal

que
o (8)| < C.
Dai, calculando a integral do lado direito da desigualdade (4.4), obtemos

i(&,1)| < Ce 5P 4 %(1 — e I8Py,

Segue que, para & € S(¢) vale
(&0l <clgl".

Para finalizar a demonstracio basta demonstrar a afirmacdo 2. Com esse objetivo, vamos ana-

lisar cada termo de (—u/V\u — @) Observe que,

u-Vu| =

1 L , du
- —igx, 7% g
(27:)—"/2;/"6 Yo,

1 n
(2m)—n/2 J_Zl/n

dx.

IN

it 1
ax]'
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Integrando por partes e usando o fato de u ir para zero no infinito,
WV <Y [ g ldx
ij R

Pela desigualdade de Holder e o principio do maximo, temos

IN

lu ¢l

I G50l 1 Gl

2
luoll>.-

IA

Logo,

-Vl < c|&].

Uma estimativa correspondente para p € obtida através da equacao

82

Ap=—
i 8x,~8xj

(u'u).

De fato, aplicando a transformada de Fourier na igualdade anterior e usando integragdo por
partes segue que

— 1 . 02 o
— J— - _lélx— t.]
Ap Z (27[)_”/2 /]R” ¢ 8)6,'8)6]' (u " )dx

Lj
— Z—élél / e Syl dx
= (2m) /2 Jg
— Y& i,
6]
Como Ap = |E|?p e u'u/ € L, temos
ju-Vu—Ap| < clé].
0 que conclui a demonstragdo. ]

E possivel mostrar uma estimativa semelhante para o problema de Cauchy com f diferente
de 0. Basta supor que a norma de f decai numa velocidade apropriada e repetir os passos da

demonstracdo anterior.
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