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Resumo

Neste trabalho, analisaremos o decaimento das soluções u de dois problemas do Cauchy. O

primeiro, para leis de conservação parabólicas e o segundo para equações de Navier-Stokes.

Tal análise será feita para normas L2 e L∞ de u e de suas derivadas utilizando a Transformada

de Fourier e a solução da equação do calor.

Palavras-chave: Decaimento. Leis de conservação parabólicas. Equações de Navier-Stokes.



Abstract

In this work, we analyze the decay of the solutions u of two Cauchy’s problems. The first, to

parabolic conservation laws and the second to Navier-Stokes equations. Such analysis will be

done to the norms L2 and L∞ of u and its derivatives applying the Fourier Transform and the

solution of the heat equation.

Keywords: Decay. Parabolic conservation laws. Navier-Stokes equations.
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Introdução

O estudo de equações para leis de conservação e equações de Navier-Stokes tem se tornado cada

vez mais atraente, já que estas surgem naturalmente em diversas áreas da física, da química,

da biologia, da engenharia, etc. Por exemplo, as equações de Navier-Stokes modelam diversos

fênomenos envolvendo fluidos em movimento, tais como, circulação sanguínea, correntes de ar

e marítimas, etc. Para compreender esses fênomenos é interessante fazer uma análise do com-

portamento das soluções das equações que os modelam. Por isso, neste trabalho, baseado em

dois artigos de Maria Schonbek, vamos estabelecer o decaimento de soluções para o problema

de Cauchy para leis de conservação parabólicas em espaços n dimensionais na forma

ut +
n

∑
j=1

∂

∂x j
f j(u) = ε∆u (0.1)

com u = u(x, t) ∈ Rn×R, x = (x1, . . . ,xn) e f j : R→ R ∈ C∞, bem como o decaimento das

soluções do problema de Cauchy para Equações de Navier-Stokes em espaços n dimensionais,

com n≥ 3, dado por: 
ut +u ·∇u−∆u+∇p = f

∇ ·u = 0

u(x,0) = u0(x)

com f = ( f 1, . . . , f n) decaindo quando t → ∞. No capítulo 1, assumindo que o leitor possui

conhecimento prévio de alguns conceitos de medida, faremos uma breve revisão sobre Espaços

Lp, Espaços de Sobolev, Equação do Calor e Transformada de Fourier. No capítulo 2 iremos

analisar a equação (0.1) e estabelecer razões para o decaimento da solução u e de suas derivadas

em L2. No capítulo 3 vamos obter o decaimento para solução de (0.1), desta vez em L∞. Por

fim, no capítulo 4, nos baseando nas demonstrações feitas nos capítulos 2 e 3 iremos analisar o

decaimento das soluções das equações de Navier-Stokes.
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CAPÍTULO 1

Conceitos Básicos

Neste capítulo introduziremos alguns conceitos e resultados que serão utilizados ao longo desse

trabalho. Assumiremos que o leitor possui conhecimento prévio sobre medida, conjuntos men-

suráveis, funções integráveis, etc. Inicialmente, vamos definir espaços Lp e espaços de Sobolev,

bem como, demonstrar algumas de suas propriedades. Depois, determinaremos as soluções da

equação do Calor homogênea e não-homogênea e, por fim, vamos definir a Transformada de

Fourier e demonstrar o teorema de Plancherel.

1.1 Espaços Lp

Ao longo deste capítulo consideraremos u : U → R com U um aberto de Rn. Primeiramente

vamos abordar o caso em que 1≤ p < ∞, depois o caso p = ∞.

Definição 1.1.1. Se u é uma função mensurável em U e 1≤ p < ∞, definimos

Lp(U) = {u : U → R;u é mensurável e‖u‖p < ∞},

onde

‖u‖p =

[∫
U
|u|pdx

] 1
p

.

Vejamos algumas propriedades da norma ‖u‖p.

1.1.1 Propriedades Básicas

Lema 1.1.1. Se a,b≥ 0 e 0 < λ < 1, então

aλ b1−λ ≤ λa+(1−λ )b.

11



1.1 ESPAÇOS LP 12

Demonstração. Para b = 0 o resultado é óbvio. Suponha então que b 6= 0 daí, dividindo

[aλ b1−λ ≤ λa+(1−λ )b] por b e considerando t = a/b≥ 0 obtemos,

tλ ≤ λ t +(1−λ ).

Logo é suficiente mostrar a desigualdade acima. Para isto, defina a função f por f (t) = tλ −λ t.

Observe que,

f ′(t) = λ tλ−1−λ

= λ (tλ−1−1).

Além disso, f ′(t) = 0 se, e somente se t = 1 e, para t = 1

f ′′(1) = λ (λ −1)< 0.

Consequentemente, f (t)≤ f (1) = (1−λ ). Portanto, para todo t ≥ 0

tλ −λ t ≤ (1−λ )

isto é,

tλ ≤ λ t +(1−λ ).

Teorema 1.1.1. (Desigualdade de Hölder) Sejam 1 < p < ∞ e q definido por q = p/(p−1).

Se u ∈ Lp(U) e v ∈ Lq(U), então uv ∈ L1(U) e

‖uv‖1 ≤ ‖u‖p ‖v‖q .

Demonstração. Se ‖u‖p = 0 ou ‖v‖q = 0 o resultado é imediato, pois

‖u‖p = 0 ou ‖v‖q = 0 ⇒ u = 0 ou v = 0 quase sempre

⇒ uv = 0 quase sempre

⇒ ‖uv‖1 = 0.

Suponha então que ‖u‖p 6= 0 e ‖v‖q 6= 0. Sendo a = |u|p, b = |v|q e λ = 1/p segue do lema

anterior que

|u||v| ≤ 1
p
|u|p + 1

q
|v|q. (1.1)
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Integrando a desigualdade (1.1) sobre U , obtemos∫
U
|uv|dx≤ 1

p
‖u‖p

p +
1
q
‖v‖q

q . (1.2)

Considere agora, α = ‖u‖−1
p ‖v‖

q/p
q . Substituindo u por αu na desigualdade (1.2), temos∫

U
|αuv|dx ≤ 1

p
‖αu‖p

p +
1
q
‖v‖q

q⇒

α

∫
U
|uv|dx ≤ α p

p
‖u‖p

p +
1
q
‖u‖q

q⇒∫
U
|uv|dx ≤ α p−1

p
‖u‖p

p +
1

αq
‖u‖q

q .

Ou seja, ∫
U
|uv|dx≤ 1

p
‖u‖p ‖v‖q +

1
q
‖u‖p ‖v‖q .

Portanto,

‖uv‖1 ≤ ‖u‖p ‖v‖q .

Teorema 1.1.2. (Desigualdade de Minkowski) Se 1≤ p < ∞ e u,v ∈ Lp então

‖u+ v‖p ≤ ‖u‖p +‖v‖p .

Demonstração. Para p = 1, pela desigualdade triangular temos

|u+ v| ≤ |u|+ |v|.

Integrando sobre U,

‖u+ v‖1 ≤ ‖u‖1 +‖v‖1 .

Além disso, se u+ v = 0 quase sempre, o resultado também é imediato. Pois

0 = ‖u+ v‖p ≤ ‖u‖p +‖v‖p .

Observe agora que, se 1 < p < ∞ e u+ v 6= 0, então

|u+ v|p ≤ (|u|+ |v|)|u+ v|p−1.
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Daí, usando a Desigualdade de Hölder e relembrando que (p−1)q = p, obtemos∫
U
|u+ v|pdx ≤ ‖u‖p

∥∥|u+ v|p−1∥∥
q +‖v‖p

∥∥|u+ v|p−1∥∥
q

= (‖u‖p +‖v‖p)

(∫
U
|u+ v|pdx

)1/q

.

Portanto,

‖u+ v‖p ≤ ‖u‖p +‖v‖p .

Usando a Desigualdade de Minkowski é possível mostrar que o espaço Lp, p ≥ 1, é um

espaço normado, com norma ‖u‖p.

Podemos ainda definir o espaço Lp para p = ∞, da seguinte forma:

Definição 1.1.2. Definimos

‖u‖
∞
= ess sup

x∈U
|u(x)|= inf{M : |u(x)|< M, em quase todo ponto x ∈U}.

Assim,

L∞ = L∞(U) = {u : U → R : u é mensurável e‖u‖
∞
< ∞}.

Neste caso, vale também a desigualdade de Minkowski. A partir dos espaços Lp e de um

novo conceito de derivada vamos definir na próxima seção novos espaços, conhecidos como

espaços de Sobolev.

1.2 Espaços de Sobolev

Nesta seção iremos definir os espaços W m,p(U), conhecidos com Espaços de Sobolev, onde

m ∈N, 1 < p < ∞ e U ⊂Rn é aberto. As propriedades destes espaços são muito utilizadas para

aplicações na teoria de equações diferenciais parciais. Aqui, C∞
c denota o espaço das funções

φ : U → R com suporte compacto em U e infinitamente diferenciáveis.
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1.2.1 Derivada Fraca

Seja u ∈C1(U). Se φ ∈C∞
c (U) podemos ver, através de integração por partes, que∫

U
uφx jdx =−

∫
U

ux jφdx. (1.3)

com j = 1, . . . ,n. Os termos de fronteira são nulos na integração por partes pois se φ possui

suporte compacto em U , então φ é zero em ∂U .

Diante desta motivação, temos

Definição 1.2.1. Sejam e α um multi-índice e u,v ∈ L1
loc(U) onde

L1
loc(U) = {u : U → R;u ∈ L1(V ) para todo V ⊂U com V̄ . compacto}

Dizemos que v é a derivada parcial fraca de ordem α de u e denotamos por:

Dαu = v,

onde

Dα =
∂ α1

∂x1
. . .

∂ αn

∂xn

se, para todo φ ∈C∞
c ,vale ∫

U
uDα

φdx = (−1)|α|
∫

U
vφdx. (1.4)

A partir do conceito de derivada fraca vamos, na próxima seção, definir os espaços de

Sobolev. Tais espaços têm bastante aplicação na teoria de Equações Diferenciais Parciais.

1.2.2 Definição dos Espaços de Sobolev

Fixe 1≤ p≤ ∞ e m um inteiro não negativo.

Definição 1.2.2. O Espaço de Sobolev W m,p(U) consiste de todas as funções u ∈ L1
loc(U) com

u : U → R tais que para cada multi-índice α com |α| ≤ m, Dαu existe no sentido de derivada

fraca e pertence a Lp(U). Se u ∈W m,p(U), definimos a norma de u por:

‖u‖W m,p(U) :=


(
∑|α|≤m

∫
U |Dαu|pdx

)1/p para 1≤ p < ∞,

∑|α|≤m esssupU |Dαu| para p = ∞.
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É possível mostrar que o espaço de Sobolev W m,p(U) é um espaço de Banach. O caso

p = 2, em particular, é bastante utilizado nas aplicações em equações diferenciais parciais.

Neste caso o espaço de Sobolev W m,p(U) é representado por Hm(U). O espaço Hm(U) é um

espaço de Hilbert com produto interno definido para u,v ∈ Hm(U), por

〈u,v〉m = ∑
|α|≤m

〈Dαu,Dαv〉L2(U) .

Na próxima seção determinaremos a solução da equação do calor.

1.3 A Equação do Calor

Na matemática, o estudo das soluções de equações na forma

ut− ε∆u = 0

começou no início do século XIX e perdura até hoje. Tal equação, conhecida como equação do

calor, está associada a processos de dissipação de calor.

Nesta seção faremos inicialmente um estudo sobre a equação do calor com ε = 1

ut−∆u = 0. (1.5)

Aqui consideraremos t > 0 e x ∈U com U ⊂ Rn aberto. Estudaremos também a equação do

calor não homogênea, dada por

ut−∆u = f (1.6)

onde f é uma função conhecida que, na física, representa uma fonte de calor no sistema.

Nosso objetivo, então, é encontrar soluções para equação do calor. Para isto, vamos co-

meçar supondo que suas soluções possuem uma forma específica com o intuito de reduzir a

equação (1.5) a uma equação diferencial ordinária separável. Primeiramente, observe que se u

é solução de (1.5) então dado λ ∈ R, para u(λx,λ 2t), temos

λ
2ut(x, t)−λ

2
∆u(x, t) = λ

2 (ut(x, t)−∆u(x, t))

= 0.
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Logo u(λx,λ 2t) também é solução da equação (1.5). Isto indica que a razão r2/t (r = |x|) é

importante para equação do calor e sugere que, para t > 0 e x ∈ Rn

u(x, t) = v
(

r2

t

)
= v
(
|x|2

t

)
,

para alguma função v que será convenientemente determinada. Suponha que a solução u(x, t)

pode ser escrita na forma:

u(x, t) =
1
tα

v
( x

tβ

)
, (1.7)

onde α,β são constantes e a função v : Rn→ R. Para obter a identidade (1.7) basta observar

que a equação (1.5) satisfaz para todo λ > 0, x ∈ Rn e t > 0 a seguinte igualdade:

u(x, t) = λ
αu(λ β x,λ t).

Considerando λ = t−1 e definindo v(y) := u(y,1), temos

v(y) = λ
αu(λ β y,λ )

=

(
1
tα

)
u
(

y
tβ
,
1
t

)
.

Substituindo a expressão (1.7) na equação (1.5), obtemos

αt−(α+1)v
( x

tβ

)
+β t−(α+1) x

tβ
·Dv

( x
tβ

)
+ t−(α+2β )

∆v
( x

tβ

)
= 0. (1.8)

Tome β = 1/2 na equação anterior. Daí

αv+
1
2

y ·Dv+∆v = 0,

onde y := t−β x = t−1/2x. Agora, escreva v na forma v(y) = w(|y|) para algum w : Rn→ Rn.

Assim,

αw+
1
2

rw′+w′′+
n−1

r
w′ = 0,

com r = |y| e onde ′ denota d
dr . Sendo α = n/2 segue

n
2

w+
1
2

rw′+w′′+
n−1

r
w′ = 0

n
2

rn−1w+
1
2

rnw′+ rn−1w′′+(n−1)rn−2w′ = 0

(rn−1w′)′+
1
2
(rnw)′ = 0

rn−1w′+
1
2

rnw = a,
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para alguma constante a. Assumindo que limr→∞ w = w′ = 0, segue que a = 0, logo

w′ =−1
2

rw.

Então, para alguma constante b

w = be−
r2
4 .

Concluímos então que

u(x, t) =
b

tn/2 e−
|x|2
4t

é solução da equação (1.5).

Da discussão feita anteriormente temos a seguinte definição.

Definição 1.3.1. A função

φ(x, t) :=

 1
(4πt)n/2 e−

|x|2
4t se x ∈ Rn, t > 0

0 se x ∈ Rn, t ≤ 0

é chamada de solução fundamental da Equação do Calor.

1.3.1 Problema de Valor Inicial

Agora vamos usar a solução fundamental φ para encontrar uma solução para o problema de

Cauchy  ut−∆u = 0 em Rn× (0,∞),

u = g em Rn×{t = 0}.
(1.9)

Para isto, note primeiramente que para (x, t) 6= (0,0) a função u(x, t) = φ(x, t) é solução da

equação do calor. Além disso, para y ∈ Rn fixo, u(x, t) = φ(x− y, t) também é solução da

equação (1.5). Consequentemente,

u(x, t) =
∫
Rn

φ(x− y, t)g(y)dy (1.10)

=
1

(4πt)n/2

∫
Rn

e−
|x−y|2

4t g(y)dy (1.11)

é uma solução para o problema de Cauchy. Vejamos agora como determinar a solução para o

problema de Cauchy não-homogêneo (1.6).
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1.3.2 Problema Não-Homogêneo

Considere o seguinte problema de Cauchy não-homogêneo ut−∆u = f em Rn× (0,∞),

u = 0 em Rn×{t = 0}.
(1.12)

Observe primeiramente que dado y∈Rn e 0< s< t, φ(x−y, t−s) é uma solução para a equação

do calor. Além disso, fixado s, a função

u = u(x, t;s) =
∫
Rn

φ(x− y, t− s) f (y,s)dy

é solução de  ut(·;s)−∆u(·;s) = 0 em Rn× (0,∞),

u(·,s) = f (·;s) em Rn×{t = s}.
(1.13)

Note que o problema de Cauchy (1.13) é um problema de Cauchy da forma (1.9) com t = 0

substituido por t = s. Logo, u(·;s) não pode ser solução do problema (1.12).

Porém, o Princípio de Duhamel diz que podemos construir uma solução para o problema

(1.12) integrando as soluções de (1.13) em relação a s. Por conta disso, vamos considerar

u(x, t) =
∫ t

t/2
u(x, t;s)ds

=
∫ t

t/2

∫
Rn

φ(x− y, t− s)dyds

=
∫ t

t/2

1
(4π(t− s))n/2

∫
Rn

e−
|x−y|2
4(t−s) f (y,s)dyds,

para x ∈ Rn e t ≥ 0. Para garantir que a fórmula funciona, assumimos que f ∈C2
1(Rn× [0,∞))

e que f tem suporte compacto.

A solução do problema de Cauchy não-homogêneo será utilizada no capítulo 3. Na pró-

xima seção definiremos a Transformada de Fourier, uma importante ferramenta utilizada nos

capítulos 2, 3 e 4.
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1.4 Transformada de Fourier

Definição 1.4.1. Se u ∈ L1(Rn), definimos a Transformada de Fourier de u, denotada por û

como sendo

û(y) :=
1

(2π)n/2

∫
Rn

e−ix·yu(x)dx

onde y ∈ Rn, i é o número imaginário e x · y denota o produto interno entre x e y.

Como
∣∣e±ix·y∣∣= 1 e u ∈ L1(Rn) a integral

∫
Rn e−ix·yu(x)dx existe para cada y ∈ Rn.

Agora vamos estender a definição da Transformada de Fourier para u ∈ L2(Rn). Para isto,

vejamos o teorema a seguir:

Teorema 1.4.1. (Teorema de Plancherel) Se u ∈ L1(Rn)∩L2(Rn), então û ∈ L2(Rn) e

‖û‖L2 = ‖u‖L2

Demonstração. Primeiramente, observe que se v,w∈ L1(Rn) entao v̂, ŵ∈ L∞(Rn). Além disso,

usando o Teorema de Fubini, temos∫
Rn

v(x)ŵ(x)dx =
1

(2π)n/2

∫
Rn

∫
Rn

e−ix·yv(x)w(y)dydx (1.14)

=
∫
Rn

v̂(y)w(y)dy. (1.15)

Usando a solução da equação do calor não homogênea é possível mostrar que para t > 0(vide

[2] pg 186). ∫
Rn

eix·y−t|x|2dx =
(

π

t

)n/2
e−
|y|2
4t .

Consequentemente, se ε > 0 e vε(x) := e−ε|x|2 , pela igualdade anterior segue que

v̂ε(y) =
e−
|y|2
4ε

(2ε)n/2 .

Daí, pela identidade (1.14) temos para cada ε > 0∫
Rn

ŵ(y)vε(y)dy =
∫
Rn

w(x)v̂ε(x)dx (1.16)

=
1

(2ε)n/2

∫
Rn

w(x)e−
|y|2
4ε dx. (1.17)
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Considere u ∈ L1(Rn)∩L2(Rn) e defina v(x) := ū(−x), onde ū é o complexo conjugado de u.

Agora, tome w ∈ L1(Rn)∩C(Rn) como sendo a convolução de u e v, isto é

w(y) = (u∗ v)(y) =
∫
Rn

u(y)v(x− y)dy.

Note que, usando novamente o Teorema de Fubini,

ŵ(y) = (̂u∗ v)(y)

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

e−ix·y
∫
Rn

u(z)v(x− z)dzdx

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

e−z·yu(z)
(∫

Rn
e−i(x−z)·yv(x− z)dx

)
dz

=
∫
Rn

e−z·yu(z)v̂(y)dz

= (2π)n/2û(y)v̂(y).

Onde,

v̂(y) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

e−ix·yū(−x)dx = ¯̂u(y).

e assim, ŵ = (2π)n/2|û|2.

Como w contínua, ŵ = (2π)n/2|û|2 ≥ 0 e

lim
ε→0

1

(2ε)n/2

∫
Rn

w(x)e−
|y|2
4ε dx = (2π)n/2w(0),

deduzimos então que fazendo ε → 0+ na identidade (1.16), temos∫
Rn

ŵ(y)dy = (2π)n/2w(0).

Portanto, ∫
Rn
|û|2 dy = w(0) =

∫
Rn

u(x)v(−x)dx =
∫
Rn
|u|2 dx.

Como queríamos demonstrar.

Definição 1.4.2. (Transformada de Fourier em L2) Sabendo que

‖û‖L2 = ‖u‖L2 ,

podemos estender a definição da Transformada de Fourier para u ∈ L2(Rn), pois se u ∈ L2 o

Teorema de Plancherel garante que û ∈ L2.
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Vamos ver agora uma propriedade importante da Transformada de Fourier que usaremos

nos próximos capítulos.

Teorema 1.4.2. Seja u ∈ L2(Rn). Se u é suave e tem suporte compacto então para cada multi-

índice α com Dαu ∈ L2(Rn), temos

D̂αu = (iy)α û.

Demonstração.

D̂αu =
1

(2π)n/2

∫
(Rn)

e−ix·yDαu(x)dx

=
(−1)|α|

(2π)n/2

∫
(Rn)

Dα
x (e
−ix·y)u(x)dx

=
1

(2π)n/2

∫
(Rn)

e−ix·y(iy)αu(x)dx

= (iy)α û(y).

Com essa demonstração encerramos este capítulo. Vejamos a partir de agora os resultados

principais deste trabalho. Note, ao longo dos próximos capítulos, a importância da Transfor-

mada de Fourier e do teorema anterior na análise do decaimento de soluções.



CAPÍTULO 2

Decaimento para leis de conservação parabólicas

em L2

Com o intuito de investigar o comportamento das soluções do problema de Cauchy da forma

∂

∂ t
u+

n

∑
j=1

∂

∂x j
f j(u) = ε∆u, (2.1)

iremos analisar neste capítulo o decaimento das soluções do problema acima, para f j ∈Cm(Rn)

e valor inicial u0 = u(x,0) ∈ L1(Rn)∩Hm(Rn)∩Cm
0 (Rn), onde,

Cm
0 (Rn) = {u ∈Cm : lim

|x|→∞

Dαu = 0, |α| ≤ m}.

Tal análise, baseada no artigo [4], será feita inicialmente para norma L2 da solução da

equação (2.1) e depois para norma L2 de suas derivadas. Vejamos o primeiro teorema,

Teorema 2.0.3. Se f j ∈C1(R,R), u0 ∈ L1(Rn)∩H1(Rn)∩Cm
0 (Rn) e u é uma solução para o

problema de Cauchy (2.1) com valor inicial u0, então∫
Rn
|u(x, t)|2dx≤C(t +1)−

n
2

onde C é uma constante que depende de ε , n e u0.

Demonstração. Suponha que o problema de Cauchy (2.1) possui solução suave. Multiplicando

a equação (2.1) por u e integrando, temos:

u
∂

∂ t
u+

n

∑
j=1

u
∂

∂x j
f j(u) = εu∆u⇒ (2.2)

d
dt

u2

2
+

n

∑
j=1

u
∂

∂x j
f j(u) = εu∆u⇒ (2.3)

∫
Rn

d
dt

u2

2
dx+

∫
Rn

n

∑
j=1

u
∂

∂x j
f j(u)dx = ε

∫
Rn

u∆udx. (2.4)

23
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Agora, observe que para cada 1≤ j ≤ n fixo, temos

u
∂

∂x j
f j(u) = u f

′
j(u)ux j =

∂

∂x j
Fj(u),

onde

Fj(u) =
∫ u

0
v f
′
jdv.

Assim, concluímos que ∫
Rn

u
∂

∂x j
f j(u)dx j =

∫
Rn

∂

∂x j
Fj(u)dx j = 0,

já que u
∂

∂x j
f j(u) é uma derivada pura com respeito a x j e u ∈Cm

0 . Além disso, note que

u∆u = u
n

∑
j

∂ 2u
∂x2

j
.

Logo, para cada 1≤ j ≤ n fixo, integrando por partes, segue que

n

∑
j=1

∫
Rn

u
∂ 2u
∂x2

j
dx = −

n

∑
j=1

∫
Rn

(
∂u
∂x j

)2

dx

= −
∫
Rn
|∇u|2dx,

pois u ∈ Cm
1 e, consequentemente, para x suficientemente grande não aparecerão termos de

fronteira na integração por partes. Assim,

ε

∫
Rn

u∆udx =−ε

∫
Rn
|∇u|2dx,

e então podemos reescrever 2.2 da seguinte forma,

d
dt

∫
Rn
|u|2 dx =−2ε

∫
Rn
|∇u|2dx.

Além disso, pelo teorema de Plancherel, temos

d
dt

∫
Rn
|û|2 dξ =

d
dt

∫
Rn
|u|2 dx

= −2ε

∫
Rn
|∇u|2 dx

= −2ε

∫
Rn

∣∣∣∇̂u
∣∣∣2 dξ .
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Logo, pelo teorema 1.4.2

d
dt

∫
Rn
|û|2 dξ =−2ε

∫
Rn
|ξ |2 |û|2 dξ . (2.5)

Vamos agora estimar a norma de ξ e, consequentemente, estimar a norma de u em L2. Para

isto, defina o subconjunto A(t) de Rn do seguinte modo:

A(t) =

{
ξ : |ξ |>

(
n

2ε(t +1)

) 1
2
}
.

Note primeiramente que, ∫
Rn
|ξ |2 |û|2 dξ ≥

∫
A(t)
|ξ |2 |û|2dξ .

Logo,

−2ε

∫
Rn
|ξ |2 |û|2 dξ ≤−2ε

∫
A(t)
|ξ |2 |û|2dξ .

Assim segue de 2.5 e da desigualdade anterior que,

d
dt

∫
Rn
|û|2 dξ ≤−2ε

∫
A(t)
|ξ |2 |û|2dξ .

Como −|ξ |<−
(

n
2ε(t+1)

)1/2
, temos

d
dt

∫
Rn
|û|2dξ ≤ −n

t +1

∫
A(t)
|û|2dξ =

−n
t +1

∫
Rn
|û|2dξ +

n
t +1

∫
Ac(t)
|û|2dξ .

Multiplicando a desigualdade anterior pelo fator integrante (t +1)n

(t +1)n d
dt

∫
Rn
|û|2dξ +n(t +1)n−1

∫
Rn
|û|2dξ ≤ n(t +1)n−1

∫
AC(t)

û2dξ ⇒ (2.6)

d
dt

[
(t +1)n

∫
Rn
|û|2dξ

]
≤ n(t +1)n−1

∫
Ac(t)
|û|2dξ . (2.7)

Como u0 ∈ L1, pelo princípio do máximo, temos∫
Rn
|u(x, t)|dx≤

∫
Rn
|u(x,0)|dx.

Em particular,

||û(·, t)||∞ ≤
∫
Rn
|u(x,0)| .
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Assim, de 2.6 temos,

d
dt

[
(t +1)n

∫
Rn
|û|2dξ

]
≤ n(t +1)n−1

∫
Ac(t)
|û|2dξ

≤ n(t +1)n−1
∫

Ac(t)
|u(x,0)|2dξ .

Como, ∫
Ac(t)
|u(x,0)|2dξ = ‖u0‖2

1

∫
Ac(t)

dξ

= ‖u0‖2
1 rn

ωndr

onde ωn é o volume da esfera unitária n-dimensional e r =
(

n
2ε(t+1)

) 1
2 . Daí,

d
dt

[
(t +1)n

∫
Rn
|û|2dξ

]
≤ ‖u0‖2

1 n(t +1)n−1
ωn

[
2ε(t +1)

n

]−n/2

.

Integrando a desigualdade acima de 0 a t obtemos o resultado desejado.

Agora vamos obter uma estimativa similar na norma L2 para as derivadas de u. Para isto,

precisamos dos seguintes resultados preliminares:

Lema 2.0.1. Suponha que f ∈Cm(Rn,Rn), f (0) = 0 e u ∈ Hm(Rn). Se 1≤ s≤ m, então

∑
|α|=s

∫
Rn
|Dα f (u(x))|2dx≤C ∑

|α|=s

∫
Rn
|Dαu(x)|2dx

onde a constante C depende somente de n, s, f e a norma L∞ de u.

Demonstração. Note que

|Dα f (u(x))|2 = |Dα f (u)Dαu|2

= |Dα f (u)|2|Dαu|2.

Como f ∈Cm(Rn,Rn), temos que

|Dα f (u)−Dα f (0)| ≤C|Dαu(t)|.

Logo,

|Dα f (u(x))|2 ≤C|Dαu|2.
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Portanto,

∑
|α|=s

∫
Rn
|Dα f (u(x))|2dx≤C ∑

|α|=s

∫
Rn
|Dαu(x)|2dx.

Lema 2.0.2. Se f j ∈Cm+1(R,R), u0 ∈ L1(Rn)∩Hm(Rn)∩Cm
1 (R

n) e u é uma solução de (2.1)

com dado inicial u0 então existem constantes positivas kr que dependem r, s, ε , f j e ‖u‖
∞

, tais

que a norma

‖u(t)‖s =

[
s

∑
r=0

kr ∑
|α|=r

∫
Rn
|Dαu(x, t)|2dx

] 1
2

satisfaz
d
dt
‖u(t)‖2

s ≤−c
s+1

∑
r=1

kr ∑
|α|=r

∫
Rn
|Dαu|2dx. (2.8)

Demonstração. Mostraremos a desigualdade (2.8) por indução. Se |α| = 0 então a desigual-

dade (2.8) se reduz ao resultado obtido no teorema 2.0.3. Suponha agora, que a desigualdade

(2.8) vale para 0≤ |α|< s. Diferenciando a equação (2.1) obtemos

Dαut =−Dαdiv f + εDα
∆u,

com f = ( f 1, . . . , f n). Multiplicando a identidade anterior por Dαu, temos

DαuDαut =−DαuDαdiv f + εDαuDα
∆u.

Integrando,

d
dt

∫
Rn

|Dαu|2

2
dx =−

∫
Rn

DαuDαdiv f dx+ ε

∫
Rn

DαuDα
∆udx. (2.9)

Em relação a base canônica
{

e j
}

do Rn, podemos reescrever Dαdiv f e Dα∆u da seguinte

forma:

Dαdiv f =
n

∑
j=1

Dα+e j f j,

Dα
∆u =

n

∑
j=1

Dα+2e ju.

Consequentemente, reescrevemos a equação (2.9) como

d
dt

∫
Rn
|Dαu|2dx =−2

n

∑
j=1

∫
Rn

DαDα+e j f jdx+2ε

n

∑
j=1

∫
Rn
|Dα+2e ju|2dx.
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Observe agora que, fixando 1≤ l ≤ j e integrando por partes, obtemos

d
dt

∫
Rn
|Dαu|2dx = 2

n

∑
j=1

∫
Rn

Dα+e juDα f jdx−2ε

n

∑
j=1

∫
Rn
|Dα+2e ju|2dx.

Usando a desigualdade ab≤ ε

2a2 + 1
2ε

b2, segue,

2
n

∑
j=1

∫
Rn

Dα+e juDα f jdx≤ 2
n

∑
j=1

(∫
Rn

ε

2
|Dα+e ju|2 + 1

2ε
|Dα f j|2dx

)
.

Daí,

d
dt

∫
Rn
|Dαu|2dx ≤ ε

n

∑
j=1

∫
Rn
|Dα+e ju|2dx+

1
ε

n

∑
j=1

∫
Rn
|Dα f j|2dx−2ε

n

∑
j=1

∫
Rn
|Dα+e ju|2dx

=
1
ε

n

∑
j=1

∫
Rn
|Dα f j|2dx− ε

n

∑
j=1

∫
Rn
|Dα+e ju|2dx.

Pelo lema 2.0.1,

d
dt

∫
Rn
|Dαu|2dx≤ C

ε
∑
|α|=s

∫
Rn
|Dαu|2dx− ε

n

∑
j=1

∫
Rn
|Dα+e ju|2dx.

Logo, para todo α com |α|= s, temos

d
dt ∑
|α|=s

∫
Rn
|Dαu|2dx≤ cs

(
C
ε

∑
|α|=s

∫
Rn
|Dαu|2dx− ε ∑

|α|=s+1

∫
Rn
|Dα+e ju|2dx

)
,

onde cs é uma constante que depende de s. Multiplicando agora a desigualdade anterior por

uma constante positiva δ tal que

δcs

ε
=

ks

2
e

δcsε

C
=

ks+1

2
,

obtemos

d
dt ∑
|α|=s

∫
Rn
|Dαu|2dx≤ cs

(
C
ε

∑
|α|=s

∫
Rn
|Dαu|2dx− ε ∑

|α|=s+1

∫
Rn
|Dα+e ju|2dx

)
. (2.10)

Pela hipótese de indução,

d
dt
‖u(t)‖2

s−1 ≤−C
s

∑
r=1

kr ∑
|α|=r

∫
Rn
|Dαu|2 dx.
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Somando a desigualdade anterior com a desigualdade (2.10) concluímos

d
dt
‖u(t)‖2

s ≤ −C
s

∑
r=1

kr ∑
|α|=r

∫
Rn
|Dαu|2 dx+ cs

(
C
ε

∑
|α|=s

∫
Rn
|Dαu|2dx− ε ∑

|α|=s+1

∫
Rn
|Dα+e ju|2dx

)

= −C
s

∑
r=1

kr ∑
|α|=r

∫
Rn
|Dαu|2 dx+

Cks

2 ∑
|α|=s

∫
Rn
|Dαu|2dx−Cks+1

2 ∑
|α|=s+1

∫
Rn
|Dαu|2dx

= −C
s

∑
r=1

kr ∑
|α|=r

∫
Rn
|Dαu|2 dx+

C
2

s

∑
r=1

kr ∑
|α|=r

∫
Rn
|Dαu|2dx−C

2

s+1

∑
r=1

kr ∑
|α|=r

∫
Rn
|Dαu|2dx

≤ −C
2

s+1

∑
r=1

kr ∑
|α|=r

∫
Rn
|Dαu|2dx

≤ −C
s+1

∑
r=1

kr ∑
|α|=r

∫
Rn
|Dαu|2dx.

Portanto,
d
dt
‖u(t)‖2

s ≤−C
s+1

∑
r=1

kr ∑
|α|=r

∫
Rn
|Dαu|2dx.

Com esses dois resultados em mãos, podemos agora demonstrar o teorema desejado

Teorema 2.0.4. Se f j ∈Cm+1(R,R), u0 ∈ L1(Rn)∩Hm(Rn)∩Cm
1 (Rn) e u é uma solução de

(2.1) com dado inicial u0, então

∑
|α|≤s

∫
Rn
|Dαu(x, t)|2dx≤C(t +1)−

n
2 .

Além disso, se m > [n
2 ] então

∑
|α|<m−[ n

2 ]

‖Dαu(·, t)‖
∞
≤C(1+ t)−

n
4 .

Demonstração. Assumindo a existência de solução suave, podemos supor, sem perda de gene-

ralidade, f j(0) = 0. De fato, caso f j(0) seja diferente de zero, basta trocar na equação (2.1)

f j(u) por f̃ j(u) = f j(u)− f j(0). Novamente, vamos usar indução com o intuito de estimar o

decaimento para ‖Dαu‖Hm .

Para |α| = 0 o resultado segue diretamente do teorema 2.0.3. Suponha então que o decai-

mento foi obtido para todo α com 0≤ |α|< s. Daí, para α tal que |α|= s, pelo lema anterior,

d
dt
‖u(t)‖2

s ≤−C
s+1

∑
r=1

kr ∑
|α|=r

∫
Rn
|Dαu|2dx. (2.11)
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Derivando a desigualdade (2.11) e usando o teorema de Plancherel, temos

d
dt
‖û‖2

s =
d
dt

s

∑
r=0

kr ∑
|α|=r

∫
Rn
|D̂αu|2dξ

≤ −C
s+1

∑
r=1

kr ∑
|α|=r

∫
Rn
|D̂αu|2dξ .

Integrando por Partes,

d
dt
‖û‖2

s ≤ −C
s+1

∑
r=1

kr ∑
|α|=r

∫
Rn
|ξ |2|û|2dξ .

Definindo

Ac(t) =

{
ξ : |ξ | ≤

(
n

2ε(t +1)

) 1
2
}
,

e usando os mesmos argumentos utilizados na demonstração do teorema 2.0.3, obtemos

d
dt

[
(t +1)n

s+1

∑
r=1

kr ∑
|α|=r

∫
Rn
|D̂αu|2dξ

]
≤ C(t +1)n−1

s+1

∑
r=1

kr ∑
|α|=r

∫
Ac(t)
|D̂αu|2dξ .

Note que,

d
dt

[
(t +1)n ‖û‖2

s

]
≤ C(t +1)n−1

s

∑
r=0

kr

∫
AC(t)
|û|2dξ

≤ C(t +1)n−1
∫

AC(t)
|û|2dξ

≤ C(t +1)n−1
∫
Rn
|û|2dξ ,

pois

∑
|α|=r

∫
Ac(t)
|D̂αu|2dξ = ∑

|α|=r

∫
AC(t)
|ξ |2|û|2dξ

≤ C
∫

Ac(t)
|û|2dξ .

Da hipótese de indução e do teorema de Plancharel, segue∫
Rn
|û|2dξ =

∫
Rn
|u|2dx

≤ C(t +1)−
n
2 .
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Logo,

d
dt

[
(t +1)n ‖û‖2

s

]
≤ C(t +1)n−1(t +1)−

n
2

= C(t +1)
n
2−1,

ou seja,

d
dt

[
(t +1)n ‖u‖2

s

]
≤ C(t +1)

n
2−1.

Integrando a desigualdade anterior de 0 a t, obtemos

(t +1)n ‖u‖2
s ≤C(t +1)

n
2 +‖u0‖2

s .

Logo,
s

∑
r=0

kr ∑
|α|=s

∫
Rn
|Dαu|2dx = ‖u‖2

s ≤C(t +1)−
n
2 .

Lembrando que, por hipótese de indução, para 0≤ |α|< s temos

∑
|α|<s

∫
Rn
|Dαu|2dx≤C(t +1)−

n
2 .

Logo, para todo α tal que 0≤ |α| ≤ s, concluímos

∑
|α|≤s

∫
Rn
|Dαu|2dx≤C(t +1)−

n
2 .

Para demonstrar a segunda desigualdade basta agora estimar ∑|α|< j ‖Dαu‖
∞

. Supondo que

j < m− [n/2], segue do teorema de Imersão de Sobolev

∑
|α|< j
‖Dαu‖

∞
≤C‖u‖Hm .

Assim,

∑
|α|< j
‖Dαu‖

∞
≤ C

(
∑
|α|≤s

∫
Rn
|Dαu|2dx

)1/2

≤ C(t +1)−
n
4 .

Portanto, para j < m− [n/2],

∑
|α|< j
‖Dαu‖

∞
≤C(t +1)−

n
4 .
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Obtidas as estimativas da norma L2 de u e de suas derivadas, vamos, no próximo capítulo,

fazer uma análise do decaimento de u na norma L∞ sob certas condições. Para fazer tal análise

iremos utilizar bastante as desigualdades obtidas no teorema 2.0.4.



CAPÍTULO 3

Decaimento para Leis de Conservação Parabólicas

em L∞

Neste capítulo, analisaremos o decaimento da solução do problema de Cauchy 2.1 na norma

L∞ sob uma das seguintes condições de crescimento sobre f j:

∣∣∣∣ d
du

f j(u)
∣∣∣∣≤C |u|p com p≥ 1+

4
n

para |u| ≤ 1, (3.1)

ou ∣∣ f j(u)
∣∣≤C |u|q com q≥ 2

(
1+

1
n

)
para |u| ≤ 1, (3.2)

onde C é uma constante. Além de uma dessas condições, usaremos também os resultados

obtidos no teorema 2.0.4 do capítulo anterior.

Teorema 3.0.5. Se além das hipóteses do teorema 2.0.4 supusermos que f j satisfaz (3.1) ou

(3.2), então a solução u da equação (2.1) satisfaz

‖u(·, t)‖
∞
≤C(1+ t)−

n
2 ,

onde C é uma constante que depende de ε , n, m, f j e u0.

Demonstração. Utilizando a solução da equação do calor não homogênea obtida na seção 1.3

do capítulo 1, temos que a solução u(x, t) da equação (2.1) é dada por

u(x, t) =
∫
Rn

K(z− x, t)u(z, t/2)dz+
∫ t

t
2

∫
Rn

K(z− x, t− s)div f dzds, (3.3)

onde

K(x, t) = (4πt)−
n
2 e−

x2
4t .

33
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Agora, observe que a primeira integral da equação (3.3) pode ser estimada da seguinte forma:∫
Rn

K(t,z− x)u(t/2,z)dz =
∫
Rn
(4πt)−

n
2 e−

(z−x)2
4t u(t/2,z)dz.

Como e−
(z−x)2

4t é decrescente pois t > 0, temos∫
Rn

K(z− x, t)u(z, t/2)dz ≤ Ct−
n
2

∫
Rn

u(z, t/2)dz

= Ct−
n
2 ||u(z, t/2)| |1

≤ Ct−
n
2 .

Então, basta agora analisar o decaimento da segunda integral da equação (3.3). Para isto vamos

supor inicialmente que a condição (3.1) vale. Note que,∣∣∣∣∫ t

t
2

∫
Rn

K(t− s,z− x)div f dzds
∣∣∣∣ ≤ ∫ t

t
2

∫
Rn
|K(t− s,z− x)div f |dzds.

Escrevendo o divergente de f na forma:

div f =
n

∑
j=1

d f j

du
(u(s,z))

∂u
∂ z j

(s,z),

temos,∣∣∣∣∫ t

t
2

∫
Rn

K(z− x, t− s)div f dzds
∣∣∣∣≤ n

∑
j=1

∫ t

t
2

∫
Rn

∣∣∣∣K(z− x, t− s)
d f j

du
(u(s,z))

∂u
∂ z j

(s,z)
∣∣∣∣dzds.

Pelo teorema 2.0.4, podemos escolher t suficientemente grande com t/2 ≤ s de sorte que

‖u(s)‖
∞
≤ 1. Daí, sob a condição (3.1), temos∣∣∣∣∫ t

t
2

∫
Rn

K(z− x, t− s)div f dzds
∣∣∣∣ ≤ C

n

∑
j=1

∫ t

t
2

∫
Rn
|K(z− x, t− s)| |u|p

∣∣∣∣ ∂u
∂ z j

(s,z)
∣∣∣∣dzds

= C
n

∑
j=1

∫ t

t
2

‖u(s)‖p
∞

∥∥∥∥ ∂u
∂ z j

(s)
∥∥∥∥

∞

∫
Rn

K(z− x, t− s)dzds.

Pelo o teorema 2.0.4, temos que ‖u(s)‖p
∞
≤C(1+ s)−n/4, logo∣∣∣∣∫ t

t
2

∫
Rn

K(z− x, t− s)div f dzds
∣∣∣∣ ≤ C

∫ t

t
2

1

(1+ s)
np
4

1

(1+ s)
n
4

ds

≤ C

[(
1+ t

2

)1− n
4(p+1)

− (1+ t)1− n
4(p+1)

]
≤ C(1+ t)1− n

4(p+1)

≤ C(1+ t)−
n
2 .



CAPÍTULO 3 DECAIMENTO PARA LEIS DE CONSERVAÇÃO PARABÓLICAS EM L∞ 35

Pois p≥ 1+ n
4 implica 1− n

4(p+1)
≥ n

2
.

Vamos obter agora o decaimento de u sob a condição (3.2). Novamente basta mostrar que

a integral dupla de (3.3) decai com velocidade de (1+ t)−
n
2 , pois a primeira integral satisfaz,∫

Rn
K(t,z− x)u(t/2,z)dz≤Ct−

n
2 .

Primeiramente, escrevemos o divergente de f da seguinte forma:

div f =
n

∑
j=1

∂

∂ z j
f j(u).

Então, ∣∣∣∣∫ t

t
2

∫
Rn

K(t− s,z− x)div f dzds
∣∣∣∣ ≤ ∫ t

t
2

∫
Rn
|K(t− s,z− x)div f |dzds⇒

=
n

∑
j=1

∫ t

t
2

∫
Rn

∣∣∣∣K(t− s,z− x)
∂

∂ z j
f j(u)

∣∣∣∣dzds.

Integrando por partes, temos∣∣∣∣∫ t

t
2

∫
Rn

K(t− s,z− x)div f dzds
∣∣∣∣≤ n

∑
j=1

∫ t

t
2

∫
Rn

∣∣∣∣ ∂

∂ z j
K(t− s,z− x) f j(u)

∣∣∣∣dzds.

Como,

K(t− s,z− x) = [4π(t− s)]−
n
2 e−

(z−x)2

4(t−s) ,

então ∣∣∣∣ ∂

∂ z j
K(t− s,z− x)

∣∣∣∣= 1
[4π(t− s)]

n
2

|z j− x|
4(t− s)

e−
|z−x|2
4(t−s) .

Assim, do teorema 2.0.4, segue que∣∣∣∣∫ t

t
2

∫
Rn

K(t− s,z− x)div f dzds
∣∣∣∣ ≤ n

∑
j=1

∫ t

t
2

1

(t− s)
1
2

1
[4π(t− s)]

n
2

|z j− x|
4(t− s)

e−
|z−x|2
4(t−s)

∣∣ f j(u)
∣∣dzds

≤ C
n

∑
j=1

∫ t

t
2

1

(t− s)
1
2

∫
Rn

K(t− s,
(z− x)

2
)
∣∣ f j(u)

∣∣dzds,

pois

|z|e(−z2) ≤Ce−
z2
2 .
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Agora, da condição (3.2), temos∣∣∣∣∫ t

t
2

∫
Rn

K(t− s,z− x)div f dzds
∣∣∣∣ ≤ C

n

∑
j=1

∫ t

t
2

1

(t− s)
1
2

∫
Rn

K(t− s,
(z− x)

2
) |u|q dzds

=
n

∑
j=1

∫ t

t
2

1

(t− s)
1
2
‖u‖q

∞

∫
Rn

K(t− s,
(z− x)

2
)dzds.

Segue do teorema 2.0.4 que∣∣∣∣∫ t

t
2

∫
Rn

K(t− s,z− x)div f dzds
∣∣∣∣ ≤ C

∫ t

t
2

1

(t− s)
1
2

1

(1+ s)
nq
4

∫
Rn

K(t− s,
(z− x)

2
)dzds

≤ C
∫ t

t
2

1

(t− s)
1
2 (1+ s)

nq
4

ds

≤ C

(1+ t
2)

nq
4

∫ t

t
2

ds

(t− s)
1
2

=
C
√

2t
1
2

(1+ t
2)

nq
4

≤ C(1+ t)
1
2−

nq
4

≤ C(1+ t)−
n
2 ,

pois q≥ 2+ 2
n . Portanto, sob uma das condições (3.1) ou (3.2) concluímos que

‖u(·, t)‖
∞
≤C(t +1)−n/2.

Finalizamos então a análise de decaimento para soluções do problema de Cauchy para leis

de conservação parabólicas. No próximo capítulo, iremos fazer a análise do decaimento para

soluções das equações de Navier Stokes. Para isto, usaremos algumas ferramentas desenvolvi-

das nos capítulos 2 e 3.



CAPÍTULO 4

Decaimento em L2 para Equação de Navier-Stokes

Neste capítulo, baseado em [5], iremos estabelecer o decaimento em L2 para as soluções u =

u(x, t) das Equações de Navier Stokes com n≥ 3
ut +u ·∇u−∆u+∇p = 0

∇ ·u = 0

u(x,0) = u0(x),

(4.1)

onde u ·∇u denota o operador adverctivo dado por

u ·∇u = u1
∂u1

∂x1
+ . . .un

∂un

∂xn
,

∆u é o laplaciano de u, ∇p é o vetor gradiente de p e ∇ · u é o divergente de u. Aqui vamos

considerar f = ( f 1, . . . , f n) decaindo em L2 numa velocidade apropriada. Para chegarmos em

nosso objetivo nos baseamos nas demonstrações dos teoremas feitos nos capítulos 2 e 3, como

podemos ver na demonstração do teorema a seguir.

Teorema 4.0.6. Sejam u :Rn×R+→R e p :Rn×R+→R, funções suaves, com u se anulando

no infinito. Suponha que u satisfaz
ut +u ·∇u−∆u+∇p = 0,

∇ ·u = 0,

u(x,0) = u0(x),

com u0(x) ∈ L2(Rn)∩L1(Rn). Então∫
Rn
|u(x, t)|2dx≤C(t +1)−n/2+1

onde C é uma constante positiva dependendo apenas de ‖u‖1, ‖u‖2 e n.

37
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Demonstração. Multiplicando ut +u ·∇u−∆u+∇p = 0 por u e integrando sobre Rn, obtemos∫
Rn

(uut +u(u ·∇u)−u∆u+u∇p)dx = 0.

Analogamente ao que foi feito no Teorema 2.0.3 temos que,

d
dt

∫
Rn
|u|2 dx =−2

∫
Rn
|∇u|2dx.

Logo, pelo Teorema de Plancherel,

d
dt

∫
Rn
|û|2 dξ =−2

∫
Rn
|ξ |2|û|2dξ .

Considerando

S(t) =

{
ξ : |ξ | ≤

(
n

2(t +1)

) 1
2
}
,

temos
d
dt

∫
Rn
|û|2dξ =−2

∫
S(t)c
|ξ |2|û|2dξ −2

∫
S(t)
|ξ |2|û|2dξ .

Daí,

d
dt

∫
Rn
|û|2 dξ ≤ − n

t +1

∫
S(t)c
|û|2dξ −2

∫
S(t)
|ξ |2|û|2dξ

= − n
t +1

∫
Rn
|û|2dξ +

∫
S(t)

(
n

t +1
−2|ξ |2

)
|û|2dξ .

Logo,
d
dt

∫
Rn
|û|2dξ +

n
t +1

∫
Rn
|ξ |2|û|2dξ ≤ n

t +1

∫
S(t)
|û|2dξ .

Vamos assumir que a afirmação abaixo é válida, mais a frente a demonstraremos

Afirmação 1.Sob as mesmas hipóteses do teorema, u satisfaz a desigualdade

|û(ξ , t)| ≤C|ξ |−1 se ξ ∈ S(t) (4.2)

para C constante dependendo apenas da norma de u0 em L1 e L2.

Pela Afirmação 1, temos

d
dt

∫
Rn
|û|2dξ +

n
t +1

∫
Rn
|û|2dξ ≤ C

t +1

∫
S(t)
|ξ |−2dξ .
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Multiplicando a desigualdade anterior por (t +1)n, obtemos

d
dt

[
(t +1)n

∫
Rn
|û|2dξ

]
≤C(t +1)n−1

∫
S(t)
|ξ |−2dξ .

Observe que o lado direito desta desigualdade pode ser escrito como

cω0(t +1)n−1
∫ r(t)

0
rn−1r−2dr,

com ω0 o volume da esfera unitária n-dimensional e r = (n/2(t +1))1/2. Assim,

d
dt

[
(t +1)n

∫
Rn
|û|2dξ

]
≤ Cω0

n−2
(t +1)n−1

[
n

2(t +1)

]n/2−1

≤ C(t +1)n/2.

Integrando a desigualdade anterior em relação ao tempo t, obtemos

(t +1)n
∫
Rn
|û|2dξ ≤

∫
Rn
|û(ξ ,0)|2dξ +C

[
(t +1)n/2+1−1

]
.

Como u0 ∈ L2 e pelo Teorema de Plancherel concluímos,∫
Rn
|u|2dξ ≤ c(t +1)−n/2+1

Para completar a demonstração, vamos agora provar a desigualdade (4.2). Para isto, apliquemos

a Transformada de Fourier na equação (4.1) para obter

ût =−û∇u− ∇̂p+ ∆̂u.

Observe que integrando por partes

∆̂u =
1

(2π)−n/2

∫
Rn

e−iξ ·x
∆udx

=
n

∑
j=1

1
(2π)−n/2

∫
Rn

e−iξ ·x ∂ 2u
∂x2

j
dx

= iξ
n

∑
j=1

1
(2π)−n/2

∫
Rn

e−iξ ·x ∂u
∂x j

dx.

Como ∇ ·u = 0 então ∆̂u = 0. Logo,

ût =−û∇u− ∇̂p.
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Multiplicando a igualdade anterior por e|ξ |
2t , temos

e|ξ |
2t ût = e|ξ |

2t(−û∇u− ∇̂p)⇒
d
dt
(e|ξ |

2t û) = e|ξ |
2t(−û∇u− ∇̂p).

Integrando a identidade anterior de 0 a t, obtemos

e|ξ |
2t û = û0 +

∫ t

0
e|ξ |

2s(û∇u− ∇̂p)ds.

Logo,

|û(ξ , t)| ≤ e−|ξ |
2t |û0(ξ )|+

∫ t

0
e−|ξ |

2(t−s)|(−û∇u− ∇̂p)|ds.

Afirmação 2. Supondo as mesmas hipóteses do teorema 4.0.6, temos que

|− û∇u− ∇̂p| ≤C|ξ |. (4.3)

Segue da afirmação 2 que

|û(ξ , t)| ≤ e−|ξ |
2t |û0(ξ )|+ c

∫ t

0
e−|ξ |

2(t−s)|ξ |ds. (4.4)

Como u0 ∈ L1, a Transformada de Fourier de u pertence a L∞, isto é, para todo ξ , existe c tal

que

|û0(ξ )| ≤C.

Daí, calculando a integral do lado direito da desigualdade (4.4), obtemos

|û(ξ , t)| ≤Ce−|ξ |
2t +

C
|ξ |

(1− e−|ξ |
2t).

Segue que, para ξ ∈ S(t) vale

|û(ξ , t)| ≤C|ξ |−1.

Para finalizar a demonstração basta demonstrar a afirmação 2. Com esse objetivo, vamos ana-

lisar cada termo de (−û∇u− ∇̂p). Observe que,

|û ·∇u| =

∣∣∣∣∣ 1
(2π)−n/2

n

∑
j=1

∫
Rn

e−iξ ·xu
∂u
∂x j

dx

∣∣∣∣∣
≤ 1

(2π)−n/2

n

∑
j=1

∫
Rn

∣∣∣∣e−iξ ·xu
∂u
∂x j

∣∣∣∣dx.
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Integrando por partes e usando o fato de u ir para zero no infinito,

|û ·∇u| ≤∑
i, j

∫
Rn
|u jui||ξ j|dx.

Pela desigualdade de Hölder e o princípio do máximo, temos

∥∥u jui(·, t)
∥∥

1 ≤
∥∥u j(·, t)

∥∥
2

∥∥ui(·, t)
∥∥

2

≤ ‖u0‖2
2 .

Logo,

|û ·∇u| ≤ c|ξ |.

Uma estimativa correspondente para p é obtida através da equação

∆p =−∑
i, j

∂ 2

∂xi∂x j
(uiu j).

De fato, aplicando a transformada de Fourier na igualdade anterior e usando integração por

partes segue que

∆̂p = −∑
i, j

1
(2π)−n/2

∫
Rn

e−iξ ·x ∂ 2

∂xi∂x j
(uiu j)dx

= ∑
i, j

ξ iξ j

(2π)−n/2

∫
Rn

e−iξ ·xuiu jdx

= ∑
i, j

ξ
i
ξ

jûiu j.

Como ∆p = |ξ |2 p̂ e uiu j ∈ L∞, temos

|û ·∇u− ∆̂p| ≤ c|ξ |.

o que conclui a demonstração.

É possível mostrar uma estimativa semelhante para o problema de Cauchy com f diferente

de 0. Basta supor que a norma de f decai numa velocidade apropriada e repetir os passos da

demonstração anterior.
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