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Resumo

A modelagem para dados de contagem é bastante utilizada em diversas áreas do
conhecimento, como nas ciências biológicas, educação e saúde pública. O modelo
comumente utilizado para analisar dados de contagem é o modelo Poisson. Contudo,
quando os dados apresentam superdispersão o modelo Poisson não é mais indicado.
Existem extensões do modelo Poisson que podem ser usados nesta situação, como o
modelo Poisson in�acionado de zeros (ZIP, em inglês). Porém, neste trabalho, é con-
siderado o modelo Binomial Negativo, que é adequado para esta situação, além de
ser um modelo simples e bastante conhecido. Uma suposição do modelo de regressão
tradicional é a independência entre as observações. Contudo, quando as unidades
amostrais são medidas repetidamente ao longo do tempo, os estudos longitudinais
permite a veri�cação das taxas de mudança que ocorrem ao longo do tempo e os
fatores que podem motivar tal variação. Estes estudos são de particular interesse
quando o objetivo é avaliar variações globais ou individuais da resposta ao longo
do tempo. Este tipo de estudo considera a correlação entre as respostas dentro das
unidades amostrais e a ordenação cronológica das respostas. Duas abordagens de
regressão comumente utilizadas para analisar dados longitudinais são os modelos
condicionais e os marginais. O modelo condicional assume a existência de efeitos
aleatórios que descrevem o comportamento de um indivíduo especí�co, sendo este
modelo também chamado de multinível. No modelo marginal a variável resposta é
modelada independentemente da correlação existente entre as medidas de cada uni-
dade amostral (denotada por correlação intra-indivíduo), modelando a expectativa
marginal como uma função das variáveis explicativas. Neste trabalho as duas abor-
dagens foram aplicadas à análise de dados de contagem longitudinais. Estudos de
simulação foram realizados para avaliar a performance dos estimadores provenientes
destas metodologias. Aplicações com bases de dados reais são apresentadas.

Palavras-chave: Dados de Contagem Longitudinais. Distribuição Poisson. Dis-
tribuição Binomial Negativa. Equações de Estimação Generalizadas. Estudos de
Simulação. Modelos Multiníveis. Modelos Marginais via Cópulas Gaussianas.



Abstract

Models for count data are widely used in various areas of knowledge, as in bio-
logical sciences, education and public health. The commonly used model to analyze
count data is the Poisson model. However, when the data exhibit overdispersion the
Poisson model is no indicated. There are extensions of the Poisson model that can
be used in this situation, as the zero-in�ated Poisson model (ZIP). However, this
work is considered the Negative Binomial model, which is suitable for this situation,
besides being a well known and simple model. An assumption of traditional regres-
sion models is the independence between observations. However, when the sample
units are measured repeatedly over time, longitudinal studies allows the veri�cation
of rates of change occurring over time and the factors that may motivate such a
change. This type of study considers the correlation between responses within the
sample units and the chronological ordering of answers. Two regression approaches
commonly used to analyze longitudinal data are conditional and marginal models.
The conditional model assumes the existence of random e�ects that describe the
behavior of a speci�c individual. This model is also called multilevel model. In
the marginal model the response variable is modeled independently of the correla-
tion between the measurements of each sample unit (denoted by intra - individual
correlation), modeling the marginal expectation as a function of the explanatory
variables. In this work the two approaches were applied to longitudinal count data.
Simulation studies were conducted to evaluate the estimators' performance from
these methodologies. Application with real data are provided.

Keywords: Generalized Estimating Equations. Longitudinal Count Data. Multile-
vel Models. Marginal Models by Gaussian Copulas. Negative Binomial Distribution.
Poisson Distribution. Simulation Studies.
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Capítulo 1

Introdução

Bebês engatiam e andam, crianças aprendem a ler e escrever e idosos tornam-se

frágeis e esquecidos são exemplos de mudanças, tanto físicas como mentais, dos indi-

víduos ao longo do tempo. Além destas mudanças naturais, intervenções especí�cas

também podem causar, por exemplo, a diminuição dos níveis de colesterol por uso

de um novo medicamento, ou ainda, a alteração de aprendizado após introdução

de novas técnicas de ensino. Ao medir e mapear tais mudanças, tanto natural-

mente quanto induzidas experimentalmente, pode-se avaliar como as mesmas foram

desencadeadas (Singer & Willett, 2003).

A avaliação das mudanças ao longo do tempo pode ser feita por meio de estudos

experimentais ou observacionais. Além disso, os dados podem ser coletados prospec-

tivamente ou retrospectivamente e o tempo pode ser mensurado em várias unidades:

semanas, semestres, meses, anos, etc. O período da coleta dos dados pode ainda

ser �xo, todos possuem o mesmo tempo, ou �exível, cada pessoa tem um período

(Singer & Willett, 2003).

Pode-se medir as mudanças individuais quando se tem dados longitudinais. Uma

das características mais importantes que de�ne um estudo longitudinal é que os

indivíduos são medidos repetidamente ao longo do tempo (Diggle et al., 1994) ou

em qualquer escala ordenada. Através desse tipo de desenho de estudo é possível

caracterizar o comportamento da variável resposta ao longo do tempo, investigar o

efeito de variáveis independentes sobre o per�l da variável resposta, fazer predição

para a variável resposta ou, ainda, avaliar mudanças globais ou individuais nesta

resposta ao longo do tempo (Singer & Andrade, 1986).

Uma etapa importante na avaliação dos dados é a análise descritiva que, no

caso de estudos longitudinais, pode revelar o comportamento de cada indivíduo que

foi mensurado ao longo do tempo. A maneira mais simples de visualizar como um
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indivíduo especí�co se comporta ao longo do tempo é examinar o grá�co de per�l

individual (Figura 1.1-(a)). Por outro lado, para veri�car o comportamento conjunto

de todos indivíduos deve-se analisar o grá�co de per�l médio, visualizado na Figura

1.1-(b).
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Figura 1.1: Grá�cos do (a) per�l individual e (b) per�l médio do número de ataques
epilépticos.

A investigação dessas mudanças tem fascinado pesquisadores por gerações. No

entanto, foi apenas a partir da década de 80 que uma classe de modelos estatísticos

apropriados foi desenvolvida tornando os pesquisadores capazes de estudar melhor

as mudanças individuais ao longo do tempo. Essa classe de modelos é conhecida

como modelos multiníveis ou modelos lineares hierárquicos.

O modelo multinível pode apresentar dois ou mais níveis e está associado à

efeitos aleatórios que descrevem um indivíduo especí�co e de�nem a estrutura de

correlação entre as medidas repetidas. Desta forma a interpretação destes modelos

é individual e está condicionada aos efeitos aleatórios (por este motivo pode ser

considerado um modelo condicional). Os modelos multiníveis são modelos mais

�exíveis e apresentam maior facilidade no ajuste para estruturas mais complexas.

Para ilustrar a ideia dos efeitos aleatórios, considere a Figura 1.1-(a). É possível

notar claramente que cada indivíduo possui um número médio de ataques epilépti-

cos. Além disso, a variabilidade da variável de interesse ao longo do tempo difere

de indivíduo para indivíduo. Isto pode ser explicado pela presença de efeitos alea-

tórios associado ao intercepto (b0i) e de efeitos aleatórios relacionado ao parâmetro

associado a covariável tempo (b1i).

Uma segunda abordagem para analisar dados longitudinais é conhecida como
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modelo marginal. O termo marginal, neste contexto, é utilizado para enfatizar que

o modelo para a resposta média em cada ocasião depende apenas das covariáveis

de interesse e não incorporam a dependência das respostas anteriores e/ou efeitos

aleatórios. Isso é um contraste com os modelos multiníveis, em que a resposta média

é modelada não apenas como uma função das covariáveis, mas é condicionada a

efeitos aleatórios, que proporcionam a variação tanto para o valor médio da resposta

para cada indivíduo, como ao longo do tempo (Fitzmaurice et al., 2009).

Quando a variável de interesse é uma contagem, as distribuições Poisson e Bino-

mial Negativa são as frequentemente usadas para a sua modelagem. Em um modelo

de regressão tradicional para variáveis discretas, por exemplo, um modelo de re-

gressão Poisson, assume-se que as observações são independentes. Porém, em dados

provenientes de estudos longitudinais com interesse em avaliar a mudança na variá-

vel resposta ao longo do tempo, a suposição de independência entre as observações

não é adequada. Portanto, os modelos multiníveis e marginais podem ser estratégias

alternativas para lidar com a análise de dados de contagem longitudinais.

1.1 Objetivos

Os objetivos desta dissertação são:

1. Revisar os principais resultados teóricos acerca dos modelos multiníveis e mar-

ginais para dados contínuos longitudinais;

2. Apresentar algumas extensões dos modelos multiníveis e marginais para dados

de contagem longitudinais;

3. Avaliar alguns modelos multiníveis e marginais para o ajuste de dados de

contagem longitudinais através de estudos de simulação;

4. Aplicar os modelos multiníveis e marginais à análise de dados reais;

5. Desenvolver um material didático para usuários da área de saúde.

1.2 Estrutura da Dissertação

Esta dissertação está estruturada da seguinte forma. No Capítulo 2 alguns mo-

delos para dados de contagem são discutidos, bem como técnicas de diagnóstico

utilizadas para veri�car o ajuste dos modelos. Os modelos utilizados na análise

de dados longitudinais com resposta contínua são apresentados sucintamente no
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Capítulo 3. Seguidamente, no Capítulo 4 são estendidas estas ideias para dados lon-

gitudinais com resposta de contagem. Os estudos de simulação e as aplicações com

dados reais são apresentados nos Capítulos 5 e 6, respectivamente. As conclusões

são discutidas e apresentadas no Capítulo 7.

1.3 Suporte Computacional

Os programas estatísticos utilizados para as análises dos dados reais e os estudos

de simulação foram o R versão 3.0.2 e o STATA versão 10. O R é uma linguagem

e um ambiente de desenvolvimento integrado para cálculos estatísticos e grá�cos,

sendo gratuito e disponível em www.r-project.org. O STATA (www.stata.com) é

um programa estatístico que foi desenvolvido em C e lançado em 1985. A versão

mais atual do STATA é a 13. Há versões do R e STATA para Windows, Macintosh,

Linux e Unix.

Os códigos utilizados para os estudos de simulação, para a construção dos grá-

�cos e para a construção dos envelopes simulados encontram-se disponíveis em

www.de.ufpe.br/∼raydonal/Tese/Supplementary-Materials/Trindade-2014.
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Capítulo 2

Modelagem para Dados de

Contagem

Dados de contagem apresentam apenas valores inteiros não negativos, isto é,

assumem os valores 0, 1, 2, . . . . Pode-se citar, como exemplos, a contagem de

ataques de pânico ocorridos durante um intervalo de tempo, ou ainda o número de

parceiros sexuais em um período de três meses de indivíduos registrados em um

programa de prevenção ao HIV (Diggle et al., 1994).

Para o ajuste dos dados de contagem, modelos de regressão usualmente não

lineares são os mais adequados uma vez que eles levam em consideração as proprie-

dades especí�cas dos dados, incluindo a falta de continuidade e a não negatividade

na variável resposta.

Os dados de contagem são comumente modelados com a distribuição Poisson.

Uma característica importante desta distribuição é que o valor esperado e a vari-

ância das respostas são iguais, ou seja, E(Y ) = Var(Y ). Porém, na vida real isto

não acontece (ou acontece raramente). Na presença, por exemplo, de superdispersão

(um fenômeno que aparece quando a variabilidade dos dados é maior do que a média

e que pode surgir da heterogeneidade entre os indivíduos e da dependência entre os

eventos) não é mais adequado utilizar esta distribuição. Existem extensões do mo-

delo Poisson para lidar com a presença de superdispersão, como o modelo Poisson

In�acionado de Zeros (ZIP, em inglês). Um modelo mais simples que pode ser utili-

zado nesta situação é o modelo Binomial Negativo (BN) que pode ser representado

como uma mistura das distribuções Gama e Poisson, denotadas respectivamente por

G(·, ·) e Po(·). Vale ressaltar que o modelo de Série de Potências (MSP) e o MSP

com excesso de zeros generalizam os modelos Poisson (e extensões) e BN.

É possível encontrar na literatura uma vasta discussão sobre dados de conta-

gem e o uso das distribuições Poisson e BN para o ajuste de modelos de regressão.
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Por exemplo, Barron (1992) descreveu vários métodos utilizados para analisar da-

dos de contagem, realizou estudos de simulação para avaliar as propriedados dos

estimadores na presença de autocorrelação e superdispersão e investigou os méto-

dos discutidos em conjuntos de dados reais. Lindsey (1995) apresentou técnicas de

modelagem para dados de contagem e frequências. Gupta et al. (1996) desenvolve-

ram um modelo para analisar dados de contagem que apresentam excesso de zeros.

Winkelmann (2003) discutiu sobre a análise de dados de contagem em contextos

econométricos. Cameron & Trivedi (2013) escreveram sobre diferentes aspectos da

análise de regressão para dados de contagem.

Ao lidar com dados de contagem, uma abordagem possível é ajustar um Modelo

Linear Generalizado (MLG) com distribuição Poisson e uma função de ligação canô-

nica (neste caso o logaritmo) a �m de modelar a média. Neste capítulo, na Seção 2.1

é realizada uma revisão sucinta sobre os Modelos Lineares Generalizados (MLG's).

Nas Seções 2.2 e 2.3 são discutidos os modelos Poisson e BN, respectivamente, e

suas principais características. Na Seção 2.4 são apresentadas algumas técnicas de

diagnóstico utilizadas para avaliar o ajuste desta classe de modelos. As bibliotecas

e algumas funções utilizadas nos programas estatísticos R e STATA para ajustar

tais modelos são destacadas na Seção 2.6.

2.1 Modelos Lineares Generalizados (MLG's)

Modelos para a análise de dados não normais usando modelos não lineares vêm

sendo utilizados com frequência em diferentes áreas de conhecimento. Em 1934, Bliss

descreveu um experimento no qual se aplicava nicotina em insetos e a proporção de

mortos era anotada, realizando assim uma das primeiras análises de regressão probit.

Um ano depois, Fisher utilizou o método de máxima verossimilhança para obter os

estimadores do modelo probit (McCulloch & Searle, 2001).

Uma nova classe de modelos de regressão que permitisse incorporar essas novas

ideias de regressão não linear foi de�nida por Nelder & Wedderburn (1972) e deno-

tada como Modelos Lineares Generalizados (MLG's). Os MLG's são caracterizados

por

• Um componente aleatório, especi�cando a distribuição condicional da variável

resposta. Desta forma, tem-se que Yi = (Y1, . . . , Ym)> é um vetor de variá-

veis aleatórias independentes seguindo uma densidade na família exponencial

linear, isto é, Yi ∼ fYi(yi; θi, φ) em que
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fYi(yi; θi, φ) = exp
{
φ−1[yiθi − b(θi)] + c(yi, φ)

}
, (2.1)

com φ−1 sendo o parâmetro de dispersão, θi o parâmetro de posição, b(θi) uma

função que depende apenas de θi e c(yi, φ) uma função não constante de yi

e/ou φ. Alguns exemplos de distribuições que pertencem à família exponencial

são Normal, Binomial, Poisson, Binomial Negativa entre outras.

• Um preditor linear, que é uma função dos regressores

ηi = β1Xi1 + β2Xi2 + . . .+ βpXip,

em que X>i = (Xi1, . . . , Xip) denota o vetor de variáveis explicativas para o

i-ésimo indivíduo, i = 1, . . . ,m (em geral, Xi1 = 1, ∀i) e β = (β1, . . . , βp)
>

como o vetor de parâmetros a ser estimado.

• Uma função de ligação, h(·), duplamente diferenciável, que relaciona o parâ-

metro de posição θi com as variáveis explicativas. Pode-se também modelar

uma transformação da média, µi, que é alguma função de θi, como uma função

linear nos parâmetros, isto é,

h(E(Yi)) = h(µi) = X>i β.

Segundo Paula (2013), é possível mostrar, sob algumas condições usuais de re-

gularidade (Cox & Hinkley, 1979), que

E

[
∂`i(θi)

∂θi

]
= 0 e (2.2)

Var

[
∂`i(θi)

∂θi

]
= −E

[
∂2`i(θi)

∂θ2i

]
,

em que `i(θi) = log fYi(yi; θi, φ) é o logaritmo da função de densidade.

Usando (2.1) em (2.2), tem-se

E

[
φ

(
Yi −

∂b(θi)

∂θi

)]
= 0

o que implica

E [Yi] = µi =
∂b(θi)

∂θi
.

Pode-se veri�car que Var(Yi) = φ−1υ(µi), em que υ(µi) = ∂2b(θi)
∂θ2i

é chamada de

�função de variância� e φ−1 > 0 é o parâmetro de dispersão.
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Após escolher um determinado modelo distribucional na família exponencial, é

necessário estimar seus parâmetros e avaliar a precisão das estimativas. No caso dos

MLG's, os parâmetros podem ser estimados pelo método da máxima verossimilhança

(MV). Para obter as estimativas dos parâmetros, deve-se maximizar o logaritmo

da função de verossimilhança, em relação aos parâmetros, supondo �xos os dados

observados. O logaritmo da função de verossimilhança para (2.1) é dado por

`(θ) = log

m∏
i=1

f(yi) = `(θi, φ;y) =

m∑
i=1

φ−1[yiθi − b(θi)] +

m∑
i=1

c(yi, φ), (2.3)

em que θ = (β>, φ)> denota uma partição (Paula, 2013).

As funções escores de β e φ são dadas, respectivamente, por

Uβ(θ) =
∂`(θ)

∂β
= φX>W1/2V−1/2(y− µ),

Uφ(θ) =
∂`(θ)

∂φ
=

m∑
i=1

[yiθi − b(θi)] +
m∑
i=1

∂c(yi, φ)

∂φ
. (2.4)

em queX> = (X1, . . . , Xm) é uma matrizm×p de posto completo, y = (y1, . . . , ym)>

é o vetor de respostas, W = diag{ω1, . . . , ωm} denota a matriz diagonal de pesos

denotados por wi, V = diag{υ(µ1), . . . , υ(µm)} é uma matriz diagonal contendo as

funções de variância e µ = (µ1, . . . , µm)> são as respectivas médias.

Maximizar (2.3) é equivalente a solucionar o sistema (2.4), que não possui forma

analítica fechada, na maioria dos casos, sendo, desta forma, necessário utilizar méto-

dos iterativos para obter a estimativa de máxima verossimilhança de β e φ. No caso

da β, um processo usualmente utilizado é o método iterativo de Newton-Raphson

que consiste em expandir a função escore Uβ em torno de um valor inicial β0 de tal

forma que

Uβ
∼= U

(0)

β
+U

'(0)

β
(β − β(0)),

em que U ′ denota a primeira derivada de Uβ com respeito a β>, sendo U
'(0)

β
e

U
(0)

β
, respectivamente, quantidades avaliadas em β(0). Repetindo-se o procedimento

acima tem-se o processo iterativo

β(k+1) = β(k) + [(−U ′β)−1](k)U
(k)

β
, k = 0, 1, 2, . . .

Note que U (k)

β
denota o vetor escore com elementos (∂`(θ)/∂β) e (−U ′β)k é a

matriz de informação observada com elementos
(
−∂2`(θ)/∂β∂β>

)
, avaliados em

β = β(k).
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Como a matriz U ′β pode não ser positiva de�nida, a aplicação do método escore

de Fisher substituindo a matriz −U ′β pelo correspondente valor esperado Kββ pode

ser mais adequada. Assim,

β(k+1) = β(k) + [K−1
ββ

](k)U
(k)

β
, k = 0, 1, 2, . . .

Maiores detalhes ver Paula (2013).

2.2 Modelo Poisson

A distribuição Poisson é considerada uma das distribuições discretas mais im-

portantes. Ela é comumente utilizada para analisar o número de ocorrências de um

evento durante um intervalo �xado de tempo, distância, área ou volume. Maiores

detalhes em Poisson (1837).

Suponha que Yi seja o número de eventos ocorridos para o i-ésimo indivíduo

em um intervalo de tempo. Considere que Yi é uma variável aleatória que segue a

distribuição Poisson com parâmetro µi, denotado por Yi ∼ Po(µi), então a função

de probabilidade (f.p.) é dada por

P (Yi = yi) =
exp(−µi)µyii

yi!
, para yi = 0, 1, 2, . . . (2.5)

em que µi > 0 é o valor esperado de Yi. É possível reescrever (2.5) na forma da

família exponencial (2.1), ou seja,

P (Yi = yi) = exp{[yi logµi − µi]− log(yi!)},

em que o parâmetro de dispersão é φ = 1, a função de ligação canônica é log(µi),

b(θi) = eθi = elog(µi) = µi,
∂b(θi)
∂θi

= eθi = µi, c(yi, φ) = − log(yi!). Desta forma

Var(Yi) = φ−1 ∂
2b(θi)
∂θ2i

= µi. O preditor linear é ηi = X>i β e desta forma µi =

exp(X>i β), i = 1, . . . ,m, para X>i = (Xi1, . . . , Xip) e β = (β1, . . . , βp)
>.

Uma das características da distribuição Poisson é que E(Yi) = Var(Yi) = µi. No

caso de superdispersão, E(Yi) < Var(Yi), existem técnicas alternativas de estimação

dos parâmetros do modelo a �m de corrigir esse problema (Hinde & Demétrio, 1998).

Neste caso, a suposição inicial de que o parâmetro de dispersão φ = 1 não é mais

veri�cada, surgindo então a necessidade de lidar com a variabilidade extra.

Algumas soluções podem ser consideradas: (i) uma abordagem bayesiana, na

qual pode ser assumido que o parâmetro do modelo pode ser representado por uma

distribuição de probabilidade; (ii) a estimação por quase-verossimilhança, incluindo

um fator de dispersão diferente da unidade ou uma função de variância alternativa

ou (iii) a utilização do modelo Binomial Negativo, entre outras.

31



2.3 Modelo Binomial Negativo

Vários artigos sobre a utilização da distribuição Binomial Negativa para análise

de dados de contagem estão disponíveis na literatura. Miaou (1994) avaliou a per-

formance dos modelos Poisson e Binomial Negativo para estabelecer a relação entre

acidentes de caminhões e o desenho geométrico das estradas. Gardner et al. (1995)

discutiram a aplicação dos modelos para dados de contagem na psicologia.

Em teoria da probabilidade e estatística, a distribuição Binomial Negativa (BN)

ou distribuição de Pascal é uma distribuição de probabilidade discreta do número

de sucessos em uma sequência de ensaios de Bernoulli antes de r número de falhas

ocorrerem.

Suponha que haja uma sequência de ensaios de Bernoulli independentes, em cada

experimento, tendo dois resultados potenciais de�nidos com sucesso, com probabi-

lidade p e fracasso com probabilidade (1− p). O interesse é observar esta seqüência

até que um número de�nido previamente de r falhas ocorram. Então, o número de

sucessos, Y , tem distribuição BN, denotada por Y ∼ BN(r, p).

A função de probabilidade (f.p.) da distribuição BN é dada por:

fY (y; r, p) = P (Y = y) =

(
y + r − 1

y

)
py(1− p)r, y = 0, 1, 2, . . . ,

em que

(
y + r − 1

y

)
= (y+r−1)!

y!(r−1)! .

Desta forma, o valor esperado e a variância da resposta são dados, respectiva-

mente, por: E(Y ) = pr
1−p e Var(Y ) = pr

(1−p)2 .

Quando se veri�ca a presença da superdispersão é possível considerar a suposição

de que, condicionada aos parâmetros, a variável resposta, Yi, segue a distribuição

Poisson. Assim, os parâmetros da distribuição Poisson são tratados como variáveis

aleatórias com distribuições conhecidas. Portanto, a distribuição marginal de Yi é

Binomial Negativa (BN) se a distribuição a priori dos parâmetros for Gama.

Para evitar notação sobrecarregada considere que Yi = Y . Sejam duas variáveis

aleatórias (v.a.'s) Y e Z, tal que Y |Z segue uma distribuição Poisson, Y |Z ∼ Po(Z),

e que a distribuição a priori de Z é Gama com parâmetros φµ e φ. Logo,

Y |Z ∼ Po(Z), sendo fY |Z(y|z) = e−z
zy

y!
1{0,1,...}(y) e

Z ∼ G(φµ, φ), sendo gZ(z) =
φφµ

Γ(φµ)
zφµ−1e−φz1(0,∞)(z).
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A distribuição marginal de Y é dada pela integração da distribuição conjunta de

Y e Z em relação a Z. Desta forma Y ∼ BN(φµ, φ/(φ+ 1)) com f.p. dada por:

fY (y) =
(y + φµ− 1)!

y!(φµ− 1)!

(
φ

φ+ 1

)φµ( 1

φ+ 1

)y
1{0,1,...}(y). (2.6)

Portanto, E(Y ) = µ e Var(Y ) = µ(φ+ 1)/φ.

Outra possibilidade é considerar que Y |Z ∼ Po(Z) e Z tem distribuição a priori

Gama com parâmetros ν e µ/ν, isto é

Y |Z ∼ Po(Z), sendo fY |Z(y|z) = e−z
zy

y!
1{0,1,...}(y) e

Z ∼ G

(
ν,
ν

µ

)
, sendo gZ(z) =

(µ
ν

)ν
Γ(ν)

zν−1e
−z ν

µ 1(0,∞)(z)

Assim, a distribuição marginal de Y é BN, com uma função de variância qua-

drática, é dada por:

fY (y) =
(y + ν − 1)!

y!(ν − 1)!

(
ν
µ

ν
µ + 1

)ν (
1

ν
µ + 1

)y
1{0,1,...}(y), (2.7)

de tal forma que E(Y ) = µ e Var(Y ) = µ+ µ2

ν .

Note que as distribuições (2.6) e (2.7) têm variância maior do que a média, o que

é vantajoso na modelagem para o caso de dados que apresentam superdispersão. Os

cálculos algébricos encontram-se disponíveis no Anexo A. Maiores detalhes podem

ser encontrados em Lawless (1987).

2.4 Diagnóstico para MLG's

Uma etapa importante no ajuste de um modelo de regressão é a veri�cação de

possíveis afastamentos das suposições feitas para o modelo, especialmente para o

componente aleatório e para a parte sistemática do modelo, bem como a avaliação

do efeito de observações discrepantes nos resultados do ajuste. Tal etapa, conhecida

como análise de diagnóstico é geralmente inicializada com a análise de resíduos a

�m de detectar a presença de possíveis pontos discrepantes (outliers, em inglês) e

avaliar a adequação da distribuição proposta para a variável resposta. As técnicas

usadas para análise de resíduos e diagnóstico para os MLG's são semelhantes às

utilizadas no modelo clássico de regressão.

Os resíduos devem expressar a discrepância entre a observação yi e o seu valor

ajustado µ̂i, sendo mensurado por

ri = %i(yi, µ̂i),
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em que %i é uma função conhecida e de fácil interpretação.

Uma outra quantidade de interesse é a matriz de projeção H a qual é de�nida

nos MLG's por:

H = W1/2X(X>WX)−1X>W1/2, (2.8)

em que 0 ≤ hii ≤ 1 e tr(H) = p.

Na prática H é função de µ e φ. Logo deve ser estimada e assim temos Ĥ.

Paula (2013) apresenta algumas técnicas de diagnóstico utilizadas em MLG's,

como, por exemplo, os elementos da diagonal principal da matriz de projeção, a

distância de Cook e os resíduos do modelo ajustado, que podem ser usados para

detectar a in�uência dos regressores sobre a resposta.

2.4.1 Resíduos

O resíduo de Pearson é o mais simples e mais comum nos MLG's, sendo de�nido

por:

rPi =
yi − µ̂i√
V̂ar(yi)

, i = 1, . . . ,m, (2.9)

em que µ̂i e V̂ar(yi) são a média ajustada e a função de variância ajustada de

yi, obtidas com o ajuste do modelo em estudo. O resíduos de Pearson são muito

utilizados para identi�cação de possíveis valores discrepantes.

Este resíduo pode ser visto com uma componente da estatística de Pearson

generalizada X2
p =

∑m
i=1 r

p2

i . A desvantagem do resíduo de Pearson é que sua

distribuição é bastante assimétrica para modelos não-normais.

No caso da distribuição Poisson o resíduo de Pearson é dado por

rPi =
yi − µ̂i√

µ̂i
, i = 1, . . . ,m.

Considerando o modelo Binomial Negativo apresentado em (2.7) os resíduos de

Pearson são dados por

rPi =
yi − µ̂i√
µ̂i + µ̂i/ν

, i = 1, . . . ,m,

em que ν pode ser �xo ou estimado.

Outros resíduos bastante utilizados são os resíduos de Pearson Studentizados, os

quais são de�nidos por:
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rP
′

i =
yi − µ̂i√

V̂ar(yi)(1− hii)
, i = 1, . . . ,m,

em que hii é o i-ésimo elemento da diagonal da matriz ortogonal de projeção dada

em (2.8). Vale ressaltar que, na prática, H é função de µ e φ, portanto deve ser

estimada. Portanto, hii é na verdade ĥii.

Para as distribuições Poisson e BN os resíduos de Pearson Studentizados, são

dados, respectivamente, por:

rP
′

i =
yi − µ̂i√
µ̂i(1− hii)

e

rP
′

i =
yi − µ̂i√

(µ̂i + µ̂i/ν)(1− hii)
i = 1, . . . ,m.

Um outro tipo de resíduo bastante utilizado nos MLG's é o resíduo componente

do desvio (resíduo do desvio), de�nido pela raiz quadrada da diferença entre o

logaritmo da função de verossimilhança sob o modelo saturado (̂̀sat) e a função de

verossimilhança sob o modelo corrente (̂̀cor) para cada uma das observações, com

sinal dado pelo sinal de (yi − µ̂i). O resíduo componente do desvio para o i-ésimo

caso é a contribuição da i-ésima observação na soma do desvio do modelo, ou seja,

rDi = sinal(yi − µ̂i)
√

2(̂̀sat − ̂̀cor)
= sinal(yi − µ̂i)

{
2yi[θ̃i − θ̂i]− 2b(θ̃i) + 2b(θ̂i)

}1/2
, (2.10)

em que θ̃i = θ(yi) e θ̂i = θ(µ̂i) representando, respectivamente, as estimativas de

máxima verossimilhança de θ para o modelo saturado (m parâmetros) e para o

modelo com p parâmetros (p < m).

É possível observar que o resíduo (2.10) representa a distância da observação yi ao

seu valor ajustado µ̂i, medida na escala do logaritmo da função de verossimilhança.

Finalmente, os resíduos componentes do desvio Studentizados são de�nidos a partir

de (2.10), como se segue

rD
′

i =
rDi√

1− hii
, i = 1, . . . ,m. (2.11)

2.4.2 Distância de Cook

A distância de Cook (Cook, 1977) originalmente desenvolvida para modelos

normais lineares, foi rapidamente assimilada e estendida para diversas classes de
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modelos. Ela mede o efeito na estimação do vetor de parâmetros ao se excluir uma

dada observação, de modo que os pontos com grande distância de Cook devem ser

considerados para veri�cação.

A distância de Cook no modelo de regressão linear é de�nida por

Di =
(β̂ − β̂i)>(X>X)(β̂ − β̂i)

ps2
,

(2.12)

em que, β̂ = (X>X)−1X>y, β̂i denota o estimador de β sem o i-ésimo indivíduo e

s2 = (rpi )
2/(m− p). Portanto, Di será grande quando o i-ésimo ponto for aberrante

e/ou quando hii for próximo de 1 (Paula, 2013).

Uma versão da distância de Cook para MLG's é dada por

Di =
ĥii

(1− ĥii)2
(rPi )2.

2.4.3 Grá�co Normal de Probabilidade (Normal Plots) com Enve-
lopes

O grá�co normal de probabilidades destaca-se por dois aspectos: a identi�cação

da distribuição originária dos dados (hipótese distribucional) e a identi�cação de

valores que se destacam no conjunto de observações. Os envelopes, no caso de

MLG's com distribuições diferentes da normal, são construídos com os resíduos

sendo gerados a partir do modelo ajustado (Paula, 2013).

O principal objetivo do grá�co de envelope simulado é veri�car a adequabilidade

do modelo ajustado. Se muitos pontos estiverem fora da faixa de con�ança o ajuste

não é recomendado.

Em http://www.ime.usp.br/∼giapaula/textoregressao.htm estão disponí-

veis os códigos em R para a construção do grá�co normal de probabilidade com

envelopes para vários modelos, inclusive para os modelos Poisson e BN apresenta-

dos neste capítulo. Venezuela (2003) apresenta o algoritmo para a construção do

grá�co de probabilidade meio-normal com envelope simulado.

2.5 Seleção de Modelos

A escolha do melhor modelo de regressão tradicional pode ser feita através do

Critério de Informação de Akaike (AIC, em inglês), sendo que aparentemente o

modelo mais adequado será aquele com menor valor de AIC.
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Este critério é de�nido como

AIC = −2L+ 2p,

em que L é o logaritmo da função de verossimilhança e p denota o número de

parâmetros no modelo (Cui, 2010). Este tipo de critério pode ser usado para os

modelos lineares, logísticos e de contagem.

2.6 Programas Estatísticos

A linguagem de programação R apresenta bibliotecas e funções para o ajuste

dos modelos Poisson e Binomial Negativo. A biblioteca stats do R contém funções

para cálculos estatísticos e geração de números aleátorios. A densidade, a função de

distribuição, a função quantílica e a geração dos números aleatórios para a distribui-

ção Poisson com parâmetro µ são dadas, respectivamente, por dpois, ppois, qpois

e rpois. O mesmo pode ser considerado para a distribuição Binomial Negativa

substituindo pois por nbinom, ou seja, dnbinom, pnbinom, qnbinom e rnbinom que

denotam, respectivamente, a densidade, a função de distribuição, a função quantí-

lica e a geração dos números aleatórios para a distribuição Binomial Negativa com

parâmetros size (parâmetro de dispersão) e prob (probabilidade de sucesso). Para

maiores detalhes sobre as funções do pacote stats digitar no PROMPT de comando

do R library(help = "stats").

Para ajustar modelos de regressão Poisson e Binomial Negativo no R pode-se

usar a função glm. Esta função ajusta os MLG's utilizando métodos de otimização

não linear como Newton-Raphson (default). A distribuição da variável resposta é

de�nida no argumento family, sendo poisson e nbinomial para as distribuições

Poisson e Binomial Negativa, respectivamente. Nesta função o argumento link in-

dica a função de ligação que, por default, é logaritmo para ambas distribuições. Para

maiores detalhes desta função digitar no PROMPT de comando do R help(glm).

Também é possível ajustar os modelos Poisson e Binomial Negativo utilizado o

software STATA através das funções poisson e nbreg, respectivamente. Maiores

detalhes ver o manual do STATA em http://www.stata.com/help.cgi?poisson

e http://www.stata.com/help.cgi?nbreg para distribuições Poisson e Binomial

Negativa, respectivamente.
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Capítulo 3

Modelagem para Dados

Longitudinais

Os estudos longitudinais desempenham um papel importante em diversas áreas

do conhecimento como nas ciências sociais, ciências comportamentais, saúde pública

e ciências biológicas, bem como na agricultura, educação, economia e marketing,

pois nestas áreas podem ser estudadas as variações ao longo do tempo de uma

determinada variável de interesse. Em bioestatística estes estudos são conhecidos

como estudos de coorte, ao passo que em outros campos do conhecimento, como

sociologia, economia e administração são chamados de estudos de painéis (Singer et

al., 2012).

Se os indivíduos são observados de forma repetida ao longo do tempo, um estudo

longitudinal permite a veri�cação das taxas de mudança que ocorrem ao longo do

tempo e dos fatores que podem in�uenciar em tal variação. Duas importantes

características de dados longitudinais são a correlação entre as respostas dentro

das unidades amostrais e a ordenação cronológica das respostas (Skrondal & Rabe-

Hesketh, 2004).

Contudo, um dos inconvenientes associados aos estudos longitudinais é o alto

custo, tanto �nanceiro quanto computacional, para a sua execução. O custo �nan-

ceiro está relacionado aos recursos necessários para o acompanhamento dos partici-

pantes ao longo do tempo a �m de realizar a mensuração das medidas de interesse.

Já o custo computacional está relacionado à utilização de métodos estatísticos mais

complexos que levam em consideração a correlação entre as medidas repetidas em

cada indivíduo.

Os estudos com dados longitudinais apresentam alguns benefícios, como a possi-

bilidade de registrar os eventos incidentes, ou seja, um determinado estudo longitudi-

nal prospectivo (que ocorre baseado em um protocolo de pesquisa e inclui indivíduos
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após a idealização do protocolo) mensura, por exemplo, uma nova ocorrência de um

evento de interesse e o momento do seu aparecimento pode estar relacionado com

as mudanças recentes na exposição do indivíduo a um fator de risco. Além disso,

existe a mensuração da variação individual nas respostas de interesse.

Em estudos longitudinais, os dados associados a cada unidade amostral podem

ser expressos na forma de um vetor, cujos elementos são os valores da variável

resposta em cada instante de observação, e de uma matriz, cujos elementos cor-

respondem aos valores das variáveis explicativas, que podem variar entre unidades

amostrais (denotadas por variáveis tempo-independentes) ou podem variar também

dentro das unidades amostrais (denotadas por variáveis tempo-dependentes) (Singer

et al., 2012).

Em relação à coleta de dados, tem-se que os dados longitudinais são balanceados

quando todas as unidades amostrais são medidas no mesmo conjunto de pontos

do tempo tj , j = 1, . . . , n e desbalanceados se as unidades são mensuradas em

diferentes pontos no tempo tij , i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , ni, em que j é o índice

para as medidas ao longo do tempo e i é o índice para os indivíduos.

Para efeito de análise, os dados longitudinais devem ser dispostos de forma a

conter uma indicação da unidade amostral à qual estão associados. Na Tabela 3.1

é apresentada, como ilustração, a disposição de um conjunto de dados em que as

diferentes unidades amostrais são observadas em conjuntos de instantes de tempo

possivelmente distintos. Em cada unidade amostral, tanto a resposta (Y ) quanto as

variáveis explicativas (X, K e W ) são observadas em cada instante do tempo. As

variáveis X e K representam características �xas da unidade amostral, sendo por

isso covariáveis independentes do tempo ao passo que a variável W é uma covariável

dependente do tempo, pois seus valores não são constantes ao longo do estudo

(Singer et al., 2012).

Nos estudos longitudinais o i-ésimo indivíduo possui j observações, sendo estas

correlacionadas. Logo, não se deve utilizar as técnicas para ajuste de modelos tradi-

cionais pois não levam em consideração tal informação. Na Seção 3.1 são discutidas

algumas abordagens utilizadas nas análises de dados longitudinais.

3.1 Abordagens para Análise de Dados Longitudinais

Nos últimos 30 anos tem-se observado muitos avanços na metodologia estatística

para analisar dados longitudinais. A introdução de novas ferramentas computacio-

nais e novos pacotes estatísticos para a análise de dados longitudinais �zeram com
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Tabela 3.1: Ilustração da estrutura de um banco de dados longitudinais
Covariáveis

Unidade amostral Resposta Tempo X K W

1 y11 t11 x1 k1 w11

1 y12 t12 x1 k1 w12

. . . . . .
1 y1n1 t1n1 x1 k1 w1n1

2 y21 t21 x2 k2 w21

2 y22 t22 x2 k2 w22

. . . . . .
2 y2n2 t2n2 x2 k2 w2n2

. . . . . .
m ym1 tm1 xm km wm1

m ym2 tm2 xm km wm2

. . . . . .
m ymnm tmnm xm km wmnm

que muitos métodos se tornassem acessíveis aos pesquisadores (Fitzmaurice et al.,

2009).

Muitos dos primeiros métodos estatísticos utilizados na análise de dados longi-

tudinais foram baseados na análise de variância (ANOVA), desenvolvida por Fisher

nos anos 20, e aplicada inicialmente em experimentos agrícolas. Um dos métodos

mais antigos proposto para a análise de dados longitudinais foi a ANOVA com um

único efeito aleatório individual (cada indivíduo tem um determinado comporta-

mento que difere de indivíduo para indivíduo), induzindo uma correlação positiva

entre as medidas repetidas do mesmo indivíduo (Fitzmaurice et al., 2009). Este

modelo foi utilizado por muito tempo na análise de dados longitudinais, muitas ve-

zes referida como ANOVA com medidas repetidas univariada. Quando se tem um

vetor de respostas multivariadas, deve-se utilizar a análise de variância multivariada

(MANOVA), que, em 1950, teve uma variação desenvolvida por Box para análise

de medidas repetidas, sendo conhecida como análise de per�s (Fitzmaurice et al.,

2009).

Apesar da ANOVA ter sido uma das metodologias iniciais para análise de dados

longitudinais, uma de suas limitações é a restrição da estrutura da matriz de co-

variância das medidas repetidas no mesmo indivíduo (Fitzmaurice et al., 2009). A

matriz de covariância permutável (em que as correlações entre as medidas repetidas

de um determinado indivíduo são iguais) não é adequada para dados longitudinais,

pois espera-se que as correlações entre as medidas decaiam ao longo do tempo (Fitz-

maurice et al., 2009). Além disso, a suposição sobre a variância constante ao longo
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do tempo muitas vezes não é veri�cada, pois, em muitos estudos longitudinais, a va-

riabilidade da resposta no início do estudo é visivelmente diferente da variabilidade

apresentada no �nal do estudo, especialmente quando a primeira observação é no

baseline, isto é, no início do estudo (Fitzmaurice et al., 2009).

Em contraste, a análise de medidas repetidas utilizando a MANOVA não faz su-

posições sobre a estrutura de covariância entre as respostas longitudinais no mesmo

indivíduo, portanto, as correlações podem assumir qualquer padrão e a variabilidade

pode mudar ao longo do tempo. No entanto, a MANOVA tem uma série de caracte-

rísticas que também limitam a sua utilidade como: a exigência de que as covariáveis

sejam mensuradas no mesmo conjunto de pontos do tempo, que as covariáveis não

sejam tempo-dependentes e que não hajam dados faltantes.

Em resumo, os métodos ANOVA fornecem uma base razoável para a análise

longitudinal quando o desenho do estudo é muito simples. Porém, em muitos estudos

longitudinais existe uma variação considerável entre os indivíduos, tanto no número

de mensurações quanto no tempo em que eles foram medidos, tornando assim os

dados bastante complexos, sendo, inviável a utilização destes métodos para a análise.

Desta forma, foram desenvolvidas técnicas que pudessem lidar com os problemas

mais comuns encontrados neste tipo de dados, como dados faltantes, dados desba-

lanceados e dados desigualmente espaçados, bem como variáveis tempo-dependentes

ou tempo-independentes, ou ainda, quando as respostas são discretas, em vez de

contínuas (Fitzmaurice et al., 2009).

Duas abordagens comumente utilizadas para analisar dados longitudinais são os

modelos condicionais e os marginais. Em um modelo condicional, também conhecido

como modelo misto, os coe�cientes têm interpretações especí�cas no conglomerado

(cluster, em inglês). O modelo multinível, considerado um modelo de regressão linear

hierárquico (Little et al., 2000), está condicionado à efeitos aleatórios que descrevem

um indivíduo especí�co, portanto pode ser considerado um modelo condicional. Este

modelo pode apresentar dois ou mais níveis. Para ilustrar essa ideia, considere como

exemplo, várias escolas (Nível 3) e dentro dessas escolas várias turmas (Nível 2), que,

por sua vez, apresentam diferentes alunos (Nível 1) e o principal interesse é avaliar

o coe�ciente de rendimento (CR) em matemática dos alunos. Desta forma, o CR

do aluno pode está sendo in�uenciado pela turma que ele se encontra e pela escola

que ele estuda (efeitos aleatórios).

Já em um modelo marginal a variável resposta é modelada separadamente da

correlação entre as medidas de cada unidade amostral (denotada por correlação

41



intra-unidade ou intra-indivíduo). Nesta abordagem, modela-se o valor esperado

marginal, E(Yij) i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , ni em que o índice i denota os indivíduos

e j as observações, como uma função das variáveis explicativas (Diggle et al., 2002).

O modelo multinível é provavelmente o método mais frequentemente adotado

para analisar dados longitudinais. A sua utilidade foi destaque na década de 1980

em um artigo escrito por Laird & Ware (1982). Uma aplicação natural deste modelo

é em dados longitudinais em que os efeitos aleatórios variam entre os indivíduos e

induzem uma dependência entre as medidas repetidas dentro de ummesmo indivíduo

após serem condicionadas as covariáveis observadas (Fitzmaurize et al., 2009).

A utilização do modelo multinível foi difundida por bioestatísticos que traba-

lhavam no Instituto Nacional de Saúde dos EUA (NIH, em inglês). Eles propuseram

um método para análise de dados com medidas repetidas, em que, inicialmente, os

coe�cientes de regressão especi�cados para os indivíduos foram estimados por meio

de uma regressão por mínimos quadrados ordinários (MQO) e, em uma segunda

etapa, os coe�cientes de regressão estimados foram então analisados utilizando mé-

todos paramétricos (ou não paramétricos). Curiosamente, este método para análise

de dados com medidas repetidas tornou-se conhecido como o �método NIH�. Rowell

& Walters, em 1976, apresentaram uma abordagem semelhante para aplicações nas

ciências agrícolas (Fitzmaurize et al., 2009).

No início de 1980, Laird & Ware (1982) baseando-se em uma classe geral de

modelos mistos apresentada anteriormente por Harville (1976; 1977), propuseram

os modelos lineares de efeitos mistos para dados longitudinais. O modelo linear de

efeitos mistos é de�nido através da relação

Yi = Xiβ + Zibi + εi, i = 1, . . . ,m, (3.1)

em que Xi é uma matriz (ni × p) de desenho relacionada aos efeitos �xos, β é um

vetor (p×1) de parâmetros também conhecido como vetor de efeitos �xos, Zi é uma

matriz (ni × q) de desenho relacionada aos efeitos aleatórios e bi denota um vetor

(q × 1) de efeitos aleatórios. bi e εi são termos aleatórios, tal que bi ∼ Nq(0,G) e

εi ∼ Nni(0,Σi), sendo G e Σi matrizes de covariância apropriadas.

Seja Y = (Y>1 , . . . ,Y
>
m)>, X = (X>1 , . . . ,X

>
m)>, Z =

⊕m
i=1 Zi (

⊕
representa a

soma direta) e b = (b>1 , . . . ,b
>
m)> e ε = (ε>1 , . . . , ε

>
m)>, é possível reescrever (3.1)

como

Y = Xβ + Zb+ ε. (3.2)
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Desta forma,

[
b

ε

]
∼ Nqm+n

[
0qm
0n

]
,

[
D 0qm×n

0n×qm R

]
,

em que n =
∑m

i=1 ni, D = Im
⊗
G (
⊗

denota o produto Kronecker e Im representa

a matriz identidade de ordem m) e R =
⊕m

i=1 Σi. Portanto, a matriz de covariância

de Y é dada por

V = (ZDZ> +R).

Vários métodos de estimação dos parâmetros do modelo (3.1) estão disponíveis

na literatura, dentre eles vale ressaltar os métodos Bayesianos (Tountenburg, 1982;

Maritz & Lwin, 1989 e Searle et al., 1992), o método de Máxima Verossimilhança

(MV) e Máxima Verossimilhança Restrita (MVR) (Patterson & Thompson; 1971;

Harville, 1977; Robinson, 1991; Searle et al., 1992 e Jiang, 1996) e o método de

Mínimos Quadrados (MQ) (Searle et al., 1992; Draper & Smith, 1998 e Ho�man &

Vieira, 1998).

Em contraste ao modelo de efeitos mistos, que considera a resposta média como

função tanto das covariáveis quanto do vetor de efeitos aleatórios, tem-se o modelo

marginal, em que a média da variável resposta depende apenas das covariáveis de

interesse.

Os modelos marginais fornecem uma maneira simples para estender os Modelos

Lineares Generalizados (MLG's) para dados longitudinais. Eles modelam direta-

mente a resposta média em cada instante do tempo, E(Yij |Xij), utilizando uma

função de ligação apropriada (Fitzmaurice et al., 2009). O modelo marginal possui

as seguintes suposições:

1. A esperança marginal da resposta para o i-ésimo indivíduo com j medidas re-

petidas, E(Yij |Xij) = µij , depende das variáveis explanatórias, Xij , na forma

h(µij) = X>ijβ, sendo h uma função de ligação adequada e duas vezes degene-

rada, i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , ni.

2. A variância marginal depende da esperança marginal de acordo com Var(Yij |Xij) =

φυ(µij), em que υ(µij) é uma �função da variância� conhecida e φ é um parâ-

metro de escala que precisa ser estimado.

3. A associação (condicional intra-indivíduo) do vetor de respostas repetidas, yij

e yij′ , dadas as covariáveis, é considerada como uma função de um conjunto
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adicional de parâmetros de associação, por exemplo α (e pode também de-

pender de µij), que indica o grau de correlação, por exemplo.

É possível notar que as duas primeiras suposições do modelo marginal represen-

tam as especi�cações de um MLG. A terceira suposição está vinculada à associação

entre o vetor de respostas repetidas dentro do indivíduo, sendo assim a principal

extensão dos MLG's para dados longitudinais. Portanto, os modelos marginais a-

presentam um MLG para as respostas longitudinais em cada ocasião e adicionam

um modelo para a associação entre o vetor de respostas repetidas dentro de um

mesmo indivíduo (Fitzmaurice et al., 2009).

Por volta de 1980 notáveis avanços na metodologia para a análise longitudinal

de dados discretos foram desenvolvidos quando Liang & Zeger (1986) propuseram

o uso de Equações de Estimação Generalizadas (EEG). Os autores reconheceram

que era possível estimar os parâmetros de regressão sem fazer suposições sobre a

distribuição da variável resposta. Isto é potencialmente vantajoso, pois não há

especi�cação conveniente da distribuição multivariada conjunta de Yi para modelos

marginais quando as respostas são discretas (Fitzmaurice et al., 2009). Assim, a

abordagem EEG requer apenas a especi�cação das médias marginais.

A seguir são apresentadas e discutidas essas duas abordagens no contexto do

modelo linear para dados longitudinais.

3.1.1 Modelos Multiníveis

Omodelo multinível tornou-se bastante popular na análise de dados longitudinais

por causa da sua �exibilidade e ampla aplicabilidade. Além disso, muitos pacotes

estatísticos disponíveis no mercado oferecem procedimentos para o seu ajuste. Eles

assumem que as medidas de um único indivíduo compartilham um conjunto de

variáveis observadas e efeitos aleatórios que são utilizados para gerar uma estrutura

de associação entre as medidas repetidas (Verbeke et al., 2010).

Com dados normais repetidos, uma classe geral e bastante �exível de modelos

paramétricos é obtida a partir da abordagem com efeitos aleatórios (Verbeke et al.,

2010). Suponha que uma variável resposta contínua, denotada por Yi, é observada

repetidamente ao longo do tempo em um conjunto de indivíduos. Um modelo de

regressão linear com intercepto e efeito linear do tempo parece plausível para des-

crever os dados de cada indivíduo separadamente. No entanto, diferentes indivíduos

tendem a ter diferentes interceptos e diferentes inclinações. Desta forma, a j-ésima
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observação (j = 1, . . . , ni) do i-ésimo indivíduo (i = 1, . . . ,m), Yij , mensurada no

tempo tij , é dada por

Yij = γ0i + γ1itij + εij , (3.3)

que representa o primeiro nível do modelo multinível. Aqui γi = (γ0i, γ1i)
> é o vetor

de parâmetros especí�cos por indivíduo e εij é distribuído normalmente com média

0 e variância σ2εij (Verbeke et al., 2010). Considere agora o segundo nível do modelo

multinível dado por

γ0i = β0 + b0i,

γ1i = β1 + b1i, (3.4)

em que bi = (b0i, b1i)
> denotam os efeitos aleatórios e assumem médias iguais a

zero e matriz de covariância G =

[
τ0 τ01
τ01 τ1

]
. Assim, substituindo (3.4) em (3.3),

tem-se que

Yij = (β0 + b0i) + (β1 + b1i)tij + εij . (3.5)

O modelo (3.5) é um caso especial do modelo misto linear geral (3.1). É possível

notar a relação entre os modelos (3.5) e (3.1), uma vez que X>i =
[

1 tij
]
, β =[

β0
β1

]
, Z>i =

[
1 tij

]
e bi =

[
b0i
b1i

]
.

Nesta classe de modelos existe o interesse na estimação dos efeitos �xos, na

predição dos efeitos aleatórios e na estimação dos componentes de variância. A

obtenção das equações de modelos mistos é feita pela minimização da soma de

quadrados dos resíduos ou pela maximização da função densidade de probabilidade

conjunta de Y e b (Freitas, 2007).

A função densidade de probabilidade de Y e a função de probabilidade conjunta

de Y e b, considerando o modelo (3.2) são dadas por

fY (y) =
1

2πni/2(|ZDZ> +R|)1/2
exp
−1

2
[(Y−Xβ)>(ZDZ> +R)−1(Y−Xβ)]

e

f(y,b) = f(y|b).f(b)

=
1

2πni/2(|R|)1/2
exp

{
−1

2
[(Y −Xβ − Zb)>R−1(Y −Xβ − Zb)]

}
×

1

2πq/2(|R|)1/2
exp

{
−1

2
[b>D−1b]

}
, (3.6)
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em que ni e q são os postos das matrizes D e R, respectivamente.

Considerando (3.6), o logaritmo da função de verossimilhança é dada por

`(β,b;Y ) =
(m+ n)

2
log(2π)− 1

2
(logR+ logD)− 1

2

(
Y
>R−1

Y− 2Y>R−1
Xβ − 2Y>RZb

+ 2β>X>R−1Zb+ β>X>R−1Xβ + b
>Z>R−1Zb+ b

>D−1
b
)
. (3.7)

Derivando a equação (3.7) em relação a β e b, tomando-se as derivadas parciais

iguais a 0, obtém-se:

 ∂`(β,b;Y)

∂β
∂`(β,b;Y)

∂b

 =

[
−X>R−1Y + X>R−1Xβ̂ + X>R−1Zb̂

−Z>R−1Y + Z>R−1Xβ̂ + Z>R−1Zb̂ +D−1b

]
=

[
0
0

]
.

Desenvolvendo-se as expressões e agrupando-se de modo conveniente, tem-se

[
X>R−1X X>R−1Z
Z>R−1X Z>R−1Z +D−1

][
β̂

b̂

]
=

[
X>R−1Y
Z>R−1Y

]
.

As equações apresentadas acima são conhecidas como equações de Henderson.

Através delas são obtidas as soluções para os efeitos �xos β̂ e a predição para os

efeitos aleatórios b̂. As soluções das equações são dadas por:

[
β̂

b̂

]
=

[
X>R−1X X>R−1Z
Z>R−1X Z>R−1Z +D−1

]−1 [
X>R−1Y
Z>R−1Y

]
. (3.8)

Henderson et al. (1959) provaram que β̂, dado pela equação (3.8), coincide com

a solução obtida pelo método de minímos quadrados generalizados, cuja expressão

é

β̂ = (X>V−1X)−1X>V−1Y. (3.9)

A predição de b̂, segundo Henderson (1975), é dada por

b̂ = DZV −1(y −Xβ̂), (3.10)

em que V−1 = R−1 −R−1Z(Z>R−1Z +D−1)−1Z>R−1.

Segundo Searle (1971), há desvantagem em não utilizar esta opção, pois o cálculo

de V−1 pode se tornar difícil, uma vez que a dimensão de V é igual ao número de

observações que, geralmente, é bem alto. Sendo as matrizes D e R conhecidas, β̂ é

o melhor estimador linear não viesado (BLUE) e b̂ é o melhor preditor linear não

viesado (BLUP) (Littell et al., 2006).
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Para predizer e estimar os parâmetros da equação (3.8) é necessário conhecer a

estrutura de V, no entanto, a mesma depende das estruturas de R e D que, em

geral, são desconhecidas. Portanto,deve-se estimar os parâmetros de R e D.

A estimação de R e D pode ser realizada por vários métodos, dentre os quais

destacam-se os métodos de Máxima Verossimilhança (MV) e Máxima Verossimi-

lhança Restrita (MVR) (Patterson & Thompson; 1971; Harville, 1977; Robinson,

1991; Searle et al., 1992 e Jiang, 1996).

O método MV consiste em obter a função de verossimilhança das observações

e maximizá-la em função dos parâmetros de R, D e dos efeitos �xos, assumindo

que Y do modelo (3.2) segue distribuição normal multivariada. Já os estimadores

de MVR são obtidos maximizando-se a parte da função de verossimilhança que é

invariante ao parâmetro de locação, ou seja, em termos do modelo misto, é invariante

para Xβ. É preferível utilizar a função MVR, pois ela mantém as propriedades da

função MV, é não viesada e permite a imposição de não negatividade. Maiores

detalhes em Pinheiro & Bates (2000).

Em ambos os métodos são geradas equações cujas soluções fornecem estimativas

para os parâmetros de D e R. Essas estimativas são obtidas por processos itera-

tivos (Newton-Raphson, por exemplo), uma vez que não é possível a obtenção de

expressões analítivas para os parâmetros.

Substituindo as matrizes de covariâncias R e D pelas respectivas matrizes de

covariâncias estimadas R̂ e D̂, o sistema de equações dado em (3.8) passa a ser

[
β̂

b̂

]
=

[
X>R̂

−1
X X>R̂

−1
Z

Z>R̂
−1
X Z>R̂

−1
Z+ D̂

−1

]−1 [
X>R̂

−1
Y

Z>R̂
−1

Y

]
. (3.11)

O estimador de β̂ e preditor de b são dados, respectivamente, por

β̂ = (X>V̂
−1
X)−1X>V̂

−1
Y (3.12)

e

b̂ = D̂ZV̂−1(Y −Xβ̂). (3.13)

Os estimadores β̂ e b̂ são denotados BLUE empírico (EBLUE) e BLUP empírico

(EBLUP). Portanto, um problema relacionado com a estimação dos parâmetros das

matrizes de covariâncias consiste no fato de optar pelo métodio mais conveniente,

bem como a seleção das estruturas mais adequadas.
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Vale ressaltar que a escolha da estrutura de covariância atinge diretamente as

estimativas de efeitos �xos e erros padrão, diagnósticos e inferências. Para maio-

res detalhes sobre a escolha da estrutura da matriz de covariâncias ver Verbeke &

Molenberghs (1997), Pinheiro & Bates (2000) e Rocha (2004).

3.1.2 Equações de Estimação Generalizadas (EEG)

As Equações de Estimação Generalizadas (EEG) foram propostas por Liang

& Zeger (1986) exigindo apenas a especi�cação correta das distribuições marginais

univariadas desde que se esteja disposto a adotar uma matriz de correlação de �tra-

balho�, que indica o grau de dependência entre as medidas repetidas.

Uma característica básica da abordagem EEG é que a distribuição do vetor de

resposta dos indivíduos, Yi = (Yi1, . . . , Yini)
> não precisa ser especi�cada. Uma

facilidade relacionada aos modelos na abordagem EEG é que a estrutura de co-

variância é tratada como um parâmetro de incômodo ou ruído, levando o foco da

análise aos parâmetros de regressão de X em Y . Neste contexto, as EEG produzem

estimativas consistentes e assintoticamente normais para os coe�cientes de regressão

β, mesmo sob má especi�cação da estrutura de covariância dos dados longitudinais

(Hedeker & Gibbons, 2006).

Os modelos utilizando a abordagem EEG podem ser considerados como uma ex-

tensão dos MLG's para dados correlacionados, portanto, sua especi�cação é baseada

nestes modelos. Assim, primeiramente, o preditor linear é especi�cado como

ηij = X>ijβ,

em que X>ij = (Xi1, . . . , Xip) é o vetor p-dimensional de covariáveis para o i-ésimo

indivíduo no j-ésimo tempo. Depois uma função de ligação que relaciona a média

marginal com o preditor linear, dada por

h(µij) = ηij

é escolhida. Assim como nos MLG's, as funções de ligação comumente usadas são

a identidade, o logit e o log para dados contínuos, binários e de contagem, respec-

tivamente. A variância é então descrita como uma função da média, denotada por

Var(Yij) = φυ(µij),

em que υ(µij) é conhecida como �função de variância� e φ é um parâmetro de

dispersão que pode ser conhecido ou estimado dependendo do caso (Hedeker &

Gibbons, 2006).
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A especi�cação adicional para o modelo na abordagem EEG está relacionada

à estrutura de correlação de �trabalho� das medidas repetidas. Esta matriz de

correlação de �trabalho�, de�nida por R, tem dimensão (n× n), pois assume-se que

há um número �xo de pontos no tempo, n, em que os indivíduos são mensurados.

Se o indivíduo não foi mensurado em todos os n pontos do tempo, cada matriz de

correlação individual, Ri, é de tamanho ni × ni com as linhas e colunas removidas

apropriadamente se ni < n. Supõe-se que a matriz de correlação de �trabalho�,

R, bem como Ri, depende de um vetor de parâmetros de associação denotado por

α. Assume-se que estes parâmetros α são os mesmos para todos os indivíduos e

representam a dependência média entre as observações repetidas e os indivíduos

(Hedeker & Gibbons, 2006).

Geralmente é recomendado que a escolha de R seja consistente com as correlações

observadas. No entanto, as EEG produzem estimativas consistentes dos coe�cientes

de regressão e dos erros-padrão mesmo sob uma má especi�cação da estrutura de

correlação (Hedeker & Gibbons, 2006). As matrizes de correlação usualmente consi-

deradas são a independente, a permutável, a autorregressiva de ordem 1 (AR1) e a

não estruturada.

A estimação utilizando EEG é dada como segue. Considerando-se dados balan-

ceados para simpli�car a notação, seja Ai uma matriz diagonal n×n com elementos

da diagonal dados por Var(Yij), em que i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , n. Assim,

Ai =


Var(Yi1) 0 . . . 0

0 Var(Yi2) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Var(Yin)

 .
Seja Ri(α) a matriz de correlação de �trabalho� n× n para o i-ésimo indivíduo, em

que α é o vetor de parâmetros de associação. Então, a matriz de covariância para

Yi é dada por

V (α) = φA
1/2
i Ri(α)A

1/2
i , i = 1, . . . ,m. (3.14)

Para variáveis respostas distribuídas normalmente com variância homogênea ao

longo do tempo, tem-se que V (α) = φRi(α). Park (1993) estendeu (3.14) para o

caso que as variâncias fossem heterogêneas ao longo do tempo, isto é, permitindo

que o parâmetro de escala φj variasse ao longo do tempo, com j = 1, . . . , n (Hedeker

& Gibbons, 2006).

O estimador EEG de β é obtido através da solução da equação

49



m∑
i=1

D>i [V (α̂)]−1(yi − µi) = 0, (3.15)

em que α̂ é um estimador consistente de α e Di = ∂µi/∂β (Hedeker & Gibbons,

2006). No caso normal tem-se µi = Xiβ, Di = Xi e V (α̂) = Ri(α̂). Então, a

equação de estimação é da forma
∑i=1

m X>i [Ri(α̂)]−1(yi −Xiβ) = 0 e, portanto, β

é estimado através de

β̂ =
(
X>i Ri(α̂)−1Xi

)−1 (
X>i Ri(α̂)−1Xi

)
. (3.16)

Note que (3.16) é um estimador de mínimos quadrados ponderados (MQP), em

que a matriz de pesos é dada por [Ri(α̂)]−1. Uma limitação desta abordagem é

que em um estimador obtido por MQP tipicamente se conhece a matriz de pesos.

No entanto esta matriz depende do parâmetro α que deve ser estimado. Assim, a

solução de (3.15) pode ser encontrada através do estimador de mínimos quadrados

ponderados iterativo (MQPI), em que as estimativas de α obtidas iterativamente

são usadas para produzir novas estimativas de β, através de um processo alternado

até a convergência. Como (3.15) depende apenas da média e da variância de Y ,

estes estimadores são denominados de estimadores de quase-verossimilhança.

A abordagem EEG utiliza a iteração entre a solução da quasi-verossimilhança

para a estimação de β e um método robusto para estimar α como uma função de β.

Essencialmente, ela envolve os seguintes passos que são repetidos até a convergência:

1. Assumindo independência entre as observações, obtêm-se a estimativa inicial

para β;

2. Dadas as estimativas iniciais, pelo método dos momentos, para α e φ, estima-

se Var(Yi), e uma estimativa atualizada para β é obtida como solução da

equação de estimação em (3.15);

3. Dada a estimativa para β, obtida no passo 2, encontram-se estimativas atua-

lizadas para α e φ através dos resíduos. Assim,

φ̂ =

∑m
i=1

∑ni
j=1 r̂

2
ij∑m

i=1 ni − p
, (3.17)

em que r̂2ij =
(yij−µ̂ij)√
[V (α̂)]ij

, µ̂ij = h−1(X>ij β̂) é a média do i-ésimo indivíduo e

[V (α̂)]ij representa a matriz de variância.

50



As estimativas para α dependerão da estrutura escolhida para a matriz Ri(α).

A seguir, estas matrizes são apresentadas assumindo-se quatro medidas repetidas

para um i-ésimo indivíduo.

• Independente: Assume-se que as correlações para as diferentes medidas de um

determinado indivíduo são zero, conhecida também por Ri(α) = I, uma ma-

triz identidade (n×n). Esta forma não é adequada para estudos longitudinais,

uma vez que estes dados são altamente correlacionados.

Ri(α) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .
• Permutável: Quando se assume que as correlações entre todas as medidas

repetidas dos indivíduos são iguais. Esta estrutura é dada por

Ri(α) =


1 α α α
α 1 α α
α α 1 α
α α α 1

 .
O estimador α̂ é único para todos os tempos, sendo dado por

α̂ =

∑m
i=1

∑
j 6=j′ r̂

2
ij r̂

2
ij′

φ̂(N∗ − p)
,

em que N∗ =
∑m

i=1
ni(ni−1)

2 .

• Autoregressiva de ordem 1 (AR1): Assume-se que correlações adjacentes são

maiores em magnitude. A correlação intra-indivíduos ao longo do tempo é

uma função exponencial do comprimento. No caso de dados longitudinais esta

estrutura é a mais parcimoniosa, uma vez que depende apenas de um termo e

ainda permite que as correlações diminuam ao longo do tempo.

Ri(α) =


1 α α2 α3

α 1 α α2

α2 α 1 α
α3 α2 α 1

 ,
em que α ∈ (0, 1).

O estimador α̂ é dado por
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α̂ =

∑m
i=1

∑
j≤ni−1 r̂

2
ij r̂

2
i,j+1

φ̂(K∗ − p)
,

em que K∗ =
∑m

i=1(ni − 1).

• Indeterminada ou não estruturada: Todas n(n − 1)/2 correlações de Ri são

estimadas. Esta forma é mais e�ciente e útil quando existem relativamente

poucos pontos no tempo. Quando há muitas observações, a estimação das

n(n − 1)/2 correlações é bastante complicada. Além disso, a presença de

dados faltantes di�culta a estimação de R.

Ri(α) =


1 α1 α2 α3

α1 1 α4 α5

α2 α4 1 α6

α3 α5 α6 1

 .
O estimador α̂ é dado para cada tempo, ou seja

α̂ =

∑m
i=1 r̂

2
ij r̂

2
ij′

φ̂(m− p)
.

Em relação aos critérios para a seleção da estrutura de correlação de �trabalho�,

recomenda-se que: se o número de medidas no indivíduo é pequeno e os dados são

balanceados e completos (todos os indivíduos com o mesmo número de medidas),

deve-se utilizar a matriz de correlação não estruturada; se o número de medidas no

indivíduo é grande, recomenda-se a utilização da matriz de correlação permutável;

se as observações são coletadas ao longo do tempo, é necessário utilizar uma estru-

tura que considere a correlação em função do tempo, como a autorregressiva. Neste

trabalho, assume-se que as covariáveis e a matriz de covariâncias já foram especi�-

cadas previamente. Para maiores detalhes referentes a métodos de especi�cação da

matriz de covariâncias ver Rocha (2004).

Quando os dados se enquadram em mais de uma das situações citadas anterior-

mente, gerando dúvida sobre qual estrutura utilizar, pode-se optar por um critério

estatístico para selecionar a estrutura de correlação mais adequada. O critério de se-

leção utilizado é o critério de quase-verossimilhança sob o modelo de independência

(QIC, em inglês) que será apresentado na Seção 3.3.
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3.2 Diagnóstico

Como discutido no Capítulo 2, Seção 2.4, a análise de diagnóstico é utilizada

para avaliar a validade das suposições dos modelos. Nesta seção serão apresentadas

algumas técnicas utilizadas na análise de diagnóstico no contexto de dados com

medidas repetidas.

3.2.1 Modelo Linear Misto

Cox & Snell (1968) de�niram uma forma geral para calcular os resíduos para

modelos com um única fonte de variação. No modelo 3.1 existe mais de uma fonte de

variação, portanto mais de um tipo de resíduo. Desta forma a análise de diagnóstico

apresentada na Seção 2.4 não pode ser utilizada.

É possível encontrar na literatura uma vasta discussão sobre análise de diag-

nóstico para modelos com mais de uma fonte de variação. Hilden-Minton (1995) e

Verbeke & Lesa�re (1996a), por exemplo, estendem algumas ideias para de�nir três

tipos de resíduos que acomodam a fonte de variabilidade extra presente nos mode-

los lineares mistos. Nobre & Singer (2007) revisam algumas técnicas de análise de

resíduos que têm sido utilizadas no contexto de modelos lineares mistos e propõem

uma padronização para o resíduo condicional usado para identi�car observações dis-

crepantes e conglomerados (clusters, em inglês). Nobre & Singer (2011) apresentam

a análise de pontos de alavanca para modelos lineares mistos.

Considere o modelo linear misto 3.2. Condicionado as matrizes de covariância

D e R, o melhor estimador linear não viesado (BLUE, em inglês) de β e o melhor

preditor linear não-viesado (BLUP, em inglês) de b são dados, respectivamente, por

β̂ = (X>V−1X)>X>V−1Y = TY e (3.18)

b̂ = DZ>QY, (3.19)

em que T = (X>MX)−1X>M, Q = M(I −XT), em que M = V−1 = (ZDZ> +

R)−1.

Na prática, as matrizes D e V em (3.18) e (3.19) devem ser convenientemente

estimadas, chamadas de BLUE empírico (EBLUE) e BLUP empírico (EBLUP).

Jiang (1998, 1999) discute propriedades para o EBLUE e EBLUP.

Os três tipos de resíduos utéis para avaliar alguma suposição desse modelo são
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1. Resíduos marginais: ξ̂ = Y − Xβ̂ = M−1QY, que é o preditor dos erros

marginais, ξ = Y− E(Y) = Y−Xβ = Zb− ε.

2. Resíduos condicionais: ε̂ = Y−Xβ̂−Zb̂ = ΣQY, que é o preditor dos erros

condicionais, ε = Y− E[Y|b] = Y−Xβ − Zb.

3. O BLUP: Zb, o preditor dos efeitos aleatórios, Zb = E[Y|b]− E[Y].

De acordo com Hilden-Minton (1995), um resíduo é considerado �puro� para um

tipo especí�co de erro se ele depende apenas dos componentes �xos e do erro que é

considerado como preditor. Os resíduos que dependem de outros tipos de errso são

chamados resíduos com �confundimento�. Desta forma, sob (3.2)-(3.19), tem-se que

ξ̂ = [I−X(X>MX)>X>M]ξ, (3.20)

ε̂ = RQε+RQZb, (3.21)

Zb̂ = ZDZ>ZDZ + ZDZ>Qε, (3.22)

os resíduos ε̂ e Zb̂ são confundimentos com b e ε, respectivamente. Isto implica,

por exemplo, que ε̂ não pode ser adequado para checar a normalidade de ε quando

b é não-normal (Nobre & Singer, 2007). A Tabela 3.2 sumariza a utilização de cada

tipo de resíduo.

Tabela 3.2: Uso dos resíduos na análise de diagnóstico para modelos lineares mistos.
Tipo de resíduo: 1-Marginal, 2- Condicional e 3-EBLUP.

Diagnóstico para Tipo Grá�co

Linearidade dos efeitos (E(Y) = Xβ) 1 ξ̂j vs. variáveis aleatórias

Matriz de covariância dentro dos indivíduos (Vi) 1 ‖Ini −RiR>i ‖2 vs. índices dos indivíduos
Presença de observações discrepantes 2 ε̂j

∗ vs. índices das observações

Homoscedasticidade dos erros condicionais 2 ε̂∗j vs. valores ajustados
Normalidade dos erros condicionais (εi) 2 QQ para o último resíduo de confundimento
Presença de indivíduos discrepantes 3 $̂i vs. índice dos indivíduos
Estrutura de covariância dos efeitos aleatórios (D) 3 |dmax| vs. índice dos indivíduos

Normalidade dos efeitos aleatórios (bi) 3 QQ ponderado para b̂i

em que Ri = V̂
−1/2
i ξ̂i, ε̂j

∗ =
ε̂j

σ̂
√
p̂jj

(p̂jj é uma estimativa do j-ésimo elemento

da diagonal principal de ΣQΣ) e $̂i = b̂>i V̂ar[̂bi − bi ]̂bi.

3.2.2 Equações de Estimação Generalizadas (EEG)

Para os Modelos Lineares Generalizados (MLG's), as técnicas de diagnóstico já

estão bastante difundidas. Há na literatura algumas técnicas de diagnóstico para
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modelos com estrutura de dependência entre as observações da mesma unidade ex-

perimental. Por exemplo, Tan et al. (1997) propõem técnicas de diagnósticos para

modelos de regressão logística, para dados com estrutura de dependência. Preisser

& Qaqish (1996) apresentam medidas para detectar observações e/ou unidades ex-

perimentais in�uentes em MLG's com medidas repetidas. Chang (2000) apresenta

um teste não-paramétrico para avaliar a aleatoriedade dos resíduos, considerando a

abordagem EEG. Pan (2001) apresenta medidas para escolher a melhor matriz de

correlação de trabalho e para selecionar covariáveis, baseadas no critério de informa-

ção de Akaike (AIC). Venezuela (2003) desenvolve uma generalização das técnicas de

diagnóstico comumente utilizadas para os MLG's considerando dados com medidas

repetidas.

Considere o estimador de β dado por

β̂G =

[
m∑
i=1

X>i ŴiXi

]−1 [ m∑
i=1

X>i Ŵizi

]
(3.23)

em que Ŵi = ∆̂iÂiΩ̂
>
i Âi∆̂i , zi = η̂i + (∆̂iÂi)

−1(yi − µ̂i), ∆i = diag∂θij/∂ηij ,

com dimensão n× n e Ai = diag∂µij/∂θij = diagb′′(θij) com dimensão n× n.

Para simpli�car a expressão acima, considere Ŵ = diag(Ŵ1, . . . ,Ŵm), com

dimensão (N ×N), sendo N = mn. Assim a equação (3.23) é reescrita por

β̂G =
(
X>ŴX

)−1 (
X>Ŵz

)
, (3.24)

em que X = (X>1 , . . . ,X
>
m)> e z = (z>1 , . . . , z

>
m)>, com dimensões (N×p) e (N×p),

respectivamente.

O resíduo ordinário, que é a diferença entre os valores observado e ajustado, é

de�nido por

r∗ = Ŵ
1/2

(z = η̂) = Ŵ
1/2

(Â∆̂)−1(y − µ̂), em que Â = diag(Â1, . . . , Âm)

e ∆̂ = diag(∆̂1, . . . , ∆̂m), ambas com dimensão (N × N) e y = (y>1 , . . . , y
>
m)> e

µ̂ = (µ̂>1 , . . . , µ̂
>
m)>, ambos com dimensão (N × 1).

Como os elementos de r∗ possuem variâncias diferentes, o que di�vulta compará-

los entre si, de�nimos o resíduo padronizado associado à observação yij por

(rSD)ij =
e>(ij)Ŵ

1/2

i (Â∆̂)−1(yi − µ̂i)√
1− hij

, (3.25)
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em que e(ij) é um vetor de tamanho n com a posição referente à observação yij

contendo o valor 1 e as demais posições contendo o valor zero, hij é o j-ésimo

elemento da diagonal principal de Hi, i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , n. Maiores detalhes

ver Venezuela (2003).

Um ponto in�uente ocorre quando este possui um per�l diferente dos demais no

que tange aos valores da variável resposta, porém apresenta valor alto na matriz

de projeção H. Esse tipo de ponto tem grande peso na estimação dos parâmetros

do modelo e para detectá-lo, a medida mais conhecida é a distância de Cook. Essa

distância mede o afastamento entre a estimativa do vetor paramétrico utilizando

todas as observações (β̂G) e sem a observação yij (β̂G(ij)), i = 1, . . . ,m e j =

1, . . . , ni (Venezuela, 2013).

Como, em geral, não é possível obter uma forma fechada para β̂G(ij), tem sido

utilizada uma aproximação de um passo, que consiste em tomar a primeira iteração

do processo iterativo pelo método de scoring de Fisher quando o mesmo é iniciado

em β̂G. Para os MLG's com medidas repetidas essa aproximação é dada por

β̂
(1)

G(ij) = β̂G −
[X>ŴX]−1[X>Ŵ

1/2
e(ij)][e

>
(ij)Ŵ

1/2
(Â∆̂)−1(y− µ̂)]

1− hij
. (3.26)

Desta forma, a distância de Cook, quando se exclui a observação yij , é dada por

Dij =
1

p
(β̂

(1)

G − β̂
(1)

G(ij))
>X>ŴX(β̂

(1)

G − β̂
(1)

G(ij)). (3.27)

Maiores detalhes ver Venezuela (2003).

3.3 Seleção de Modelos

Nesta seção são apresentados os critérios utilizados para seleção de modelos

considerando as abordagens multinível e marginal.

3.3.1 Modelos Multiníveis

Como apresentado no Capítulo 2, Seção 2.5, o critério de seleção para o modelo de

regressão comumente utilizado é o Critério de Informação de Akaike (AIC). Porém,

para os modelos multiníveis este critério de seleção não é consistente. Desta forma,

é preferível utilizar o Critério de Informação de Akaike Consistente (CAIC) ou o

Critério de Informação Bayesiano (BIC).
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O Critério de Informação de Akaike Consistente (CAIC), proposto por Bozdogan

(1987), é dado por

CAIC = −2 logL+ p[(log n) + 1],

em que L é o logaritmo da função de verossimilhança, n é o tamanho da amostra e

p número de parâmetros. Maiores informações ver Bozdogan (1987).

O Critério de Informação Bayesiano (BIC), proposto por Schwarz (1978), é con-

sistente, sendo portanto mais indicado. Assumindo que um número �xo de modelos

são avaliados e que um deles é o verdadeiro modelo, o critério de seleção consistente

é o que irá selecionar o verdadeiro modelo com probabilidade aproximadamente de

100% quando n→∞. O BIC é dado por

BIC = −2 logL+ p[log(n)]

em que L é o logaritmo da função de verossimilhança, n é o tamanho da amostra

e p número de parâmetros. Maiores informações ver Schwarz (1978).

3.3.2 Equações de Estimação Generalizadas (EEG)

Pan (2001) propôs um método de seleção da estrutura de correlação para EEG

semelhante ao AIC, mas que substitui a função de verossimilhança pela função de

quase-verossimilhança. Este critério foi denominado critério de quase-verossimilhança

sob o modelo de independência (QIC, em inglês).

O QIC é calculado a partir da comparação de um modelo com uma determinada

estrutura de correlação de �trabalho� com aquele gerado utilizando a estrutura in-

dependente. A estrutura de correlação com o menor valor de QIC é a escolhida para

ajuste do modelo (Barnett et al., 2010).

Este critério é de�nido como

QIC = −2QL(µ) + 2q,

em que a função de quase-verossimilhança QL(µ) é tal que

QL(µ) =

∫ µ

y

y − t
φυ(t)

dt,

em que q = tr(Ω̂−1I V̂R), µ = E(Y ), Var(Y ) = φυ(µ), φ é um parâmetro de dispersão

e υ(t) é a função de variância avaliada no ponto t (Cui, 2007; Cui, 2010).

O subscrito I denota a estrutura de correlação independente com base na qual

a quase-verossimilhança é calculada. Ω̂−1I representa o estimador da variância sob
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a estrutura de correlação independente e V̂R é o estimador de covariância robusto

obtido através do modelo contendo a matriz de correlação de �trabalho� R (Cui,

2010).

3.4 Programas Estatísticos

Nesta seção são apresentados alguns dos comandos utilizados para os ajustes dos

modelos multinível e marginal para dados contínuos nos programas estatísticos R e

STATA. Considere que y denota a variável resposta, x1, x2 e x3 são covariáveis, id

representa a variável que identi�ca os indivíduos e tempo denota o período em que

as observações foram mensuradas.

3.4.1 R

Para o ajuste dos modelos multiníveis utiliza-se a biblioteca lme4 (Boeck &

Wilson, 2004). Esta biblioteca é utilizada para ajustar modelos lineares mistos e

modelos lineares generalizados mistos. O comando utilizado é o lmer e as funções

são dadas por

mod1 = lmer(y ∼ x1 + x2 + x3 + tempo + (1 | id), data=dados)

mod2 = lmer(y ∼ x1 + x2 + x3 + tempo + (tempo | id), data= dados).

Para ajustar o modelo multinível com intercepto aleatório (mod1) é necessário

considerar o argumento (1 | id). O modelo multinível com efeitos aleatórios no

intercepto e no tempo (mod2) é identi�cado através do argumento (tempo | id).

Maiores detalhes podem ser encontrados no manual da biblioteca lme4 em

http://cran.r-project.org/web/packages/lme4/lme4.pdf.

Para ajustar os dados utilizando a abordagem de Equações de Estimação Gene-

ralizadas (EEG) deve-se utilizar a biblioteca geepack criada por Jun Yan em 2012.

O comando da biblioteca geepack utilizada é a geeglm e a função pode ser escrita

por

mod3 = geeglm(y ∼ x1 + x2 + x3 + tempo, data = dados, family =

gaussian, id = id, corstr = � �).

No argumento family utiliza-se gaussian, pois a variável de interesse é contínua.

A matriz de correlação de �trabalho� é determinada no argumento corstr e são

dadas por
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• ar1 que representa a matriz de correlação de �trabalho� autorregressiva de

primeira ordem;

• exchangeable que denota a matriz de correlação de �trabalho� permutável

(default);

• independence que representa a matriz de correlação de �trabalho� indepen-

dente;

• unstructured que de�ne a matriz de correlação de �trabalho� não estruturada.

Em http://cran.r-project.org/web/packages/geepack/geepack.pdf encon-

tram-se maiores detalhes sobre o pacote geepack.

3.4.2 STATA

O programa estatístico STATA também ajusta o modelo multinível para dados

contínuos utilizando a função regress e os comandos são dados por:

regress y x1 x2 x3 tempo ‖ id:

regress y x1 x2 x3 tempo ‖ id:tempo, variance cov(un).

Para o modelo multinível com intercepto aleatório deve-se adicionar o termo ‖

id. No caso do modelo multinível com intercepto e tempo aleatórios utiliza-se o

termo ‖ id:tempo, variance cov(un).

Em http://www.stata.com/help.cgi?regress maiores detalhes podem ser en-

contrados .

Os modelos usando as Equações de Estimação Generalizadas para dados contí-

nuos podem ser ajustados através do comando xtgee e o comando é

xtgee y x1 x2 x3 tempo, family(gaussian) link(identity) corr( ) i(id)

t(tempo)

No caso dos dados contínuos, o argumento family deve conter o termo gaussian.

Como no R, as matrizes de correlação de �trabalho� são especi�cadas em corr

através das expressões

• exc que denota a matriz de correlação de �trabalho� permutável;

• ar1 que representa a matriz de correlação de �trabalho� autorregressiva de

primeira ordem;
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• uns que de�ne a matriz de correlação de �trabalho� não estruturada.

A função de ligação é determinada no objeto link e neste caso é a função de

ligação identidade (identity). Nos objetos i( ) e t( ) devem ser alocadas as

variáveis que denotam os indivíduos e o tempo, respectivamente.

Em http://www.stata-press.com/manuals/stata12/xt_xtreg.pdf são encon-

trados maiores detalhes do comando xtreg.
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Capítulo 4

Modelagem para Dados de

Contagem Longitudinais

O modelo de regressão tradicional para respostas de contagem assume que as

observações são independentes. Contudo, em muitos casos os dados estão agrupa-

dos, por exemplo, por conglomerados ou por desenho de estudo longitudinal. Em

situações como estas a suposição de independência entre as observações não é mais

razoável (Hedeker & Gibbons, 2006).

Considere, por exemplo, os estudos de utilização de serviços de saúde mental em

que o foco principal da investigação é a mudança no número de ataques psicóticos

com a utilização de medicamentos ao longo do tempo. Ou seja, é importante o

acompanhamento do indivíduo para veri�car se o medicamento está in�uenciando o

número de ataques, sendo portanto necessário um estudo longitudinal. Da mesma

forma, em estudos transversais, em que as observações são agrupadas dentro de

unidades geográ�cas (por exemplo, o número de suicídios em municípios), as obser-

vações dentro das unidades geográ�cas são mais propensas a serem correlacionadas

do que as observações entre as unidades geográ�cas. Assim, não se deve anali-

sar estes tipos de dados sem levar em consideração a correlação existente entre as

observações dentro do mesmo conglomerado.

Neste capítulo são apresentados os modelos condicionais e marginais (EEG e via

cópulas Gaussianas) para modelagem de dados longitudinais de contagem. Inicial-

mente é discutido sucintamente o conceito de quadratura de Gauss-Hermite. Na

Seção 4.2 o modelo Poisson multinível é de�nido. O modelo Poisson marginal consi-

derando a abordagem EEG é discutido na Seção 4.3. O modelo Binomial Negativo

multinível é apresentado na Seção 4.4. A abordagem com Equações de Estimação

Generalizadas (EEG) para a distribuição Binomial Negativa é discutida na Seção 4.5.

A Seção 4.6 apresenta informações sobre os modelos marginais utilizando cópulas
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Gaussianas. Os pacotes e funções utilizadas para o ajuste dos modelos apresentados

neste capítulo são dispostos na Seção 4.7.

4.1 Quadratura de Gauss-Hermite

O método da quadratura de Gauss-Hermite unidimensional aproxima integrais

da forma ∫ ∞
−∞

e−x
2
f(x)dx,

por uma soma ponderada, ou seja,∫ ∞
−∞

e−x
2
f(x)dx ≈

Q∑
q=1

ωqf(xq), (4.1)

em que f(x), x ∈ R, representa uma função regular, o nó xq denota a q-ésima raiz

do polinômio Hermite de ordem Q, HQ(x),

HQ(x) = (−1)Qex
2/2d

Qe−x
2/2

dxQ
,

e os pesos ωq dependem do número de nós Q e do polinômio Hermite HQ−1(x)

avaliado em xq, tal que

ωq(xq) =
2Q−1Q!

√
π

Q2[HQ−1(xq)]2
.

O método de Gauss-Hermite pode ser estendido para o caso multidimensional

considerando um vetor k-dimensional x = (x1, . . . , xk), uma função regular g(x) :

Rk → R, uma função de peso ω(x) : Rk → R+, tal que g(x) = w(x)f(x). A

expressão (4.1) pode ser utilizada para aproximar a integral k-dimensional

∫
Rk
g(x)dx ≈

∫
R
. . .

∫
R
ω(x1, . . . , xk)f(x1, . . . , xk)dx1 . . . dzk, (4.2)

em que a função de peso é dada por

ω(x) = exp(−x>x) = exp(−x21) . . . exp(−x2k).

A quadratura de Gauss-Hermite unidimensional da forma (4.1) é aplicada a

cada um dos componentes de x. Assim, utilizando Qr nós na r-ésima dimensão,

r = 1, 2, . . . , k, obtém-se a aproximação∫
Rk
g(x)dx ≈

Q1∑
q1=1

ω(1)
q1 . . .

Qk∑
qk=1

ω(k)
qk
f(x(1)q1 , . . . , x

(k)
qk

), (4.3)

em que xrkr é a Kr-ésima raiz do polinômio Hermite de ordem Qr e ωrkr é o peso

correspondente. Maiores informações podem ser encontradas em Manco (2013).
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4.2 Modelo Poisson Multinível

Para mostrar o desenvolvimento dos modelos multiníveis para a distribuição

Poisson estão sendo considerados dois modelos: o primeiro com o intercepto aleatório

e o segundo com o intercepto e o efeito do tempo aleatórios .

Suponha que yij é a j-ésima (j = 1, . . . , ni) observação inteira e não negativa

de um i-ésimo indivíduo (i = 1, . . . ,m), isto é, yij assume os valores 0, 1, 2, . . ..

Portanto, a função de densidade condicional das ni observações individuais para o

i-ésimo indivíduo é escrita como (Hedeker & Gibbons, 2006)

f(Yi|µi) =

ni∏
j=1

f(yij ;µij)

=

ni∏
j=1

exp (−µij)µ
yij
ij

yij !
. (4.4)

O logaritmo da função de verossimilhança correspondente a (4.4) é dado por

`(Yi|µi) =

ni∑
j=1

[−µij + yij logµij − log(yij !)].

A seguir são apresentados os modelos Poisson multinível com efeito aleatório no

intercepto (caso 1) e com dois efeitos aleatórios (caso 2).

4.2.1 Caso 1: Efeito Aleatório no Intercepto

Na primeira situação considere um modelo com o único efeito aleatório associado

ao intercepto, b0i. Vale ressaltar que b0i pode seguir qualquer distribuição. No

STATA, por exemplo, o b0i segue distribuição Gama (default), quando se considera

o modelo Poisson multinível. No R a distribuição de b0i é Normal. Neste trabalho

serão apresentados resultados assumindo que b0i é distribuído normalmente.

Considere que o preditor linear é dado por:

ηij = γ0i + γ1itij +X>ijβ, em que

γ0i = β1 + b0i e

γ1i = βp, (4.5)

em que X>ij = (Xij2, Xij3, . . . , Xij(p−1)), tij é o tempo da j-ésima medida do i-ésimo

indivíduo, β = (β2, . . . , βp−1)
> e b0i ∼ N (0, τ0), sendo independente do vetor de

covariáveis Xij . Padronizando a variável b0i, tem-se que ψi = b0i
τ0
. Desta forma (4.5)

pode ser reescrito como
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ηij = Z>ijβ
∗ + τ0ψi, (4.6)

em que β∗ = (β1, . . . , βp)
> é um vetor p-dimensional de parâmetros �xos associados

ao vetor de covariáveis Z>ij = (Xij1, Xij2, . . . , Xij(p−1), tij), tal que Xij1 = 1, ∀ i, j

e ψi ∼ N (0, 1). Desta forma, o parâmetro da distribuição Poisson, µij , é dado por:

µij = exp (ηij) = exp (Z>ijβ
∗ + τ0ψi), (4.7)

em que i = 1, . . . ,m denota os indivíduos e j = 1, . . . , ni as medidas repetidas.

A função de densidade condicional (4.4) pode ser reescrita substituindo µij pelo

resultado de (4.7). Assim f(Yi|β∗, ψi) é dada por

f(Yi|β∗, ψi) =

ni∏
j=1

f(yij ;β
∗, ψi)

=

ni∏
j=1

exp [− exp (Z>ijβ
∗ + τ0ψi)] exp (Z>ijβ

∗ + τ0ψi)
yij

yij !
. (4.8)

Portanto, o logaritmo da função de verossimilhança correspondente a (4.8) é

dado por

`(Yi|β∗, ψi) =

ni∑
j=1

[− exp (Z>ijβ
∗ + τ0ψi) + yij(Z

>
ijβ
∗ + τ0ψi)− log(yij !)].

Aqui β∗ e τ0 devem ser estimados. As primeiras e segundas derivadas em relação

aos parâmetros β∗ e τ0 são

∂`(Yi|β∗, ψi)
∂β∗

=

ni∑
j=1

[yij − exp(Z>ijβ
∗ + τ0ψi)]Zij ,

∂`(Yi|β∗, ψi)
∂τ0

=

ni∑
j=1

[yij − exp(Z>ijβ
∗ + τ0ψi)]ψi

e

∂2`(Yi|β∗, ψi)
∂β∗∂β∗>

= −
ni∑
j=1

exp(Z>ijβ
∗ + τ0ψi)ZijZ

>
ij ,

∂2`(Yi|β∗, ψi)
∂τ0∂τ>0

= −
ni∑
j=1

exp(Z>ijβ
∗ + τ0ψi)ψ

2
i .
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Para determinar a densidade marginal de Yi (integração da conjunta), pode-

se usar a quadratura de Gauss-Hermite unidimensional apresentada na Seção 4.1.

Desta forma, a densidade marginal de Yi é dada por

h(β∗, τ0, ψ;Yi) = h(Yi)

=

∫
ψ
f(Yi|β∗, ψ)g(ψ)dψ

=

∫ ∞
−∞

f(Yi|β∗, ψ)
1√
2π
e−ψ

2
dψ

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−ψ
2
f(Yi|β∗, ψ)dψ

≈
Q∑
q=1

 ni∏
j=1

exp(−µijq)µ
yij
ijq

yij !

A(Bq),

em que µijq = exp(Z>ijqβ
∗ + τ0Bq), Bq e A(Bq) são os valores da quadratura de

Gauss-Hermite e o peso no ponto q, respectivamente, com q = 1, . . . , Q. Maiores

detalhes ver (Stroud & Sechrest, 1996). As primeiras derivadas para o logaritmo da

função de verossimilhança podem ser reescritas como:

∂`(Yi|β∗, ψi)
∂β∗

=

m∑
i=1

1

h(Yi)

Q∑
q

ni∑
j=1

(yij − µijq)Zij
exp(−µijq)µ

yij
ijq

yij
A(Bq) (4.9)

e

∂`(Yi|β∗, ψi)
∂τ0

=

m∑
i=1

1

h(Yi)

Q∑
q

ni∑
j=1

(yij − µijq)ψi
exp(−µijq)µ

yij
ijq

yij
A(Bq), (4.10)

em que h(Yi) ≈
∑Q

q=1

[∏ni
j=1

exp(−µijq)µ
yij
ijq

yij !

]
A(Bq).

Os parâmetros do modelo podem ser estimados igualando as derivadas (4.9) e

(4.10) a zero e resolvendo de forma iterativa essas equações utilizando os métodos

de escore de Fisher ou Newton-Raphson (Hedeker & Gibbons, 2006).

4.2.2 Caso 2: Dois Efeitos Aleatórios

Considere um modelo multinível mais complexo que contém dois efeitos aleató-

rios, ou seja, o preditor linear é dado por:

ηij = γ0i +X>ijβ + γ1itij tal que,

γ0i = β1 + b0i e

γ1i = βp + b1i, (4.11)
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em que bi =
[
b0i b1i

]> ∼ N2

([
0
0

]
,

[
τ0 τ01
τ01 τ1

])
, tij é o tempo da j-ésima

medida do i-ésimo indivíduo e X>ij = (Xij2, Xij3, . . . , Xij(p−1)) é um vetor de cova-

riáveis. A função de distribuição normal bivariada de b0i e b1i é dada por

g(b0i, b1i) =
1

2π
√
τ0i
√
τ1i
√

(1− τ201)
exp

{
− 1

2(1− τ201)
M

}
,

em que M =

[(
b0i
τ0

)2
+
(
b1i
τ1

)2
− 2τ01

(
b0i
τ0

)(
b1i
τ1

)]
.

Padronizando os dois efeitos aleatórios, tem-se que ψi = b0i/τ0 e ζi = b1i/τ1. A

função acima passa a ser

g(ψi, ζi) =
1

2π
√

(1− τ201)
exp

{
−
[
ψ2
i + ζ2i − 2τ0iψiζi

2(1− τ201)

]}
.

Desta forma, o preditor linear (4.11) pode ser reescrito como

ηij = β1 +X>ijβ + βptij + b0i + b1itij

= Z>ijβ
∗ + b0i + b1itij

= Z>ijβ
∗ + τ0ψi + τ1ζitij , (4.12)

em que Z>ij = (Xij1, Xij2, . . . , Xij(p−1), tij) é um vetor de dimensão ni × p de cova-

riáveis, sendo Xij1 = 1, ∀ i, j e β∗ = (β1, β2, . . . , βp−1, βp)
> é um vetor (p× 1) de

parâmetros. Portanto, considerando o preditor linear (4.12), obtém-se

µij = exp (ηij) = exp (Z>ijβ
∗ + τ0ψi + τ1ζitij). (4.13)

Novamente é possível reescrever a função de densidade condicional apresentada

em (4.4) substituindo µij pelo resultado de (4.13). Portanto f(Yi|β∗, ψi, ζi) é dada

por

f(Yi|β∗, ψi, ζi) =

ni∏
j=1

f(yij ;β
∗, ψi, ζi) (4.14)

=

ni∏
j=1

e[− exp (Z>ijβ
∗
+τ0ψi+τ1ζitij)]e(Z

>
ijβ
∗
+τ0ψi+τ1ζitij)

yij

yij !
.

Desta forma, o logaritmo da função de verossimilhança correspondente à (4.14),

é dado por

`(Yi|β∗, ψi, ζi) =

ni∑
j=1

[− exp (Z>ijβ
∗ + τ0ψi + τ1ζitij)

+ yij(Z
>
ijβ
∗ + τ0ψi + τ1ζitij)− log(yij !)].
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Aqui β∗, τ0 e τ1 devem ser estimados. Portanto, as primeiras e segundas deri-

vadas em relação a β∗, τ0 e τ1 são

∂`(Yi|β∗, ψi, ζi)
∂β∗

=

ni∑
j=1

[yij − exp(Z>ijβ
∗ + τ0ψi + τ1ζitij)]Zij ,

∂`(Yi|β∗, ψi, ζi)
∂τ0

=

ni∑
j=1

[yij − exp(Z>ijβ
∗ + τ0ψi + τ1ζitij)]ψi,

∂`(Yi|β∗, ψi, ζi)
∂τ1

=

ni∑
j=1

[yij − exp(Z>ijβ
∗ + τ0ψi + τ1ζitij)]ζitij

e

∂2`(Yi|β∗, ψi, ζi)
∂β∗∂β∗>

= −
ni∑
j=1

exp(Z>ijβ
∗ + τ0ψi + τ1ζitij)ZijZ

>
ij ,

∂2`(Yi|β∗, ψi, ζi)
∂τ0∂τ>0

= −
ni∑
j=1

(exp(Z>ijβ
∗ + τ0ψi + τ1ζitij))ψ

2
i ,

∂2`(Yi|β∗, ψi, ζi)
∂τ1∂τ>1

= −
ni∑
j=1

exp(Z>ijβ
∗ + τ0ψi + τ1ζitij)ζ

2
i tijt

>
ij .

A densidade marginal de Yi é determinada utilizando a quadratura de Gauss-

Hermite bidimensional, que é um caso particular da quadratura de Gauss-Hermite

k-dimensional apresentada na Seção 4.1 quando k = 2. Desta forma, a densidade

marginal de Yi é dada por

h(β∗, τ0, ψ, τ1, ζ;Yi) = h(Yi)

=

∫
ψ

∫
ζ
f(Yi|β∗, ψ, ζ)g(ψ, ζ)dψdζ

≈
Q1∑
q1=1

Q2∑
q2=1

 ni∏
j=1

exp(−µijq1q2)µ
yij
ijq1q2

yij !

A(Bq1)A(Bq2),

em que µijq1q2 = exp(Z>ijq1q2β
∗ + τ0Bq1 + τ1Bq2), Bq1 e A(Bq1) são os valores da

quadratura de Gauss-Hermite e o peso em q1, respectivamente, com q1 = 1, . . . , Q1

e Bq2 e A(Bq2) são os valores da quadratura de Gauss-Hermite e o peso em q2,

respectivamente, com q2 = 1, . . . , Q2. As primeiras derivadas para o logaritmo da

verossimilhança são

∂`(Yi|β∗, ψi, τ1i)
∂β∗

=

m∑
i=1

1

h(Yi)

Q1∑
q1

Q2∑
q2

ni∑
j=1

(yij − µ∗ij)Zij
exp(−µ∗ij)(µ∗ij)yij

yij
A(Bq1)A(Bq2),

∂`(Yi|β∗, ψi, τ1i)
∂τ0

=

m∑
i=1

1

h(Yi)

Q1∑
q1

Q2∑
q2

ni∑
j=1

(yij − µ∗ij)ψi
exp(−µ∗ij)(µ∗ij)yij

yij
A(Bq1)A(Bq2),
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e

∂`(Yi|β∗, ψi, τ1i)
∂τ1

=

m∑
i=1

1

h(Yi)

Q1∑
q1

Q2∑
q2

ni∑
j=1

(yij − µ∗ij)ζi
exp(−µ∗ij)(µ∗ij)yij

yij
A(Bq1)A(Bq2),

em que µ∗ij = µijq1q2 e h(Yi) ≈
∑Q1

q1=1

∑Q2
q2=1

[∏ni
j=1

exp(−µ∗ij)(µ∗ij)
yij

yij !

]
A(Bq1)A(Bq2).

Como no Caso 1, é possível estimar os parâmetros igualando as derivadas acima

à zero e resolvendo de forma iterativa o sistema de equações usando um algoritmo

Newton-Raphson ou Quasi-Newton.

4.3 Modelo Poisson Marginal (Abordagem EEG)

Considerando a distribuição Poisson, tem-se que, para o i-ésimo indivíduo na

j-ésima medida repetida, com i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , ni, o preditor linear é dado

por

ηij = X>ijβ, (4.15)

em que Xij é o vetor de covariáveis para o i-ésimo indivíduo na j-ésima medida

repetida. A função de ligação é o logaritmo (log), isto é, log(µij) = X>ijβ, ou seja

µij = exp (X>ijβ).

Quando se considera uma resposta de contagem Yij , a distribuição Poisson es-

peci�ca que a média e a variância de Yij são iguais. Assim,

Var(Yij) = µij , (4.16)

e φ = 1, ou seja, não é estimado (Hedeker & Gibbons, 2006).

4.3.1 Estimação

Seja Ai uma matriz diagonal de dimensão ni×ni, com Var(Yij) como o j-ésimo

elemento diagonal, ou seja,

Ai =


Var(Yi1) 0 · · · 0

0 Var(Yi2) · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Var(Yini)

.

 (4.17)

A matriz de correlação de �trabalho� de dimensão ni×ni para o i-ésimo indivíduo

é denotada por Ri(α), em que α é um vetor de parâmetros de associação. Então, a

matriz de covariância para Yi é dada por
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Vi(α) = φA
1/2
i Ri(α)A

1/2
i . (4.18)

O estimador EEG de β é obtido através da solução da equação de estimação

m∑
i=1

D>i [V (α̂)]−1(Yi − µi) = 0, (4.19)

em que α̂ é um estimador consistente de α e Di = ∂µi/∂β.

Dado que Var(Yi) = µi, a matriz diagonal Ai pode ser escrita como

Ai =


µi1 0 · · · 0
0 µi2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · µini

 .
No caso da distribuição Poisson, tem-se que Di = ∂µi/∂β = exp (X>i β)Xi.

Logo, o estimador EEG de β é dado pela solução da equação

m∑
i=1

[exp(X>i β)Xi]
>[A

1/2
i Ri(α̂)A

1/2
i ]−1[Yi − exp(X>i β)] = 0, (4.20)

a qual é uma equação não linear em β e desta forma sua solução pode ser alcançada

usando algum método iterativo, como, por exemplo, Newton-Raphson.

4.4 Modelo Binomial Negativo Multinível

Para mostrar o desenvolvimento dos modelos multiníveis para a distribuição

Binomial Negativa serão considerados também dois modelos: o primeiro com o

intercepto aleatório e o segundo com o intercepto e o efeito do tempo aleatórios.

Além disso, assume-se que o parâmetro νij é conhecido.

Suponha que yij é a j-ésima observação do i-ésimo indivíduo, em que i =

1, . . . ,m e j = 1, . . . , ni. Considere que o vetor Yi = (yi1, . . . , yini)
> segue distribui-

ção Binomial Negativa com parâmetros ν e ( ν/µ
1+ν/µ). Assim a função de densidade

condicional da ni observações individuais para o i-ésimo indivíduo é dado por

f(Yi|µi, νi) =

ni∏
j=1

f

(
yij ; νij ,

νij/µij
1 + νij/µij

)

=

ni∏
j=1

(yij + νij − 1)!

yij !(νij − 1)!

( νij
µij

νij
µij

+ 1

)νij (
1

νij
µij

+ 1

)yij

=

ni∏
j=1

c1

( νij
µij

νij
µij

+ 1

)νij (
1

νij
µij

+ 1

)yij
, (4.21)
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em que c1 =
(yij+νij−1)!
yij !(νij−1)! .

Note que E(Yi) = µi e Var(Yi) = µi +
µ2i
νi
. O logaritmo da função de verossimi-

lhança correspondente a (4.21) é dado por

`(Yi|µi, νi) =

ni∑
j=1

{
log[(yij + νij + 1)!]− log[yij !(νij − 1)!] + yij

[
− log

(
νij
µij

+ 1

)]

+ νij

[
log

(
νij
µij

)
− log

(
νij
µij

+ 1

)]}
=

ni∑
j=1

{
log[(yij + νij + 1)!]− log(yij !)− log[(νij − 1)!]− νij log

(
νij
µij

+ 1

)

+ νij log (νij)− νij log (µij)− yij
[
log

(
νij
µij

+ 1

)]}
=

ni∑
j=1

{
c2 − νij log (µij)− νij log

(
νij
µij

+ 1

)
− yij

[
log

(
νij
µij

+ 1

)]}
,(4.22)

em que c2 = log[(yij + νij + 1)!]− log(yij !)− log[(νij − 1)!] + νij log (νij).

Como no modelo Poisson multinível, qualquer distribuição pode ser considerada

para o efeito aleatório do intercepto (b0i) para modelo Binomial Negativo multinível.

No STATA, por exemplo, o b0i segue distribuição Beta. No R a distribuição de b0i

é Normal. Neste trabalho serão apresentados resultados para os dois casos. Para o

modelo Binomial Negativo multinível com dois efeitos aleatórios considera-se que a

distribuição conjunta dos efeitos b0i e b1i é normal bivariada.

4.4.1 Caso 1: Efeito Aleatório no Intercepto

4.4.1.1 b0i segue distribuição normal

Considere o mesmo preditor linear apresentado na equação (4.6). Neste caso, o

logaritmo da função de verossimilhança é dada por:

`(Yi|β∗, ψi) =

ni∑
j=1

{
c2 − νij log

(
exp(Z>ijβ

∗ + τ0ψi)
)
− νij log

(
νij

exp(Z>ijβ
∗ + τ0ψi)

+ 1

)

− yij

[
log

(
νij

exp(Z>ijβ
∗ + τ0ψi)

+ 1

)]}
,

=

ni∑
j=1

{
c2 − νij(Z>ijβ

∗ + τ0ψi)− νij log
(
νij [exp(Z>ijβ

∗ + τ0ψi)]
−1 + 1

)
− yij log

(
νij [exp(Z>ijβ

∗ + τ0ψi)]
−1 + 1

)}
,

em que c2 = log[(yij + νij + 1)!]− log(yij !)− log[(νij − 1)!] + νij log (νij). Aqui β∗

e τ0 são os parâmetros a serem estimados. As primeiras e segundas derivadas em

relação a β∗ e τ0 são

70



∂`(Yi|β∗, ψi)
∂β∗

=

ni∑
j=1

{
−νij + (νij + yij)

exp(Z>ijβ
∗ + τ0ψi)

[exp(Z>ijβ
∗ + τ0ψi) + 1]

}
Zij ,

∂`(Yi|β∗, ψi)
∂τ0

=

ni∑
j=1

{
−νij + (νij + yij)

exp(Z>ijβ
∗ + τ0ψi)

[exp(Z>ijβ
∗ + τ0ψi) + 1]

}
ψi

e

∂2`(Yi|β∗, ψi)
∂β∗∂β∗>

=

ni∑
j=1

{
(νij + yij)

exp(Z>ijβ
∗ + τ0ψi)

[exp(Z>ijβ
∗ + τ0ψi) + 1]2

}
ZijZ

>
ij ,

∂2`(Yi|β∗, ψi)
∂τ0∂τ>0

=

ni∑
j=1

{
(νij + yij)

exp(Z>ijβ
∗ + τ0ψi)

[exp(Z>ijβ
∗ + τ0ψi) + 1]2

}
ψ2
i .

Assim como no modelo Poisson multinível, para determinar a densidade marginal

de Yi no modelo Binomial Negativo multinível pode-se usar a quadratura de Gauss-

Hermite unidimensional. Desta forma, a densidade marginal de Yi é dada por

h(β∗, τ0, ψ;Yi) = h(Yi)

=

∫
ψ
f(Yi|β∗, ψi)g(ψ)dψ

=

∫ ∞
−∞

f(Yi|β∗, ψi)
1√
2π
e−ψ

2
dψ

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

e−ψ
2
f(Yi|β∗, ψi)dψ

≈
Q∑
q=1

 ni∏
j=1

c1

( νij
µijq

νij
µijq

+ 1

)νij (
1

νij
µijq

+ 1

)yijA(Bq),

em que c1 =
(yij+νij−1)!
yij !(νij−1)! , µijq = exp(Z>ijqβ

∗ + τ0Bq) e Bq e A(Bq) são os valores da

quadratura de Gauss-Hermite e o peso em q, respectivamente, com q = 1, . . . , Q.

As primeiras derivadas para o logaritmo da verossimilhança são

∂`(Yi|β∗, ψi)
∂β∗

=

m∑
i=1

1

h(Yi)

Q∑
q

ni∑
j=1

(yij − µijq)Zij

[
c1

( νij
µijq

νij
µijq

+ 1

)νij (
1

νij
µijq

+ 1

)yij]
A(Bq)

e

∂`(Yi|β∗, ψi)
∂τ0

=

m∑
i=1

1

h(Yi)

Q∑
q

ni∑
j=1

(yij − µijq)θi

[
c1

( νij
µijq

νij
µijq

+ 1

)νij (
1

νij
µijq

+ 1

)yij]
A(Bq),

em que

h(Yi) =

Q∑
q=1

 ni∏
j=1

c1

( νij
µijq

νij
µijq

+ 1

)νij (
1

νij
µijq

+ 1

)yijA(Bq).

Os parâmetros do modelo podem ser estimados igualando essas derivadas a zero

e resolvendo de forma iterativa utilizando métodos iterativos como Escore de Fisher

ou Newton-Raphson.
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4.4.1.2 b0i segue distribuição Beta

Suponha que Yi segue distribuição BN com função de probabilidade dada por

(4.21). O modelo com o único efeito aleatório associado ao intercepto, b0i, ou seja,

o preditor linear é dado por:

ηij = γ0i + γ1itij +X>ijβ, em que

γ0i = β1 + b0i e

γ1i = βp. (4.23)

Aqui, X>ij = (Xij2, Xij3, . . . , Xij(p−1)), tij é o tempo da j-ésima medida do i-

ésimo indivíduo, β = (β2, . . . ,βp−1)
> e b0i ∼ Beta(λ, τ0), cuja função densidade de

probabilidade é dada por

g(b0i;λ, τ0) =
Γ(τ0)

Γ(λτ0)Γ((1− λ)τ0)
bλτ0−10i (1− b0i)(1−λ)τ0−1,

em que 0 < b0i < 1, 0 < λ < 1 e τ0 > 0. A média e a variância de b0i são: E(b0i) = λ

e Var(b0i) = λ(1− λ)/(1 + τ0).

Pode-se reescrever (4.23) como

ηij = Z>ijβ
∗ + b0i, (4.24)

em que β∗ = (β1, . . . ,βp)
> é um vetor p-dimensional de parâmetros �xos associados

ao vetor de covariáveis Z>ij = (Xij1, Xij2, . . . , Xij(p−1), tij), tal que Xij1 = 1, ∀ i, j

e b0i ∼ Beta(λ, τ0). Desta forma, o parâmetro da distribuição Poisson, µij , é dado

por:

µij = exp (ηij) = exp (Z>ijβ
∗ + b0i), (4.25)

em que i = 1, . . . ,m denota os indivíduos e j = 1, . . . , ni as medidas repetidas e o

logaritmo da função de verossimilhança é dada por

`(Yi|β∗, ψi) =

ni∑
j=1

{
c2 − νij log

(
exp(Z>ijβ

∗ + b0i)
)
− νij log

(
νij

exp(Z>ijβ
∗ + b0i)

+ 1

)

− yij

[
log

(
νij

exp(Z>ijβ
∗ + b0i)

+ 1

)]}
,

=

ni∑
j=1

{
c2 − νij(Z>ijβ

∗ + b0i)− νij log
(
νij [exp(Z>ijβ

∗ + b0i)]
−1 + 1

)
− yij log

(
νij [exp(Z>ijβ

∗ + b0i)]
−1 + 1

)}
,
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em que c2 = log[(yij+νij+1)!]− log(yij !)− log[(νij−1)!]+νij log (νij). A densidade

marginal de Yi é dada por

h(β∗, λ, τ0;Yi) = h(Yi)

=

∫
b0i

f(Yi|β∗, b0i)g(b0i;λ, τ0)db0i (4.26)

=

∫ 1

0
f(Yi|β∗, b0i)

Γ(τ0)

Γ(λτ0)Γ((1− λ)τ0)
bλτ0−10i (1− b0i)(1−λ)τ0−1db0i.

em que f(Yi|β∗) é dada na Equação (4.21).

Suponha que é feita a seguinte mudança de variável, b0i = 1
1+e−a . Então, (4.26)

pode ser reescrito como:

h(β∗, λ, τ0;Yi) =

∫ ∞
−∞

f(Yi|β∗)g
(

1

1 + e−a

)
e−a

1 + e−a
da

=

∫ ∞
−∞

f(Yi|β∗)g
(

1

1 + e−a

)
e−a

1 + e−a
e−a

2

e−a2
da

=

∫ ∞
−∞

e−a
2

[
f(Yi|β∗)g

(
1

1 + e−a

)
ea

2

1 + e−a

]
da

=

∫ ∞
−∞

e−a
2
g(a)da.

Portanto, é possível utilizar a quadratura de Gauss-Hermite para aproximar

h(β∗, λ, τ0;Yi). A função (4.26) não possui expressão analítica de forma fechada e

precisa-se usar algum método numérico para aproximá-la.

4.4.2 Caso 2: Dois Efeitos Aleatórios

Considere agora um modelo Binomial Negativo multinível mais complexo no

qual há dois efeitos aleatório, cuja distribuição conjunta é normal bivariada. Desta

forma, o preditor linear é dado pela equação (4.12). O logaritmo da função de

verossimilhança é dado por

`(Yi|β∗, ψi, ζi) =

ni∑
j=1

{
c2 − νij(Z>ijβ

∗ + τ0ψi + τ1ζitij)

− νij log
(
νij [exp(Z>ijβ

∗ + τ0ψi + τ1ζitij)]
−1 + 1

)
− yij log

(
νij [exp(Z>ijβ

∗ + τ0ψi + τ1ζitij)]
−1 + 1

)}
em que c2 = log[(yij + νij + 1)!]− log(yij !)− log[(νij − 1)!] + νij log (νij).

As primeiras e segundas derivadas da função acima em relação a β∗, τ0 e τ1 são
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∂`(Yi|β∗, ψi, ζi)
∂β∗

=

ni∑
j=1

{
−νij + (νij + yij)

exp(Zijβ
∗ + τ0ψi + τ1ζitij)

[exp(Zijβ
∗ + τ0ψi + τ1ζitij) + 1]

}
Zij ,

∂`(Yi|β∗, ψi, ζi)
∂τ0

=

ni∑
j=1

{
−νij + (νij + yij)

exp(Zijβ
∗ + τ0ψi + τ1ζitij)

[exp(Zijβ
∗ + τ0ψi + τ1ζitij) + 1]

}
ψi,

∂`(Yi|β∗, ψi, ζi)
∂τ1

=

ni∑
j=1

{
−νij + (νij + yij)

exp(Zijβ
∗ + τ0ψi + τ1ζitij)

[exp(Zijβ
∗ + τ0ψi + τ1ζitij) + 1]

}
ζitij

e

∂2`(Yi|β∗, ψi, ζi)
∂β∗∂β∗>

=

ni∑
j=1

{
(νij + yij)

exp(Zijβ
∗ + τ0ψi + τ1ζitij)

[exp(Zijβ
∗ + τ0ψi + τ1ζitij) + 1]2

}
ZijZ

>
ij ,

∂2`(Yi|β∗, ψi, ζi)
∂τ0∂τ>0

=

ni∑
j=1

{
(νij + yij)

exp(Zijβ
∗ + τ0ψi + τ1ζitij)

[exp(Zijβ
∗ + τ0ψi + τ1ζitij) + 1]2

}
ψ2
i ,

∂2`(Yi|β∗, ψi, ζi)
∂τ1∂τ>1

=

ni∑
j=1

{
(νij + yij)

exp(Zijβ
∗ + τ0ψi + τ1ζitij)

[exp(Zijβ
∗ + τ0ψi + τ1ζitij) + 1]2

}
ζ2i tijt

>
ij .

Utilizando a quadratura de Gauss-Hermite bidimensional, é possível calcular a
densidade marginal h(β∗, τ0, θ, τ1, ζ;Yi) = h(Yi) através de

h(Yi) =

∫
ψ

∫
ζ

f(Yi|β∗, ψ, ζ)g(ψ, ζ)dψdζ

≈
Q1∑
q1=1

Q2∑
q2=1

 ni∏
j=1

c1

( νij
µijq1q2
νij

µijq1q2
+ 1

)νij (
1

νij
µijq1q2

+ 1

)yijA(Bq1)A(Bq2),

em que c1 =
(yij+νij−1)!
yij !(νij−1)! , µijq1q2 = exp(Z>ijq1q2β

∗+ τ0Bq1 + τ1Bq2), Bq1 e A(Bq1) são

os valores da quadratura de Gauss-Hermite e o peso em q1, respectivamente, com

q1 = 1, . . . , Q1 e Bq2 e A(Bq2) são os valores da quadratura de Gauss-Hermite e o

peso em q2, respectivamente, com q2 = 1, . . . , Q2.

As primeiras derivadas para o logaritmo da função de verossimilhança são

∂`(Yi|β∗, ψi, ζi)
∂β∗

=

m∑
i=1

1

h(Yi)

Q1∑
q1

Q2∑
q2

ni∑
j=1

(yij − µijq1q2)

Zij

[
c1

( νij
µijq1q2
νij

µijq1q2
+ 1

)νij (
1

νij
µijq1q2

+ 1

)yij]
A(Bq1)A(Bq2),

∂`(Yi|β∗, ψi, ζi)
∂τ0

=
m∑
i=1

1

h(Yi)

Q1∑
q1

Q2∑
q2

ni∑
j=1

(yij − µijq1q2)

ψi

[
c1

( νij
µijq1q2
νij

µijq1q2
+ 1

)νij (
1

νij
µijq1q2

+ 1

)yij]
A(Bq1)A(Bq2),
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e

∂`(Yi|β∗, ψi, ζi)
∂τ1

=
m∑
i=1

1

h(Yi)

Q1∑
q1

Q2∑
q2

ni∑
j=1

(yij − µijq1q2)

ζi

[
c1

( νij
µijq1q2
νij

µijq1q2
+ 1

)νij (
1

νij
µijq1q2

+ 1

)yij]
A(Bq1)A(Bq2),

em que

h(Yi) ≈
Q1∑
q1=1

Q2∑
q2=1

 ni∏
j=1

c1

( νij
µijq1q2
νij

µijq1q2
+ 1

)νij (
1

νij
µijq1q2

+ 1

)yijA(Bq1)A(Bq2).

Novamente estima-se os parâmetros do modelo igualando as equações acima à

zero e utilizando os métodos de escore de Fisher ou Newton-Raphson na resolução

do sistema de equações.

4.5 Modelo Binomial Negativo Marginal (Abordagem
EEG)

Considerando a distribuição Binomial Negativa apresentada em (??) e o preditor

linear dado por ηij = X>ijβ, tem-se que µij = exp (X>ijβ).

Como apresentado na Seção 4.4, se Yij tem distribuição Binomial Negativa, a

média e a variância de Yij são dadas, respectivamente, por E(Yij) = µij e Var(Yij) =

µij +
µ2ij
νij

. Assim, no modelo Binomial Negativo EEG, tem-se que:

Var(Yij) = φ

[
µij +

µ2ij
νij

]
, (4.27)

em que i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , ni e φ pode ser conhecido ou estimado.

4.5.1 Estimação

Considerando a matriz diagonal Ai apresentada em (4.17) e sabendo que a

variância de Yij é dada em (4.27), tem-se que o estimador EEG de β é dado pela

solução da equação

m∑
i=1

[exp(X>i β)Xi]
>[A

1/2
i Ri(α̂)A

1/2
i ]−1[Yi − exp(X>i β)] = 0, (4.28)
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em que

Ai =



φ
[
µi1 +

µ2i1
νi1

]
0 · · · 0

0 φ
[
µi2 +

µ2i2
νi2

]
· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · φ

[
µini +

µ2ini
νini

]


,

em que νi1, νi2, . . . , νini são conhecidos e φ pode ser conhecido ou estimado.

A equação (4.28) é uma equação não linear em β e, desta forma, sua solução

pode ser alcançada usando algum método iterativo, como, por exemplo, Newton-

Raphson.

Por questão de di�culdades computacionais não foi possível utilizar o modelo BN

marginal utilizando a abordagem EEG para a realização dos estudos de simulação.

Por este motivo, utilizou-se uma segunda abordagem para o modelo marginal que é

apresentada a seguir.

4.6 Modelo Marginal (Cópulas Gaussianas)

Modelos marginais para respostas correlacionadas não-normais são tipicamente

ajustados pela abordagem de Equações de Estimação Generalizadas proposta por

Liang & Zeger (1986). Apesar das várias vantagens teóricas e práticas, análise de

verossimilhança para modelos marginais não-normal não é muito difundido, pois é

veri�cável uma grande di�culdade na identi�cação das distribuições multivariadas

para respostas categóricas e discretas. No entanto a análise verossimilhança tem

sido usada por muitos autores (Masarotto & Varin, 2012).

Em probabilidade e estatística, cópula é de�nida como uma distribuição de pro-

babilidade multivariada em que a distribuição de probabilidade marginal de cada

variável é conhecida, sendo utilizada para descrever a dependência entre variáveis

aleatórias.

Os modelos de regressão marginais via cópulas Gaussianas constituem uma classe

de modelos �exíveis e com estrutura geral para a análise de regressão com dados

dependentes de qualquer tipo. As cópulas Gaussianas combinam a simplicidade

de interpretação na modelagem marginal com a �exibilidade na especi�cação a es-

trutura de dependência. Apesar disso, a regressão via cópulas Gaussianas ainda

tem um uso limitado, uma vez que, para as respostas dependentes não contínuas, a

função de verossimilhança exige uma aproximação de integrais de grande dimensão.
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Masarotto & Varin (2012) desenvolveram análise de verossimilhança para mode-

los de regressão marginais para respostas correlacionadas não-normais baseados em

cópulas Gaussianas.

Seja Y = (Y1, . . . , Yn)> um vetor com n variáveis aleatórias correlacionadas

contínuas, discretas ou categóricas e seja y = (y1, . . . , yn)> as realizações (valores

observados) correspondentes. Considere que o objetivo é avaliar com a distribuição

de Yj varia de acordo com a mudança do vetor p-dimensional xj = (xj1, . . . , xjp)
>.

Denote por pj(yj ;λ) = p(yj |xj ;λ) a função de Yj dado xj , de modo que as

covariáveis podem afetar não apenas a média de Yj , mas toda a distribuição marginal

univariada de Y . Dentro deste contexto, a densidade de pj(yj ;λ) identi�ca o modelo

de regressão.

Em termos mais gerais, o modelo de regressão é expresso como

Yj = g(xj , ε;λ), j = 1, . . . , n, (4.29)

em que g(·) é uma função adequada dos regressores xj e de uma variável estocástica

εj , comumente chamada de componente de erro, e λ é um vetor de parâmetros des-

conhecidos. Existem várias especi�cações para g(·), sendo que uma escolha bastante

útil é a função quantil

Yj = F−1j (Φ(εj);λ), j = 1, . . . , n, (4.30)

em que εj é uma variável normal padrão e Fj(·;λ) = F(·|xj ;λ) e Φ(·) são as fun-

ções de distribuição de Yj dado xj e da variável normal padrão, respectivamente.

Pelo teorema da transformação da integral, o modelo de regressão (4.30) garante a

distribuição marginal desejada para a resposta Yj e especi�ca εj nos termos de um

erro normal. A especi�cação (4.30) inclui todos os possíveis modelos de regressão

paramétricos para qualquer tipo de resposta (Masarotto & Varin, 2012).

Por exemplo, o modelo de regressão linear Yj = x>j β+σεj corresponde o conjunto

Fj(Yj ;λ) = Φ{(Yj−x>j β)/σ} em (4.30), com λ = (β>, σ)>. Para o modelo log-linear

Poisson é obtido

Fj(Yj ;λ) =

Yj∑
k=0

e−µjµkj
k!

em que µj = exp(x>j β), λ ≡ β.

Este modelo trata da análise de regressão na presença de dependência. Desta

forma, a especi�cação do modelo é então completada assumindo que o vetor de erros

ε = (ε1, . . . , εn)> segue distribuição é normal multivariada (NMV ),
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ε ∼ (NMV )(0,Ω), (4.31)

em que Ω é uma matriz de correlação (Song, 2000; Masarotto & Varin, 2012). O caso

especial em que as observações são independentes a matriz de correlação é Ω = In,

ou seja a matriz identidade n× n.

A especi�cação do modelo convenientemente separa a componente marginal

(4.30) da componente dependente (4.31), o último sendo descritos em termo de

um processo normal multivariado. Várias formas de dependência nos dados podem

ser modelada através de uma padronização adequada da matriz de correlação Ω

como uma função do vetor de parâmetros ς. O vetor de parâmetro é denotado por

ϑ = (λ>, ς>)>, em que λ denota o vetor de parâmetros do modelo marginal e ς é o

vetor de parâmetros dependentes (Masarotto & Varin, 2012).

A estrutura de dependência no modelo marginal via cópulas Gaussianas é mo-

delada através da especi�cação de uma matriz de correlação apropriada Ω do vetor

de erros ε.

Para dados longitudinais, suponha que as observações são agrupadas emm agru-

pamentos de dimensões ni, i = 1, . . . ,m, em que
∑m

i=1 ni = n, ou seja, m indivíduos

são observados em cada ni ocasiões. Sob a suposição de independência entre os

diferentes indivíduos ou grupos, matrizes de correlação adequadas para os erros são

bloco diagonal,


Ω1 0 . . . 0
0 Ω2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Ωm

 ,
em que Ωi é uma matriz de correlação ni × ni. Similarmente ao método EEG, os

blocos Ωi podem ser especi�cados de diferentes maneiras, como:

• independente, cor(εij , εij′)=0;

• permutável, cor(εij , εij′) = ς;

• autorregressiva, cor(εij , εij′) = ς |j−j
′| ;

• Não estruturada, a matriz de correlação sem qualquer restrição.

Os modelos de regressão via cópulas Gaussianas difere de outros modelos margi-

nais na forma de distribuições conjuntas bivariada e de dimensão de ordem superior.
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No caso contínuo, a relação entre as respostas Yi e erros εi produz a seguinte

expressão de forma fechada para a verossimilhança de ϑ

L(ϑ; y) =
n∏
j=1

pi(yi;λ)
p(ε1, . . . , εn;ϑ)

p(ε1;λ) · · · p(εn;λ)
. (4.32)

Para os casos discretos e categóricos tem-se que as distribuições marginais con-

juntas são expressas como integrais de normais multivariadas. Por exemplo, consi-

derando duas observações, a distribuição é uma integral bidimensional dada por

pjj′(yj , yj′ ;ϑ) =

∫
Dj(yj ;λ)

∫
Dj′ (yj′ ;λ)

p(εj , εj′ ;ϑ)dεjdεj′ ,

cujo domínio da integral acima é o produto cartesiano dos intervalos

Dj(yj ;λ) = [Φ−1(Fj(y
−
j ;λ)),Φ−1(Fj(yj ;λ))], j = 1, . . . , n,

em que Fj(y
−
j ;λ) é o limite inferior de Fj(·;λ) em yj , sendo y

−
j = yj − 1. Maiores

detalhes podem ser encontrados em Masarotto & Varin (2012).

No caso de variáveis respostas discreta ou categóricas, a verossimilhança é dada

pelo cálculo da integral

L(ϑ; y) =

∫
D1(y1;λ)

. . .

∫
Dn(yn;λ)

p(ε1, . . . , εn;ϑ)dε1 · · · dεn. (4.33)

É conveniente reescrever a integral acima considerando a mudança da variável

D1(y1;λ)× · · · × Dn(yn;λ) para (0, 1)n de tal forma que

εj(uj) = Φ−1{Fj(yj ;λ)− uipi(yi;λ)}, j = 1, . . . , n.

Então, a verossimilhança (4.33) assume a forma

L(ϑ; y) = Lind(λ; y)

∫
[0,1]

. . .

∫
[0,1]

q{ε1(u1), . . . , εn(un);ϑ}du1 . . . dun. (4.34)

Para maiores detalhes ver Masarotto & Varin (2012).
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4.7 Programas Estatísticos

Nesta Seção são apresentados os comandos utilizados para os ajustes dos modelos

multinível e marginal (EEG e via cópulas Gaussianas) para dados de contagem nos

programas estatísticos R e STATA. Considere que y denota a variável resposta de

contagem, x1, x2 e x3 são covariáveis, id representa a variável que identi�ca os

indivíduos e tempo denota o período em que as observações foram mensuradas.

4.7.1 R

Para o ajuste dos modelos Poisson multiníveis utiliza-se a mesma biblioteca apre-

sentada na Seção 3.4, lme4. O comando utilizado é o glmer e no argumento family

deve ser considerada a distribuição Poisson dada por poisson. As funções são de�-

nidas para os casos com apenas o intercepto aleatório e com intercepto e inclinação

aleatórios, respectivamente, como

mod1 = glmer(y ∼ x1 + x2 + x3 + tempo + (1|id), data=dados,

family=poisson)

mod2 = glmer(y ∼ x1 + x2 + x3 + tempo + (tempo | id), data= dados,

family=poisson).

Os modelos Binomial Negativo multiníveis são ajustados utilizando a biblioteca

glmmADMB através da função glmmadmb e os comandos são mostrados a seguir para

os casos com apenas o intercepto aleatório e com intercepto e inclinação aleatórios:

mod1 = glmmadmb(y ∼ x1 + x2 + x3 + tempo + (1|id), data=dados,

family="nbinom")

mod2 = glmmadmb(y ∼ x1 + x2 + x3 + tempo + (tempo|id), data=dados,

family="nbinom").

Para ajustar o modelo multinível com intercepto aleatório é necessário considerar

o argumento (1 | id). O modelo multinível com efeitos aleatórios no intercepto e

tempo é identi�cado através do argumento (tempo | id). O argumento family

deve conter a família Binomial Negativa dada por nbinom. Maiores detalhes podem

ser encontrados em http://glmmadmb.r-forge.r-project.org/.

Para ajustar os dados utilizando a abordagem de equações de estimação gene-

ralizadas (EEG) considerando a distribuição Poisson, deve-se utilizar a biblioteca

geepack usando a função geeglm. A função a ser implementada é:
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mod1 = geeglm(y ∼ x1 + x2 + x3 + tempo, data = dados, family =

poisson, id = id, corstr = � �).

O argumento family deve conter a distribuição Poisson dada por poisson e as

matrizes de correlação de trabalho são identi�cadas no argumento corstr e dadas

por

• exchangeable que denota a matriz de correlação de �trabalho� permutável;

• ar1 que representa a matriz de correlação de �trabalho� autorregressiva de

primeira ordem;

• unstructured que de�ne a matriz de correlação de �trabalho� não estruturada.

A função geeglm não tem suporte para ajustar o modelo Binomial Negativo.

Uma biblioteca que ajusta os dados segundo esta distribuição é a gcmr. Esta bi-

blioteca utiliza cópula normal para ajustar modelos marginais descritos por Song

(2000) e Masarotto & Varin (2012) que permitem modelar respostas dependentes

de qualquer tipo. Além disso a interpretação na modelagem marginal é simpli�cada

quando se utilizam as cópulas Gaussianas. O comando utilizado é

mod1 = gcmr(y ∼ x1 + x2 + x3 + tempo, data = dados, marginal =

negbin.marg, id = id, cormat = cluster.cormat(id, type = )).

A família da distribuição é identi�cada no objeto marginal e a matriz de cor-

relação é informada no objeto type, dentro de cormat, cujas estruturas podem

ser:

• exchangeable que denota a matriz de correlação de �trabalho� permutável;

• ar1 que representa a matriz de correlação de �trabalho� autorregressiva de

primeira ordem;

• independence que indica a matriz de correlação de �trabalho� independente.

• unstructured que de�ne a matriz de correlação de �trabalho� não estruturada.

O modelo Poisson marginal via cópulas gaussianas também é ajustado nesta

biblioteca, sendo modi�cado apenas a família para poisson.marg. Através dos

exemplos apresentados no manual, veri�cou-se que os resultados das estimativas

usando a biblioteca geepack são similares aos do gcmr. Porém, o critério de seleção
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utilizado nas bibliotecas é distinto, uma vez que a geepack considera o QIC e a gcmr

utiliza o AIC.

Em http://cran.r-project.org/web/packages/gcmr/gcmr.pdf é possível en-

contrar maiores detalhes sobre o pacote gcmr.

4.7.2 STATA

É possível ajustar os modelos Poisson e BN multiníveis utilizando os comandos

xtpoisson e xtnbreg. Como exemplo tem-se:

xtpoisson y x1 x2 x3 tempo, nolog re i(id)

xtpoisson y x1 x2 x3 tempo, nolog normal re i(id)

xtnbreg y x1 x2 x3 tempo, nolog re i(id)

A distribuição do efeito aleatório para o modelo Poisson multinível conside-

rada como default é a Gama, mas é possível utilizar a distribuição normal para o

efeito aleatório usando o argumento normal (xtpoisson). Para o modelo Binomial

Negativo multinível, a distribuição do efeito aleatório no intercepto que se encontra

implementada é beta (xtnreg).

Em relação à abordagem EEG, as funções utilizadas para ajustar os modelos

Poisson e Binomial Negativo são, respectivamente, xtgee e xtnbreg e os comandos

são dados por

xtgee y x1 x2 x3 tempo, nolog fam(poisson) corr( ) i(id)

xtnbreg y x1 x2 x3 tempo, nolog pa corr( ) i(id)

O objeto fam no comando xtgee indica a família de distribuição que está sendo

ajustada. No caso da primeira função, a distribuição Poisson é considerada. O

objeto pa no comando xtnbreg signi�ca que foi utilizado o estimador para a média

populacional. As matrizes de correlação de �trabalho� são de�nidas no objeto corr

e são dadas por

• exch que denota a matriz de correlação de �trabalho� permutável;

• ar1 que representa a matriz de correlação de �trabalho� autorregressiva de

primeira ordem;

• ind que indica a matriz de correlação de �trabalho� independente;

• unstr que de�ne a matriz de correlação de �trabalho� não estruturada.
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Capítulo 5

Estudos de Simulação

Neste capítulo são apresentados alguns estudos de simulação que consideram

diferentes cenários para os modelos Poisson e Binomial Negativo a �m de avaliar

o desempenho do processo de estimação nas abordagens condicional e marginal na

análise de dados longitudinais.

Inicialmente os dados de contagem correlacionados foram gerados e o método de

geração de dados é apresentado na Seção 5.1. Os diferentes cenários de simulação

para as abordagens condicional e marginal são descritos na Seção 5.2. Na Seção

5.3 são apresentados os critérios de avaliação dos estimadores. Para a realização

das simulações utilizou-se o programa estatístico R versão 3.0.2 para windows e as

bibliotecas utilizadas são apresentadas na Seção 5.4. Os resultados são sumarizados

e discutidos na Seção 5.5.

5.1 Geração de Variáveis Aleatórias Poisson e Binomial
Negativa Correlacionadas

Yahav e Shmueli (2008) propuseram um método computacionalmente e�ciente e

conceitualmente atraente para gerar variáveis aleatórias (v.a.'s) Poisson multivaria-

das. A ideia básica é, primeiramente, gerar um vetor de dimensão p× 1 de variáveis

que tem distribuição normal multivariada e então transformá-lo em um vetor de va-

riáveis com distribuição Poisson usando as funções de distribuição acumulada (f.d.a.)

Gaussiana e Poisson.

O algoritmo pode ser sumarizado da seguinte forma:

1. Gere um vetor Normal p-dimensional X> = (X1, . . . , Xp) com vetor de médias

µ = 0, vetor de variância com elementos iguais a 1 e uma matriz de correlação

R.
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2. Para cada valor de Xk, k = 1, 2, . . . , p, calcule a f.d.a. Gaussiana: Φ(Xk).

3. Para cada Φ(Xk) calcule a f.d.a. inversa da Poisson de�nida por Ξ−1, também

conhecida como função quantílica, com razão µ dada por:

Yk = Ξ−1(Φ(Xk))

O vetorY> = (Y1, . . . , Yp) é um vetor de dimensão p×1 com matriz de correlação

R e vetor de médias Λ = (µ1, . . . , µp)
>.

Para a geração das v.a.'s com distribuição Binomial Negativa propomos uma

metodologia baseada na proposta de Yahav e Shmueli, em que substituímos a f.d.a.

inversa da Poisson pela f.d.a. da Binomial Negativa. O algoritmo é idêntico ao

apresentado anteriormente, mas a função quantílica da Poisson Ξ−1 é trocada pela

função quantílica da Binomial Negativa de�nida por Υ−1. Desta forma

Ỹk = Υ−1(Φ(Xk)),

em que Ỹ
>

= (Ỹ1, . . . , Ỹp) é um vetor de dimensão p× 1 com matriz de correlação

R e vetor de médias Ψ = (µ̃1, . . . , µ̃p)
>.

Vale ressaltar que aqui propomos um método mais simples de geração de dados

correlacionados usando a distribuição BN. Contudo, outras abordagens encontram-

se disponíveis na literatura, como, por exemplo, a geração de BN multivariadas

usando cópulas (Lee, 2009) ou geração de BN multivariadas usando a distribuição

exponencial multivariada (Kopocinski, 2009).

5.2 Cenários de Simulação

Nesta seção são apresentados diferentes cenários de simulação pelo método de

Monte Carlo a �m de avaliar a modelagem de regressão para dados de contagem

longitudinais. Foram utilizadas 2000 réplicas para as abordagens considerando a

distribuição Poisson e apenas 500 réplicas para as abordagens considerando a dis-

tribuição BN, por causa das di�culdades computacionais encontradas para esta dis-

tribuição (tempo de execução do algoritmo e sensibilidade dos resultados). Foram

utilizados diferentes números de indivíduos (m = 50; 150; 250) e diferentes números

de medidas (ni = 3; 5; 8; 10). A variável explicativa X∗i foi gerada considerando uma

distribuição normal com média 0 e variância 0.2, ou seja, X∗i ∼ N (0, 0.2). Em todas

as simulações foram gerados dados balanceados e igualmente espaçados.
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5.2.1 Geração: Modelos Multiníveis

Para o modelo Poisson multinível foram considerados dois cenários, que são des-

critos a seguir. Para o modelo Binomial Negativo multinível foi considerado apenas

o primeiro destes cenários, pois quando os dados foram gerados considerando o ce-

nário mais complexo, os algoritmos de ajuste dos modelos apresentaram problemas

de convergência.

Para as v.a.'s geradas considerando a distribuição Poisson, em ambos cenários,

foram ajustados os seguintes modelos: (i)Modelo 1: modelo Poisson independente,

(ii) Modelo 2: modelo Poisson multinível com intercepto aleatório e (iii) Modelo

3: modelo Poisson multinível com dois efeitos aleatórios.

Para as v.a.'s geradas considerando a distribuição Binomial Negativa foram ajus-

tados os seguintes modelos: (i) Modelo 1: modelo Poisson independente, (ii) Mo-

delo 2: modelo Poisson multinível com intercepto aleatório, (iii)Modelo 3: modelo

Poisson multinível com dois efeitos aleatórios, (iv) Modelo 4: modelo Binomial

Negativo independente, (v) Modelo 5: modelo Binomial Negativo multinível com

intercepto aleatorio e (vi) Modelo 6: modelo Binomial Negativo multinível com

dois efeitos aleatórios.

5.2.1.1 Cenário 1: Modelo Multinível com Efeito Aleatório no Inter-

cepto

Os dados foram gerados considerando apenas o intercepto aleatório, ou seja, o

modelo multinível foi dado por

µij = exp(β1 + β2X
∗
i + β3tij + b0i), (5.1)

em que β> = (β1, β2, β3) = (0, 3; 2, 3; 1, 1) é o vetor de parâmetros e t = 1, . . . , T

denota o tempo em que as medidas foram obtidas (T = 3; 5; 8; 10). Como os dados

são igualmente espaçados tem-se que o número de medidas repetidas é igual ao

último ponto em que as medidas foram mensuradas, ou seja, T = ni. O efeito

aleatório do intercepto é representado por b0i que é distribuído normalmente com

média 0 e variância τ0, isto é, b0i ∼ N (0, τ0), sendo τ0 = (0, 1; 0, 5; 0, 7; 1, 0). Além

disso, tem-se que b0i e X∗i são independentes.

5.2.1.2 Cenário 2: Modelo Multinível com Dois Efeitos Aleatórios

Neste cenário os dados foram gerados considerando dois efeitos aleatórios, isto

é, o modelo multinível foi
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µij = exp(β1 + β2X
∗
i + β3tij + b0i + b1itij), (5.2)

em que β> = (β1, β2, β3) = (0, 3; 2, 3; 1, 1) é o vetor de parâmetros e t denota o

tempo em que as medidas foram obtidas, em que t = 1, . . . , T (T = 3; 5; 8; 10).

Novamente os dados são igualmente espaçados, portanto o número de medidas re-

petidas é igual ao último ponto em que as medidas foram mensuradas, ou seja,

T = ni. Os efeitos aleatórios do intercepto e do tempo, representados por b0i e b1i,

respectivamente, seguem distribuição normal bivariada com vetor de médias igual

a
[

0 0
]>

e matriz de covariância

[
τ0 τ01
τ01 τ1

]
, em que τ0 = (0, 1; 0, 5; 0, 7; 1, 0),

τ1 = 0, 3 e τ01 = 0, 01.

5.2.2 Geração: Modelos Poisson Marginais (EEG)

Como discutido no Capítulo 4, Seção 4.3, os modelos marginais ajustam direta-

mente a resposta média em cada ocasião. Para a geração dos dados, utilizou-se um

modelo da forma

µij = exp(β1 + β2X
∗
i + β3tij),

em que β> = (β1, β2, β3) = (0, 3; 2, 3; 1, 1) é o vetor de parâmetros e t denota o

tempo em que as medidas foram obtidas, em que tij = 1, . . . , T (T = 3; 5; 8; 10).

Como foram gerados dados balanceados, todos os indivíduos possuem o mesmo nú-

mero de medidas repetidas. As matrizes de correlação, R, utilizadas para a geração

dos dados foram dadas pelas matrizes de correlação de �trabalho� na forma au-

torregressiva de ordem 1 (AR1), permutável e não estruturada (NE) apresentadas

no Capítulo 3, Subseção 3.1.2, sendo aqui o parâmetro de associação, α, igual a

0, 5. As matrizes de correlação de �trabalho� não estruturada considerando 3, 5, 8

e 10 medidas repetidas foram, respectivamente, de�nidas como sendo (unicamente

apresentamos o bloco superior, uma vez que R(α) é simétrica)

R(α) =

 1 0, 9α 0, 7α
1 0, 5α

1


n=3

,

R(α) =


1 0, 9α 0, 7α 0, 4α 0, 8α

1 0, 5α 0, 1α 0, 3α
1 0, 2α 0, 4α

1 0, 4α
1


n=5

,
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R(α) =



1 0, 9α 0, 7α 0, 4α 0, 8α 0, 6α 0, 5α 0, 3α
1 0, 5α 0, 1α 0, 3α 0, 2α 0, 2α 0, 1α

1 0, 2α 0, 4α 0, 1α 0, 7α 0, 4α
1 0, 4α 0, 8α 0, 5α 0, 7α

1 0, 7α 0, 6α 0, 5α
1 0, 5α 0, 9α

1 0, 4α
1


n=8

e

R(α) =



1 0, 9α 0, 7α 0, 4α 0, 8α 0, 6α 0, 5α 0, 3α 0, 4α 0, 2α
1 0, 5α 0, 1α 0, 3α 0, 2α 0, 2α 0, 1α 0, 8α 0, 4α

1 0, 2α 0, 4α 0, 1α 0, 7α 0, 4α 0, 9α 0, 3α
1 0, 4α 0, 8α 0, 5α 0, 7α 0, 2α 0, 1α

1 0, 7α 0, 6α 0, 5α 0, 3α 0, 2α
1 0, 5α 0, 9α 0, 4α 0, 8α

1 0, 4α 0, 6α 0, 9α
1 0, 2α 0, 1α

1 0, 6α
1


n=10

.

Três diferentes cenários foram considerados na abordagem marginal, conside-

rando EEG, e os mesmos são descritos a seguir:

1. Cenário 1: geração das v.a.'s correlacionadas utilizando a matriz de correla-

ção autorregressiva de ordem 1 (AR1);

2. Cenário 2: geração das v.a.'s correlacionadas utilizando a matriz de correla-

ção não estruturada (NE);

3. Cenário 3: geração das v.a.'s correlacionadas utilizando a matriz de correla-

ção permutável.

Para o modelo Poisson marginal utilizando a abordagem EEG, em todos os ce-

nários, foram ajustados quatro modelos: (i) Modelo 1: modelo Poisson marginal

considerando a abordagem EEG com estrutura de correlação de �trabalho� autor-

regressiva de ordem 1; (ii) Modelo 2: modelo Poisson marginal considerando a

abordagem EEG com estrutura de correlação de �trabalho� permutável; (iii) Mo-

delo 3: modelo Poisson marginal considerando a abordagem EEG com estrutura

de correlação de �trabalho� independente e (iv) Modelo 4: modelo Poisson margi-

nal considerando a abordagem EEG com estrutura de correlação de �trabalho� não

estruturada.
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5.2.3 Geração: Modelos BN Marginais (Cópulas Gaussianas)

Por di�culdades computacionais não foi possível ajustar o modelo Binomial

Negativo (BN) marginal utilizando a abordagem EEG. Então, utilizou-se o modelo

marginal via cópulas Gaussianas (CG) apresentado no Capítulo 4, Seção 4.6.

O modelo ajustado, as matrizes de correlação R(α) e os cenários de simulação

apresentados na seção anterior foram os mesmos utilizados para o modelo BN mar-

ginal via cópulas Gaussianas e para todos os cenários foram ajustados oito modelos:

(i) Modelo 1: modelo Poisson marginal via cópulas Gaussianas com estrutura

de correlação de �trabalho� autorregressiva de ordem 1; (ii) Modelo 2: modelo

Poisson marginal via cópulas Gaussianas com estrutura de correlação de �traba-

lho� permutável; (iii) Modelo 3: modelo Poisson marginal via cópulas Gaussianas

com estrutura de correlação de �trabalho� independente, (iv) Modelo 4: modelo

Poisson marginal via cópulas Gaussianas com estrutura de correlação de �trabalho�

não estruturada; (v) Modelo 5: modelo BN marginal via cópulas Gaussianas com

estrutura de correlação de �trabalho� autorregressiva de ordem 1; (vi) Modelo 6:

modelo BN marginal via cópulas Gaussianas com estrutura de correlação de �tra-

balho� permutável; (vii) Modelo 7: modelo BN marginal via cópulas Gaussianas

com estrutura de correlação de �trabalho� independente e (viii) Modelo 8: modelo

BN marginal via cópulas Gaussianas com estrutura de correlação de �trabalho� não

estruturada.

5.3 Critérios de Avaliação dos Estimadores

Para avaliar o desempenho do ajuste dos modelos, foram calculados a média das

estimativas (β̂), o viés médio do estimador (VM), o valor absoluto do viés relativo

estimado (|V R|), a diferença relativa estimada (dif.rel) entre o desvio padrão (DP )

e erro padrão (EP ) estimados e a raiz do erro quadratico médio estimado (REQM).

A média das estimativas e o viés médio são dados, respectivamente, por

β̂ =
1

N

N∑
l=1

β̂ e VM =
1

N

N∑
l=1

(β − β̂),

em que N denota o número de réplicas de Monte Carlo.

O valor absoluto do viés relativo estimado (|V R|) é dado por:

|V R| =

∣∣∣∣∣ β̂ − ββ
∣∣∣∣∣
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em que β̂ é a média das estimativas dos parâmetros (Cribari-Neto e Gois, 2002).

A diferença relativa estimada entre o desvio padrão e o erro padrão estimados é

dada por:

dif.rel(β̂) =

∣∣∣∣∣DP (β̂)− EP (β̂)

EP (β̂)

∣∣∣∣∣ , (5.3)

em que DP (β̂) =

√
Var(β̂) é o desvio padrão do estimador e EP (β̂) =

√
V̂ar(β̂)

denota o erro padrão do estimador.

O estimador da variância tem boa performance quando o erro padrão médio das

estimativas e o desvio padrão de β̂ são próximos, ou seja, quando a diferença relativa

entre o desvio padrão e o erro padrão está próxima de zero.

A raiz do erro quadrático médio estimada é de�nida por

REQM(β̂) =

√
E(β̂ − β)2 =

√
(Var(β̂) + [VM ]2),

em que β̂ refere-se ao valor estimado pelo modelo, β é o parâmetro e Var(β̂) =

DP (β̂)2.

5.4 Suporte Computacional

O programa utilizado para a realização das simulações foi oR versão 3.0.2. Nesta

Seção são apresentadas as bibliotecas utilizadas para cada abordagem considerando

os modelos Poisson e Binomial Negativo.

5.4.1 Geração de Variáveis Aleatórias Correlacionadas

Para a geração das variáveis aleatórias (v.a's) com distribuição Normal Multi-

variada utilizou-se a função mvrnorm do pacote MASS.

As funções pnorm, qpois e qnbinom calculam a função de distribuição acumu-

lada (f.d.a.) Normal, a f.d.a. inversa da distribuição Poisson e a f.d.a. inversa da

distribuição Binomial Negativa (BN), respectivamente. No caso da distribuição BN

o parâmetro de dispersão, de�nido por size, foi igual a 1.

A matriz de covariância foi determinada a partir da matriz de correlação R

utilizando o comando cor2cov do pacote MBESS.

5.4.2 Modelo Poisson Multinível

Para o ajuste do modelo Poisson multinível utilizou-se a biblioteca lme4 e o

comando usado foi o glmer, em que o argumento family foi de�nido como sendo

poisson.
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5.4.3 Modelo Poisson Marginal (EEG)

Para ajustar os modelo Poisson segundo a abordagem de equações de estimação

generalizadas (EEG) utilizou-se a biblioteca geepack usando a função geeglm.

5.4.4 Modelo Binomial Negativo Multinível

O modelo Binomial Negativo multinível foi ajustado utilizando a biblioteca

glmmADMB através da função glmmadmb.

5.4.5 Modelo Binomial Negativo Marginal (Cópulas Gaussianas)

O pacote geepack não tem suporte para ajustar o modelo Binomial Negativo

marginal utilizando a abordagem EEG. A biblioteca utilizada para ajustar o modelo

BN marginal via cópulas Gaussianas foi gcmr, sendo a função dada por gcmr. O

argumento marginal de�ne qual distribuição está sendo utilizada para ajustar os

dados. No caso da BN utiliza-se negbin.marg.

O modelo Poisson também é ajustado nesta biblioteca, sendo modi�cada apenas

a família (marginal) para poisson.marg.

5.4.6 Problemas de Convergência

Durante a realização das simulações, os modelos considerando a distribuição

Binomial Negativa (BN) tiveram problemas de convergência e um custo computaci-

onal muito elevado. Em relação ao tempo de execução de cada simulação, quando

foram consideradas 2000 réplicas as simulações para cenários mais simples demora-

ram aproximadamente 2 semanas. Por este motivo foi necessário a diminuição do

número de réplicas para 500 réplicas.

Para o cenário 1, em que os dados são gerados a partir do modelo BN multiní-

vel com intercepto aleatório, o custo computacional foi muito intenso, especialmente

com o aumento do número de medidas repetidas. Considerando, por exemplo, 50 in-

divíduos com 8 medidas repetidas apenas 3 das 500 réplicas (0,6%) não convergiram.

Em relação ao tempo de simulação, foi necessário 66,31 horas, aproximadamente 3

dias, para a obtenção dos resultados. Não houve convergência para os modelos Pois-

son e BN quando se considerou o modelo BN multinível com dois efeitos aleatórios.

Não foi possível ajustar o modelo BN marginal considerando a abordagem EEG,

pois não havia suporte computacional noR. Por este motivo utilizou-se a abordagem

das cópulas Gaussianas para ajustar o modelo BN marginal. Como houve um custo
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computacional muito alto em relação ao tempo de execução de cada simulação, foi

necessário a diminuição do número de réplicas.

Além disso, os ajustes apresentaram problemas de convergência para os modelos

BN marginais via cópulas Gaussianas. Considerando 8 e 10 medidas repetidas,

os modelos não convergiram, para 50, 150 e 250 indivíduos. Para 3 e 5 medidas

repetidas o número de não convergência foi muito alto. Por exemplo, para 5 medidas

repetidas e considerando 50 e 150 indivíduos, 188 (37,6%) e 333 (66,6%) das 500

réplicas, respectivamente, não convergiram.

5.5 Resultados

5.5.1 Geração: Modelo Poisson Multinível com Efeito Aleatório
no Intercepto

A Tabela 5.1 apresenta os valores médios das estimativas (β̂), os vieses médios

(VM) das estimativas e os valores da raiz do erro quadrático médio (REQM) para

os 2000 conjuntos de dados simulados considerando 50 indivíduos. Os modelos ajus-

tados foram: Modelo Poisson independente (Modelo 1), Modelo Poisson multinível

com efeito aleatório no intercepto (Modelo 2) e Modelo Poisson multinível com dois

efeitos aleatórios (Modelo 3).

Pode-se veri�car, de modo geral, que os valores da raiz do erro quadrático médio

diminuíram com o aumento do número de medidas repetidas, exceto para oModelo

1 considerando 8 e 10 medidas repetidas, o estimador β̂1 e τ0 = 1, 0. Em relação ao

viés médio (VM) das estimativas é notável a diminuição dos valores com o aumento

do número de medidas repetidas, exceto para 8 e 10 medidas, o Modelo 1 e o

estimador β̂1.

É possível, através dos resultados apresentados na Tabela 5.1, comparar o im-

pacto da variância do efeito aleatório associado ao intercepto, denotado por τ0.

Veri�cou-se que a variância do efeito aleatório proporciona, de modo geral, um au-

mento no viés médio dos estimadores. Considerando o modelo Poisson independente

(Modelo 1) é possível notar claramente este aumento, especialmente no estimador

do intercepto β̂1. Por exemplo, para 10 medidas, os valores do viés são 0,006 e 0,525

para τ0 = 0, 1 e τ0 = 1, 0, respectivamente.

Para o estimador β̂2, o impacto da variância do efeito aleatório τ0 é maior para

os modelos Poisson multinível com efeito aleatório no intercepto (Modelo 2) e

com dois efeitos aleatórios (Modelo 3). Os valores do viés para β̂2 no Modelo

2, considerando-se 3, 5, 8 e 10 medidas são, respectivamente, 0,065, 0,066, 0,057 e

91



0,056 para τ0 = 0, 1; e 0,595, 0,569, 0,561 e 0,561 para τ0 = 1, 0. Nota-se também

para β̂1 que oModelo 2 apresentou os menores valores para o viés quando τ0 = 1, 0,

sendo -0,029, -0,017, -0,011 e -0,011, respectivamente, para 3, 5, 8 e 10 medidas.

Para o estimador β̂3, o impacto de τ0 é contrário, isto é, com o aumento da

variância do intercepto aleatório houve uma diminuição dos valores do viés médio

(VM) e da raiz do erro quadrático médio (REQM) para todos os modelos ajusta-

dos. Além disso, pode-se notar que os valores da média, do viés e da raiz do erro

quadrático médio do estimador β̂3 para os Modelos 1 e 2 são idênticos.

Em relação à raiz do erro quadrático médio (REQM) é possível veri�car que há

uma diminuição dos seus valores quando se aumenta o número de medidas repetidas,

exceto para o estimador de β1 doModelo 1, considerando τ0 = 1, 0 (Tabela 5.1). Os

valores da raiz do erro quadrático médio considerando esta con�guração são 0,511,

0,520, 0,524 e 0,525 para 3, 5, 8 e 10 medidas, respectivamente.

Veri�ca-se, novamente, o aumento substancial dos valores da raiz do erro qua-

drático médio quando se aumenta o valor da variância do efeito aleatório. Considere,

como exemplo, o Modelo 2 para o estimador β̂2, em que os valores da raiz do erro

quadrátivo médio são 0,069, 0,067, 0,057 e 0,056 para τ0 = 0, 1; e 0,598, 0,569, 0,561

e 0,561 para τ0 = 1, 0.

Desta forma, pode-se concluir que a variância do intercepto aleatório tem uma

forte in�uência no comportamento dos estimadores. Além disso, o tipo da variável

modi�ca o resultado deste impacto. Para a covariável tempo-independente (X) há

um aumento e para a variável tempo-dependente (tempo) há uma diminuição nos

valores do VM e da REQM .

Com o aumento do número de observações, resultados similares aos apresenta-

dos foram encontrados. As Tabelas B.1 e B.2 apresentam os resultados para 150 e

250 indivíduos, respectivamente, e encontram-se no Apêndice B.1. Também foram

considerados diferentes valores para a variância dos efeitos aleatórios e compor-

tamentos similares foram encontrados. As Tabelas B.3, B.4 e B.5 apresentam os

valores médios das estimativas, os vieses médios e os valores da REQM das estima-

tivas dos parâmetros dos Modelos 1, 2 e 3 com τ0 = 0, 5 e τ0 = 0, 7 para 50, 150 e

250 indivíduos, respectivamente.
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A Figura 5.1 apresenta o valor absoluto do viés relativo (|V R|), considerando

a variância do efeito aleatório igual a 0,1 (τ0 = 0, 1), para os modelos Poisson

independente (Modelo 1), Poisson multinível com intercepto aleatório (Modelo

2) e Poisson multinível com dois efeitos aleatórios (Modelo 3).

É possível notar que as estimativas diminuem quando se aumenta o número

de medidas repetidas para os estimadores β̂2 e β̂3, o que implica que o estimador

está se aproximando do verdadeiro valor do parâmetro. Em relação ao estimador

β̂1 é possível veri�car que o valor absoluto do viés relativo diminui com aumento

do número de medidas para os Modelos 2 e 3 quando se consideram 50 e 150

indivíduos. O mesmo não é veri�cado para oModelo 1, em que para 50 indivíduos

os valores absolutos do viés relativo são 0,059, 0,004, 0,0178 e 0,022 para 3, 5, 8 e

10 medidas, respectivamente.

Veri�ca-se também na Figura 5.1 que o Modelo 1 tem os valores absolutos do

viés relativo menores do que os Modelos 2 e 3 para o estimador de β2. Em relação

ao estimador β̂3, observa-se que os três modelos apresentam um comportamento

similar.

Também foi avaliado o comportamento do valor absoluto do viés relativo para

os diferentes valores da variância do efeito aleatório e os resultados encontram-se

disponíveis no Apêndice B.2, mostrando um comportamento similar ao analisado.

Para avaliar o comportamento do estimador da variância foram calculadas os

valores da diferença relativa entre o desvio padrão (DP) e o erro padrão (EP) dos

estimadores para os modelos Poisson independente (Modelo 1), Poisson multinível

com intercepto aleatório (Modelo 2) e Poisson multinível com dois efeitos aleatórios

(Modelo 3) e os resultados encontram-se sumarizados na Figura 5.2.

Considerando o estimador de β1 é possível notar que os valores da diferença

relativa entre o DP e o EP para os 3 modelos são bem próximos quando se considera

3 medidas repetidas, independente do número de indivíduos. Por exemplo, para 50

indivíduos tem-se que os valores são 0,476, 0,481 e 0,484 para os Modelos 1, 2 e

3, respectivamente. Porém, com o aumento do número de medidas isto não é mais

observado, uma vez que os valores para a diferença relativa diminuem quando se

considera o Modelo 1 e aumentam para os Modelos 2 e 3 (Figura 5.2).

Em relação à diferença relativa para o estimador β̂2, é possível notar que o

Modelo 1 apresenta as menores diferenças relativas. Além disso elas diminuem

com o aumento do número de medidas, visualizado na Figura 5.2.
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O mesmo não é observado para osModelos 2 e 3, ou seja, as diferenças relativas

aumentam com o aumento do número de medidas repetidas. Para o estimador de β3

os valores para a diferença relativa diminuem com o aumento do número de medidas

em todos os modelos ajustados.

De modelo geral, pode-se veri�car que a performance do estimador da variância

está associada ao tipo de variável, ou seja, quando se considera a variável tempo-

independente os valores da diferença relativa entre o DP e o EP aumentam com o

aumento do número de medidas repetidas. Já para a variável tempo-dependente

os valores da diferença relativa diminuem com o aumento do número de mediadas

repetidas.

Outros valores para a variância do efeito aleatório associado ao intercepto foram

considerados e os grá�cos encontram-se disponíveis nas Figuras B.1, B.2 e B.6 no

Apêndice B.2.

A Tabela 5.2 apresenta os valores do AIC para o ajuste dos Modelos 1, 2 e

3 considerando 50 indivíduos. É possível notar que o modelo Poisson multinível

com efeito aleatório no intercepto (Modelo 2) ajusta melhor os dados, segundo o

critério AIC e os seus valores encontram-se destacados. Isto é esperado uma vez que

os dados foram gerados considerando oModelo 2. Também é notável que os valores

do AIC para oModelo 1 são muito maiores do que osModelos 2 e 3. Além disso,

veri�ca-se também que os valores do AIC dos Modelos 2 e 3 são bem próximos.

Considere, como exemplo, 10 medidas repetidas e variância do efeito aleatório igual

a 0, 5, os valores do AIC são 2.515.134,6; 4.833,9 e 4.837,4 para os Modelos 1, 2

e 3, respectivamente.

Pode-se veri�car também que a variância do efeito aleatório τ0 não tem muito

efeito no critério de seleção AIC para os modelos multiníveis. Porém, para o modelo

Poisson independente, com o aumento de τ0, há uma aumento muito grande nos

valores do AIC. Considerando 8 medidas, os valores do AIC para o Modelo 1

são 12.231,7; 281.187,8; 617.028,3 e 1.544.070,2 para τ0 igual a 0,1; 0,5; 0,7 e 1,0

respectivamente (Tabela 5.2).

O mesmo comportamento para o critério de seleção de modelo AIC foi veri�cado

para 150 e 250 indivíduos e os resultados encontram-se nas Tabelas B.11 e B.12 no

Apêndice B.3.

De modo geral, veri�cou-se que o viés médio, o valor absoluto do viés relativo, a

raiz do erro quadrático médio e a diferença relativa diminuíram com o aumento do

número de medidas repetidas. O aumento da variabilidade de τ0, que implica em
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Tabela 5.2: Valores do AIC para diferentes especi�cações no modelo Poisson com 50
indivíduos e gerando os dados utilizando o modelo Poisson multinível com intercepto
aleatório.

Cenário 1/Modelo 2

τ0 Modelos ajustados 50 indivíduos
3 5 8 10

Modelo 1 750,4 1.799,8 12.231,7 87.669,0
0,1 Modelo 2 748,9 1.573,1 3.262,5 4.668,5

Modelo 3 752,7 1.585,2 3.268,9 4.671,9
Modelo 1 1.815,5 11.689,6 281.187,8 2.515.134,6

0,5 Modelo 2 877,7 1.730,5 3.426,9 4.833,9

Modelo 3 886,7 1.734,1 3.430,4 4.837,4
Modelo 1 3.143,4 24.035,2 617.028,3 5.546.330,0

0,7 Modelo 2 911,6 1.765,3 3.462,5 4.869,9

Modelo 3 915,3 1.768,9 3.466,0 4.873,4
Modelo 1 6.804,5 58.109,5 1.544.070,2 13.913.719,4

1,0 Modelo 2 948,7 1.803,2 3.501,3 4.909,3

Modelo 3 952,5 1.806,8 3.504,8 4.912,8

aumento da correlação intraclasse, afeta substancialmente o viés e erro quadrático

médio dos resultados provenientes do modelo que assume independência das obser-

vações, quaisquer que sejam o número de medidas repetidas e número de indivíduos

acompanhados longitudinalmente. Além disso, o critério de seleção de modelo AIC

selecionou o modelo corretamente, não sofrendo in�uência da variância do efeito

aleatório.

5.5.2 Geração: Modelo Poisson Multinível com Dois Efeitos Alea-
tórios

Nesta seção são apresentados os resultados para o ajuste dos modelos Poisson

independente (Modelo 1), Poisson multinível com efeito aleatório no intercepto

(Modelo 2) e Poisson multinível com dois efeitos aleatórios (Modelo 3), conside-

rando que os dados foram gerados pelo modelo Poisson multinível com dois efeitos

aleatórios.

A Tabela 5.3 apresenta os valores médios das estimativas, os vieses médios das

estimativas e os valores médios da raiz do erro quadrático médio para os 2000 con-

juntos de dados simulados considerando 50 indivíduos.
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É possível notar que o valor do viés médio do estimador β̂1 aumenta consideravel-

mente com o aumento da variância do efeito aleatório do intercepto, especialmente

para oModelo 1. Para 5 medidas os valores do viés são 0,027 e 0,610 considerando

τ0 = 0, 1 e τ0 = 1, 0. Quando se aumenta o número de medidas para 8 e 10 medidas,

os valores do viés diminuem, quando se comparam os valores de τ0.

Veri�ca-se que o estimador β̂2 está sendo subestimado noModelos 2 quando se

considera a variância do efeito aleatório do intercepto τ0 igual a 0, 1. Porém o mesmo

resultado não é veri�cado quando se considera τ0 = 1, 0 (Tabela 5.3). Observa-se

também aumento substancial do valor do viés médio do estimador β̂2 no Modelo

3 quando se aumenta a variância de b0i.

Para o estimador β̂3 é notado que os valores do viés para os Modelos 1 e 2

são iguais. Além disso, o Modelo 3 apresenta menores vieses para o estimador

de β3 (Tabela 5.3). Isso é esperado pois os dados foram gerados considerando dois

efeitos aleatórios, um no intercepto (b0i) e outro no tempo (b1i). É possível veri�car

também que os valores da raiz do erro quadrático médio (REQM) diminuem com

o aumento do número de indivíduos apenas para o Modelo 3. Considerando, por

exemplo, o estimador β̂2 e τ0 = 1, 0 tem-se que os valores para a REQM são 0,695,

0,679, 0,642 e 0,607 para 3, 5, 8 e 10 medidas, respectivamente, noModelo 3, como

visualizado na Tabela 5.3.

Com o aumento do número de indivíduos, resultados similares foram observados

e os mesmos encontram-se disponíveis nas Tabelas B.6 e B.7 do Apêndice B.1.

Também foi avaliado o impacto da variância do efeito aleatório para o ajuste dos

modelos. Veri�cou-se um comportamento similar ao já descrito anteriormente e os

resultados encontram-se disponíveis nas Tabelas B.8, B.9 e B.10 no Apêndice B.1.

A Figura 5.3 apresenta os valores absolutos do viés relativo (|V R|) dos estima-

dores β̂1, β̂2 e β̂3 considerando que a variância do efeito aleatório do intercepto é 0,1

para os modelos Poisson independente (Modelo 1), Poisson com efeito aleatório

associado ao intercepto (Modelo 2) e Poisson com dois efeitos aleatórios (Modelo

3).

É visível que o Modelo 3 apresenta a melhor performance para os três estima-

dores, ou seja, com o aumento do número de medidas repetidas os valores absolutos

do viés relativo diminuem. Além disso, estes valores estão próximos de zero.

Vale ressaltar que para o estimador β̂1 é notável que o Modelo 2 apresenta

maiores valores absolutos do viés relativo. No entanto, quando se observa o estima-

dor β̂2 o Modelo 1 possui maiores valores para o valor absoluto do viés relativo,

100



como mostrado na Figura 5.3. Para o estimador β̂3 veri�ca-se que a performance

dos estimadores para os Modelos 1 e 2 são iguais.

Para ver o comportamento da variância do intercepto aleatório (τ0) foram calcu-

lados os valores absolutos do viés relativo dos estimadores para τ0 = 0, 5; 0, 7 e 1, 0

e os resultados encontram-se sumarizados nas Figuras B.7, B.8 e B.9, respectiva-

mente, no Apêndice B.2. Veri�ca-se que há uma in�uência da variância nos valores

absolutos do viés relativo, mas, de modo geral, o Modelo 3 apresenta menores

valores, especialmente quando se aumenta o número de indivíduos.

Para avaliar a performance do estimador da variância foram avaliadas as diferen-

ças relativas entre o desvio padrão e o erro padrão das estimativas e os resultados

estão sumarizados na Figura 5.4, considerando a variância do efeito aleatório do

intercepto τ0 igual a 0, 1. Veri�ca-se também que o número de indivíduos não afeta,

de modo geral, na diferença relativa entre o desvio padrão e o erro padrão dos

estimadores.

É possível notar que o tipo da variável in�uencia na performance do estim-

dador da variância. Para o estimador β̂2 (estimador associado a variavel tempo-

independente) o Modelo 2 apresenta a pior performance. Para o estimador de β3,

os valores da diferença relativa para os Modelos 1 e 2 são idênticos e convergem

para zero. O mesmo não é observado no Modelo 3, uma vez que com o aumento

do número de medidas a diferença relativa converge para 1 (Figura 5.4). Isso im-

plica que a diferença entre o desvio padrão e o erro padrão é grande, o que não é

um resultado positivo, pois o valor absoluto do viés relativo deveria diminuir com o

aumento do número de medidas.

Com o aumento da variância do efeito aleatório, os valores absolutos do viés rela-

tivo diminuíram apenas para oModelo 1. Os resultados encontram-se sumarizados

nas Figuras B.10, B.11 e B.12, no Apêndice B.2.

A Tabela 5.4 apresenta os valores do AIC para osModelos 1, 2 e 3 considerando

50 indivíduos. É possível notar que o modelo Poisson multinível com dois efeitos

aleatórios (Modelo 3) ajusta melhor os dados segundo o critério AIC. Este resultado

é esperado, uma vez que os dados foram gerados considerando oModelo 3. Também

é notável que os valores do AIC para o Modelo 1 são muito maiores do que os

Modelos 2 e 3. Diferente dos valores do AIC encontrados no Cenário 1, os

valores do AIC dos Modelos 2 e 3 não são tão próximos, especialmente quando se

aumenta o número de medidas repetidas.
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Figura 5.3: Valor absoluto do viés relativo para diferentes especi�cações no modelo
Poisson considerando o modelo Poisson multinível com dois efeitos aleatórios para
a geração dos dados e τ0 = 0, 1.
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Figura 5.4: Diferença relativa das estimativas para diferentes especi�cações no mo-
delo Poisson considerando o modelo Poisson multinível com dois efeitos aleatórios
para a geração dos dados e τ0 = 0, 1.
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Considere, como exemplo, 10 medidas repetidas e variância do efeito aleatório

igual a 0, 5, quando os valores do AIC são 175.241.716,1; 761.584,3 e 5.178,4 para

os Modelos 1, 2 e 3, respectivamente.

Pode-se veri�car também que a variância do efeito aleatório τ0 não tem muito

efeito no critério de seleção AIC para os modelos multiníveis. Porém, para o modelo

Poisson independente, com o aumento de τ0 há uma aumento substancial nos valores

do AIC (Tabela 5.4). Considere 8 medidas, os valores do AIC para oModelo 1 são

8.139.271,2; 8.248.977,1; 8.742.147,6 e 10.224.337,1, respectivamente, para τ0 igual

a 0,1; 0,5; 0,7 e 1,0.

Comportamentos similares para o critério de seleção AIC foram encontrados

com o aumento do número de indivíduos e os resultados encontram-se dispostos nas

Tabelas B.13 e B.14 no Apêndice B.3.

Tabela 5.4: Valores do AIC para diferentes especi�cações no modelo Poisson con-
siderando 50 indivíduos e gerando os dados utilizando o modelo Poisson multinível
com dois efeitos aleatórios.

Cenário 2/Modelo 3

τ0 Modelos ajustados 50 indivíduos
3 5 8 10

Modelo 1 3.033,3 71.676,7 8.139.271,2 183.123.733,6
0,1 Modelo 2 1.031,4 3.699,4 67.768,0 685.424,4

Modelo 3 918,4 1.810,4 3.603,6 5.021,9

Modelo 1 4.210,7 83.945,3 8.248.977,1 175.241.716,1
0,5 Modelo 2 1.065,9 3.906,0 74.710,3 761.584,3

Modelo 3 973,1 1.904,6 3.710,1 5.178,4

Modelo 1 5.476,4 97.949,3 8.742.147,6 178.969.515,0
0,7 Modelo 2 1.093,9 4.106,1 80.943,9 826.795,5

Modelo 3 996,9 1.937,6 3.745,6 5.214,6

Modelo 1 8.779,8 134.365,4 10.224.337,1 196.216.599,4
1,0 Modelo 2 1.149,3 4.566,4 94.853,9 969.028,7

Modelo 3 1.033,9 1.975,9 3.785,0 5.254,8

Pode-se concluir que com o aumento do número de indivíduos o valor absoluto

do viés relativo diminuiu apenas para o modelo Poisson multinível com dois efeitos

aleatórios (Modelo 3), independente do valor da variância (τ0). Os resultados

apresentados para a diferença relativa entre o desvio padrão e o erro padrão das

estimativas não são favoráveis ao Modelo 3 como era o esperado, uma vez que os

dados foram gerados utilizado este modelo. Com o aumento da variância (τ0) não

foi veri�cado resultados melhores.

Em relação ao critério de seleção, tem-se que o AIC escolhe corretamente o
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melhor modelo para ajustar os dados, indenpendentemente do valor da variância de

b0i.

5.5.3 Geração: Modelo Poisson Marginal (EEG)

Como apresentado na Seção 5.2, na abordagem EEG foram ajustados quatro

modelos em três cenários. Para cada número de indivíduos foram avaliados os

modelos marginais de Poisson, segundo a abordagem EEG, com diferentes estruturas

de correlação, sendo oModelo 1: matriz de correlação de �trabalho� autorregressiva

de ordem 1 (AR1), Modelo 2: matriz de correlação de �trabalho� permutável,

Modelo 3: matriz de correlação de �trabalho� independente e Modelo 4: matriz

de correlação de �trabalho� não estruturada (NE).

Considerando que as v.a.'s Poisson correlacionadas foram geradas utilizando a

matriz de correlação R autorregressiva de ordem 1 (AR1), a Tabela 5.5 apresenta

os valores médios das estimativas (β̂), os vieses médios (VM) das estimativas e os

valores da raiz do erro quadrático médio (REQM) para os 2000 conjuntos de dados

simulados considerando 50 indivíduos.

É possível notar que os valores do viés médio vão convergindo para zero quando

o número de medidas repetidas aumenta, considerando todas as matrizes de corre-

lação, ou seja, os estimadores tornam-se ão viesados com o aumento do número de

medidas repetidas. Pode-se veri�car também que o modelo com estrutura de corre-

lação independente (Modelo 3) possui os valores do viés médio para 3 e 5 medidas

um pouco maior em relação às outras estruturas de correlação. Na Tabela 5.5, por

exemplo, para 5 medidas e considerando β̂2, os valores do viés são 0, 0005, −0, 0005,

0,0012 e 0, 0006 para os Modelos 1, 2, 3 e 4, respectivamente. Por outro lado,

quando se considera 8 e 10 medidas, os valores do viés médio são praticamente zero

para todos os modelos ajustados.

Em relação à raiz do erro quadrático médio (REQM), é possível observar uma

diminuição quando o número de medidas repetidas aumenta. Considerando, por

exemplo, a matriz de correlação autorregressiva de ordem 1 (AR1) e o estimador β̂3,

os valores da raiz do erro quadrático médio são 0, 0118, 0, 0032, 0, 0006 e 0, 0002,

respectivamente, para 3, 5, 8 e 10 medidas, visualizado na Tabela 5.5.

O mesmo comportamento pode ser veri�cado quando se aumenta o número de

indivíduos e os resultados encontram-se disponíveis nas Tabelas B.15 e B.16, no

Apêndice B.4. Também foram avaliados as matrizes de correlação de �trabalho� não

estruturada (Cenário 2) e permutável (Cenário 3) utilizadas para geração dos
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Tabela 5.5: Valores médios das estimativas, vieses médios e REQM das estimativas
dos parâmetros para diferentes especi�cações no modelo Poisson marginal (EEG)
com 50 indivíduos e dados gerados pelo modelo Poisson marginal EEG com corre-
lação AR1. β> = (β1; β2; β3) = (0, 3; 2, 3; 1, 1).

Modelo 1: AR1 Modelo 2: Permutável

n β̂ V M REQM β̂ VM REQM

3 0,277317 -0,022683 0,040418 0,278215 -0,021785 0,039980
5 0,294860 -0,005140 0,016413 0,295744 -0,004256 0,016397

β̂1 8 0,299526 -0,000474 0,004826 0,300356 0,000356 0,005045
10 0,299940 -0,000060 0,001991 0,300364 0,000364 0,002232
3 2,307013 0,007013 0,022723 2,304602 0,004602 0,022494

5 2,300509 0,000509 0,004433 2,299510 -0,000490 0,004769
β̂2 8 2,300036 0,000036 0,001381 2,299684 -0,000316 0,001574

10 2,299988 -0,000012 0,000457 2,299891 -0,000109 0,000533
3 1,105695 0,005695 0,011883 1,105934 0,005934 0,012023
5 1,100904 0,000904 0,003208 1,100953 0,000953 0,003268

β̂3 8 1,100056 0,000056 0,000599 1,099972 -0,000028 0,000221
10 1,100007 0,000007 0,000199 1,099988 -0,000012 0,000623

Modelo 3: Independente Modelo 4: Não Estruturada

n β̂ V M REQM β̂ VM REQM

3 0,274473 -0,025527 0,042457 0,277464 -0,022536 0,040412
5 0,293070 -0,006930 0,017560 0,294831 -0,005169 0,016687

β̂1 8 0,298990 -0,001010 0,005215 0,299093 -0,000907 0,014570
10 0,299748 -0,000252 0,002209 0,299947 -0,000053 0,003233
3 2,311122 0,011122 0,025892 2,306749 0,006749 0,022889
5 2,301151 0,001151 0,004939 2,300565 0,000565 0,004744

β̂2 8 2,300116 0,000116 0,001493 2,300076 0,000076 0,003956
10 2,300004 0,000004 0,000506 2,299976 0,000024 0,001119
3 1,106035 0,006035 0,012104 1,105691 0,005691 0,011921
5 1,101214 0,001214 0,003432 1,100898 0,000898 0,003256

β̂3 8 1,100123 0,000123 0,000652 1,100122 0,000122 0,002243
10 1,100026 0,000026 0,000223 1,100006 0,000006 0,000332

dados e resultados similares foram encontrados, sendo disponibilizados no Apêndice

B.4 nas Tabelas B.17 - B.22.

A Figura 5.5 mostra os resultados do valor absoluto do viés relativo para as

estimativas dos coe�cientes do intercepto (β1), da covariável Xi (β2) e da covariável

tempo, t (β3), considerando 50, 150 e 250 indivíduos e diferentes números de medidas

repetidas (n = 3; 5; 8; 10).

De modo geral, veri�cou-se que, com o aumento do número de medidas repetidas,

o valor absoluto do viés relativo (|V R|) diminuiu substancialmente, considerando

todas as matrizes de correlação de �trabalho�.
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Figura 5.5: Valor absoluto do viés relativo para diferentes especi�cações no modelo
Poisson marginal EEG, com dados gerados pelo modelo Poisson marginal EEG com
correlação AR1.
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Figura 5.6: Diferença relativa dos estimadores para diferentes especi�cações no mo-
delo Poisson marginal EEG, com dados gerados pelo modelo Poisson marginal EEG
com correlação AR1.
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É possível notar que a diminuição do valor absoluto do viés relativo é mais visível

quando se aumenta o número de medidas repetidas do que quando se aumenta o

número de indivíduos. Veri�ca-se também que o número de indivíduos não interfere

na estimação de β3, que representa o coe�ciente angular da variável tempo (Figura

5.5). Observe que o maior valor do módulo do viés relativo é apresentado quando

se considera a matriz com estrutura de correlação independente.

Quando se considera um menor número de medidas repetidas (n = 3) é notável

que o valor absoluto do viés relativo considerando a matriz de correlação de �traba-

lho� permutável é o menor. No entanto, com o aumento do número de medidas a

diferença entre os valores absolutos do viés relativo diminui substancialmente.

Também é possível veri�car que, com o aumento do número de medidas, os

valores absolutos do viés relativo convergem para zero. Isto pode ser explicado

pelo fato do modelo marginal apresentar estimadores consistentes mesmo sob má

especi�cação da matris de correlação de �trabalho'.

Resultados similares para o valor absoluto do viés relativo foram encontrados

para os cenários 2 e 3, ou seja, as respostas correlacionadas com distribuição de

Poisson multivariada foram geradas considerando as estruturas de correlação NE e

permutável, respectivamente. Os grá�cos com estes resultados encontram-se dispo-

níveis no Apêndice B.5, Figuras B.13 e B.14.

Para veri�car a performance da variância dos estimadores foram calculadas as

distâncias relativas entre o desvio padrão e o erro padrão de cada estimador através

da equação (5.3) e os resultados encontram-se sumarizados na Figura 5.6, sendo

considerada a mesma con�guração usada para o valor absoluto do viés relativo.

Pode-se notar que as estimativas obtidas pelo modelo Poisson marginal com es-

trutura de correlação de �trabalho� independente apresentam a pior performance,

exceto para 50 indivíduos em que os valores da diferença relativa para o modelo Pois-

son marginal com a estrutura de correlação não estruturada apresenta um aumento

nos valores da diferença relativa para 8 e 10 medidas repetidas, como visualizado na

Figura 5.6.

Também foram ajustados os modelos em que a geração considerou as matrizes

de correlação de �trabalho� não estruturada e permutável. Os resultados foram

similares aos apresentados nas Figuras B.15 e B.16 são apresentados no Apêndice

B.5.

Para a escolha do melhor modelo foi considerado o critério de quasi-verossimilhan-

ça (QIC). É possível veri�car na Tabela 5.6 que, mesmo gerando os dados com a
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Tabela 5.6: Valores do critério de quasi-verossimilhança (QIC) para a escolha do
melhor modelo Poisson marginal EEG, com dados gerados pelo modelo Poisson
marginal EEG com correlação autorregressiva de ordem 1.

Estrutura de correlação Matriz de correlação de �trabalho� AR1
n dos modelos ajustados m

50 150 250
AR1 -34.902,5 -81.147,5 -128.937,9

3 Permutável -34.902,3 -81.147,3 -128.937,6
NE -34.902,5 -81.147,5 -128.937,9
AR1 -676.030,0 -1.270.081,7 -2.027.052,9

5 Permutável -676.029,4 -1.270.080,7 -2.027.051,8
NE -676.030,0 -1.270.081,7 -2.027.052,9
AR1 -23.176.863,5 -56.319.984,5 -90.144.723,1

8 Permutável -23.176.861,9 -56.319.982,6 -90.144.721,1
NE -23.176.162,4 -56.319.984,6 -90.144.723,2
AR1 -261.937.052,8 -639.933.424,3 -1.025.218.744,3

10 Permutável -261.937.050,9 -639.933.422,2 -1.025.218.742,0
NE -261.937.022,3 -639.933.424,6 -1.025.218.744,4

matriz de correlação de �trabalho� autorregressiva de ordem 1 (AR1), os modelos

ajustados com estrutura de correlação autorregressiva de ordem 1 e não estrutu-

rada apresentaram os mesmos valores para o QIC quando o número de medidas é

pequeno (3 e 5 medidas). Quando o número de medidas aumenta para 8 e 10 e se

considere 50 indivíduos o modelo 1 (AR1) apresenta menores valores para o QIC,

-23.176.863,5 e -261.937.052,8, respectivamente.

A diferença entre os valores do QIC é muito pequena, portanto este critério não

é bom para selecionar o melhor modelo para dados de contagem longitudinal. Com-

portamentos similares para o critério de seleção de modelo QIC foram encontrados

para os cenários 2 e 3 e os resultados encontram-se disponíveis nas Tabelas B.23 e

B.24, no Apêndice B.6.

5.5.4 Geração: Modelo Binomial Negativo Multinível com Efeito
Aleatório no Intercepto

Nesta seção são apresentados os resultados para o ajuste dos modelos Poisson

independente (Modelo 1), Poisson multinível com efeito aleatório no intercepto

(Modelo 2), Poisson multinível com dois efeitos aleatórios (Modelo 3), BN inde-

pendente (Modelo 4), BN com efeito aleatório no intercepto (Modelo 5) e BN

com dois efeitos aleatórios (Modelo 6) considerando que os dados foram gerados

pelo modelo BN multinível com efeito aleatório no intercepto.
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Por causa do alto tempo de execução necessário para a realização das simulações

considerando a distribuição Binomial Negativa, estão sendo apresentados apenas os

resultados considerando 50 indivíduos e a variância do efeito aleatório igual a 0, 1

(τ0 = 0, 1).

A Tabela 5.7 apresenta os valores médios das estimativas (β̂), os vieses médios

das estimativas (VM) e os valores médios da raiz do erro quadrático médio (REQM)

para os 500 conjuntos de dados simulados.

É possível veri�car, avaliando o viés médio, que a média das estimativas está

muito distante do verdadeiro valor do parâmetro para o estimador β̂1, em todos

os modelos ajustados. De modelo geral, com o aumento do número de medidas

repetidas o viés converge para 0, especialmente para o estimador β̂3.

As Figuras 5.7 e 5.8 apresentam os valores absolutos do viés relativo e a distância

relativa das estimativas, respectivamente. Neste grá�co, b1, b2 e b3 representam,

respectivamente, os estimadores β̂1, β̂2 e β̂3.

Pode-se veri�car que com o aumento do número de medidas repetidas houve

uma diminuição no valor absoluto do viés relativo (Figura 5.7). Considerando o es-

timador β̂1, o modelo Poisson independente apresentou os menores valores absolutos

do viés relativo. Para os outros dois estimadores, veri�cou-se que todos os modelos

apresentaram valores bem próximos, além disso os valores absolutos do viés relativo

estavam próximos de zero.

Em relação à diferença relativa, notou-se que, com o aumento do número de

medidas repetidas, a diferença relativa aumenta apenas para os diferentes mode-

los Poisson, especialmente para o estimador β̂2. Já os modelos Binomial Negativo

se mantém em torno do zero. Com isso, pode-se concluir que os modelos Poisson

não são adequados para ajustar os dados gerados a partir do modelo BN multiní-

vel com intercepto aleatório, além disso, vale ressaltar que estes dados apresentam

superdispersão.
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Figura 5.7: Valor absoluto do viés relativo para diferentes especi�cações nos modelos
Poisson e BN considerando o modelo BN multinível com intercepto aleatório para
a geração dos dados e τ0 = 0, 1.
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para a geração dos dados e τ0 = 0, 1.

A Tabela 5.8 apresenta os valores do AIC para as diferentes especi�cações dos

modelos Poisson e BN considerando que o modelo BN multinível com intercepto

aleatório para a geração dos dados.

113



Claramente pode-se observar que os modelos Poisson não são adequados para

ajustar os dados gerados. Além disso, o número de medidas in�uencia bastante

nos valores do AIC. Considerando os modelos Binomial Negativo, notou-se que, em

geral, os valores são próximos. O modelo selecionado para ajustar os dados foi o

Binomial Negativo independente, para todos os número de medidas considerados.

Este resultado não era o esperado, uma vez que os dados foram gerados a partir do

modelo Binomial Negativo com intercepto aleatório.

Tabela 5.8: Valores do AIC para diferentes especi�cações dos modelos Poisson e BN
considerando 50 indivíduos e gerando os dados utilizando o modelo BN multinível
com intercepto aleatório.

Modelo 5

τ0 Modelos ajustados 50 indivíduos
3 5 8 10

Modelo 1 1.803,9 12.104,0 292.402,1 2.650.281,2
Modelo 2 1.182,6 8.770,4 126.170,4 2.216.786,4

0,1 Modelo 3 1.039,0 8.773,1 98.802,7 2.216.789,3
Modelo 4 966,7 2.135,2 4.713,1 6.979,2

Modelo 5 968,1 2.136,6 4.721,9 7.412,6
Modelo 6 970,2 2143,7 4.727,2 7.074,3

5.5.5 Geração: Modelo Binomial Negativo Marginal (Cópulas Gaus-
sianas)

Nesta seção são apresentados os resultados para o ajuste dos modelos Poisson

marginal via cópulas Gaussianas considerando a estrutura de correlação autorre-

gressiva de ordem 1 (Modelo 1), Poisson marginal via cópulas Gaussianas consi-

derando a estrutura de correlação permutável (Modelo 2), Poisson marginal via

cópulas Gaussianas considerando a estrutura de correlação independente (Modelo

3), Poisson marginal via cópulas Gaussianas considerando a estrutura de correlação

não estruturada (Modelo 4), BN marginal via cópulas Gaussianas considerando a

estrutura de correlação autorregressiva de ordem 1 (Modelo 5), BN marginal via

cópulas Gaussianas considerando a estrutura de correlação permutável (Modelo

6), BN marginal via cópulas Gaussianas considerando a estrutura de correlação

independente (Modelo 7) e BN marginal via cópulas Gaussianas considerando a

estrutura de correlação não estruturada (Modelo 8).
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Por causa do alto tempo de execução necessário para a realização das simula-

ções considerando o modelo Binomial Negativo marginal via cópulas Gaussianas,

estão sendo apresentados apenas os resultados considerando 50 indivíduos para 3

e 5 medidas repetidas. Quando se considerou 8 e 10 medidas, o número de não

convergência foi muito alto. Por exemplo, considerando 5 medidas repetidas, das

500 réplicas utilizadas, 188 não convergiram. Isto causa um viés muito grande nas

estimativas e os resultados obtidos não são mais con�áveis.

A Tabela 5.9 apresenta os valores médios das estimativas, os vieses médios e

os valores da REQM para os modelos apresentados acima. É possível notar que

para os modelos Poisson marginais via cópulas Gaussianas o viés médio aumenta

com o aumento do número de medidas repetidas. O mesmo não é veri�cado para os

modelos BN marginais via cópulas Gaussianas para todas as estruturas de correlação

de trabalho.

Em relação à raiz do erro quadrático médio é possível veri�car que com o aumento

do número de medidas repetidas houve uma diminuição dos valores da raiz do erro

quadrático médio. Observa-se também que os valores da raiz do erro quadrático

médio para os modelos BN marginais via cópulas Gaussianas são menores do que

os valores para os modelos Poisson marginais via cópulas Gaussianas (Tabela 5.9).
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Figura 5.9: Valor absoluto do viés relativo para diferentes especi�cações nos modelos
Poisson e BN marginais com cópulas Gaussianas, com dados gerados pelo modelo
BN marginal via cópulas Gaussianas com correlação AR1.

A Figura 5.9 apresenta os valores absolutos do viés relativo para os modelos

ajustados. Pode-se veri�car que os modelos Poisson marginais com cópulas Gaussi-
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anas apresentaram os menores valores absolutos do viés relativo, especialmente para

o estimador β̂1, representado por (b0). Vale a pena ressaltar que o modelo Poisson

marginal via cópulas Gaussianas considerando estrutura de correlação independente

apresentou o maior valor absoluto do viés relativo. Porém com o aumento do número

de medidas houve uma diminuição considerável.

Em relação aos modelos BN marginais via cópulas Gaussianas, veri�cou-se que,

para o estimador β̂1, os valores absolutos do viés relativos são maiores que para os

modelos Poisson. Para os estimadores β̂2 (b1) e β̂3 (b2) os valores absolutos do viés

relativo são próximos de zero para todos os modelos ajustados.
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Figura 5.10: Diferença relativa das estimativas para diferentes especi�cações nos
modelos Poisson e BN marginais via cópulas Gaussianas, com dados gerados pelo
modelo BN marginal via cópulas Gaussianas com correlação AR1.

Em relação à diferença relativa, pode-se veri�car que com o aumento do número

de medidas repetidas, os valores da diferença relativa aumenta apenas para os mo-

delos Poisson marginais, em especial para o modelo Poisson marginal via cópulas

Gaussianas com estrutura de correlação independente, visualizado na Figura 5.10.

Considerando o critério de seleção AIC, veri�cou-se que os modelos Poisson

marginal via cópulas Gaussianas não são indicados para ajustar os dados gerados

nesta simulação. O modelo escolhido foi o modelo Binomial Negativo marginal com

cópulas Gaussianas com estrutura de correlação AR1, com AIC iguais a 935,8 e

2074,0 para 3 e 5 medidas repetidas, repectivamente (Tabela 5.10).

Pode-se concluir que, em geral os modelos BN marginais via cópulas Gaussianas

são mais indicados para ajustar os dados gerados neste cenário. Além disso, o
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Tabela 5.10: Valores do AIC para diferentes especi�cações dos modelos Poisson e
BN marginais via cópulas Gaussianas considerando 50 indivíduos e gerando os dados
pelo modelo BN multinível com cópulas Gaussianas com correlação AR1.

Modelo 5

Modelos ajustados 50 indivíduos
3 5

Modelo 1 1.327,8 3.612,1
Modelo 2 1.333,0 3.630,1
Modelo 3 1.736,6 10.305,7
Modelo 4 1.327,1 3.602,9
Modelo 5 935,8 2.074,0

Modelo 6 940,3 2.095,8
Modelo 7 959,8 2.124,6
Modelo 8 937,5 2.082,0

critério de seleção AIC é um boa maneira de escolher o melhor modelo, uma vez

que ele selecionou o modelo corretamente, pois os dados foram gerados a partir da

estrutura de correlação autorregressiva de ordem 1.

118



Capítulo 6

Aplicações

Neste capítulo são apresentadas três aplicações com o objetivo de ilustrar a utili-

zação dos modelos longitudinais para análise de dados de contagem considerando as

abordagens multinível e marginal. A principal motivação para apresentar essas apli-

cações é mostrar diferentes contextos em que os métodos podem ser utilizados desde

situações que envolvem dados com estrutura mais simples até dados que envolvem

maior complexidade.

A primeira aplicação, apresentada na Seção 6.1, é considerada a mais simples,

uma vez que os dados são balanceados e igualmente espaçados no tempo. Os dados

são provenientes de um estudo clínico que avalia 59 pacientes com epilepsia. Os

pacientes foram alocados de forma aleatória em dois grupos e o número de ataques

epilépticos foi mensurado ao longo de quatro períodos igualmente espaçados. Neste

conjunto de dados três covariáveis foram consideradas e nenhuma delas variava no

tempo.

Na segunda aplicação, 6.127 indivíduos foram acompanhados com a �nalidade de

avaliar a reforma no sistema de saúde alemão (Seção 6.2). Nesta aplicação o conjunto

de dados é desbalanceado, uma vez que os indivíduos não possuem o mesmo número

de medidas repetidas. Contudo as mensurações são igualmente espaçadas porque as

observações foram obtidas anualmente no período de 1984 a 1988. Foram avaliadas

seis covariáveis, em que uma delas é tempo-dependente.

A Seção 6.3 traz uma terceira aplicação que apresenta dados com estrutura mais

complexa. Os dados são totalmente desbalanceados e desigualmente espaçados. Este

conjunto de dados inéditos refere-se a informações sobre o número de células CD4+

de pacientes com HIV residentes em Salvador-Bahia que foram acompanhados no

período de janeiro-2002 a agosto/2012. Todas as covariáveis consideradas são tempo-

independentes.
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A seguir são apresentados maiores detalhes sobre cada uma das aplicações, bem

como resultados das análises conduzidas utilizando os modelos Poisson e Binomial

Negativo sob as abordagens multinível e marginal (utilizando EEG e cópulas Gaus-

sianas). As análises foram realizadas nos programas estatísticos R e STATA.

6.1 Aplicação 1: Ataques de epilepsia

Neste estudo clínico são avaliados 59 pacientes com epilepsia que foram dis-

tribuídos aleatoriamente em dois grupos: um recebendo uma droga anti-epiléptica

(tratamento) e o outro placebo (Thall & Vail, 1990). O número de ataques epilépti-

cos foram contados ao longo de quatro períodos, portanto é um estudo longitudinal.

Além disso, uma taxa de ataque inicial foi registrada para cada paciente (baseline,

t = 0). As variáveis estudadas foram: (i) o tempo, t, de mensuração em semanas

(0, 2, 4, 6 e 8); (ii) a idade dos pacientes no baseline, em anos completos; (iii) grupo

de tratamento (1 = droga anti-epiléptica e 0 = placebo) e (iv) o número de ata-

ques epilépticos (Y ) como a variável resposta. Para cada um dos quatro períodos

os pacientes foram avaliados durante duas semanas. No baseline foi contabilizada a

soma do número de ataques epilépticos ocorridos durante 8 semanas anteriores ao

início do estudo e esta soma foi dividida por 4 para tornar possível a comparação

com os outros 4 períodos. Se este número médio for decimal, ele é arredondado para

mais, por exemplo 4, 5 ataques considera-se 5 ataques no baseline. Note que não há

variáveis tempo-dependentes neste conjunto de dados.

Como os dados são balanceados e igualmente espaçados, é possível construir

os grá�cos de per�s individuais e do per�l médio. O grá�co de per�s individuais,

visualizado na Figura 6.1-(a), apresenta as trajetórias de todos os pacientes no

período do estudo. Pode-se notar que a maioria dos pacientes tiveram entre 0 e

20 ataques epilépticos. No entanto, um indivíduo apresentou um grande número

de ataques no primeiro período de acompanhamento e um outro paciente teve um

aumento considerável no número de ataques no �nal do estudo causando, portanto,

uma elevação no per�l médio dos indivíduos, apresentado na Figura 6.1-(b).

A Tabela 6.1 apresenta informações sobre o número de ataques epilépticos em

relação ao tratamento recebido pelos pacientes. Pode-se veri�car que 28 pacientes

receberam o placebo e 31 o tratamento anti-epiléptico no baseline. O número médio

de ataques epilépticos para os grupos placebo e tratamento foi 8,49 e 8,01, respecti-

vamente, em todo o período do estudo. Além disso, ao longo do período do estudo,

o número médio de ataques epilépticos diminuiu a partir da segunda semana, exceto
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Figura 6.1: Grá�cos do (a) per�l individual e (b) per�l médio do número de ataques
epilépticos.

para o grupo placebo que apresentou um pequeno aumento entre as semanas 4 e 6,

passando de 8,29 ataques para 8,79 ataques.

Tabela 6.1: Número médio de ataques epilépticos e desvio-padrão (DP) por grupo
de tratamento.

Tempo Placebo (m=28) Tratamento (m = 31) Total (m = 59)
em semanas Média DP Média DP Média DP

Baseline 8,04 6,49 8,23 6,97 8,14 6,69
2 9,36 10,14 8,58 18,24 8,95 14,84
4 8,29 8,16 8,42 11,86 8,36 10,19
6 8,79 14,67 8,13 13,89 8,44 14,15
8 7,96 7,63 6,71 11,26 7,31 9,65

Média 8,49 9,42 8,01 12,45 8,24 11,11

Foram ajustados modelos de regressão Poisson e Binomial Negativo (BN) para

avaliar o efeito do tratamento e outros fatores no número médio de ataques epilépti-

cos. Estes modelos foram ajustados sobre três abordagens: independente, multinível

e marginal (EEG e cópulas Gaussianas). Na Tabela 6.2 encontram-se as estimativas

para o ajuste dos modelos independente, multinível com efeito aleatório no inter-

cepto (Multinível 1) e multinível com efeitos aleatórios no intercepto e no tempo

(Multinível 2). O efeito aleatório no intercepto, denotado por b0i, segue distibuição

normal e o efeito aleatório no intercepto e o efeito aleatório no tempo, b1i, seguem

distribuição conjunta normal bivariada.

Considerando a distribuição Poisson, veri�cou-se que a variável idade foi signi-

�cativa apenas no modelo Poisson independente, ao nível de 5% de signi�cância.
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Tabela 6.2: Estimativas dos coe�cientes de regressão e erros padrão (entre parênte-
ses) usando os modelos de regressão Poisson e BN independentes, multiníveis com
intercepto aleatório (Multinível 1) e multiníveis com dois efeitos aleatórios (Multi-
nível 2) para o número de ataques epilépticos.

Parâmetros
Modelos Abordagem Intercepto Tratamento Idade Tempo AIC

Poisson
Independente 2,634 -0,078 -0,015 -0,013 3739,4

(0,103)∗ (0,041) (0,003)∗ (0,007)

Multinível 1 2,212 -0,203 -0,012 -0,013 1762,8
(0,549)∗ (0,226) (0,018) (0,007)

Multinível 2 2,256 -0,085 -0,012 -0,045 1731,9
(0,508)∗ (0,209) (0,017) (0,011)∗

BN
Independente 2,717 -0,127 -0,017 -0,014 1874,5

(0,325)∗ (0,126) (0,010) (0,022)

Multinível 1 2,293 -0,206 -0,012 -0,030 1641,7
(0,553)∗ (0,227) (0,018) (0,012)∗

Multinível 2 2,288 -0,183 -0,012 -0,035 1642,2
(0,537)∗ (0,221) (0,018) (0,013)∗

∗ p-valor < 5%

Observou-se também que a variável tempo tem estimativas idênticas considerando-

se as primeiras 3 casas decimais para os modelos Poisson independente e Multinível

1 (Tabela 6.2). Além disso, veri�cou-se que a variável tempo é signi�cante, ao nível

de 5% de signi�cância, apenas para o modelo Multinível 2. Segundo o critério AIC,

o melhor modelo Poisson foi o modelo Multinível 2 (AIC = 1731,9).

Em relação à distribuição BN, notou-se que a variável tempo não foi signi�cativa

apenas para o modelo BN independente, ao nível de 5% de signi�cância (Tabela

6.2). Foi possível notar também que o tratamento com a droga anti-epiléptica não

teve efeito estatisticamente signi�cante em quaisquer modelos. Porém houve uma

diminuição no número de ataques epilépticos no grupo tratamento comparado com

o grupo placebo. O AIC do modelo BN multinível com efeito aleatório no intercepto

foi o menor dentre todos os modelos ajustados (AIC = 1641,7).

Também foram ajustados modelos Poisson e BN marginais utilizando a aborda-

gem EEG com diferentes estruturas de correlação e os resultados podem ser veri-

�cados na Tabela 6.3. Quando se considerou a matriz de correlação de �trabalho�

não estruturada o modelo não apresentou convergência para nenhum dos modelos

ajustados. Não se calcula o valor do QIC para o modelo com estrutura de correlação
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independente, pois os outros valores do QIC são calculados em relação ao mesmo.

Tabela 6.3: Estimativas dos coe�cientes de regressão e erros-padrão (entre parên-
teses) usando os modelos de regressão de Poisson e BN na abordagem EEG com
diferentes estruturas de correlação para o número de ataques epilépticos.

Estrutura Parâmetros QIC
Modelos de dependência Intercepto Tratamento Idade Tempo

Poisson
AR1 2,689 -0,089 -0,020 -0,015 -5047,6

(0,195)∗ (0,080) (0,007)∗ (0,012)

Permutável 2,608 -0,069 -0,016 -0,019 -4974,5
(0,198)∗ (0,081) (0,007)∗ (0,007)∗

Independente 2,634 -0,078 -0,015 -0,013
(0,103)∗ (0,041) (0,003)∗ (0,007)

BN
AR1 2,769 -0,146 -0,022 -0,017 347,4

(0,578)∗ (0,236) (0,019) (0,578)

Permutável 2,694 -0,126 -0,017 -0,020 355,8
(0,600)∗ (0,247) (0,198) (0,022)

Independente 2,717 -0,127 -0,017 -0,014
(0,314)∗ (0,124) (0,010) (0,022)

∗ p-valor < 5%

Observa-se que a variável tempo foi signi�cativa apenas no modelo Poisson com

estrutura de correlação de �trabalho� permutável. Pelo QIC, o melhor modelo Pois-

son EEG é o que apresenta estrutura de correlação de �trabalho� AR1 (QIC =

-5047,6). Para este modelo, o logaritmo do número médio de ataques epilépticos di-

minui 0,016 quando se aumenta 1 ano na idade do paciente, considerando as outras

variáveis �xas no modelo.

Considerando o modelo Binomial Negativo, o QIC demonstrou que a melhor

estrutura de correlação é a AR1 (QIC= 347,4). Pode-se veri�car também na Tabela

6.3 que nenhuma das variáveis foram signi�cativas para o modelo, considerando a

abordagem EEG.

Também foram ajustados modelos Poisson e BN utilizando a abordagem mar-

ginal via cópulas Gaussianas e utilizando diferentes estruturas de correlação e os

resultados podem ser veri�cados na Tabela 6.4.

Considerando o modelo Poisson marginal via cópulas Gaussianas, veri�cou-se

que a variável tempo não foi signi�cativa apenas para a estrutura de correlação

independente, ao nível de 5% de signi�cância (Tabela 6.4). No modelo BN marginal

via cópulas Gaussianas, a variável idade não foi signi�cativa, ao nível de 5%, para
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Tabela 6.4: Estimativas dos coe�cientes de regressão e erros padrão (entre parên-
teses) usando os modelos de regressão de Poisson e BN na abordagem marginal
via cópulas Gaussianas com diferentes estruturas de correlação para o número de
ataques epilépticos.

Estruturas Parâmetros
Modelos de dependência Intercepto Tratamento Idade Tempo AIC

Poisson
AR1 2,364 -0,381 -0,003 -0,031 2331,0

(0,154)∗ (0,054)∗ (0,005) (0,008)∗

Permutável 2,331 -0,369 -0,002 -0,032 2256,0
(0,166)∗ (0,060)∗ (0,005) (0,006)∗

Não Estruturada 2,307 -0,274 -0,005 -0,032 2304,0
(0,171)∗ (0,066)∗ (0,006) (0,007)∗

Independente 2,634 -0,078 -0,015 -0,013 3739,0
(0,103)∗ (0,041) (0,003)∗ (0,007)

BN
AR1 2,920 -0,148 -0,024 -0,018 1708,0

(0,450)∗ (0,176) (0,014) (0,020)

Permutável 2,878 -0,171 -0,020 -0,024 1676,0
(0,498)∗ (0.196) (0,016) (0,012)∗

Não Estruturada 2,860 -0,163 -0,020 -0,023 1683,0
(0,491)∗ (0,198) (0,015) (0,010)∗

Independente 2,717 -0,127 -0,017 -0,014 1875,0
(0,326)∗ (0,127) (0,010) (0,022)

∗ p-valor < 5%

nenhuma das estruturas de correlação.

Dentre os modelos Poisson marginais via cópulas Gaussianas, observou-se que o

melhor modelo é aquele com estrutura de correlação permutável segundo o critério

AIC (AIC = 2256,0). Em relação ao modelo BN marginal via cópulas Gaussia-

nas notou-se que o melhor modelo foi também aquele com estrutura de correlação

permutável, segundo o critério AIC (AIC = 1676,0), como mostrado na Tabela 6.4.

Veri�cou-se ainda que as estimativas dos coe�cientes relacionados ao intercepto

e à idade para o modelo BN marginal via cópulas Gaussianas são maiores do que as

estimativas para o modelo Poisson marginal correspondente (Tabela 6.4). Notou-se

também que os erros padrão para o modelo BN marginal são maiores do que os

erros padrão para o modelo Poisson marginal via cópulas Gaussianas, para todas as

estruturas de correlação de �trabalho�.

Realizou-se uma análise de diagnóstico para veri�car a bondade de ajuste dos
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modelos multiníveis e marginais (EEG e cópulas Gaussianas). Em relação aos mo-

delos marginais segundo a abordagem EEG, o diagnóstico foi realizado apenas para

os modelos Poisson, não sendo possível construir os grá�cos da distância de Cook e

dos resíduos padronizados considerando a estrutura de correlação não estruturada,

pois não foi possível calcular a matrizH. Os envelopes simulados foram feitos apenas

para os modelos Binomial Negativo marginais via cópulas Gaussianas.

Os grá�cos foram obtidos através de uma adaptação baseada nos códigos forneci-

dos por Paula em www.ime.usp.br/∼giapaula/textoregressao.htm e encontram-

se disponíveis em www.de.ufpe.br/∼raydonal/Tese/Supplementary-Materials/

Trindade-2014.

A Figura 6.2 apresenta os grá�cos contendo a distância de Cook e os resíduos

de Pearson padronizados dos modelos Poisson multiníveis com intercepto aleatório

e com dois efeitos aleatórios. É veri�cado que existem observações discrepantes no

conjunto de dados e estas são destacadas nos grá�cos da distância de Cook.

A análise de diagnóstico foi também realizada para os modelos BN multiníveis

com intercepto aleatório e com dois efeitos aleatórios e os resultados encontram-se

na Figura 6.3. Pode-se observar que a maioria dos valores destacados nos modelos

Poisson multiníveis são encontrados no diagnóstico dos modelos BN multiníveis. Os

resíduos de Pearson padronizados encontram-se dentro da banda de con�ança e a

maioria dos pontos estão em torno de zero.

Em relação aos modelos marginais (EEG), a Figura 6.4 apresenta os grá�cos da

distância de Cook e dos resíduos padronizados para os modelos Poisson marginais

(EEG) com estrutura de correlação autorregressiva de ordem 1 (AR1) e permutável,

respectivamente. O diagnóstico para o modelo BN marginal (EEG) não foi realizado,

pois o mesmo não pode ser ajustado no R.

É possível notar que, novamente, houve detecção de pontos atípicos no conjunto

de dados, tanto pelo grá�co da distância de Cook quanto pelo grá�co dos resíduos

de Pearson Padronizados.

A Figura 6.5 apresenta os grá�cos contendo a distância de Cook e os resíduos

de Pearson padronizados do modelo Poisson marginal via cópulas Gaussianas con-

siderando as estruturas de correlação AR1, permutável e não estruturada, respecti-

vamente.

É notável que existem observações discrepantes no conjunto de dados e estas são

destacadas nos grá�cos da distância de Cook e dos resíduos de Pearson padronizados

para todas as estruturas de correlação consideradas (Figura 6.5).
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Figura 6.2: Grá�cos com a distância de Cook e os resíduos de Pearson padronizados
dos modelos Poisson multíníveis (a.1 e a.2) com intercepto aleatório e (b.1 e b.2)
com dois efeitos aleatórios.

A análise de diagnóstico foi também realizada para o modelo BN marginal via có-

pulas Gaussianas e os resultados encontram-se na Figura 6.6. Novamente veri�cou-se

que há pontos in�uentes no conjunto de dados através dos grá�cos da distância de

Cook e dos resíduos de Pearson Padronizados para todas as estruturas de correlação.

Além disso, há uma maior variação nos valores da distância de Cook e dos resíduos

de Pearson padronizados quando se considera distribuição BN marginal.

Vale salientar que a maioria dos pontos foram destacados em todos os grá�cos,

independentemente do modelo que foi ajustado. Isto é uma forte evidência de que

estes pontos são realmente atípicos e devem ser retirados do conjunto de dados para

um novo ajuste.

O grá�co de envelope simulado tem por �nalidade veri�car a adequabilidade
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Figura 6.3: Grá�cos com a distância de Cook e os resíduos de Pearson padronizados
dos modelos BN multíníveis (a.1 e a.2) com intercepto aleatório e (b.1 e b.2) com
dois efeitos aleatórios.

do modelo ajustado. Se muitos pontos estiverem fora do intervalo de credibilidade

o ajuste não é recomendado. A Figura 6.7 apresenta o envelope simulado para o

modelo Poisson marginal via cópulas Gaussianas considerando diferentes matrizes

de correlação de �trabalho�. Veri�cou-se que nenhuma das estruturas de correlação

consideradas são adequadas para estes dados, uma vez que a maioria dos pontos

encontram-se fora do intervalo de credibilidade.

A Figura 6.8 apresenta o envelope simulado para o modelo BN marginal via cópu-

las Gaussianas. Veri�cou-se que houve uma melhora substancial quando se compara

com a Figura 6.7, no entanto nenhuma das estruturas de correlação consideradas

são adequadas para estes dados.
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Figura 6.4: Grá�cos com a distância de Cook e os resíduos de Pearson padroniza-
dos dos modelos Poisson marginais, segundo a abordagem EEG, com estrutura de
correlação (a.1 e a.2) AR1 e (b.1 e b.2) permutável.
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Figura 6.5: Grá�cos com a distância de Cook e os resíduos de Pearson padronizados
do modelo Poisson marginal considerando cópulas Gaussianas com estrutura de
correlação (a.1 e a.2) autorregressiva de ordem 1 (AR1), (b.1 e b.2) permutável e
(c.1 e c.2) não estruturada.
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Figura 6.6: Grá�cos com a distância de Cook e os resíduos de Pearson padroniza-
dos do modelo Binomial Negativo marginal considerando cópulas Gaussianas com
estrutura de correlação (a.1 e a.2) autorregressiva de ordem 1 (AR1), (b.1 e b.2)
permutável e (c.1 e c.2) não estruturada.
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Figura 6.7: Envelopes simulados do modelo Poisson marginal (cópulas Gaussianas)
com estruturas de correlação (a) AR1, (b) permutável, (c) não estruturada e (d)
independente.
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Figura 6.8: Envelopes simulados do modelo BN marginal (cópulas Gaussianas) com
estruturas de correlação (a) AR1, (b) permutável, (c) não estruturada e (d) inde-
pendente.
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Foi possível notar que as mesmas observações foram destacadas pelos grá�cos

da distância de cook e dos resíduos de Pearson padronizados, tanto na distribui-

ção Poisson, quanto na distribuição BN. As observações 97, 181, 182 e 184 e 264

referem-se aos indivíduos 20, 37 e 53. Estes indivíduos foram retirados e uma nova

análise foi realizada, sendo os novos resultados apresentados a seguir. É possível no-

tar que houve uma considerável diminuição na variabilidade do número de ataques

epilépticos com a retirada dos três pontos in�uentes, sendo visualizado na Figura

6.9. Além disso, é possível veri�car o comportamento global dos indivíduos através

do grá�co de per�l médio. Note que há uma diminuição do número médio de ataques

epilépticos com o aumento do número de semanas.

A Tabela 6.5 apresenta o número médio de ataques epilépticos e desvio pa-

drão por tratamento. Observou-se que os pacientes que estavam sendo tratados

com a droga apresentaram um número médio de ataques epilépticos menor quando

comparados com os pacientes que receberam o placebo, exceto na sexta semana.

Comparando as Tabelas 6.1 e 6.5, é visível que os três pacientes retirados na análise

in�uenciavam fortemente a média dos ataques de epilepsia.
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Figura 6.9: Grá�cos do (a) per�l individual e (b) per�l médio do número de ataques
epilépticos sem três indivíduos com valores discrepantes.

Os modelos selecionados anteriormente foram reajustados e os resultados estão

dispostos na Tabela 6.6. Considerando o modelo Poisson multinível com dois efeitos

aleatórios (Multinível 2) é possível notar que as variáveis idade e tratamento não

foram signi�cantes ao nível de 5% de signi�cância. Em relação ao modelo BN

multinível com intercepto aleatório foi observado que a variável tempo é signi�cante,

ao nível de 5% de signi�cância. Através do critério de seleção de modelo pode-se
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Tabela 6.5: Número médio de ataques epilépticos e desvio-padrão (DP) por grupo
de tratamento.

Tempo Placebo (m=26) Tratamento (m = 30) Total (m = 56)
em semanas Média DP Média DP Média DP

Baseline 7,62 6,55 7,23 4,31 7,41 5,42
2 7,85 8,25 5,47 5,76 6,57 7,06
4 7,23 7,45 6,53 5,61 6,86 6,47
6 5,65 5,79 6,00 7,37 5,84 6,63
8 7,15 7,06 4,83 4,28 5,91 5,81

Média 7,10 7,02 6,01 5,50 6,50 6,30

concluir que o modelo que ajustou melhor este conjunto de dados foi o modelo BN

multinível com intercepto aleatório (AIC = 1483,8).

Tabela 6.6: Estimativas dos coe�cientes de regressão e erros padrão (entre parênte-
ses) usando os modelos de regressão Poisson multinível com dois efeitos aleatórios
(Multinível 2) e BN multinível com intercepto aleatório (Multinível 1) para o número
de ataques epilépticos sem três indivíduos discrepantes.

Parâmetros
Modelos Abordagem Intercepto Tratamento Idade Tempo AIC

Poisson
Multinível 2 2,321∗ -0,107 -0,017 -0,049∗ 1511,0

(0,461) (0,188) (0,015) (0,011)

BN
Multinível 1 2,288∗ -0,169 -0,016 -0,036∗ 1483,8

(0,492) (0,200) (0,017) (0,011)
∗ p-valor < 5%

A Tabela 6.7 apresenta os modelos Poisson e BN marginais segundo a abordagem

EEG. É possível veri�car que nem a variável tempo nem a idade foram signi�cantes

para o modelo BN marginal, ao nível de 5% de signi�cância. Em relação ao critério

de seleção QIC, veri�cou-se que o melhor modelo para ajustar os dados é o modelo

BN marginal EEG com estrutura de correlação AR1 (QIC = 258,0).

Em relação à abordagem marginal via cópulas Gaussianas, os resultados dos

ajustes estão disponíveis na Tabela 6.8. É possível veri�car que as estimativas dos

modelos Poisson e BN nesta abordagem são próximas, mas o modelo BN apresenta

o AIC menor (AIC = 1499,1).

As Figuras 6.10, 6.11, 6.12 e 6.13 apresentam os grá�cos da distância de Cook

e dos resíduos de Pearson padronizados para os modelos selecionados. Em todos os

modelos, veri�cou-se a existência de outros valores discrepantes, porém sem muita

in�uência nos dados.
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Tabela 6.7: Estimativas dos coe�cientes de regressão e erros-padrão (entre parên-
teses) usando os modelos de regressão de Poisson e BN na abordagem EEG com
estruturas de correlação AR1 para o número de ataques epilépticos sem indivíduos
discrepantes.

Estrutura Parâmetros QIC
Modelos de dependência Intercepto Tratamento Idade Tempo

Poisson EEG
AR1 2,467 -0,184 -0,013 -0,029 1388,0

(0,200)∗ (0,081)∗ (0,007) (0,008)∗

BN EEG
AR1 2,500 -0,213 -0,014 -0,029 258,0

(0,555)∗ (0,224) (0,018) (0,022)
∗ p-valor < 5%

Tabela 6.8: Estimativas dos coe�cientes de regressão e erros padrão (entre parênte-
ses) usando os modelos de regressão Poisson e BN marginais via cópulas Gaussianas
com estrutura de correlação permutável para o número de ataques epilépticos sem
indivíduos discrepantes.

Modelos Estrutura Parâmetros AIC
de dependência Intercepto Tratamento Idade Tempo

Poisson
Permutável 2,612 -0,044 -0,023 -0,043 1955,5

(0,204)∗ (0,078) (0,009)∗ (0,007)∗

BN
Permutável 2,581 -0,126 -0,018 -0,034 1499,1

(0,435)∗ (0,168) (0,014) (0,012)∗

∗ p-valor < 5%
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Figura 6.10: Grá�cos com a distância de Cook e os resíduos de Pearson padronizados
dos modelos Poisson multínível (a.1 e a.2) com dois efeitos aleatórios.
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A Figura 6.10 apresenta os resultados referentes ao modelo Poisson multinível

com dois efeitos aleatórios. Veri�ca-se que houve um aumento na variabilidade dos

resíduos, especialmente para os resíduos de Pearson padronizados.

O mesmo é veri�cado para o modelo Binomial Negativo multinível com inter-

cepto aleatório (Figura 6.11). Note que os resíduos de Pearson padronizados con-

tinuam dentro da banca de con�ança, porém os resíduos já não se encontram tão

concentrados em zero.
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Figura 6.11: Grá�cos com a distância de Cook e os resíduos de Pearson padronizados
dos modelos BN multínível (a.1 e a.2) com intercepto aleatório.
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Figura 6.12: Grá�cos com a distância de Cook e os resíduos de Pearson padroniza-
dos dos modelos Poisson marginal, segundo a abordagem EEG, com estrutura de
correlação (a.1 e a.2) AR1.

A Figura 6.12 apresenta os grá�cos da distância de Cook e dos resíduos de Pear-

son padronizados para o modelo Poisson marginal (EEG) com matriz de correlação
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AR1. É veri�cado pontos discrepantes, porém os mesmos não afetam na análise dos

dados.

Também foi realizado a análise de diagnóstico para o modelo Binomial Nega-

tivo via cópulas Gaussianas com estrutura de correlação permutável e os resultados

encontram-se na Figura 6.13. Novamente, pontos discrepantes foram observados,

mas não têm tanta in�uência.
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Figura 6.13: Distância de Cook e Resíduos de Pearson Padronizados do modelo BN
marginal com cópulas Gaussianas e estrutura de correlação permutável sem os três
indivíduos discrepantes.

Analisando a Figura 6.14, observou-se que o grá�co de envelope simulado teve

uma melhora substancial quanto à disposição dos pontos no grá�co quando se eli-

minou as observações discrepantes. Aparentemente, o modelo BN marginal com

cópulas Gaussianas e estrutura de correlação permutável é indicado para ajustar o

conjunto de dados. Este modelo também aparece como o melhor modelo para o

ajuste dos dados segundo o critério AIC, que é apresentado na Tabela 6.8 (AIC =

1499,1).

Em geral, veri�cou-se que os modelos BN multinível e marginal (EEG e cópulas

Gaussianas) ajustaram melhor os dados do que os modelos Poisson para as três

abordagens.

Uma observação importante em relação às abordagens marginais utilizadas (EEG

e cópulas Gaussianas) é que elas podem levar a diferentes resultados sob diferentes

estruturas de correlação.

Além disso, uma vantagem da análise de dados longitudinais via cópulas Gaus-

sianas com respeito a EEG é que os critérios de informação padrão (AIC) podem

ser utilizados para selecionar o melhor o modelo.
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Figura 6.14: Envelope simulado do modelo BN marginal via cópulas Gaussianas e
estrutura de correlação permutável sem os três indivíduos discrepantes.

6.2 Aplicação 2: Estudo sobre a reforma no sistema de
saúde alemão

Nesta aplicação foram consideradas informações referentes a 6.127 indivíduos que

foram acompanhados a �m de avaliar a reforma no sistema de saúde alemão (Rabe-

Hesketh & Skrondal, 2005). As seguintes variáveis foram analisadas: (i) gênero do

indivíduo (1 = feminino, 0 = masculino), (ii) tempo em que a variável resposta foi

mensurada ( de 1984 a 1988), (iii) idade no ano da mensuração, (iv) nível educaci-

onal, que é de�nido pelos anos de escolaridade, (v) estado civil (casado: sim = 1,

não = 0), (iv) indicador de emprego (1=não trabalha, 0=trabalha) e (vii) número

de consultas ao médico (resposta de interesse). A única variável tempo-dependente

deste conjunto de dados foi a variável idade. As medidas foram realizadas anual-

mente, sendo portanto os dados igualmente espaçados. Porém, alguns indivíduos

não possuem todas as observações, tornando o conjunto de dados desbalanceados.

Realizando a análise descritiva, veri�cou-se que 50, 1% dos indivíduos são do

sexo feminino e que 74, 5% são casados. Além disso, 36, 8% dos indivíduos não

trabalham. O tempo médio de escolaridade é de 11, 4 anos (DP = 2, 4 anos). Além

disso, o número de consultas ao médico variou de 0 a 121 consultas no período do

estudo (1984 - 1988).

Para ilustrar o comportamento dos pacientes ao longo do estudo foi construído
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o grá�co do per�l individual para dez pacientes selecionados aleatoriamente (Figura

6.15-(a)). O grá�co de per�l médio apresentado na Figura 6.15-(b) apontou uma

diminuição no número médio de consultas com o passar dos anos, tanto globalmente

quanto por sexo. Veri�cou-se que as mulheres apresentam uma média maior do

número de consultas e também tiveram uma maior diminuição ao longo dos anos.
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Figura 6.15: Grá�cos do (a) per�l individual para dez pacientes e do (b) per�l
médio, global e por sexo, do número de consultas ao médico.

Os modelos Poisson independente, multinível com intercepto aleatório (Multiní-

vel 1) e multinível com dois efeitos aleatórios (Multinível 2) foram ajustados e os

resultados encontram-se na Tabela 6.9. Os efeitos aleatórios no intercepto (b0i) e

no tempo (b1i) são distribuídos normalmente. Veri�cou-se que todas as variáveis fo-

ram signi�cativas, ao nível de 5% de signi�cância. Considerando o modelo Poisson

multinível com dois interceptos aleatórios, observou-se que a variável tempo tem

uma in�uência positiva no número de consultas ao médico, diferente dos modelos

Poisson independente e multinível com intercepto aleatório. Pelo critério AIC, o

modelo Multinível 2 é o melhor modelo Poisson para ajustar estes de dados (AIC =

93122,3).

Os modelos Poisson considerando a abordagem EEG também foram ajustados

e os resultados encontram-se na Tabela 6.10. Pelo critério QIC é possível notar que

o melhor modelo para ajustar os dados é o modelo marginal EEG com estrutura de

correlação autorregressiva de ordem 1 (AR1).

O modelo Binomial Negativo considerando as abordagens multiníveis e EEG

também foram ajustados. A Tabela 6.11 apresenta os modelos Binomial Negativo

independente e multinível Binomial Negativo com intercepto aleatório com distri-
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Tabela 6.9: Estimativas dos coe�cientes de regressão e erros padrão (entre parênte-
ses) usando os modelos de regressão de Poisson independente, multinível com inter-
cepto aleatório e multinível com dois efeitos aleatórios para o número de consultas
ao médico.

Modelo Poisson Modelo Poisson Multinível
Variáveis independente intercepto aleatório dois efeitos aleatórios

Intercepto 0,569 (0,033)∗ -0,272 (0,115)∗ -0,583 (0,122)∗

Gênero 0,187 (0,009)∗ 0,380 (0,034)∗ 0,381 (0,035)∗

Tempo -0,007 (0,003)∗ -0,018 (0,003)∗ 0,033 (0,007)∗

Idade 0,019 (0,001)∗ 0,024 (0,001)∗ 0,025 (0,001)∗

Educação -0,035 (0,002)∗ -0,030 (0,007)∗ -0,032 (0,008) ∗

Estado Civil -0,090 (0,010)∗ -0,133 (0,025)∗ -0,144 (0,031)∗

Ocupação 0,215 ( 0,009)∗ 0,072 (0,018)∗ 0,106 ( 0,023)∗

AIC 152.652,0 99.881,8 93.122,3
∗ p-valor < 5%

Tabela 6.10: Estimativas dos coe�cientes de regressão e erros padrão (entre parên-
teses) usando a abordagem EEG para o modelo Poisson marginal com diferentes
estruturas de correlação para o número de consultas ao médico.

Modelo Poisson EEG
Variáveis AR1 Permutável Não Estruturada Independente

Intercepto 35,784 (7,548)∗ 23,879 (4,822)∗ 26,265 (5,012)∗ 15,180 (5,525)∗

Sexo 0,204 (0,013)∗ 0,206 (0,011)∗ 0,203 (0,012)∗ 0,187 (0,009)∗

Tempo -0,018 (0,003)∗ -0,012 (0,002)∗ -0,013 (0,003)∗ -0,007 (0,002)∗

Idade 0,018 (0,001)∗ 0,020 (0,000)∗ 0,020 (0,000)∗ 0,019 (0,000)∗

Educação -0,053 (0,003)∗ -0,032 (0,003)∗ -0,031 (0,002)∗ -0,035 (0,002)∗

Estado Civil -0,048 (0,015)∗ -0,114 (0,012)∗ -0,112 (0,011)∗ -0,090 (0,010)∗

Ocupação 0,176 (0,013)∗ 0,172 (0,011)∗ 0,171 ( 0,011)∗ 0,215 (0,009)∗

QIC 71.297,1 71.342,5 71.623,0
∗ p-valor < 5%

buição Beta. Não foi possível ajustar o modelo Binomial Negativo Multinível com

efeito aleatório normal no programa R, pois não houve convergência. Os modelos

apresentados na Tabela 6.11 foram ajustados no programa estatístico STATA. Pelo

critério de seleção de modelo AIC é veri�cado que o modelo Binomial Negativo

multinível com intercepto aleatório ajusta melhor os dados (AIC = 82.478,0).

Os modelos Binomial Negativo marginal com diferentes estruturas de correlação
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Tabela 6.11: Estimativas dos coe�cientes de regressão e erros padrão (entre parên-
teses) usando os modelos de regressão de Binomial Negativo tradicional e Binomial
Negativo multinível com intercepto aleatório para o número de consultas ao médico.

Modelo BN Multinível
Variáveis Modelo BN Tradicional Intercepto Aleatório (Beta)

Intercepto 2,843 (15,506) -20,196 (11,120)

Gênero 0,238 (0,024)∗ 0,355 (0,027)∗

Tempo -0,001 (0,008) 0,010 (0,006)

Idade 0,020 (0,001)∗ 0,019 (0,001)∗

Educação -0,042 (0,005)∗ -0,013 (0,006)∗

Estado Civil -0,091 (0,027)∗ -0,007 (0,028)∗

Ocupação 0,203 (0,026)∗ 0,144 (0,025)∗
AIC 85.715,1 82.478,0
∗ p-valor < 5%

na abordagem EEG também foram ajustados e os resultados encontram-se na Ta-

bela 6.12. Veri�cou-se que a variável estado civil foi signi�cante apenas quando se

considera a estrutura de correlação autorregressiva de ordem 1. Segundo o critério

QIC, a melhor estrutura de correlação é a permutável (QIC = 31.524,1).

Tabela 6.12: Estimativas dos coe�cientes de regressão e erros padrão (entre parên-
teses) usando a abordagem EEG para o modelo Binomial Negativo com diferentes
estruturas de correlação para o número de consultas ao médico.

Variáveis Modelol Binomial Negativo EEG
AR1 Permutável Não Estruturada Independente

Intercepto 24,007 (15,722) 14,227 (10,041) 16,546 (10,401) 4,657 (11,411)∗

Gênero 0,251 (0,028)∗ 0,245 (0,023)∗ 0,242 (0,024)∗ 0,231 (0,019)∗

Tempo -0,012 (0,008)∗ -0,006 (0,005)∗ -0,008 (0,005)∗ -0,002 (0,006)∗

Idade 0,018 (0,001)∗ 0,020 (0,001)∗ 0,020 (0,001)∗ 0,020 (0,001)∗

Educação -0,061 (0,006)∗ -0,038 (0,005)∗ -0,037 (0,005)∗ -0,041 (0,004)∗

Estado Civil -0,029 (0,0302) -0,114 (0,025)∗ -0,113 (0,025)∗ -0,091 (0,020)∗

Ocupação 0,167 (0,027)∗ 0,164 (0,022)∗ 0,163 (0,022)∗ 0,204 (0,019)∗

QIC 31.590,0 31.524,1 31.524,9
∗ p-valor < 5%

Pode-se concluir que a distribuição BN ajusta melhor os dados do que a distribui-

ção Poisson para as duas abordagens consideradas. Os modelos Poisson e Binomial
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Negativo marginais via cópulas Gaussianas não convergiram.

6.3 Aplicação 3: Contagem de células CD4+ em pacien-
tes portadores do vírus HIV residentes em Salvador-
Bahia

O objetivo da terceira aplicação é modelar a contagem de células CD4+ em

pacientes portadores do vírus HIV que residem em Salvador-Bahia no período de

janeiro/2002 a agosto/2012 . Estes dados são provenientes do Sistema de Controle de

Exames Laboratoriais (SISCEL) do Ministério da Saúde. O estudo é desbalanceado

e desigualmente espaçado, ou seja, os indivíduos não possuem o mesmo número de

medidas e as mensurações não ocorreram nos mesmos instantes de tempo. Os 5116

portadores de HIV foram acompanhados desde sua entrada no SISCEL até 2012. O

número de observações por paciente variou de 1 a 24.

As variáveis analisadas foram: (i) o número de células CD4+ no tempo t, (ii)

o sexo do paciente (0 = masculino, 1 = feminino), (iii) o indicador que informa se

o paciente esteve em tratamento durante o período do estudo (0 = não esteve em

tratamento, 1 = esteve em tratamento). Esta variável não varia no tempo, (iv) o

número de células CD4+ no momento do cadastro do paciente (denotada por CD4-

cadastro) e (v) a carga viral no momento do cadastro do paciente (CV-cadastro).

Através da análise descritiva veri�cou-se que apenas 1715 (33, 52%) pacientes

não estiveram em tratamento no período de acompanhamento. Também é possível

observar que a maioria dos pacientes (59, 58%) dos paciente é do sexo masculino.

De acordo com a literatura, o número máximo de celulas CD4+ de um indivíduo

portador do vírus HIV é 1500 células (www.aids.gov.com.br). Assim, valores su-

periores a este critério foram retirados do conjunto de dados. Para evitar problemas

computacionais, as variáveis foram padronizadas e nomeadas de CD4-cadastro pa-

dronizado e CV-cadastro padronizado. A Tabela 6.13 apresenta a sumarização das

variáveis contínuas do conjunto de dados. É possível veri�car ainda superdispersão

na variável de interesse, pois a variância do número de células de CD4+ é muito

maior do que a sua média.

O grá�co de per�s individuais para 10 pacientes escolhidos aleatoriamente é apre-

sentado na Figura 6.16. Para a construção desse grá�co foi considerado o tempo em

que a medida foi mensurada para cada indivíduo. Esta variável tempo foi construída

da seguinte forma: considerou-se que a primeira mensuração do indivíduo seria o

baseline (t = 0) e as outras medidas seriam baseadas no mesmo (em anos). Por
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Tabela 6.13: Sumarização das variáveis pertencentes ao estudo sobre contagem de
células CD4+ para pacientes residentes em Salvador-Bahia.

Variáveis Média Desvio-padrão Mínimo Máximo
CD4+ 500,607 289,191 0 1500

CD4-cadastro 324,931 326,225 0 6000,000
CV-cadastro 277320,500 1085396,000 0 2,1010

CD4-cadastro padronizado -0,015 0,970 -0,996 17,396
CV-cadastro padronizado 0,002 1,007 -0,256 19,092

exemplo, se o indivíduo foi mensurado em fev/2002 (t = 0) e a segunda medida foi

em abril/2003, então o tempo é dado por t = 1, 2 anos.

Apesar da superdispersão ter sido identi�cada na análise descritiva foram ajus-

tados, além do modelo Binomial Negativo (BN), o modelo Poisson para comparação

dos resultados.
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Figura 6.16: Grá�co de per�s individuais para o número de células CD4+ em 10
indivíduos selecionados aleatoriamente.

A Tabela 6.14 apresenta os resultados dos ajustes para os modelos Poisson in-

dependente, Poisson multinível com intercepto aleatório e Poisson multinível com

dois efeitos aleatórios. Pode-se veri�car que a carga viral mensurada no cadastro

e padronizada (CV-cadastro padronizado) só é signi�cativa para o modelo Poisson

independente, ao nível de 5% de signi�cância. Pelo critério AIC, tem-se que o me-

lhor modelo para ajustar os dados, considerando a distribuição Poisson, é o modelo

Poisson multinível com dois efeito aleatórios (AIC = 2.421.835,0).

A Tabela 6.15 apresenta os ajustes dos modelos EEG considerando a distribuição
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Tabela 6.14: Estimativas dos coe�cientes de regressão e erros padrão (entre pa-
rênteses) usando os modelos de regressão de Poisson independente, multinível com
intercepto aleatório e multinível com dois efeitos aleatórios para o número de células
CD4+ para pacientes residentes em Salvador-Bahia.

Modelo Poisson Modelo Poisson Multinível
Variáveis independente intercepto aleatório dois efeitos aleatórios

Intercepto 5,817 (0,001)∗ 5,332 (0,070)∗ 5,370 (0,070)∗

Tempo 0,0469 (0,000)∗ 0,045 (0,000)∗ 0,043 (0,004)∗

Gênero 0,073 (0,000)∗ 0,099 (0,228)∗ 0,111 (0,023)∗

Tratamento -0,056 (0,000)∗ 0,228 (0,245)∗ 0,181 (0,025)∗

CD4-cadastro padronizado 0,000 (0,000)∗ 0,001 (0,000)∗ 0,001 (0,000)∗

CV-cadastro padronizado -0,000 (0,000)∗ -0,000 (0,000) -0,000 (0,000)

AIC 8.590.068,0 3.559.437,0 2.421.835,0
∗ p-valor 5%

Poisson. Veri�ca-se que todas as variáveis foram signi�cantes, ao nível de 5% de

signi�cância, em todos os modelos ajustados. Pelo critério QIC, tem-se que o melhor

modelo para ajustar os dados é o modelo Poisson marginal EEG com estrutura de

correlação permutável (QIC = 1.435.573,9). Não houve convergência para o modelo

Poisson marginal via cópulas Gaussianas.

Tabela 6.15: Estimativas dos coe�cientes de regressão e erros padrão (entre parên-
teses) para o modelo Poisson marginal usando a abordagem EEG com diferentes
estruturas de correlação para o número de células CD4+ para pacientes residentes
em Salvador-Bahia.

Modelo Poisson EEG
Variáveis AR1 Permutável Independente Não Estrututada

Intercepto 5,859 (0,005)∗ 5,621 (0,006)∗ 5,900 (0,002)∗ 5,701 (0,005)∗

Tempo 0,029 (0,000)∗ 0,030 (0,000)∗ 0,034 (0,000)∗ 0,026 (0,000)∗

Gênero 0,056 (0,002)∗ 0,084 (0,003)∗ 0,074 (0,001)∗ 0,076 (0,003)∗

Tratamento 0,163 (0,005)∗ 0,452 (0,006)∗ 0,164 (0,002)∗ 0,356 (0,005)∗

CD4-cadastro padronizado 0,074 (0,001)∗ 0,071 (0,001)∗ 0,083 (0,000)∗ 0,089 (0,001)∗

CV-cadastro padronizado -0,019 (0,001)∗ -0,030 (0,002)∗ -0,021 (0,001)∗ -0,039 (0,002)∗

QIC 1.456.184,3 1.435.573,9 1.445.648,1
∗ p-valor 5%

Não foi possível ajustar os modelos multiníveis Binomial Negativo com intercepto

aleatório e com dois efeitos aleatórios com distribuição normal, pois não houve con-
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vergência. A Tabela 6.16 apresenta os resultados do ajuste do modelo Binomial

Negativo independente e o modelo Binomial Negativo com intercepto aleatório com

distribuição Beta. Veri�cou-se que a variável gênero só foi signi�cante para o mo-

delo Binomial Negativo independente. Considerando o critério de avaliação AIC, o

modelo que ajusta melhor os dados é o modelo Binomial Negativo multinível com

intercepto aleatório (AIC = 117.588,8).

Tabela 6.16: Estimativas dos coe�cientes de regressão e erros padrão (entre parênte-
ses) usando os modelos de regressão de Binomial Negativo independente e Binomial
Negativo multinível com intercepto aleatório (Beta) para o número de células CD4+
para pacientes residentes em Salvador-Bahia.

Modelo BN Modelo BN Multinível
Variáveis independente intercepto aleatório (Beta)

Intercepto 5,870 (0,028)∗ 1,165 (0,052)∗

Tempo 0,037 (0,002)∗ 0,026 (0,002)∗

Gênero 0,057 (0,014)∗ 0,041 (0,028)

Tratamento 0,176 (0,028)∗ 0,412 (0,051)∗

CD4-cadasto padronizado 0,179 (0,009)∗ 0,098 (0,009)∗

CV-cadasto padronizado -0,012 (0,007) -0,020 (0,012)

AIC 122.338,8 117.588,8
∗ p-valor < 5%

Também foi considerada a abordagem EEG no modelo Binomial Negativo e os

resultados encontram-se na Tabela 6.17.

Tabela 6.17: Estimativas dos coe�cientes de regressão e erros padrão (entre parên-
teses) usando a abordagem EEG para o modelo Binomial Negativo com diferentes
estruturas de correlação para o número de células CD4+ para pacientes residentes
em Salvador-Bahia.

Modelo EEG Binomial Negativo
Variáveis AR1 Permutável Independente

Intercepto 5,836 (0 ,094)∗ 5,671 (0,098)∗ 5,870 (0,045)∗

Tempo 0,032 (0,006)∗ 0,031 (0,003)∗ 0,037 (0,004)∗

Gênero 0,042 (0,053) 0,050 (0,064) 0,057 (0,022)∗

Tratamento 0,170 (0,094)∗ 0,384 (0,101)∗ 0,176 (0,044)∗

CD4-cadastro padronizado 0 ,190 (0,025)∗ 0,189 (0,027)∗ 0,179 (0,010)

CV-cadastro padronizado -0,006 (0,023) -0,018 (0,028) -0,012 (0,011)∗

QIC 3.771,0 3.736,8
∗ p-valor < 5%
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Não foi possível obter convergência para o modelo Binomial Negativo com estru-

tura de correlação não estruturada. Observa-se também que a variável CD4-cadastro

padronizado não foi signi�cante para o modelo com estrutura de correlação indepen-

dente. Pelo critério QIC, tem-se que melhor estrutura de correlação é a permutável

(QIC = 3.736,8).

Não foi possível ajustar os modelos Binomial Negativo marginais via cópulas

Gaussianas considerando as diferentes estruturas de correlação, pois não houve con-

vergência. Não foi possível realizar a análise de diagnóstico para esse conjunto

de dados, o volume de informações é muito extenso e necessita de uma memória

computacional muito grande para alocar todas as informações necessárias para a

construção dos grá�cos avaliados neste trabalho.
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Capítulo 7

Conclusões

A modelagem para dados de contagem é bastante utilizada em diversas áreas do

conhecimento, como nas ciências biológicas, educação e saúde pública, bem como na

agricultura, economia e marketing, pois nelas podem ser estudadas as variações ao

longo do tempo de uma determinada variável de interesse. O modelo frequentemente

usado para analisar dados de contagem é o modelo de Poisson. No entanto quando

os dados apresentam superdispersão um modelo indicado para ajustar os dados é o

modelo Binomial Negativo.

Duas abordagens de regressão comumente utilizadas para analisar dados longi-

tudinais são os modelos condicionais e os marginais. É importante considerar as

metodologias apropriadas na análise de dados longitudinais, pois a correlação entre

as respostas dentro das unidades amostrais e a ordenação cronológica das respostas

devem ser consideradas nos modelos.

Para o modelo Binomial Negativo marginal foram considerados dois tipos de

modelagem, as Equações de Estimação Generalizadas (EEG) e as cópulas Gaussia-

nas. A abordagem EEG requer apenas a especi�cação das médias marginais, além

disso, as EEG produzem estimativas consistentes dos coe�cientes de regressão e dos

erros-padrão mesmo sob uma má especi�cação da estrutura de correlação. Já as

cópulas Gaussianas utilizam verossimilhança e possibilitam a utilização do critério

de informação AIC para a seleção do modelo.

As abordagens multinível e marginal (EEG e cópulas Gaussianas) foram aplica-

das a dados de contagem longitudinais, com aplicações a dados reais e realização de

estudos de simulação.

Com os estudos de simulação pode-se veri�car a diminuição dos valores do viés

médio (VM), dos valores absolutos do viés relativo (|V R|), valores da raiz do erro

quadrático médio (REQM) e os valores da diferença relativa (dif.rel) entre o desvio
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padrão (DP ) e erro padrão (EP ) com o aumento do número de medidas repetidas.

Vale ressaltar que a variabilidade de b0i afeta substancialmente o VM e a REQM

obtidos no modelo Poisson independente. Além disso, a performance do estimador

da variância (dif.rel) está associada ao tipo de covariável considerada.

Em relação ao critério de seleção AIC, veri�cou-se que o modelo utilizado para a

geração dos dados foi escolhido como o melhor modelo para o ajuste dos dados. Além

disso, o critério de seleção AIC é consistente e não sofreu in�uência da variabilidade

de b0i.

Para o modelo Poisson marginal considerando a abordagem EEG, veri�cou-se

que a estrutura de correlação independente apresentou a pior performance. Em

relação ao critério de seleção QIC, notou-se que os valores são bem parecidos para

todas as estruturas de correlação. Isto pode ser justi�cado pelo fato dos modelos

marginais (EEG) produzirem estimativas consistentes dos coe�cientes de regressão

e dos erros-padrão mesmo sob uma má especi�cação da matriz de correlação de

�trabalho�.

Para os modelos considerando a distribuição Binomial Negativa, veri�cou-se que

os modelos multiníveis são computacionalmente intensivo. Não houve convergên-

cia para os dados gerados considerando o modelo BN multinível com dois efeitos

aleatórios.

A abordagem EEG não está implementada na linguagem de programação R.

Logo, uma solução encontrada para ajustar o modelo BN marginal foi utilizar cópu-

las Gaussianas. Esta abordagem também é computacionalmente intensiva e apre-

senta sérios problemas de convergência sendo limitado em relação ao número de

indivíduos e ao número de medidas repetidas. Portanto, o modelo BN marginal via

cópulas Gaussianas não é indicado para cenários mais complexos.

Em relação às aplicações, observou-se que para os conjuntos de dados mais com-

plexos não foi possível ajustar os modelos marginais via cópulas Gaussianas, pois os

mesmos não convergiram.

Em relação à análise de diagnóstico, veri�cou-se que existe na literatura materiais

disponíveis para dados com medidas repetidas quando a variável resposta é contínua.

No entanto, para dados de contagem longitudinal ha pouco material disponível na

literatura.

Para estudos futuros, ainda há bastante a ser explorado, principalmente quando

se trata de técnicas de diagnóstico para análise de dados longitudinais. Desta forma,

temos como proposta futura estudar as propriedades das medidas de diagnóstico
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para as distribuições Poisson e BN, no contexto de dados longitudinais.

Além disso, é necessário estudar o comportamento dos estimadores em cenários

mais complexos através de estudos de simulação. Portanto é necessário conside-

rar conjuntos com dados desbalanceados e/ou desigualmente espaçados, covariáveis

tempo-dependentes, presença de pontos aberrantes, por exemplo.
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Apêndice A

Anexo: Modelo Binomial

Negativo

Sejam duas variáveis aleatórias (v.a.'s) Y e Z, tal que Y |Z segue uma distribuição

Poisson, Y |Z ∼ Po(Z), e que a distribuição a priori de Z é Gama com parâmetros

φµ e φ. Logo,

Y |Z ∼ Po(Z), sendo fY |Z(y|z) = e−z
zy

y!
1{0,1,...}(y) e

Z ∼ G(φµ, φ), sendo gZ(z) =
φφµ

Γ(φµ)
zφµ−1e−φz1(0,∞)(z).

A distribuição marginal de Y é dada pela integração da distribuição conjunta de

Y e Z em relação a Z, ou seja,

fY (y) =

∫ ∞
0

f(y|z)g(z)dz

=

∫ ∞
0

e−z
zy

y!

φφµ

Γ(φµ)
zφµ−1e−φzdz

=
φφµ

y!Γ(φµ)

∫ ∞
0

zy+φµ−1e−(φ+1)zdz (A.1)

=
φφµ

y!Γ(φµ)

Γ(y + φµ)

(φ+ 1)φµ+y

∫ ∞
0

(φ+ 1)φµ+y

Γ(y + φµ)
zy+φµ−1e−(φ+1)zdz.

Note que a solução da integral (A.1) é igual a 1, pois está sendo integrada uma

variável aleatória cuja distribuição é G(y+φµ, φ+1). Após manipulações algébrica,

chega-se à seguinte expressão

fY (y) =
(y + φµ− 1)!

y!(φµ− 1)!

(
φ

φ+ 1

)φµ( 1

φ+ 1

)y
1{0,1,...}(y). (A.2)

Portanto, Y ∼ BN(φµ, φ/(φ+ 1)), em que E(Y ) = µ e Var(Y ) = µ(φ+ 1)/φ.

Outra possibilidade é considerar que Y |Z ∼ Po(Z) e Z tem distribuição a priori

Gama com parâmetros ν e µ/ν, isto é
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Y |Z ∼ Po(Z), sendo fY |Z(y|z) = e−z
zy

y!
1{0,1,...}(y) e

Z ∼ G

(
ν,
ν

µ

)
, sendo gZ(z) =

(µ
ν

)ν
Γ(ν)

zν−1e
−z ν

µ 1(0,∞)(z)

Assim, a distribuição marginal de Y é dada por

fY (y) =

∫ ∞
0

e−z
zy

y!

1

Γ(ν)
(µ
ν

)ν zν−1e−zνµ dz

=

(
ν
µ

)ν
y!Γ(ν)

∫ ∞
0

zy+ν−1e
−zν
µ dz (A.3)

=

(
ν
µ

)ν
y!Γ(ν)

Γ(y + ν)(
ν
µ + 1

)y+ν ∫ ∞
0

(
ν
µ + 1

)y+ν
Γ(y + ν)

zy+ν−1e
−z
(
ν
µ
+1
)
dz.

Novamente a solução da integral em (A.3) é igual a 1, uma vez que está sendo

integrada uma variável aleatória cuja distribuição é G(y+ ν, (1 + ν/µ)). Através de

manipulações algébricas tem-se que a distribuição marginal de Y é BN, com uma

função de variância quadrática, isto é

fY (y) =
(y + ν − 1)!

y!(ν − 1)!

(
ν
µ

ν
µ + 1

)ν (
1

ν
µ + 1

)y
1{0,1,...}(y), (A.4)

de tal forma que E(Y ) = µ e Var(Y ) = µ+ µ2

ν .
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Apêndice B

Estudo de Simulação

Neste apêndice são apresentados os resultados referentes aos estudos de simu-

lação realizados. Na Seção B.1 encontram-se os resultados referentes ao modelo

Poisson multinível considerando 150 e 250 indivíduos e a variância do intercepto

aleatório iguais a 0, 1 e 1, 0, para os cenários 1 e 2. Além disso, são sumarizados nas

tabelas os resultados para o modelo Poisson multinível considerando 50, 150 e 250

indivíduos e a variância do intercepto aleatório iguais a 0, 5 e 0, 7, para os cenários

1 e 2.

O Apêndice B.2 apresenta os grá�cos do valor absoluto do viés relativo (|V R|) e

da diferença relativa entre o desvio-padrão e o erro padrão (dif.rel) das estimativas

para os modelos ajustados considerando a distribuição Poisson, segundo a aborda-

gem multinível, para diferentes valores da variância do efeito do intercepto (τ0) e

considerando os cenários 1 e 2.

No Apêndice B.3 encontram-se disponíveis os resultados do critério de seleção

AIC para a escolha do melhor modelo Poisson considerando 150 e 250 indivíduos,

para os cenários 1 e 2.

Em relação à abordagem marginal, as tabelas e grá�cos para os cenários 2 e 3,

considerando a distribuição Poisson, encontram-se dispostos nos Apêndices B.4 e

B.5. Os resultados que se referem ao critério de seleção QIC estão disponíveis no

Apêndice B.6.

B.1 Modelo Poisson Multinível: Tabelas
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B.2 Modelo Poisson Multinível: Grá�cos
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Figura B.1: Valor absoluto do viés relativo para diferentes especi�cações no modelo
Poisson considerando o modelo Poisson multinível com intercepto aleatório para a
geração dos dados e τ0 = 0, 5.
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Figura B.2: Valor absoluto do viés relativo para diferentes especi�cações no modelo
Poisson considerando o modelo Poisson multinível com intercepto aleatório para a
geração dos dados e τ0 = 0, 7.
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Figura B.3: Valor absoluto do viés relativo para diferentes especi�cações no modelo
Poisson considerando o modelo Poisson multinível com intercepto aleatório para a
geração dos dados e τ0 = 1, 0.
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Figura B.4: Diferença relativa das estimativas para diferentes especi�cações no mo-
delo Poisson considerando o modelo Poisson multinível com intercepto aleatório para
a geração dos dados e τ0 = 0, 5.
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Figura B.5: Diferença relativa das estimativas para diferentes especi�cações no mo-
delo Poisson considerando o modelo Poisson multinível com intercepto aleatório para
a geração dos dados e τ0 = 0, 7.
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Figura B.6: Diferença relativa das estimativas para diferentes especi�cações no mo-
delo Poisson considerando o modelo Poisson multinível com intercepto aleatório para
a geração dos dados e τ0 = 1, 0.
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Figura B.7: Valor absoluto do viés relativo para diferentes especi�cações no modelo
Poisson considerando o modelo Poisson multinível com dois efeitos aleatórios para
a geração dos dados e τ0 = 0, 5.

174



β̂1

medidas

|V
R

|

0

5

10

15

20

3 5 8 10

● ●
●

●

50

3 5 8 10

● ●

●

●

150

3 5 8 10

●
●

●

●

250

Modelo 1: Independente Modelo 2: Multinível (um efeito) Modelo 3: Multinível (dois efeitos)●

β̂2

medidas

|V
R

|

0.0

0.2

0.4

0.6

3 5 8 10

●

●

●

●

50

3 5 8 10

●

●

●

●

150

3 5 8 10

●

●

●
●

250

Modelo 1: Independente Modelo 2: Multinível (um efeito) Modelo 3: Multinível (dois efeitos)●

β̂3

medidas

|V
R

|

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

3 5 8 10

●

●

●

●

50

3 5 8 10

●

●

●

●

150

3 5 8 10

●

●

●

●

250

Modelo 1: Independente Modelo 2: Multinível (um efeito) Modelo 3: Multinível (dois efeitos)●

Figura B.8: Valor absoluto do viés relativo para diferentes especi�cações no modelo
Poisson considerando o modelo Poisson multinível com dois efeitos aleatórios para
a geração dos dados e τ0 = 0, 7.
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Figura B.9: Valor absoluto do viés relativo para diferentes especi�cações no modelo
Poisson considerando o modelo Poisson multinível com dois efeitos aleatórios para
a geração dos dados e τ0 = 1, 0.
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Figura B.10: Diferença relativa das estimativas para diferentes especi�cações no
modelo Poisson considerando o modelo Poisson multinível com dois efeitos aleatórios
para a geração dos dados e τ0 = 0, 5.
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Figura B.11: Diferença relativa das estimativas para diferentes especi�cações no mo-
delo Poisson considerando o modelo Poisson multinível com dois efeitos aleatórios
para a geração dos dados e τ0 = 0, 7.
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Figura B.12: Diferença relativa das estimativas para diferentes especi�cações no mo-
delo Poisson considerando o modelo Poisson multinível com dois efeitos aleatórios
para a geração dos dados e τ0 = 1, 0.
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B.3 Modelo Poisson Multinível: Critério de Seleção

Tabela B.11: Valores do AIC para diferentes especi�cações no modelo Poisson con-
siderando 150 indivíduos e gerando os dados utilizando o modelo Poisson multinível
com intercepto aleatório.

Modelo 2

τ0 Modelos ajustados 150 indivíduos
3 5 8 10

Modelo 1 2169,0 5162,9 33003,1 230943,0
0,1 Modelo 2 2164,0 4589,6 9599,4 13778,8

Modelo 3 2167,5 4627,7 9617,9 13782,2
Modelo 1 4519,1 26983,6 626418,4 5586838,4

0,5 Modelo 2 2537,0 5053,4 10081,6 14261,9

Modelo 3 2650,9 5056,8 10085,1 14265,4
Modelo 1 7132,4 51256,8 1286561,1 11545090,8

0,7 Modelo 2 2635,5 5154,2 10182,8 14363,1

Modelo 3 2638,9 5157,7 10186,3 14366,6
Modelo 1 13842,6 113651,6 2983719,2 26863270,5

1,0 Modelo 2 2742,3 5261,9 10290,7 14471,1

Modelo 3 2745,7 5265,3 10294,1 14474,5

Tabela B.12: Valores do AIC para diferentes especi�cações no modelo Poisson con-
siderando 250 indivíduos e gerando os dados utilizando o modelo Poisson multinível
com intercepto aleatório.

Modelo 2

τ0 Modelos ajustados 250 indivíduos
3 5 8 10

Modelo 1 3680,0 9199,0 70944,6 528759,4
0,1 Modelo 2 3643,6 7707,5 16061,1 23032,2

Modelo 3 3646,7 7780,8 16064,4 23035,6
Modelo 1 9910,3 66790,3 1635586,8 14650273,3

0,5 Modelo 2 4336,7 8564,2 16993,3 23994,5

Modelo 3 4339,9 8567,5 16996,8 23997,9
Modelo 1 17710,9 139204,4 3604657,5 32422595,3

0,7 Modelo 2 4528,9 8775,5 17226,6 24242,2

Modelo 3 4532,1 8778,8 17230,0 24245,6
Modelo 1 40414,6 350369,3 9348817,1 84268867,9

1,0 Modelo 2 4749,9 9020,3 17504,1 24541,0

Modelo 3 4753,1 9023,6 17507,5 24544,4

180



Tabela B.13: Valores do AIC para diferentes especi�cações no modelo Poisson con-
siderando 150 indivíduos e gerando os dados utilizando o modelo Poisson multinível
com dois efeitos aleatórios.

Modelo 3

τ0 Modelos ajustados 150 indivíduos
3 5 8 10

Modelo 1 13479,2 568335,1 158588728,8 6841761036,9
0,1 Modelo 2 3233,1 16251,2 730138,9 13265556,9

Modelo 3 2763,1 5527,4 11013,0 15580,8

Modelo 1 19831,2 759286,6 189201363,8 7638227739,6
0,5 Modelo 2 3369,6 17624,5 760484,0 13680700,9

Modelo 3 2911,2 5804,9 11429,6 16027,5

Modelo 1 25797,6 922543,2 215153998,2 8367747288,2
0,7 Modelo 2 3472,5 18807,7 802349,0 14274095,8

Modelo 3 2981,6 5893,6 11526,0 16126,3

Modelo 1 40032,8 1293233,3 273504589,5 10063718702,0
1,0 Modelo 2 3673,1 21413,7 907783,0 15749881,1

Modelo 3 3077,0 5993,6 11631,1 16232,9

Tabela B.14: Valores do AIC para diferentes especi�cações no modelo Poisson con-
siderando 250 indivíduos e gerando os dados utilizando o modelo Poisson multinível
com dois efeitos aleatórios.

Modelo 3

τ0 Modelos ajustados 250 indivíduos
3 5 8 10

Modelo 1 18234,0 691916,4 167428216,2 6429926828,1
0,1 Modelo 2 5153,4 23068,2 897391,6 14164768,5

Modelo 3 4528,4 9090,5 18112,8 25609,8

Modelo 1 24906,8 769669,7 170430200,7 6478934563,8
0,5 Modelo 2 5396,9 24875,1 1022251,7 16295605,9

Modelo 3 4868,6 9671,6 18962,5 26546,3

Modelo 1 33392,6 879495,1 177270931,4 6624694931,9
0,7 Modelo 2 5583,4 26567,9 1132074,4 18181035,2

Modelo 3 5036,9 9876,6 19201,5 26801,5

Modelo 1 57615,0 1190215,2 197219880,7 7046205064,6
1,0 Modelo 2 5944,2 30468,1 1374919,8 22359817,2

Modelo 3 5257,7 10130,0 19491,4 27113,0

B.4 Modelo Poisson Marginal (EEG): Tabelas
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B.5 Modelo Poisson Marginal (EEG): Grá�cos
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Figura B.13: Valor absoluto do viés relativo considerando o modelo Poisson marginal
EEG, com dados gerados pelo modelo Poisson marginal EEG com correlação não
estruturada.
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B.6 Modelo Poisson Marginal (EEG): Critério de Sele-
ção

Tabela B.23: Valores do critério de quasi-verossimilhança (QIC) para a escolha do
melhor modelo Poisson marginal EEG, com dados gerados pelo modelo Poisson
marginal EEG com correlação não estrutrura.

Estrutura de correlação Matriz de correlação de �trabalho� NE
n dos modelos ajustados m

50 150 250
AR1 -34900,0 -81151,5 -128942,3

3 Permutável -34900,2 -81151,7 -128942,5
NE -34900,3 -81151,7 -128942,5
AR1 -531195,8 -1270048,6 -2027111,5

5 Permutável -531196,2 -1270048,8 -2027111,8
NE -531196,3 -1270049,0 -2027111,8
AR1 -23176966,2 -56320384,6 -90145345,5

8 Permutável -23176966,8 -56320385,0 -90145345,7
NE -23176966,1 -56320386,0 -90145346,6

AR1 -261935720,8 -639935643,6 -1025223291,9
10 Permutável -261935721,6 -639935644,3 -1025223292,4

NE -261928670,5 -639935646,0 -1025223294,2

Tabela B.24: Valores do critério de quasi-verossimilhança (QIC) para a escolha do
melhor modelo Poisson marginal EEG, com dados gerados pelo modelo Poisson
marginal EEG com correlação permutável.

Estrutura de correlação Matriz de correlação de �trabalho� Permutável
n dos modelos ajustados m

50 150 250
AR1 -34900,9 -81152,1 -128947,0

3 Permutável -34901,1 -81152,1 -128947,0
NE -34901,1 -81152,1 -128947,0
AR1 -531125,4 -1269967,3 -2027026,2

5 Permutável -531126,4 -1269968,1 -2027026,8
NE -531126,3 -1269968,1 -2027026,8
AR1 -23177196,9 -56320221,5 -90145405,1

8 Permutável -23177199,3 -56320223,5 -90145406,7
NE -23177197,6 -56320223,6 -90145406,7
AR1 -261937052,8 -639933424,3 -1025218744,3

10 Permutável -261937050,9 -639933422,2 -1025218742,0
NE -261937022,3 -639933424,6 -1025218744,4
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Figura B.14: Valor absoluto do viés relativo considerando o modelo Poisson mar-
ginal EEG, com dados gerados pelo modelo Poisson marginal EEG com correlação
permutável.
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Figura B.15: Diferença relativa dos estimadores considerando o modelo Poisson mar-
ginal EEG, com dados gerados pelo modelo Poisson marginal EEG com correlação
não estruturada.
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Figura B.16: Diferença relativa dos estimadores considerando o modelo Poisson mar-
ginal EEG, com dados gerados pelo modelo Poisson marginal EEG com correlação
permutável.
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