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Resumo

Jogos Blotto sao jogos nos quais os jogadores devem decidir como alocar seus recursos privados
em um ndmero finito de prémios. Na maioria dos trabalhos desenvolvidos sobre Jogos Blotto,
assume-se que os jogadores avaliam os prémios da mesma forma, que estes tomam as decisoes de
alocagao de forma simultanea, que o jogador que mais investir recurso em um particular prémio
sempre o ganha e que os jogadores possuem informagcao perfeita a respeito dos recursos privados
dos seus oponentes.

Nesta dissertacdao, modelamos Jogos Blotto sequenciais em que suprimimos a suposicao de
informacao perfeita, por parte do jogador que se move primeiro, acerca dos recursos orgamentarios
de seu oponente. Mais especificamente, supomos que o jogador que se move primeiro sabe apenas
que os recursos de seu oponente sao distribuidos de acordo com uma dada funcao de distribuicao
acumulada, enquanto que o oponente, que se move depois, tem informacao perfeita sobre toda a
estrutura do jogo, inclusive sobre a alocacao escolhida pelo primeiro jogador. Para cada modelo
estudado, apresentamos as estratégias de equilibrio de jogo.

Adicionalmente, apresentamos um modelo de Jogo Blotto sequencial com informagio imper-
feita no qual assumimos a hipdtese de que o jogador que mais alocar recursos em um determinado
prémio ndo o ganha com probabilidade um, mas apenas possui maior probabilidade de ganhé-lo,
sendo que esta probabilidade é igual a proporcao de recursos alocados pelo jogador para o de-
terminado prémio em relagdo & soma das alocagbes de todos os jogadores neste prémio.

Palavras-chave: Teoria dos Jogos. Jogos Blotto Sequenciais. Informagao Imperfeita. Equilibrio

de Nash. Equilibrio de Subjogo Perfeito.



Abstract

Blotto games are games in which players must decide how to allocate their private resources
in a finite number of prizes. In the majority of Blotto games’ works, it is assumed that players
evaluate the prizes in the same way, that they make allocation decisions simultaneously, that the
player who invest more resource in a particular prize always win it and that players have perfect
information about the private resources of their opponents.

In this Master Thesis, we model sequential Blotto games that suppress the assumption of
perfect information, on the part of the player who moves first, about the budgetary resources of
his opponent. More specifically, we assume that the player who moves first knows only that the
resources of his opponent are distributed according to a given cumulative distribution function,
while the opponent, that moves after, have perfect information about the whole structure of the
game, including the allocation chosen by the first player. For each model studied, we present the
equilibrium strategies of the game.

Additionally, we present a model of sequential Blotto game with imperfect information in
which we assume the hypothesis that the player who allocate more resources in a given prize
does not win it with probability one, but only has a higher probability of winning it, and this
probability is equal to the proportion of resources allocated by the player for the particular prize

over the sum of the allocations of all players in this prize.

Keywords: Game Theory. Sequential Blotto Games. Imperfect Information. Nash Equilibrium.

Subgame Perfect Equilibrium.
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CAPITULO 1

Introducdo

1.1 Teoria dos Jogos

A teoria dos jogos comecou a ser formalmente desenvolvida a partir de 1920 com os trabalhos
publicados por Emile Borel (1921) (que abordava problemas de guerra ou especulacoes financeiras
e econdémicas que dependiam nao somente da sorte dos agentes envolvidos, mas também da
habilidade dos mesmos), John von Neumann (1928) (onde foi proposto o conceito matematico
de estratégia para jogos de azar), e John von Neumann (1940) (que propos um conceito de solucao
para jogos de soma zero utilizando técnicas mateméaticas). Apds a publicacdo do livro The Theory
of Games and FEconomic Behavior (Neumann & Morgenstern (1944)), essa teoria invadiu os
estudos econémicos e a matemaética aplicada. Essa invasao se deve, em grande parte, & linguagem
e as técnicas matematicas utilizadas, as quais permitem maior formalismo dos conceitos e novas
formas para analisar situacgoes que envolvem interacoes estratégicas entre multiplos agentes (ou
jogadores).

Na década de 1950 John Nash publicou quatro trabalhos, a saber: Equilibrium Points in n-
Person Games (Nash (1950b), Non-cooperative Games (Nash (1951)), The Bargaining Problem
(Nash (1950a)) e Two Person Cooperative Games (Nash (1953)), que foram de grande impor-
tancia para a area de teoria dos jogos. Myerson (2007), destaca que foi a partir desses trabalhos

que a teoria dos jogos ampliou o seu alcance, pois Nash introduziu um conceito de solugdo para

13



1.2. OBJETIVO 14

jogos (o popular conceito de equilibrio de Nash), que generalizava o Teorema do Minimax de
von Neumann, ao provar que todo jogo finito (no conjunto de jogadores e no conjunto de estra-
tégias de cada um deles), nao necessariamente de soma constante, possui pelo menos um perfil
de estratégias mistas que é equilibrio do jogo. Assim, iniimeras aplicagdes econdmicas passaram
a fazer uso do conceito de equilibrio de Nash, o qual, pela sua relevancia, também passou a ser
alvo constante de anélises tedricas e experimentais.

Com o passar dos anos, a teoria dos jogos deixou de ser alvo apenas de aplicacoes mateméaticas
e econdmicas, ganhando o interesse de pesquisadores das mais diversas areas do conhecimento.
Por exemplo, na biologia, teoria dos jogos é aplicada para prever a sobrevivéncia de determinada
espécie (Maynard Smith & Price (1973) e Maynard Smith (1976)), na politica, para saber até
que ponto uma determinada alianca de partidos é estével (Ordeshook (1986) e Aliprantis &
Chakrabarti (2000)), na Sociologia, para identificar situacdes de conflito entre o individuo e o
coletivo (Souza (2003)), no direito, para interpretar e aplicar algumas leis (Chung & Fortnow
(2007)), dentre intimeras outras.

A teoria dos jogos pode ser definida como um conjunto de ferramentas matematicas desen-
volvidas para ajudar a anilise da interacdo de um grupo de agentes (ou jogadores) racionais.!
Na linguagem desta teoria, um jogo é qualquer situacdo social que envolve dois ou mais agentes
em que cada um possui um conjunto de decisoes (estratégias disponiveis) passiveis de serem
tomadas. A tomada de decisdo baseia-se nas preferéncias de cada um dos agentes e na sua ex-
pectativa sobre as acoes dos outros agentes. O conjunto de estratégias adotadas por cada um dos
jogadores envolvidos no jogo determina o resultado do jogo. Os jogadores por sua vez possuem
preferéncias sobre os possiveis resultados do jogo, que sado representadas por funcgoes utilidades

associadas as possiveis combinacoes de estratégias dos agentes que determinam este resultado.
1.2 Objetivo

Em (1921) o mateméatico Emile Borel publicou o artigo La Theorie de Jeu et les Equations

Integrales a Noyan Symetrique, um dos que seriam os primeiros trabalhos na area de teoria dos

! Os agentes sdo racionais se eles tomam decises de forma consistente em busca de maximizar o valor esperado
de sua propria utilidade (Myerson (2007)).
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jogos nos moldes atuais. Neste trabalho foi proposto um jogo de soma zero, denominado Jogo
Coronel Blotto, num cenério de guerra, em que dois jogadores batalham por uma quantidade
finita de campos de batalhas independentes que possuem uma valorizacao atrelada. Borel supoe
que cada um dos jogadores possui uma quantidade finita de recursos que deve ser destinada, por
cada um deles, de forma simultanea a todos os campos de batalhas. A valorizacdo de cada campo
de batalha impacta como os jogadores escolhem por distribuir seus recursos, e cada jogador faz a
sua distribuicdo sobre os prémios sem saber como o seu oponente a faz. O jogador que distribuir
mais recursos em um particular campo de batalha ganha esse campo, e a recompensa de um
jogador no jogo é a soma de suas recompensas em todos os campos de batalha.

Ao longo dos anos, a literatura referente ao trabalho de Borel foi aumentando de forma subs-
tancial e atualmente existem diversas extensoes e versoes deste trabalho (ver alguns exemplos
na Secao 2.6). A maior parte desses trabalhos leva em consideracao a hipotese inicial de que os
jogadores alocam os seus recursos de forma simultanea e que estes sdo perfeitamente informados
sobre toda a estrutura do jogo, isto é, que o jogo é com informacao completa. Em 2009, Adamo
& Matros publicaram o artigo A Blotto Game with Incomplete Information em que eles propu-
seram uma versao do jogo Blotto na qual assume-se informagdo imperfeita acerca dos recursos
orcamentarios dos jogadores, isto é, os jogadores apenas sabem que seus recursos € 0s recursos
de seus oponentes sao independentes e identicamente distribuidos de acordo com uma funcao de
distribuicao concava.

Motivados com o trabalho de Adamo & Matros (2009) e com a falta de trabalhos que tratem,
ao mesmo tempo, o problema de jogo Blotto no cenario sequencial e com informacao imperfeita, o
primeiro objetivo desta dissertacao foi introduzir informagao imperfeita em uma versao sequencial
do jogo Blotto, isto é, nosso principal interesse é construir um modelo de alocacdo de recursos
contra um adversario estratégico, levando em conta que o jogo se desenvolve em duas etapas,
sendo que o jogador que se move primeiro possui informagao imperfeita sobre os recursos do seu
oponente que se move posteriormente, este, por sua vez, tem informacao perfeita a respeito dos
recursos disponiveis e da alocag@o escolhida pelo primeiro jogador. A nossa motivagdo para essa

proposta do modelo é que em alguns problemas reais, como por exemplo, na guerra, um pafs
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defensor normalmente tém de dividir os seus recursos defensivos em todos as regioes antes de um
pafs atacante, que consegue saber o nivel de seguranca de cada regido, decidir onde ir4 atacar.
O segundo objetivo foi propor um modelo que nao contenha a hipétese de que o jogador
que alocar mais recurso em um particular campo de batalha (ou prémio) sempre o ganha com
probabilidade 1, isto é, propomos um modelo no qual assumimos a hipotese de que o jogador que
mais alocar recursos em um determinado prémio possui apenas maior probabilidade de ganhé-
lo, sendo que esta probabilidade é igual a proporgao de recursos alocados pelo jogador para o

determinado prémio em relacao & soma das alocagoes de todos os jogadores neste prémio.
1.3 Organizacao da Dissertagao

A presente dissertacao esta dividida em 4 capitulos, contando com este capitulo introdutorio.
No Capitulo 2, tratamos de fazer uma breve revisdo sobre as duas formas mais usuais de se
representar jogos, a forma normal e extensiva, apresentamos também os conceitos de solucao de
jogos usados nesta dissertacao, o conceito de equilibrio de Nash e o conceito de equilibrio de sub-
jogo perfeito, e por fim apresentamos também a formulacao do jogo Blotto e algumas principais
extensoes. No Capitulo 3 desta dissertacdo propomos uma versao sequencial com informacao
imperfeita do jogo Coronel Blotto. Nesta versdo admitimos que existem dois jogadores, jogador
A e jogador B, sendo que o jogador A inicia o jogo apenas sabendo que os recursos orgamentarios
do jogador B sao distribuidos de acordo com uma func¢ao de distribui¢do F' e, por outro lado,
este ultimo, que se move apds o jogador A, consegue ver com perfeicdo toda a estrutura do jogo.
Tratamos os casos em que existem dois e trés campos de batalhas (ou prémios). No caso de
dois prémios, supusemos que os recursos dos jogadores podem ser gerados tanto de funcoes de
distribuicoes concavas quanto de convexas e derivamos um equilibrio de subjogo perfeito para a
versao do jogo de soma constante (em que os jogadores possuem mesma preferéncia pelos pré-
mios) e para a versao do jogo os jogadores possuem preferéncias opostas sobre os prémios. No
caso de trés prémios, consideramos que os recursos sao gerados de uma funcao de distribuicao
concava, sendo que em alguns momentos, por simplificacdo, particularizamos esta fungdo. Para

este segundo caso, objetivando simplificar a exposicdo, apresentamos um equilibrio de Nash em
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estratégias puras para os casos de soma constante, de preferéncias opostas e onde o jogador B
prefere um prémio que tem valorizagdo intermediaria por parte do jogador A. No Capitulo 4
apresentamos também um modelo de jogo Blotto sequencial no qual suprimimos uma hipétese
comum de que quemn investe mais em um campo sempre o ganha com probabilidade 1. Esta hipé-
tese foi substituida pela hipotese de que o jogador que mais alocar recursos em um determinado
prémio possui apenas maior probabilidade de ganhé-lo, sendo que esta probabilidade é igual a
proporcao de recursos alocados pelo jogador para o determinado prémio em relagdo a soma das
alocagbes de todos os jogadores neste prémio. Neste capitulo, discutimos apenas o caso de dois

campos de batalha e descrevemos o equilibrio de Nash para o caso do jogo de soma constante.
1.4 Suporte Computacional

O sistema tipografico usado neste trabalho foi, integralmente, o IAIEX2, o qual consiste em
um conjunto de macros para o processador de textos TEX, desenvolvido por Donald Knuth,
em 1986. Sua principal utilizagdo é na producao de textos matematicos e cientificos, devido a
alta qualidade tipografica. Adotou-se o software MikTeX: uma implementacao do INTEX para
a utilizagdo em ambiente Windows. Adicionalmente, para reduzir alguns calculos usamos o
software wolframalpha® e para plotar os graficos usamos o sistema algébrico Maple?, o qual é
um sistema algébrico computacional comercial que constitui um ambiente informatico para a
computacao de expressoes algébricas, simbdlicas, permitindo o desenho de graficos a duas ou a

trés dimensoes.

Para mais informagoes e detalhes sobre o sistema de tipografia IWIEX ver De Castro (2003) ou acesse o site
http:/ /www.tex.ac.uk/CTAN/latex.

3Para mais informagdes acesse http://www.wolframalpha.com/

“Para mais detalhes veja o site: http://www.maplesoft.com/products/Maple/features/index.aspx



CAPITULO 2

Referencial Tedrico

2.1 Introducao

Para fazermos uma anéalise de qualquer jogo ou situaco estratégica é fundamental comecar-
mos com a especificacdo de um modelo que descreve o jogo. Essa especificagdo deve ser feita de
tal forma que a estrutura do modelo nao fique tao simples, a ponto de descartarmos aspectos
relevantes do jogo, e ndo muito complexa, pois podemos obscurecer questdes fundamentais, ou
ainda tornar a andlise do modelo invidvel. Atualmente existem, na literatura, diversas formas
de se representar um jogo e, neste capitulo, apresentaremos duas importantes formas, a saber:

forma normal (ou estratégica) e forma extensiva.
2.2 Forma Normal

A forma normal (ou estratégica) ¢ uma maneira bastante elementar de se representar um
jogo. Para representarmos um jogo na forma normal, precisamos especificar apenas o conjunto
de jogadores no jogo, o conjunto de estratégias disponiveis para cada jogador e a forma como
essas estratégias se relacionam com as recompensas dos jogadores.

A defini¢ao rigorosa de um jogo na forma normal ¢ a seguinte (Myerson, 2007):
Definig¢ao 2.2.1. Um jogo em forma normal é uma tripla I' = (N, (C;)ien, (ui)ien), onde

e N ¢ um conjunto, nao vazio, de jogadores;

18
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e C; é um conjunto, nao vazio, de estratégias puras (ou agoes) disponiveis para o jogador
1 € N. Uma combinacao de estratégias escolhidas pelos N jogadores é denominada perfil

de estratégias;

e u; ¢ uma funcdo, denominada por funcao utilidade esperada ou recompensa do jogador i,

que associa cada possivel perfil de estratégia o € C' = X;enC; a um numero real u;(o).

Um jogo em forma normal I' é dito ser finito se o conjunto de jogadores N e todos os conjuntos
de estratégias C; forem finitos.

Jogos em forma normal sao jogos estaticos, no sentido de que os jogadores se movem simulta-
neamente e uma Unica vez, isto é, cada jogador escolhe a estratégia que ird usar durante todo o
jogo sem ter nenhuma informacao a respeito das escolhas de qualquer outro jogador antes da sua
escolha. Também assume-se que 0s jogadores fazem suas escolhas de modo independente, isto é,

os jogadores nao podem escolher estratégias que dependem das escolhas dos outros jogadores.

2.2.1 Estratégias

Em um jogo em forma normal as estratégias utilizadas pelos jogadores podem ser do tipo

pura, ou mista. A seguir, apresentaremos as defini¢ées de ambos os tipos de estratégias.

Estratégia Pura

Definigao 2.2.2 (Estratégia Pura). Uma estratégia pura para o jogador i em um jogo de forma
normal I' = (N, (C;)ien, (ui)ien) € qualquer estratégia no conjunto de estratégias puras, isto €,

qualquer o; € Cj.

Estratégia mista

Definicao 2.2.3 (Estratégia Mista). Em um jogo de forma normal I' = (N, (Ci)ien, (ti)ien),
uma estratégia mista (ou randomizada) para o jogador i é uma distribui¢iao de probabilidade 6;

sobre o conjunto C;, ou seja, é um elemento do conjunto A(C;), em que este iltimo denota o

conjunto de todas as distribuicoes de probabilidade que tem suporte contido em C;.

Tipicamente, um jogo em forma normal com apenas dois jogadores é convenientemente re-

presentado por meio de uma matriz, na qual os jogadores, as estratégias e os ganhos de cada
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jogador sao apresentados. Nesta matriz, as estratégias do primeiro jogador se encontram listadas
nas linhas e as estratégias do segundo jogador sao listadas nas colunas. Cada célula da matriz
possui um par ordenado, que representa a utilidade esperada para ambos os jogadores, sendo que
a primeira e a segunda coordenada referem-se, respectivamente, a utilidade esperada do primeiro
e segundo jogador quando o perfil de estratégias representado pela linha e pela coluna que deu

origem aquela célula é escolhido pelos jogadores.

Exemplo 2.2.1. (Dilema do Prisioneiro) A fim de ilustrar o ideia bdsica de um jogo em forma
normal, consideremos o exemplo do dilema do prisioneiro (Tucker, 1950) que é, provavelmente,
um dos exemplos mais conhecidos na teoria dos jogos. A formulagdo desse problema é a sequinte:
dois prisioneiros, Py e P, sdo interrogados em salas separadas e a cada prisioneiro € dada a
op¢ao de delatar o companheiro de crime ou negar o crime. Se o0s dois prisioneiros delatarem
um ao outro, entao ambos pegardo uma pena de 4 anos de cadeia. Se ambos negarem o crime,
entao cada um receberd uma pena de 1 ano de prisdo. No entanto, se um dos prisioneiros negar
e o outro delatar o crime, entdo aquele que negar serd condenado a 10 anos, e o delator sai livre.

Esta situagdo pode ser representada por um jogo em forma normal I, em que,

o N={P,P};

o Cp, = {delatar, negar}, Cp, = {delatar, negar};

P>

delatar negar

delatar | (-4,-4) | (0,-10)
negar | (-10,0) | (-1,-1)

[

Figura 2.1: Dilema do Prisioneiro

As fungoes utilidades up, : C — IR e up, : C — IR sao descritas pela malriz de recompen-

sas apresentada na Figura 2.1. Notemos, nesta matriz de recompensas, que o melhor perfil



2.3. FORMA EXTENSIVA 21

de estratégias puras, considerando o critério de soma de utilidade, para os jogadores € o perfil
(negar, negar), pois ambos pegariam uma pena de apenas 1 ano. Por outro lado, adotando o
critério de melhor escolha que um prisioneiro pode fazer independente da escolha de estratégia
do companheiro de crime, o melhor perfil de estratégias puras é (delatar, delatar). Cada perfil de
estratégias puras pode ser identificado com um perfil de estratégias mistas, como, por exemplo, o

perfil (delatar, delatar) corresponde ao perfil de estratégias mistas (1,0;1,0).

Existem véarios exemplos praticos onde o dilema do prisioneiro pode surgir, a seguir apresen-

taremos um exemplo que é conhecido como Escudo Antimissil (Poundstone, 1993).

e Fscudo Antimissil. O Pais 1 pode construir ou ndo um sistema de defesa antimissil. O Pais 2
pode tanto construir mais misseis como nao construir. Se o Pafs 1 ndo construir o sistema
antimissil, e o Pais 2 ndo construir mais misseis, entao ambos os pafses estao razoavelmente
bem. Se o Pais2 construir mais misseis e o Pais1 nao tiver o sistema antimissil, entao
o Pais 1 se sentird muito inseguro. Se o Pais1 construir um escudo antimissil, e o Pais?2
nao construir misseis, entdo o Pais1 ficard feliz, mas o Pafs2 se sentird inseguro. Se os
Pais1 construir o sistema antimfssil e o Pafs2 construir mais misseis, entao eles estarao
com o mesmo grau de inseguranca que no caso em que ambos ndo constroem e, ambos

terao menos recursos para investir em outra areas.

2.3 Forma Extensiva

Em algumas situagoes estratégicas (como, por exemplo, na politica, economia, jogos de xa-
drez, poquer, e em jogos de guerra) os jogadores escolhem suas estratégias de forma sequencial,
podendo observar a acao que os outros jogadores realizaram anteriormente. Embora seja possivel
modelar essas situagdes como um jogo na forma normal, muitas vezes é mais fécil e adequado
usar a forma extensiva, que trata explicitamente o fator tempo no desdobramento do jogo. A
forma extensiva de um jogo especifica o conjunto de jogadores, a ordem de quem se move e
quais suas opgoes, quando estes se movem, com qual informagao, a recompensa de cada jogador
para cada possivel desdobramento do jogo e o que os jogadores sabem quando se movem em

cada situagdo do jogo. Admite-se também a possibilidade de fendmenos aleatorios (como, por
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exemplo, o resultado do lancamento de uma moeda, ou de um dado), usualmente denominado
chance ou natureza, influenciarem na realizacao do jogo. Esses fenémenos sao representados por
um jogador que ndo possui preferéncias sobre os possiveis resultados do jogo.

Um jogo na forma extensiva pode ser representado por uma arvore de jogo, composta por
um conjunto de ramos e nds. Intuitivamente, cada né representa uma etapa do jogo em que
um jogador tem de tomar uma decisdo. Partindo de um ndé, cada ramo representa uma escolha
possivel que este jogador pode tomar neste né, isto €, um ramo é uma acao do conjunto de ag¢oes
disponiveis em um dado né. A arvore de jogo se inicia num unico né chamado de raiz, o qual
nao tem predecessor, e todos os outros n6s devem ser precedidos apenas por um outro né. Se
um dado né nao tiver um sucessor, este é chamado de né terminal do jogo. Um né terminal da
arvore descreve uma possivel maneira de como o jogo pode se desdobrar ao longo do tempo, e a
cada n6 terminal associa-se uma recompensa de jogo para cada jogador.

E apresentado, na Figura 2.2, um exemplo de um jogo em forma extensiva representado por

meio de uma arvore de jogo.

entrar

® (3, 6)
0.5

sair

(2,0)

(0,0)

0.5

(coroa) entrar entrar

® (8,0)

sair sair

(6,0) ©,2)

Figura 2.2: Representagdo em forma de &drvore de um jogo na forma extensiva

Na arvore representada na Figura 2.2 temos que a natureza (representada por “c”’) se move
primeiro com probabilidade 0.5 de dar cara e 0.5 de dar coroa. Apds a natureza se mover, temos
que o jogador 1 entra no jogo tendo duas possibilidades de movimentacao (entrar ou sair). Se

o jogador 1 escolher entrar, entdo o jogador 2 move-se no jogo com as mesmas possibilidades
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de movimentacao do jogador 1. A elipse tracejada significa que o jogador 2 tem informagao
imperfeita a respeito da movimentacao da natureza.
A seguir, apresentaremos a defini¢do formal da representacao de um jogo em forma extensiva

descrito em (Osborne & Rubinstein, 1994).
2.3.1 Jogos em Forma Extensiva com Informacao Perfeita

Defini¢ao 2.3.1. Um jogo em forma extensiva com informagao perfeita é um vetor V = (N, M, H,

P, fe,{u; :i € N}), em que
o N representa um conjunto de jogadores no jogo.

o M ¢ um conjunto cujos elementos sao 0s movimentos (ou agoes) disponiveis para os joga-

dores (ou para a chance) durante o jogo.

e I é um conjunto das sequéncias de movimentos (elementos de M), que ¢ fechado a prefizos',
ou seja, se h € H e h' ¢ um prefixo de h, entdo k' € H. Além disso, se uma sequéncia
infinita (x7)°, satisfaz (x™)*_, € H, para qualquer inteiro finito k, entdo (z")°, € H.
Cada membro de H € uma histéria. Historias em H, podem ser identificadas com nds em
uma drvore de jogo, isto €, cada nd € caracterizado por uma sequéncia de acdes necessdrias
para alcangd-lo. Defina Z o conjunto de trajetérias completas® de H. Considere M =

{me M :h-(m) € H}, onde - denota a concatenagao de sequéncias, o conjunto de agoes

que podem ser tomadas apds a historia h.

e P:(H—-Z)— NU/{c} é uma fungao que relaciona cada histéria nao terminal h a um
elemento de N U {c}, onde c representa o jogador chance (ou natureza). Temos que P(h)
representa o jogador que se move apds a historia h, isto €, se P(h) =i entdo o jogador i
se move apds a historia h e se tivermos P(h) = ¢, entao o jogador chance é quem se move

apds essa historia. O conjunto de historias apds as quais o jogador i se move € representado

por H; = {h: P(h) =1i}.

"Um prefixo de uma sequéncia (z")n=1... 1 é qualquer subsequéncia de (z"),=1,...; que consiste dos primeiros
I < k termos de (z")p=1,...,.k. Temos que h é um prefixo de si mesma, e no caso em que um prefixo de h nao for
ela propria dizemos que este prefixo é estrito.

?Uma trajetéria (ou histéria) completa em H é uma histéria que nio é prefixo estrito de nenhuma histéria em
H, ou seja, é uma histoéria terminal.

,,,,,
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o f. é uma fungao que associa a cada historia em que P(h) = ¢ uma medida de probabilidade
fe(- | h) em My,. Intuitivamente, f.(- | h) determina uma distribuicao de probabilidade

sobre as agoes disponiveis para o chance uma vez que a histéria h € atingida.

e u; : Z — IR é uma fungao utilidade para o jogador i, que associa um nimero real u;(2)
para cada trajetoria completa z do jogo. O nimero real u;(z) representa o valor esperado
da fungao de utilidade de Von Neumann & Morgenstern (Campello de Souza, 2007) que o
jogador i tem sobre as consequéncias induzidas se a histéria completa z fosse a sequéncia
de acdes implementadas pelos jogadores. Usualmente, se z é uma histéria completa, entio

u;(z) € tratado como um pagamento associado a z.

Quando os conjuntos N, M e H forem finitos dizemos que o jogo em forma extensiva é finito.
Em jogos extensivos com informagao perfeita um jogador, ao tomar sua decisao ap6s alguma
histéria do jogo, tem informagao perfeita sobre todas as agoes que ja foram tomadas no jogo,
isto é, quando este se move, ele sabe tudo o que cada jogador fez e sabia em cada n6 de decisao

passado.
2.3.2 Estratégias

A estratégia de um jogador em um jogo extensivo com informagao perfeita é um plano que
especifica as acoes que esse jogador tomard em cada possivel situacio que possa aparecer no jogo.

Apresentaremos, a seguir, trés tipos de estratégias.
Estratégia Pura

Definigao 2.3.2. Uma estratégia pura para o jogador i, em wm jogo em forma extensiva com
informagado perfeita, é uma fungdo s; que relaciona a cada histéria h € H; um elemento de My,

Assim como na forma normal denotaremos o conjunto de estratégias puras para o jogar i por C;.

Estratégia Mista

Definigao 2.3.3. Uma estratégia mista (ou randomizada) para o jogador i, em um jogo em forma

extensiva com informacgao perfeita, é uma distribuicdo de probabilidade &; sobre o conjunto C;.
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Estratégia Comportamental

Definicao 2.3.4. Uma estratégia comportamental para o jogador i, em um jogo em forma ex-
tensiva com informagdo perfeita, é uma funcdo ¢; que relaciona o cada histéria h € H; uma

distribuicao de probabilidade sobre Mjy,.

Na segdo a seguir, trataremos de jogos na forma extensiva com informacao imperfeita. Estes
jogos englobam varias situagoes em que jogadores tém apenas informagbes parciais sobre ac¢oes
que ocorreram durante o curso do jogo. No nosso trabalho, esta representacdo serd de suma

importancia.
2.3.3 Jogos em Forma Extensiva com Informagao Imperfeita

Em alguns jogos extensivos os jogadores, ao tomarem uma decisdo, podem ter informagcoes
parciais sobre as ac¢oes tomadas no jogo (como, por exemplo situagoes em que, durante o desdo-
bramento do jogo, um jogador esquece-se de uma acao que ele escolheu, ou situacgdes em que um
jogador é incerto sobre se seu adverséario realizou uma dada agdo). Esses jogos sao conhecidos,
na literatura, como jogos extensivos com informagdo imperfeita. A defini¢do formal de um jogo

em forma extensiva com informagdo imperfeita é a seguinte:

Definigao 2.3.5. Um jogo em forma extensiva com informacgdo imperfeita é um vetor ¥ =

(N,M,H,P, fe,{u; : i € N},{Z; : i € N}), em que
e U= (N,M,H,P,fe,{uj:i € N}) é um jogo em forma extensiva com informagdo perfeita.

e 7, é wma particio de H; = {h : P(h) =i}, isto é, é uma particio do conjunto de histdrias
onde o jogador i se move. Essa particdo tem a propriedade de que se as histérias h, h' estio
em uma mesma célula I € T;, entdo as ac¢oes disponiveis em h e B devem ser as mesmas,
isto €, se I € L; e h e n e I;, entao My = M. Uma célula I € I; de historias onde o
jogador i se move € chamado de um conjunto de informacdo do jogador i. Intuitivamente,
se h e b estdo no mesmo conjunto de informaciao I € I;, entio h e h' sio indistinguiveis
do ponto de vista do jogador i, isto é, o jogador i considera a histdria K possivel se a

verdadeira histdria for h, e vice versa.
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Assim como no jogo em forma extensiva com informagao perfeita, um jogo em forma extensiva

com informacao imperfeita é finito quando os conjuntos N, M e H forem finitos.

Exemplo 2.3.1. Baseado na Figura 2.2, temos

N ={1,2}

e M = {cara,coroa,entrar, sair}

H ={(), (cara) ,{coroa) ,(cara,entrar) ,{cara, sair) , (coroa, entrar) , {coroa, sair)

(cara, entrar, entrar) , (cara, entrar, sair) , (coroa, entrar, entrar) , (coroa, entrar, sair) }

e P(()) = chance, P({cara)) = P({coroa)) =1,

P({cara,entrar)) = P({coroa, entrar)) = 2

fe(caral () = fe(coroal () = 5

e uj({cara, sair)) = ug({coroa, entrar, sair)) = 2

uy({cara, entrar, entrar)) = uy({(coroa, entrar, entrar)) = 8

(
(
(cara, sair)) = ui({cara, entrar, sair)) = uz({cara, entrar, sair)) = us({coroa, sair)) =
ug({coroa, entar, entrar)) = uy({coroa, entrar, sair)) = 0

(

(

(

ua(

(
ug({cara, entrar, entrar)) = uy((coroa, sair)) = 6

o 7, = {{cara},{coroa}}, Iy = {{(cara,entrar), (coroa,entrar)}

2.3.4 Estratégias

De forma anéloga ao caso de jogos com informacao perfeita, podemos definir estratégias puras,
mistas e comportamentais em jogos extensivos com informacdo imperfeita. A tnica diferenca é
que as defini¢oes das estratégias garantem que os jogadores s6 podem tomar a mesma decisdo

em histérias que eles nao conseguem distinguir.
Estratégia Pura

Definicao 2.3.6. Uma estratégia pura para o jogador i em um jogo em forma extensiva com

informagao imperfeita € uma fungdo s; que relaciona a cada conjunto de informacao I do jogador
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i um elemento de My, isto é, uma acao disponivel para i quando este se move no conjunto de

informagao 1.
Estratégia Mista

Definigao 2.3.7. Uma estratégia mista (ou randomizada) para o jogador i em um jogo em forma
extensiva com informacgdo imperfeita é uma distribuicao de probabilidade §; sobre C;, onde C; é

o conjunto de estratégias puras para o jogador i.

Estratégia Comportamental

Definicao 2.3.8. Uma estratégia comportamental para o jogador i em um jogo em forma exten-
stva com informacao imperfeita é uma funcdo ¢; que associa a cada conjunto de informacdao 1

do jogador i uma distribuicdo de probabilidade sobre Mj.
2.4 Equilibrio de Nash

O conceito de solugdo mais comumente usado na teoria dos jogos é o de equilibrio de Nash
(Nash, 1950). Intuitivamente, um perfil de estratégias é um equilibrio de Nash se mesmo que
qualquer um dos jogadores saiba as estratégias que estdo sendo usadas pelos demais jogadores,
ele nao se sente motivado a mudar sua estratégia, isto é, a sua estratégia é uma melhor resposta
possivel para as estratégias de equilibrio dos demais jogadores.

Usaremos a notagao (o_;, 7;) para representar um perfil de estratégias onde todos os jogadores
exceto o jogador i, escolhem estratégias que estdo no perfil o € C' e somente o jogador ¢ escolhe
a estratégia 7; € C;, que pode ser diferente de o;. A defini¢do a seguir estabelece formalmente o

conceito de equilibrio de Nash.

Definicao 2.4.1. Um perfil de estratégia o € C € um equilibrio de Nash em estratégias puras
(mistas ou comportamentais) de um jogo® se, e somente se, ui(0) > ui(o—4, 1) para todo jogador

i € N e toda estratégia pura (mista ou comportamental) 7; € C;.

A fim de ilustrar, considere o jogo apresentado na Figura 2.1 temos apenas um dnico equilibrio

de Nash onde ambos os jogadores escolhem delatar com probabilidade 1. E facil checar que

3Essa definicdo é a mesma para jogos nas formas normal e extensiva.
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pelo menos um jogador tem incentivo a mudar de qualquer outro perfil de estratégias. Por
exemplo, ambos os jogadores escolherem negar com probabilidade 1 nao pode ser um equilibrio
de Nash, pois ambos jogadores ganhariam se mudassem para estratégia que escolhe delatar com

probabilidade 1.

2.5 Equilibrio de Subjogo Perfeito

Em geral, quando analisamos equilibrios de Nash de jogos na forma extensiva, estes podem
conter muitos equilibrios sendo que alguns desses podem parecer nao razoaveis pois podem ser
baseados em ameagas nao-criveis (ou vazias). Uma nocao de equilibrio que ndo permite ameagas
nao-criveis, e portanto é um refinamento de equilibrio de Nash, é a de equilibrio de subjogo

perfeito. A seguir, definiremos a estrutura de subjogo e também o equilibrio de subjogo perfeito.

Defini¢ao 2.5.1. Um subjogo G de um jogo em forma extensiva W = (N, M, H, P, fc,{u; : i €

N}) € um outro jogo em forma extensiva que salisfaz:

1. O conjunto de historias HC em G consiste de wma tnica histéria em H e todos as histérias

subsequentes a h;

2. A distribuicao de probabilidade sobre as a¢des da natureza em G sdo as mesmas das cor-

respondentes acoes em U,

3. As utilidades de trajetérias completas em G sao as mesmas utilidades das correspondentes

trajetorias completas em W,
Dada a definicdo de subjogo, define-se equilibrio de subjogo perfeito da seguinte forma.

Definigao 2.5.2. Um perfil de estratégias puras (mistas ou comportamentais) o é um equilibrio
de subjogo perfeito em estratégias puras (mistas, ou comportamentais) de W se ele especifica um

equilibrio de Nash em estratégias puras (mistas, ou comportamentais) em qualquer subjogo de W.

A técnica mais comum para encontrar os equilibrios de subjogo perfeito de um jogo finito
¥ é conhecida como indugao reversa. Intuitivamente, temos que a técnica sugere que se comece

pelo final do jogo e va resolvendo até chegar ao comego do jogo.
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Inducao Reversa

Formalmente esta técnica baseia-se nos seguintes passos:
1. Sejak=1e ¥Y(k)=7;

2. Seja Z~! o conjunto de todas as histérias que sdo antecessoras imediatas das histérias
terminais do jogo W (k). Paratodoi € N e h € Z~'NH;, o jogador i enfrenta um problema
de decisao apés histéria h, e portanto deve escolher a agdo que maximiza sua utilidade
esperada. Se houver mais de uma acao que produza a mesma, utilidade esperada, existird um
equilfbrio de subjogo perfeito contendo cada uma dessas a¢oes. Escolha uma delas para ser
a acao escolhida por i segundo a estratégia s, isto ¢, faca 0;(h) = a € argmazyen, ui(h-(b)).

Passe ao passo seguinte;
3. Defina o jogo ¥(k + 1) da seguinte maneira:

(a) Para todo h € Z71N(U;en H;), substitua as acoes em M, do jogo ¥(k), pelo vetor de
utilidades que corresponde a histéria terminal atingida pela agdo escolhida no passo

anterior. Passe ao passo seguinte;

(b) Para todo h € Z=1N(Ujen H;)C, isto ¢ uma histéria imediatamente antecessora a uma
historia terminal do jogo W(k) em que chance se move, substitua as agoes em My,
pelo vetor de utilidades que corresponde a utilidade esperada dos jogadores de acordo
com a distribuicao de probabilidade que descreve as probabilidades do jogador chance

escolher cada uma das acoes em Mj,. Passe ao passo seguinte;

4. Se o conjunto de todas as histérias de U(k + 1) em que algum jogador i € N se move for
vazio. Pare a iteragdo e temos que o é um equilibrio de subjogo perfeito em estratégias

puras de W. Caso contréario, passe ao passo seguinte;
5. Faga k =k + 1. Volte ao passo 2.

A fim de ilustrar os conceitos descritos acima, considere o seguinte exemplo da Figura 2.3. Note,

primeiramente, que temos dois subjogos. O primeiro subjogo é o proprio jogo, pois ele é um
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subjogo degenerado de si mesmo e o segundo ¢ o subjogo que inicia-se no n6é de decisao do
jogador B. E facil ver que os perfis de estratégias (entrar, sair) e (sair, entrar) sdo equilibrios
de Nash em estratégias puras. Este ultimo perfil é baseado em uma ameaga nao-crivel, pois a
ameaga do jogador B de entrar no jogo faz com que o jogador A decida sair, pois sair dara maior
utilidade para este jogador. Neste equilibrio note que apoés o jogador A sair, o jogador B nao
tem opcao de se mover e, mesmo que tivesse, ele ndo cumpriria sua ameaga pois sair do jogo da
maior utilidade para esse jogador. Usando a técnica de inducdo reversa podemos ver no subjogo
que comeca no néd de decisdo para o jogador B que a melhor estratégia para esse jogador é sair.
Fixada essa estratégia do jogador B, temos que a melhor estratégia para o jogador A é entrar.
Assim, o Gnico equilibrio de subjogo perfeito em estratégias puras desse jogo é o perfil (entrar,

sair).

A Entrar B Entrar
@ - @ (02
Sair Sair
& &
(1,1) (2. 3)

Figura 2.3: Jogo na forma extensiva

2.6 Jogo Coronel Blotto

Alocacg@o de recursos contra um adversario estratégico é um problema bastante antigo na
teoria dos jogos e tem sido estudado na contexto dos jogos Coronel Blotto (ver por exemplo,
Borel (1921), Tukey (1949), Blackett (1958), Shubik & Weber (1981)). A formulagao classica do
jogo Coronel Blotto, proposta por Borel (1921), é um jogo de soma zero com informacao perfeita

envolvendo dois jogadores, A e B, e K campos de batalhas (ou prémios) independentes. Cada
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jogador possui uma quantidade finita de recursos privado X", n € {A, B}. Cada jogador deve
alocar simultaneamente seus recursos, sobre todos os campos de batalha, sem saber a distribuicao
feita por seu oponente. Cada campo de batalha tem a sua propria valorizagdo e essa, por sua
vez, impacta como os jogadores escolhem distribuir seus recursos. O jogador que distribuir mais
recursos em um particular campo de batalha ganha esse campo, e a recompensa de um jogador
no jogo é a soma de suas recompensas em todos os campos de batalha. Um equilibrio deste jogo
¢ um par de distribui¢oes K-variada e as primeiras solugoes aparecem em Borel & Ville (1938),
que resolvem o problema para o caso em que K = 3, e a extensao para qualquer K > 3 finito foi
feita em Gross & Wagner (1950), mas, em ambos os trabalhos, exigem-se que X4 = X5,

Ao longo dos anos, as variantes deste jogo foram examinadas por proeminentes estudiosos
através de uma ampla gama de areas. O interesse pelo jogo é derivado de seu grande potencial
para aplicagoes, incluindo desde problemas militares e sistemas de defesa (Blackett (1958), Shubik
& Weber (1981), Clark & Kay (2006), Powell (2007), Hausken (2008), e Kovenock & Roberson
(2009)), alocacao de recursos para campanha politica (Snyder (1989), Klumpp & Polborn (2006)
e Stromberg (2008)) e da politica de redistribuicao (Laslier (2002), Laslier e Picard (2002) e
Roberson (2008)).

Na literatura sobre jogos Blotto, pode-se encontrar algumas extensoes do modelo proposto por
Borel que abordam os cenarios de soma néo zero e informacao imperfeita. Entre essas extensoes,
podemos destacar a versdao de jogo Blotto com informacao imperfeita (Adamo & Matros, 2009),
o modelo de jogos Blotto sequenciais de soma nao zero (Powell, 2009), o modelo de jogo Blotto
com informacao incompleta multidimensional (Kovenock & Roberson, 2010) e o modelo de jogo
Blotto sequencial com uma rede de sensores (Fuchs & Khargonekar, 2012).

A seguir, daremos uma breve ideia sobre cada uma dessas extensées e seus principais resul-

tados.

2.6.1 Blotto sequencial de soma nao-zero: alocacao de recursos defensivos
antes de um ataque (Powell, 2009)

Neste trabalho é proposto um modelo de jogo Blotto sequencial defensivo para dois jogadores,

um defensor e um atacante, em que o jogador de defesa aloca seus recursos para proteger multiplos
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alvos. O atacante recebe informacao perfeita sobre a exata distribuicao desses recursos e apos
observar a alocacao do defensor, este decide onde ir4 atacar. Quanto mais o defensor alocar
recursos defensivos a um local, mais dificil esse local se torna e é menos provavel que um ataque
seja bem sucedido. O defensor e o atacante podem valorizar os locais de forma diferente, o que
implica que o jogo pode nao ser, em geral, de soma zero.

A estratégia do defensor no jogo é um vetor de alocacées r = (r1,r2,...,7K), em que r; >
ovj e {1,2,...,K}, Zszl rj < R e R & a quantidade de recursos disponiveis para o defensor.
Uma estratégia pura para o atacante é uma estratégia que especifica qual campo de batalha ele ird
atacar apos observar qualquer vetor de alocagoes r. No equilibrio, o defensor adota a estratégia
minimax. FKsta estratégia, por sua vez, normalmente deixa o atacante indiferente em atacar
qualquer um dos varios campos de batalha, ou seja, o atacante tem varias melhores respostas
puras. Mesmo assim, no equilfbrio o atacante ataca um local entre suas melhores respostas de
tal forma a minimizar as perdas do defensor. Além disso, os autores conseguem mostrar que o
conjunto de locais que minimiza as perdas do defensor é genericamente unitério. Assim, no dinico
caminho de equilibrio de subjogo perfeito, o defensor minimax o atacante e o atacante atinge o

local (genericamente nico) entre as suas melhores respostas que minimiza as perdas do defensor.

2.6.2 Um jogo Blotto com informacado incompleta multidimensional (Kove-
nock & Roberson, 2010)

Neste trabalho, é investigada uma versao do jogo Blotto com informagao incompleta em que
dois jogadores dispoem de uma quantidade fixa de recursos igual a 1 para alocar em K campos
de batalha. Os jogadores possuem informagao incompleta com respeito ao valor dos K campos
de batalha, pois assume-se que tal valoracao ¢ advinda de uma mesma distribuicao K-variada
de forma independente para ambos os jogadores.

Os resultado obtidos sdo apenas para os casos em que K é um miltiplo de 3. Para o caso
particular em que K = 3 e a distribuigdo corresponde a uma uniforme na superficie da esfera
centrada na origem e de raio igual a 1, os autores mostram que se a valorizacao do campo de
batalha ¢ é v;, entdo a estratégia de alocar v? unidades de recursos a esse campo constitui um

equilibrio Bayesiano simétrico em estratégias puras.
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2.6.3 Um jogo Coronel Blotto sequencial com uma rede de sensores (Fuchs
& Khargonekar, 2012)

Neste trabalho os autores propoem uma versao de jogo Blotto sequencial para dois jogadores,
jogador A e jogador B, em que esses devem alocar seus recursos privados entre K regioes. Uma
caracteristica fundamental dessa formulacao é a introducdo de uma rede de sensores empregada
pelo jogador B, cuja existéncia e propriedades sao de conhecimento comum, para ganhar uma
vantagem informacional sobre o jogador A. Estes sensores sdo baseados em um sistema de alerta
precoce que tem por objetivo notificar o jogador B sobre uma possivel violagdo do perimetro por
parte do jogador A.

Nessa modelagem o jogador n, n € {A, B}, possui recurso privado igual a X" € Ry. O
jogador A aloca seus recursos primeiro e, em seguida, o jogador B recebe um valor de sensor
para cada regiao de atribuicao indicando se o jogador A estd acima ou abaixo de um limite
especificado. Usando essa informacao de alerta precoce, o jogador B pode alocar seus recursos de
forma mais eficaz. Uma alocacdo de um jogador no jogo é simplesmente um vetor K-dimensional

:CTL

= (a,2y,...,2%),emquez] >0, Vi € {1,2,..., K}, é aquantidade de recurso orcamentério
que o jogador n destina ao local i.

Os autores focam em estratégias mistas e as definem como sendo uma funcao densidade de
probabilidade conjunta K-variada P, : RX — [0,1]. As fungbes utilidades de cada jogador sao
definidas e como cada jogador objetiva maximizar o niimero esperado de regides ganhas, procura
maximizar a sua respectiva funcdo de utilidade. Os autores também apresentam as condicoes

necessarias para as estratégias de equilibrio e exibem numericamente essas condi¢es para vérios

cenarios.
2.6.4 Um jogo Blotto com informacao imperfeita (Adamo & Matros, 2009)

Neste trabalho, os autores propoem um jogo Blotto com informacao imperfeita para N jo-
gadores, cada um seu recurso privado X", Vn € {1,2,...,N}, e K prémios. A informagao
imperfeita reside no fato de que os jogadores apenas sabem que os recursos de seus oponen-
tes sdo independentes e identicamente distribuidos de acordo com uma funcdo de distribuicdo

acumulada F' que assume-se ser concava e de conhecimento comum entre todos os jogadores.



2.6. JOGO CORONEL BLOTTO 34

Nesta modelagem, com o objetivo de encontrar um equilibrio bayesiano

em estratégias puras
simétricas monotdnica, assume-se que as estratégias de alocacao adotadas pelos jogadores sdo

lineares, isto é, supOe-se que uma estratégia para um jogador n é uma fungao:
B = (BT, 85, Bi) + 10,1] = [0,1]%,

onde 3 = ;X" > 0 é a alocacao orcamentéria destinada pelo jogador n ao prémio i, Vn €
{1,2,....,N},Vie {1,2,...,K} e o € [0,1] tal que Zfil a; = 1. Considerando as estratégias
dos demais jogadores fixas de acordo com 8", a melhor resposta para o jogador 1 pode ser obtida

da solucao do seguinte problema de maximizacao:

max WiPr{zt > X2, ... 2l > ar XV} + .+ W Pr{zk > X2, ... ok > a XV,

1
T T, TR

(2.1)

K
tal que szl =zt
i=1

onde z! ¢ o orcamento privado recebido pelo jogador 1, W; é a avaliacio do prémio i, Vi €
{1,2,..., K} para todos os jogadores e (w%,x%, . ,m}() ¢ a alocacdo orcamentaria feita pelo
jogador 1.

A solugao do problema expresso em (2.1) constitui um equilibrio bayesiano em estratégias

W;

WiiWar W Adicionalmente, os autores derivam

puras simétricas monotdnica em que a; =

algumas propriedades do equilibrio encontrado. Essas propriedades sao:
e Os jogadores competem por todos os prémios no equilibrio;
e Cada um dos jogadores investe mais recursos no prémio que for mais valioso;
e O jogador que possuir o maior recurso ganhara todos os prémios.

Detalhamos um pouco mais o artigo de Adamos & Matros (2009) pelo fato deste ser de funda-
mental importancia nos capitulos subsequentes. Essa importancia é derivada do fato de que a
modelagem que propomos possui uma estrutura bastante similar & modelagem proposta por esses

autores. No capitulo a seguir, propomos um jogo Blotto na versao sequencial onde assumimos

“Para detalhes sobre a nogio de equilibrio bayesiano ver Myerson (2007).
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informacao imperfeita, nos moldes do artigo de Adamos & Matros (2009), por parte do jogador
que se move primeiro. A diferenca entre nossa proposta e a proposta desses autores € que, além
do cendrio de sequencialidade, assumimos que o jogador que se move por segundo observa com
perfeicao toda a estrutura do jogo, incluindo a estratégia de alocacao orcamentaria adotada pelo
jogador que inicia o jogo.

Também usamos a estrutura da modelagem destes autores no Capitulo 4, adotando também
a suposicao de que apenas o jogador que se move primeiro possui informagao imperfeita e, por
outro lado, o jogador que se move por segundo observa com perfeicdo toda a estrutura do jogo.
No entanto, excluimos a hipétese de quem mais investir recursos em um particular prémio sempre
o ganhara e adotamos o critério de que o jogador que mais destinar recursos a um prémio somente

possui maior probabilidade de ganhé-lo.



CAPITULO 3

Jogo Blotto Sequencial com Informacdo Imperfeita

“Quem é o Rei da gloria? O
Senhor forte e valente, o Senhor
valente nas guerras. ”

Salmos 24:8

3.1 Introducao

Como destacamos no capitulo anterior, a maioria das formulagdes de jogos Blotto que existem
na atualidade assumem a hipotese de que os jogadores alocam seus recursos de forma simultinea,
além de serem analisadas no contexto de informagao perfeita, em que todos os jogadores possuem
conhecimento perfeito sobre toda a estrutura do jogo incluindo os recursos orcamentarios de seus
oponentes. No entanto, alguns problemas de alocagdo sdo sequenciais, como por exemplo, no caso
onde defensores tém de alocar parte ou a totalidade dos seus recursos finitos antes de um atacante
decidir onde atacar (Powell (2009)) ou no caso onde defensores sdo forcados a alocar todos os
seus recursos buscando proteger constantemente todo o sistema antes de atacantes procurar o
ponto mais fraco (Deck & Sheremeta (2012)).

O problema de alocacdo sequencial tem sido abordado em alguns trabalhos recentes, entre
eles Powell (2009), Yumiko (2012) e Zachariah & Pramod (2012). Em todos esses, admite-se
que cada jogador possui informagao perfeita sobre os recursos or¢amentérios de seus oponentes.

Motivados na falta de trabalhos que tratem, ao mesmo tempo, o problema sequencial e com

36
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informacao imperfeita, propomos neste capitulo uma versao de jogo Blotto que abordam esses
dois fatos.

Tomando como base a modelagem proposta no trabalho publicado por Adamo & Matros
(2009), propusemos uma versao sequencial com informagcao imperfeita do jogo Coronel Blotto.
Admitimos, assim como o jogo Blotto proposto por Borel (1921), apenas dois jogadores (jogador
A e jogador B) e modelamos o jogo no qual o jogador A enfrenta o problema de alocagao de todos
os seus recursos limitados, sobre K € {2, 3} campos de batalhas, antes do jogador B decidir como
alocar todos os seus recursos sobre os campos de batalhas. Nesta versao, assumimos informacao
imperfeita, por parte apenas do jogador que se move primeiro, jogador A, acerca dos recursos
orcamentarios de seu oponente, jogador B, isto é, supomos que o jogador que se move primeiro
sabe apenas que os recursos de seu oponente sdo distribuidos de acordo com uma dada funcao de
distribuicao acumulada, enquanto que o oponente, que se move depois, tem informacao perfeita
sobre toda a estrutura do jogo, inclusive sobre a alocacao escolhida pelo primeiro jogador.

Salientamos que a suposicao de que apenas o jogador que se move primeiro possui informagao
imperfeita a respeito dos recursos do jogador que se move na sequencia estd muito préximo a
fatos reais, pois em problemas militares, por exemplo, um pais defensor normalmente aloca seus
recursos defensivos sem saber qual o recurso que o pais atacante tém disponivel. A situacao
em que o defensor possui informacao perfeita a respeito dos recursos do atacante e o atacante
possui informacado imperfeita a respeito dos recursos do defensor nao é muito realistica e ndo
encontramos motivacao para aborda-la. FEmbora ndo seja realistica, a anélise dessa situacgao
pode ser identificada com a anélise feita no trabalho de Adamo & Matros (2009), mas supondo
que apenas um dos agentes (no caso o atacante) possui informacao imperfeita a respeito dos
recursos orcamentirios de seu oponente.

Neste capitulo, iremos considerar trés versées do modelo: uma em que a ordem de preferéncia
dos jogadores pelos campos de batalha é a mesma, outra em que a ordem das preferéncias é oposta
e uma terceira versao em que as preferéncias ndo sao nem idénticas nem opostas. Para os casos
em que os jogadores estdo disputando K = 2 prémios apresentamos um equilibrio de subjogo

perfeito em estratégias puras e para os casos em que os jogadores estao disputando K = 3 prémios
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apresentamos um equilibrio de Nash em estratégias puras.
3.2 O Modelo

Existem dois jogadores, jogador A e jogador B. Cada jogador tem seu or¢camento privado
X", n € {A, B}, que é independente e identicamente distribuido no intervalo (0,1] de acordo
com uma funcio de distribuicio F. ' Assumimos que F é continua e tem derivada positiva em
(0,1). Existem K prémios e o valor do prémio i para o jogador n é W/ > 0. Os jogadores estao
competindo sequencialmente por todos os prémios e cada jogador tem de alocar seu orgamento
privado X" sobre todos os prémios.

O jogo sequencial é da seguinte forma:

40 jogador A aloca seus recursos orcamentarios, de forma

(i) Apos observar o seu recurso
a maximizar a sua utilidade esperada, sabendo apenas que os recursos do jogador B sao

distribuidos de acordo com F';

B

(ii) Apods observar o seu recurso z- e a estratégia de alocagdo escolhida pelo jogador A, o

jogador B escolhe a estratégia que maximiza a sua utilidade esperada.

Assumimos que o jogador A ganha o prémio i, i € {1,2,..., K}, se ele aloca mais recurso
orcamentario do que o jogador B, caso contrario, o jogador B é quem ganha o prémio. No caso
em que ambos os jogadores alocam a mesma quantidade de recursos para o mesmo prémio eles
somente possuem mesma, probabilidade? de ganhar o prémio.

Nossas principais suposigoes sao:

e Cada jogador n tem seu orcamento privado X™, ou seja, o valor para alocar sobre os

prémios. Os jogadores ndo possuem utilidade para sobra de recursos.

!Como sera visto adiante, a hipotese de que os recursos de ambos jogadores segue a mesma distribuicio nio
é importante para o calculo do equilibrio e poderia ser removida. Optou-se fazer essa suposi¢do para tornar
a apresentacdo do modelo mais simples, mas tal hipotese pode ser removida sem alterar significativamente os
resultados.

2 Assim como na formulagio original do jogo Blotto, assumiremos que o critério de desempate quando mais de
um jogador aloca o mesmo recurso em um particular prémio é escolher aleatoriamente um desses jogadores para
ganhar o prémio em questao.
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e Cada orgamento privado X" é independente e identicamente distribuido no intervalo (0, 1],

de acordo com a funcao de distribuicao F'.

e O jogador n conhece a realizacao =™ de X™, n € {A, B}.

e Os valor do prémio ¢ para o jogador n é W;*. Ambos buscam maximizar os seus retornos

esperados.

e A funcdo de distribuicdo F' € de conhecimento comum, é continua e possui derivada positiva

no intervalo (0, 1).

e Os jogadores submetem suas aloca¢Ges orcamentarias sequencialmente.

e Assumimos que o jogador A aloca seus recursos or¢amentarios primeiro. O jogador B

observa perfeitamente a alocacio do jogador A e portanto conhece a realizacio x4

a0
tomar sua decisdo. Por outro lado, o jogador A apenas sabe que os recursos do jogador B

sao distribuidos de acordo com a funcao de distribuicao F.

3.3 Estratégias

Nesta segdo, definiremos as estratégias do jogo para ambos os jogadores e apresentaremos as

utilidades esperadas do jogo para cada jogador.

Estratégia do Jogador A

Uma estratégia para o jogador A é uma funcao

K
A = (s, ) (0,1 — [0, 1]%, tal que Zzbf‘(a:A) =z,
i=1

que determina a alocacio orcamentaria para cada possivel realizacio 2 do jogador A.

Estratégia do Jogador B

Uma estratégia para o jogador B é uma funcao

K
P =P 97, . wg) D x (0,1] — [0,1)%, tal que > P (A (z?), (2F)) = 2",

i=1
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em que D = {(x1,z2,...,2x) € [0,1]¥ : Zfil x; < 1}, que determina a alocagdo orcamentaria
para cada possivel realizacao zZ do jogador B e alocacdo orcamentaria q,bA(mA) do jogador A.
Note que os termos Zfil Y at) =24 e Zfil VP (pA(z4), (2P)) = 2P nas estratégias dos
jogadores A e B, respectivamente, impdem que os jogadores invistam todos os seus recursos sobre
0s prémios, mesmo que estes tenham certeza de ndo ganhar nenhum dos prémios. Essa suposicao
¢ derivada da formulacao classica do jogo Blotto, onde supGe-se que nenhum dos jogadores tem

utilidade para possiveis sobras de recursos.
3.3.1 Utilidades

A utilidade de um jogador no jogo é a soma das utilidades dos prémios (ou campos de batalha)
ganhos. Por exemplo, se ha disputa por dois prémios e o jogador A aloca mais recursos que o
jogador B em ambos os prémios, entdo a utilidade do jogador A é a soma das utilidades dos dois
prémios. Formalmente, temos:

A utilidade do jogador A no jogo é:
WA w1, (3.1)

para i € {1,2,... K}, em que:

,ose v (a?h) > P (A (a?), (7)),
,ose P (af) = P (pA(a?), (7)),
,se v (a?) < P (pA(at), (27)).

E a utilidade do jogador B é

IA

)

Ol =

PWE +18wWP + ..+ 1BWE, (3.2)

para i € {1,2,... K}, em que:

15 =1-14
3.4 A Anailise do Equilibrio no Caso de Soma Constante

Analisamos, a seguir, a situacdo em que temos K = 2 e K = 3 prémios e os jogadores
valorizam-nos da mesma maneira, isto é, consideramos que a avaliacdo do prémio ¢ é W, para

ambos os jogadores. Nesse caso, a soma das utilidades dos jogadores A e B & sempre igual a
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soma dos valores de todos os prémios em disputa, isto é, o jogador que ganhar um particular
prémio provoca uma perda de igual utilidade no seu oponente, logo o jogo é de soma constante.

Inicialmente, abordamos o caso em que K = 2, onde nosso objetivo é determinar um equilibrio
de subjogo perfeito em estratégia pura para esse tipo de jogo. Apoés o estudo do caso em que
os jogadores estdo disputando K = 2 prémios, abordamos o caso em que K = 3 no qual, por

simplicidade, determinamos um equilibrio de Nash em estratégias puras.
3.4.1 O caso K=2

Assuma, sem perda de generalidade, que Wi > Ws. Dadas as suposicoes anteriores, no caso
em a quantidade de recursos do jogador B for maior do que a quantidade recebida pelo jogador
A, entao a melhor estratégia do jogador B é escolher alocar uma quantia de recursos maior
do que o valor alocado pelo jogador A em ambos os prémios, pois, desse modo, o jogador B
ganha os dois prémios. Se o jogador B recebe uma quantidade de recursos menor ou igual a
do jogador A e, mesmo assim, esse valor é maior do que a quantia que o jogador A destina ao
campo de batalha mais valioso (WW7), entao uma melhor estratégia do jogador B ¢é alocar todos
0s seus recursos no campo Wi. Além disso, se o jogador B receber uma quantidade de recursos
exatamente igual ao que o jogador A investiu no prémio W7, temos duas situagdes: (a) se A
investiu em Wj; uma quantidade de recursos menor ou igual ao que investiu em Ws, B deve
investir tudo no prémio Wi; (b) se A investiu em W; uma quantidade de recursos maior ao que
investiu em Ws, entao B deverd investir tudo em Wy se Wy > 2Ws e investir tudo em Ws no
caso contrario. Se o jogador B possuir menos recursos do que o jogador A e se esses recursos
forem suficientes apenas para ganhar apenas o prémio menos valioso (WW5), entdo uma melhor
estratégia do jogador B é alocar todos os recursos em Ws. Finalmente, se o jogador B recebe
uma quantidade de recursos tal que z® < min(¢{t(z4), ¢4 (x4)), entdo qualquer estratégia de
alocacao orcamentéaria ¥B (¢ (z4), (2P)) sera 6tima, pois neste caso o jogador B nao ganhara
nenhum dos prémios.

Portanto, uma estratégia de aloca¢do 6tima para o jogador B no jogo é
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Wt > 9f > wf), se 2P >af,
(zP,0), se it < 2P <zt ou 2P =yt <y,
T/JB*(Q#A(%A))J:B) = ou ’(ﬁ? <zB = wfl e Wy > 2Ws,

(0,258), se ¢ <aP <yt ou g <aPB =yt e W <20y,

B B B A A
(V1,97), se a” <min(yi,¥3).
Na estratégia de alocagdo d6tima do jogador B usamos as notagdes abreviadas wZA e 1/)13 ,
i € {1,2}, para denotar, respectivamente, 1 (z4) e ¥ (1A (24), 2?). Esta notacio serd usada

em todo o texto que se segue ao longo deste capitulo, onde ndo causar confusao ao leitor.
Problema de otimizacao do Jogador A

Admitindo que o jogador A recebe um orcamento privado igual a X4 = 24 para alocar,
o problema do jogador A é, sabendo da estratégia de melhor resposta do jogador B, isto é,
B (pA(x?), zP), determinar a estratégia de alocacio o6tima 94" (z4), de tal forma a ma-
ximizar a sua utilidade esperada. Para isso, observando que como F' é continua o evento
XB e {24,481 4} tem probabilidade nula, o jogador A tem o seguinte problema de maxi-

mizacao a solucionar:

max Ua(A ), 7" (4w, X)), (3.3)
em que,

Ua(pA (@), 9B (92 (a?), XP)) = (W1 +Wa)Pr(X® < min(yi!,v3))
+ WiPr(ys < XP <yf)

+ WoPr(pi < XB <a?).

Note que a fungdo objetivo Ua(ypA(z4), B (A (2?), XP)) indica a utilidade esperada do
jogador A, pois no caso em que o0s recursos or¢amentarios do jogador B forem menores que a
alocagao do jogador A, para ambos os prémios, o jogador A ganha os dois prémios. Se o jogador
B tem menos recursos que o jogador A, mas tem o suficiente apenas para ganhar o prémio menos

valioso, entdo o jogador A ganhara o prémio mais valioso. E, finalmente, se o jogador B tem
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menos recursos que o jogador A, mas tem o suficiente para ganhar o prémio mais valioso, entao
o jogador A ganha o prémio menos valioso.

Objetivando determinar a estratégia de alocagfo 6tima do jogador A, dividimos a nossa
andlise nos dois casos abaixo para podermos saber o minimo entre w{‘ e 1/15‘, que aparece na

funcao utilidade deste jogador.

Caso I: ' < 3.
Se f‘ < wf, temos que o min(wf‘,d}f) = @Z)f‘, entao UA(wA(xA),@bB*(qu(:cA),XB)) é
dada por:

(W1 + Wo)F (') + Wa(F(a?) — F(41))

ou seja,

WiF (i) + WoF (z%). (3.4)

Note que o termo WQF(xA), da expressao (3.4), é uma constante, entdo essa expressao

¢ maximizada quando o valor de Wi F(¢{') for maximo. Como F é crescente, entdo o

A

maximo ocorre quando o valor de zbf‘ for o maior possivel, isto é, quando 1/114 = wgl = 5.

Este resultado é bastante intuitivo pois, como o jogador A valoriza o primeiro prémio pelo
menos tanto quanto o segundo prémio, era de se esperar que este jogador nao alocasse
menos da metade de seus recursos no primeiro prémio. Note ainda que como este ponto de
6timo pertence também & regidao do Caso II, para encontrar o maximo global, sem perda

de generalidade, basta considerar o Caso II.

Caso IL: ¢ft > 3.

Se ¢ > 5!, temos que o min(, ¥4') = ¥4, entdo Ux(wp?(z?), B  (pA(z4), XB)) ¢

dada por:
(Wi + Wa)F(y3') + Wi(F(¢7) — F(3) + Wa(F(2?) — F(y1)).
Substituindo ¢§4 = g4 — wf‘, temos que o problema de maximizacao se reduz a

max T(y1) (3.5)
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em que,
T () = WoF (2 — ) + (W) — Wo)F(4]1) + WaF (z?).

Temos que as duas primeiras derivadas de T(?,/J{l) em relacao a wf‘ sa0:

A
OTWR) _ b (o — o) 4+ (Wy — W) F (),
oy
e
A
&fl) = WoF" (a® — ') + (W1 — Wa)F (¥1).
D)2

Note que o sinal da segunda derivada de T(wf‘) ¢é igual ao sinal da segunda derivada da

funcgdo de distribui¢ao F. Assim, vamos considerar os seguintes casos:
(a) F" >0, Yz e (0,1);

(b) F' <0, Vz € (0,1).

PT(¥)
a(vi)?

Consideremos, primeiro, o caso (a). Entao como > 0, temos que a funcao T (y1})

A . . .
é convexa para i € [%,xA]. Assim, o ponto que maximiza T'(¥{') se encontra nos
extremos do intervalo de variacio de { j do A = 22 A = 24 Assi
¢ao de ¥, ou seja, quando P1* = - ou YT = . Assim,

dessa analise, decorrem duas situagoes:

(1) Se o = %, temos que a utilidade do jogador A sera de T (%) = W F (%) +
WaF (z4),
(2) Se ¢ = 24, temos que a utilidade do jogador A sera de T(z4) = Wi F(x4).
SeT (%) < T(z?), isto &, W F <%> +WoF(z?) < Wi F(2?), entio o valor que maximiza
T(f") & ' = 2. Caso contrério, se W1 F <§> + WoF(z4) > Wi F(24), entdo i = s

2
¢ o valor que maximiza essa funcao. Finalmente, se W1 F (%) + WoF(z?) = W F(z4),

temos que it = x4 e ! = % s30 os valores que maximizam T'(v{!). Logo, ¢f = 24 ¢é
uma melhor resposta, para o jogador A, se, e somente se,

4% F(z4

1> (z7) (3.6)
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Como estamos admitindo que a funcao de distribui¢do F' é convexa, isto &, F(Ax + (1 —
ANy) < AF(z) + (1 — X)) F(y) Vz,y no suporte de F' e 0 < A <1 e, pelo fato de F'(0) =0,

decorre que F (%) < $F(2%). Portanto, o lado direito da Equacdo (3.6) ¢ no méximo

A

igual a 2. Logo, temos que se Wy > 2W5, entao 1/1{‘ = g é a tnica melhor resposta do

jogador A.

Considerando agora o caso (b), é facil ver que para Wi = Ws o valor que maximiza a

T (1)
oY

utilidade esperada do jogador A é wf = %, pois < 0. Para W; > Wy, entao por

meio da condicao de primeira ordem obtemos

Fd W
Fl(zA =gty Wi =Wa'

(3.7)

7" / ! oA
Como F' < 0, temos que F' é decrescente e, por esse fato, a razdo % < 1. Entao se
1

tivermos 22— > 1, isto & Wy < W1 < 2W5, decorre que nao existe maximo no intervalo
Wl—W2 ) ? )

A
(%, z4]. Assim, o maximo ocorre em ¢{ = %, visto que 81{;&/}1@) < 0 na regido (%,x“‘].
1
. _ L ra s . _ 24 . OT (v x
Se tivermos W = 2Whs, ¢é facil ver que o 6timo serd em 1 = %, pois “api < 0 na regiao
1
(%,xA]. E, em jogos em que W; > 2Wjy, temos que o lado direito da Equagao (3.7) ¢

menor que 1 e que o lado esquerdo desta equacao é decrescente em wlA. Desta forma, se

T (i .~ A
agff‘l) > 0 na regido (4-,z4)

> WIVKQWQ, Ve > 0, entao e, como a funcio T (11!)

F'(e)
é continua, o maximo ocorrerd no ponto 1/1{‘ = z4. Por outro lado, se existir ¢ > 0 tal que

F/(acA—e) < Wo
F'(e) — Wi-Wp

entdo o méximo ocorrerd no ponto que for solugdo da Equacao (3.7).
A exibicao de tal ponto depende da funcao de distribuicao adotada em cada jogo e por esse
fato deixamos a solugdo na forma implicita. Na Secdo 3.5, apresentaremos exemplos para
algumas distribuicoes de probabilidade céncavas e convexas e um caso particular para a

distribuicao beta, que em geral ndo é cdncava nem convexa.
3.4.2 O caso K=3

Suponha agora que os jogadores estao competindo por K = 3 prémios. Assumiremos, nesta
subsegao, que os recursos dos jogadores sdo distribuidos de acordo com uma funcao de distribuicao
U(0,1] e que os jogadores A e B avaliam os prémios da forma W; > Wy > W3, e, além disso,

Wi > Wy + Ws.
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De forma similar a ideia usada no caso K = 2, temos que uma estratégia de equilibrio para
o jogador B é dada por
W > 91 0 > g 9f > ug), se a > 2t
(27,0,0), se v <2 <min(yi! + g, o +44),
(WF >yt 5 > v3,0), se ot + g < 2P <2t
. W >0, 0,98 > v), se il + v <a® <ot + 43,
o (¢A(xA), xB) B B A B A A A B A
(0,95 >y, 03 > 3), se by + 95 <a” <4y,

(0,25,0), se v3' < 2% < min(yf, 3 + v3),

(0,0,28), se 93 < 2P < min(y?, v3h),

(W17, 0F), se 2 <min(yi!, v, ¢5), ou a® €5,
em que S = {97, g’ gt it + gt ot gt vgt + gt
Problema de otimizacao do jogador A
Suponha que o jogador A recebe um orcamento privado igual a X4 = 24 para alocar. O
problema do jogador A é, sabendo da estratégia de melhor resposta do jogador B, determinar a

estratégia de alocagao 6tima A", de modo que esta maximize sua utilidade esperada.

Assim, o jogador A tem o seguinte problema de maximizac¢do a solucionar:

max  Us(pA (@), P (A (2?), X 7)), (3.8)
Pist s

em que,

Ua(@? (@), 2" (¢ ("), X))
= (Wi + Wo+ W3)Pr(X” < min(yf', 45, 93))
+ (Wo+ Wa)Pr(yit < XP <min(yf +¢3', o1 +¢3'))
+ WPr(oft + 43 < XB < a®) + WoPr(yf + ¢4 < XB < 9t +43h)
+ WPr(ds 03 < XP <o) + (W + Wa) Pr(vg' < XP <min(f, 05" +¢4))

+ (W1 + Wo)Pr(yst < XB < min(yf, ¢3h).



3.4. A ANALISE DO EQUILIBRIO NO CASO DE SOMA CONSTANTE 47

Sem perda de generalidade, em todos os casos a seguir, assumiremos W3 = 1. Dividiremos

nossa andélise nos seguintes casos, onde os detalhes de cada caso podem ser encontrados no

Apéndice A.1:
Caso I: 1/1{‘ < ¢§4 < @Z)?f‘. Neste caso, temos que o méaximo ocorre em 11)14 = 1/)5‘ = ¢§‘ =z

Caso II: @Df‘ < 1/)34 < 1/12A. Neste caso, temos que 0 maximo ocorre em wf‘ = 1/)5‘ = 1/134 =z,

Caso III: 1/)2A < 1/1{‘ < wéf‘. Neste caso,

P A
e se Wi > 4W5 0 maximo ocorre em ¢ = 1/1§4 = %

. A
e se W < 4W; o méximo ocorre em v = b3 = %-;

. . . A A
e se W) = 4W5 o maximo ocorre em quaisquer pontos tais que ¢1 = 93 € [%-, %]

Caso IV: ¢4 < ! < 4!, Neste caso,

P A

e se W; > 6 — 2W5 0 maximo ocorre em ¥f' = 15t = 5
. - A _ A_ﬁ.

e se W1 <6 — 2W3 o méximo ocorre em ¢i° = ¢35 = %5

. . . A A
e se W =6 —2W5 0 méximo ocorre em quaisquer pontos tais que zﬁf‘ = 1p2A € [%, =]

Caso V: 3" <5t <ol + 4t < 1. Neste caso,

e se W1 > Wy + 2 0 méximo ocorre em ) = xA;

x4

e se W1 < W3 + 2 0 méximo ocorre em g = 93 = %

e se W} = Wa + 2 0 méximo ocorre em quaisquer pontos tais que 19 = 13 € [0, %].

Caso VI: ¢3! <3 e vg' + 43! < i,

e se Wy > 2Wsy e Wy > 4, entdo o maximo ocorre em @ZJ{‘ = g4,

~ L, . A
e Se W1 < 2Wsy e Wy > 2, entdo o maximo ocorre em 1/){‘ = ¢é4 =1z

2

e Se W1 < 2Wy e Wy = 2, entdo 0 maximo ocorre em qualquer ponto que seja uma

. ~ A A A A A
combinacdo convexa dos pontos (%, %-,0) e (%5, &, I );
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e se Wy > 2W5 e Wy < 4, entao o maximo ocorre em @ZJ{‘ =z se Wy > 2+ Wa, se
Wi < Wy + 2 0 maxi Azt pd = A = 2t Wi = 2+ W, enta
1 2 0 maximo ocorre em i’ = G- by =3 = T, e se Wi = 2+ Ws entao

0 méaximo ocorre em qualquer ponto que seja uma combinacdo convexa dos pontos

A A A AN
(%,0,0) e (7; 777),

~ L, . A A
e se 2Wy > Wi e Wy < 2, entdo o maximo ocorre em 1/114 =%, 1/15‘ = ¢§4 =

e se Wi = 2Ws e Wy > 4, entdao o 6timo ocorre em qualquer ponto que seja uma

combinacdo convexa dos pontos (%, %,O) e (z4,0,0);

o se W1 =2Ws5 e Wi =4, entdo o maximo ocorre em qualquer ponto vidvel.

. A

Caso VII: 3 < ¢4 < ot < st + ¢4, Neste caso, o maximo ocorre em il = =,
A A A
vy =95 =

Caso VIII: ¢4 < gt < it < gt + 4p4'. Neste caso,

~ L. A
e se Wi —2>2Wsy —4 e Wy > 2, entdo 0 maximo ocorre em ) = g = %;

e se Wy —2>2Wy —4 e Wy = 2, entdao 0 méximo ocorre em qualquer ponto que seja

. ~ A A A A A
uma combinacio convexa dos pontos (%, %-,0) e (%5, &, I );
~ L. A
ese Wi —2>2Ws —4, We < 2eW; > 2, entao 0o méximo ocorre em ¢ = %,

A
o = P3 = 5
~ L, . A
e se Wi —2<2Wy —4 e Wy > 2, entdo 0 maximo ocorre em ) = g = %;

e se Wi —2=2W5 —4 e Wy > 2, entdo o 6timo ocorre em 1, = g = %.

Comparando os maximos dos diversos casos, levando em consideracdo as condigdes sobre as
avaliagbes dos prémios, temos a estratégia de alocacao d¢tima do jogador A ilustrada na Figura 3.1.

A partir da anélise da Figura 3.1 temos:

1. Se Wi > 2Wy e Wy > 4 entdo o 6timo ocorre em (1!, ¥4, ¥4") = (24,0, 0);

2. Se W1 < 2Ws5 e Wy > 2 entdo o 6timo ocorre em (1/114,1/151,1/1?) = (%, %,O);

3. Se Wy < 2Ws5 e Wy = 2 entao o 6timo ocorre em qualquer ponto que seja uma combinagao

A LA

convexa dos pontos (%, %5-,0) e (mA 2 ‘”A);

20 474
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f w1=w2—1

W= W, =32

Figura 3.1: Estratégia de alocagdo ¢tima do jogador A. As Regides R, Ry e R3 representam os
valores de W1 e Wy para os quais a estratégia de alocagdo 6tima do jogador A é, respectivamente,

igual a (%,%,O), (%,%,%) e (xA,O,O).
4. Se W1 > 2W5 e Wi < 4 entao:

e Se W1 > Wo + 2, entao o 6timo ocorre em (zpf‘,wQA,@bf) = (24,0,0);

e Se Wi < Wa + 2, entdo o 6timo ocorre em (Y, 15!, 14

I
—~
o[ %
~|
~
~—

e Se W1 = Ws + 2, entdo o 6timo ocorre em qualquer ponto que seja uma combinagao
convexa dos pontos (z4,0,0) e (%, o, ﬁ).

5. Se Wy < 2Ws e W < 2 entdo o 6timo ocorre em (i}, 15!, i) = (%, %, %);

6. Se W1 =2Wsy e W1 > 4 entdo o 6timo ocorre em qualquer ponto que seja uma combinagao

convexa dos pontos(%, %,O) e (z4,0,0);

7. Se W1 = 2Wsy e Wi = 4, entao o 6timo ocorre em qualquer ponto que seja uma combinagao

A LA A LA A

convexa dos pontos (%, %5-,0), (%, %, ) e (z4,0,0).
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. : . s ~ . A LA
Assim, na Figura 3.1, os maximos nas regides Ry, Ro e R3 sdo, respectivamente, (L z_ 0),

20 2
A A A ..
(%, o %) e (xA, 0, 0). Para os valores de W7 e W5 que ficam sobre as retas que dividem estas

regides, o maximo é dado por qualquer ponto que seja uma combinagao convexa dos pontos de

maximo das regides adjacentes.

3.5 Exemplos

3.5.1 Funcao de distribuicao céncava

Suponha agora que a funcdo de distribuicao F' é definida da seguinte forma

0, se <0
Fz)=< 2% se 0<z<1
1, se v >1
Admita, primeiramente, o caso em que 0 < A < 1, isto &, F' concava. Se Wy < Wy < 2Whs,
como ja vimos, independente da distribuicio o valor it (z4) = % ¢ a melhor resposta do
jogador A. No caso em que W; > 2Ws, temos que ¥{ (z4) = # > % é a solugao da
(W)ﬁﬂ

Equagao (3.7), sendo portanto a estratégia de equilibrio do jogador A.
3.5.2 Funcao de distribuigao convexa

Se tivermos A > 1, isto é, F' convexa, entdo a condigao (3.6) é

Fz?) (@) 2 S Wwh
F(%y () Wi =Wy’
2
isto ¢, se 2} > W1VK1W2 entdo a solucdo de equilibrio do jogador A é ¢1A =24 Se 2) < WIVK1W2
entdo a solucao de equilibrio do jogador A é wf = %, e se 20 = W1VK1W2 entao a solucao de

equilibrio deste jogador é 1[){‘ = % ou 1/1{‘ = zA.
3.5.3 Funcao de distribuicao Beta

Vamos agora resolver o problema descrito em (3.3), considerando que X™ ~ ((p,q), Vn €

{A, B}. Neste caso, temos que a densidade de X™ ¢ dada por

F(p + q) :Ep—l

P9 = ()

o0
(1—2)71, em que T(a) :/ 2% e % .
0
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Neste caso, temos que a derivada de T(w,bf‘) em relacao a 1[){‘ é dada por

(i)  Tlh+q), oA A1 A 4 pAye-l

(W1 = Wa) (i )P~ (1 — w11,

A

A
D < 0ea alocagdo Gtima é i = o5

Portanto, se W7 = Ws, temos que oA
1

Suponha agora que Wy > Ws. Considerando, inicialmente, o caso da distribui¢do uniforme,

em que p = q = 1, a derivada acima se reduz a

T (¢t
7(1@” = Wy —2W,.
oYy
Portanto, se W1 < 2W,, a estratégia 6tima é @Z)f‘ = %, se Wi > 2W;, a estratégia otima €
Yt = 24 e se Wi = 2Ws, entdo qualquer alocagdo ¢ em [%, z4] é otima.

T (1)
ot

para todo wi“ > %. Logo, a alocacao 6tima é 1/114 =24 Se Wi = 2Ws e 24 = 1, temos que

>0

Vamos agora considerar o caso em que 0 < p=gq # 1. Se W) =2Wy e 24 < 1,

T (¥

ot = 0, logo qualquer alocagdo ' em [%, z4] & 6tima.
A
Consideremos agora que Wy # 2Ws. Temos que a condicdo de primeira ordem, 378“5;/2 ) — 0,
1
é equivalente a solucdo da seguinte equagdo do segundo grau:
(W21 — 1) + ot (22 — 1)t —1) + (241 — 2)t) =0, (3.9)

1

em que t = (WIVKZWZ)E Resolvendo esta equacao, temos

1— (224 — Dt + /(224 — 1)t — 1)2 — 4(1 — t)zA(1 — zA)t

Avs
Wi = 2(1 —t) ’
Wiy = 1— (224 = 1)t — /(224 = 1)t — 1)2 — 4(1 — t)zA(1 — 24)t
e 2(1—¢) '
E facil ver que se 0 < p < 1 o sinal de aggff ) ¢ igual ao sinal da expressao quadratica em (3.9)
1

e contrario se p > 1. Dividiremos nossa andalise em quatro casos:

Caso : 0<p<lel<t<l1

aT (¥ . ] . . A
agj} ) é negativo entre as raizes. Além disso, como temos que % >
1

Neste caso, o sinal de

(W e x < (P 3, segue que T(1h7') ¢ decrescente no intervalo (%,x"‘], implicando

A

que essa fungdo assume seu valor maximo no ponto 1,/1{‘ =5

3Wolframalpha
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OT (1)
P

A Figura 3.2 ilustrar o sinal para o Caso L.

T {v{')
Er
— T T T T e
[‘L..l-l ]*_ 1‘_2“ IA [‘Ll—\]v_
A
Figura 3.2: Ilustragao do sinal de 822%1 ) no Caso L.
1

CasoIl:' p>1lel<t<l1

A
Neste caso, o sinal de 81{;5;6}) é positivos entre as raizes. Além disso, como no Caso I,
1
A . . ~ A
temos que %~ > (1/1{‘)1 exd < (wf‘)i,‘l. o que implica que a fungdo T'({') é crescente no

. A ~ Lo
intervalo [%-, z4]. Portanto, essa funcio assume seu valor maximo no ponto @bf‘ = z4,

A
A Figura 3.3 ilustrar o sinal % para o Caso II.
1

T (v
T

- = - - + T =+ + + + + + - — — —
I

T T T
i A 7 AN
W: % (W)L

v

T (1)
BT

Figura 3.3: Tlustracao do sinal de no Caso II.

Caso III: 0<p<let>1

T (1)
oY

. , .. . L, . A
Neste caso, o sinal de é positivo entre as raizes. Além disso, temos que - > (wf)i e

x4 > ()* .5 o que implica que a funcio T'(¥{') cresce no intervalo [%, (¢¥{")* ]. Portanto

1/114 — (1/114)’1 ¢ 0 ponto de maximo no intervalo [%, z4].

T ()
ot

A Figura 3.4 ilustrar o sinal para o Caso III.

4Wolframalpha
SWolframalpha
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I
e = @i =4
OT (y1)

A no Caso III.

Figura 3.4: Ilustracao do sinal de

CasoIV:p>1let>1

T (1)
ot

temos que % > (Y% e 2 > (i1)*.8 Assim a funcio T(¥{!) é decrescente no intervalo

Neste caso, o sinal de é negativo entre as raizes. Além disso, como no Caso III,

[%, ("% ] e crescente no intervalo [(¢{!)*,z4]. Portanto, T(){') assume valor maximo

A .~ A c . .
em wf‘ = %, se a condigao % < L)A for satisfeita ou em z# caso contrario.
2 F(at)-F(%)
. . . T (i
A Figura 3.5 ilustrar o sinal 85;@,1 ) para o Caso IV.
1
aT {v{')
T
T T T T -
A A
(Wi: & ey 2

AT (¢

aua no Caso IV.

Figura 3.5: Ilustragao do sinal de

3.6 A Anailise do Equilibrio no Caso de Preferéncias Opostas

Em algumas situagdes reais (como, por exemplo, um pais defensor que valoriza a vida de
todos os seus cidadaos de forma igualitaria enquanto que um paifs atacante prefere um determi-
nado grupo étnico ou religioso) os jogadores podem valorizar os prémios de forma distinta, isto
é, a utilidade que um jogador obtém ao ganhar um determinado prémio pode nao ser direta-

mente proporcional & perda que os demais jogadores sofrem. Nesta secao, estudamos o modelo

5Wolframalpha
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apresentado na Secao 3.2, com K = 2 e K = 3 prémios, adotando a hipo6tese de que a ordem de
preferéncia dos prémios é oposta, no sentido de que os jogadores estdo em situacoes de extrema
oposi¢ao quanto as avaliagoes dos prémios, isto é, o prémio que é mais valorizado pelo jogador
A é menos valorizado pelo jogador B e vice-versa. Consideramos aqui que a avaliacdo do prémio
i para o jogador n, n € {A, B}, ¢ W/'. Apresentaremos primeiramente o caso em que K =2 e
em seguida abordamos o caso onde temos K = 3 prémios. Assim como na se¢do anterior, para
o modelo com K = 2 prémios obtemos um equilibrio de subjogo perfeito, e para o modelo com

K = 3 prémios apresentamos, por simplicidade, um equilibrio de Nash em estratégias puras.
3.6.1 O caso K=2

Suponha, sem perda de generalidade, o caso em que o jogador A prefere o primeiro prémio
ao segundo, isto é, WlA > WZA, e o jogador B prefere o segundo prémio ao primeiro, isto é,
W8 > WP, entdo com um argumento similar ao que foi dado na estratégia de alocagio 6tima
do jogador B apresentada na secao anterior, temos que uma estratégia de equilibrio de subjogo

perfeito para o jogador B é dada por:

WP >t vl > udh), se af > 2,
(0,27), se vg < 2P <a? ou 2f =g <y,
B (A (x?), 2P) = ou Y <aB =yt e WP>2wE,

(zP,0), se i <aP <y ou Yff <P =uid e WP <2WP,

[ (7 07), se a¥ <min(y!,v3).
Problema de otimizagao do jogador A

Sabendo da estratégia de alocacio 6tima do jogador B, isto ¢, B (A (z4), 25), o jogador A
deve determinar a estratégia de alocagdo 6tima A (z4), de tal forma a maximizar a sua utilidade

esperada. Para isso, observando que como F ¢ continua o evento X P € {z4 o (24), ¢35 (z4)}

tem probabilidade nula, o jogador A tem o seguinte problema de maximizagdo a solucionar:

max Ua(A @), 2" (4w, X7), (3.10)
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em que,

Ua(p(a), 9P (A (@), XP) = (Wi + W5 Pr(XP < min(yi, v3))
+ WiPr(y < XP <3
+ WitPr(yg < XP <z,
A fim de determinar a estratégia de alocagdo 6tima do jogador A consideremos os dois casos a
seguir:
Caso I: ¢ft > 3t
Neste caso, temos que o min ({',95') = ¥4'. Logo, Ua(pA(z?), B (A (z4), XB)) ¢
dada por:
W3 F(3) + WF ().

-, .. . L A
Note que esta funcao é maximizada quando wQA for maximo, isto é, quando 1/154 = %-. Note
que como este ponto de 6timo pertence também a regido do Caso II, para encontrar o

méximo global, sem perda de generalidade, basta considerar o Caso II.

Caso II: ¢t < ¢4
Neste caso, temos que o min (i, 5) = 1, logo Ua(p?(z4), B (A (24), XB)) ¢ dada
por:

WF (i) + (W' = WiHYF(vg) + Wi F (™),

Substituindo 15t = x4 — !, em Ug(pA(2?), wB(pA(24), XP)), temos que o problema
de maximizagao (3.10) se reduz a

max T(y7') (3.11)

em que,

T(pi) = WHF W) + (W5 = WHF(a? — i) + WF ().

Note que o termo W{ F(z?) é uma constante, logo T'(¥{') é maximizada quando os termos

WAF () e (Wit — W) F(z4 — {!) forem maximos. No entanto, como Wit — W < 0,
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temos que o termo (Wit — W) F (x4 — ) ¢ maximo quando ¢ for méximo, isto ¢,

A A . .
Pt = - Mas o valor de ¥{! = £~ ¢ também o que maximiza o termo W/ F(1{'). Assim,

A

temos que a func¢do T(14!) é maximizada quando ¥{ = 13! = .

Nesta versdao do jogo, temos que se os jogadores estdo em extrema oposi¢do com relacao
as avaliacOes dos prémios, entdo a estratégia de equilibrio do jogador A é dividir seus recursos
igualmente entre os prémios, independente da distribuicao de probabilidade F' que descreve sua

incerteza sobre os recursos do oponente.
3.6.2 O caso K=3

Consideramos, nesta subsegdo, jogos que envolvem trés prémios. Tratamos, inicialmente,
a classe de jogos em que o jogador A avalia os prémios da forma WlA > WQA > W§4 e, por
outro lado, o jogador B avalia da forma W > WP > WE. A fim de estabelecer a estratégia
de alocacao 6tima do jogador B, dividimos nossa anélise em duas etapas, isto é, consideramos
primeiramente que W3B > WP+ WP e, em seguida, que W3B < WE+WZ£. Em ambos as etapas,

assumiremos apenas o caso em que F' é concava.
Considerando o caso em que W > WP + WP

Como o jogador B move-se apos observar a alocagao feita por A, e pelo fato do desse jogador
considerar W < WP < WP e WP > WP + WP, uma estratégia de equilibrio de Nash do

jogador B é dada por:

(WF >yt 08 > v pf > ), se 2P > 2,
(0,0,27), se ¥4 < 2B < min(yt 4+ ¥4, v + ¥4,
(0,98 > 9g', 93 > ¢3), se g’ + 3 < 2P <2t

(Wf >y, 0,08 > vg), se ot + g < 2P < g + 44,
(W > o', 95 > 3,0), se vy + it < 2P < g,
(0,27,0), se 5 < 2" < min(yg', i + 43,

(%,0,0), se 9i* < 2% < min(¢3, ¢4,

(WP, 08, 9F), se 28 < min(yi, 3,14, ou 2P €8,
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em que 8 = {z4, i, v, g o + g of + vf g + g

Note, na estratégia do jogador B descrita acima, que como a funcao F' é continua o evento
XB e {aA, g gt it 4 gt bt 4 gt bt + 4} tem probabilidade nula. Portanto, neste
caso, como estamos considerando o conceito de equilibrio de Nash, nao importa como o jogador
B aloca os seus recursos, pois isso nao influenciard na sua utilidade esperada. Por esse fato,
dividir igualmente seus recursos entre os trés prémios é uma estratégia de equilibrio de Nash
para esse jogador.

A ideia que existe por tras da notacdo matemaética empregada na estratégia de alocagao de
equilibrio de Nash do jogador B é a seguinte: se esse jogador possuir recursos para ganhar os trés
prémios, entdo ele investe um pouco mais do que a quantia investida pelo jogador A para cada
um dos trés prémios. Se o jogador B tem recursos apenas para ganhar o prémio mais valioso,
entdo uma estratégia de equilibrio é alocar todo o seu recurso para este prémio. Se o jogador B
tem recursos para ganhar apenas os dois prémios mais valiosos (ou apenas os dois menos valiosos)
entao ele divide os seus recursos de forma a ganhar esses dois prémios. Se o jogador B possuir
recursos apenas para ganhar o prémio intermedidrio (ou o menos valioso) entdo ele aloca tudo
neste prémio. E se este jogador ndo possuir recursos suficientes para ganhar qualquer um dos
prémios, entdo nao importa a forma como este distribua os seu recursos sobre os prémios, pois
isso ndo influenciard sua utilidade esperada pelo fato dele nunca conseguir ganhar nenhum dos

prémios.
Problema de otimizagao do jogador A

Suponha que o jogador A recebe um orcamento privado igual a X4 = 24 para alocar. O
problema do jogador A é, sabendo da estratégia de melhor resposta do jogador B, determinar a
estratégia de alocacdo 6tima 4™, de tal forma a maximizar a sua utilidade esperada. Assim, o

jogador A tem o seguinte problema de maximizagdo a solucionar

max Ua(A @), 2" 4w, X7), (3.12)
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em que,
Ua(p? (@), P (9% (), X))
= (Wi + W3+ Wi Pr(XP < min(ef', 93, ¢4))
+ (Wi + Wi Pr(vg < XP < min(yf + 5, 95" +¢3)
+ WPPr( 4+ ¢4 < XB < 2) + WAPr(oft + ¢ < X8 < st + 3
+ W Pr(yf + 03t < XP <pgh) + (W5 + Wi Pr(gf < XP < min(yg,¢5))
+ (Wi + Wi Pr(gs < XP < min(y3', 1 +43)).

A fim de determinar a estratégia de alocacdo 6tima do jogador A, consideramos os seguintes

CasSo0s:
Caso It ¢! < ¢3! e 9! + 9! < gl
Caso IL: ¢ < 3" < gt <ot + g,
Caso IIL: 5! < it e ! + 9! < gl
Caso IV: ¢3! <ot < gt <ot 493t
Caso V: it < st < o3,
Caso VI: ¢§4 < 1/)14 < ¢2A.
Caso VII: ¢4 < s < i,
Caso VIII: ¢3' < 4t < o

A A A

Como pode-se ver no Apéndice A.2, o ponto (wf,wf,wg‘) = (%, N %) ¢ maximo nos

Casos 11, IV, V, VI, VII e VIIL, enquanto nos Casos I e III, o ponto de 6timo & (¥{', 94,4 =
(%, %, %) Como 0 nosso objetivo é encontrar a estratégia de alocacao orcamentaria 6tima do
jogador A, temos que comparar o resultado da funcio objetivo Ua (A (z4), % B™ (pA(z?), X B))

nesses dois pontos. Para tal, considere o lema a seguir:

Lema 3.6.1. Se uma funcdo de distribuicio F é concava e se x4 > 0 entdo F (%) +F (%) >

P()r (%),
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ES

Demonstra¢ao. Considere a equagao da reta que liga os pontos (%, F (%)) e (%, F (%)),

isto é,

e a equacao da reta que passa pelos pontos (%, F (%)) e (%, F (%)), ou seja,

[r()r (@) 5)

ro Y= - 3

. A :
Pelo fato de F ser concava e como z > 0, temos que a imagem do ponto x = %~ por meio da

reta r1 € menor que a imagem obtida usando a reta ry. Assim, decorre que

2[F (%) -7 (5)] () R <$A> 2 F(5) - F(5)] (%) Y F (“;) , (3.13)

x4 4 x4

e, simplificando a desigualdade (3.13), obtemos que

224 x4 x4 324
F{— Fl|— F{— F{—
o que finaliza a demonstracao. O

Teorema 3.6.1. A estratégia de alocacio or¢amentdria de equilibrio para o jogador A é A" =
A A A
Wi w0 = (5,5, 5).

Demonstragio. Os retornos da funcio objetivo Ua(pA(z4), ¥ B" (A (2?), XB)) avaliada nos

A A A

A A A ~ .
pontos <%, 5 %) e (%,%,%) sdo, respectivamente,

Apy A Ap (24 A Th
WitF(x%) + W' F 3 + W3 F EWE

WAF () + Wi [F ("”j) +F (335:‘) - F <'7”2A>] + WitF <’“;> .

Pelo Lema 3.6.1 decorre que:

P () e () () o6
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assim, somando F' (%) a ambos os membros da desigualdade (3.14), temos

() o (5) r(5) o () (D) r ()

Multiplicando ambos os termos da desigualdade (3.15) por W3 e usando o fato de Wit > Wi,

isto &, W2A [F (%) - F (%)] > Wg“ [F (%) - F (%)] obtemos a seguinte desigualdade:

e () () () () )+ (3]
ot (35wt (5) st () 0 (57) (5 e (5

Assim, somando o termo W{*F(z%) a ambos os membros da desigualdade (3.16) obtemos o

resultado desejado. O
Considerando o caso em que W < WP + WP

Usando o fato de que o jogador B tem a preferéncia Wf > WQB > WlB, entao se WgB <
WL + WP podemos usar um argumento similar ao que usamos no caso em que W > W2 +Wwg
para montar a estratégia de alocacdo 6tima do jogador B. Assim, temos que uma estratégia de
equilibrio do jogador B é dada por:

(W7 > o 0 > v, 08 > 0), se 2P > ot

A : A A A A A A
(0,0,27), se w5 <2 <min(yi! + 3, o + 95, v3 +v5),
(W1 > 90 > 0,0), se v + 93 <o <min(ef + 1y 93 + ),
. (0,95 > v3', 0F > g, se 3 + 5 <a® <ot
v ij(xA)’xB) N B A B A A A B A A
(V17 > 91, 0,95 >9¥5), se ¥ + 95 <a” <y + 95,

(0,27,0), se 3" < &P < min(yg, vt + 3)),

(7,0,0), se ' < 2P < min(yg', v3),

(W7, 45, 03), se 2P < min(yf!, 3, 94), ou 2P €5,
em que S = {z4, w1, i i Pt gt Pt g st 4. Note, na estratégia do jogador B, que

como F' é continua, entdo com um argumento idéntico ao aplicado na estratégia desse jogador no
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caso onde WSB > WIB —|—W2B temos que o evento X B € {:L‘A, wf‘, 1[15‘, 1[)534, 1[){‘ +@ZJ2A, ¢1A —1—1/)?, 1/}5‘ +
{1 tem probabilidade nula.

Problema de otimizacao do jogador A

Suponha que o jogador A recebe um orcamento privado igual a X4 = 24 para alocar. O
problema do jogador A é, sabendo da estratégia de melhor resposta do jogador B, determinar a
estratégia de alocacao 6tima 1,bA*(:BA), de tal forma a maximizar a sua utilidade esperada. Para

isso, o jogador A tem o seguinte problema de maximizagdo a solucionar
max Ua(p™ (@), 9P (94 ("), X 7)) (3.17)
em que,

Ua(@p? (), 2" (9% (), X 7))
= (Wi + W5t + Wi Pr(X”® < min(yf, ¢3', ¢3)))
+ (Wi + Wi Pr(vg < XP < min(yf + o', o + 93, 45" +93)))
+ WitPr(ef + 48t < XP <min(gg' + v, 01 +95))
+ (Wi + Wi Pr(ys < XP < min(y3', ¢ +43))
+ (W' + W3 Pr(pi < XP < min(g3', 43))
+ WAPr(Wg 4+ ¢4 < X8 <2y + Wit Pr(yd + 95t < XB < s +y3h).

A fim de determinar a estratégia de alocacgao 6tima do jogador A, consideramos os seguintes

CasSos:
Caso I : ¢! <93 e i + 43! <ol
Caso II: ¢ < 3" < gt <ot + g,
Caso IIL: 5 < it e ot + 3! < gl
Caso VI: 5t < it < i < Pt 4 s

Caso V: ¢f' <4yl < gl
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Caso VI: ¢4 < it < ohg.
Caso VII: 4t < st < it
Caso VIII: 3t < 3!t < ot

Como pode-se ver no Apéndice A.3, o ponto (Y, ¥4, 14" ( T g g ) é maximo nos Ca-
sos I1, IV, V, VI, VII e VIII, enquanto no Caso I, o ponto de 6timo é (Lbl ,LZJ2 ,1/)3 ) = ( 4A, ”34A, I;)

(xA A A

e no Caso III 0 maximo é limitado por (¢, 4, ¥4 = T g g ) Como o nosso objetivo

é encontrar a estratégia de alocacao orcamentaria 6tima do jogador A, temos que comparar
o resultado da funcdo objetivo U (b2 (z4), B (pA(2?), XP)) nesses dois pontos. Para tal,

considere o teorema a seguir:

Teorema 3.6.2. A estratégia de alocacio orcamentdria de equilibrio para o jogador A é A" =
A* A* A* A A A
(wl 7¢2 » V3 ): (%7%7%)

Demonstracdo. Os retornos da funcao objetivo Uy (92 (z?), pB" (1pA(x4), XPB)) avaliada nos

A A A A A A - .
pontos (%, R %) e (%,%,%) sdo, respectivamente,

A A A 224 A x4
WIF(Q? )+W2F T +W3F ? s

A A A
WAF (24) + Wi F (Z) +WAF (32 ) WAF <3"Z ) +WAF ("Z) .

Note que como F ¢ crescente, entdo o termo —W{F (3x ) +W{F ( ) < 0. Portanto, decorre

a seguinte desigualdade

A A A
3 3
WAF(2?) + Wi F (i) +WAR (Z) WAFR ( Z > +WAF (”;)

A A A (! ap (3!

Usando o Lema 3.6.1 e o fato de que WQA > WgA, temos que

i (e () - (7)) =i ((55) -+ (%)
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Portanto, temos que

Agy, A A ! A 324
2 A A
< WAF(zA) + WLF (é) +WAF <””3> .
Logo, o ponto (%, % %) é a estratégia o0tima para o jogador A neste caso. O

3.7 Um Caso Intermediario K =3

Nesta secao estudamos um caso em que o prémio mais valorizado pelo jogador B tem va-
lorizagao intermediédria por parte do jogador A, isto é, considere que o jogador A continua a
avaliar os prémios da forma WIA > W2A > W§4 e que o jogador B avalia os prémios da forma
WQB > W33 > WlB com WQB > WlB + WgB . Aqui, por simplificagdo, assumimos que os re-
cursos de ambos os jogadores sdo gerados de uma distribui¢ao uniforme, isto é, supomos que
X" ~U(0,1],vn € {A, B}.

Com uma ideia anéloga ao que foi feito nas outras versdes do jogo Blotto sequencial, uma

estratégia de alocacao 6tima para o jogador B neste jogo é dada por

((f > it 8 > it B > f), se 2P > 2,

(0,25,0), se ¢35 < 2P < min(y + va', 3 + ¢4,
0,98 > it w8 > i), se wg + 9 < 2P <24,

e Wf > eih v >5,0), se 9f + g <af <o+,
P (A (2?),2P) =
WP > 0,08 >y, se yit + gt < 2B <y,

(0,0,27), se g <P <min(ys',vit +v3),

(25,0,0), se i < 2P < min(pg, ¥4,

W7 47 05) se o <min(yf 93 95) ou 2P €8,
em que S = {z4, 1, g gt it + st bt + st gt 4+ ). Note, na estratégia do jogador

B, que como F é continua, o evento XZ € {x4 ¢t st o ot + gt it + gt bt +1p} tem
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probabilidade nula, entao neste caso ndo importa como o jogador B aloca os seus recursos, pois

nao influenciara sua utilidade esperada.
Problema de otimizacao do jogador A

Suponha que o jogador A recebe um orcamento privado igual a X4 = 24 para alocar. O
problema do jogador A é, sabendo da estratégia de melhor resposta do jogador B, determinar a
estratégia de alocagdo 6tima A" de forma a maximizar a sua utilidade esperada. Para isso, o

jogador A tem o seguinte problema de maximizac¢ao a solucionar

max Ua(pA (), 9B (pA(a?), XB)), (3.19)

em que,
Ua(p? (), 2" (2 (2), X))
= (Wi + W5t + Wi Pr(X” < min(yf, ¢3', ¢3))
+ (Wi + W Pr(vs' < XP < min(yf + 45,95 + 43))
+ WAPr( 4+ i < X8 <2y + WPr(w + ¢35t < XB <yt + 44
+ W' Pr(pf + ¢35 < XP <) + (Wi + W3 Pr(yg' < XP < min(yg', 91" +¢3))

+ (W3 + Wi Pr(yvit < XP < min(y',94")).

A fim de determinar a estratégia de alocagdo 6tima do jogador A, consideramos os seguintes
casos. Os detalhes dos calculos dos pontos de méximo em cada caso estdo no Apéndice A.4:

. A A A
Caso I: ! <3 < 94" Neste caso, o 6timo ocorre no ponto (1!, 93, 14') = (5%, 5)-

Caso II: wf,f‘ < @ng‘ < 1[){‘. Neste caso,

. A A
e se Wil > 4W4 o 6timo ocorre em (1!, ¥4, 4!) = (%, %5, 0);

. A A A
e se Wil < 4W4' o 6timo ocorre no ponto (1!, ¥4, 4" = (5%, 5);

A A

e se WQA = 4W34 entao o 6timo ocorre em qualquer ponto tal que 1&{‘ = wg‘ € [%, =]

Caso IIL: ¢4 < ¢ff < ¢4. Neste caso, o 6timo ocorre no ponto (il 13!, v4) =

A A A
(5,5, %)



3.7. UM CASO INTERMEDIARIO K = 3 65

Caso IV: o5t < 958 < !, Neste caso, o 6timo ocorre no ponto (5!, 13, v4) =

A A
(5 5, %)

hS

Caso V: it < il e it + 94! < sl Neste caso, o 6timo ocorre no ponto (1!, 14!, 4l) =

A A A
%)

Caso VI: it < < gt < it + 14!, Neste caso,

. A A A
e se Wit > Wit o maximo ocorre em (1!, g, 4!) = (55, %);

. A A
e se Wit = Wi 0 maximo ocorre em qualquer ponto 9t = 14! € % 5

Caso VII: ¢4 < it < epgt < 44! Neste caso, o 6timo ocorre no ponto (it, 14!, i) =

A A A
(0 5 )

Caso VIII: ¢4 < ot < st <ot + 44!, Neste caso,

. A A A
e se W5 > Wit o maximo ocorre em ({1, 4!, 94') = (5%, 5);

. A A
® se WQA = W?;A 0 maximo ocorre em qualquer ponto wlA = ¢§4 €[5, %]

Para encontrar a estratégia de equilibrio do jogador A, precisamos calcular o valor da
Ua(pA(z?), B (pA(2?), XB)) nos 3 pontos de méximo encontrados nos subcasos acima:
(%, %, %), (%, %,0) e (%, %, %). O resultado desta comparacdo encontra-se no Te-
orema 3.7.1.

Teorema 3.7.1. A estratégia de alocagio dtima do jogador A é dada por pA™ (z4) = (%, %, %)

. . A A .
se WQA > Vng4 e se WQA = W:{‘ entdo qualquer ponto que satisfaca wfl* = f* € [, 5] serd
dtimo.

Demonstracdgo. Suponha, primeiramente, que WQA > Wg“. Como foi descrito acima, temos que

comparar os valores da utilidade do jogador A aplicada nos pontos (””A z4 ﬁ), <ﬁ et O) e

33773 2720
IEA xA £EA
<T’ ER T)'
Entdo temos que Uz (A (z4), B (1A (2?), X B)) calculada nos pontos (%, %, ﬁ)7
<%, %ﬂ) e (%,%,%) sa0, respectivamente
Witzd 2wtz
3 3

WleA +
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A A WzA x4

Wia® +

Wiad Wizt
2 2

WlA:J:A +

A LA A

Claramente, o jogador A possui uma utilidade maior pelo ponto (%, 5, %) que pelo ponto
A LA
(% %,0), pois W‘Tx > 0.

Além disso, se Wit > W{‘, note que o jogador A possui uma utilidade maior pelo ponto

A A A A A A . AgpA ApA
(%, - %) que pelo ponto (%, &, %), pois W26x > W36x . Por outro lado, se WQA = Wg“,
. A pA .
conforme descrito no Caso VI, qualquer ponto tal que wf = 1/)34 € [%, %] é otimo. O

3.8 Conclusoes

Neste capitulo propusemos um modelo de jogo Blotto sequencial com informagao imperfeita
para K = 2 e K = 3 campos de batalhas. Consideramos tanto a classe de jogos com soma
constante quanto a classe de jogos em que os jogadores possuem preferéncias opostas com relacao
a valorizagao dos prémios. Adicionalmente também apresentamos um caso (para K = 3 prémios)
intermediério deste jogo, no sentido de que o prémio que é mais valorizado pelo jogador B pode
ter valorizagdo intermediaria por parte do jogador A. No jogo de soma constante para K = 2
prémios, obtivemos um equilibrio de subjogo perfeito considerando que os recursos podem ser
obtidos tanto de fungoes de distribui¢oes concavas ou convexas. No jogo de soma constante para
K = 3 e no caso intermediario fizemos, por simplificacdo, uma particularizacao sobre a funcao
de distribuicao, isto €, assumimos que os recursos sdo derivados de uma funcido de distribuicdo
uniforme e obtivemos um equilibrio de Nash em estratégias puras. Para o caso em que a ordem
de preferéncias é oposta, consideramos qualquer fun¢ao de distribuicdo céncava e obtivemos um
equilibrio de subjogo perfeito para o caso K = 2 e um equilibrio de Nash em estratégias puras
para o caso K = 3.

Na Tabela 3.1 apresentaremos a estratégia de alocacéo de equilibrio do jogador A para todos
os casos analisados acima. A primeira coluna desta tabela é referente ao ntimero de prémios

dos tipos de jogo apresentados. A segunda coluna refere-se a suposicdo sobre a fun¢do que os
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recursos seguem. A terceira coluna refere-se as restricoes impostas sobre os prémios. Por fim,
na ultima coluna consta a estratégia de alocagdo 6tima do jogador A.
Conforme pode ser visto, ao aumentarmos o ntmero de prémios em disputa, a complexidade

algébrica para encontrar a estratégia 6tima de alocac¢ao do jogador A cresce de forma substancial.

Tabela 3.1: Estratégia de Alocacdo Otima para o Jogador A

K F Restricoes sobre W;’s AT (z4)
2 | Convexa Wy > Ws (z4,0)
Wi > F(xA)
W2 = Ft)-F(3)
2 | Convexa Wy > Wy (%a %)
Wi F(z?)
W2 = Pah)-F(5) L
2 | Concava Wy < W7 < 2W5 (%, %)
2 | Concava Wy > 2Ws (z*,0)
F' (a4 —¢) W
Faf 6)6 > Wlf’WQ, Ve >0
2 | Concava, W1 > 2W, Solucao da equacgao
Fl(at—e) W, Fud) _ w
Je > 0 tal que Faf(e - < W1—2VVQ F’(xA—lw}L‘) _AW1—2VV2
Céncava Wit > Wot e B < QP (%5, %)
U(Ovl] 1§W2§27 (%7%7%)
Wo4+2>W1 >2Wo+1eWs=1
3 U(Oa 1] W2 > 27 (%7%30)
2W22W12W2+1€W3:1
3| U(,1] Wo+2 < Wy, Wo > 1, (x4,0,0)
W122W2,GW3:1
3 | Concava Wit > Wot > WA, (%, %, %)
WE>WE>wWEewWp >wWB+WE
3 | Concava Wit > Wt > WA, (%, %7 %)
WE>WE>WPeWE < WP +WE
3 U(Ov 1] WlA > WQA > W3A7 W2A > W37 (%7 %7 %)
WP >WE>wPewp >wE+wh
3 | U(0,1] Wit > Wet > WsA, WQA = Wg“ Qualquer ponto que
WE > WP >WP e WP > WP+ WP | satisfaca of!" = ¢4 =[5, 2]




cAPiTULO 4

Um Jogo Blotto Sequencial com Informacdo Imperfeita Reformulado

“Ou qual é o rei que, indo entrar
em guerra contra outro rei, nao
se senta primeiro a consultar se
com dez mil pode sair ao
encontro do que vem contra ele
com vinte mil?”

Lucas 14:31

4.1 Introducao

Como destacamos na Secao 2.6, uma suposicdo que sempre é levada em consideracdo, em
jogos Coronel Blotto, é a de que o jogador que mais investe recursos em um particular prémio
sempre ganha esse prémio com probabilidade 1. No entanto, em alguns problemas, que analisam
a interacdo estratégica entre um defensor e um atacante (ver por exemplo, Levitin & Hausken
(2010) e Lins et al. (2013)), adota-se que a probabilidade de uma defesa (ou ataque) de um
determinado prémio ser bem sucedida é proporcional aos investimentos relativos destinado por
o atacante e o defensor para esse particular prémio.

Usando uma ideia similar a adotada por esses autores, propomos neste capitulo um jogo
Blotto sequencial com informacio imperfeita reformulado, em que esta reformulacao refere-se a
nao supor que o jogador que mais investir recurso em um particular prémio sempre o ganharé,

isto é, enfraquecemos esta hipotese e adotamos o critério de que o jogador que investir mais

68
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recurso em um determinado prémio possui apenas maior probabilidade de ganhar o prémio.
Apresentamos, nas se¢oes seguintes, o modelo do jogo proposto e um equilibrio de Nash em
estratégias puras para o jogo. Um fato que merece destaque, e que pode ser notado abaixo, é
que mesmo que esta reformulagdo que propomos seja totalmente distinta da formulagao feita por
Adamo & Matros (2009), ainda assim a solugao desta reformulacao do jogo Blotto coincide com

a solucao do jogo proposto por tais autores.
4.2 O Modelo

Assumiremos a existéncia de dois jogadores, jogador A e jogador B, disputando K = 2
prémios, que podem ter valores distintos, mas cada um dos jogadores avalia o prémio ¢ por
W; > 0 e também assumimos, sem perda de generalidade, que W1 > Ws. O desenrolar do jogo é
o mesmo do jogo Blotto sequencial com informagao imperfeita descrito no capitulo anterior, ou
seja, um dos jogadores se move primeiro com informacao imperfeita sobre os recursos disponiveis
ao adversirio, que se move posteriormente observando qual a alocacdo escolhida pelo primeiro
jogador. Assume-se que os recursos disponiveis ao segundo jogador sdo gerados a partir de
uma funcao de distribuigao acumulada F' absolutamente continua, com suporte em (0, 1]. Mais

detalhadamente, temos:

(i) Apos observar o seu recurso disponivel 24, o jogador A comeca o jogo escolhendo uma

estratégia de alocagdo do seu recurso entre os prémios disponiveis;

(ii) Apos observar a estratégia de alocac¢do adotada pelo jogador A e o seu recurso disponivel

zB, 0 jogador B decide como ira distribuir os seus recursos.

4.3 Estratégias
Uma estratégia do jogador A é uma funcao
P = (0,95 £ (0,1 — [0,1)?

tal que i (z?) + s (z4) = 24, em que 22 é o recurso disponivel para o jogador A e 1 (z4)

¢ o recurso alocado pelo jogador A no prémio i quando possui recurso igual a 4. Deste modo,
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estamos assumindo que o jogador A sempre aloca todos os recursos disponiveis entre os prémios,
nao possuindo qualquer utilidade para uma possivel sobra de recursos.

Uma estratégia do jogador B é uma fungao
2
PP = (W, ¢F) D x (0,1] — (0,1, tal que > (A (x?),2”) =",
i=1

em que D = {(z1,72) € [0,1]% : 2321 x; < 1}, que determina a alocagao or¢amentéaria para
cada possivel realizacdo 22, do jogador B, e alocacdo orcamentaria ¥4 do jogador A. Também
assume-se que o jogador B sempre aloca todos os recursos disponiveis entre os prémios, nao

possuindo qualquer utilidade para uma possivel sobra de recursos.

Conforme mencionamos na Sec¢do 4.1, assumiremos agora que se o jogador A alocar wZA(xA)
no prémio i e o jogador B alocar 1P (1A (z4), (2P)), entdo a probabilidade do jogador A ganhar
o prémio 7 (ideia analoga vale para a probabilidade do jogador B ganhar o prémio) é dada por:

Vi (=)
Uit (a) + P (pA (), 2B)

ou seja, a probabilidade de ganhar um prémio é igual & proporcao de recursos alocados para este

prémio pelo jogador em relacao ao total de recursos alocados para o prémio por ambos jogadores.
Se nenhum jogador alocar recursos em um dado prémio, eles terdo chances iguais de ganhar o

prémio.
4.4 A Analise do Equilibrio

Primeiro, observe que se 1/1;4(36‘4) = 0 para algum prémio ¢, entao o jogador B ir4 obter uma
utilidade maior tanto menor quanto seja o recurso que ele alocar em ¢, desde que seja positivo.
Assim, nao existird uma melhor resposta para o jogador B e ndo havera equilibrios neste caso. A
intuigdo para que ndo exista equilibrio caso o jogador A aloque zero em um determinado prémio
vai de encontro com a idia proposta no trabalho de Lins et al. (2013), pois pensando que o
jogador A seja o defensor e o jogador B o atacante, entdo o defensor se sentird muito inseguro

em nao alocar recursos em um particular prémio, pois esse premio terd muita vulnerabilidade.

Por outro lado, como o atacante consegue ver que o jogador A ndo alocou nada para esse prémio,
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entao ele sabe que qualquer alocacao positiva que adotar ele ganhard o prémio com probabilidade
1.

Portanto, de agora em diante, vamos apenas tratar o caso em que zZJZA(:BA) # (0. No que se
segue, simplificaremos um pouco a notagdo e utilizaremos wZA para denotar wf‘(:cA), wZB para
denotar P (1A (z4), 2P) e B (2B) para denotar 9B (ypA(24), 2P).

Temos que as utilidades esperadas para o perfil de estratégias (Y2 (z?), B (A (z4),25))

dos jogadores A e B sdo, respectivamente, dadas por:

Ut 9P ). X)) = [ 1 w (wf’:w) W (@)] PP

e

e ey o () o ()
Uy v+ 3

Dado uma estratégia do jogador A, sz(acA), como estamos considerando apenas o caso em
que ¥ > 0,4 € {1,2} e como P + & = 2P temos que a estratégia de alocagio otima do

jogador B pode ser encontrada da seguinte forma:

Us(AE) YP6) _ (wlB uf = P )
007 (WF + 02

T ((—1)(»”63 — PP +43') — (2 —%B)(—l))
(28 = 9f +3)? ’
isto €,
e BT -]
oy (W7 +9{)? (@8 = f +1g)?
E facil ver que PUp (1”3((;2))?3(5‘33) ) < 0. Assim, temos que o maximo global, sem considerar-
1

mos a restricao de que 0 < 1/113 < 2B & obtido por meio da equacio

() (=) -
(VB + )2 (zB — B 4 il)2 ’

isto é, quando

1
Wit 2
(@8 +vg) (k)" — vt

Wit %
1+ (WW?)

up =k =
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Assim, para wZA # 0, a estratégia de alocacao 6tima do jogador B é dada por

(0,$B), se k<0,
PP (A a?),aP) = { (k2" k), se 0<k<a®,
(zB,0), se k>aPB.
Note que a utilidade do jogador A depende da estratégia do jogador B. Portanto, para avaliar
a melhor resposta jogador A a estratégia B (1A (x4), 2P), precisamos avaliar para que valores
de 2B teremos os casos k < 0,0<k < 2B e k > 2B, Para tanto, pode-se facilmente verificar

que:

e Se zB <y, em que y; = (%)%(mf‘z/}f‘ — (1/}14)2)% — 24 +f', entdo temos que k < 0;

(S

o Se zB > yy, em que yy = (%) (zApf — (1,&{‘)2)% — 1}, entdo temos que k < 27,

AW -
Se it < s entao y1 < 0 < ya;

A .
Se it > Vlgﬁﬁ‘—/l[jllfgv entao yo < 0 < yi; e

A AW 5
Se i = V$1+v11/27 entdo y; = y2 = 0.

Usando o fato de Wy > Wy prova-se, facilmente, que y; < 1. Assim, para montarmos a funcao
utilidade do jogador A, temos que nos restringir somente aos casos em que y; < 0 < yo < 1,
y1 <0eys>1eocasoem que yp <0<y < 1.

Portanto, a melhor resposta do jogador A é a que maximiza a seguinte expressao:

1 A
@A) @A X)) = [0 e <¢2)1F’<x3>dx3

min(0,y1) ¢é4 + 2B

() e S
+ 1 + W | ——%— ) dx
max(y1,y2) 1/114 +k 1/}5\ + 2B —k

max(0,min(1,y2)) - w{l W F, 5 p 5
+ /0 [ 1<¢fl+$3>+ o) F (%) dx

A depender da distribuicao F, o méximo de UA(1/JA(xA),¢B*(¢A(xA),XB)) s6 pode ser

encontrado numericamente. Para prosseguirmos com a solugdo analitica, iremos supor agora que
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F ¢ a distribui¢do de uma variavel aleatoria uniforme no intervalo (0, 1]. Pode-se agora resolver
cada uma das integrais que aparecem na expressao de Uy.

Assim, temos que a primeira integral é dada por:

Y1 A ,
L e (g ) = Wi i)
min(VY,y1 2
v+ >

Tzz)éq + min(0> yl)

+ Ways'ln (

Para resolver a segunda integral, deve-se levar em conta que k depende de zZ. Dessa forma,

separando este caso em duas integrais, temos que a primeira parte da integral é dada por:

max(1,y2) A 1 1
[ Wl( Vi )d:ch<<W1W2>z<xw—<wf>2>z+W1wf‘>1n<

x4 + max(1, ) >
max(y1,y2) i+ k

x4 + max(y1,y2)

Por outro lado, a segunda parte da segunda integral ¢ dada por:

max(1,y2) A 1 1
Lo () 4 = (bt - )}

A B
max(y1,y2) Yy +a® —

A+ max(1,ys2) >

A A
+ Wa(z” —47))ln <$A + max(y1, y2)

Por fim, a terceira integral é dada por:

max(0,min(1,y2)) wA ,
/ (W1 <1 ) + Wh|F (J:B)da:B = Ws(max(0, min(1,ys2)))
0

wlA + B
Pi + max(o,minu,yz)))
it '

+ Widln (

Assim, a utilidade esperada do jogador A é dada por

Ua(yp?(a?), " (p(2?), XP)) =

= Wi(y1 — min(0,y1)) + Wa(z — )n (

=it + >
a4 — it + min(0, 1)

4 + max(1, )
x4 + max(yi, yz))
P+ max(O,min(l,m)))

Yy '

LR @A — (1)) W+ W — o)l (

+  Wa(max(0, min(1,y2))) + Wigilln (
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No teorema a seguir usaremos a notagao U4 para abreviar a funcao utilidade do jogador A,

isto &, Ua(ep(a), 7" (p* (x), X P)).

Teorema 4.4.1. O ponto " = (", va™) = ( 2 Wy 2t W ) € ponto critico da fungao Ug.

Wi+Wa? Wi+Wo

Demonstracdo. A fim de demonstrar esse teorema, considere a expressao da utilidade & esquerda

. A . . .
e & direita de wlA* = Mgﬁlmy isto é, UX é obtida considerando wfﬁ = wlA* +e€1, em que €1 > 0, ao
invés de wfl e U, é obtida considerando wf‘_ = 1,/1{‘* — €9, em que €2 > 0, ao invés de wf‘. Assim,
tilizando os fat <0< do Y& < A <0< do & > A~
utilizando os fatos que 1 y2 quando i 1, que y2 y1 quando i i eque
. - . A At A%
as funcoes y; e y2 s@o continuas em 77", temos que 0 < y; < leys < 0 para ¥; =17 +€

ey; <0el <y <1 para 1/1{1_ = f‘* — €2. Portanto, temos que as equagoes da utilidade a

direita e & esquerda sao, respectivamente, dadas por

Wy 1 1
UL = MGl - @ ))E a4l
(W2)3 (™ — (vt h)?)3
+ Wa(a® — f*)m( g;Al_wfﬁ 1
+ RMWR)E At — @)+ gt
A
W A A+ 1 X +1 :
r e )]n<<%§>%<xw+—< R
€
Uy = MW2)zatef — (v )?)E + Wiwf
A
P A AT 1 zt+1 : )
At )]n<xA+%)2(mAwf‘—( 1R it

Wl At — (7)) — ]

Wa
WiNs (2AYAT — (A 7)2)3
) (Wwf-)m((%” @0; — @) )
1

: . . . + - . :
As derivadas das utilidades acima com respeito a 1/1{‘ e wf sdo, respectivamente, dadas por
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Uiy, (EREEA 2D Y et Gk
opitt 2 wa — (ph)2)s 201" (@A™ — (pf7)2)3
— AT (W W) 2 A 41
( (AT — (piT)2) +W1_W2> m( A ()3 @At - ()2 )
(@ —2¢A+)(W2)2 Lo A AT At+y2
( ERYEEas: +1> (2(WAWa)2 (@At — ()22 + W)
) (= ()R R+ uptt
Wa(z? — 7/1 )
(@A™ — ()23 (W) 7 + 9t
e
— zA A~ 1
U _ (( — 24 )(W1W2)1 o W2>1 ( x1+1 _
A (zAy ™ — E oA — T + (§) 2 (AT — (7))
W < A 1/}1 (( A"/)1 w1 Q)Q(W;P) —$A>
_|_

(Wt - <w1“‘>2>% ' wlwf—) (

(@4 —290' ") (37t

)b

AwApit ™ — (b 7)2)2

(@A™ — (B 7)2)3 (W) + a4 — yft~

Com um pouco de manipulacdo matemética, obtém-se que

(9U+
lim N
e1—0 awA

o que conclui a demonstragao.

oUu
62%0 0¢A

)

)

O

Para demonstrarmos que 'wA* é a estratégia de melhor resposta do jogador A, seria suficiente

mostrar que Uy (9™ (z), ¥P" (A (24), XP)) é uma funcao concava na varidvel 1<,

Apesar de

nao termos conseguido demonstrar analiticamente este fato, através de simulagoes computacio-

nais, observamos que este fato foi verdadeiro em todos os casos simulados, a saber:

Caso (I): Wy =0.5¢ 24 € {0.1,0.2,...,
Caso (II): Wy = 0.1 e 24 € {0.1,0.2,.. .,

Caso (III): Wa = 0.95 e 24 € {0.1,0.2, ...

1}
1}

1h
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Caso (IV): 24 = 0.1 e Wy € {0.1,0.2,...,1};
Caso (V): 24 = 0.4 e Wy € {0.1,0.2,...,1};
Caso (VI): 24 =0.9 e Wy € {0.1,0.2,...,1}.

Em todos os casos consideramos, sem perda de generalidade, que W7 = 1. As representagoes
graficas para cada um dos seis casos citados acima estao exibidas nas Figuras 4.1, 4.2, 4.3, 4.4,
4.5 e 4.6. Nas Figuras 4.1, 4.2 e 4.3, a ordem das curvas é dada pelo valor de z*, sendo que a
curva mais interior refere-se a 4 = 0.1, a segunda mais interior refere-se a z = 0.2 e assim
por diante. Nas Figuras 4.4, 4.5 e 4.6, a ideia é similar ao que foi comentado acima, a diferenca
é que curva mais interior refere-se a Wo = 0.1, a segunda mais interior refere-se a Wo = 0.2 ¢

assim por diante.

0.9
0,2 4

0,7 4

Ua 0,6 ;;;35

e

058

0,48

03

032

o 02 o4 05 0 1 o 02 04 . o6 os 1
Figura 4.1: Caso (I) Figura 4.2: Caso (II)

) ) 3 A A
Portanto o ponto critico apresentado no Teorema 4.3.1, isto é, (wf‘*, 1/15‘*) = (Mgﬁlm?, Vﬁlﬁz)

¢ a estratégia de alocagdo de equilibrio do jogador A em todos os casos simulados. Substituindo

o valor de wf‘* na Equagcao (4.1), encontramos a alocacao de equilibrio do jogador B, ou seja,

( B* B*) — ( zBw, 2BW, )
1 %2 Wi+Wa Wi+Wso /-

Finalmente, substituindo ¥ e 1" nas expressdes UA(sz(xA), ¢B*(¢A(mA), XB)) e Up(ypA(zt),
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Figura 4.5: Caso (V) Figura 4.6: Caso (VI)

B (A (24), 2P)), obtemos, respectivamente:

41
A

Ua(p™* (), 9B (A (2?), 25)) = (W1 + Wa)z?ln ( -
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B

U@ (), 47 (@A), ) = IS
Observe que se considerarmos o instante antes do jogador A tomar conhecimento sobre a
sua quantidade de recursos disponivel, que esta segue uma distribuigdo independente e identi-
camente distribuida segundo a distribuicao uniforme, temos que as utilidades esperadas que os

jogadores A e B participarem deste jogo, antes de saberem os seus proprios recursos sao dadas,

respectivamente, por

1 A 1
EUp = (W1 + W2)/ z41n (a: : > dz? = Wit W,
0 Xz

2 )
€
1 1 B
T A, 5 Wi+Wy
) = [ — — -t
Ug (W1+W2>/O /0 xA+del' dr 5

Portanto, antes de saberem qual o valor de recurso disponivel nao existe nenhuma vantagem a
Y
priori em se mover primeiro ou depois neste jogo, mesmo o segundo jogador ao se mover tendo

informacao perfeita sobre a decisdao tomada pelo primeiro jogador no inicio do jogo.

4.5 Conclusoes

Neste capitulo propusemos um modelo de jogo Blotto sequencial com informagao imperfeita
para K = 2 campos de batalhas, em que a probabilidade de um jogador ganhar um prémio
em particular é proporcional a quantidade de recurso investido pelo mesmo neste prémio em
relacdo ao total investido por ambos jogadores. Consideramos apenas a classe de jogos com
soma constante, assumindo que a distribuicdo de recursos seguia uma distribuicdo uniforme.
Chegou-se & conclusdo de que a estratégia otima para o jogador A é investir seus recursos na
mesma proporcao com que ele valora os prémios, sendo a acao de equilibrio do jogador B também
da mesma forma alocar proporcionalmente a sua valoracdo. Desta forma, provamos que a priori,
ambos os jogadores possuem a mesma utilidade esperada que é igual & média aritmética dos

valores dos prémios e, portanto, ndo existe nenhuma vantagem neste jogo em se mover primeiro.



CAPITULO b

Conclusées e Direcdes para trabalhos futuros

5.1 Conclusoes

Nesta dissertacao propomos modelagens do jogo Coronel Blotto que abordam tanto o pro-
blema sequencial quanto o de informacao imperfeita. Nosso primeiro objetivo foi propor um
modelo no qual o jogador que se move primeiro (jogador A) tem informagao imperfeita acerca
dos recursos orcamentarios do jogador que se move na sequencia (jogador B). Analisamos os ca-
sos onde os jogadores disputam K = 2 e K = 3 prémios. Para o caso em que K = 2 apresentamos
um equilibrio de subjogo perfeito em estratégias puras e, para o caso em que K = 3, apresenta-
mos um equilfbrio de Nash em estratégias puras como solucao de cada uma das modelagens que
propusemos.

Adicionalmente, propomos uma extensao do modelo do jogo Coronel Blotto. Nesta extensao
adotamos que os jogadores se movem de forma sequencial onde assumimos informacao imperfeita
da mesma forma da modelagem descrita acima. Suprimimos a hipdtese tradicional de que o
jogador que mais investir recursos em um determinado prémio sempre ganha esse prémio com
probabilidade 1 e adotamos o critério de que o jogador que mais investir recursos em determinado
prémio somente possui maior probabilidade de ganha-lo. Para essa modelagem apresentamos um

equilibrio de Nash em estratégias puras como solucao do jogo.

79
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5.2 Diregoes para trabalhos futuros

Com relagdo a primeira modelagem, em futuras pesquisas, trataremos de estudar:

e Algebricamente e computacionalmente os casos onde os jogadores estdo disputando uma

quantidade maior de prémios;

e Nos casos em que particularizamos a distribuicdo de recursos do jogador B, isto é, onde
supomos F' uma distribui¢do uniforme, iremos investigar o que acontece quando utilizamos

outras distribuicdes.

Com relacdo a segunda modelagem que propomos, diversos trabalhos podem ser feitos para

estender os resultados apresentados, tais como:

e Estudar outras distribuicoes para os recursos;

e Aumentar o nimero de prémios envolvidos e investigar o caso onde os jogadores possuem

preferéncias diferentes;
e Obter uma prova analitica sobre a estratégia de alocacao de equilibrio do jogador A.

e Uma outra forma de generalizar os resultados apresentados neste capitulo, utilizando uma
ideia dos trabalhos de Levitin & Hausken (2010) e Lins et al. (2013), é introduzir um
parametro m > 0 (conhecido como intensidade da disputa) de tal forma que se o jogador A
alocar ¥/} (z*) no prémio i e o jogador B alocar 17 (pA(x?), (zB)), entdo a probabilidade
do jogador A ganhar o prémio i (ideia andloga vale para a probabilidade do jogador B

ganhar o prémio) é dada por:

(@ (=)™
(W ()™ + (0 (A (a4), 28))m

Observe que se m = 1, entdo temos o caso apresentado neste capitulo, enquanto se m = oo,

temos o caso apresentado no capitulo anterior.

e Estudar o trabalho de Adamo & Matros (2009) adotando o critério que usamos na nossa
modelagem, isto é, supondo que quem mais investir em um campo somente possui maior

probabilidade de ganhé-lo.
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APENDICE A

Demonstracdes

A.1 Caso de Soma Constante K = 3

Nesta secao, iremos detalhar os célculos dos pontos de maximo do caso do jogo Blotto se-

quencial de soma constante com K = 3 prémios.

Caso I: ! < v < 4.

Se 1t < gt < 4!, temos que o min(Yil, ¥s!,3') = ¥il, entdo Ua(ypA(z?), v B (pA(24),

XB)) ¢ dada por:

(Wh + Wa + 1) F (1) + (Wa + 1) (F(f + 94) — F(yih))

+ (F(a) — F(pit +43)),
ou seja,
Ua(p?(z), 9B (2 (2?), XB)) = WiF@i) + WaF(@ +v3') + F(a?).

Lema A.1.1. Na fungio objetivo Ua(p™(z?), B (A (x?), XB)), devemos ter " =

* L.
1/15‘ no ponto dtimo.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que ¢A* = (zpf‘*, 1/15‘*, ¢§4*) seja 6timo e que 1/114* <

1!)5‘*, entao existe € > 0 que podemos retirar de ¢§‘* e adicionar a 1/114* de tal forma que ainda

85
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tenhamos @ZJ{‘* +e< 7,!)5‘* — €. Fazendo isso e considerando 1,bA** = ( A% 4 e, wf‘* — €, 1[){34*)
decorre que U (94 (2?), P (A (a), X 7)) — Ua(p™ (@), P (94 (2), X)) =

Wi(F(" +¢) — F(p7) > 0, isto &, (", 44", 14") nao seria 6timo. O

Assim, usando o Lema A.1.1 e o fato de que X" ~ U(0,1], Vn € {A, B} o problema fica

equivalente a maximizar

H (i) = (W + 2Wa)yit + 27,

sujeito a restricio de ¢t € [0, %]

E facil ver que H(w3') é crescente em v{'. Portanto o maximo ocorre em 95! = 13! = 94! =

zA

T.
Caso II: ¢{' < gt < gl

Se it < gt < pg) temos que o min (i, st g = i, entdo Ua(pA(z), B (A (z4),

XB)) & dada por:

(W1 + Wa + D) F (1) + (Wa + 1)(F(f + ) — F(yi))
+ (F(a) = Fp +98) + Wa(F (i + 93 — F(pft +44)),

ou seja,

Ua(@p?(a), 9B (w2 (a?), XB) = WiF@) + (Wa — 1)F(¥1 +¢3)

+ Fyi +¢g) + F(a?).

Substituindo w;l =z4 - @Z)f‘ — @ZJ{{‘ e usando o fato de que X" ~ U(0,1] temos que o

problema de maximizac¢ado acima é equivalente a maximizar
T ¢8) = Wit + Wale® —uf) + it

Lema A.1.2. Na func¢do objetivo T(zﬁf‘,w{f), devemos ter ¢14* = ¢§4* no ponto 6timo.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que (wf*,w?*) seja 6timo e que wf‘* < wgl*, entao

existe € > 0 que podemos retirar de 1[)34* e adicionar a 1/1{‘* de tal forma que ainda tenhamos
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11){‘* +e< @Z)é“* —e. Fazendo isso T(wlA* +e€, @ZJ{{‘* —e)—T( f‘*, 1/134*) =W (1/11‘4* +e— f‘*) +

Wo(z? — 1/J§4* +e— 1/1§4*) > 0, isto é, (wf*,l/)g‘*) nao seria 6timo.
Assim, usando o Lema A.1.2, temos o seguinte problema de maximizacao equivalente

HW = (Wi — W)yt + Waa? + 4,

A

sujeito a restricio de it € [0, =]

E facil ver que H (') é crescente em v{'. Portanto o maximo ocorre em 15! = 13! = 4! =

A

-
Caso III: ¢4 < it <4l
Se 1 < thy < b3, temos que o min (Y, s, h3l) = st entdo Ua(pA(z?), B (pA(z4),
XB)) & dada por:

(W1 + Wa + 1) () + (W + 1)(F(t1 + ) — F(t1))

+ Fah) = P +2) + (Wi + D (F (1) — F(2))
isto é,
Ua(p?(a), " (w2 (@), XP) = (W1 = Wa) (1) + WaF (43)
+ WaF (@ +43) + Fa).
Substituindo w;l =z4 - @Z)f‘ — @ZJ{{‘ e usando o fato de que X" ~ U(0,1] temos que o
problema de maximizac¢ado acima é equivalente a maximizar
Tt vg) = Wigl +2Wa(@? — of —¢f) + 27

Lema A.1.3. Na func¢do objetivo T(zﬁf‘,w{f), devemos ter wf* = ¢§4* no ponto 6timo.
Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que (wf*,wg‘*) seja 6timo e que wf‘* < wgl*, entao
existe € > 0 que podemos retirar de 1/)?’,4* e adicionar a 1,[114* de tal forma que ainda tenhamos

P 4e < 4" —e. Fazendoisso T (1" +e, 4" —e) =T (" ™) = Wi (it +e—pt™) > 0,

. . * * - .
isto &, (1", ¥4") nio seria 6timo. O



A.1. CASO DE SOMA CONSTANTE K =3 88

Assim, usando o Lema A.1.3, temos o seguinte problema de maximizacao equivalente

H() = Wit + 2Wox — 4Waypi! 4 24,

.. .~ A A
sujeito a restricao de wf €5, 5]

Mas note que

H (i) = Wy — 4y,

entao decorrem os seguintes fatos:

P A
e Se Wi > 4W5 o maximo ocorre em it = gl = Z-;

;. A
e Se W1 < 4Ws 0 maximo ocorre em 9y = Y3 = %;

A

e Se Wy = 4W5 0 maximo ocorre em quaisquer pontos tais que 11 = g € [%, .
Caso IV: ¢4 < it < sl

Se ¥4 <t < gt temos que o min(it, ¥4, 4) = 4, entdao Ua (A (z?), B (A (z4),

XB)) ¢ dada por:

(W1 + Wa + 1) F(4p4) + (Wa + 1) (F (1 +94) — F(y1))
+ (F(@?) = Fi +93)) + WaF(01 + v3') — F(yi +13))

+ (W + W) (F(¥1) — F(y3))
isto é,

Ua(p(a?), B (2 (24), XB)) = (W1 = DF (i) + (Wa — DF (i + v3)

+ F(3) + F(yit + 4 + F(a?).

Substituindo wgl =z4 - zﬁf‘ — wf e usando o fato de que X" ~ U(0,1] temos que o

problema de maximizac¢ado acima é equivalente a maximizar
T e5) = Wit + (We = D +93) = 2001 +93) + 327

Lema A.1.4. Na funcio objetivo T (i}, 1)3)), devemos ter 1/)14* = 4" no ponto étimo.
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Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que (@bf*,wﬁ*) seja 6timo e que 111{‘* < wf‘*, entao
existe € > 0 que podemnos retirar de sz* e adicionar a wf‘* de tal forma que ainda tenhamos
V{7 e < 8" —e. Fazendo isso T (it 4¢, 95" —e) =T (1", 04") = Wi (" +e—p1™) > 0,

. , * * - ..
isto &, (1", 44") nio seria 6timo. O
Assim, usando o Lema A.1.4, temos o seguinte problema de maximizacao equivalente

H(ft) = Wit + 2Waupft — 667 + 324,

sujeito a restricio de i € [%, ﬁ].

Mas note que

H () = Wy — 6 + 2Wh,

entao decorrem os seguintes fatos:
— $A

e Se Wi > 6 — 2W5 0 méaximo ocorre em 1/114 = ng‘ = %

. A
e Se W) < 6 — 2W, 0 maximo ocorre em it = 93" = e

. . . A A
e Se W7 = 6 —2W5 0 maximo ocorre em quaisquer pontos tais que wf = sz € [%, 1.

Caso V: 3" < gt <ol + gt < ih.
Se 13! < gt < g pdt < it temos que o min (Y, g, 4t) = st entdo Ua (A (z?), pB”
(A (x?), XB)) é dada por:
(W1 + Wa + 1) F(tp2) + (W2 + 1)(F (1 + b2) — F(31))
+ (F(2?) = F(y1 + 1)) + Wi(F(¥1) — F(¥2 + 3))

+ Wi+ 1)(F(2 +v3) — F(y2))
isto é,

Ua(pA(2?), B (A (2?), XP)) = (Wi —Wa— 1)F(4h1) + WaF (12)

+ WoF (1 + ) + F(2 4 3) + F(z)
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Substituindo wfl = g4 - @ZJ? — @ZJ{{‘ e usando o fato de que X" ~ U(0,1] temos que o

problema de maximizac¢ado acima é equivalente a maximizar

T(g, 3 = (Wi — Wy —1) (x4 — g — ¢8') + Warhy

+ Wa(x? — 4 + g + g + 2
Lema A.1.5. Na func¢do objetivo T(¢§4,¢§4), devemos ter ¢§4* = ¢§4* no ponto 6timo.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que (wf*,z/)f*) seja 6timo e que sz* < 1/J§4*, entao
existe € > 0 que podemos retirar de d){f* e adicionar a 1115‘* de tal forma que ainda tenhamos
Y5 e < " —e. Fazendo isso T(4 +¢, 04" —€) =T (05" ") = Wa(d™ +e—4") +

Wa(z4 — i + e — 24 +94) > 0, isto &, (3", zl){?*) nao seria 6timo. O
Assim, usando Lema A.1.5, temos o seguinte problema de maximizacao equivalente

H(3)) = Wizt — 2Whgs) + 2Wauss! + 493,

zA

sujeito a restricao ¥o € [0, £-].
Note que H' (1,/154) = —2W; 4+ 2W5 + 4, entao decorrem as seguintes situacoes:
e Se W, > Wy + 2 0 maximo ocorre em ¢ = z°;

. A
e Se Wi < W3 + 2 o méximo ocorre em thy = b3 = “-;

e Se W1 = W5 + 2 o maximo ocorre em quaisquer pontos tais que 1y = 13 € [0, %].

Caso VI: ¢3 < by < 9o + b3 < 1y
Se 13 < 4y < ¢ + ¢y < 1, temos que o min(vi!, v3', ¢f') = ¥g', entdo Ua(ypA(a?), 9B
(A (x?), XB)) é dada por:
(Wi + Wa + 1) F(93) + (Wo + D) (F (1 +95) = F(41))
+ (F(a) = FO +43) + Wa(F(1 +v3) — (e +43))
+ Wi(F@) = F(s' +93) + (Wi + D)(F(5' + ¢3) — F(¥3))

+ (W1 + W) (F () — Fihg))
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isto é,

Ua(ppA (@), 9B (92 (), XP))
= (W1 —Wa—D)F@i) + (Wa — DF (Wi +3') + (Wa — 1)F(3)) + F(f + ¢5)

+ F(p3 +3) + F(vg) + F(a?).

Substituindo wg‘ = z4 - wf — ng e usando o fato de que X" ~ U(0,1] temos que o

problema de maximizac¢do acima é equivalente a maximizar
T(oi,45) = Wi — 49! + 2Wapg' — 4! + da”. (A1)

Fazendo uma anélise sobre os coeficientes de W e Wa na funcao objetivo (A.1), temos os

seguintes casos:

e Se Wp > 2Ws5 e W7 > 4, entdo o maximo ocorre em wf‘ = J?A;

_ =t

e Se W1 < 2Wy e Wy > 2, entdo 0 maximo ocorre em zpf‘ = ng‘ = 5

e Se Wy < 2Wy e Wy = 2, entdo o méximo ocorre em qualquer ponto que seja uma

: X IA IPA IL’A iEA IEA .
combinacao convexa dos pontos (%, %, 0) e (%, %, 5 );
e Se Wy > 2W5 e W1 < 4, entdo o maximo ocorre em wf‘ =z se Wy > 2+ Ws, se

: A A ~
W1 < Wa + 2 0 méximo ocorre em wlA = %,1/15‘ = ¢§4 = %, ese Wy = 2+ W; entao

0 maximo ocorre em qualquer ponto que seja uma combinacao convexa dos pontos
A A A

(24,0,0) e (4,2, 20 );

~ L. A A
e Se 2Wy > W; e Wa < 2, entdo o méaximo ocorre em ;' = o5, V4 = 1/134 = %
e Se W1 = 2Ws e Wy > 4, entdo o 6timo ocorre em qualquer ponto que seja uma
A xA

combinacao convexa dos pontos (%, %-,0) e (z4,0,0);

o Se W =2Ws5 e Wi =4, entdo o maximo ocorre em qualquer ponto tal que g3 < g <

o + 3 < Y.

Caso VII: ¢ < 3 <91 < P2 + 3.
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Se g < b3 < 1y < g + 13, temos que o min(hi, st P4h) = g, entdo Ug(pA(z?), B
(xpA(x?), XB)) é dada por:
(W1 + W + D) F(y3') + (W + 1)(F (¥ + 45') — F(¥1))

+ (F(®) = P +93) + (W + D(F(vi') — F(y3)
isto &,

Ua(pA(z?), B (A (2?), XP))

= (Wi — Wa)F (1) + WaF(¢3') + WoF(¢5! + ¢3') + F(a™)

Substituindo wfl =z4 - @ZJ? — @ZJ{{‘ e usando o fato de que X" ~ U(0,1] temos que o

problema de maximizac¢ao acima é equivalente a maximizar
T(g'05) = (W1 = Wa) (@ — g — o) + Wathg! + Wa(a” — )+ (A2)
Lema A.1.6. Na funcdo objetivo T'(13',14"), devemos ter 1154* = @ZJ?* no ponto étimo.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que (1/154*,1#3’,4*) seja 6timo e que 1%4* < w?*, entao
existe € > 0 que podemos retirar de 1[)34* e adicionar a 1/151* de tal forma que ainda tenhamos
Y5 e < g —e. Fazendo isso T(v5 +e, 94" —€) —T(g",04") = Wa(ys " +e—st™) +

Wa(z4 — i + e — 2 +94!) > 0, isto &, (1/151*, 1/)?*) nao seria 6timo. O
Assim, usando o Lema A.1.6, temos o seguinte problema de maximizacao equivalente

H(w3) = (Wi + Da?t — 2W1eg + 2Warpg, (A.3)

. . o~ A A
sujeito a restricdo 1o € [Z, 5.

Como

G (1g) = —2W; + 2W, < 0,

A

P A
decorre que o maximo ocorre em wf‘ = %, 1%4 = 1[)34 = .

Caso VIII: 1/1;3,4 < ¢§4 <P < 1/54 + ¢§4-
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Sepgt < gt <ot < g gl, temos que o min(yft, v, v3) = v, entdo Ua(ypA(z?), 9"

(pA(x?), XB)) é dada por:

Wi+ Wa + 1)F(¢h3) + (Wa + 1) (F(01" + ¢4') — F(ih))
+ (F(a?) = F(f +43) + Wa(F(¥1 + ¢3") — F(1 +44))

+ (Wi + D(F@f) = F(y3) + (Wi + Wa) (F(y3) — F(¢3))
isto é,

Ua(ppA (@), 9B (92 (2?), XP))
= (Wi = Wa)F (1) + (Wa — D)F (b1 +03) + (Wa — 1) F(¢3))

+ Fg) + F(yit +v4) + F(a?)

Substituindo ¥4 = 24 — ¢! — ¥4 e usando o fato de que X™ ~ U(0,1] temos que o

problema de maximizac¢do acima é equivalente a maximizar
T 95) = (W1 = 209 + 2Wa2 = g + 327, (A4)

Fazendo uma anélise sobre os coeficientes de W; e Wa na funcao objetivo (A.4), temos os

seguintes casos:

~ L, . A
o Se W1 —2>2Wsy —4 e Wy > 2 entdo o maximo ocorre em 91 = g = %;

e Se W1 —2>2Wy —4 e Wy =2, entdo o méximo ocorre em qualquer ponto que seja

A A A A

. ~ A
uma combinagdo convexa dos pontos (%, %-,0) e (%, %, % );

o Se Wiy —2 > 2Wy —4, Wy < 2 e W; > 2, entdo o maximo ocorre em ; = %,

A
o =3 = T

~ L, . A
e Se W1 —2 < 2Wy —4 e Wy > 2, entdo 0o maximo ocorre em 1 = g = %;
xA,

o Se W1 —2=2Ws—4eWW; > 2, entdo o 6timo ocorre em 1 = Py = %5

. A A
Note que dos méaximos que aparecem em todos os outros casos, apenas os pontos (%, 0, %) e
(ﬁ
3

estes pontos com os maximos obtidos em cada um dos subcasos do Caso VI:

Ay . . .
, %3-) ndo sao vidveis no caso VI. Assim, vamos comparar a utilidade do jogador A para

%
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1. Se Wi > 2Ws e Wi > 4, entdo temos que comparar os pontos 4" (z4) = (z#,0,0) com

. Se W1 < 2Wy e Wy = 2, entdo escolhendo o ponto arbitrario (

vo|
=
vo|
SN—
¢]
Q
o
B
ASS
b
¥
_*
8
=
I
—
=k
=k
=k
N—

YA (2%) = (

Mas temos que

_ Wl.%'A + 2W2$A —|—1‘A.

Ua@™™ @), 97 ("), X 7)) = = ;

Assim, UA(qu*(xA)’wB*(,l:bA(xA)aXB)) > UA(wA***(xA)v’lpB*(qu(xA)?XB))a pois
224 (Wy — W) > 324,

E ainda, Us (4" (a), 9" (94 (a), X 7)) > Ua(@p? ™ (2), 97" (94 (), X 7)), pois

A
Llf > gz,

Portanto, neste caso, o 6timo ocorre em wA*(xA) = (J:A,O, 0).

. Se Wy < 2Wy e Wy > 2, entdo temos que comparar os pontos 4" (z4) = (%-, %-,0) com

A A A A A
$AT ) = (5,0,5) e com AT @) = (5, 57 5)
Mas
. W1$A

Wz,
5 + Wox

Ua(@p? (), 9B (4 (2), XP))

e Ua(p™ (a4), B (A (a?), XP)), Ua(pA™ (@), B (A (2?), X)) so dadas no
item acima.

Temos que Ua (™" (z4), 5" (994 (), XP)) > Ua(pA™ (2?), B (394 (z4), X P)), pois
7(%*26%)””‘4 > g4,

E ainda Ua (" (2), B (A (@), XP)) > Ua(pA™ (2), B (A (2?), X 7)), pois
WozA > z4.

L. * A A
Portanto, neste caso, o 6timo ocorre em A" (z4) = (%, %5,0).

z4 x4

%, %,0), temos que

comparar os mesmos pontos do caso anterior. Portanto, pelo resultado do caso anterior
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temos que, neste caso, o 6timo ocorre em qualquer ponto que seja uma combinagdo convexa

dos pontos (%, %,0) e (%, %, %).

. Se Wi > 2Wy e W) < 4, entdo temos que comparar os pontos 4™ (z4) = (z*,0,0) com
A A A A A A A A
A7 (@) = (%, 5, o), com AT (a) = (57,0, %) e com AT (a) = (5, 5, ).
Mas

W A A
_ 1T ng‘ +xA,
2 2

Ua(@p?™ (), 9B (4 (2), XP))
e os valores de Ua (A" (27), 9B (A (a), XB)), Ua(pA™ (), 9B (A (24), XB)),
Ua(pA™ (2), B (A (24), X B)), Ua(pA™ (a4), B (ypA(24), X)) sao dadas nos

itens acima.

e Se tivermos W7 > Wy + 2 entéo decorre que:
Ua(p?” (2), 9B (A (2), XP)) > Ua(p? (2), B (A (x"), X)), pois Wy >
Wa + 2.
Temos também que
Ua(p” (24), 9B (A (), XP)) > Ua(p?™ (a4), 9B (A (2?), X)), pois 2(W; —
Wa)zA > 324,
E ainda que

Ua(p (2), 9P (94 (24), X)) > Ua(p™ (a4), 9B (9 A(2), X)), pois
WleA > x4,
Portanto, neste caso, o 6timo ocorre em A" (z4) = (z4,0,0).
e Se tivermos W) < Wa + 2 entdo decorre que Ua(ehpA™ (1), %B" (A (z4), XB)) >
Ua(ypA" (@), 9B (94 ("), XF7)).

Temos também que

Ua(pA™ (2), pB" (A (2), XB)) > Ua(pA™ (2), B (pA(2), X)), pois

Wle WQ(JCA
6~ 6 -

E ainda que

Ua(pA™ (2), pB" (A (2), X B)) > Ua(pA™ (2), pB" (A (2), X B)), pois

A
War™ > 0.
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A A

s kk A
Portanto, neste caso, o 6timo ocorre em A" (24) = (5 )

e Se tivermos Wi = Wy + 2 entdo qualquer ponto que seja uma combinacao convexa

z4 A

entre os pontos (%, &) e (24,0, 0) é uma melhor resposta para o jogador A, pois
é facil ver que T(@ZJ{‘,@ZJQA) é constante e, além disso, todos os pontos de 6timo que

aparecem nos demais casos, pelos subitens anteriores possuem utilidade menor para

o jogador A.
5. Se Wi < 2Wy e Wy < 2, entdo temos que comparar os pontos A (z4) = (%’ %’ %)
K A A *okok A A A
com A7 (24) = (57,0, %) e com AT (@A) = (5, 57, ).

Mas, temos que

Ua(pA" (24), B (A (24), XB)) > Ua(pA™ (a4), B (A (24), XB)), pois Wzt >

Woz4
6 -

E ainda que
Ua(pA" (), 9B (A (), XB)) > Ua(9pA™ (), 9B (9A (), X P)), pois W22* > 0,

. A
Portanto, neste caso, o 6timo ocorre em A" (z4) = (5, 5. 5).

6. Se Wi = 2W, e Wi > 4, entdo temos que comparar os pontos ¥4 (z4) = (%, %,0)
(escolhido arbitrariamente dentre os pontos que sdo combinagdes convexas de (%, %, 0) e
ok A A $okok A A A
(4,0,0)), com A7 (2) = (57,0, %) e com A (2) = (%, &, %),

Assim, temos que

Ua(@p? (), B (pA(2?), XB)) > Ua(xp2™ (), 9B (pA(2”), X P)), pois

A
x (W16+2W2) S 24,

E ainda temos que

U™ (2), 9B (94 (2?),2P)) > Ua(A (a), %P (A (@), X)), pois Waa? > 2.

Portanto, neste caso, o 6timo é qualquer ponto que seja uma combinac¢do convexa de

A A

(%-,%-,0) e (z4,0,0).

7. Se W1 = 2Wsy e Wi = 4, entdo temos que comparar 0s pontos wA*(a:A) = %, %,0)
A A

(escolhido de tal forma que 14 < 3t < gt + gt < i), com YA (1) = (%,0,%) e
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com $A (%) = (5, %5, %),

Assim, temos que

Ua(pA" (a), B (A (24), X B)) > Ua(p2™" (a), pB" (pA(2?), X B)), pois
JJA(W16+2W2) S gA.
E ainda

Ua(p? (), B (A (1), XB)) > Ua(xp27 (), B (A (2), XP)), pois Waz? > 24,
Portanto, neste caso, o 6timo é qualquer ponto tal que w?’? < 1/15‘ < wfl—&-w{? < wf‘. Observe
que qualquer ponto satisfazendo essa restricdo pode ser obtido pela combinacdo convexa

dos pontos (%,%,0), (ﬁ,ﬁ,%) e (xA,O,O).

Note que dos méaximos que aparecem em todos os outros casos, apenas os pontos (.CUA, 0,0) e

A

(%, 0, %) nado sao vidveis no caso VIII. Assim, vamos comparar a utilidade do jogador A para

estes pontos com os méximos obtidos em cada um dos subcasos do Caso VIII:

1. Se Wi —2 > 2Wy —4 e W > 2, entéo temos que comparar os pontos A" (z4) = (z4,0,0)

com A (2) = (5, £8,0) e com AT (1) = (5,0, %)),

e Se 2W5 > Wy entao temos que
Ua(pA™ (z4), B (A (24), XB)) > Ua(pA" (2), 5" (A (x), XP)), pois
Woad > WIT”CA
E ainda,
Ua(@pA™ (a), 9B (A (24), (27)))) > Ua(pA™ (@), B (3 (%), X F)), pois
Wz > z4.

e Se 2Wy < Wy, entdo temos
Ua(pA" (@), B (A (24), XB)) > Ua (A" (24), B" (A (), XP)), pois
Wozt < WIT“"A
E ainda,
Ua(p" (a), B (A (24), XB)) > Ua(pA™ (24), B (A (24), X P)), pois

A
lem > 4.
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e Se Wi = 2W5 entdo o maximo ocorre em qualquer ponto que seja uma combinagao
A A
convexa entre (%-, %-,0) e (z%,0,0).

2. Se Wp — 2 > 2Wy — 4 e Wy = 2, entao escolhendo arbitrariamente o ponto (%, TA,O),

temos que comparar os mesmos pontos do caso anterior. Portanto, neste caso,

o Se 2W, > W, entdo temos que
Ua(pA™ (24), B (A (24), XP)) > Ua(9pA" (24), B (A (%), XP)), pois
Wazh > WlTIA
E ainda,

Ua(p2™ (24), B (A (24), (7)) > Ua(pA™ (a4), B (A (24), X B)), pois

Woz? > x4, Portanto, neste caso, o 6timo ocorre em qualquer ponto que seja uma

. ~ A A A A A
combinacao convexa dos pontos (%, %-,0) e (%, &, ).

e Se 2Wy < W1, entao temos
Ua(p" (2), B (A (), XP)) > Ua(p?™ (2), 4B (A (2), XP)), pois
Woat < Wizt
E ainda,
Ua(p (2), 9P (94 (), X)) > Ua(p™ (@), 9B (9 A(2?), X)), pois
W, zA
T2

> x4,

e Se Wi = 2W5 entdo o maximo ocorre em qualquer ponto que seja uma combinagao

A LA A LA LA

convexa dos pontos (%, %-,0), (5,5, %) e (z4,0,0).
3. Se W1 —2>2Wo—4e Wy <2e W > 2, entao temos que comparar os pontos 1[)A*(:UA) =

*ok A A *okok zA A
(1}‘47070) com 77ZJA (xA) = (77 4 T) € corm ¢A (:’UA) = (770) 7)

hS

Mas note que

e Se Wi < Wy + 2 entdo temos que
Ua(pA™ (1), 9B (A (@A), XB)) > Ua(pA* (@), B (A (24), XB), pois Wy —
Wy < 2.
E ainda temos que

U™ (@), 9B (A (2), X7)) > U (a), 97" (A (), X))
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e Se Wy > Wy + 2, entdo temos que
Ua(A" (24), B (A (@), XB)) > Ua($A™ (2), B (A (24), X)), pois Wy —
Wy > 2.
E ainda

Ua(p2™ (24), 9B (A (z4), XB)) > Ua(pA™" (24), B (A (24), X P)), pois
WleA > gz,

e Se tivermos Wi = Wy + 2 entao qualquer ponto que seja uma combinacao convexa

entre (%, %, %) e (z4,0,0) é uma melhor resposta para o jogador A.
4. Se W1 —2 < 2W, —4 e Wi > 2, entdo temos que comparar os pontos 4™ (z?) = (z4,0,0)

com ,lpA**(mA) — (xA zA 0) e com '(bA***(xA) _ (§70’§)

R
Temos que Ua (A (2), B (A (), XB)) > Ua(p?” (2?), 9B (9 A(2), XP)), pois
2Wo > Wh.

E, além disso, Ua(9pA™ (a), B (A (2?), XB)) > Ua(p2™ (2), 9B (A (), X B)),
pois Waz? > z4.

L. k% A A
Portanto, neste caso, o 6timo ocorre em A" (24) = (%, %5, 0).

5. Se W1 —2=2Wy—4e W) > 2, entdo temos que comparar os pontos 4" (z4) = (24,0, 0)

com YA () = (5, 57, 0) e com PA™ (@) = (5,0, %),

ES

Temos que
Ua(pA™ (24), B (A (24), XB)) > Ua (2" (24), 8" (A (x4), X P)), pois Wz > Wae2,
E ainda temos

Ua(pA™ (a4), 9B (A (2), XP)) > U™ (2), 9" (A (a?), XP)), pois Waz? >

x4

L. sk A A
Portanto, neste caso, o 6timo ocorre em 94 (z4) = (%, Z-,0).

Assim, temos que:
e Se Wy > 2W, e Wy > 4 entdo o 6timo ocorre em (1), ¥4, 4") = (24,0, 0);

e Se Wy < 2Wy e Wy > 2 entdo o 6timo ocorre em (1!, ¥4, 14!) = (%, -, 0);
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o Se Wy < 2Wsy e W = 2 entdo o 6timo ocorre em qualquer ponto que seja uma combinagao

A A A A A
convexa dos pontos (%, %-,0) e (%, %, I );

e Se Wi > 2W5 e W1 < 4 entao:

Se Wi > W5+ 2 entdo o 6timo ocorre em (zp{‘, 1%47 wf) = (24,0,0);

z4 A

Se Wi < Wy 4+ 2 entdo o 6timo ocorre em (¢i47¢§47¢§4) = (%, o)

Se Wi =Wy 42 entao o 6timo ocorre em qualquer ponto que seja uma combinagao

convexa dos pontos (z4,0,0) e (%, %, %).

e Se Wy < 2Wy e Wy < 2 entdo o 6timo ocorre em (i), ¢4, 44!) = (%, %, %);

e Se Wy =2Ws5 e W1 > 4 entdo o 6timo ocorre em qualquer ponto que seja uma combinagao

convexa dos pontos(%, %,O) e (z4,0,0);

e Se W =2Ws5 e Wi = 4, entdo o 6timo ocorre em qualquer ponto que seja uma combinagao

convexa dos pontos (%, %,O), (ﬁ, %, %) e (4,0,0).

A.2 Caso de Preferéncias Opostas e W > WP + W}

Nesta secao, iremos detalhar os calculos dos pontos de méaximo do caso do jogo Blotto se-

quencial onde os jogadores possuem preferéncias opostas sobre os prémios e W33 > WlB + WQB.

Caso I: ¢t < sl e it + gt < gl

Temos que Ux (A (z4), 9B (pA(2?), XB)) é dada por:

(Wit + Wit + W F (i) + (W + W3 [F(ef +v3') — F(y3)] +
WHF(@?) — F(vg' +¢3)] + W3 [F(ys' + v3) — F(¢f + 4] +
W F(0g) — F(f 4+ 3] + (W + W [F (w1 + ¢3') — F(3)] +

(W3* + Wi [F(y3') — F(i)],
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ou seja,

Ua(p(2?), B (A (), XB)) = WRAF@) + Fut +98) — Fys) — F(ys' +44)
+ F(a?) + Fg +9f) — Fgh)] + Wit F(4)
+ WF@Ws +v3) — F(vg) + F(3).

Substituindo @Z;?f‘ =z4 — Q/Jf‘ - 5‘, temos que

T vg) = W{F@) + (W' = WhHFwg) + (W5 — Wi F(a? — o1
+ W{F(z?) + Wi F (2 — ¢3) + W F(1 +¢3)

+ (W3 =Wt = Wi F(a? — vt — vg).

Lema A.2.1. Na func¢do objetivo T(@Z)f‘,d)f), devemos ter 1,!){‘* = ¢§4* no ponto 6timo.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que (wf*,wf*) seja 6timo e que zbf‘* < wf‘*, entao
existe € > 0 que podemos retirar de 1/)5‘* e adicionar a 1/1{1* de tal forma que ainda tenhamos
V" e < gt —e. Assim, decorre que T({" +€,48"" —e) = T (A", ™) = WA(F (2" +
€) = F({'")) + (Ws' = W) (F(v3" — ) = F(y3"")) + (W5' = W) (F (e — (91" +€)) —
F(z® — ) + WA F (24 — (3" —€)) — F(z? — 447)) > 0, isto é, ({7, 45"") nao seria

otimo. O]

Assim, usando o Lema A.2.1, o problema fica equivalente a maximizar
H(yt) = Wi FP@) + Wi F(a® — i) + Wi F(2e1) + Wi F(«)
+ Wt =Wt = W@ - 209,
sujeito as restricdes 0 < ¥f' e 2yt <zt — 297 isto &, it € [0, %]. Note que H (') é
crescente no intervalo [0, %], pois,
H' (W) = WiF @) - WHF (o — o) + 201 F (201)
+ 2Wi Wit — WHF (24 - 2¢4Y) > 0,

pelo fato de F'(¢ft) > F'(z? — 4{") para ¢ € [0, ﬁ}. Portanto, o méaximo ocorre em

4
A A x
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Caso II: ' < ys! < oft <ot + g,
Temos que Ux (A (z4), 9B (pA(z?), XB)) é dada por:

Wi+ Wit + W F(efh) + (Wi + WD [E@f +45') = F(eg)] +
WHTF (@) = F(yg' + 93] + W3 [F (3 +95") = F($3' + ¢i)] +
(Wit + WEHIEFW3) — F()] + (W3 + W3h[F(3) — F(yi)],
ou seja,
Ua(p? (@), 9P (92 (2"), XP)) = WiF(ei) + F(ei +¢3) + F(a?)
— F(3 +3) — F(v3)] + W3 F(y3))
+ W F(Ws +43) + F($3) — F(43)]-
Substituindo ¢4 = 24 — ' — ¥4 temos que
Tiw3) = W{F@® —¢3) + (W' = Wi F? = o) + (W3 = Wi F(g3)
+ (Wi = W) F(a — ¢ — v3) + WY F (1) + W' F (™).

Lema A.2.2. Na func¢do objetivo T(@Df‘,@bf), devemos ter @bf‘* = ¢§4* no ponto 6timo.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que (@Df‘*,w?*) seja 6timo e que 11){‘* < 1/15‘*, entao
existe € > 0 que podemnos retirar de wQA* e adicionar a zpf‘* de tal forma que ainda tenhamos
P e < s —e. Assim, decorre que T(¢it" 4,95 —€) — T(f", ") = WA(F(2 —
(4" =€) = Fla® — ")) + (W = WY (Pl — (1" + €)= Fle? — o)) + (Wi —
WM (F (" =€) = F(437) + WAF (01" +€) = F(1")) > 0, isto ¢, (¢, 43'") ndo seria

Otimo. O

Usando o Lema A.2.2, temos que o problema fica equivalente a maximizar

H(yi) = W3Fe® —oi) + Wi F(ei) + (W5 = Wi F (e —2¢1) + Wi F(e?),
sujeito as restrigoes it < x4 — 2 < 24 isto &, it € [%, %] Temos que H(y{') &

: A A .
crescente no intervalo [“-, %-], pois,

H (4] = W3'F (yi) — W3 F (2 — ) + 2(W5' — W) F (2 — 2¢¢") > 0,
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pelo fato de F' () > F'(z? — 1) para o' € [%, %] Asgsim, o maximo ocorre em
A
X

vit =g = u3 = 5

Caso IIL: 5 < of' e ! + 43! < gl

Temos que Ua (A (z4), B (A (z4), XB)) ¢ dada por:
(Wi + W3t + W F(v3)) + (Wi + W3 [F (g + 03) — F(v3h)] +
W F(a?) = F(93' + o)) + W3 [F(5) — F(oi' +45)] +

(Wit + WHF @ +95') — F(¥3)],
ou seja,
Ua(p (@), " (A (21), XP)) = WHAF@Y) = Fg) + F1 +u3)] + Wi Fug)
+ WS F(s') + F(vg' +3') — F(¥3)).
Substituindo ¢§‘ = 24 — )y — 1Py temos que
T(yi ) = W{EF@?h) + W' = Wit = Wi Fa? — yft —43)
+ WEF@! +93) + W5 F (') + W5 F (2 — i),

Lema A.2.3. Na funcdo objetivo T(wf,wf), devemos ter wf* = 1,/154* no ponto 6timo.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que (1/)14*, wQA*) seja O6timo e 1/1{1* > wé“*, entao
existe € > 0 que podemos retirar de wf‘* e adicionar a w;‘* de tal forma que ainda tenhamos
P —e > 4" +e. Assim, decorre que T(¢{t — e, 95" +€) — T(pM", ") = W (F (¢35 +
€) — F(d™)) + WLA(F(z? — (W — €)) — F(a? — 7)) > 0, isto ¢, (¥, 94" ndo seria

otimo. [
Assim, usando o Lema A.2.3, temos que o problema acima é equivalente a maximizar

H(pi') = W{F@)+ (W = Wit = Wi F(a® - 2¢1)

+ W{F@Y) + Wi F(yit) + Wi F (2 — yi),
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sujeito as condigdes 0 < it e 2t < x — 297}, isto ¢, it € [0, %]. Temos que H(yf') é
crescente, pois,
H (@) = 200 + W3 = WihHF (o — 20") + 2W{' F' (207
+ WS (@) = W'F (@ =) >0,
pelo fato de F'(z4) > F'(z? — o) para ¢{* € |0, %]. Portanto o méaximo ocorre em
A A
Pt =tho =L e 3 = 5
Caso TV: 93t < ¢t < gt <yt 4yt
Temos que Ux (A (z4), 9B (pA(z?), XB)) é dada por:
(Wit + W3t + Wi F(u3) + (Wi + WD [F (45 +ug) — F(vg)] +

WHF (@) = F(y3' + 3] + (W + W [F () — F(y3)],
ou seja,

Ua(ep (@), 95 (A (@), XP) = WiF@) + WHF () + F@3' +3) — F(U3)
+ W),
Substituindo ¢§4 = 24 — )y — 1Py temos que
T vs) = W{F@")+ W3 F@g) + Wi P — )
+ (Wit = W) F (2 — 1 — o).

Lema A.2.4. Na funcio objetivo T(¢{,13"), devemos ter {*" = 15'" no ponto dtimo.
Demonstragao. S h bsurd AT A ja Ot A* A a

¢Go. Suponha, por absurdo, que (¢7 ,%3' ) seja otimo e ¥ > 3, entdo
existe € > 0 que podemos retirar de d)f‘* e adicionar a wé“* de tal forma que ainda tenhamos
P —e > 4" +e. Assim, decorre que T(¢it — e, 95" +€) — T(p{", ") = W (F(v5" +

&) — F(") + W (F(a — (" = ) = F(a — ")) > 0, isto &, (1", 454" ndo seria

Otimo. O
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Usando o Lema A.2.4 o problema acima se torna equivalente a maximizar

H@) = W{F(a?) + W3 F (i) + W3 F (2 — 1)
+ (Wt = WEHF(a? — 24),

.. .-~ . A A
sujeito as restrigdes ¢ < x4 — 20 < 204, isto &, Y{t € (%> %], Temos que H(yi) e
crescente, pois,

H ) = WiF (y) — Wa'F (2 — o) + 205" — W5 F(a? — 2¢7) > 0,

pelo fato de F'(z4) > F' (2 — 4{") para ¢{* € [%, %] Portanto o maximo ocorre em

zA

Pt = yf = g = 2.
Caso V: wfl < wé“ < 1[)5‘.

Temos que Ux (A (z?), Y B" (pA(z4), XB)) é dada por:

(Wit + W5t + WHF (1) + (W + W) [F(ef + ¢3) — F(y3)] +
WHF(@?) — F(v3' + 93] + W3 [F (5" + v3) — F(¥1 + 3] +

(W' + WH[F(y3") — F(1h)),
ou seja,

Ua(p?(a), v B (92 (2?), XB)) = WRAF@) + Ff +¢5) — F(3) + F(z?)

= F(s 93]+ W5 F (s +03) + W3l (u3).
Substituindo ¢4 = 24 — ! — ¥4, temos que

T vg) = WEF@h + WEFW +v3') + (W5t — Wi F(e3))

+ (W5 =W F@d —ef) + WiFE?).
Lema A.2.5. Na funcdio objetivo T({',145)) devemos ter 1i* = 14" no ponto dtimo.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que (wfl*,wf*) seja 6timo e wf‘* < w?*, entao

existe € > 0 que podemos retirar de 1[)34* e adicionar a 1/1{‘* de tal forma que ainda tenhamos
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P e <4 —e. Assim, decorre que T(vi" +e, 94" —e) =T (", ¢4") = WA (F (™ +
€) = F(ui'") + (Wi = Wi (F(¥5" — €) = F(u3")) + (W5 = Wi)(F(a? — (i +¢)) —

F(z* —¢{7)) > 0, isto ¢, ({7, ¢§4*) nao seria 6timo. O
Assim, usando o Lema A.2.5, o problema é equivalente a maximizar
H@) = W{FQu) + Wi F@f) + (Ws' = Wi F(a? —of) + Wi F(a?),

sujeito as restrighes 0 < ¥t e ! <z — 24 isto &, Yt € [0, %] Temos que H(i1') é
crescente em [0, %], pois,
H () = 2W{F o) + W F (o) + (Wi = WEHF (2" — i) > 0,

A

nesse intervalo. Portanto o méximo ocorre em 1,/1{‘ = 1%4 = ¢§4 =5

Caso VI: ¢4 < it < ohgl.

Temos que Ua(vpA(z?), B (A (z?), XB)) ¢ dada por:

(Wit + W5t + Wi F(y3)) + (W + Wi [F(vf +v3) — F(y3)] +

WHF(z?) — F(vg + )] + Ws [F (3" +v3') — F(f + 3],
ou seja,

Ua(p?(z),vB (2 (2), XB)) = WRAF@ +¢3) + Fa?) — F(vg +95)]

+ WS F(s + gg) + Wi F(45).
Substituindo ¢§4 =z - 1/)14 - 1/12‘1, temos que

T ys) = W{F@* — ) + WiF (@) + (W5 — W F(a? — i)

+ Wit =i - ).
Lema A.2.6. Na funcio objetivo T({{',43) devemos ter " = 1/)5‘* no ponto dtimo.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que (wfl*,z/é‘*) seja 6timo e wf‘* < wZA*, entao

existe € > 0 que podemos retirar de 1[)5‘* e adicionar a 1/1{‘* de tal forma que ainda tenhamos
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P e <" — €. Assim, decorre que T(1" 4 €, 04" — ) — T({*", 95"") = WA(F (24 —
(04" — ) = Flah — ™)) + (Wg — W) (Pt — (0" + ) — F(aA — i) > 0, isto ¢,

* * ~ . PR
(¥, 44"") nao seria 6timo. O
Usando o Lema A.2.6, temos que o problema acima é equivalente a maximizar

H(pi') = WF(2?) + W3 F (2 — i) + Wi F (2 — 297

. . ~ . ~ 3 P A
sujeito as restricoes 0 < x4 — 21/1{1 R 21/114 < ¢f‘, isto &, 1/)14 € [%, %-]. Temos que

A LA

H(wf) é decrescente no intervalo [%, -], pois,
H' (i) = =W5'F (2 = of!) = 2Wi F (2 — 2¢11) <0,

assim, 0 maximo ocorre em @Df‘ = @Z)gl = 1#34 = %.
Caso VI v < ¢4 < il
Temos que Ua (A (z4), B (A (z4), XB)) ¢ dada por:

(Wit + W3+ W F(ys) + (Wi + W [F (3 + v3) = F(eg)] +

W (@) = F(y3 +43),
ou seja,

Ua(? (@), 9% (A", XP) = W{F(@h) + WEF @3 +93) + Wi F(45).
Substituindo 1/1:3)4 =4 - wf‘ — 1/151, temos que
T ¢3) = WiF@) + Wi F(at —yf) + W F(a? — i — 4g).

Lema A.2.7. Na funcdo objetivo T(¢{‘,¢5‘), devemos ter ¢f‘* = 1,/154* no ponto 6timo.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que (wf‘*, 1/J§4*) seja 6timo e wf‘* > wf*, entao
existe € > 0 que podemos retirar de 1/)14* e adicionar a 1,[15‘* de tal forma que ainda tenhamos
wf‘* —e> ¢§4* + €. Assim, decorre que T(wf‘* — e,wf* +e)—T( f‘*, §4*) = WNF (24 —

(P —€)) — F(z? — ")) > 0, isto &, (17,45 ndo seria otimo. O
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Usando o Lema A.2.7 o problema acima se torna equivalente a maximizar

H@W) = W{F(@@h)+ W Fa? — i) + Wi F(a? — 2¢7),

sujeito a restricio 0 < x4 — 2¢ < Yfl, isto &, Yt € [%,%]. Temos que H (i) é

. A gA :
decrescente no intervalo [%-, %], pois,

H (1) = —Wi'F (@ =) =20 F (2" — 297" <0,
assim, o maximo ocorre quando Wi' = g = g = &1,
Caso VIII: ¢35t < 5t < ot
Temos que Ux (A (z?), Y B" (pA(z4), XB)) é dada por:
(Wit + W3t + WE)F(w3) + (Wi + WEH[F (5 +03) = F(v3)]
+ WEF(@?) = Fys' + 93] + (Wi + Wi [F(eg) — F(3)]

Note que a funcio objetivo Ux (A (z4), 9B (pA(z?), X B)) depende apenas de Vi e s,

entdo adotando a notacgao T(wf, @ZJ:‘;‘) para designar essa fungao, temos que:
Ty 95) = W{F@®) + W3 F@3) + WEF (5 +45) + (Ws' = W5 F(y3).
Lema A.2.8. Na funcdo objetivo T(wé,wz‘f) devemos ter 1/)54* = ¢§4* no ponto o6timo.

Demonstra¢do. Suponha, por absurdo, que (1/)5‘*, ¢34*) seja O6timo e 1/151* < 1/}34*, entao
existe € > 0 que podemos retirar de w?* e adicionar a zbf* de tal forma que ainda tenhamos
Y5 e < 4" —e. Assim, decorre que T'(v5" +e,94" —e) — T (5", 4" ) = W (F(v3" +
) — F(y3")) + (Wit — W) (F(5" — ) — F(¢4'7)) > 0, isto ¢, (¥3'",44"") ndo seria

otimo. [
Assim, usando o Lema A.2.8, o problema acima se torna equivalente a maximizar

H(yp3) = WiF(2y5) + W3 F(v3) + Wi F(a?),
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sujeito a restricio 0 < bt < 24 — 25!, isto &, 4! € [0, %] Temos que H(¢4') é crescente

nesse intervalo, pois,

H'(bg) = 2WF (298) + W5'F (v4') > 0,

A

assim, 0 maximo ocorre em ¢i4 = @Z)ﬁ“ = 1/134 = .
A.3 Caso de Preferéncias Opostas e W < WP + W}

Nesta secdo, iremos detalhar os célculos dos pontos de maximo do caso do jogo Blotto se-

quencial onde os jogadores possuem preferéncias opostas sobre os prémios e Wf < WP +Wwh.

Caso I: 9! < f e vt + 4t < ¥4l

Temos que Ua (A (z?), B" (pA(z*4), XB)) é dada por:

(Wit + W3t + Wi F (i) + W [F(1 + 43) — F (it + 45)] +
WHF () — F(vg' +v3)] + (W + W [F (i + ') — F(v3)] +

(W5t + WH[F(3') — F(i)] + W3 [F(w3' +v5) — F(4it + 4],
ou seja,

Ua(p?(z), vB (2 (2?), XB) = WiF@) + (W5 — Wi F(ys +¢4)
+ (Wit = WEHF +ysh) + (W3t — Wi F ()

+ WPF@W + 98 + Wi F(z?).

Lema A.3.1. Na funcio objetivo Ua(pA(x?), B (A (x4), XB)) devemos ter v{*" =

* * * * L.
3 ou T + st = 3" no ponto dtimo.

Demonstragdo. Admita, por absurdo, que 94 (z4) = ( f‘* §4*7¢3A*> seja 6timo. Entao
se @bf‘* < 1#5” e 1,[114* + 1/)5‘* < @ZJ?* temos que existe um € > 0 que podemos extrair de
¥4 e adicionar a ¢{!" de tal forma que ainda tenhamos " + e < 5" e " " <
4" — €. Fazendo isso, considerando 4™ (z4) = (1" + e, 94", 94" — €), temos que

Ua(@A™ (), 95 (A (), XP)) - Ua (A" (1), 95" (A (), XP)) = Wa(F(of ") -
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F{") + (Wa = W) (F(03" + g™ — €) = F(e3" +93")) + (Wo — W) (F(y3" — ) —

F(3") + Wi(Ff" + 487 +€) = F{" +947)) > 0, assim A7 (24) = ({7, 93", 94")

nao seria mMAaximo. O
Por meio do Lema A.3.1, temos que comparar o retorno da funcao Ug (A (z?), pB* (A (z4),
(2B))) nos casos em que it = 5! e i = Pt + sl
A_ A s s A A oA :
e Se ;" =13 entao fazendo a substituicao 93 =z 277" o problema acima se reduz
a maximizar

H(pt) = (Wit = WiHF(a? = o) + W' F (i) + W F(201) + Wi F(a?),

sujeito as restricdes 0 < it e 201 < x4 — 29, isto &, it € |0, %]. Mas H(y{) é
crescente nesse intervalo pois
H @) = (Wi = WHF (@ —of') + WEF (1) + 201 F (2¢1) > 0.
Assim, o maximo ocorre em wf‘ = sz = % e 1/1{54 = %.
e Se it + st = 94" entdo fazendo a substituiio ¢4 = % — ¢ o problema acima se

reduz a maximizar

A
x
Hyt) = W{EF@D) + Wi = WHF(a® —of) + (W5 = Wi F(= + 1)
A A at A A at A A
+ (W3 — Wy )F(7—¢1)+W1 F(7)+Wl F(x?),
sujeito a restricao 0 < 1/11‘4 < % —1,!){‘, isto &, @Z)f‘ € [0, %]. Como F é concava, decorre
que H(y{') é crescente, pois,
T A A (1A A Ay A A A Ay a A
H(yy) = W{F @)+ W =W)F (27 —¢7) + (Wy — W3 )F(7+¢1)
A Ay a A
+ (Wi = W; )F(7—¢1)>0,

. L. A A
assim, 0 maximo ocorre em P{ = g = Z- e il = -

Assim, neste caso o 6timo ocorre em wfl = sz =T ey = 5
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Caso IT: & < ¢t < it < it 4 2.

Temos que Ux (2 (z4), 9B (pA(z4), XB)) é dada por:

(Wit + W3 + Wi F (i) + (Wit + W) (F (w1 +v3') — F(¥5))
+ W (F@ +v5) — F(uit +¢3h) + W (F(a?) — F(v3 +¢3))
+ WS (F W3 +v5) — F(g' + 1) + (W + W) (F(v3') — F(¥3))

+ (W3 + WEH(F () = F(yi))
ou seja,

Ua(@p?(z?), 92" (A (), X 7))
= W{F@) + (Wit + Wit = Wi ) F(vi + vg') + Wi F(a?)
+ (W' = WHF (@3 +¢d) + (W5 — Wi F(ys)

+ (W5 — WY F(pgh) + (Wit = W F(uf + vg).

Lema A.3.2. Na funcio objetivo Ua(pA(x?), B (A (x4), XB)) devemos ter ¢v{*" =

* * * L.
3 ou vy = 4" no ponto dtimo.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que sz*(a;A) = ( f‘*, 2A*,w§4*) seja 6timo. En-

tao se Qj)f‘* < ¢2A* e 5‘* < ¢§‘* temos que existe um € > 0 que podemos extrair de
4" e adicionar a " de tal forma que ainda tenhamos " + ¢ < ¥i" e ¥g" <

A = (M + e, 8" 4" — €), temos que

4" — €. Fazendo isso, considerando A" (z
Ua(pA™ (a4), 9B (A (2), X P)) = Ua (A" (24), B (A (2), XP)) = Wi(F (1 +€)—
F))+ (Wi Wo—Wa) (F(f +45" +6) = F (41 +43")) +(Wa = W) (F (93 13" —e) -
P (3" +981")) + (W = Wa) (F (45" =€) = F(5'7)) > 0, assim 94" (a1) = (1", 45", 5"")

nao seria MAaximo. OJ

Por meio do Lema A.3.2, temos que comparar o retorno da funcao

Ua(p?(2?), B (9 (2), XP)) nos casos em que ¢f' =3’ e ¢! = v
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e Se @Z}f‘ = 1[15‘ e ap0Os a substituicao 1[)534 = z4 — 21[){‘, o problema acima se reduz a

maximizar

H@) = (Wit +ws' = Wi Fui) + Wi F(@?) + (Ws' — Wi F (2 — yi)
+ WP + (W3 — Wi F(a? — 20,

sujeito as restrigdes i <z — 2t < 24t isto &, Y1t € [%,%]. Mas H(yf') é

crescente nesse intervalo pois

H Wy = 20 + W' — Wi F (2¢1) + (W' — Wi F' (2 — )
+ WEF () + 25 = W) F (2 - 2¢7") > 0

A

i 4 A_ A A
Assim, o maximo ocorre em " = 3 = Y3 = .

e Se wg‘ = wé“ entao fazendo a substituicdo wf‘ =g4 - 21%4 o problema acima se reduz

a maximizar

H@g) = W{F(a® —203) + WiF(a? — ¢3) + Wi F(a?)
+ (W3 — WiHF@2ug) + (W5t — Wi F(vg),

.. .. . ) A LA )
sujeito a restricio x4 — 2y < ¥ <z — g isto ¢, ¥§ € %5, %] Como F ¢

concava, decorre que H(v4') é decrescente, pois,
H'(W3) = —2W{'F (@ = 208") = WF (@ — o) + 2005 = Wi F'(2u5)

+ 2w - WYF (w3 <0,

A

assim, 0 maximo ocorre em ¥{' = 5t = il = =

zA

Portanto, neste caso temos que o 6timo ocorre em 1/1{‘ = wfl = ¢§4 =5
Caso IIT: ¢4 < it e it + g < 4.
Temos que Ua(vpA(z?), B (A (z1), XB)) ¢ dada por:

(Wit + Wit + W F(y3') + Wi (F(y5' +v5') — F(oi + )

+ WHF@?) — Fwg +3) + (W + W) (F(vf + ¢3) — F(i3))
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ou seja,

Ua(yp?(a), 9P (A (2"), X)) = W{F@?) + (W5 = Wi F (g + )

+ WF @1 + he) + W5 F (1)

Lema A.3.3. Na funcio objetivo Ua(p?(z), B (A (24), XB)) devemos ter ¢4 =

D 4 3" no ponto Gtimo.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que A" (z4) = (17, ¢§4*,w§4*) seja 6timo. Entao
se 1/1{‘* + wQA* < 1/1§4* temos que existe um € > 0 que podemos extrair de 1/15,)4* e adicionar
a wf‘* de tal forma que ainda tenhamos wfl* + e+ wfl* < ¢3A* — €. Fazendo isso, conside-
rando 4™ (z) = (¥ +e, 957, 4" —€), temos que Ua (9™ (24), B (A (24), X F)) -
Ua(p?" (z4), B (A (a), XB)) = Wi(F(yt" + €) — F(¥)) + (W — W)(F(3" +

2T =) = F(05 +957) + Wi (F (" + 93t + €)= F(f" +45'7)) > 0, assim 47 (a) =

( f‘*,qﬁf*,d){;‘*) nfo seria maximo. O

Assim, por meio do Lema A.3.3, temos que o problema é equivalente a maximizar
T(¢1,4) = W{F(@?) + (Wi = Wi F (22 + 1) + W F(1 + o) + W5 F (i),

Substituindo ¢ = % — 19, temos que

A

A
H) = WAFEY + (7 = WO (5 4w ) + WOF () + Wit (on),

restrito & condigao de 1y € [0, %}.

Note agora que, como 13 € [0, %], entao decorre a seguinte desigualdade

A A
H) = WAFEY + 07 = WO (5 o)+ wiF () + Wil

A
< WAFEA) WA + WiE (54 o).
Como a funcio W{AF(z4) + WHF(44') + W{‘F(% + 1b3') & crescente em 13", pois F é

crescente, temos que o maior valor que essa funcao pode assumir é

Apy A ap(2h Ap (327
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AP . . . L. _ A A A
E facil ver que a utilidade do jogador A no jogo para a estratégia de alocagéo ( =, ?>

é dada por

Ay A Ap (227 Ap (Tt

Agora note que neste caso o 6timo do jogador A é limitado por o étimo que aparece no
Caso II acima, pois foi provado no Lema 3.6.1 que vale a seguinte desigualdade:

A A A at A 3a4 A A A 204 A zt

isto é,

i (r (23) _F(fﬂj)) - wi (r (34) ‘F<3>)

Assim, neste caso, concluimos que a estratégia de alocagao 6tima do jogador A é limitada

A

pela estratégia que aparece no Caso 11, isto é, esta serd no maximo 1,[){‘ = 1/)5‘ = 1/13*4 =45

Caso IV: ¢t < it < gl < it sl
Temos que Ug (A (z?), B" (pA(z4), XB)) é dada por:
(Wit + W5t + WY F(yg') + (Wi + W) (F (i + ¢3") — F(3))
+ Wi (F(a +1b3) — F(1 + b)) + Wi (F(z?) — F(¥3 +13))
+ (W + WY (F(vs) — F(3)),
ou seja
Ua(p?(x?), B (A ("), X)) = (W + W' — WPy + ') + Wi F(a?)
+ (W3t = WHF (W3 + vg') + (W5 — W5 F(1)3)
+ W5 F (i),

Lema A.3.4. Na funcio objetivo Ua(pA(x?), B (A (x4), XB)) devemos ter ¢4 =

* -
1/}{‘ no ponto dtimo.
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Demonstragio. Suponha, por absurdo, que ¥pA™ (z4) = (i, 51*,1/}?*) seja Otimo. En-

tao se wf‘* < w:?* temos que existe um e > 0 que podemos extrair de ¢§4* e adicionar
a 11){‘* de tal forma que ainda tenhamos wlA* +e < 11134* — €. Fazendo isso, conside-
rando 4™ (z) = (Vi +e, 957, 04" —€), temos que U (9™ (24), 9B (A (2?), X 7)) -
Ua(p? (2), 9B (94 (2?), XP)) = (WP W3 =W (F (17 +u3 " +e) = F (i +4g)) +
(W3t = Wi (F (3" + 57 — ) = F(g" +047)) + (Wi = W) (F(u3" —e) = F(v47)) > 0,

assim A" (z4) = (wf‘*, - @Z}:ﬁ:‘*) nao seria maximo. O

Assim, usando o Lema A.3 temos que o problema de maximizac¢ao do jogador A se reduz

a

Tt ) = W F@ +9s') + WF (@) + (W5 — Wi F (1) + W' F(v3)).

fowf
2

JZA-l-l/JQ

Substituindo wf‘ = temos outro problema equivalente

37A_1/’2

H(yd) = WEF ( ) LWAR@) + (W - W F ( ) WA,

sujeito a restricao de ¢é4 € [o, %] No entanto, temos que H(z/;f‘) é crescente em ¢§47 pois

. Wit (A + Wi —wad |, aA -
Hu) = Thp () TN (T

Apl (A
5 5 5 5 >+W2F(1/12)>0.

A

Portanto, o maximo o ocorre em @ZJ{‘ = 1/)5‘ = wé‘l = 5.

Caso V: ¢f' <4yl < gl
Temos que Ux (A (z?), B" (pA(z4), XB)) é dada por:
W+ W3+ WHF(!) + (W] + W) (F (! +93) — F(y3))
+ WHF@?) = F(e3 +3)) + Wi (P35 +3) — F(ui +43)

+ (W3 + Wi (F(v3) — F(¥1))
ou seja,

Ua(p?(@?), 9B (2 (), XP)) = WPF@!) + WiF@ +v5) + Wi F(a?)

+ (W5 = WNF @) + (W5 = WiHF (3 +44)
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Lema A.3.5. Na funcio objetivo Ua(pA(x?), B (A (x4), XB)) devemos ter ¢4 =

wf‘* no ponto dtimo.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que 4™ (z4) = (¢, 5‘*,7%4*) seja O0timo. En-
tao se 1[){‘* < wf,f‘* temos que existe um € > 0 que podemos extrair de wg,f‘* e adicionar
a pr‘* de tal forma que ainda tenhamos ¢f‘* +e < w?* — €. Fazendo isso, conside-
rando A" (z) = (¥ +€, 957, 4" —€), temos que Ua (9™ (x4), B (9 (2), X B)) -
Ua(pA” (@), 9B (A(24), XB)) = WAF (@ + ) = Fi)) + (Wi — W) (F (g -
€) = F(g") + (W5 = W) (F(3" + 5" =€) = F(u3"" +4)) > 0, assim 4" (2) =

(1/114*, gA*,wgl*) nao seria maximo. O

Assim, usando o Lema A.3.5, temos que o problema de maximizacdo do jogador A é

equivalente a maximizar
T@Wiv3) = W{F@u)+ Wi F(ui) + (W3 = Wi F@s' +uf) + Wit F(?).
Substituindo ¢§‘ =z - 2@[}{‘ temos um outro problema equivalente
Hyi) = W{PQe) + Wit P + (W5 = WiHF(t = o) + Wi F(?),
sujeito a restricao de zpf‘ € [0, %] Note que G é crescente nesse intervalo, pois

H ) = 2W{F u) + WiF (9f) + (W = Wi F (2 — ) > 0.

A

Portanto o méximo, neste caso, ocorre em ¢1A = @Z)é“ = 1/)34 = 5.

Caso VI: 4 < it < ohgl.
Temos que Ux (A (z4), 9B (pA(2?), XB)) é dada por:
(Wit + W3t + WEHF(u3) + (Wit + W) (F (i +94) — F(v3))

+ WNF@?) — Fs +94) + W (F(y3' +v3) — F(vit +4))
ou seja,

Ua(pA (@), B (A (@), XB)) = W3'F(ys) + Wi F (it +v5)

+ W{F() + (W3 — Wi F(vg +vg)
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Lema A.3.6. Na funcio objetivo Ua(pA(z?), B (pA(z4), XB)) devemos ter 4" =

wf‘* no ponto dtimo.

Demonstragio. Suponha, por absurdo, que 4™ (z4) = ( 14*7 51*,1/)34*) seja 6timo. En-

tao se wf‘* < ¢§4* temos que existe um € > 0 que podemos extrair de ¢§4* e adicionar
a 1/1{1* de tal forma que ainda tenhamos wlA* +e < T/Jéq* — €. Fazendo isso, conside-
rando 4™ (z4) = (Y €, ¥4 —e, w{f*), temos que Ug(pA™" (z4), ¥ B" (A (z?), X B)) —
Ua(p?" (24), 9B (A (24), XP)) = WAF @ + e+ 93") = Ff +947)) + (W5 -
W (F (15" — e+1p57) — F(" +94'7)) > 0, assim 947 (2) = (17,457, 94'") nio seria

maximo. O

Assim, usando o Lema A.3.6, temos que o problema de maximiza¢ao do jogador A se reduz

a maximizar
T 0g) = WEF@Wg) + WiF(@a) + Wi Pt +4g).
Substituindo ¢3A =z - 2@[}{‘ temos outro problema equivalente

H@W) = WiF(a* —2¢) + Wi F(a?) + W3 F (2 — ),

. i A LA , . :
sujeito a restricao de 1/1{1 € [%, %] Mas H(l/}f‘) é decrescente nesse intervalo, pois

H @)y = —2WiF (@ - 208) - W F (4 — i) < 0.

zA

Portanto o méximo ocorre em 1! = ¢ = 4! = .

Caso VII: ¢4 < gt < il
Temos que Ua (A (z4), B (A (z?), XB)) ¢ dada por:
(Wit + W3+ WEHF(63) + (Wi + W) (F (3 + v3) — F(v3))
+ W F@E?) - F(vg +v3))
ou seja,

Ua(pA(z?), B (pA(2?), XP)) = W3'F(yg) + Wi F (3 + vg') + Wi F(a?)



A.3. CASO DE PREFERENCIAS OPOSTAS EWJ < WP + W§ 118

Lema A.3.7. Na funcio objetivo Ua(pA(z?), B (A (z4), XB)) devemos ter 4" =

ng* no ponto dtimo.

Demonstragio. Suponha, por absurdo, que 4™ (z4) = ( i * 51*,1/)34*) seja 6timo. En-
tao se w?* < wf* temos que existe um € > 0 que podemos extrair de wf* e adicionar
a 1/1§4* de tal forma que ainda tenhamos 1#34* +e < 1/151* — €. Fazendo isso, conside-
rando WA (24) = ({7 +e, " —e,47), temos que Ua (A" (24), B (A (24), X B)) -

Ua(@p? (), B (pA(2?), XB)) = W (F(v4" + €) — F(¢4")) > 0, assim 4" (2) =

O

(¢i4*, QA*yw?*) nao seria maximo.

Assim, usando o Lema A.3.7, temos que o problema de maximizacao do jogador A se reduz

a maximizar

T yg) = WiF(ws) + Wi F(2vg) + Wit F(a?).

A

Note que as restricbes sao wg‘ < wlA, isto é, w? < zd— 21/1:3)4, se e somente se, ¢§4 < 5.

Logo queremos maximizar T'(¢5!,3) com a restricio de w4 € [0, %] Mas como F &

crescente temos que T' (wf‘,w?) é crescente nesse interval. Portanto o maximo ocorre em

of = =g =5
Caso VIII: ¢3' < 5t < o,
Temos que Ua(vpA(z4), B (A (z4), XB)) ¢ dada por:

(Wit + W5t + W F(yg') + (Wi + W) (F (¢ + 95') — F(4))

+ WiNF@) = F(es' +v3)) + (Wi + W) (F(y3) — F(y3))
ou seja,
Ua(p? (@), v B (@A (2"), XPB)) = Wi'F(y3') + W' F(¢3' + 95
+ (W5t = Wi F(g3) + Wi F(a?)

Lema A.3.8. Na funcio objetivo Ua(pA(x?), B (A (x4), XB)) devemos ter 15" =

* L.
1/}{54 no ponto dtimo.
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Demonstragio. Suponha, por absurdo, que ¥pA™ (z4) = (i, §4*,¢§4*) seja Otimo. En-

tao se sz* < w:?* temos que existe um e > 0 que podemos extrair de ¢§4* e adicionar
a 11)5‘* de tal forma que ainda tenhamos 1/12*4* +e < 111{54* — €. Fazendo isso, conside-
rando 4™ (2) = (V1" +e, 95" —€,94""), temos que Ua (9™ (24), 9B (A (24), X 7)) -
Un(A (@), " (A (2h), XP)) = WL E@E" + €) — F") + (Ws — Wa)(F(vf" —

€) — F(y47)) > 0, assim A7 (z4) = (¥, 4", 14" ndo seria maximo. O

Assim, por meio do Lema A.3.8, temos que o problema de maximizacdo do jogador A se

reduz a
T e5) = Wi Fu3) + Wi F(43) + Wi F(a)
it A . A A it 4 ahA A_ oA
Note que este problema estd sujeito as restrigoes 15 < 7", isto €, 3 < 25, se
:EA

A . .
€ somemnte se, S 5. 0g0 queremos maximizar y Ccom , =2 |- as
te se, U < . Log T, v4) com v € [0,5). M

como F é crescente entdao T(14!,14) & crescente em 9. Portanto o maximo ocorre em

Y1 =1pg =iy = %
A.4 Caso de Preferéncias Intermediarias K = 3

Nesta secao, iremos detalhar os célculos dos pontos de maximo do caso do jogo Blotto se-

quencial com preferéncia Intermediaria para K = 3.
Caso T: i < ¢! < ¢!
Temos que o Ua(pA(z?), B (A (z4), XB)) ¢ dada por:
(Wit + W3t + Wi F(yd) + Wi+ Wi (F (1 + 45) — F(4))
+ Wi (F () = (3 +08)) + Wi (F(g' +¢3) — F(of +¢3)))
+ (W3 + W (F(vs) — F(ei)),
isto &,
Ua(p (@), 9P (94 (), XP)) = W{F@) + WiF( +43')
+ (W' = Wi F(y3) + W F (z?)

+ (W5 — WiHF (g +vgh).
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Substituindo @ZJ?‘f‘ =z4 — Q/Jf‘ - wf‘, temos o problema equivalente

T(pit gy = WAF@Y + WiF @ + ¢4 + (Wt — WY F(v3)

+ WHF@) + (W5 = Wi Ft -y,
Lema A.4.1. Na func¢do objetivo T(?/Jf‘,@/}?) devemos ter wf‘* = wfl* no ponto 6timo.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que (1/)14*,@054*) seja O6timo e 1/114* < wé“*, entao
existe € > 0 que podemos retirar de wQA* e adicionar a wf‘* de tal forma que ainda tenhamos
Y + e < ¥4 — €. Fazendo isso, temos que T(¥{" + e, 8" — €) — T, ") =
WAF@A + ) — F@) + (W — WA F@E" — &) — F") + (Wi — Wi (F(ah -

A pe) — F(a? — 7)) > 0, isto ¢, (17,44 ndo seria otimo. O

Assim, usando o Lema A.4.1 e o fato de que X4 ~ U(0, 1], o problema acima fica equiva-

lente a maximizar
H(p) = 2Wiyf + Wilel + Wita? + (5! = Wi (@ — o),
sujeito a restricio de ¥{! € [0, %] Note que H (1) é crescente no intervalo [0, %], pois,
H' () = 2Wy + Wit + (W — W) > 0,

zA

Portanto, o méximo ocorre em it = ¢! = ¢4 = Z-.
Caso II: 93! < ¢ <yt
Temos que Ua(pA(z4), B (A (z4), XB)) ¢ dada por
(Wi + W3t + W) F(u3) + (Wi + Wi (F(dg' +45) — F(43))
+ Wi (F () = F(s' +98)) + (Wi + Ws)(F(4s) = F(43)),
ou seja,

Ua(p?(a),vB (92 (2?), XB)) = W{F(?) + (W5 — Wi F(y3)

+ WP () + W3 F (3 +4)).
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Substituindo @ZJ?‘f‘ =z4 — zbf‘ — wf‘, temos

T, wg) = WF(@?) + (W' — Wi F ()

+ Wi F@e! —of =) + Wi F (e — ).
Lema A.4.2. Na func¢do objetivo T(?/Jf‘,@/}?) devemos ter wf‘* = wfl* no ponto 6timo.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que (1", wé“*) seja O6timo e 1/114* > wé“*, entao
existe € > 0 que podemos retirar de wf‘* e adicionar a 1%4* de tal forma que ainda tenhamos
Y5 + e < " — €. Fazendo isso temos que T(p{1" — €, 04" +€) — T(pM", 48" = (W5 —
W (F (3" +€) = F(3) + Wit (F(a? =i + ) = F(a? —f'7)) > 0, isto &, (417, ¢3"")

nao seria 6timo. O

Portanto, usando o Lema A.4.2 e o fato de que X4 ~ U(0,1], temos que o problema de

otimizagdo do jogador A é equivalente a maximizar

H@) = Wit + (W5t — Wiy + Wit (@ — 2¢7') + Wit (2 — vf),

sujeito a restricao de ¥f' € [%, %]

Temos que
H(y) = wit—wit —awyt —wy
= W3 —4wih.

Portanto, decorre trés situagoes:

. A
o Se WQA > 4VV§4 o 6timo ocorre em 1 = 1y = L-;

kS

e Se Wit < 4W3! o 6timo ocorre em 1h; = 1y =

7

e Se Wi = 4W4 entdo H(v{') é constante, assim o 6timo ocorre em qualquer ponto

A A
tal que yit = ¥4t € (&, 2.

Caso IIT: ¢3! < it < opg!
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Temos que Ux (A (z?), Y B" (pA(z4), XB)) é dada por:

(Wit + W3 + WHF(s') + (W + W) (F (o1 + ¢3) — F(v3))

+ W F@?) — FWs +v4)) + Wil (F (3 +3) — F(ef +v3)),
isto é,

Ua(pA (@), vB (@ (2*), XB)) = WPF@ +¢3) + Wi F(2?)

+ (W5 = WNF @3 + 3 + W3 F(y3).
Fazendo a substituindo 1/154 =z4 — wf — ngA, temos o seguinte problema equivalente

Tt g) = WiF(@* —yg) + WiF(2?)

+ (W' = WIHF (@t = of!) + W F (o — o' = o4).
Lema A.4.3. Na funcdo objetivo T({,145)) devemos ter 1/)14* = 1/)34* no ponto dtimo.

Demonstracdo. Admita, por absurdo, que (wf‘*, w?*) seja 6timo e 1/1{‘* < ¢§4*, entao existe
e > 0 que podemos retirar de ¢§4* e adicionar a 1/1{1* de tal forma que ainda tenhamos
Y 4e < 94" —e. Fazendo isso temos que T(i +e, 4" —e) =T (it w4") = WA(F (x4 —

A4 Q) = Fat — ") + (W — WA (F@A — " — ¢) — Fat — ¢1%)) > 0, isto ¢,

A% A" nao seria 6timo. ]
1 2

Assim, usando o Lema A.4.3 e o fato de X4 ~ U(0, 1], temos que o problema de otimizacio

do jogador A é equivalente a maximizar

H(wl) = Witat + Wila? — o) + Wi (@4 - 207,

A LA

sujeito a restricio de ¢! € 5, 5]

Mas note que H ({') & decrescente, pois,

H @Y = —wi —2wist <o.

A

Portanto o méximo ocorre em il = ¢3! = 4t = o
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Caso IV: ¢35t < s < oft

Temos que Ux (A (z?), Y B" (pA(z4), XB)) é dada por:

(Wit + W5t + W F(s') + (W + W) (F (3 +3") — F(v3))

+ WHF@E) = Feg +3)
ou seja,

Ua(p? (@), vB (92 (2*), XB)) = W{F(?) + W3 F(vg)

+ WHF (s +45).
Substituindo 1/15‘ = 24 — )y — 13 temos o problema equivalente
T vg) = WF@?) + W3 F(a® =y — ) + Wi F (e — ).
Lema A.4.4. Na func¢do objetivo T(@bf,d){f) devemos ter ¢i4* = w?* no ponto 6timo.

Demonstra¢do. Admita, por absurdo, que (1/1{‘*, szA*) seja 6timo e wf* > w{;‘*, entao existe
€ > 0 que podemos retirar de @ZJ{‘* e adicionar a 11}{54* de tal forma que ainda tenhamos
P —e > 4" +e. Fazendo isso temos que T'(¢7t" —e, 4" +e) =T (", 4") = WA (F (x4~
G 4 ) — Fla — i) + (W — WP — 0" =€) — Fh — g4") > 0, isto ¢,

A* A" nao seria 6timo. ]
1 2

Usando o Lema A.4.4 e o fato de que X4 ~ U(0,1], temos que o problema acima é

equivalente a maximizar

Hw) = Wiat + W@ — 2¢1) + W5 (2 — 1),

sujeito a restricao de wfl c [%, %]

Note que H(1{!) é decrescente, pois,

H @ = —2w—wi <o.

A

Portanto o méximo ocorre em il = ¢3! = 4 = =
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Caso V: ¢t < sl e ot + 4t < sl

Temos que Ux (A (z4), 9B (pA(z4), XB)) é dada por

(Wit + W3 + W F (i) + (Wit + W) (F (w1 +v3') — F(¥3))
+ WF(?) — F(s' +v5) + Wi (F (3" + v3') — F(f +3))
+ W (F@3) — Ff +94) + (Wi + W) (F(v1 +v3') — F(v4))

+ (W3 + WEH(F3) = F(yi))
ou seja,

Ua(@p?(z?), 92" (v A (a?), X 7))
= W{F@) + WEF@ +93) + (W3 — Wit — Wi F(vg) + Wi F(a?)

+ (W' = WNF@s +3) + WEF +93) + (W' = Wi F(ug)
Fazendo a substituicao ¢§4 =g — wf‘ — 1/1:;4, temos que

T yg) = WF@P) + WiF@* —¢g) + (W5 — Wit — Wi F(a? — ot — )
+ W{F@h) + (W3 — Wi Fa? — o) + WPF) +vg)

+ (W = Wi F ()
Lema A.4.5. Na funcgdo objetivo T(zﬁf,w:’?) devemos ter @Z)f‘* = 1/)34* no ponto dtimo.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que (@Df‘*,w{f*) seja 6timo e wf‘* < w{?*, entao
existe € > 0 que podemos retirar de ¢§4* e adicionar a 1/114* de tal forma que ainda tenha-
mos 1" + e < 4" — €. Fazendo isso temos que T(Pit" + e, 4" — €) — T(p{1",94") =
W (@ +e) = F{7) + W (F (e =93 +e) — Fa —37) + (W' = W) (F(a? —
Uit —e) = Fa — i) + (W3t = W) (F (95" — ) = F(y37)) > 0, isto &, (447, ¢4") nao

seria 6timo. O]

Assim, usando o Lema A.4.5 e o fato de que X4 ~ U(0, 1], o problema é equivalente a
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maximizar
H@) = (W3 —wi' —wih)(a? — 207" + Wita?
+ Wit(a? — i) + 2wty + WE (v,

sujeito a restricio de ¢ € [0, %].

Temos que H(y{') é crescente em [0, %], pois,

H @ = 200+ Wi —wih + 20 >0
Portanto o maximo ocorre em 1/114 = ¢§4 ="-e 1/151 = 5.
Caso VI: o' <o <vf <ufl +yf
Temos que Ua (A (z4), 9B (pA(2?), XB)) é dada por

(Wit + Wt + WP () + (Wi + W) (F (i +45') — F(y3))
+ WHF@?) — Fwg +¢3) + W (F(w3 +¢3) — F(f +13))

+ (WP + W) (F(wg) — F(3) + (W3 + Wi (F(vg) — F(¥1)
ou seja,

Ua(p? (@), 9P (A (). X)) = WF@) + Wi F(f +43)
+ W{F(@h) + (W' = Wi F (v + v3)
+ (W3 = W F(e) + (W3 — W) F(y3)
Fazendo a substituicao wf =g4— wf‘ — wgl, temos que o problema acima fica equivalente
a maximizar
Tyt v3) = WHF@L) + Wi —vg) + Wi F @) + (W' = WiHF(e -4

+ (W5 = WiHF@g) + (Ws' — Wi F(a? — vft — vg).

Lema A.4.6. Na funcdo objetivo T'({',145)) devemos ter Y = 1[)34* no ponto détimo.
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Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que (zbf*,w{;‘*) seja 6timo e 111{‘* < wg‘*, entao
existe € > 0 que podemos retirar de @Df* e adicionar a 1/1{1* de tal forma que ainda tenha-
mos " + e < 4" — e. Fazendo isso temos que T(Pit" + e, 4" — €) — T(p{1",94") =
W (F " +e) = F(i) + Wi (F(a? =93 +e) = F(a? —93)) + (W3t = W) (F(a? —

17— = Flat =) + (W3 = W) (P (43" — ) = F(y47)) > 0, isto &, (447, ¢4'") nao

seria 6timo. O

Assim usando o Lema A.4.6 e o fato de que X4 ~ U(0, 1], temos que o problema acima é

equivalente a maximizar

Hw) = Wiat + Wit (a? — o) + Wity + (W5 — wih) (2 — 297,

sujeito a restricao de ¥f' € [%, %] Note que H' (47" é dada por

H (4{) = =203 = w3') <.
Portanto, decorrem duas situacoes:

~ L, . A . / .
e Se Wit > WgA, entdo o maximo ocorre em il = 4! = -, pois H ({") sera crescente;

e Se Wil = Wg“, entdo o 6timo ocorre em qualquer ponto tal que ;' = 1/134 € [%, %]

Caso VII: ¢4t < ot <ot + 4t < ops)
Temos que Ua (A (z4), B (A (z4), XB)) ¢ dada por:
(Wit + Wit + WY F(yg') + (W + W) (F (45" + ¢3") — F(43))
+ WiNF () — F(vg +v3)) + Wi (F(v3) — F(yit +4"))
+ (W + WP + 95 — Fvs))
ou seja,
Ua(p™(x), 9B (A (1), XP)) = (W5' = Wit = Wi F(yg') + Wi F(a?)

+ W3F () + Wi F (3 + v5)

+ WPF@i + 94
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Fazendo a substituicao LZ)Q“ =z4 — @ZJ{‘ — ¢§47 temos o seguinte problema de maximizacao

equivalente

T yg) = (W5 = Wit — Wi Fa? — ¢t —vg) + Wi F(a?) + Wi F (e + ¢8)

+ WEF@g) + Wi F (o — o).
Lema A.4.7. Na funcdo objetivo T({',14)) devemos ter 1/)14* = 1/)34* no ponto dtimo.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que (wf‘*,z/sz*) seja 6timo e wf‘* > w;?*, entao
existe € > 0 que podemos retirar de @Z)f‘* e adicionar a 1/134* de tal forma que ainda tenha-
mos " — e > 4" + e. Fazendo isso temos que T(Yit" — e, " +€) — T(p{1",94") =
W@ + ) — P™)) + WA @A — " +¢) = F(at — i) > 0, isto &, (1", ")

nao seria 6timo. O

Dessa forma, usando o Lema A.4.7 e o fato de que X4 ~ U(0, 1], temos que o problema

acima se torna equivalente a maximizar

Hw) = (W3 — Wit —=Wih)(a? — 2¢7") + Witz + 2wty
+ Wity + Wit (e — v,

A

sujeito a restricio de ¢t € [0, .

No entanto, note que H(1{') & crescente no intervalo [0, %], pois,
H @) = 2Wi+wi —wih) + 20 >0,

assim, o maximo ocorre quando wf‘ = ’QZJ3A = ey =

Caso VIII: ¢4t < it <upgh < it + g

Temos que Ux (2 (z4), 9B (A (z4), XB)) ¢ dada por:

(Wit + W3 + WHF(y3') + (W + W) (F (3 +3) — F(43))

+ WH(F@@) = Fy3' +45)) + (Wi + W) (F(4g) — F(¥3))
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ou seja,

Ua(p?(z), v B (A (2), XB)) = W{F(z?) + (W5 — Wi F(y3)

+ W Fg) + W3 F (3 + v3).

Fazendo a substituicao 7,/154 = g4 — wf — 1/1:3)4, temos o seguinte problema de maximizacao

equivalente

Tt g) = WiF(@*) + (W5 — Wi F(a? — ot —vg) + W' F(v4)

+ WF@* — 9.
Lema A.4.8. Na func¢do objetivo T(@bf,@!}{f) devemos ter 1/){‘* = d){f* no ponto 6timo.

Demonstra¢do. Suponha, por absurdo, que (zp{‘*ngj‘*) seja Otimo e 1/){‘* > 1/J§4*, entao
existe € > 0 que podemos retirar de 1,!){‘* e adicionar a w§4* de tal forma que ainda tenha-
oS 1/1{1* —e> 1/1:%4* + €. Fazendo isso temos que T(l/}f‘* — ¢, 3A* +e¢)—T( f‘*, 3A*) =
W (F (3" +e) = F(931) + Wi (F (2t =" +€) = F(a* = 9{1")) > 0, isto &, (417, ¢3")

nao seria 6timo. O

Assim, por meio do Lema A.4.8 e usando o fato de que X4 ~ U(0, 1], o problema acima

se torna equivalente a maximizar

H@w) = Wiat + (W3 — Wi (@ — 207" + Wity + Wit (2 — o1,

sujeito a restricio de ¥f' € [%, ﬁ].

Note que esse problema de maximizacdo é o mesmo que aparece no final do Caso VI, assim

temos que:

~ . A . / .
e Se Wit > W3A, entdo o maximo ocorre em il = ! = -, pois H ({") sera crescente;

e Se Wit = WgA, entdo o 6timo ocorre em qualquer ponto tal que ;' = ¢§4 € [%, ?]



