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Resumo

Muitos modelos tém sido criados em Teoria dos Jogos para representar diferentes in-
teracOes sociais. As ferramentas utilizadas em cada modelo visam representar de maneira
mais adequada as particularidades de cada situacio do mundo real. Existem algumas
formas bdasicas de se representar um jogo, porém, dada a complexidade de modelar algu-
mas situagdes € interessante obter novas formas de representacido de jogos e de andlise
de comportamento dos envolvidos em um jogo. Esta tese pode ser dividida em duas par-
tes independentes. Na primeira, apresentamos generalizacdes do modelo de grafos para
resolucao de conflitos, introduzindo a possibilidade de individuos tomadores de decisdes
expressarem suas preferéncias com incerteza usando preferéncias probabilisticas. Neste
cendrio, propomos defini¢des de estabilidade para o conflito envolvendo dois ou mais to-
madores de decisdo e mostramos aplicacdes do modelo generalizado. Na segunda parte,
analisamos redes sociais com pesos nas ligagdes, propondo uma nova defini¢ao de utili-
dade para rede de coautores e apresentando resultados sobre efici€ncia e estabilidade de

tais redes.

Palavras-chave: Teoria dos Jogos, Conflito, Modelos de Grafos, Nocdes de Estabili-
dade, Preferéncias Probabilisticas, Redes sociais, Estabilidade Par a Par, Redes Eficientes,

Ligagcdes com peso.



Abstract

Many models have been created in game theory to represent different social interacti-
ons. The tools used in each model intend to represent more appropriately the peculiarities
of each real-world situation. There are some basic ways to represent a game, however,
given the complexity of modeling some situations it is interesting to obtain new forms of
representing games and of analyzing behavior of those involved in a game. This thesis
can be divided into two independent parts. In the first one, we present generalizations of
the graph model for conflict resolution, introducing the possibility of individual decision-
makers expressing their preferences with uncertainty using probabilistic preferences. In
this scenario we propose stability definitions for the conflict involving two or more de-
cision makers and present some applications of these generalized models. In the second
part, we analyze social networks with weights on links, proposing a new definition of uti-
lity in a model of co-authorship network and presenting results on efficiency and stability

of such networks.

Keywords: Game Theory, Conflict, Graph Model, Stability Notions, Probabilistic Pre-

ferences, Social Networks, Pairwise Stability, Efficiency, Weighted Links.
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CAPITULO 1

Introducao

Decisdes sdo tomadas a todo momento em nossa sociedade. Por exemplo, em um
encontro de negdcios, em um juri, em negociagdes de cessar fogo ou ainda na busca por
alimento, individuos, paises ou animais precisam decidir qual acdo tomar analisando o
contexto, inclusive considerando as a¢des dos outros, isto €, usando estratégias. A Teoria
dos Jogos estuda entdo um conjunto de ferramentas que nos ajuda a entender o fendmeno
observado quando tomadores de decisdo interagem estrategicamente [/1]].

Muitos modelos tém sido criados para representar diferentes situagdes de interacao:
por exemplo, modelos de conflito ([2], [3], [4], [S]), individuos decidindo com quais ou
quantas pessoas € vantajoso se relacionar ([6], [7]], [8]) ou quanto investir em seus rela-
cionamentos ([9], [10]). As ferramentas utilizadas em cada modelo visam representar de
maneira adequada as particularidades de cada situacdo do mundo real. Dada a complexi-
dade para modelagem de muitas situacdes estratégicas, diversos pesquisadores passaram
a buscar novas formas de representacdo de interagdes estratégicas e de andlise do com-
portamento dos individuos no jogo.

Este trabalho na drea de Teoria dos Jogos e Andlise de Conflitos visa obter novos
modelos com o auxilio da Teoria dos Grafos. Acreditamos que estes novos modelos sdo
capazes de representar situacdes da realidade ndo captadas pelos modelos ja citados, como
por exemplo, a incerteza na preferéncia dos indviduos em conflito sendo expressa através
de probabilidades, ou, individuos em uma rede de co-autorias, na qual é permitido aos
individuos ndo apenas se ligarem, mas determinarem quantas vezes vao colaborar com

seus pares. Neste trabalho, nds usamos ferramentas de Teoria dos Grafos para representar



tais contextos: individuos em situag¢des de conflito e em redes.

A tese consiste em quatro capitulos independentes: os dois primeiros tratam de mode-
los de conflito com incerteza sobre as preferéncias. O terceiro capitulo trata da generaliza-
cdo de um modelo de co-autores e o quarto capitulo discorre sobre um problema existente
na literatura sobre ligacdes com pesos em um grafo e apresenta alguns resultados. A
seguir, descreveremos mais detalhadamente o conteudo destes capitulos.

O primeiro cendrio no qual a Teoria dos Grafos serd util como ferramenta de repre-
sentacdo € a resolucdo de conflitos. Muitos modelos t€m sido criados para representar e
propor solugdes para situagdes em que dois ou mais individuos estdo em conflito acerca
de alguma questdo e tentando chegar a um acordo. Os dois primeiros Capitulos deste
trabalho usam um destes modelos para fazer generalizagdes sobre as preferéncias dos
individuos: o Modelo de Grafos para Resolucao de Conflitos (GMCR) [3]. O GMCR
fornece uma metodologia para modelar e analisar conflitos estratégicos, isto €, situagdes
nas quais dois ou mais tomadores de decisdes (DMs) independentes fazem escolhas que
juntas determinam como o conflito se desenvolve. Tais individuos interagem estrategica-
mente de acordo com suas preferéncias sobre os possiveis estados, que sdo determinados
pelas acdes dos DMs. O GMCR € uma ferramenta ficil e fornece um bom entendimento
de como os DMs deveriam escolher o que fazer [4]].

Como dito, analise de individuos agindo em uma interacdo estratégica é do que trata
a Teoria dos Jogos. Usualmente, em modelos de Teoria dos Jogos, assume-se que os
individuos sdo considerados “racionais” no sentido de que sdo conscientes das alternativas
disponiveis a eles, tém preferéncias claras que podem ser representadas por uma fungdo
utilidade e agem de forma a maximizar suas utilidades esperadas [11].

No entanto, nem sempre os individuos tém certeza do que querem ou nem sempre suas

preferéncias sdo claras. Por exemplo, existe na literatura a representacdo de situagdes nas



quais as preferéncias dos individuos sdo expressas através de uma distribuicao de proba-
bilidade como no modelo de Luce [12]. E nesse contexto que faremos generalizacdes do
Modelo de Grafos para Resolucio de Conflitos.

No segundo capitulo deste trabalho, nés apresentamos esta técnica de andlise da so-
lucdo de conflitos e a generalizamos, considerando agora que as preferéncias de um in-
dividuo sdo expressas através de probabilidades. Apresentamos formas de determinar
possiveis solu¢des de um conflito nesse contexto e aplicacdes exemplificando a obtencao
de solucoes.

No terceiro Capitulo, nds continuamos analisando situacdes nas quais as preferéncias
sdo incertas, mas abrimos mao da restricdo de que haja uma distribuicao de probabilida-
des precisa que represente a preferéncia dos individuos. Usando a Teoria da Probabilidade
Inferior e Superior [13], nés apresentamos a modelagem do conflito e a andlise de suas
possiveis solugdes. Também apresentamos aplica¢des que ilustram a utilidade da genera-
lizacdo.

Continuando o trabalho, nés aplicamos a teoria dos grafos a redes sociais. Algumas
questdes relevantes estdo presentes de alguma forma na andlise de redes sociais. Por
exemplo, individuos t€m o interesse de ajustar suas relagdes ao longo do tempo (adicionar
novas e romper com antigas)? Quando serd interessante fazer mudangas em suas relagdes?
Que estruturas de relagdes trazem mais beneficios para todos e para cada individuo? Para
analisar tais situagdes, sdo usados conceitos importantes de Teoria dos Jogos e da Teoria
dos Grafos como eficiéncia e estabilidade. Estes conceitos sdo importantes na andlise
sobre o que é bom para a rede no sentido de maximizar os beneficios recebidos por todos
e o que leva um individuo a romper ligagdes antigas e estabelecer novas, gerando assim
novas redes. Individuos tomam decisdes como estas levando em conta o que os outros

individuos fardo e entdo a idéia € modelar as interagdes como um jogo. A teoria dos grafos



serd fundamental para o modelo como ferramenta de representagdo, pois cada rede em si
serd vista como um grafo e a idéia € entdo analisar quais estruturas de grafos surgirao.

O Capitulo {4 trata de redes de co-autorias. Muitas vezes a produgdo de um trabalho
intelectual (artigo, musica, etc) ndo € feita de maneira isolada, mas o individuo trabalha
em conjunto com seus pares. Uma rede especifica que tem sido constantemente estudada
¢ a rede de colaboragdes cientificas [6) 8, [7]. Individuos de uma determinada 4rea (co-
munidade académica, universidade, comunidade de musicos, etc) formam uma rede de
colaboracio e esta rede é representada por um grafo. No nosso modelo de co-autores
apresentado no capitulo [ individuos podem trabalhar mais de uma vez com um mesmo
parceiro e isto se mostra ser decisivo na andlise sobre seus comportamentos. Tal modelo
€ uma generalizagdo do apresentado por Jackson e Wolinsky [6] e nés apresentamos re-
sultados sobre quais redes de co-autores sdo eficientes, isto €, geram maior beneficio total
para o conjunto de individuos na rede e também sobre a estabilidade de algumas estruturas
de rede.

Ainda sobre redes, a ultima parte do trabalho (Capitulo ) é dedicada a andlise de for-
magcdo de redes nas quais as ligagdes entre os participantes da rede tém peso. E razodvel
supor que em algumas redes, as relagdes entre os participantes tenham diferentes inten-
sidades. Em uma rede de amizades, por exemplo, individuos tendem a ser mais amigos
de um que de outro. Paises em uma determinada organiza¢do mundial podem ter relacdes
mais estreitas com um pais do que com outro. Varios modelos t€ém sido usados para re-
presentar tal situacdo [10, (9, [14]]. Alguns desses modelos consideram que a for¢a dessa
ligacdo dependa do investimento que individuos fazem em determinada ligacdo. Esse in-
vestimento pode ser de tempo ou de algum outro recurso. A partir dos investimentos,
as relacOes sdo estabelecidas, configurando uma rede. Uma anélise possivel € investigar

quais redes resultam em um maior beneficio total, considerando a soma dos ganhos ob-



tidos por cada um dos envolvidos. Outra analise diz respeito a procura por equilibrios,
isto é, quais estruturas de rede sdo estdveis. E o que é feito por Bloch e Dutta em [10].
Nosso objetivo neste trabalho € apontar um problema em tal trabalho. De fato, nds apre-
sentando um contra-exemplo para um passo importante da prova de um teorema de Bloch
e Dutta [10] e, além disso, apresentamos alguns resultados alternativos sobre eficiéncia e

estabilidade de redes neste modelo.



CAPITULO 2

Modelo de Grafos para Resolucao de Conflitos

com Preferéncias Probabilisticas Precisas

2.1 Introducao

Tomadas de decisdo e negociacdes em situacdes de conflito sdo inerentes as rela-
coes humanas e institucionais. Estdo presentes desde dois individuos decidindo quanto
cada um deve pagar em uma conta até uma negociacdo de cessar-fogo entre paises em
conflito. Além disso, existem situagdes envolvendo sistemas de informacdo, projetos de
engenharia, avaliacdo de programas, marketing, condutas terap€uticas, etc, que envolvem
problemas complexos de escolha [15]. Considerando os custos que podem resultar de
um conflito ndo resolvido, encontrar solu¢des ou conceitos de equilibrio é fundamental.
Desenvolver ferramentas que permitam modelar e encontrar tais solu¢des € entdo um im-
portante desafio.

Um modelo de andlise de conflitos tenta capturar suas caracteristicas importantes,
como as opg¢des de acdes disponiveis aos envolvidos no conflito e as possiveis interacdes
estratégicas entre eles. Constituido o modelo, o proximo passo € a andlise de estabilidades
para indicar possiveis equilibrios. Muitas técnicas, baseadas em conceitos importantes de
teoria dos jogos, tém sido usadas para modelar situacdes de conflitos. Em 1950, Nash
introduziu o importante conceito de estabilidade, conhecido como equilibrio de Nash [[16,
17]. Desde entdo, varias situacdes de conflitos tém sido estudadas em Teoria dos jogos

usando tal conceito. Para se aproximar mais de situacdes de conflitos do mundo real foi



apresentado por Kilgour et al. [3] o modelo de Grafos para resolu¢do de conflitos (GMCR)
que € baseado em conceitos cldssicos de Teoria dos jogos [[18]] e € um aprimoramento da
andlise de conflitos de Fraser e Hipel [2] e da andlise de metajogos [19]. Neste modelo,
os individuos envolvidos no conflito, os DMs, tém diferentes preferéncias sobre possiveis
estadosm Estados sdo cendrios que podem acontecer durante a evolucdo do conflito [20]].
Por exemplo, em um conflito onde individuos estio decidindo sobre quanto investir em um
determinado negdcio no qual sdo sécios. Um possivel cendrio é quando ambos escolhem
ndo investir nada, outro € quando um decide investir todo seu recurso disponivel e o outro
nada e assim vérios cendrios podem surgir. No modelo dos grafos para a resolu¢do dos
conflitos, cada grafo representa os possiveis movimentos de cada envolvido no conflito e
esta colecdo de grafos modela o conflito.

A andlise dos possiveis movimentos controlados pelos DMs no desenvolvimento do
conflito e o cdlculo das provaveis resolucdes do conflito € o papel da andlise de estabili-
dade. Quando um determinado estado € estdvel para todos os DMs, esse estado € apre-
sentado como uma solugdo do conflito ou equilibrio. Aqui neste trabalho nos basearemos
nos seguintes conceitos para indicar os estados estdveis: Nash estabilidade [16, 17], me-
taracionalidade geral(GMR) [19], metaracionalidade simétrica(SMR) [19], estabilidade
sequencial(SEQ) [2] e estabilidade coalizional [S]]. Tais definicdes sdo comumente usa-
das em trabalhos baseados no GMCR ([\5]], [21, 221, [23], [24]]).

As diferentes definicoes de estabilidade consideram possibilidades de comportamento
de um DM em uma estratégia de conflito. Por exemplo, o conceito de Nash estabilidade
considera que para um estado ser considerado estdvel para um DM € necessario ndo haver

estado melhor (preferido ao estado atual) para o qual o DM possa mudar. J4 a metaraci-

'Formalmente, os individuos possuem preferéncias sobre as consequéncias geradas pelo conflito termi-
nar em um determinado estado, mas a literatura simplifica a terminologia assumindo que as preferéncias

sd0 sobre os proprios estados.



onalidade geral considera que um estado € considerado estdvel para um DM, se hd para
cada estado que um DM prefira ao estado considerado, uma resposta possivel por parte de
seus oponentes tal que o DM nao prefira essa resposta ao estado considerado. A metaraci-
onalide simétrica considera que para ser estavel, além das condi¢des da metaracionalidade
geral, o DM ndo pode ter uma resposta para o movimento de seus oponentes que seja pre-
ferida por ele ao estado considerado. Por fim, a estabilidade sequencial difere da GMR
considerando que a resposta dos oponentes € uma resposta preferida por eles. Para obter
solucdes do conflito considera-se quais estados sdo estdveis de acordo com cada um dos
conceitos.

Existem situacdes de conflito nas quais hd mais de dois DMs. Entdo, sdo definidos
no GMCR, conceitos de estabilidade para o caso apenas com dois DMs, outros para os
conflitos com mais de dois DMs e outros conceitos quando se considera a possibilidade de
formacao de coalizdes entre os DMs. Uma coalizao € um conjunto de DMs que agem jun-
tos para atingir resultados que sejam desejdveis por todos no conjunto. Isto €, individuos
podem agir em um conflito visando atingir suas proprias metas, mas é razoavel considerar
que pode ocorrer uma associagdo entre eles a fim de atingir beneficios mutuos [3]].

A andlise de estabilidade no modelo GMCR pode ser aplicada em muitos contextos.
Tais ferramentas podem ser uteis aos participantes do conflito, que podem com a ajuda
dos grafos compreender melhor qual seu papel no conflito e fazer avaliacdes do processo
enquanto o conflito se desenvolve. Também € util para um mediador, pois a técnica per-
mite identificar quais sdo as op¢des que sdo boas para todos. Um analista que deseja
estudar o conflito para diversos fins, por exemplo, pode usar tal modelo para entender
como preferéncias individuais levam o conflito a uma determinada resolu¢do ou analisar
como o conflito afeta 0 comportamento humano e dai desenvolver melhores formas de

gerenciar conflitos no futuro [20].



A andlise de estabilidade € baseada fundamentalmente no estudo das preferéncias dos
jogadores. As informacdes sobre qual estado um DM prefere a outro revelam sobre suas
possibilidades de fazer a transicdo de um estado para outro. Existem recentes trabalhos
baseados no GMCR que tentam captar diferentes caracteristicas que as preferéncias po-
dem assumir, como apresentamos a seguir.

Ao modelar um conflito, normalmente assume-se que os componentes da situagdo sao
todos conhecidos, i.e., todos os tomadores de decisdo, as agdes disponiveis a cada um
deles, incluindo as preferéncias de cada um deles sobre estas agdes. No entanto, nem
sempre as preferéncias, por exemplo, sdo claras ou precisas. Vdrias generalizacdes do
GMCR tentam capturar estas caracteristicas que podem representar melhor situagdes do
mundo real.

Li et al. [21} 22] introduzem uma nova estrutura de preferéncias ao GMCR para um
modelo 2-DM de conflito e multi-DM GMCR, respectivamente. Esta estrutura pode mo-
delar preferéncia estrita de um estado ou cendrio sobre outro, indiferenca entre dois es-
tados, e também permite aos DMs terem preferéncias incertas ou desconhecidas quando
tém que escolher entre dois estados. As quatro definicdes de estabilidade, originalmente
propostas no GMCR, sdo estendidas para incorporar esta nova estrutura.

Ben-Haim e Hipel [25] desenvolve um modelo que também busca descrever incerteza
na preferéncia dos DMs. Eles apresentam dois modelos para representar tal incerteza
usando vetores de preferéncias e definem vérios conceitos de robustezE| dos equilibrios.

Outra abordagem no que diz respeito a incerteza € o uso de preferéncias fuzzy. Al-
Mutairi et al. [23]], usando preferéncias fuzzy, definem um conjunto de solu¢des do con-

flito. Na verdade, sdo apresentadas defini¢des de estabilidade forte e fraca a partir dos

ZEncontrar o equilibrio mais robusto é determinar, qual o equilibrio é mais estavel, ou mais provavel,

isto é, o que tem mais chances de ser realmente atingido [26].



quatro conceitos de estabilidade mencionados anteriormente, Nash estabilidade, metaraci-
onalidade Geral, metaracionalidade simétrica e estabilidade sequencial. Esta abordagem
referente a forca da preferéncia € outra forma de representar uma variedade de situagdes
que a defini¢ao usual de preferéncia ndo captura. Hamouda, Kilgour e Hipel [27], além de
identificar um ranking entre os estados, modelam também o grau ou intensidade da prefe-
réncia do DM, i.e., um DM pode preferir fortemente um estado sobre outro ou preferir um
estado ao outro no sentido usual de preferéncia, sendo esta denotada por > e detalhada
mais a frente. Esta nova estrutura de preferéncia implica novas defini¢des de estabilidade
na andlise do conflito.

Outra abordagem para modelar preferéncias incertas € usar preferéncias probabilisti-
cas. Em problemas de decisdo do mundo real, ¢ comum haver uma grande variedade no
comportamento nas escolhas dos individuos ou grupos envolvidos. Uma alternativa para
representar a preferéncia em meio a tal inconstancia nas escolhas é modelar o comporta-
mento como um fendmeno probabilistico [28].

Como descrito anteriormente, uma das etapas do Modelo de Grafos para Resolucao
de Conflitos € a identificacdo das preferéncias dos decisores envolvidos no conflito. Tais
preferéncias podem conter elementos de incerteza, devido, por exemplo, a dificuldade de
obter informagdes precisas sobre preferéncias em problemas praticos [29].

N6s propomos aqui o uso de preferéncias probabilisticas no GMCR. Entao, tomadores
de decisdo nao preferem simplesmente um estado a outro, mas o fazem de acordo com
uma certa probabilidade. Portanto, quando se vé tendo que escolher entre dois cendrios
ou estados diferentes, nossos decisores podem ndo ter um comportamento deterministico
e a preferéncia probabilistica pode ajudar a capturar qual a chance de cada um desses
cendrios ser escolhido. Preferéncias probabilisticas podem também ser usadas quando

apesar dos individuos terem preferéncias deterministicas, ndo se sabe quem sera o repre-
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sentante de um determinado tomador de decisdo. Por exemplo, considere a andlise de um
possivel conflito de guerra envolvendo EUA e Siria. E amplamente conhecido que Repu-
blicanos preferem o cendrio onde os EUA atacam a Siria e que Democratas preferem o
cendrio que ndo envolva guerra. Suponha que o conflito esteja sendo analisado antes das
elei¢des presidenciais ocorrerem e que pelas pesquisas nds conhecemos a probabilidade
de cada candidato ser o escolhido. Entdo, pode se considerar os EUA como um tomador
de decisdo neste momento como tendo preferéncias probabilisticas sobre os dois cendrios
determinadas pelas probabilidades de Democratas ou Republicanos vencerem as eleig¢oes.

Nosso objetivo aqui € desenvolver um modelo de grafos para resolugcdo de conflito
utilizando o conceito de preferéncia probabilistica e definir novas defini¢cdes de estabili-
dade para conflitos a partir desse conceito. O uso de tal modelo permite uma modelagem
mais fiel a realidade de resolucdo de conflitos e traz informacdes mais detalhadas sobre
a estabilidade de possiveis cendrios de conflito. Na Secdo [2.2] nds revisamos o modelo
GMCR, a estrutura de preferéncias probabilisticas que aplicamos no GMCR. Na Sec¢ao
[2.3] nés propomos o GMCR com preferéncias probabilisticas e, na Segio [2.4] nds for-
necemos novas defini¢cdes de estabilidade para o modelo. Nds comegamos com o caso
de conflitos envolvendo dois DMs, apresentando resultados sobre as relagdes entre as
defini¢des. Entdo, depois nds propomos defini¢des de estabilidade para o GMCR com
mais de dois DMs. Finalmente, nés apresentamos também uma andlise de estabilidade
para coalizdes. Na Se¢do [2.5] nés apresentamos duas aplicagdes do modelo proposto:
uma envolvendo dois DMs e outra trés DMs. Na Secdo [2.6 nés discutimos a relagio
entre 0 modelo proposto e as preferéncias fuzzy e também damos um critério para com-
parar robustez de equilibrio no GMCR com preferéncias probabilisticas e, na Secao

apresentamos nossa conclusao.
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2.2 Revisao da Literatura

Nesta secao, nds revisamos formalmente o GMCR, modelo introduzido por Kilgour
et al [3]].

Em um GMCR, arepresentacdo do conflito é baseada em como e porque os tomadores
de decis@o mudam de um estado para outro. Tais estados sdo determinados pelas possiveis
acdes que podem ser tomadas pelos DMs envolvidos no conflito; cada estado determina
exatamente uma agao para cada DM no conflito. Portanto, mudando suas préprias a¢des
um DM pode mudar entre alguns dos estados. No modelo GMCR, existe uma colecdo de
grafos, um para cada DM, em que todos os grafos t€m o mesmo conjunto de vértices ou
nos representando os possiveis estados do conflito. Os arcos de um grafo em particular
representam as possiveis transi¢des que um certo DM pode fazer. O GMCR ¢ entdo a
jungdo de grafos com um conjunto de preferéncias sobre o conjunto de estados; uma
relacdo de preferéncia para cada DM.

Algumas defini¢des relevantes do GMCR sdo apresentadas a seguir:

» Tomadores de Decisdo, DMs. O Conjunto dos DMs é denotado por N ={1,2,3,...,n}.

* Conjunto dos Estados. O conjunto dos possiveis estados ou cendrios do conflito é

denotado por S = {1,2,...,s}.

* Colecao de Arcos A;. Se um DM i puder se mover de um estado s € S para um
estado 7 € §, entdo existe um arco um arco com orienta¢do de s, para s, no grafo

do DM ..

» Estados atingiveis. Todos os estados disponiveis em um tnico passo para um
especifico DM i de um estado s sdo elementos de um conjunto R;(s), isto é, R;(s) =

{t € S: (s,t) € A;}. Entdo, R;(s) é o conjunto dos estados atingiveis para DM i
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quando o estado atual € s. Como um DM i em um estado s pode sempre escolher

ndo mudar sua agdo, é sempre verdade que s € R;(s),Vi € Ne Vs € S.

* Colecao de grafos. Uma colegdo de grafos dirigidos D; = (S,4;), i € N, é usada
para modelar o conflito em curso. Os vértices de cada um desse grafos, como
ja dito, sdo os possiveis estados dos conflitos e portanto, S, ¢ comum a todos os

grafos. [20].

GMCR e a maior parte dos modelos em teoria dos jogos consideram como parte do
modelo uma relacdo de preferéncia, denotada por >, a qual € uma relacdo binaria em um

determinado conjunto de objetos O que € assimétrica e negativamente transitiva.
* X >y, se o objeto x é estritamente preferido ao objeto y para um particular DM

Desta relacao de preferéncia, duas outras relacdes bindrias podem ser derivadas (ver [30]):

a relacdo de preferéncia no estrita:
CXZYESYFX,

e a relacdo de indiferenca:
s x~yExtyey it

Recentemente, alguns modelos tém estendido tal noc¢do de preferéncia para melhor
representar conflitos do mundo real. Por exemplo, Hamouda, Kilgour e Hipel [27] pro-

puseram um modelo no qual os DMs podem ter preferéncia com dois diferentes niveis de

3Usaremos também a notagdo x >; y para indicar que o DM i, em particular, prefere estritamente o
objeto x ao y. E ainda, a notagdio x| >; xp >; ...X,—1 > Xm, indica a ordem de preferéncias de i e significa
que i prefere o objeto x; a todos os outros m — 1 objetos, que o objeto x; é preferido por i a todos os outros

m — 2 objetos que vém apds x, na sequéncia e assim em diante.

13



intensidade, i.e., um DM pode preferir fortemente um estado a outro ou simplesmente pre-
ferir um a outro. Permitindo esta flexibilidade extra, os autores definem novos conceitos
de solucdo. EI

Aqui, nés estendemos a no¢do de preferéncia usual do GMCR pelo uso de preferén-
cias probabilisticas. Modelos probabilisticos de preferéncias tém uma longa histéria. Em
[12], Luce propds um modelo de utilidade probabilistica para capturar a intui¢do de que
quando € oferecido a um DM um par de objetos em algum conjunto § ele deve escolher a
alternativa que ele julga superior de acordo com uma escolha probabilistica que é depen-
dente de um contexto empirico em particular. Entdo, P(a,b) representa a probabilidade
com a qual o DM prefere a alternativa a a b quando solicitado a escolher uma delas. Por
exemplo, quando solicitado a escolher entre um sorvete de chocolate ou de baunilha, o
DM pode dizer que prefere o primeiro com probabilidade 0.8. Entdo, tal DM escolhe
muito frequentemente o sorvete de chocolate, mas aproximadamente 20% das vezes es-
colhe o sorvete de baunilha. Os critérios e os mecanismos usados pelo DM para escolher
entre as duas opcdes sdo muito complexos para modelar explicitamente, mas assume-se
que ele exibe alguma regularidade, no sentido de frequencia de escolha, que torna tal pre-
feréncia capaz de ser modelada por uma distribuicao de probabilidade. Tal probabilidade,

cujo dominio € § x S, deve satisfazer:
1. P(a,b) >0 paracadaa,b €S,
2. P(a,b)+P(b,a) <1 paracadaa,b €S,

Nosso objetivo aqui € propor uma extensdo do GMCR modelo permitindo aos DMs
ter tal preferéncia probabilisticas sobre os estados. Tal preferéncia probabilistica pode

modelar uma situa¢ao na qual um tnico DM hesita quando tem que escolher entre estados

A nova estrutura de preferéncia é uma tripla {>>,>,~}, em que a > b implica que a é preferido a b e

a >> b implica que a é fortemente preferido a b.

14



ou pode ser usada para representar uma parte em um conflito que pode ter mais de uma
possibilidade de representante. Por exemplo, um pais pode ser representado por diferentes
diplomatas, cada um deles tendo possivelmente diferentes ranking de preferéncia sobre
os estados. Na proxima secdo, nés formalmente apresentamos 0 GMCR com preferéncias
probabilisticas.

Neste capitulo, nds assumiremos que as probabilidades podem ser determinadas com
precisdo. No Capitulo [3] nés consideraremos situagdes de conflito nas quais havera im-
precisdo em tais probabilidades. Entdo, chamaremos as preferéncias considerando pro-
babilidades precisas apresentadas a seguir neste capitulo de preferéncias probabilisticas
precisas ¢ chamaremos as preferéncias probabilisticas nas quais hd imprecisao nas pro-
babilidades de preferéncias probabilisticas imprecisas. O GMCR apresentado na sec¢io
a seguir considera as preferéncias probabilisticas como no primeiro caso e serd entdao

chamado de GMCR com Preferéncias Probabilisticas Precisas.

2.3 GMCR com Preferéncias Probabilisticas Precisas

O GMCR com preferéncias probabilisticas precisas envolve exatamente as mesmas
caracteristicas do GMCR j4 descritas com a excecdo de que agora consideramos que cada
DM em um conflito deve ser capaz de indicar com precisdo a probabilidade P(a,b) com
que prefere o estado a ao estado b. Entdo, diremos que os DMs tem preferéncias pro-
babilisticas precisas sobre os estados. Uma intui¢do desta idéia é que individuos podem
usar dados empiricos para elaborar uma distribui¢ao de probabilidade sobre os estados.
Ou ainda, em algumas situagdes de conflito, os tomadores de decisdo, que podem ser

pessoas, mas também, instituigdes ou paises podem ter mais de um representante e cada

15



representante tem a possibilidade de ser eleito o representante do tomador de decisdo com
uma certa probabilidade. Considerando que cada um dos representantes podem ter uma
ordem de preferéncia sobre os estados no sentido usual, antes do real representante do DM
ser escolhido ndo podemos expressar a relacdo de preferéncia usual do DM, mas pode-
mos usar uma relacao de preferéncia probabilistica definindo a probabilidade com a qual
o DM prefere o estado a ao estado b como a soma das probabilidades dos representantes
para os quais nas suas ordens de preferéncia preferem a a b.

O modelo GMCR contém um conjunto de DMs, N. Cada DM tem um conjunto de
acoes disponiveis a ele. Deste conjunto, cada DM pode escolher uma a¢do e esta acao
pode afetar o atual estado do conflito. Vamos considerar agora que os DMs participando
do conflito preferem um estado a outro de acordo com uma distribui¢ao de probabilidade,
de forma que dados quaisquer dois estados s, € 54, qualquer DM i tem uma probabilidade
que expressa a chance com a qual ele prefere estado s, a s, que é denotada por P;(s,s4).

Considere o seguinte exemplo que ilustra esta situagao.

Exemplo 2.3.1. N6s apresentamos uma versdo modificada de um conflito hipotético pro-
posto por Hipel [31] que ilustra a utilidade do modelo GMCR com preferéncias proba-
bilisticas precisas. Neste conflito existem dois DMs: Ambientalistas E e Desenvolvedo-
res D. Ambientalistas podem escolher serem proativos P em promover responsabilidade
ambiental ou ndo, neste caso eles sdo chamados reativos R. Desenvolvedores podem es-
colher entre serem sustentdveis S ou nao, o que € representado por U. Como hd apenas
duas opgdes para cada DM, existem 2% = 4 possiveis combinagdes: (P,S), (P,U), (R,U)
e (R,S), os quais sdo os possiveis estados do conflito. Estes estados sdo os nés mostra-
dos na Figura[2.1] que representa o modelo de grafos para o conflito de desenvolvimento
sustentdvel descrito acima.

A Tabela[2.1| mostra os estados atingiveis para cada DM.
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Figura 2.1 Modelo de grafo para o gonflito de desenvolvimento sustentdvel
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Se DM E, por exemplo, estd no estado (P,S), como as opg¢des disponiveis a ele sdo
P (Proativo) e R (Reativo), ele pode escolher permanecer em (P,S) ou mudar para (R, S).
Assim, o conjunto Rg(s), considerando s = (P, S) é composto pelos estados (P,S) e (R,S).
O DM D, no mesmo estado, pode ficar em (P,S) ou mudar para (P,U). Entdo, Rp(s)
considerando s = (P,S) é composto pelos estados (P,S) e (P,U). Os outros conjuntos
atingiveis sdo obtidos de maneira semelhante. O conflito é modelado como tendo um
estado inicial e seu desenvolvimento depende de os DMs mudarem agdes e portanto de
estados.

O exemplo original assume que preferéncias sdo deterministicas e que as preferéncias
de E sdo tais que (P,S) =g (R,S) =g (P,U) > (R,U) e considera que existem dois tipos
de DM D: um que da baixa prioridade ao ambientalismo, Dy e outro Ds que é mais

responsdvel que o primeiro. As preferéncias de Dy e Dg sdo (R,U) =p, (P,U) >p,
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Tabela 2.1 Estados Atingiveis

Estado REg(s) Rp(s)

(PS) | (BS)e(RS) | (PS)e(PU)

(R,S) (R,S)e (P,S) | (R,S)e(R,U)

(PU) | (PU)e(RU) | (PRU)e(PS)

(R,U) | (R,U)e (PU) | (R,U)e(R,S)

(R,S) =p, (P,S) e (R,S) =ps (P,S) =g (R,U) >pg (P,U), respectivamente.

N6s modificamos o exemplo original considerando que se um DM i prefere determi-
nisticamente um estado s, a outro s,, entao nos dizemos que P,(s,,s,) = 1. Caso contrdrio,
nos dizemos que a probabilidade é zero. De acordo com esta defini¢do, as preferéncias
probabilisticas com as quais E prefere um estado a outro sdo mostrados na Tabela
Cada célula expressa a probabilidade que DM E prefere o estado da linha ao estado da

coluna.

Tabela 2.2 Preferéncias Probabilisticas Precisas para DM E

E (PS) | (R,S) | (RU) | (RU)

(PS) | 00 | 1.0 | 1.0 | 10
(RS) | 00 | 00 | 1.0 | 1.0

(PRU)| 00 | 00 | 00 | 1.0

(RU)| 00 | 00 | 00 | 00

Considere agora que o DM j pode ser de tipos diferentes e cada tipo pode ter uma
ordem de preferéncia diferente. Vamos assumir também que existe uma distribuicio de
probabilidade sobre o conjunto dos tipos que representam o DM j no conflito. Neste caso,
nos dizemos que o DM j tem uma preferéncia probabilistica pelo estado s, ao estado

sq que € dada pela soma das probabilidades dos tipos de DM j que preferem s, a s;.
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Entao, por exemplo, considere a distribui¢do de probabilidade na qual P(D = Dg) = 0.3
e P(D = Dy) = 0.7. Entdo, as preferéncias probabilisticas do DM D sdo como mostradas
na Tabela onde cada célula indica a probabilidade com que DM D prefere o estado
da linha ao estado da coluna. Por exemplo, Pp((R,S),(P,S)) =0.34+0.7 = 1, dado que
os dois possiveis tipos de DM D preferem (R,S) a (P,S), enquanto Pp((P,U),(P,S)) =
0.7, porque a probabilidade do tipo do DM D que prefere (P,U) a (P,S) € 0.7 , i.e., a

probabilidade do tipo ser Dy € 0.7.

Tabela 2.3 Preferéncias Probabilisticas para DM D

D P®S) | RS | RU) | (RU)

®S) | 00| 00 | 03]03
(R,S) | 1.0| 00 | 03]03

(P,U) 0.7 0.7 0.0 | 0.0

RU) | 07| 0.7 1.0 | 0.0

Na Secdo [2.5.1} nds voltaremos a abordar este conflito para analisar a estabilidade de
cada estado de acordo com as defini¢des de estabilidade apresentadas a seguir.

Considerando a nova estrutura de preferéncia que permite a cada tomador de decisdo
DM i ter uma preferéncia probabilistica precisa em vez de deterministica, podemos de-
finir novos conceitos de estabilidade. N6s propomos entdo na préxima se¢io nocdes de
estabilidade baseadas nos conceitos padrao de estabilidade: Nash estabilidade, Metaraci-

onalidade, Metaracionalidade Simétrica e Estabilidade Sequencial.
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2.4 Nocoes de Estabilidade em GMCR com Preferéncias

Probabilisticas Precisas

Esta secdo estd dividida nas seguintes partes. Primeiro, nds daremos as defini¢des
de estabilidade para os casos nos quais o conflito envolve apenas dois DMs. Segundo,
nds apresentamos algumas relacdes entre estas defini¢cdes. Terceiro, nds fornecemos as
defini¢cdes de estabilidade para conflitos envolvendo mais de dois DMs e, finalmente, nés
apresentamos as definicdes de estabilidade considerando a andlise coalizional, isto é, a

possibilidade dos DMs formarem coalizdes para obterem melhores resultados.

2.4.1 Definicoes de Estabilidade para Conflitos com Dois DMs

Nesta sec@o, nés consideraremos os pardmetros o, e ¥ pertencentes ao intervalo
[0, 1]. N6s definimos alguns conjuntos relevantes para as defini¢des, a saber, o conjunto
y-melhoramento para DM i de um dado estado s como Rl-”(s) = {t €Ri(s) : Bi(t,s) > v}.

O conjunto Rlﬂ/(s) indica quais estados o DM i prefere com probabilidade maior que y
e ¢ importante para andlise de estabilidade, pois esta se baseia nas consideracdes se “vale
a pena” para o DM i mudar de um estado para outro. Assim, se um estado pertence ao
R;“O'9 (s), diremos que tal estado é um 0.9-melhoramento para i de s e podemos considerar
que a chance de i mudar do estado s € alta. Por outro lado, se R,-H(s) ¢ vazio para todo
7, entdo podemos afirmar que ndo hd nenhum estado que i prefira a s com probabilidade
positiva e, portanto, a chance de i mudar do estado s pode ser considerada igual a zero.

Ao analisar a estabilidade dos estados para o DM i, como j4 dito, iremos considerar
as chances de i mudar de um estado para outro. Trés dos quatro conceitos de estabili-

dade j4 mencionados, e que serdo generalizados a seguir, consideram também a preferén-
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cia de i por estados que seus oponentes podem atingir. Entdo, precisamos saber qual a
preferéncia probabilistica de i, comparando ao estado em que ele estd, por estados ndo
necessariamente atingiveis por ele nesse estado. Entdo, definimos também (pl.ﬂ/(s) como
o conjunto de todos estados que o DM i prefere a s com probabilidade maior que v, isto

& @ '(s)={r€S:P(t,s) > y}. Note que R; " (s) = ¢, 7 (s) N Ri(s).

2.4.1.1 o-Nash Estabilidade

No GMCR original, um estado ser Nash estdvel significa que nenhum dos DMs po-
deria se mover para um estado que € melhor do que o do equilibrio. No modelo com
preferéncias probabilisticas imprecisas, nds queremos ter uma definicao de estabilidade
que capture a intui¢do que nenhum DM pode se mover para um estado que € preferido ao
estado do equilibrio com probabilidade suficientemente alta. A seguinte defini¢do forma-

liza esta ideia:
Definicdo 2.4.1: Um estado s € S € a-Nash estdvel para DM i, se R?_(l_a) (s)=0.

Entao, um estado s ¢ -Nash Estdvel para DM i se entre os estados atingiveis para i
quando ele estd em s, ndo ha nenhum estado que 7 prefira a s com probabilidade maior
que 1 — a. Por exemplo, um estado s que seja 0.9-Nash estavel para o DM i € tal que
dos estados disponiveis para este DM em s, ndo ha nenhum que i prefira a s com proba-
bilidade maior que 0.10. J4 um estado 1-Nash estdvel para o DM i € tal que dos estados
disponiveis para i em s, ndo ha nenhum que i prefira a s com probabilidade maior que
zero. Como nds mostraremos na proxima se¢do, o conjunto de estados o-Nash estaveis
decresce monotonicamente quando & cresce. Entdo, para cada estado existe um intervalo
de valores de o para os quais tal estado satisfaz a-Nash estabilidade. O supremo de tal

intervalo caracteriza a intensidade da Nash estabilidade do estado correspondente. A fim
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de garantir que cada estado pode ser associado com tal niimero, deve existir 20 menos um
« tal que o estado satisfaca a-Nash estabilidade. Esta € a razao pela qual nés permitimos

que o seja igual a zero, uma vez que todo estado € obviamente 0-Nash estavel.

24.12 (o, B)-Metaracionalidade

No GMCR original, um estado ser metaracional estdvel significa que mesmo se um
DM puder se mover para um estado preferido ao do equilibrio deve haver um movimento
de resposta do outro DM que levaria o conflito para um estado pior do que o do equilibrio
para o primeiro DM. Aqui no modelo de preferéncias probabilisticas precisas, apresenta-
remos uma defini¢do de estabilidade que captura a intui¢do que mesmo se um DM puder
se mover para um estado preferido ao do equilibrio com uma probabilidade suficiente-
mente alta, deve haver um movimento de resposta do outro DM que leve o conflito a um
estado que ndo € preferido ao estado do equilibrio com uma probabilidade “alta demais”.

A seguinte defini¢do formaliza esta ideia:

Definicdo 2.4.2.: Um estado s € S é (a,)-Metaracional para DM i se para todo s; €

R (s) existe s € Rj(s1) N (‘P‘HFB)(S))C'

l 1

Entdo, um estado s é (a, B)-Metaracional estdvel para 0 DM i se para cada estado s
que i pode atingir de s e que este prefira com probabilidade maior que 1 — &, entdo existe
um movimento em resposta para um estado s, que o outro DM , j, pode fazer e € tal que i
nao prefere s, a s com probabilidade maior que 1 — 3. Por exemplo, um estado s, que é
(0.9,0.7)-Metaracional estavel para o DM i € tal que para cada estado s; disponivel em
s que i prefira a s com probabilidade maior que 0.10, existe um movimento de resposta
para um estado sp que o DM j pode fazer tal que i nao prefere s, a s com probabilidade

maior que 0.3. Como outro exemplo, um estado (1, 1)-Metaracional estavel para o0 DM
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i € tal que para cada estado s disponivel em s que i prefira a s com probabilidade maior
que zero, existe um movimento de resposta do DM j para um estado s, e i nao prefere s,
a s com probabilidade maior que zero.

Como nés mostraremos na préxima se¢do, o conjunto dos estados (o, B )-Metaracionais
estaveis decresce monotonicamente quando crescem ou ¢ ou 3. Entdo, para cada estado
existe uma regido de valores (¢, ) para os quais o estado satisfaz (o, 3)-Metaracional
estabilidade. Tal regido caracteriza a intensidade da estabilidade Metaracional do estado
correspondente.

Em alguns contextos, pode fazer sentido considerar & = 3, mas desde que ndés nio
vemos nenhuma razao que nos leve a fazer isso em geral, nao adicionamos tal restri¢cao
aqui por acreditar que isso confere mais flexibilidade a definicao de estabilidade. Também
podemos interpretar que o parametro @ estd relacionado a avaliacio do DM sobre seus
préprios movimentos e 3 define estd relacionada a andlise do mesmo sobre 0 movimento

de resposta do outro DM.

24.1.3 (o,p)-Metaracionalidade Simétrica

No GMCR original, um estado sendo metaracional simétrico estdvel significa que
mesmo se um DM puder se mover para um estado preferido ao do equilibrio deve haver
um movimento de resposta do outro DM que leva o conflito para um estado pior do que
o do equilibrio para o primeiro DM e, mais ainda, o primeiro DM ndo consegue se mover
deste ultimo estado para outro que seja preferido ao do equilibrio. Aqui, no modelo com
preferéncias probabilisticas precisas nds queremos ter uma defini¢do de estabilidade que
capture a intuicdo que mesmo se um DM puder se mover para um estado preferido ao

estado de equilibrio com probabilidade suficientemente alta, deve haver um movimento
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em resposta do outro DM levando a um estado que nado € preferido pelo primeiro DM
com probabilidade “alta demais” e, mais ainda, o primeiro DM nao pode se mover deste
ultimo estado para outro que seja preferido ao estado de equilibrio com probabilidade

suficientemente alta. A seguinte definicao formaliza esta ideia:

Definicdo 2.4.3: Um estado s € S é (o, B)-Metaracional Simétrico para o DM i se para

todo s € R;L(l_a) (s) existe s € Rj(s1) N (gofr(l_ﬁ)(s))c tal que R;(s2) N ;™' ~%(s) = 0.

1

Entdo, um estado s é («, 3)-Metaracional Simétrico para o DM i € tal que para todo
estado sy para o qual i possa ir de s e que este prefira com probabilidade maior ou igual a
1 — &, existe uma resposta por parte do outro DM, j, que se move para um estado s, € i
ndo prefere s, a s com probabilidade maior que 1 — 3 e mais ainda, ndo existe uma contra-
resposta de i levando-o a um estado s3 tal que i prefira s3 a s com probabilidade maior que
1 — a. Por exemplo, um estado s, (0.9,0.7)-Metaracional Simétrico para i, é um estado
tal que para todo estado s; disponivel em s que i prefira a s com probabilidade maior que
0.10, existe uma resposta s, disponivel ao DM j tal que i nao prefere este estado s, a s
com probabilidade maior que 0.3 e mais ainda, ndo existe uma contra-resposta disponivel
a i que o leve desse estado s, a um estado s3 tal que i prefira s3 a s com probabilidade
maior que 0.10. Como outro exemplo, um estado (1, 1)-Metaracional simétrico estdvel
para DM i € tal que para todo estado que i possa atingir estando em s que i prefira a s
com probabilidade maior que zero, existe uma resposta possivel para o outro DM, j, se
movendo para um estado s; tal que i ndo prefere s, a s com probabilidade maior que zero
e mais ainda, ndo existe contra-resposta que i possa dar a esta transi¢do para s, que o leve
a um estado s3 tal que i prefira s3 a s com probabilidade maior que zero.

Como mostraremos na préxima se¢@o, o conjunto de estados (a,f3)-Metaracionais
Simétricos estdveis decresce monotonicamente quando crescem & ou . Entdo, como no
caso de metaracionalidade, para cada estado existe uma regido de («, ) valores para os
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quais cada estado satisfaz a estabilidade (a, 8 )-Metaracional Simétrica. Tal regido carac-
teriza a intensidade da estabilidade metaracional simétrica do estado correspondente. NGs
também ndo vemos nenhuma razio que nos obrigue a supor que & = f3 e tais parimetros

tém a mesma interpretacao do caso anterior.

2414 (a,p,7)-Estabilidade Sequencial

No GMCR original, um estado sendo sequencialmente estavel significa que mesmo
se um DM puder se mover para um estado preferido ao do equilibrio deve haver um
movimento de resposta do outro DM que leva o conflito para um estado pior do que o do
equilibrio para o primeiro DM e, mais ainda, este movimento de resposta nao € prejudicial
ao segundo DM. Aqui no modelo de preferéncias probabilisticas precisas, nds queremos
ter uma defini¢do de estabilidade que capture a intuicao que mesmo se um DM puder se
mover para um estado preferido ao do equilibrio com uma probabilidade suficientemente
alta, deve haver um movimento de resposta do outro DM que leve o conflito a um estado
que nao é preferido ao estado do equilibrio com uma probabilidade ““alta demais”, e mais
ainda, tal movimento de resposta do segundo DM o leva a um estado que € preferido ao
estado atual com probabilidade suficientemente alta.

A seguinte definicdo formaliza esta ideia:

Definicdo 2.4.4: Umestado s € S é («, B, 7)-Sequencialmente estdvel para DM i se para

todo 51 € R;r(l_a) (s) existe s, € R;ry(sl) N ((p*(l_ﬁ)(s))c.

1

Entdo, um estado s é (o, B, v)-Sequencialmente Estavel para DM i se para cada estado
que i pode atingir estando em s e que ele prefere com probabilidade maior que 1 — «,
entdo existe uma resposta do outro DM, j, para um estado s, e s, € tal que j prefere s, a

s1 com probabilidade maior ou igual a y e i ndo prefere s, a s com probabilidade maior
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que 1 — . Por exemplo, um estado s (0.9,0.8,0.7)-Sequencialmente estdvel para DM i
¢ tal que para cada estado s; que i pode atingir estando em s e que ele prefere a s com
probabilidade maior que 0.10, existe um movimento s, como resposta do outro DM j
e s € tal que j prefere s, a s; com probabilidade maior ou igual a 0.7 e i ndo prefere
s a s com probabilidade maior que 0.2. Como outro exemplo, um estado s é (1,1,0)-
Sequencialmente estdvel para DM i € tal que se para cada estado s1 que i pode atingir
estando em s e que ele prefere com probabilidade maior que zero, existe como possivel
resposta do DM j, um estado s, tal que j prefere s, a s; com probabilidade maior que
zero e i ndo prefere s, a s com probabilidade positiva.

Como mostraremos na préxima se¢ao, o conjunto de estados («, B, 7)-Sequencialmente
estaveis decresce monotonicamente quando aumentamos ¢, 3 ou Y. Entdo, para cada
estado existe uma regido de valores (@, B,7) para os quais este estado satisfaz (o, ,7)-
estabilidade sequencial. Esta regido caracteriza a intensidade da estabilidade sequencial
do estado correspondente. Também ndo vemos nenhuma razdo para adicionar alguma
relacdo para os valores dos pardmetros , f € 7. a e B tém a mesma interpretacdo dos
casos anteriores, enquanto Y € interpretado como a barreira para a preferéncia quando

analisamos os movimentos de resposta do segundo DM.

2.4.2 Relacoes Entre Diferentes Nocoes de Estabilidade

Existem conhecidas implica¢des entre as no¢des padrdo de estabilidade no modelo
GMCR [32]. E ficil ver que Nash Estabilidade implica Metaracionalidade Simétrica que
por sua vez implica Metaracionalidade. Mais ainda, Nash Estabilidade implica Estabili-
dade Sequencial que por sua vez implica Metaracionalidade. No modelo com preferéncias

probabilisticas precisas, implicagcdes similares continuam validas. Além de mostrar estas
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implicacdes, nés também analisamos implicagdes nas nocdes de estabilidade quando mu-

damos os valores dos pardmetros o, 3 e .

Teorema 2.4.5: As seguintes relagoes sao validas no GMCR com preferéncias probabi-

listicas precisas.

(a) Se um estado s é a-Nash estdvel para o DM i, entdo € (o, 3 )-Metaracional estdvel,
(o, B)-Metaracional Simétrico estdvel e (a,3,y)-Sequencialmente estavel para o

DM i para todo o, B e y.

(b) Se um estado s é (a, B)-Metaracional Simétrico estdvel para o DM i, entdo é (a, 3 )-

Metaracional estdavel para DM i para todo o e f3.

(c) Se um estado s é (o, f3,y)-Sequencialmente estdvel para DM i, entdo é (o, f3)-

Metaracional estdvel para o DM i, para todo o, B e 7.

(d) Um estado s é (o, B, 1)-Sequencialmente estdvel se, e somente se, s é a-Nash estd-

vel.

(e) Se um estado s € a;-Nash estdvel para o DM i, entdo é a-Nash estdvel para o DM

i para todo a1 > 0.

(f) Se um estado s € (a, 3)-Metaracional estdvel para o DM i, entdo é (0, B)-Metaracional

estavel para o DM i, para todo B e o > a5.

(g) Seumestados é (o, 31 )-Metaracional estdvel para DM i, entdo é (&, 3;)-Metaracional

estdvel para o DM i, para todo & e B; > fs.

(h) Se um estado s é (a,3)-Metaracional Simétrico estdvel para o DM i, entdo é

(0, B)-Metaracional Simétrico estdvel para o DM i, para todo 3 e ; > .

(i) Se um estado s é («, fB1)-Metaracional Simétrico estdvel para o DM i, entdo é
(o, B2)-Metaracional Simétrico estavel para o DM i, para todo o e 31 > f3>.
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(j) Seum estados é (o, B,Y)-Sequencialmente estdvel para o DM i, entdo é (o, 3,7)-

Sequencialmente estavel para o DM i, para todo B, Y e a1 > 0.

(k) Se um estado s é (o, B, 7)-Sequencialmente estdvel para o DM i, entdo é (., B2, 7)-

Sequencialmente estdvel para o DM i, para todo o, v e B; > .

(1) Seum estados é (a,B,71)-Sequencialmente estavel parao DM i, entdo é (., 3,7)-

Sequencialmente estdvel para o DM i, para todo o, B e v, > 7.

Prova: Para (a), note que um estado s € a-Nash estdvel para o DM i se R;L(]_a) (s)=0.
Entdo, como ndo existe nenhum estado em R:r(lfa) (s) = 0, todas as outras defini¢des de
estabilidade sdo imediatamente satisfeitas.

Para (b), suponha que s é (a, 8 )-Metaracional Simétrico estavel para o DM i. Ento,

paratodo s| € Rlﬂl*a) (s), existe sp € Rj(sl)ﬂ((pf(lfﬁ)(s))c tal que R;(s7) ﬂq)f(l*a)(s) =

1

(. Portanto, é verdade que para todo s; € Rj—(l_a) (s), existe s, € Rj(s1)N ((p.Jr(l_B)(s))c,

1

o que implica em s ser (¢, )-Metaracional estavel para o DM i.
Para (c), suponha que s é (a,f3,7)-Sequencialmente estidvel para o DM i. Entdo,

para todo s; € R;F(l_a) (s), existe 55 € R;ry(sl) N ((pﬂl_ﬁ) (s))¢. Portanto, para todo s; €

1

(s), existe sy € Rj(s1)N ((pf(lfﬁ) (5))¢, o que implica em s ser (@, B)-Metaracional

R?(l*d)
estavel para o DM i.

Para (d), note que da parte (a), se um estado é a-Nash estavel, entdo é (a,f3,1)-
Sequencialmente estdvel. Para a outra direc@o, note que R;Tl (s) =0, Vs € S. Entdo, se um

) ) . ~ +(1-a)
estado s € (o, B, 1)-Sequencialmente estdvel, entdo deve ser verdade que R, (s)=0.
Portanto, s € a-Nash estavel.
Lo . 54 pTN +1
Para as préximas partes, precisamos notar que se y; > ¥, entdo R, "' (s) C R, ”(s) e
+n +%

¢; "' (s) € ¢, *(s). Portanto, parte (e) segue do fato de que a;; > o, implica que se s é

o-Nash estdvel para o DM i, entdo Rf(lfom (s) C Rf(lfa' ) (s) = 0. Portanto, s é 0p-Nash

28



estavel para o DM i.

Para (f), suponha que s é (¢}, B )-Metaracional estdvel parao DM i. Seja s| € R;r(lf(m (s) C

R+(1—(X1)

; (s), pois a; > ap. Portanto, como s é (¢, 3)-Metaracional estdvel para o DM
i, existe s € Rj(s1)N ((p;r(l_ﬁ ) (5))¢, o que implica em s ser (@, 3)-Metaracional estdvel
para o DM i.

Para (g), suponha que s é (a,f;)-Metaracional estdvel para o DM i. Entdo, para
todo s € R (s), existe 55 € Rj(s1) N (0 PV (s))e € Ri(s1) N (9 P (s)), o
que implica que s é (@, B, )-Metaracional estdvel para o DM i.

Para (h), suponha que s é (o, B)-Metaracional Simétrico estdvel para o DM i. Seja
51 € R:r(lf(m (5) C R;r(lfal) (s), dado que o} > . Portanto, como s é (a, 3)-Metaracional
Simétrico estdvel para o DM i, existe s € R j(s1) N (q);r( 1=P) ()¢ tal que R;(s2)N (p;r(1 o) (s) C
Ri(s2)N (p;r(lfa')(s) = (. Entido, s é (0, B)-Metaracional Simétrico estdvel para o DM i.

Para (i), suponha que s é (o, B )-Metaracional Simétrico estdvel para o DM i. Entdo,
para todo 51 € R "% (s), existe 53 € R;(s1) N (¢, PV () C R (s1) N (9P ()¢
tal que R;(s2) N (pl.+ (1-a) (s) =0, o que implica em s ser (a, B)-Metaracional Simétrico

estdvel para o DM i.

Para (j), suponha que s é (1, 3, 7)-Sequencialmente estdvel para o DM i. Seja s; €

R+(1*C{2)

; (5) C R;r(lfa‘) (s), dado que o} > . Portanto, como s é (., 3, ¥)-Sequencialmente
estavel para DM i, existe 55 € R;ry(sl) N (go;r(l_ﬁ) (5))¢, o que implica em s ser (0, B, 7)-
Sequencialmente estdvel para o DM i.

Para (k), suponha que s é (o, B1,7)-Sequencialmente estdvel para o DM i. Entéo, para
todo 57 € R;r(l_a) (s), existe s, € R;ry(sl) N ((pl*(l_ﬁl)(s))c - R;ry(sl) N ((p:r(l_ﬁZ)(s))C, 0
que implica em s ser (@, B,,7)-Sequencialmente estivel para o DM i.

Para (1), suponha que s é (@, 8,71 )-Sequencialmente estdvel para o DM i. Entdo, para

todo 51 € R:r(l_a) (s), existe s € R;r% (s1)N ((pfr(l_ﬁ)(s))c C R;Lyz (s1)N ((p;“(l_ﬁ)(s))c, 0

1
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que implica que s é (&, B, 7 )-Sequencialmente estavel para o DM i. O

Nés agora provamos que as defini¢des de estabilidade sdo apenas generalizagdes das
defini¢Oes de estabilidade padrao do GMCR original. Elas sdo idénticas para o caso onde
todos DMs tem preferéncias deterministicas sobre os estados, i.e., P(s;,s;) € {0,1} para

todo DM k e s;,5; € S.

Teorema 2.4.6: Suponha que Pi(s;,s;) € {0,1} para todo DMk e s;,s; € S. Seja =* a
relagdo de preferéncia tal que s; = s ; se e somente se Py(s;,s;) = 1. Entdo, um estado s é
o-Nash estdvel, (respectivamente, (¢, B)-GMR estavel, (a, B)-SMR estavel e (a,,7)-
Sequencialmente estdvel) se e somente se é Nash estavel (respectivamente, GMR estavel,
SMR estivel e Sequencialmente estdvel) considerando (=*)ycy, para0 < a,f < 1e0 <

y<l.

Prova: Seja (pfg(s) ={t€S:t>'s} o conjunto de estados que sdo preferidos a s pelo
DM i de acordo com >~'. Defina além disso, R;*i(s) = Ri(s) N (pf*i(s). Por defini¢do
de >, segue que g0i+>i(s) ={teS:P(t,s)=1}= (pfy(s), para 0 <y < 1, desde que
P,(t,s) € {0,1}. Portanto, R;r>i(s) = Rl”(s), para 0 <y < 1. A prova segue do fato de
que as defini¢des propostas sdo equivalentes as defini¢Oes originais neste caso. 0

Na préoxima secao, nds apresentamos as defini¢des de estabilidade considerando que
cada DM tem preferéncias probabilisticas sobre os estados e que pode haver mais de dois

DMs no modelo de grafos para resolu¢do de conflito.

2.4.3 Analise de Estabilidade para GMCR com Mais de Dois DMs

As defini¢des de estabilidade apresentadas anteriormente consideram que existem
apenas dois DMs envolvidos no conflito. Na presente se¢do, nds apresentamos novas de-

finicoes de estabilidade considerando preferéncias probabilisticas precisas para cada DM
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e que pode haver mais de dois DMs no conflito. N6s também definimos alguns conceitos
necessarios a estas definicoes. N6s modificamos as definicdes originais de estabilidade
do GMCR para este caso, segundo o apresentado em [S].

Quando existem mais de dois DMs, os movimentos de resposta podem vir de um
unico DM ou de um grupo de DMs. De fato, os movimentos de respostas podem ser uma
sequéncia de movimentos dos DMs de um grupo chamado coalizdo, denotado por H, que
pode ser qualquer subconjunto ndo-vazio de DMs envolvidos no conflito. Se H contém
mais que um DM, é chamada ndo-trivial.

Quando existem apenas dois DMs no conflito, 0 movimento de resposta é feito por
um tnico DM. A fim de definir as no¢des de estabilidade neste caso, € necessario definir
o conjunto de estados atingiveis por um tnico DM i quando o estado atual € s, denotado
por R;(s). Agora, o oponente do DM em foco é uma coalizio e entdo é necessario definir
o conjunto de estados atingiveis para a coalizdo H, denotado por Ry (s). Vamos denotar
entdo por Ry(s) o conjunto de estados atingiveis de s por uma coalizdo H. No&s consi-
deramos que este conjunto contém apenas estados atingiveis por uma sequéncia legal de
movimentos, onde uma sequencia de movimentos € legal se nenhum DM em H se move
duas vezes consecutivamente. Consideremos Qg (s,7) o subconjunto de H cujos mem-
bros sdo os DMs que fazem o tltimo movimento para atingir # em uma sequéncia legal de
movimentos de s. Ry (s) e Qg (s,7) podem ser definidos indutivamente como segue: (i) se
ke Het€Ri(s),entdor € Ry(s), e k € Qp(s,t) (ii) set € Ry(s), k € H, Q(s,t) # {k}
e u € R(t), entdo u € Ry (s) e k € Qu(s,u).

E importante ressaltar aqui porque é desejdvel evitar movimentos repetidos de um
unico DM neste modelo. Suponha que o DM i prefere s a t com probabilidade p e prefere
t a s com probabilidade 1 — p. Como P(s,s) = 0, nés temos que s ¢ R, (s), Vy > 0, ja

que nenhum DM prefere estritamente um estado a ele mesmo com probabilidade positiva.
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No entanto, se nds considerarmos uma coalizdo onde i é o Uinico membro e tivermos
permissdo para movimentos repetidos do DM i, nés terfamos que se ¥ < min{p, 1 — p},
entdo s € RE{(S) Ja que DM i poderia ser mover de s para ¢t € mover-se de volta para ¢
de s. A fim de evitar tais situagdes, nds assumimos que nenhum DM pode se mover duas
vezes consecutivamente na sequéncia de movimentos legais de uma coalizao.

Agora, n6s podemos apresentar as defini¢des de estabilidade para GMCR com prefe-
réncias probabilisticas e mais que dois DMs. Note que a definicdo de o-Nash estabilidade
permanece vélida porque ndo depende de movimentos de respostas a0 movimento do DM

em foco. Entdo, nés comecamos com a estabilidade metaracional .

243.1 (o,p)-Metaracionalidade

Definicdo 2.4.7.: Um estado s € S é (a, B)-Metaracional para DM i se para todo s; €

R+(l—a)

U= (6 existe 52 € Ry_i(s1) N (@ 7P (s))e.

1

Entdo, um estado s é (o, 3)-Metaracional para um DM i em um GMCR com mais
de dois DMs se para cada estado s; que i possa atingir de s tal que i prefere s; a s com
probabilidade maior que 1 — &, existe um estado atingivel s, para os oponentes de i tal

que i ndo prefere s, a s com probabilidade maior que 1 — f3.

2432 (o,pB)-Metaracionalidade Simétrica

Definicdo 2.4.8: Umestado s € S é (, B)-Metaracional Simétrico para DM i se para todo

51 € R;L(l_a)(s) existe so € Ry—;(s1) N (¢I7L(]_ﬁ)(s))c tal que R;(s2) N ((pf<1_a) (5)) =0.

Entdo, um estado s é (¢, B)-Metaracional Simétrico para um DM i em um GMCR
com mais que dois DMs se para cada estado s; que i possa atingir de s tal que i prefere s
a s com probabilidade maior que 1 — o, existe um estado atingivel s, para os oponentes
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de i tal que i ndo prefere s, a s com probabilidade maior que 1 — 3 e, mais ainda, ndo ha
movimento de contra resposta que i possa fazer de s, que leve para um estado s3 tal que i
prefere s3 a s com probabilidade maior que 1 — .

Antes de apresentar a definic@o de estabilidade sequencial, nds precisamos apresentar
a definicao de y-Melhoramento Unilateral por uma Coalizdo. Seja ng(s,t) o subcon-
junto de H cujos membros sdo os DMs que fazem o ultimo movimento de melhoramento
Y para atingir ¢t em uma sequéncia legal de movimentos de melhoramento y de s. Seja
R:Iy(s) o conjunto de y-Melhoramento Unilateral por uma coalizdo H de um estado s de-
finido indutivamente como segue: (i) se k € H, t € R(s) e P(t,s) > 7, entdo t € R;y(s)
e k€ Q) (s,1), (i) ser € R (s), k € H, u € Ri(t), 5 (s,1) # {k} e Pi(u,t) > 7, entio
ue R;Y(s) eke Q;Y(sm).

Entao, todo estado tal que algum DM em H prefere a s com probabilidade maior que y
estd no conjunto de y-Melhoramento Unilateral por H de s. Se de um estado ¢ que € um Y-
Melhoramento Unilateral por H de s, um DM em H pode atingir, por um movimento legal,
um estado u que ele prefere a t com probabilidade maior que ¥, entdo u € também um -
Melhoramento Unilateral por H de s. Agora, nds apresentamos a defini¢do de estabilidade

sequencial.

2433 (a,f,7)-Estabilidade Sequencial

Definicdo 2.4.9.: Um estado s € S é (a, B, 7)-Sequencialmente estdvel para o DM i se

para todo 51 € R;r(l_a) (s) existe s € R;Zi(sl) N ((pf(l_ﬁ) (5))°.

1

Entdo, um estado s é (a, )-Sequencialmente estdvel para DM i em um GMCR com
mais de dois DMs se para cada estado s; que i pode atingir de s tal que i prefere s; a s

com probabilidade maior que 1 — «, entdo existe um y-Melhoramento Unilateral para os

33



oponentes de i, 57, tal que i ndo prefere s, a s com probabilidade maior que 1 — 3.

Faremos agora duas importantes observagdes. Primeiro, todas as defini¢des de estabi-
lidade apresentadas na Subsec¢do [2.4.1| s3o um caso particular das definicdoes dadas nesta
subsecao para o caso no qual hd apenas dois DMs. Segundo, todas as relacdes entre elas
apresentadas na Subsecdo [2.4.2] para 0 GMCR com 2 DMs continuam vdlidas para as
defini¢Oes generalizadas propostas aqui. A prova € bastante similar, substituindo R; por
Ry_; em todas as partes da prova.

N6s precisamos mostrar que se aumentarmos o parametro ¥, o conjunto de melhora-
mentos Y para a coalizdo decresce, assim como ocorre com o conjunto de melhoramentos

de um DM. E o que faremos na proposicio a seguir.
Proposicio 2.4.10. Se 1, > 7, entdo R,," (s) C R, (s), Vs € .

Prova: A prova se dd por indu¢do no nimero de movimentos que sao necessarios para a
coalizdo H atingir um estado s; de um estado s. Seja [ o nimero de estados no conflito.
Primeiro, note que se s; € Ry (s), entdo no maximo / — 1 movimentos sdo necessarios
para ir de s para s1. Vamos particionar o conjunto Ry (s) de acordo com o niimero minimo
de movimentos que a coalizdo H precisa para atingir um estado em Ry (s). Além disso,
vamos definir subconjuntos de Qg (s,¢) de acordo com o niimero de movimentos que a
coalizdo H leva para atingir o estado ¢ do estado s.

N6s definimos Ry ,(s) como o subconjunto de Ry (s) consistindo de todos os estados
para os quais o nimero minimo de movimentos que a coalizdo H precisa para atingir ele
de s € igual a m.

Considere também Qp ,,(s,7) como o subconjunto de Qg (s,7) consistindo de todos
DMs que fazem os dltimos movimentos quando o nimero de movimentos legais que a
coalizdo H leva para atingir ¢ de s é igual a m. Entdo, Ry (s) = Ufn;llRH,m(s) e Qp(s,t) =
Ul Qp u(s,1), em que os conjuntos Ry, (s) formam uma partigdo de Ry (s), porém os
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conjuntos Qp ,,(s,7) ndo necessariamente sdo disjuntos.

Defina além disso, R};" (s) = Ry (s) "Ry m(s) e Q" (s,1) = Q7 (5,) N Qpym(5,1).

Nds agora provamos que se ¥ > %, entio R;_rl)gq(s) - R;{IY;1 (s)e Q;_}?gi(s,t) C Q;_}?:i(s, t),
Vs,r€Seme {1,...,1—1}, 0 que implica R;" (s) € R};"(s), como desejado.

Vamos provar o caso inicial, onde m = 1. Suponha que ¢ € R;y]‘ (s)eke Q;Yf (s,1).
Entdo, nds temos que k € H, t € Ri(s) e P(t,s) > 71 > 7, 0 que implica que ¢ € ngf (s)
ek e Q) (s,1).

Agora assumimos que se ¥ > 7, entdo R;%(S) - R};yé (s)e 9;17:;1 (s,1) C Q;;Yi (s,1),
Vs,t € S e vamos mostrar que se ] > 7», entdo R;;?;lnﬂ(s) - R;;?;Znﬂ(s) e Q:I?fnﬂ(s,t) C

Q)" 1 (s,1), Vst €S.

Suponha que t € R;rltlnﬂ (s)eke QZ,’;H (s,t). Entdo, existe u € R;’:‘n(s) C R;}y,i (s) tal

que t € Ry(u), {k} # Q" (s,u) e Pi(t,u) > 11 > 1. 0 que implica que {k} # Q" (s, u)

m

e, consequentemente, € R;Y;H (s)eke QZ%H (s,7). 1

2.4.4 Analise de Estabilidade Coalizional

As definigdes ja apresentadas nesta se¢do fornecem condigdes sob as quais um estado
¢ estavel para um determinado DM e consideram que a resposta aos movimentos deste
DM pode ser uma sequéncia legal de movimentos de seus oponentes. Mas, existem alguns
estudos considerando que os DMs podem agir juntos e atingir melhoramentos que nao
s@o possiveis se eles estiverem agindo individualmente. Por exemplo, Inohara e Hipel [J5]]
estendem as defini¢des de estabilidade para situagdes nas quais os DMs podem agir juntos
formando uma coalizdo, i.e., eles propdem uma andlise coalizional do conflito.

N6s agora apresentamos as defini¢des de estabilidade coalizional considerando que

DMs podem agir juntos. Para a defini¢cdo de a-Nash estabilidade, nds precisamos antes
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apresentar a definicdo de y-Melhoramento Coalizional, denotado por R;+y(s). Tal con-

junto é definido como o conjunto dos estados em Ry (s) tais que todos os DMs em H

preferem tais estados a s com probabilidade maior que 7, i.e., R;_FIJFY(s) ={t € Ru(s):

Pi(t,s) > v,Yi € H}. N6s denotamos por Z?(N) o conjunto de todas as coalizdes contidas
+vy o +v . .

em N e por @' (s) = Nicu @, ' (s) o conjunto de todos os estados que cada DM i em H

prefere a s com probabilidade maior que y. Note que R;rlﬂ(s) = (p;l,L Y(s) Ry (s).

24.4.1 o-Nash Estabilidade Coalizional

Definicao 2.4.11.: «a-Nash Estabilidade Coalizional para uma coalizdo. Um estado

s € § ¢ a-Nash Coalizional estdvel para a coalizdo H se R;Hl_a) (s)=0.

Entdo, um estado s € oi-Nash Coalizional estdvel para a coalizdo H se para cada estado
s1 atingivel para H de s, existe um DM em H que ndo prefere s; a s com probabilidade

maior que 1 — «.

Definicao 2.4.12.: «-Nash Estabilidade Coalizional para um DM. Um estado s é
o-Nash Coalizional estdvel para o DM i se € a-Nash estdvel Coalizional para todas as

coalizdes H € Z(N) tais que i € H.

A fim de apresentar as outras definicOes de estabilidade, é necessario introduzir o
conjunto de estados atingiveis por uma classe de coalizdes. Note que os movimentos de
respostas podem ser feitos por uma classe de coalizdes. Seja ¢’ uma classe de coalizoes e
seja Ry (s) o conjunto de estados atingiveis pela classe € de s por uma sequéncia legal de
movimentos. Seja Q¢ (s,¢) o subconjunto de € cujos membros séo os conjuntos de DMs
que fazem a ultima sequéncia legal de movimentos para atingir ¢ de s. Ry (s) e Qe (s,1)
podem ser definidos indutivamente como segue: (i) se H € € et € Ry (s), entdo t € Ry (s)
e H € Qyg(s,t) (ii)set € Ry(s), HEC, Qu(s,t) #{H} eu € Ry(t), entdo u € Ry(s) e
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H € Q(s,u). Agora, n6s podemos dar as defini¢des de estabilidade (¢, B)-Metaracional

Coalizional e de estabilidade (a, )-Metaracional Simétrica Coalizional.

2442 (a,p)-Estabilidade Metaracional Coalizional

Definicdo 2.4.13: (c, 3)-Estabilidade Metaracional Coalizional para uma coalizio.
Um estado s € S é (o, B)-Metaracional Coalizional estavel para coalizdo H se para todo

51 € R;L(l*a) (s) existe um movimento de resposta s2 € R (y_g)(s51) N ((p;(lfﬁ) ())€.

Entdo, um estado s é (o, )-Metaracional Coalizional estdvel para coalizdo H se para
cada estado sy atingivel para H de s tal que cada DM i em H prefere 51 a s com probabi-
lidade maior que 1 — a, existe um estado atingivel s, para os oponentes de H tal que para

algum DM i em H, i ndo prefere s; a s com probabilidade maior que 1 — f3.

Definicdo 2.4.14.: (a,)-Estabilidade Metaracional Coalizional para um DM. Um
estado s é (a, B)-Metaracional Coalizional estdvel para o DM i se é (o, )-Metaracional

estavel Coalizional para todas as coalizoes H € &(N) tal que i € H.

2443 (o, p)-Estabilidade Metaracional Simétrica Coalizional

Definicdo 2.4.15: (c, 3)-Estabilidade Metaracional Simétrica Coalizional para uma
Coalizao. Um estado s € S é (a, B)-Metaracional Simétrico Coalizional estdvel para a
++(1—a)

coalizdo H se para todo s; € Ry, (s) existe s2 € Rypy—p)(s1) N ((p;(lfﬁ)(s))c tal

que Ryr(52) N (g~ (5)) = 0.

Entdo, um estado s é (a, B)-Metaracional Simétrico Coalizional estdvel para a coali-
zao H se para cada estado s atingivel para H de s tal que cada DM i em H prefere 51 a s

com probabilidade maior que 1 — @, existe um estado atingivel s, para os oponentes de H
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tal que para algum DM i em H, i ndo prefere s, a s com probabilidade maior que 1 — 3 e,
mais ainda, ndo ha movimento de contra resposta que H possa fazer de s, levando a um

estado s3 tal que cada DM i em H prefere s3 a s com probabilidade maior que 1 — ¢.

Definicdo 2.4.16: («, 3)-Estabilidade Metaracional Simétrica Coalizional para um
DM. Um estado s é (, B)-Metaracional Simétrico Coalizional estdvel para o DM i se é
(a, B)-Metaracional Simétrico estdvel Coalizional para todas as coalizdes H € &(N) tal

queic H.

Para a definicao de estabilidade sequencial coalizional, € necessario definir o conceito
de y-Melhoramento Coalizional de uma Classe de Coalizbes, denotado por Rj;/(s). Seja
Q;y(s,t) o subconjunto de % cujos membros sdo os subconjuntos de DMs que fazem o
ultimo movimento de melhoramento Y para atingir t em sequéncias legais de movimentos
de melhoramentos 7y de s. RZ;Y(S) e Qj;’(s,t) podem ser definidos como segue: (i) se H €
G et Ry (s), entdor €R,(s) e H € Q7 (s,1) (i) set € R (s), H € €, Q) (s,1) #

{H}euc Ry, "(t), entio u € R(}Y(s) eHe Q(?/(s, u).

2444 (o,fB,7y)-Estabilidade Sequencial Coalizional

Definicdo 2.4.17: («,,7)-Estabilidade Sequencial Coalizional para a coalizao. Um
estado s é (a, B, 7)-Sequencialmente Coalizional estdvel para a coalizdo H se para todo

++

st € Ry (s) existe s € RET (1) 0 (P (s)e.

Entéo, um estado s é (&, 3, 7)-Sequencialmente Coalizional estdvel para a coalizao H
se para cada estado s; atingivel para H de s tal que cada DM i em H prefere s; a s com
probabilidade maior que 1 — &, entdo existe um y-Melhoramento Coalizional da Classe
de Coalizdes formadas pelos oponentes de H, s,, tal que para algum DM i em H, i ndo
prefere s, a s com probabilidade maior que 1 — f3.
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Definiciao 2.4.18.: («,f3,7)-Estabilidade Sequencial Coalizional para um DM. Um
estado s é (a, B, 7)-Sequencial Coalizional estdvel para o DM i se é (o, B,7)-Sequencial

Coalizional estavel para todas as coalizoes H € & (N) tal que i € H.

Todas as relacdes entre as definicdes de estabilidade apresentadas na Subsecdo [2.4.2
para GMCR com 2 DMs permanecem vdlidas para as defini¢des de estabilidade coalizi-
onal para a coalizdo e, consequentemente, para um DM. Para provar as relacdes para as
defini¢Oes de estabilidade coalizional para a coalizao, substitua DM i por coalizdo H € R;
por R (N — H) em todas as partes da prova. E também necessario mostrar que se ; > 7,
entdo R;ZYI (5) C R:}yz (s) e @5 (s) C @y " (s5), Vs € S. A prova de que @ "' (s) C @7 (s)
segue imediatamente do fato de que (pl-”1 (s) C (plﬂ/2 (s) para cada DM i, enquanto a prova

de RCZ,Y‘ (s) C R;YZ (s) procede por inducdo de maneira similar a correspondente prova da

proposicao [2.4.10

2.5 Aplicacoes

Duas aplicacdes sao desenvolvidas nesta secao: uma ilustrando um conflito com dois
DMs e outra analisando um caso com trés DMs em um conflito. No segundo caso, nds
apresentamos tanto a anélise de estabilidade quanto a andlise de estabilidade coalizional

para a coalizdo e para o DM.

2.5.1 Um Modelo com 2 DMs e Preferéncias Probabilisticas Precisas

Exemplo 2.5.1.: Considere as preferéncias probabilisticas precisas dos DMs como no

Exemplo [2.3.1] N6s podemos agora retomar tal exemplo para examinar as propriedades
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de estabilidade de cada estado. Tabelas [2.4/e [2.5| mostram os conjuntos (piﬂl(s) e R;ry(s)

para este exemplo. Nestas tabelas, se na linha correspondente ao estado s, ndés usarmos a

notagdo (7Y < q), isto significa que o conjunto descrito contém o estado ¢ se a condi¢do

Y < g é satisfeita.

Tabela 2.4 Conjuntos (plﬂ

Estado op(s) oq ' (s)
(P,S) (R,S),(y<1) 0
(R,U)e (PU)(y<0.7)
(R,S) | (R,U)e (PU)(y<0.7)| (PS)(y<1)
(P,U) (R,U)(y< 1) (R,S) e
(R,S)e (P,S),(y<0.3) | (BS)(y<1)
(R,U) | (R,S)e(P,S),(y<0.3) | (R,S),(P,S)e
(RU)(y<1)
Tabela 2.5 Conjuntos R, ”
Estado RS (s) R (s)
(PS) | (RU)(y<0.7) 0
(R,S) | (R,U)(y<0.7) | (PS),(y<1)
(PU) | (P,S),(y<0.3) 0
(R,U) | (R,S),(y<03) | (RU)(y<1)

Tabelas [2.6] 2.8 e 2.9 mostram os conjuntos de valores para os pardmetros se-

gundo os quais os estados (R,S), (R,U), (P,S) e (P,U), respectivamente, satisfazem as

defini¢des de estabilidade probabilistica precisa para cada DM. Por exemplo, considere

que o estado inicial é (R,U). Analisando o conflito de acordo com os estados atingiveis

para DM D em (R,U), nés temos que os estados possiveis de serem atingidos para este
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Tabela 2.6 Estabilidade Probabilistica Precisa para o Estado (R, S)

Para E Para D Estavel
o-Nash oa=0 a<03 a=0
(a,B)-GMR Va,VB o <0.3,VB ou o <0.3,VB ou
o>03,<03 o>03,8<03
(o, B)-SMR Vo,V o <0.3,VB o <0.3,VB
(a,B,7)-SEQ | a=0,Vf,Vyou o <0.3,VB,Vyou o =0,V3,Vyou
oa>0,VB,y<0.7 | a>03,<03,v<1|0<a<0.3,VB,y<0.70u
o>0.3,<0.3,y<0.7
Tabela 2.7 Estabilidade Probabilistica Precisa para o Estado (R,U)
Para E Para D Estavel
oa-Nash a=0 o<0.7 a=0
(o, B)-GMR o =0,Vp ou o <0.7,VB ou o =0,Vp ou
oa>0,=0 o>0.7,<0.7 Va,B =0
(a,B)-SMR oa=0,V8 a<0.7,VB oa=0,V8
(a,B,7)-SEQ o =0,VB,Vyou o <0.7,VB,Vyou o =0,VB,Vyou
0«>0,=0,y<03 | «a>07,<07,y<1 | a>0,=0,y<0.3

Tabela 2.8 Estabilidade Probabilistica Precisa para o Estado (P,S)

Para E Para D Estavel
o-Nash Vo o <03 o <03
(o, B)-GMR Vo, VB a<03,VBou | a<0.3,YpBou
a>03<03|a>03p<03
(a,B)-SMR Ya, VB o <0.3,VB o <0.3,VB
(a,B,7)-SEQ | Va, VB, Vy | a<0.3,VB,Vy | a<0.3,VB,Vy
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Tabela 2.9 Estabilidade Probabilistica Precisa para o Estado (P,U)

Para E Para D Estavel

o-Nash Yo o <0.7 oa<0.7

(a,)-GMR Vao,VB a<0.7,YBou | a<0.7,VB ou

a>07,<07| a>07p<0.7

(a,B)-SMR Va,vp o <0.7,VB o <0.7,vB

(@, B,7)-SEQ | Vo, ¥B.¥y | a<0.7,¥8,¥y | a<0.7,YB,vy

DM sdo (R,U) (D pode escolher ficar no mesmo estado) e (R,S). Nés observamos na
Tabela2.3|que Pp((R,U),(R,U)) =0e Pp((R,S),(R,U)) = 0.3. Entdo, para inferir sobre
os valores de o segundo os quais o estado (R,U) é a-Nash estavel para o DM D, nds
precisamos verificar se a probabilidade com a qual o DM D prefere cada estado dispo-
nivel a ele em (R,U) ao estado (R,U) é menor ou igual que 1 — . Portanto, (R,U) é
a-Nash estdivel paraDM Dse 0 < 1—a e 0.3 <1 — . Entdo, se o < 0.7, entdo as duas
desigualdades anteriores sdo satisfeitas e portanto (R,U) é a-Nash estdvel para DM D.
Vamos considerar agora como analisar a estabilidade probabilistica precisa do estado
(R,U) de acordo com as outras nogdes. Primeiro, note que se o < 0.7, entdo ndo existe
estado atingivel para o DM D em (R,U) tal que D prefira o tal ao estado (R,U) com
probabilidade maior que 1 — o. Entdo, para qualquer 8, o conceito de Metaracionalidade
¢ satisfeito. De fato, o mesmo argumento vale para os outros conceitos, a saber, se o0 < 0.7
e B é livre, entdo (R,U) é também (o, B)-Simétrico Metaracional e se o < 0.7, B e ¥ sdo
livres, entdo (R,U) é (a, B,7)-Sequencialmente estavel. Por outro lado, se & > 0.7, entdo
(R,S) € o tinico estado s atingivel para DM D em (R,U) tal que Pp((s),(R,U)) > 1 —c.
O préximo passo € analisar os estados atingiveis para DM E em (R, S) no que diz respeito
a preferéncia probabilistica precisa do DM D pelo estado inicial (R,U) a estes estados
atingiveis para E. Existem dois estados atingiveis para E em (R,S): (R,S) e (P,S). De
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acordo com a Tabela Pp((R,S),(R,U)) = Pp((P,S),(R,U)) = 0.3. Para examinar
para quais valores de B (R,U) é (c, B)-Metaracional, nds precisamos verificar se f8 € tal
que 0.30 < 1 — BB, o que é verdade para B < 0.7. Entdo, para o > 0.7 ¢ B < 0.7, o estado
(R,U) é (a, B)-Metaracional para DM D.

Note que para a > 0.7, o tnico estado s atingivel para DM D em (R,U) tal que
Pp(s,(R,U))>1—aé(R,S). Em (R,S), DM E pode atingir ambos (R,S) e (P,S). Porém,
estes dois estados sdo preferidos pelo DM D a (R,U) com probabilidade 0.3 > 1 — c.
Entao, DM D pode escolher como uma contra resposta ndo fazer nada e ele estard em um
estado que é preferido por ele ao original (R,U) com uma probabilidade maior que 1 — c.
Portanto, se a > 0.7, entdo (R,U) ndo é simétrico racional para DM D.

Finalmente, vamos analisar se é possivel que, para o > 0.7, o estado (R,U) seja se-
quencialmente estdvel para DM D. Note que como no pardgrafo anterior, o Gnico es-
tado s atingivel para DM D em (R,U) tal que Pp(s,(R,U)) > 1—a é (R,S) e que em
(R,S), DM E pode atingir ambos estados (R,S) e (P,S). (R,U) serd sequencialmente
estdvel para DM D se ou Pz((R,S),(R,S)) =0>ve Pp((R,S),(R,U)) =03<1-p
ou PE((P,S),(R,S)) =1>7ye Pp((P,S),(R,U)) =030 <1—f. Entdo, (R,U) é se-
quencialmente estdvel para DM D se o > 0.7, B < 0.7 e y < 1. As outras células nas

Tabelas [2.612.9| podem ser obtidas usando um procedimento similar.

2.5.2 Um Modelo 3-DM de Conflito com Preferéncias Probabilisticas e Precisas

Exemplo 2.5.2.: O conflito de exportacdo de dgua do Lago Gisborne foi analisado em
Li et al. [22] considerando preferéncia incerta. O Lago Gisborne é localizado préximo
a costa sul de Newfoundland no Canada. Em 1995, uma companhia de Newfoundland,

Canada Wet Incorporated, propds um projeto para exportar 4gua do Lago Gisborne. O
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governo de Newfoundland e Labrador aprovou este projeto no ano seguinte, visando be-
neficios econdmicos para a regido. No entanto, alguns grupos ambientalistas criticaram
duramente a aprovacdo, argumentando que tais projetos trariam terriveis consequéncias
para o meio ambiente e para cultura local. Entdao, o Governo Federal entrou no conflito
introduzindo uma proibi¢ao de exportacdo de dgua de grandes bacias de drenagem no
Canada e o governo local cedeu a pressdo e introduziu um projeto de lei para proibir a
exportacdo em 1999 e entdo a Canadd Wet abandonou o projeto do Lago Gisborne.

Em 2001, a fim de obter lucros, o novo premier decidiu revisar o projeto do Lago
Gisborne. Houve duras criticas novamente. Entdo, o Ministro da justica, Kelvin Parsons,
prometeu, ainda em 2001, que nenhuma legislacao para derrubar a proibi¢do de exporta-
cdo de agua seria introduzida durante as proximas sessoes.

Esta situacdo pode ser representada por um modelo 3-DM de conflito, onde um ébvio
e critico DM € o governo da provincia, outro DM é o Governo Federal e grupos contra o
projeto do Lago Gisborne e o ultimo DM representa as companhias interessadas em obter
ganhos com a exportagcdo de dgua do Canad4, incluindo a Canada Wet.

A tabela [2.10 mostra as op¢Oes disponiveis para cada DM e a Tabela [2.11{ mostra os
possiveis estados do conflito das as op¢des disponiveis para cada DM.

O grafo do modelo do conflito de Gisborne é mostrado na Figura [2.2] onde os nds
representam os estados possiveis, e arcos dirigidos mostram os movimentos que os DMs
podem fazer.

As preferéncias do governo provincial s@o incertas e dependem de ele ser economi-
camente orientado (dar prioridade aos beneficios econdmicos, sem grandes preocupacoes
com questdes ambientais) ou ter uma orientagdo mais ambientalista. Aqui, nds supomos
que ele é economicamente orientado com probabilidade p e ambientalista com probabili-

dade 1 — p. Considerando estas probabilidades, n6s mostramos as preferéncias probabi-
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Tabela 2.10 DMs e suas op¢des no Modelo de Conflito de Gisborne

DMs Opcoes Status

Quo

Governo Federal(GF) | 1. Continuar no Amplo Acordo S
para a proibicdo de exportacio

de 4gua no Canad4 (Continuar)

Governo da Provincia 2. Revogar a proibi¢do de N
de Newfoundland exportacdo de dgua (Revogar)
e Labrador(GP)

Grupos de Suporte(S) | 3. Apelar para continuidade do N

projeto de Gisborne. (Apelar)

Tabela 2.11 Possiveis estados no Modelo de Conflito de Gisborne

Federal
1. Continuar N S NS N S NS
Provincial
2. Revogar N NS S NN S S
Suporte
3. Apelar N NNNJS S S S

Nimerodoestado 1 2 3 4 5 6 7 8

listicas precisas dos DMs nas Tabelas[2.12] 2.13|e[2.14]

A Tabela[2.15|mostra os estados que sdo atingiveis de cada estado para cada possivel
coalizdo de DMs. As Tabelas e mostram os conjuntos R};y(s) e (p;Ir ¥(s) para cada
um dos 8 estados no conflito e para cada coalizdo de 1 ou 2 DMs. A Tabela [2.18| mostra

o conjunto de y-Melhoramentos Coalizional. Como no exemplo anterior, em todas estas
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Suporte Suporte

/

1 < Provincial < Provincial

Federal Federal Federal Federal

<« Provincial —» Provincial

Suporte >< Suporte /

Figura 2.2 Grafo para O Modelo do Conflito de Gisborne

Tabela 2.12 Preferéncias Probabilisticas Precisas para o DM GF no Modelo do Conflito de Gis-

borne

GF | 1 2

W
N
)
(@)
\]
%

4 1.0/00]10(00|10]00|10]1.0

6 1.0/00]10(1.0|1.0]00|10]1.0
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Tabela 2.13 Preferéncias Probabilisticas Precisas para o DM § no Modelo do Conflito de Gis-

borne

2100(00(00{00|0.0]0.0]0.0]0.0

3/110(10(00{101.0]1.0]1.0] 1.0

4,/10710]00|00|1.0]10]10] 1.0

5/10(10(00{000.0]1.0]0.0]0.0

6/10110(00{000.0]0.0]00]0.0

7110(110(00{00|1.0]1.0]00]| 1.0

8110(1.0/00]00|10]|1.0]0.0|0.0

Tabela 2.14 Preferéncias Probabilisticas Precisas para 0o DM GP no Modelo do Conflito de Gis-

borne

GP 1 2 3 4 5 6 7 8

tabelas, se na linha correspondente ao estado s, nés usamos a notagio #(y < g), significa

que o conjunto descrito contém o estado ¢ se a condicdo Y < ¢ € satisfeita.
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Tabela 2.15 Estados Atingiveis

Estado | Rgr(s) | RGp(s) | Rs(s) | Rigrary(s) | Rigrsy(s) | Rigrsy(s) | Ricraresy(s)

1 le2 le3 le5 1,2,3e4 1,2,5e6 | 1,3,5¢e7 | Todos os estados
2 2el 2e4 2e6 | 2,1,3e4 | 2,1,5e6 | 2,4,6¢e 8 | Todos os estados
3 3e4 3el 3e7 | 3,1,2e4 | 3,4,7e8 | 3,1,5e7 | Todos os estados
4 4¢3 4e2 | 4e8 | 4,1,2e3 | 4,3,7e¢8 | 4,2,6¢e 8 | Todos os estados
5 5e6 5e7 S5el 5,6,7¢8 |5,1,2,e6 | 5,1,3¢e7 | Todos os estados
6 6e5 6e8 6e2 | 6,5,7e8 |6,1,2,e5]6,2,4¢e8 | Todos os estados
7 T7e8 7e5 Te3 7,5,6¢e8 7,3,4e8 | 7,1,3e5 | Todos os estados
8 8e’7 8eb 8e4d 8,5,6e7 8,3,4e7 | 8,2,4¢e 6 | Todos os estados
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Tabela 2.18 y-Melhoramento Coalizional

R{+G+13,/GP} R{Tgp} R{+G+1~2,/S} Ry

1] 2Ay<1l-ped(y<p |3e7(y<p | 6(<D |48(y<peb6(y<l—p)
2 0 4e8(y<p) 0 0

3 1,2e4(y<1—p) 0 0 0

4 2(y<1—p) 0 0 0
506(y<l—ped8(y<p)|3eT(y<p) 0 4,8(y<p)

6 0 4e8(y<p) 0 0

7 5,6e8(y<1—p) 3(y<1) |3ed(y<l)| 3(y<l)ed(y<l1-p)
8 6(y<1-p) 4(y<1 4(y<1 4(y<1)

As Tabelas 2.19]2.202.21] e 2.22) mostram para quais valores de pardmetros cada um

dos estados satisfaz as quatro defini¢des de estabilidade. De acordo com estas tabelas, o
estado 4 satisfaz Nash estabilidade para uma regido maior de valores de & se p > 1/2,
enquanto se p < 1/2, entdo o estado 6 é o tinico com tal propriedade. Todos os outros
estados sdo apenas 0-Nash estdvel. Para GMR e SMR estabilidades, os estado 4 e 8
satisfazem as defini¢des de estabilidade para uma maior regido de valores de (&, f3) se
p > 1/2, enquanto se p < 1/2, entdo o estado 6 € o tGnico com tal propriedade. No que
concerne a SEQ estabilidade, o estado 4 satisfaz a defini¢cdo de estabilidade para uma
maior regidio de valores de (a,f3,7) se p > 1/2, enquanto se p < 1/2, entdo estado 6 é o
unico com tal propriedade.

As Tabelas [2.23]2.24]2.25| e [2.26| mostram para quais valores de pardmetros cada um

dos estados satisfazem as quatro definicdes de estabilidade Coalizional para Coalizdes.

As Tabelas [2.27)2.28]2.29| e [2.30| mostram para quais valores de pardmetros cada um dos

estados satisfaz as quatro defini¢des de estabilidade Coalizional para DMs. De acordo
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com estas tabelas, os estado 3 e 4 satisfazem Nash estabilidade Coalizional para uma
maior regido de valores de a se p > 1/2, enquanto que se p < 1/2, entdo os estados
2 e 6 sdo os que tém tal propriedade. Para GMR e SMR estabilidades coalizionais, os
estados 3 e 4 satisfazem as defini¢cdes de estabilidade para uma maior regido de valores
de (a,B) se p > 1/2, enquanto que se p < 1/2, entdo os estado 2 e 6 sdo os que tém
tal propriedade. No que concerne a SEQ estabilidade coalizional, o estado 3 satisfaz a
defini¢do de estabilidade para uma maior regido de valores (¢, f3,7) se p > 1/2, enquanto

que se p < 1/2, entdo os estados 2 e 6 séo os que tém tal propriedade.

Tabela 2.19 «-Nash estabilidade

Estado | Para GF | Para§ | Para GP Estavel
1 a=0 |a=0|a<1l—p a=0
2 Va a=0|a<l-—p a=0
3 a=0 Ya a<p a=0
4 Yo Yo a<p a<p
5 a=0 Vo a<l—p a=0
6 Va Va |a<l-p|la<l-p
7 a=0 |a=0 a<p a=0
8 Vo a=0 a<p a=0
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Tabela 2.20 (c, 3)-GMR estabilidade

Estado Para GF Para § Para GP Estdvel
1 a=0,YBou|a=0,You a<1l-—pVBou oa=0,V8
a>0,=0|a>0B=0|a>1-p,B<1—p oa>0,8=0
2 Va,VB o =0,Vp ou oa<1-—pVBou o =0,VB ou
o0>0=0|a>1-p,B<1—p oa>0,=0
3 o =0,YB ou Va,vp o <p,VBou o =0,VB ou
a>0,=0 oa>p,B<p oa>0,=0
4 Va,VB Yo,V o< p, VB ou o < p, VB ou
oa>p.B<p a>p.p<p
5 o =0,VB ou Va,vp a<1-pVBou o =0,VB ou
a>0,=0 oa>1—-pB<1l-—p oa>0,8=0
6 Yo,V Yo,V oa<1-—pVBou a<1-—pVBou
a>1-pB<l-pla>1-p<1-p
7 oa=0,YBou| a=0,Yp ou o < p,VB ou o =0,VB ou
a>0,=0|a>0,<1 a>p,B<p oa>0,=0
8 Va,VB o =0,Vp ou o < p,¥p ou o < p,¥p ou
o> 0,8 a>pB<p oa>pB<p
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Tabela 2.21 (a,f3)-SMR Estabilidade

Estado | Para GF Para § Para GP Estavel
1 a=0vVB| a=0,vB |a<l—-pVB oa=0,V8
2 Va,VB o=0,vg |a<l-—pVB oa=0,V8
3 a=0,vp8 Va,VB oa<p VB oa=0,V8
4 Va,VB Va,VB o<p,VB oa<p,VB
5 a=0,Vp8 Va,VB a<l-pVB oa=0,V8
6 Va,VB Va,VB a<l—-pVB|la<l-—pVp
7 a=0VB | a=0,VBou| a<p,Vp oa=0,V8
o>0,VB
8 Va,VB | a=0,YBou| a<pVpB o <p,vp
o>0,VB
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Tabela 2.23 «-Nash Estabilidade Coalizional para Coalizdes com 2 ou mais DMs

Estado | para {GF,GP} | Para {GF,S} | Para {GP,S} Para N

1 o <min{p,1—p} a=0 oa<l—p | a<min{p,1—p}
2 Va Va a<l—p Vo

3 a<p Vo Vo Vo

4 a<p Vo Vo Yo

5 o <min{p,1—p} Vo a<l—-p a<l—-p

6 Vo Yo a<l-p Yo

7 oa<p o=0 o=0 oa=0

8 a<p a=0 a=0 a=0
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Tabela 2.25 (a, B)-SMR Estabilidade Coalizional para Coalizdes com 2 ou mais DMs

Estado Para {GF,GP} Para {GF,S} Para {GP,S} Para N

1 o <min{p,1—p},VB | a=0,vp a<l-—pVB o <min{p,1—p},VB
2 Va,VB Va,VB a<l-—pVB Vo,V

3 a<p,Vp Va,VB Yo,V Va,VB

4 o <p,Vvp Va,VB Yo,V Va,vp

5 o <min{p,1—p},Vp Va,VB a<l-—pVB a<l-pVB

6 Va,VB Va,VB a<l-—pVB Va,VB

7 oa<p,Vp Va,VB o =0,Vp ou a=0,V8

8 o <p,VB Va,vp o =0,VB ou a=0,VB

a<l-pef<l-p
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Tabela 2.27 «-Nash Estabilidade Coalizional para DMs

Estado GF S GP Estavel

1 o=0 oa=0 | oa<min{p,1—p} o=0

2 Vo a<l—p a<l—p a<l—p

3 oa<p Vo a<p a<p

4 a<p Yo a<p a<p

5 o<min{p,1—p} | a<1—p| a<min{p,1—p} | « <min{p,1 —p}
6 Yo a<l-p a<l-p a<l—p

7 oa=0 oa=0 a=0 a=0

8 oa=0 oa=0 a=0 a=0
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Tabela 2.29 (c, 3)-SMR Estabilidade Coalizional para DMs

Estado GF S GP Estével

1 a=0,Vp a=0,Vp o <min{p,1—p},Vp oa=0,Vp8

2 YVa,VB oa<l-pVp oa<l-pVB oa<l-pVpB

3 a<p,vp Yo,VB o <p, VB a<p,vVp

4 a<p,vVp Ya,VB o <p,Vp a<pVp

5 o <min{p,1—p},VB | a <1—p,VB | a <min{p,1 —p},VB | o« < min{p,1—p},Vp
6 Va,VB oa<l-—pVp a<l-pVB oa<l-—pVpB

7 o =0,VB a=0,VB a=0,VB o=0,VB

8 a=0,vp8 a=0,v8 a=0,v8 a=0,vp8
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2.6 Discussao

Nesta secao nods discutimos acerca da relacdo entre o presente modelo e o GMCR com
Preferéncias Fuzzy. Nos também discutimos como as defini¢des de estabilidade propostas

poderiam ser usadas para comparar a robustez dos equilibrios do conflito.

2.6.1 Comparaciao com o GMCR com Preferéncias Fuzzy

Al-Mutairi et al. [23]] propuseram o uso de preferéncias fuzzy no GMCR para indicar
o grau de incerteza que um DM pode ter quando comparando dois estados. Formalmente,
uma preferéncia fuzzy sobre o conjunto de estados S € a relacdo fuzzy em S, representada
pela matriz % = (7;;)m»m com funcdo pertinéncia 5 : S xS — [0, 1], onde tg (si,s;) =rij
indica o grau de preferéncia pelo estado s; a s; € satisfaz r;; +rj; = 1. Neste modelo, a fim
de definir quais sao os melhoramentos unilaterais, os autores definiram um limite fuzzy de
satisfagdo para cada DM, ¥, tal que s; € um fuzzy melhoramento unilateral sobre s; para
DMk, se rjj —rji > Y.

Embora preferéncias fuzzy e preferéncias probabilisticas precisas sejam expressas por
um numero entre 0 e 1, suas interpretacdes sdo diferentes e levam a diferentes proprie-
dades e diferentes definicdes de estabilidade. Por exemplo, no modelo fuzzy, indiferenca
entre dois estados s; € s; por um DM € modelada considerando r;; = 0.5, enquanto no
modelo probabilistico, se 0 DM k ¢ indiferente entre estes estado, segue que Py(s;,s;) =0
e Pc(sj,si) = 0, desde que P(s;,s;) representa a probabilidade que DM k estritamente
prefere s; a s;. Entdo, nés temos r;; = 0.5 e Py(s;,s;) = 0.

Outra diferenca € que no modelo fuzzy, cada DM tem possiveis diferentes limites fuzzy

de satisfacdo, enquanto que no modelo probabilistico, para um estado s; ser considerado
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um y-melhoramento sobre s;, o limite ¥ € 0 mesmo para todos os DMs no conflito, uma
vez que ele é relacionado a chance do estado ser escolhido quando qualquer DM € cha-

mado a escolher entre um de dois estados.

2.6.2 Robustez

Um problema interessante é como comparar a robustez de algum equilibrio, quando
mais de um estado satisfaz uma dada definicao de estabilidade. Recentemente, Matbouli
et al. [26] propuseram uma medida de robustez do equilibrio no GMCR a fim de definir
quais equilibrios sdo mais provaveis de serem estaveis.

Desde que as definicdes de estabilidade apresentadas para 0o GMCR com preferéncias
probabilisticas sdo parametrizadas, o estado satisfaz uma dada defini¢do de estabilidade
para alguns valores de parametros e ndo para outros. Portanto, uma forma natural de
comparar a robustez do equilibrio é comparar as regides dos parametros para os quais um

particular estado satisfaz uma dada defini¢do de estabilidade, como segue:

Defini¢io 2.6.1: Um estado s; € um equilibrio mais robusto que um estado s; para uma
dada defini¢ao de estabilidade, se o conjunto de parametros para o qual s; € estavel contém

o correspondente conjunto do estado ;.

Por exemplo, na aplicacio analisada na Secao (P,S) é a-Nash estavel para o <
0.3 ¢ (P,U) é a-Nash estavel para o < 0.7. Entao, a probabilidade de um DM no conflito
se mover de (P,S) para outro estado, desviando do equilibrio, é no maximo 0.7, enquanto
¢ no maximo 0.3 a probabilidade de um DM se mover de (P,U). Entdo, neste sentido,
(P,U) é o mais robusto equilibrio de Nash.

Como outro exemplo, note que, na aplicagdo, (P,S) é (a,)-GMR estdvel para o0 <

03epB <loua>0.3ef <0.3, enquanto o estado (P,U) é (a,B)-GMR estavel para
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0<07eB<loua>0.7efB <0.7. Note que (P,U) satisfaz esta definicdo de estabili-
dade para mais pares de (o, 3) que (P,S). Entdo, para os estados que DMs podem atingir
de (P,U) com baixa probabilidade (< 0.7), um movimento de resposta é possivel levando
a outro estado cuja probabilidade de ser preferido a (P,U) é menor que a probabilidade
correspondente quando consideramos os movimentos de resposta de (P,S). Entdo, neste
sentido, (P,U) € o equilibrio Metaracional mais robusto.

Conclusdes similares podem ser obtidas para as outras definicdes de estabilidade.
Note que esta defini¢do € um critério que pode ser usado quando uma regido de para-
metros contém a outra. Entdo, na aplicacio apresentada, enquanto o estado (P,U) é o
mais robusto equilibrio de acordo com o-Nash estabilidade, (o, 3)-GMR estabilidade e
(a, B)-SMR estabilidade, para a defini¢do (o, 3,¥)-Sequencial estabilidade, ndo é possi-

vel comparar a robustez de todos os estados, porque algumas regides ndo contém outras.

2.7 Conclusao

Os conceitos de solugdes do modelo GMCR foram estendidos para incluir a informa-
cdo extra de preferéncias probabilisticas precisas introduzidas no modelo.

Neste trabalho, nds apresentamos alguns resultados sobre as relacdes entre as defini-
coes de estabilidade, mostrando que essencialmente as mesmas implicacdes validas no
GMCR original continuam validas no presente modelo. Outros resultados foram adicio-
nados para mostrar implicacdes que ocorrem quando consideramos diferentes parametros
para o mesmo conceito de estabilidade.

Duas aplica¢des do modelo em conflitos foram feitas para ilustrar como determinar os

parametros para os quais os estados sdo estdveis de acordo com as defini¢des de estabili-
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dade propostas. Estes exemplos também mostram a utilidade do GMCR com preferéncias
probabilisticas precisas em modelar um niimero maior de conflitos reais. Também mos-
tramos a utilidade do modelo e das definicdes aqui apresentadas para comparar quais dos

equilibrios s3o mais robustos.
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CAPITULO 3

Modelo de Grafos para Resolucao de Conflitos

com Preferéncias Probabilisticas Imprecisas

3.1 Introducao

No Capitulo 2| nés vimos que um aspecto fundamental considerado na construcdo do
Modelo de Grafos para Resolucdo de Conflitos (GMCR) € a preferéncia do tomador de
decisdo sobre os possiveis estados em um conflito. Vimos também que a preferéncia pode
ser representada de maneiras diferentes da preferéncia estrita, >, usual em modelos de
jogos ou conflitos. Na Se¢do [2.2], mostramos na revisdo de literatura alguns trabalhos que
buscam captar aspectos das preferéncias de individuos que ndo sao captados pelo modelo
de preferéncia usual, >, como, por exemplo, a incerteza. Na Secao mostramos como
0 GMCR pode ser modificado para permitir aos DMs terem preferéncias probabilisticas.
Chamamos tais preferéncias probabilisticas de precisas, pois podem ser expressas através
de uma probabilidade precisa de forma que dados dois estados a e b, é possivel ao DM
identificar P(a,b), isto é, a probabilidade com que prefere a a b. No Capitulo usamos as
preferéncias probabilisticas precisas para uma generalizacio do GMCR. E assumido que
os dados sobre as preferéncias exibem algum tipo de regularidade que tornam tais prefe-
réncias possiveis de serem modeladas por uma distribui¢do precisa de probabilidade. Tal
probabilidade pode ser obtida através de uma distribui¢do de dados sobre escolhas pas-
sadas dos DMs, por exemplo. Porém, em algumas situacdes, pode ndo haver informacado

suficiente para determinar uma tnica probabilidade que expresse essa preferéncia, isto €,
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as preferéncias probabilisticas podem ser imprecisas.

Nés apresentamos neste capitulo uma generalizagdo do GMCR permitindo aos DMs
expressar suas preferéncias usando probabilidades inferior e superior. O capitulo é orga-
nizado como segue: na Secdo [3.2] nés faremos um breve resumo sobre probabilidades
imprecisas, mais especificamente, sobre probabilidades inferior e superior; na Secdo [3.3]
nés propomos 0 GMCR com preferéncias probabilisticas imprecisas; na Se¢do [3.4] nés
generalizamos as quatro defini¢cdes de estabilidade comumente usadas no GMCR para o
modelo proposto considerando dois tipos de comportamento por parte dos DMs: o arris-
cado e o cauteloso. Comecamos as definicdes de estabilidade para o caso com 2-DMs,
depois apresentamos o caso para 3-DMs e por fim, apresentamos a andlise de estabili-
dade coalizional. Na Secdo mostramos algumas aplica¢des do modelo proposto e na

Secdo [3.6] nds apresentamos nossas conclusdes sobre este capitulo.

3.2 Revisao de literatura

SituacOes nas quais os individuos precisam escolher algo ou tomar uma decisdo, t€m
sido modeladas considerando que eles podem ter incerteza sobre os cendrios disponiveis
a eles e sobre os resultados de suas acdes. No nosso trabalho, tanto no capitulo anterior
quanto neste, as incertezas ndo sao sobre os cendrios ou as consequéncias de suas agdes,
mas sobre suas proprias preferéncias.

Na drea de modelagem a respeito de crencas, a teoria mais desenvolvida é a Bayesiana.
Nesta teoria, crengas s3o modeladas por uma probabilidade ndo condicional P(A) ou por
uma probabilidade condicional P(A|B) que assume valores entre zero e um. A principio,

a teoria bayesiana pode ser aplicada em qualquer problema envolvendo incerteza, mas na
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pratica € dificil satisfazer todas as condi¢des de coeréncia para determinar probabilidades
precisas [33]]. Em situa¢des do dia a dia, € comum que as pessoas expressem suas prefe-
réncias envolvendo probabilidade até mesmo por avaliagdes linguisticas bastante vagas,
como em “A probabilidade de que o sol ndo nas¢a amanha € baixissima, quase nenhuma”
ou em “esta valvula € altamente nao-confiavel”( [34] e [35]).

Fine [[13] v€ a teoria bayesiana como tendo papel importante na questdo de modelar
crengas individuais, mas questiona a necessidade de uma medida de probabilidade pre-
cisa para representar situacOes reais e argumenta que a teoria de probabilidade inferior
e superior pode funcionar como alternativa a modelagem de crencas dos individuos sem
requerer alto grau de precisao.

A teoria da probabilidade inferior e superior, ainda segundo Fine [13]], é centrada no
par de fungdes P e P, tomando valores em um intervalo unitario [0, 1], onde P representa
a probabilidade inferior e P a probabilidade superior. A abordagem é semelhante a de
medida de probabilidade, considerando o espago amostral Q e uma algebra de eventos .o/
do espaco Q. o7 é o dominio das fungdes P e P e estas devem ser satisfazer os seguintes

axiomas:

4. Se A e B sido eventos disjuntos, entdo P(AUB) > P(A) + P(B) € P(A) + P(B) >

P(AUB).

Vimos no capitulo anterior que Modelos de Probabilidade tém uma longa histéria e
usamos o modelo probabilistico de Luce [[12] para desenvolver o GMCR com preferéncias
probabilisticas precisas. No modelo probabilistico de Luce, € assumido que as escolhas
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dos DMs tém algum tipo de regularidade que torna tal preferéncia possivel de ser mode-
lada por uma distribuicao de probabilidade precisa. No entanto, a0 modelar crengas, nem
sempre € possivel identificar precisamente tais preferéncias probabilisticas. Aqui, nds
propomos relaxar a restricao de precisdo e apresentamos um novo modelo de preferén-
cias baseado em probabilidades inferior e superior. Tais probabilidades inferior e superior

devem satisfazer:

1. P(a,b) > P(a,b) >0 para cada a,b € S,
2. P(a,b)+P(b,a) < 1 para cada a,b € S.

Nosso objetivo € definir uma extensao do GMCR que permite aos DMs terem prefe-
réncias probabilisticas imprecisas (inferior e superior) sobre os estados. Tais preferéncias
podem aparecer ao modelar o comportamento de um dado DM que vacila de maneira
probabilistica quando tendo que escolher entre dois estados ou podem ser usadas para re-
presentar, como ja dito no capitulo anterior, situacdes nas quais algum dos envolvidos no
conflito tenha representantes dos quais serd escolhido um que efetivamente o representara
e estes tém possiveis diferentes rankings de preferéncias sobre os estados. Por exemplo,
um pais que pode ser representado por diferentes diplomatas e cada um deles ter possivel-
mente diferentes rankings sobre os estados possiveis do conflito. Na proxima sec¢ao, nds

apresentamos formalmente o GMCR com preferéncias probabilisticas imprecisas.

3.3 GMCR com Preferéncias Probabilisticas Imprecisas

GMCR com preferéncias probabilisticas imprecisas envolvem os mesmos componen-

tes do GMCR original e GMCR com preferéncias probabilisticas precisas, com a exce¢ao
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de que agora, as preferéncias dos DMs podem ser expressas por um par de probabilidades
inferior e superior representadas por P e P, respectivamente.

No GMCR com preferéncias probabilisticas precisas, um DM pode indicar com qual
probabilidade precisa P(a,b) ele prefere um estado a a um estado b para cada par de esta-
dos no conflito. No modelo apresentado aqui neste capitulo nds relaxamos esta restri¢ao
de precisdo, dado que em problemas préticos pode ser dificil ter informagdes precisas
sobre as preferéncias. Considere, por exemplo, uma situacdo na qual se elegerd repre-
sentantes para representar um DM e que existam vadrias pesquisas apontando resultados
diferentes sobre qual candidato se elegerd. Desta forma, ndo € possivel definir uma proba-
bilidade precisa acerca do vencedor. Se seus representantes tém diferentes preferéncias,
entdo pode ndo ser possivel definir uma preferéncia probabilistica precisa para o DM
sobre os estados do conflito antes da eleicao.

Aqui n6s consideraremos apenas as situacdes nas quais € possivel determinar um par
de probabilidades inferior e superior que representa a preferéncia imprecisa de cada DM
quando tem de escolher entre dois estados quaisquer do conflito.

No GMCR original, a preferéncia € representada sem considerar incertezas como em
um modelo usual de teoria dos jogos. No GMCR com preferéncias probabilisticas preci-
sas apresentado no capitulo anterior, permite-se que a preferéncia do DM ndo seja deter-
ministica, isto €, o DM i pode expressar sua preferéncia por um estado a a um estado b,
através da probabilidade P;(a,b) que indica a chance do DM i preferir a a b, para cada par
de estados a e b no conflito. Agora, nés consideraremos que cada DM i possa expressar
sua incerteza sobre sua preferéncia acerca dos estados a € b usando probabilidades infe-
rior e superior representadas por P;(a,b) e P;(a,b) satisfazendo os axiomas apresentados
na Sec¢do Entdo, dado que o conflito esteja em um determinado momento no estado

a, a preferéncia de i por @ em relagdo a um estado qualquer b € S € determinada agora por
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um par de probabilidades inferior e superior, respectivamente representadas por P;(a,b) e
P;(a,b) e é dita preferéncia probabilistica imprecisa.
Na proxima Secao, nds apresentamos as defini¢des de estabilidade considerando entdo

as preferéncias probabilisticas imprecisas.

3.4 Analise de Estabilidade para GMCR com Preferéncias

Probabilisticas Imprecisas

Nesta secao, apresentaremos a andlise de estabilidade primeiramente para os conflitos
com 2 DMs, a seguir nds apresentamos alguns resultados sobre as relacOes entre estas
defini¢des. Depois, nds apresentamos as defini¢des para o GMCR com mais de dois DMs

e finalmente faremos a analise de estabilidade coalizional.

3.4.1 Definicoes de Estabilidade para o GMCR com 2 DMs

Como visto no capitulo anterior, a anélise de estabilidade apresentada é bastante im-
portante pois pode apontar possiveis solugdes para o conflito. Aqui, nés modificamos as
quatro defini¢des de estabilidade padrao do GMCR: Nash estabilidade [16, [17]], Metara-
cionalidade Geral (GMR) [[19], Metaracionalidade Simétrica (SMR) [19] e Estabilidade
Sequencial (SEQ) [2]. Para isso, as defini¢des de estabilidade propostas nesta se¢dao con-
sideram dois perfis distintos de DMs: o cauteloso € o arriscado. O DM cauteloso € aquele
que age considerando sempre a preferéncia probabilistica inferior quando analisando sua
propria preferéncia ao comparar dois estados e considera que os demais agem conside-

rando sempre a preferéncia probabilistica superior. Por sua vez, o DM arriscado € aquele
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que age considerando sempre a preferéncia probabilistica superior ao analisar sua propria
preferéncia sobre os estados e considera ao analisar a preferéncia dos outros a preferén-
cia probabilistica inferior. Por exemplo, suponha que um DM sabe que suas preferéncias
probabilisticas inferior e superior sobre sorvete de chocolate a sorvete de morango sio,
respectivamente, 0 e 0.6. Como ele sabe que existe a possibilidade de preferéncia ser 0,
ou seja ele sabe que existe a possibilidade dele nao preferir chocolate a morango, por cau-
tela, ele prefere considerar esta menor probabilidade. Um DM cauteloso possui aversiao
a ambiguidade. J4 o DM arriscado considera que embora exista a chance dele ndo prefe-
rir o chocolate a morango (menor probabilidade € zero) existe a possibilidade de que ele
prefira sorvete de chocolate a de morango com probabilidade 0.6 e € esta a probabilidade
que ele escolhe considerar.

Assim como no caso do GMCR com preferéncias probabilisticas precisas, para as
definicdes de estabilidade consideraremos pardmetros o, B e 7y pertencentes ao intervalo
[0,1]. Para definir as nog¢des de estabilidade nos dois casos, arriscado e cauteloso, nds
precisamos definir antes duas versdes de melhoramento para um DM: uma versdo para o
DM cauteloso e outra para 0 DM arriscado. O conjunto de melhoramentos para um DM
cauteloso é definido como RL;FY(S) = {r € Ri(s) : P(t,s) > v} e o conjunto melhoramento
para o DM arriscado é dado por RUiH(s) = {t € Ri(s) : P(t,s) > y}. Definimos também
os conjuntos L *(s) ={t € S: P(t,s) > a} e oU;**(s) ={tr € S: P(t,s) > a} de estados
(n@o necessariamente atingiveis) que sio preferidos a s por um DM i cauteloso e um ar-
riscado, respectivamente. A partir disso, somos capazes de agora apresentar as diferentes
defini¢des de estabilidades considerando: o comportamento cauteloso e 0 comportamento

arriscado. Seguem as defini¢des.
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3.4.1.1 o-Nash Estabilidade Cautelosa

Definicao 3.4.1: Um estado s € a-Nash cauteloso estavel para o DM i se RL;F(l_a) (s) =

0.

Entdo, um estado s € -Nash cauteloso estdvel para DM i se dentre todos os estados
que i pode atingir quando estd em s ndo existe nenhum estado tal que ele prefira a s com
probabilidade inferior maior que 1 — . Por exemplo, um estado s que € 0.9-Nash estdvel
cauteloso para DM i € tal que dentre todos os estados que i pode atingir de s ndo existe
nenhum tal que i prefira a s com uma probabilidade inferior maior que 0.10. Como outro
exemplo, um estado é 1-Nash estavel cauteloso para o DM i se dentre todos os estados
que i pode atingir de s ndo existe nenhum que ele prefira a s com probabilidade inferior

positiva.

3.4.1.2 o-Nash Estabilidade Arriscada

Definicdo 3.4.2: Um estado s é a-Nash arriscado estavel para o DM i se RUi+(1_a) (s) =

0.

Entao, um estado s € -Nash arriscado estavel para DM i se dentre todos os estados
que i pode atingir quando estd em s ndo existe estado tal que ele prefira a s com uma
probabilidade superior maior que 1 — . Por exemplo, um estado s que € 0.9-Nash estavel
arriscado para DM i € tal que dentre todos os estados que i pode atingir de s ndo existe
nenhum tal que i prefira a s com uma probabilidade superior maior que 0.10. Como outro
exemplo, um estado é 1-Nash estavel arriscado para o DM i se dentre todos os estados
que i pode atingir de s ndo existe nenhum que ele prefira a s com probabilidade superior
positiva.

Note que as defini¢cdes de a-Nash Estabilidade Cautelosa e Arriscada sdo similares
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as defini¢des de o-Nash Estabilidade vista no capitulo anterior, considerando ao invés
da preferéncia probabilistica precisa, a preferéncia probabilistica inferior e superior, res-
pectivamente. Do mesmo modo, as defini¢des de (e, B)-Metaracionalidade e («, 3)-
Metaracionalidade Simétrica tanto cautelosa quanto arriscada sio similares as defini¢des
apresentadas no capitulo anterior e suas interpretacdes também. A seguir, apresentamos

as definicdes sem repetir as interpretagcdes.

3.4.1.3 (o, B)-Metaracionalidade Cautelosa

Definicao 3.4.3: Um estado s é (a, B)-Metaracional Cauteloso para o DM i se para todo

s1 € RLT™ (s) existe 5, € Rj(s1) N (oL P (5))c.

34.14 (o,p)-Metaracionalidade Arriscada

Definicao 3.4.4: Um estado s € (a, B)-Metaracional Arriscado para o DM i se para todo

s1 € RUU™(s) existe 55 € R;(s1) N (U™ P (5))c.

3.4.1.5 (a,pB)-Metaracionalidade Simétrica Cautelosa

Defini¢do 3.4.5.: Um estado s é (o, B)-Metaracional Simétrico Cauteloso para o DM

+

i se para todo s1 € RL, (lfa)(s) existe s € Rj(s1) N ((po(lfﬁ)(s))" tal que R;(s2) N

oL (s) =0.

34.1.6 (o,f)-Metaracionalidade Simétrica Arriscada

Definicdo 3.4.6.: Um estado s é (a, B)-Metaracional Simétrico Arriscado para o DM

i se para todo s € RUiHl*a)(s) existe s € Rj(s1) N ((pr(l*ﬁ)(s))c tal que R;(s2) N
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3.4.1.7 (a,B,7y)-Estabilidade Sequencial Cautelosa

No caso da estabilidade sequencial convém notar que um DM cauteloso possui aversao
a ambiguidade. Ele considera como sua preferéncia probabilistica inferior para se mover
de um estado a outro. Contudo, quando ele necessita analisar os movimentos de respostas
de seu adversario, ele considera o pior cendrio: o outro DM ser do tipo arriscado. Isto

justifica a seguinte defini¢do de (a, ,7)-Estabilidade Sequencial Cautelosa.

Definicio 3.4.7.. Um estado s é (a, f3,7)-Sequencialmente Cauteloso Estdvel se para

todo s € R "% (s) existe s, € RU; " (s1) N (oL ' P(5))".

Entdo, um estado s é (a, f3,y)-Sequencialmente Cauteloso Estdvel para o DM i se
para cada estado s; que i pode atingir de s tal que ele prefere s; a s com probabilidade
inferior maior que 1 — o, entdo existe um movimento de resposta para um estado s, que
o DM j pode fazer tal que j prefere s, a s; com probabilidade superior maior que Y e i
nao prefere s, a s com probabilidade inferior maior que 1 — 3. Por exemplo, um estado
s que € (0.9,0.8,0.7)-Sequencialmente Cauteloso Estdvel para DM i € tal que para cada
estado s; que i pode atingir de s tal que ele prefira s; a s com probabilidade inferior maior
que 0.1, existe um movimento de resposta para o estado s que o DM j pode fazer tal
que j prefere s, a s; com probabilidade superior maior que 0.7 e i ndo prefere s, a s com

probabilidade inferior maior que 0.2.

3.4.1.8 (a,p,7)-Estabilidade Sequencial Arriscada

O DM arriscado € menos cuidadoso (ou mais otimista). Ele considera sempre sua
preferéncia probabilistica superior de um estado a outro, isto €, age com otimismo em
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relacdo a sua prépria preferéncia. Além disso, quando ele analisa os movimentos de
contra-resposta que o outro pode lhe impor, ele continua agindo com otimismo conside-
rando que o outro DM é do tipo cauteloso. Isto justifica a seguinte defini¢do de («, f3,7)-

Estabilidade Sequencial Arriscada.

Definicio 3.4.8.: Um estado s é («, 3,7)-Sequencialmente Arriscado Estdvel se para

todo s € RU; ') (s) existe s, € RL T (s1) N (U, 7P (s) ).

Entdo, um estado s é (¢, 3, ¥)-Sequencialmente Arriscado Estavel para o DM i se para
cada estado s que i pode atingir de s tal que ele prefere s; a s com probabilidade superior
maior que 1 — @, entdo existe um movimento de resposta para um estado s, que o DM j
pode fazer tal que j prefere s, a s; com probabilidade inferior maior que Y e i ndo prefere
52 a s com probabilidade superior maior que 1 — 3. Por exemplo, um estado s que é
(0.9,0.8,0.7)-Sequencialmente Arriscado Estavel para DM i é tal que para cada estado s
que i pode atingir de s tal que ele prefira s; a s com probabilidade superior maior que 0.1,
existe um movimento de resposta para o estado so que o DM j pode fazer tal que j prefere
s> a §1 com probabilidade inferior maior que 0.7 e i ndo prefere s, a s com probabilidade

superior maior que 0.2.

3.4.2 Relacoes entre as Definicoes e Outros Resultados

Na Secao[2.4] foram apresentadas algumas relacdes entre as defini¢cdes de estabilidade
probabilistica precisa. Tais relagdes continuam vélidas para as definicdes apresentadas
na segdo anterior. As provas sdo similares as demonstradas na Segdo [2.4] substituindo
Rf(lfa)(s), (p:“(lfﬁ)(s) e Rjﬂ(sl), no caso cauteloso, por RL;r(lfa)(s), (po(lfﬁ)(s)

e RU;_Y(sl), respectivamente, e no caso arriscado, por RUi+(l_a)(s), (pUi+(1_B)(s) e

RL;ry(sl ), respectivamente.
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Para os proximos resultados, note que RL;H/(S) - RUiﬂ/(s) e (pL;Ly(s) C (pU;LY(s),
pois se 51 € RLZ-”(S) ous) € (leﬂ(s), entdo P;(s1,s) > 1 — a e, portanto, é verdade que
Pi(s1,5) > 1 —a. Logo, s1 € RU;"(s) ou s1 € (pUi+7/(s), respectivamente. O proximo
resultado mostra que se um estado € arriscado estdvel para um determinado conjunto de
parametros considerando alguma das definicdes de estabilidade, entdo é também cau-
teloso estdvel considerando a mesma defini¢do de estabilidade e o mesmo conjunto de

parametros.

Teorema 3.4.9. (a) Se um estado s é a-Nash Estdvel Arriscado para o DM i, entdo s é

a-Nash Estdvel Cauteloso para o DM i.

(b) Se um estado s é (o, 3)-Metaracional Estavel Arriscado para o DM i, entdo s é

(a, B)-Metaracional Estavel Cauteloso para o DM i.

(c) Se um estado s é (a,B)-Metaracional Simétrico Estdvel Arriscado para o DM i,

entdo s € (a, )-Metaracional Simétrico Estdvel Cauteloso para o DM i.

(d) Se um estado s é (o, B,7y)-Sequencialmente Estdvel Arriscado para o DM i, entdo s

é (a, B, v)-Sequencialmente Estdvel Cauteloso para o DM i.

Prova: Para (a), suponha que s é a-Nash Estdvel Arriscado para o DM i, entdo RU;(s)t(1-%) =
0. Como RLT(I_OC) (s) € RU;(s)*(1=%) temos que RLj—(l_a)(s) = 0 e, portanto, s é o-
Nash Estavel Cauteloso para o DM i.

Para (b), suponha que s é (¢, 3)-Metaracional Estdvel Arriscado para o DM i. Entdo,
Vsi € R (s) C RU;(s)*(1=9), existe um s, € Rj(s1) N (@U; P (5))e C R;(s1) N
( (pL;r(lfﬁ ) (s5))¢ e, portanto, s é (c, B)-Metaracional Estdvel Cauteloso para o DM i.

Para (c), suponha que s é (@, B)-Metaracional Simétrico Estdvel Arriscado para o DM

i. Entéo, Vs; € RL;F(I_O‘) (s) € RU;(s)*(1=%), existe um s, € R;(s1) N (q)Ul-Jr(]_m(s))c -
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R;(s1) N (oL P (s))" tal que Ri(s2) N oL~ (s) C Ri(s2) N, ¥ () =0 e, por-
tanto, s é (¢, B)-Metaracional Simétrico Estavel Cauteloso para o DM i.

Para (d), suponha que s é (o, 3,7)-Sequencialmente Estdvel Arriscado para o DM i.
Entdo, ¥s; € R~ (s) C RU;(s)" ("%, existe um s, € RL} "(s1) N (9U; ') (s))° C

RUjﬂ/(sl) N ((le%(l*ﬁ ) (5))€ e, portanto, s é (¢, B,Y)-Sequencialmente Estdvel Cauteloso.

3.4.3 Definicoes de Estabilidade para GMCR com Mais de Dois DMs

As defini¢des apresentadas na Secdo consideram que existem apenas dois DMs no
conflito. Assim como fizemos na Secao para o caso de preferéncias probabilisticas
precisas, definiremos aqui as no¢des de estabilidade do GMCR com preferéncias proba-
bilisticas inferiores e superiores para os conflitos nos quais existem mais de dois DMs. A
defini¢do de coalizdo H e do conjunto de estados atingiveis por uma coalizdo H, Ry per-
manecem validos. A defini¢do de a-Nash estdvel tanto para o caso arriscado quanto para
0 caso cauteloso permanecem as mesmas apresentadas na Subsecao pois ndo pres-
supdem respostas por parte dos outros DMs. Apresentamos agora, entdo, as trés outras
defini¢des de estabilidade do modelo GMCR com preferéncias probabilisticas imprecisas

para conflitos com mais de dois DMs.

3.4.3.1 (o, p)-Metaracionalidade Cautelosa

Definicdo 3.4.10.: Um estado s é («, 3 )-Metaracional Cauteloso para o DM i se para

todo 51 € RLlﬂl*a) (s) existe s2 € Ry—i(s1)N ((pL;r(lfﬁ)(s))C.

Assim, um estado é (a, B)-Metaracional Cauteloso para o DM i nos conflitos nos
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quais hd mais de dois DMs participando do conflito se para cada estado s; que i pode
atingir de s tal que i prefere s; a s com probabilidade inferior maior que 1 — &, entao
existe um estado s, atingivel para os oponentes de i tal que i ndo prefere s, a s com
probabilidade inferior maior que 1 — f3.

Do mesmo modo como fizemos na Subsecdo [3.4.1] apresentaremos as defini¢des de
(a, B)-Metaracionalidade arriscada e (@, )-Metaracionalidade Simétrica tanto cautelosa
quanto arriscada sem repetir as interpretagdes, desde que sdo bastante similares as suas

correspondentes ja apresentadas até aqui nesta tese.

3432 (o,pB)-Metaracionalidade Arriscada

Definicio 3.4.11.: Um estado s é (a,3)-Metaracional Arriscado para o DM i se para

todo s € RU; ™% (s) existe s, € Ry_i(s1) N (U™ 7P (5))c.

3.4.3.3 (a,pB)-Metaracionalidade Simétrica Cautelosa

Definicao 3.4.12: Um estado s € (a, 8 )-Metaracional Simétrico Cauteloso para o DM
i se para todo s € RLf(lfa) (s) existe 55 € Ry—i(s1) N ((pL;r(lfﬁ)(s))" tal que R;(s2) N

oL (s) =0.

3434 (o,pB)-Metaracionalidade Simétrica Arriscada

Definicdo 3.4.13.: Um estado s € (¢, B)-Metaracional Simétrico Arriscado para o0 DM
i se para todo 5] € RU;r(l*a)(s) existe so € Ry_i(s1) N (q)Ul-Jr(l*ﬁ)(s))C tal que R;(s2) N

oU 1% (5) = 0.

1

Para a defini¢do de (o, f3)-Estabilidade Sequencial tanto arriscada e cautelosa pre-

81



cisamos definir os conjunto y-melhoramentos cautelosos e y-melhoramentos arriscados
para uma coalizdo. Seja .Q.L;;Y(S,l) (resp., QU; ¥(s,t)) o subconjunto de H dos DMs que
fazem o ultimo movimento de y-melhoramento cauteloso (resp., arriscado) para atingir
t em uma sequéncia legal de y-melhoramentos cautelosos (resp., arriscados) de s. Seja
RL;;Y(S) o conjunto de y-melhoramentos unilaterais cautelosos por uma coalizdo H de
um estado s definido indutivamente como segue:
(i) Se k € H, t € Ri(s) e Py(,s) > 7, entdo r € RL;; (s) e k € QLY (s,1) , (ii) se
+Y +v = +Y
t €RLy,'(s), k€ H, u € Ri(t), QLy"(s,t) # {k} e Pi(u,t) > v, entdo u € RL;'(s) e
ke QL;Y(S, u).
Similarmente, RU, ; ’(s) o conjunto de y-melhoramentos unilaterais arriscados por uma
coalizdo H de um estado s € definido indutivamente como segue:
(i) Se k € H, t € Ri(s) e Pi(t,s) > 7, entdo 1 € RU,, " (s) e k € QU, " (s,1), (ii) se
+y +y 5 ~ +y
t € RUL'(s), k € H, u € Ri(t), QU "(s,t) # {k} e Pi(u,t) >y, entdo u € RU,"(s) e

ke QU;Y(S,M).

3.4.3.5 (a,B,7y)-Estabilidade Sequencial Cautelosa

Definicdo 3.4.14.: Um estado s é (o, 3,7)-Sequencialmente Cauteloso Estdvel para o

DM i se para todo 51 € RL;L(I_(X) (s) existe s, € RU; (s1) N ((pL:—(l_ﬁ) (s))°.

Entdo, um estado s é (a, f,7)-Sequencialmente Cauteloso Estdvel para DM i em
GMCR com mais de dois DMs se para cada estado s; que i pode atingir de s tal que i pre-
fere s1 a s com probabilidade inferior maior que 1 — o, entdo existe um y-melhoramento
unilateral arriscado pelos oponentes de i, 57, tal que i ndo prefere s, a s com probabilidade

inferior maior que 1 — f3.
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3.43.6 (a,f,7y)-Estabilidade Sequencial Arriscada

Definicdo 3.4.15.: Um estado s é (a, 3, 7)-Sequencialmente Arriscado Estdvel para o

DM i se para todo s; € RUi+(1_a) (s) existe sp € RL;L-(SI) N ((pUi+(1_ﬁ) (s))C.

Algumas consideracdes sobre as definicdes para o caso de conflitos com mais de dois
DMs s@o importantes. Primeiro, obviamente as definicdes para o conflito com dois DMs
sd0 um caso particular da situacdo com dois DMs ou mais, basta considerar N —i = {j}.
Segundo, todas as relagdes entre as definicdes vdlidas considerando preferéncias probabi-
listicas precisas apresentadas na Sec¢do [2.4] continuam validas para as defini¢des apresen-
tadas aqui. A prova € bastante similar e pode ser obtida semelhante a prova dos casos ar-
riscado e cauteloso com 2 DMs, trocando R por Ry _; em todas as partes. NOs precisamos
apenas provar também que se ¥; > Y2, entdo RL;;" (s) C RL;; " (s) e RU,, " (s) C RU " (s).
A prova € bastante similar a prova por inducao da proposi¢dao (considerando pre-
feréncias probabilisticas precisas) de que se ¥; > 7> entdo R;;yl (s) C R;;yz (s), substituindo
R:Iy e Q;;y(s,t) por RL;;Y e QLEY(s,t) (resp., RU;ILY e .Q.U;Y(S,t)) em cada um dos casos

e considerando sempre P (resp., P) em vez de P no caso cauteloso (resp., arriscado).

3.4.4 Analise de Estabilidade Coalizional

No Capitulo 2] apresentamos além da anélise de estabilidade para conflitos com dois
ou mais de dois DMs uma andlise da estabilidade considerando que os DMs podem agir
conjuntamente para chegar a algum estado do conflito. Apresentamos agora esta andlise
de estabilidade coalizional para o caso em que os DMs podem expressar suas preferéncias
probabilisticas de modo impreciso através de probabilidades inferiores e superiores. Para
as definicdes de a-Nash estabilidade arriscada e cautelosa, nés apresentamos a defini¢ao
de y-melhoramento coalizional cauteloso e y-melhoramento coalizional arriscado, deno-
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tados por RL;;LY(S) (resp., RU;Ir *7(s)). Tais conjuntos sdo definidos como subconjuntos
de Ry (s) contendo os estados tais que todos os DMs em H preferem cada estes a s com
probabilidades inferior (resp., superior) maior que Y. Isto é, RL;+7(S) ={t € Ru(s) :
Pi(t,s) >y, Vic H} eRU,TrY(s) = {t € Ry(s) : Pi(t,s) > v,Vi € H}. N6s denotamos por
P(N) o conjunto de coalizdes contido em N, por goL,f,”(s) = NicH (pL;ry(s) o conjunto de
todos os estados s; que cada DM i em H prefere com P(sy,s) > ¥ e por (pU;Y(s) =
ﬂ,-eH(pUiH(s) o conjunto de todos os estados s; que cada DM i em H prefere com

P(s1,s) > 7. Note que RL;; 7 (s) = @L;;"(s) N\Ru(s) e RUL 7 (s) = oUp " (s) N Ru(s).

3.4.4.1 o-Nash Estabilidade Coalizional

Definicao 3.4.16.: «-Nash Estabilidade Coalizional Cautelosa para uma coalizio.
Um estado s é or-Nash Coalizional Estdvel Cauteloso para a coalizdo H se RL;HI*O‘) (5)=

0.

Entdo, um estado s é a-Nash Coalizional Estdvel Cauteloso para a coalizdo H se para
cada estado s atingivel para H de s, existe um DM em H que ndo prefere s; a s com

probabilidade inferior maior que 1 — «.

Definicao 3.4.17.: «-Nash Estabilidade Coalizional Arriscada para uma coalizio.

Um estado s é or-Nash Coalizional Estdvel Arriscado para a coalizdo H se RU. ;Ir +(1-9) (s)

0.

Entdo, um estado s é a-Nash Coalizional Estavel Arriscado para a coalizdo H se para
cada estado s; atingivel para H de s, existe um DM em H que ndo prefere s; a s com
probabilidade superior maior que 1 — .

Ao analisar o conflito considerando o que coalizdes podem fazer, conseguimos ao
mesmo tempo, determinar a estabilidade para cada DM especificamente, tanto do ponto
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de vista da estabilidade cautelosa quanto do da arriscada, considerando um estado como
estdvel para um DM de acordo com determinada definicdo se € estdvel de acordo com

aquela definicao para todas as coalizdes das quais o DM participa.

Definicao 3.4.18.: «-Nash Estabilidade Coalizional Cautelosa para um DM. Um
estado s € a-Nash Coalizional Estavel Cauteloso para DM i se € a-Nash Coalizional

Estdvel Cauteloso para todas coalizdes H € & (N) tais que i € H.

Definicao 3.4.19.: «-Nash Estabilidade Coalizional Arriscada para um DM. Um
estado s € o-Nash Coalizional Estiavel Arriscado para DM i se é a-Nash Coalizional

Estavel Arriscado para todas coalizdes H € &(N) tais que i € H.

Também evitaremos aqui repetir todas as interpretacdes das definicdes por serem bas-

tante similares as suas correspondentes ja apresentadas anteriormente.

3.442 (a,p)-Estabilidade Metaracional Coalizional

Definicdo 3.4.20.: (o, f3)-Metaracionalidade Coalizional Cautelosa para uma co-
alizdo. Um estado s é (a,3)-Metaracional Coalizional Estdvel Cauteloso para coali-

++

zdo H se para todo s; € RL, (1-a) (s) existe uma contra resposta 52 € R z(y_g)(s1) N

(L Pis)e.

Definicdo 3.4.21.: (a,3)-Metaracionalidade Coalizional Arriscada para uma co-
alizdo. Um estado s é (o, B)-Metaracional Coalizional Estavel Arriscado para coali-

++

zao H se para todo s € RUy (1-a) (s) existe uma contra resposta s € Ron—n) (s1)N

(U P (5))e.

Definicdo 3.4.22.: (o,f3)-Metaracionalidade Coalizional Cautelosa para um DM.

Um estado s é (¢, B)-Metaracional Coalizional Estavel Cauteloso para DM i se é (a, 3)-
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Metaracional Coalizional Estdvel Cauteloso para todas coalizdes H € Z(N) tais que i €

H.

Definicdo 3.4.23.: («,f3)-Metaracionalidade Coalizional Arriscada para um DM.
Um estado s é (a, B)-Metaracional Coalizional Estavel Arriscado para DM i se é (a, 3)-
Metaracional Coalizional Estdvel Arriscado para todas coalizdes H € Z(N) tais que i €

H.

3443 (o,p)-Estabilidade Metaracional Coalizional Simétrica

Definicdo 3.4.24.: (o, 3)-Metaracionalidade Coalizional Simétrica Cautelosa para
uma Coalizdo. Um estado s é («, B)-Metaracional Coalizional Simétrico Estdvel Caute-

++

loso para coalizdo H se paratodo s; € RLj, (1-a) (s) existe 52 € R p(y—pr)(s1) N ((pL;FI( 1=p) (5))°

tal que Ry (s2) N (9L~ (s)) = 0.

Definicdo 3.4.25.: (o, 3)-Metaracionalidade Coalizional Simétrica Arriscada para

uma Coalizdo. Um estado s € S é («, B)-Metaracional Coalizional Simétrico estdvel
. . ++(1-a) .

arriscado para coalizdo H se para todo s; € RUy (s) existe 52 € Rpy—p)(s1) N

0.

(U P (5))¢ tal que Ry (s2) N (9U =¥ (s))

Definicdo 3.4.26.: (a,)-Metaracionalidade Coalizional Simétrica Cautelosa para
um DM. Um estado s é (a, B)-Metaracional Coalizional Simétrico Estdvel Cauteloso
para DM i se é («, B)-Metaracional Coalizional Simétrico Estdvel Cauteloso para todas

coalizoes H € #(N) tais que i € H.

Definicdo 3.4.27.: (a,f)-Metaracionalidade Coalizional Simétrica Arriscada para
um DM. Um estado s é (o, 3)-Metaracional Coalizional Simétrico Estdvel Arriscado
para DM i se é (o, 3)-Metaracional Coalizional Simétrico Estdvel Arriscado para todas

coalizdes H € Z(N) tais que i € H.
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3.444 (a,p,7y)-Estabilidade Sequencial Coalizional

Para a definicdo de Estabilidade Sequencial Coalizional, € necessario definir o con-
ceito de y-Melhoramento Cauteloso de Classe de Coalizbes e y-Melhoramento Arris-
cado de Classe de Coalizdes, denotados por RLC;Y(S) e RUC;Y(S), respectivamente. Seja
QL(}Y(s,t) o subconjunto de 4" cujos membros sdo os subconjuntos de DMs que fazem
o dltimo movimento de y-melhoramento cauteloso para atingir ¢ em sequéncias legais de
Y-melhoramentos cautelosos a partir de s e QU;y(s,t) o subconjunto de € cujos mem-
bros sdo os subconjuntos de DMs que fazem o ultimo movimento de y-melhoramento
arriscado para atingir  em sequéncias legais de y-melhoramentos arriscados a partir de s.
RL;;Y(S) pode ser definido como a seguir: (i) Se H € €’ et € RL:IH/(S), entdot € RL;;Y(S)
e He QL. (s,t) (i) se t € RL'(s), H € €, QL (s,1) # {H} e u € RL,;" (1), en-
t3 +Y +Y +Y ; e (5
dou € RL,'(s) e H € QL' (s,u). RU,'(s) pode ser definido como a seguir: (i) Se

++y ~ +y +y . +y

Hc%etcRU, '(s),entaot € RU,'(s) e H € QU " (s,t) (i) set €cRU,'(s), H € C,

QU (s,t) # {H} e u € RU,; (), entdo u € RU,"(s) e H € QU7 (s, u).

Definicao 3.4.28: («, 3, 7)-Estabilidade Sequencial Coalizional Cautelosa para uma
coalizdo. Um estado s € (o, B, 7)-Sequencialmente Estavel Cauteloso para coalizdo H se

para todo 51 € RL;LIHFO‘) (s) existe sp € RU;;EN_H) (s1)N ((pL;(lf‘B) (5))C.

Entdo, um estado s é (a, B,7)-Sequencialmente Coalizional Estdvel Cauteloso para
coalizdo H se para cada estado s atingivel para H de s tal que cada DM i em H prefere
s1 a s com probabilidade inferior maior que 1 — ¢, entdo existe um Yy-Melhoramento
Arriscado por parte dos oponentes de H, s;, tal que para algum DM i em H, i ndo prefere

s7 a s com probabilidade inferior maior que 1 — 3.

Definicao 3.4.29: (o, f3,7)-Estabilidade Sequencial Coalizional Arriscada para uma
coalizdo. Um estado s é (o, 3,7)-Sequencialmente Coalizional Estdvel Arriscado para
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coalizdo H se para todo s € RU;JF(I_O‘) (s) existe sp € RL;,Y(NfH) (s1)N ((pU;(l_B)(s))c.

Entdo, um estado s é (o, ,7)-Sequencialmente Coalizional Estdvel Arriscado para
coalizdo H se para cada estado s atingivel para H de s tal que cada DM i em H prefere
s1 a s com probabilidade superior maior que 1 — o, entdo existe um y-Melhoramento
Cauteloso por parte dos oponentes de H, s3, tal que para algum DM i em H, i ndo prefere

s a s com probabilidade superior maior que 1 — f3.

Definicio 3.4.30: (a,f,7)-Estabilidade Sequencial Coalizional Cautelosa para um
DM. Um estado s é (o, B,7)-Sequencialmente Coalizional Estavel Cauteloso para DM i
se é (a,B,7)-Sequencialmente Coalizional Estavel Cauteloso para todas coalizoes H €

P(N) taisque i € H.

Definicdo 3.4.31: (a,f,7)-Estabilidade Sequencial Coalizional Arriscada para um
DM. Um estado s é (a,3,7)-Sequencialmente Coalizional Estavel Arriscado para DM
i se é (a,B,7y)-Sequencialmente Estdvel Arriscado para todas coalizdes H € Z(N) tais

queic H.

Todas as relagdes entre as definicdes vélidas para o caso de preferéncias probabilisti-
cas precisas apresentadas na Se¢@o[2.4] que sdo vélidas para os casos arriscado e cauteloso
no conflito com 2 ou mais DMs como afirmamos nas Subsecdes e continuam
vdlidas para as defini¢des apresentadas aqui. A prova € bastante idéntica a prova dos ca-
sos arriscado e cauteloso com 2 DMs, trocando R; por R (y_p) em todas as partes da
prova. Nos precisamos apenas provar também que se y; > 7, entao RL%Y1 (5) C RL;Q/2 (s),
RU,™(s) C RUL™(s), oLy, ' (s) C L% (s) e 9U,L" (s) C @U, " (s). A prova de que
(pLZ‘;’/1 (s) C (pLC?/2 (s) e ([)U;;y1 (s) C (pUC;V2 (s) vem do fato j& mostrado que @L. " (s) C
(,()Llﬂ2 (s)e q)Uiﬂ/‘ (s) C (/)Ulﬂ/2 (s). A outra parte da prova é bastante similar a prova por
indugdo apresentada no final da Subsegdo [2.4.3|para o caso de preferéncias probabilisti-

cas precisas.
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3.5 Aplicacoes

Na Secao mostramos a importancia de introduzir preferéncias probabilisticas no
GMCR analisando uma versao modificada do exemplo apresentado em Hamouda [27].
Aqui, nés modificamos este exemplo permitindo preferéncias probabilisticas inferior e

superior para os DMs.

Exemplo 3.5.1. Conflito com dois DMs e preferéncias imprecisas. Considere o exem-
plo apresentado para dois DMs no Capitulo [2, Trata-se de um conflito ambiental, no qual
os dois DMs participantes do conflito sdo os ambientalistas(E) e os desenvolvimentis-
tas(D). Sabe-se que o DM D pode ser de dois tipos: ou dar baixa prioridade a consciéncia
ambiental (Dy) ou é mais responsavel nesse sentido (Ds). N6s vamos considerar agora
que haja incerteza sobre qual o tipo do DM D e que esta incerteza é representada pelas
probabilidades inferior e superior P(D = Dy) = p; e P(D = Dy) = p;. Dai, pelo Axioma
1 apresentado na Se¢do|3.2, P(D = Dg) =1 —p, e P(D = Dg) =1 — py.

Nos consideramos aqui que se um DM prefere deterministicamente um estado s, a
outro s, entdo ambas preferéncias probabilisticas inferior e superior sdo iguais a 1, i.e,
Pi(sp,sq) = Pi(sp,sq) = 1 e, mais ainda, P;(sq,sp) = P;(sq,sp) = 0. De acordo com
esta condigdo, as preferéncias probabilisticas inferior e superior para o DM E sdo como
apresentadas na Tabela [3.1] Cada célula expressa a probabilidade inferior e superior,
respectivamente, de que DM E prefere o estado da linha ao estado da coluna.

Considere agora o DM D. Neste caso, nds assumimos que se ambos os tipos do DM
D preferem o estado s, ao estado s, entdo Pp(sy,sq) = Pp(sp,s4) = 1. Se ambos ndo
preferem o estado s, ao estado s,, entdo Pp(sp,sq) = Pp(sp,sq4) = 0. Enquanto que se
apenas um dos tipos prefere o estado s, ao estado sy, entdo as preferéncias probabilisticas

inferior e superior do DM D sao dadas pelas probabilidades inferior e superior de cada
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Tabela 3.1 Preferéncias Probabilisticas Imprecisas para o DM E

E (P,S) (R,S) (P,U) (R,U)
(P,S) | (0.00,0.00) | (1.00,1.00) | (1.00, 1.00) | (1.00, 1.00)
(R,S) | (0.00,0.00) | (0.00,0.00) | (1.00,1.00) | (1.00, 1.00)
(P,U) | (0.00,0.00) | (0.00,0.00) | (0.00,0.00) | (1.00, 1.00)
(R,U) | (0.00,0.00) | (0.00,0.00) | (0.00,0.00) | (0.00,0.00)

tipo ser o escolhido. Entdo, as preferéncias probabilisticas inferior e superior do DM D

sdo como apresentadas na Tabela[3.2]

Tabela 3.2 Preferéncias Probabilisticas Imprecisas para o DM D

D (P.S) (R,S) (PU) (R,U)
(P,S) | (0.00,0.00) | (0.00,0.00) | (1—ps,1—p1) | (1=p2,1—p1)
(R,S) | (1.00,1.00) | (0.00,0.00) | (1—ps,1—p1) | (1—pa,1—p1)
(PU) | (p1,p2) (p1,p2) (0.00, 0.0) (0.00, 0.00)
(RU) | (p1,p2) (p1,p2) (1.00, 1.00) (0.00, 0.00)

Dado este modelo de GMCR, uma analise de estabilidade pode ser feita para determi-
nar para quais valores de pardmetros os estados satisfazem cada uma das oito defini¢coes
de estabilidade propostas para conflitos com 2 DMs na Secdo[3.4 para cada DM. Se um
estado € estdvel para ambos DMs de acordo com uma defini¢do de estabilidade em par-
ticular, entdo € dito que o estado € estdvel de acordo com tal definicdo de estabilidade.
As Tabelas[3.3, 3.5 e[3.6 apresentam para quais valores de pardmetros cada um dos

estados satistaz cada uma das defini¢oes de estabilidade propostas.
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Tabela 3.3 Estabilidade Probabilistica Imprecisa para o Estado (R, S)

Para E Para D Estavel
Cautelosa oa=0 a<l1-—p oa=0
o-Nash
Arriscada a=0 a<l—p oa=0
o-Nash
Cautelosa Va,VB oa<1-—p;,VBou a<1-—p;,VBou
(o, B)-GMR a>1-p,B<1-p a>1-p,B<1-p
Arriscada Va,vp o <1-—pyVpBou o <1-—pyVpBou
(a,B)-GMR a>1—p,B<1—p oa>1—p),B<1-ps
Cautelosa Va,VB a<l-—p,VB o<l1-—p,VB
(a, B)-SMR
Arriscada Va,vp oa<1-—pyVp o<1-—pyVp
(o, B)-SMR
Cautelosa o =0,VB,Vyou a<1-—p,VB,Vyou o =0,YpB,Vyou
(a,B,7)-SEQ | a >0,VB,y<p2 |oo>1—p,<1—p,y<1l | 0<a<1-—p;,VB,y<psrou

o>1—p,B<1—p,y<p2

Arriscada o =0,YpB,Vyou a<1—pyVB,Vyou o =0,Yp3,Vyou
(a,B,7)-SEQ | a >0,VB,y<pi |oe>1—p23,B<1—pr,y<1l | 0<a<1—py,VB,y<p;ou

o>1—pr,B<1—pr,y<pi
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Tabela 3.4 Estabilidade Probabilistica Imprecisa para o Estado (R,U)

Para E Para D Estavel
Cautelosa a=0 o< pr a=0
o-Nash
Arriscada a=0 a < p; =0
o-Nash
Cautelosa o =0,VB ou o < py,VB ou o =0,VB ou
(o, )-GMR oa>0,=0 o>pr,B<ps Va,B =0
Arriscada a=0,YB ou o < p1,VB ou o =0,YB ou
(a,B)-GMR o>0,8=0 o> p1,B<p Va,B =0
Cautelosa o=0,VB o <pVpB o=0,VB
(o, B)-SMR
Arriscada o=0,v8 o <p;,VB o =0,VB
(a,B)-SMR
Cautelosa o =0,VB,Vyou o < p2,VB,Vyou a=0,VB,Vyou
(,B,7)-SEQ | a>0,=0,y<l—p1 | a>py,B<p2,y<1|a>0,B=0,y<1-p
Arriscada o =0,V3,Vyou o < p1,VYB,Vyou o =0,VB,Vyou
(a,B,7)-SEQ | a>0,=0,y<1-pr | a>p;,f<pr,y<1l | a>0,=0,y<1-p>
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Tabela 3.5 Estabilidade Probabilistica Imprecisa para o Estado (P, S)

Para E Para D Estdvel
Cautelosa Yo a<l—p; a<l—p;
o-Nash
Arriscada Ya a<l—p a<l—po
o-Nash
Cautelosa Va, VB o<1-—p;,VBou o<1-—p;,VBou
(e, f)-GMR a>1-p,B<l-p|a>1-p,B<1-p
Arriscada Va, VB o <1—p;, VP ou o <1—p;y,VBou
(a,B)-GMR o>1—p,B<1l—pr|la>1—p),B<1—p>
Cautelosa Va, Vp o<l-—p;,VB oa<l—p;,VB
(o, B)-SMR
Arriscada Va, VB o <1—py,VB oa<1—py,Vp
(a, B)-SMR
Cautelosa Yo, VB, Vy o<l-—p,VB,Vy oa<l-—p,VB,Vy
(@, B,7)-SEQ
Arriscada Vo, VB, Vy | o <1—py,VB,Vy o <1—py,VB,Vy
(a,B,7)-SEQ
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Tabela 3.6 Estabilidade Probabilistica Imprecisa para o Estado (P,U)

Para £ Para D Estavel
Cautelosa Yo a<p a<p
o-Nash
Arriscada Yo a < p; a < p;
o-Nash
Cautelosa Yo,V o< py,VBou | aa<pyVBou
(a,)-GMR a>py,B<pr|a>pB<p
Arriscada Yo,V oa<p,VBou | a<p;,VBou
(a, B)-GMR a>p,B<p|a>p,B<p
Cautelosa Yo,V o < p2,VB o < p2,VB
(o, )-SMR
Arriscada Yo,V o < p,VB o <p,VB
(., B)-SMR
Cautelosa Ya,VBYY | a<p,VB,Vy | o < py,VB,Vy
(a,B,7)-SEQ
Arriscada Ya,VBYy | a<p;,VB,Vy | o< py,VB,Vy
(a,B,7)-SEQ
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Exemplo 3.5.2. Conflito com mais de dois DMs e preferéncias imprecisas. Na Se-
¢do[2.5, nos apresentamos um conflito com trés DMs referente a exportagdo de dgua no
Lago Gisborne, no Canada. Nos tratamos o conflito considerando que poderia haver in-
certeza sobre a orientacdo do DM GP que representa o governo da provincia, isto é, GP
pode ter mais preocupagdo com a economia ou com o meio ambiente. No exemplo apre-
sentado, consideramos que GP € economicamente orientado com probabilidade p e tem
uma orientacao mais ambientalista com probabilidade 1 — p. Dessa forma, as preferéncias
do DM GP podem ser representadas por preferéncias probabilisticas precisas. Agora, nos
iremos supor aqui que hd uma imprecisio sobre quais as probabilidades sobre as orien-
tacoes do DM GP e assumiremos que essa imprecisdo pode ser representada por proba-
bilidades inferior e superior, de forma que a chance de GP ser do tipo economicamente
orientado (E) € representado pelas probabilidades inferior e superior P(GP = E) = p; e
P(GP = E) = p,. Pelo Axioma 1, apresentado na Segéo nos temos que consequen-
temente a chance de GP ter orientacdo mais ambientalista (A) é P(GP =A)=1—p; e
P(GP = A) = 1 — p;. Dai, podemos redefinir as preferéncias dos DMs para modeld-las
como preferéncias probabilisticas imprecisas. As preferéncias dos DMs GF e S (Governo
Federal e Suporte) sdo bastante semelhantes as apresentadas nas Tabelas e[2.13 do
Exemplo(2.5.2, trocando os valores 0.0 e 1.0 pelos pares (0.0,0.0) e (1.0,1.0), enquanto
que a preferéncia do DM GP é mostrada na Tabela Os estados atingiveis permane-
cem os mesmos. As Tabelas[3.8 e[3.9 mostram entdo os melhoramentos cautelosos para
cada DM e a Tabela mostra o melhoramento coalizional cauteloso. Em seguida, nos
apresentamos a andlise de estabilidade cautelosa nas Tabelas[3.11} e finalmente, as
Tabelas[3.15}[3.22 mostram a andlise de estabilidade coalizional cautelosa para os DMs e
para as coalizoes. Os melhoramentos arriscados e as estabilidades arriscadas podem ser

determinados substituindo p| por p, e vice-versa.
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Tabela 3.11 «-Nash Estabilidade Cautelosa

Estado | para GF | para$ | para GP estavel
1 a=0 |a=0|a<1l—p; a=0
2 Yo a=0|a<l—p; a=0
3 a=0 Yo o< pr a=0
4 Yo Yo a<p a<p
5 a=0 Yoo a<l1-—p; a=0
6 Vo Va |a<l—p |a<l—p;
7 oa=0 | ax=0 a<p a=0
8 Yo a=0 a<p a=0
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Tabela 3.12 (a, 3)-GMR Estabilidade Cautelosa

Estado para GF para § para GP estdvel
1 a=0,YBou|a=0,YBou o<1-—p;,VBou o =0,Vp ou
a>0,=0|a>0,=0|a>1—p;,<1—p; oa>0,=0
2 Va,VB o =0,Vp ou o<1-—p;,VBou o =0,YB ou
oa>0,=0|a>1—-p,B<1-p o>0,=0
3 o =0,VB ou Va,vp o < p, VB ou o =0,VB ou
a>0,=0 o> pr, B<ps oa>0,8=0
4 Va,VB Yo,V o < p2, VB ou o < py, VB ou
o> p2, B < p2 o> pr, < p
5 o =0,V ou Yo,V o <1-—p;,VBou oa=0,vBe
a>0,=0 o>1—p,B<1—p oa>0,8=0
6 Va,VB Yo,V o<1-—p;,VBou o<1-—p;,VBou
o>1—p,p<l—p |a>1—p,B<1—p;
7 oa=0,YBou| a=0,Ypou o < p2,VB ou o =0,YB ou
«>0,=0|a>0,B8<1 oa>prB<p oa>0,=0
8 Va,VB o =0,Vp ou a < ps2,VB ou o < ps2,VB ou

o>0,VB

o>pr,B<ps

o>pr,B<ps
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Tabela 3.13 («, B)-SMR Estabilidade Cautelosa

Estado | para GF para S para GP estdvel

1 a=0vVB| a=0VB | a<1—p,VpB a=0,vp8

2 Va,VB a=0vB |a<l-—p;,VB a=0,v8

3 a=0,v8 Vo,V o< p,VpB a=0,Vp

4 Va,Vp Va,vp o< p VB o <p VP

5 a=0,V8 Vo,V a<1—p,VB a=0,vp8

6 Va,VB Vo,V a<1l—p,VB | a<1—p,VpB

7 a=0VB | a=0VBou| a<pVp a=0,Vp
o >0,V8

8 Vo,V a=0,VBe o < p2,VB o < p2,VB
o>0,VB
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Tabela 3.15 «-Nash Estabilidade Coalizional Cautelosa para Coalizdes com 2 ou mais DMs

Estado para {GF,GP} para {GF,S} | para {GP,S} para N

1 o <min{p,1 —p;} a=0 a<l-—p; | a<min{py,1—p;}
2 Yo Yo a<l-—p Yo

3 a<p Vo Yo Yo

4 o< py Voo Vo Yo

5 o <min{py,1 —p;} Vo o<1-—p; o <1—-p

6 Yo Voo a<l1-—p Vo

7 a<p a=0 a=0 a=0

8 o< po =0 o=0 =0
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Tabela 3.19 «-Nash Estabilidade Coalizional Cautelosa para DMs

Estado GF S GP estavel

1 oa=0 oa=0 o < min{py,1 —p;} a=0

2 Ya a<l—p a<l-—p oa<l-p;

3 a< pr Vo a<p a<p

4 o< p Va ax<p o< p2

5 o <min{py,1—p1} | a<1—p; | « <min{py,1 —p;} | @ <min{pp,1 —p;}
6 Yo o<1-—p o<1-—p oa<I1—-p;

7 oa=0 a=0 a=0 oa=0

8 oa=0 a=0 a=0 oa=0
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3.6 Conclusoes e Trabalhos Futuros

Os conceitos de solucdes do modelo GMCR foram estendidos para permitir que as
preferéncias probabilisticas dos DMs pudessem ser imprecisas. Para tanto, foi usado o
conceito de probabilidades inferior e superior que € uma alternativa para se modelar a in-
certeza quando nao € possivel representar esta através de um tinico valor numérico. Apre-
sentamos as defini¢des de estabilidade para um GMCR que incorpora essa nova forma de
expressar preferéncias, considerando dois tipos de andlise, a que prevé comportamento
cauteloso para o DM e a que prevé comportamento arriscado.

Além disso, n6s mostramos alguns resultados sobre as relacdes entre os conceitos de
estabilidade, mostrando que essencialmente as mesmas implicagdes continuam validas
no presente modelo entre as no¢des padrio de estabilidade e as no¢gdes do GMCR com
preferéncia probabilistica precisa. Também foi demonstrado que todo estado que € estavel
segundo a perspectiva arriscada, também o € segundo a perspectiva cautelosa, mantidos
os mesmos valores dos parametros.

Como trabalho futuro, podemos pensar em uma outra forma de definir DMs que ndo
sejam tdo pessimistas quanto os cautelosos, nem tio otimistas quanto os arriscados. Isto €,
¢ desejavel obter uma maneira de captar a ideia de que individuos ndo estejam nos extre-
mos, considerando ou a probabilidade inferior ou a superior, mas um valor intermediario
ao analisar a estabilidade dos estados. Precisaremos definir qual a forma mais adequada
de definir tal valor intermediario. Uma op¢ao seria defini-lo como uma combinagdo linear
das probabilidades inferior e superior, permitindo que se dé mais peso a uma ou a outra, a

depender se o DM esta considerando suas proprias escolhas ou as escolhas dos oponentes.
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CAPITULO 4

Modelo de Co-Autores com Pesos nas Ligacoes

4.1 Introducao

Redes sociais afetam nossa vida de varias maneiras, desde a forma como fazemos
amigos até o modo como trabalhamos. Um tipo de rede que t€m sido analisada em di-
versos estudos € a de co-autores. Nela, individuos (cientistas, artistas) investem recurso,
geralmente tempo, em parcerias que trardo beneficios para os envolvidos no projeto. Di-
versos estudos tém sido feitos analisando estatisticas de tais redes, como o nimero de nds,
média dos graus, média da menor distancia entre os autores, etc.

Em [7], por exemplo, sdo estudadas redes de cientistas usando dados de 4 publicacdes
(Los Alamos e-Print Archive, MEDLINE, SPIRES e NCSTRL) durante um periodo de 4
anos. Sdo analisadas estatisticas bdsicas como numero de autores, nimeros de artigos por
autor, nimero de colaboradores por artigo e outras como tamanho de grandes componen-
tes e distancia entre dois autores. Newman [8]] apresenta um outro artigo baseado nessas
mesmas bases de dados que se propde ir além dos estudos usuais de rede que consideram
que os individuos estao ligados ou nao. Ele considera um peso para as ligagdes entre dois
autores, levando em conta o total de artigos de cada um e a quantidade de trabalhos juntos
e a partir disto calcula algumas das estatisticas do trabalho apresentado em [7]].

Outros estudos mais tedricos tém se dedicado a criar modelos que representem a si-
tuacdo na qual individuos devem decidir quanto investir de seu tempo em cada relacao
com outros co-autores. Jackson e Wolinsky [6] propdem o modelo de co-autores no qual

beneficios individuais vém da interacdo com outros, como uma colaboragdo em um pro-
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jeto de pesquisa. Individuos tém uma quantidade fixa de tempo para gastar com projetos.
Além de terem o beneficio da colaborac¢do de outro autor em seu projeto, existe a van-
tagem de trabalhar efetivamente juntos criando algo. O modelo capta também a ideia de
que se o individuo aumenta seu tempo em outros projetos, ele tem menos tempo para
trabalhar efetivamente junto com seus pares. Entdo, quanto mais ligacdes um parceiro de
um determinado individuo tem, menos tempo possui para investir em tal parceria. Assim,
individuos desejariam que seus vizinhos tivessem poucas ligacdes, ao contrdrio de outros

modelos nos quais individuos se beneficiam de suas ligagdes indiretas.

[

Tal trabalho traz resultados na andlise da formacdo de redes no que diz respeito

o

eficiéncia e 2 estabilidade. E demonstrado qual estrutura de rede traz mais beneficios
sociedade e em qual estrutura os individuos nao desviam de suas estratégias. O resultado
detalhado esté explicito na proxima se¢ao.

Nosso objetivo neste capitulo € estender o trabalho de Jackson e Wolinksy, estudando
nao apenas quando os individuos e a sociedade se beneficiam da criacdo ou remocao de
ligacOes entre os autores, mas também analisando qual a intensidade 6tima de colaboragao
entre os co-autores. Em uma rede de colabora¢ao, ¢ comum individuos trabalharem mais
de uma vez com um determinado outro individuo e que trabalhem mais com alguns do que
com outros. A quantidade de vezes que eles trabalham juntos d4 uma idéia da intensidade
dessa relacdo e tal intensidade afeta a relagdo de trabalho e a produgdo. Acreditamos
que individuos que trabalham mais vezes juntos t€ém a possibilidade de se conhecerem
mais e 1sso, por sua vez, facilitaria a producdo e aumentaria a satisfacdo dos individuos
envolvidos naquela relagdo. Além disso, a possibilidade de trabalhar mais vezes com um
individuo mais disponivel do que uma tnica vez com um individuo muito ocupado pode
ser considerada pelos individuos ao escolherem seus co-autores. Apds apresentarmos

o modelo, analisamos que estruturas de redes sdo eficientes e estdveis em dois casos
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distintos: um no qual a forca que uma ligacao pode ter € ilimitada e outro no qual tal forca
¢ limitada. Mostraremos que no caso ilimitado, ndo existem redes estdveis, enquanto que
no caso limitado, as estruturas estdveis sdo similares as correspondentes no modelo de
Jackson e Wolinsky, onde a forca de todas as ligagcdes ¢ maxima.

Este capitulo estd organizado da seguinte forma. Na Secdo H.2] deste capitulo, fi-
zemos uma breve revisao dos conceitos de teoria dos grafos necessarios a compreensao
dos modelos, do modelo de co-autores proposto por Jackson e Wolinsky e das no¢des de
eficiéncia e estabilidade. Na Secado apresentamos nosso modelo e na Secao
desenvolvemos resultados relacionando os conceitos de eficiéncia e estabilidade para este
novo modelo. Concluimos na Se¢do .5 com observagdes finais e sugestdes para traba-

lhos futuros.

4.2 Grafos e 0 Modelo de Co-autores

Os modelos criados para representar redes de modo geral usam conceitos e represen-
tacdes da Teoria dos Grafos que ajudam na visualizacdo e andlise da estrutura de uma rede
e sua formacdo. Na préxima subse¢do, apresentamos alguns conceitos basicos necessa-
rios a compreensao do nosso modelo de co-autores e de seus resultados e na seguinte,
apresentamos o modelo de co-autores proposto por Jackson e Wolinsky [6] com um de

seus resultados que serd aplicado a um de nossos resultados.

4.2.1 Grafos e Redes

Existem diversos tipos de rede: amizades, sociais, econdmicas, etc. As redes repre-

sentam um conjunto de objetos que se relacionam. Os objetos que se relacionam nessas
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redes podem ser pessoas, institui¢cdes, cidades, paises ou quaisquer outros entes que po-
dem se relacionar entre si. Cada um deles pode se relacionar com um ou mais de um
objeto daquele conjunto de objetos. Particularmente, em um contexto social, esse con-
junto € chamado de sociedade e € razodvel que haja uma estrutura capaz de representar
cada ente dessa sociedade e as ligacdes entre eles. Uma representacdo que € util a essa
necessidade € a Teoria de grafos. Vamos agora formalmente relembrar alguns conceitos

desta teoria, que serdo utilizados neste capitulo.

* Nos. O conjunto de nds representam os envolvidos na rede de relacionamentos.
Também chamados de individuos, agentes, jogadores, dependendo do contexto.
N6s ndo necessariamente sdo pessoas. Podem ser também empresas, paises, etc.

Se dois nds se relacionam, diremos que hd uma ligacao entre eles.

* Grafos. A forma candnica de uma rede € um grafo ndo dirigido, no qual dois nés
sdo conectados um ao outro ou ndo. Formalmente, um grafo (N, g) consiste de um
conjunto de nés N e uma matriz g de valores reais ndo-negativos e de ordem n X n,
onde n € a cardinalidade de N e g;; representa a relagdo entre i € j. Se o né i estd
ligado ao nod j, tem-se que g;; > 0 e diz-se que existe uma aresta (ligagdo) entre os
noés i e j. Quando ndo existe confusdo sobre qual € o conjunto de nds, a notagdo g

¢ usada em vez de (N, g).

* Redes dirigidas e ndo-dirigidas. Uma rede ¢ dirigida se g;; # g;; para algum
par de nés i e j e € ndo-dirigida, caso contrdrio. Redes de amizade costumam ser

nao-dirigidas, j4 redes de citagdes sdo usualmente dirigidas.

* Redes com Pesos nas Ligacoes e Redes sem Pesos. Uma rede é sem peso nas
ligagdes se g;; € {0, 1} para cada par de nds i e j e é com peso, caso contrario. Em

uma rede com peso, g;; representa o peso da ligagio entre os nés i e j.
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* Caminho. Um caminho em uma rede g entre dois nds i e j € uma sequéncia de
ligagdes ijiz,i2i3,...,ixk—1ik, tal que g;. i > 0 para todo k € 1,2,...,K —1, com

i1 =1eig = je cadand na sequéncia € distinto.

* Vizinhanca. A vizinhanga N (i) de um né i é o conjunto de nés a quem i estd ligado,

istoé, N(i) ={j € N:g;; > 0}.

* Grau. Para boa parte dos modelos de rede, o grau do individuo, representado por
di(g), é o nimero de ligagdes nas quais aquele né i estd envolvido. No nosso tra-
balho, o grau do jogador, usando a mesma representacdo, serd a quantidade total de

projetos nos quais estd envolvido.

* Rede conectada. Uma rede (N, g) € conectada se para cada dois nds na rede, existe

um caminho conectando-o0s.

* Componente. Uma componente de uma rede (N,g) é uma sub-rede ndo vazia

(N',g') talque @ £ N' C N e g;; = gjj paratodo i, j € N'.

- (N',¢') é conectada, e

- SeieN' eg;j>0,entdo, j€N'.
* Rede completa. g;; > 0 para todo i, j € N.

» Utilidade ou payoff. Modelos de formacao de rede consideram que os individuos
recebem algum beneficio e que este beneficio depende de alguma forma da estru-
tura da rede. Nestes cendrios os nés de um conjunto N sdo geralmente chamados
de jogadores e os beneficios e os custos de um jogador para estar na rede sao mo-
delados através de uma fungdo utilidade ou payoff, isto é, dado um grafo (N, g), o
payoff do jogador i € N é representado por uma fungio u;(g) € R que representa a
utilidade que i recebe se a rede € g [36].
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Para cada contexto a fung@o u;(g) varia, pois pode depender de coisas diferentes.
Por exemplo, no contexto de co-autores, essa fun¢do depende do grau do n6 e dos
seus vizinhos. No modelo de Jackson e Wolinsky [6] e no apresentado a seguir
neste trabalho é considerado que jogadores sdo conscientes das possibilidades de
estabelecer ou quebrar ligacdes e de que maneira isto afeta a funcao utilidade deles

na rede.

Eficiéncia. Uma andlise feita em relacdo a modelos de formagao de redes € o total
de beneficios atingidos com determinada estrutura de rede. Mais especificamente,
ha o interesse em descobrir qual estrutura que maximiza o ganho total dos jogadores
(a soma de todas as utilidades de cada jogador). Seja G(N) o conjunto de todas as
redes com conjunto N de nés. Uma rede € entdo dita eficiente relativamente a um

perfil de utilidades (uy,...,u,) se Y;u;(g) > Y, u;(g') paratoda g’ tal que g’ € G(N).

Estabilidade. Individuos em uma rede sao capazes de analisar se quebrando ou es-
tabelecendo ligacdes sdo capazes de melhorar seus beneficios, isto €, aumentar sua
utilidade. Quando ndo é possivel para os ndés aumentarem suas utilidades através
de alguma acgdo, a rede € dita estavel. Existem diferentes conceitos de estabilidade.
Neste trabalho, tais conceitos levam em conta que para individuos estabelecerem
uma ligacdo € necessdrio o consentimento de ambos, enquanto que para quebra-la
basta a vontade de um. Na proxima secao detalharemos esse conceito tal como no
modelo de Jackson e Wolinsky [6] e incrementamos uma modifica¢io para adapta-

lo ao nosso contexto.
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4.2.2 O Modelo de Co-autores

O modelo de co-autores foi introduzido por Jackson e Wolinsky [6]. A idéia € que
individuos se beneficiam da colaboracdo com outros, por exemplo, em um projeto de
pesquisa. Além do beneficio de ter outra pessoa dedicando tempo a trabalhar com o n6,
existe um beneficio extra de trabalharem juntos, algo chamado de sinergia, que aumenta
a utilidade de trabalharem juntos e € proporcional ao produto dos tempos que ambos
dedicam um ao outro. Se eles passam mais tempo juntos, mais desse beneficio se obtém.
Se individuos estdo dedicando mais tempo a outros nds, resta menos tempo para trabalhar
com cada um. Cada autor tem uma quantia fixa de tempo para se dedicar a quem ele
gosta trabalhar e a quantidade de pessoas com as quais ele vai trabalhar € d;(g), seu grau
na rede. Entdo, este modelo considera uma rede sem pesos nas ligacdes para representar

uma rede cientifica de colaborac@o. Assim, a utilidade de um autor é dada por:

1 1 1
o= 2 (a0 50+ awam)
sedi(g) >0eui(g)=1sedi(g)=0.

Os custos ficam entdo implicitos e a utilidade de cada um € proporcional a soma dos
tempos que eles colocam no projeto com um autor, do tempo que o outro coloca e do
produto desses tempos.

Para o modelo de co-autores apresentado por Jackson e Wolinsky [6], o conceito de
estabilidade definido em € o de estabilidade par a par. Segundo eles, uma rede g € estdvel

par a par se:
1. paratodo g;; >0, u;(g) > ui(g—ij)eu;(g) >uj(g—ij)e
2. paratodo g;; =0, se u;(g+ij) > u;(g), entdo u;(g+ij) <u;(g),

onde g —ij e g+ ij sdo respectivamente a rede g sem a ligagdo entre os nds i e j e a rede
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g acrescida desta ligacdo. Ou seja, dos pares de nds que estdo ligados, ambos ndo tém
interesse em quebrar a ligacdo pois ficariam em situagc@o pior na rede se a quebrassem e
dos pares que ndo estdo ligados, se um deles tiver sua situagdo melhorada por uma adi¢do
de uma ligacdo, a situacdo deste outro piora por conta dessa adicdo. Assim, ligacdes nao
sdo quebradas e novas ligagdes ndo sao feitas e a rede € dita estavel par a par.

Porém, no contexto do nosso modelo, algumas outras situacdes podem alterar a estru-
tura da rede. Na préxima secdo, apds apresentar nossa defini¢do de utilidade, nés daremos
uma defini¢cdo de estabilidade par a par adequada ao nosso modelo.

No resultado a seguir obtido por [6] sobre a questdo da andlise da estabilidade, é feita

uma distin¢do entre as redes que sdo eficientes e as que s@o estdveis, como segue:

Proposicao 4.2.1 (Jackson e Wolinsky [6]). No modelo de co-autores, se n é par, entdo
a estrutura de rede eficiente consiste de n/2 pares isolados. Se uma rede € estavel par a
par e n > 4, entdo € ineficiente e pode ser particionada em componentes completamente
conectadas, cada uma com um numero diferente de membros. Mais ainda, se m € o
nimero de membros de um componente de uma rede estdvel par a par e fi € o niimero de

membros de uma componente diferente que nio é maior que a primeira, entdo m > 1>,

Ou seja, se uma rede eficiente, ela é constituida por n/2 pares separados. Ja redes es-
taveis par a par e com n > 4 sdo ineficientes e podem ser particionadas em componentes
completamente conectadas e com numero diferente de membros. Além disso, tem-se uma
condi¢do suficiente sobre os nimeros de membros das componentes para que a estabili-

dade aconteca.
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4.3 O Modelo de Co-autores com Pesos nas Ligacoes

No modelo de co-autores de Jackson e Wolinsky [6], autores se ligam a outros autores
ou ndo. No mundo real, sabemos que algumas relagdes no entanto sdo mais frequentes
que outras, isto é, um autor pode trabalhar com outro em mais de um projeto, obtendo
assim maior proximidade, o que pode lhe resultar em maiores beneficios, por criar mais
afinidade e isso melhorar a capacidade de trabalharem juntos. Estabelecemos um modelo
entdo que representa a idéia de que cada ligacao estabelecida entre dois autores i e j pode
ter um peso, definido pela quantidade de projetos que os autores desenvolvem juntos,

representada por n;;. ﬂ A utilidade de um autor i é entdo representada por:

2
nij nij 1

, 4.1
2o \dte) T T e b

ui(g) =

se di(g) >0, e ui(g) = 1 se di(g) = 0. Diferente do modelo de Jackson e Wolinsky [6],
di(g) = ¥ jennij» ou seja, € a soma das quantidades de trabalhos desenvolvidos e ndo
apenas a quantidade de co-autores com quem se relaciona. De acordo com o0 novo modelo,
o valor gerado por uma relagdo com o jogador j é proporcional a quantidade de vezes que
eles trabalham juntos. Os custos apesar de ndo evidentes, estdo implicitos no grau de cada
co-autor.

O conceito de estabilidade necessita ser adaptado de acordo com este novo conceito
desde que além de quebrar e estabelecer ligagdes, os nds podem intensificar ou diminuir as
intensidades das ligacdes. Para estabilidade par a par é requerido que nenhum autor possa
se beneficiar reduzindo o nimero de projetos que tem com algum de seus colaboradores e

se algum autor se beneficiar de um aumento do niumero de projetos com um dado autor, o

'Note que gij = nij. Daqui em diante, ao nos referirmos ao peso da ligacdo entre i € j, usaremos a

notagao n;;.
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segundo autor fica em pior situacio se concordar em intensificar a ligacdo. Formalmente,

o conceito de estabilidade adaptado ao novo modelo é dado por:

* ui(g) > ui(g —xij), V0 < x;; <njjeuj(g) > uj(g —xij),v0 < xi; < nyj,

o Vxij >0, se ui(g+xij) > ui(g), entdo u;(g+xij) < uj(g),

onde g — x;; (resp., g +x;;) € igual a rede g com a intensidade da ligacdo entre i e j

diminuida (resp., acrescida) de x;; unidades.

4.4 Resultados

Um dos principais objetivos ao se estudar redes € analisar sua formagao, identificando
que estruturas de rede sdo mais provaveis de surgirem de acordo com critérios como
eficiéncia e estabilidade. Nosso objetivo nesta secdo, € generalizar a Proposicado |4.2.1
utilizando o modelo descrito na se¢do anterior. Proposicao 4.4.1|mostra quais estruturas

sdo eficientes no modelo de co-autores com peso nas ligagdes.

Proposicdo 4.4.1. Seja N, o conjunto de co-autores, n = ||N||, a cardinalidade de N, e V
a soma total dos beneficios dos co-autores pertencentes a uma rede g. Se n € par, entao
a estrutura eficiente consiste de n/2 pares separados, concentrando assim i e j todos seus

projetos em um Unico co-autor.

Prova: Para analisar eficiéncia, note que:

o 2.
V= Z (ul(g)) _ Z 1)+ Z Z njj + ij + ij

ieN i:d;(g)=0 i:di(g)>0j:8i;>0 di(g)  dj(g)  di(g)dj(e)
Note que o somatdrio das razdes entre as intensidades das ligacdes e o grau de cada

autor € 1, se eles t&ém grau positivo. Entdo, a soma do primeiro somatério e do somatério
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duplo das duas primeiras parcelas € no maximo 2n, isto &,

2

n<.
V <2n+ S —
i:d,-(%‘)’>0j:3§>0 di (g)dj (g)

A igualdade ocorre quando d;(g) > 0 para todo i. Como n;; < d;(g) e n;; < d;(g), entdo
nlzj <d;(g)d;(g), onde a igualdade ¢ atingida quando n;; = d;(g) = d(g). Dai,
n?,

v <n,
i:di(g)>0 j:gi;>0 di(g)d;(g)

i
e, consequentemente, o maior valor para V € 3n que € atingido quando cada co-autor se
liga a um tnico outro co-autor e todos os seus projetos sao realizados exclusivamente com

aquela pessoa. Assim, se n € par, a rede eficiente € a que € formada por pares de jogadores

ligados entre si e que concentram todos seus projetos nesta ligagao. 1

Porém, nem sempre individuos agem de acordo com o que traz maior ganho utilitario
para o conjunto de individuos no grafo como um todo. Agora entio investigaremos quais
as redes estdveis para o modelo de co-autores com pesos nas ligacdes. NOs apresentare-
mos dois resultados: um considerando que os pesos nas ligacdes serem ilimitadas e outro
considerando um limite para a for¢a das ligacoes.

O préximo resultado afirma que individuos ligados em uma rede, seja ela com ligacdes
ilimitadas ou ndo, ou t€m interesse em quebrar a ligacdo ou desejam aumentar a intensi-
dade. Obviamente, ao tratar de redes limitadas, o aumento de intensidade s6 podera ser

feita até a intensidade da ligacdo ser o limite méximo fixado.

Lema 4.4.2. Sei e j estao ligados em uma rede de co-autores com pesos, € nao formam
um par isolado, entdo ou pelo menos um deles gostaria de quebrar a ligagdo ou ambos

tém incentivo para aumentar a intensidade da ligagdo entre eles.

Prova:
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Considere uma rede g na qual dois individuos i e j estdo ligados com uma intensidade

n;j > 0. Entdo, a utilidade do autor i pode ser expressa como:

2 2

mij M Mik Mik_p
wg)=1+—t+-+ ) o+ )
i didj g Soap W gy S0k did

2
; _ Rk g — R - . —
Seja D = Zk:gik>0,k7éj d_lk’ di = njj -+ Kye d] =n;j+ K;, onde K} = Zk:g,-k>0,k7éj ni e K» =
Zk:gjk>07k¢in jk- Entdo, nés podemos reescrever u;(g) como segue:

2
"ij i) Mik

ui(g) =1+ + +
' (nij—l-Kz) (n,-j+K1)(n,-j—l—K2) kg >0 k] dy (l’ll'j—{—Kl)

4.2)

Note que a utilidade para o autor i na rede g — n;;, onde a ligagdo entre i e j € removida,
pode ser calculada fazendo n;; = 0 na Equagio (4.2).
Vamos dividir a andlise em trés casos. Primeiro, consideremos o caso no qual K; > 0

e K > 0. Entdo, a derivada de u;(g) com respeito a n;; é¢ dada por:

dui(g) K» n; (K1 + Ka) +2n;;K Ky D

on;  (mj+kK)? ' (i +K )2+ K)?r (K)o

—D(nij+ K2)* + Kz (nij + K1) + 7, (K1 + K2) 420K K>
(nij+K1)?(nij + K2)?

4.3)

Primeiro, note que o sinal da derivada € igual ao sinal do numerador, ja que o sinal

do denominador € sempre positivo. Entdo, note que o numerador da fragdo é quadratico

em n;; com o coeficiente do termo nizj, e pode ser escrito como anizj + bn;j + c, onde

a= (2K, +K; — D), b = 4K K, — 2K2D e ¢ = K2K? — DK3. Note que desde que D =
2

Y kg >0k r;—’f < Ykegu>0.k4j ik = K1, entdo a € positivo. O coeficiente do termo n;j, b,

também € positivo. Entdo, as raizes da equacgdo, se existirem, podem ser escritas como

sendo ’bZ’aﬂ e 4;;;\/5’ onde A = b* — 4ac. Entio, podemos concluir que:

1. Se A < 0, como a é positivo, o numerador serd sempre positivo. Portanto, u;(g) é

crescente em n;;.

2Quando nio houver possibilidade de confusdo, nés usaremos d; em vez de d;(g) para representar o grau

de i na rede g.
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2. Se A =0, araiz é igual a —b/2a que é negativo. Logo, ¢ > 0 e assim, para n;; > 0,

o numerador serd sempre positivo como no caso anterior.
3. Se A>0ec >0 aconclusdo dos casos anteriores continua vélida.

4. Se A>0e c <0, como amenor das raizes é negativa, entdo o numerador é negativo
até um certo valor positivo de n;;. Entdo para n;; de 0 at€ este valor, que chamare-

i ~ < :
mos de n;; a fungao ui(g) é decrescente em n;; e para n;; maior que este valor, u;(g)

é crescente.

Podemos concluir entdo que nos trés primeiros casos, como a utilidade é crescente, i
sempre tem interesse em aumentar suas ligagdes com j. Jd no tltimo caso, se 0 <n;; < ni i
i tem interesse em quebrar a intensidade de sua ligagdo com j e para valores de n;; maiores
que nf j» i tem interesse em intensificar a ligagdo. Analisando analogamente a derivada de
u;j(g) emrelagdo a n;;, chega-se a conclusdes semelhantes. Seja nl’j o valor mdximo para o
qual u;(g) é decrescente em n;;. Suponha sem perda de generalidade que ni i< nlj ;- Entao,
sen;j < nl]], entdo j tem interesse em quebrar a ligacdo com 7, enquanto se n;; > n{j, ambos
i € j se beneficiam de um aumento em 7;;

Consideremos agora o caso K» =0 e K; > 0. Isto ocorre quando j estd ligado apenas

a i. Neste caso, a derivada de u;(g) é dada por:

Jdui(g)  Ki—D
8n,-j - (flij—i-Kz)z.

Como K; > D, se K| # D, a derivada sempre € positiva e u;(g) é crescente em n;; e se
K = D (o que ocorre se cada k ligado a i estiver ligado apenas a ele, formando uma
estrela), entdo a derivada de u;(g) em relagdo a n;; é zero. Precisamos entdo analisar o
que ocorre com a derivada de u(g) nesse caso especifico. De fato, como ; estd ligado

apenas a i, a derivada de u(g) é dada por:

8uj(g) 2K1n,-j

8n,-j (n,-j—l—Kl)z'
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Logo, a derivada de u; € sempre positiva. Entdo, ambos, i € j, t€m interesse em intensificar
a intensidade da ligacd@o. O caso K1 =0 e K, > 0 € simétrico a este. Neste caso, a derivada
de i em relagdo a n;; € sempre positiva e a derivada de j em relagdo a n;; € zero ou sempre

positivarf] |

O préximo resultado estabelece uma condig¢ao sobre os graus de dois autores que nao
estdo ligados para que um deles se interesse em se ligar ao outro. Logo, se essa condi¢do
se verificar para um determinado autor em relacdo a outro, e este outro, pela mesma
condicdo ou por outra, também tem vontade de se ligar ao primeiro, entdo a rede ndo

pode ser estdvel par a par.

Lema 4.4.3. O no i tem interesse em acrescentar uma ligagao de intensidade n;; ao no j

2
ao qual ele nao estd ligado se ‘2(( ))f:” > d%g) kg0 %.

Prova: Como definido antes, a rede g acrescida de n;; na forga da ligacdo entre i e j €
denotada por g + n;;. Entdo, nés iremos comparar a utilidade do autor i na rede g (sem
qualquer ligacdo de i e j) com sua utilidade na rede g + n;; (neste caso, a rede g +n;; €
a rede g aumentada de uma ligacdo entre i e j de forga n;;), que pode ser escrita como

segue:

2
Njj Nk
ui(g+nij) = —F + +
i ij k:g§>0di(g)+nij k§>odk(g> k<§>0 di(g —i—nl])dk( )
Mg o Mj ny
di(g)+nij  dj(g)+nij  (di(g)+nij)(dj(g) +nij)

Desde que a utilidade de i na rede g é dada pela Equagdo (4.1)), adicionar uma ligagao

3No caso K| = 0 e K, = 0, que ocorre se os ns estiverem ligados em um par isolado, a derivada da

funcdo utilidade € igual a zero para ambos i e j. Por isso, o lema vale apenas quando isto ndo ocorre.
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entre i e j ird beneficiar i se:

L—F &_{_ nlzk
ka0 di(8) Fnij = 0di(8) = (di(g) +nij)di(g)

+

nj; nj; i Nik Nig nl'zk
@)ty d@) T @GR T ) (d,-<g> T dilg) di<g>dk<g>) |

ik Mij _ Mk 1 ; 4 ; .

Como Y .o, >0 ae) + OETT leY e >0 ale) = 1, isto € equivalente a:
. 2 2 2
nij Mij g g

d;(8) + iy (dilg) +mip)(dy(g) i) k;g%‘;() di(8)d(g)  (di(g)+nij)di(g)’

que pode ser reescrita como

2
nj { nj } [ 1 1 ny
— |1+ > — :
dj(g) +nij di(g) +nij di(g) di(g)+nij,. %Lo di(g)
Entdo, o nd i tem interesse em se ligar a j com ligagado de intensidade n;; se:

di(g) +2n;; f
(8) +2nij > 1 ik (4.4)
dj(g)+nij ~ di(8) pyrtia,~0%(8)

Este resultado € util para a proxima proposi¢do que trata do fato de que, em uma rede
estdvel par a par, se dois individuos t€ém o mesmo grau, entdo eles t€ém de estar ligados.
De fato, por este lema tendo o mesmo grau, ambos teriam vontade de se ligar e a rede nao

seria estavel.

Proposicdo 4.4.4. Se g for estavel par a par e d;j(g) = d(g), entdo g;; > 0.

. . . 50 4il8)+2n;
Prova: Se d;(g) < d;(g), entdo o > 1. Por outro lado, como

<l= 8 <py= < ik
dk dk(g) l k:k#j.gix>0 dk(g) k:k#j,8ik>0 l

nix

€ g, >0k = di(g), segue que Y. ~0 % < di(g). Entdo, o lado direito da Equa-
¢do (#.4) é no maximo 1. Logo, pelo Lema {.4.3] i tem interesse em adicionar uma
ligacdo de intensidade n;; com j. Se os dois tem mesmo grau, entdo j também tem inte-
resse em adicionar uma ligac@o de intensidade 7n;; com i. Portanto, como g € estdvel par a
par, g;; > 0.1
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No estudo das redes que sdo estdveis par a par, € util nos munirmos de resultados que
nos mostram em quais grafos os nés tém interesse em estabelecer (ou quebrar) ligacdes
ou modificar intensidade das ligacdes que possui. O proximo resultado fornece mais uma

condicdo sob a qual um determinado né tem interesse em se ligar a outro.

Lema 4.4.5. Se g for estdvel par a par, g;, =0 e dj(g) < max{dy(g)|gir > 0}, entdo i se

beneficia de uma ligagdo com h de intensidade n;;, = 1.

Prova: Na prova da Proposi¢do de Jackson e Wolinsky [6]], demonstra-se que se

dp(g) < max{d;(g)|gi > 0}, entdo é verdade que:

di(g)+2 1 Z 1
dp(g)+1 " di(g) ..~ di(8)

Esta inequagdo equivale a nossa inequagao na Expressao (#.4)), fazendo n;; = 1. Entio,

i tem interesse em se ligar a 4 com ligacao de intensidade 1. I

O préximo resultado mostra que uma rede que seja estavel par a par ndo pode conter

noés isolados.
Lema 4.4.6. Em uma rede estdvel par a par ndo existem nos isolados.

Prova: Se existe um n6 isolado i € um outro n6 com grau positivo j, ambos t€m interesse
em se ligar, devido ao lema [4.4.5] ja que o né com grau positivo se beneficiaria de uma
ligacdo com qualquer um que tenha grau zero por este ter grau menor que qualquer um ao
qual j estd ligado. Enquanto que i t€m interesse nesta ligacdo, uma vez que sua utilidade
2
nij

isolado é 1 e se ele se juntar a j, sua utilidade passa a ser de u; = 1 + ag T d_(gr)lgl(g).
J l J

J4 se houver mais de um né isolado, quaisquer dois deles sempre t€ém vantagem de se
ligar entre si, pois nds isolados, por defini¢do tém utilidade 1, enquanto que se ambos
estabelecerem uma relacao exclusiva entre si, a utilidade de cada um passa a ser 3, sendo

assim, a rede ndo seria estdvel par a par. 1
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O Teorema a seguir mostra que ndo existem redes estaveis par a par quando as

forcas das ligacdes podem ser ilimitadas.

Teorema 4.4.7. Se n > 3 e os co-autores podem estabelecer ligagoes de intensidade ili-

mitada, entao nao existe rede estavel par a par.

Prova: Pelo Lema[.4.2] excetuando-se o caso de uma ligagdo entre pares isolados, nio
pode haver ligacdes em uma rede estavel par a par na qual a intensidade das ligacdes pode
ser ilimitada. E preciso analisar as redes que poderiam ser estdveis par a par por nio satis-
fazerem a condi¢ao do Lema Primeiro, analisemos o caso no qual hé n6s isolados,
isto é, a rede formada apenas por nds isolados ou por pares isolados e nds isolados. Pelo
Lema [.4.6] tal rede também néo ¢é estdvel par a par. Resta a andlise da rede formada por
pares isolados. Os individuos em cada par ndo tém interesse em intensificar nem diminuir
suas ligacdes (intensidade sempre 3). Também ndo tém interesse em quebrar a ligagdo,
pois como no isolado sua utilidade é 1. Se houverem dois pares isolados com mesma
intensidade na ligagdo, os nds de cada par teriam interesse em se ligar pelo Lema [4.4.5]
Logo, nos resta analisar se na rede formada por pares isolados com ligacdes de intensida-
des diferentes, os individuos em pares que ndo estdo ligados t€m interesse em estabelecer
uma ligacdo. Pelo Lema [4.4.5] o individuo que estd no par com maior intensidade de
ligacdo, que chamaremos de j, t€m interesse em se ligar ao individuo que estd em um par
de menor intensidade, que chamaremos de i. Pelo Lema4.4.3] i tem interesse em se ligar
a jsen;j>dj(g)—di(g), o que é sempre possivel, jd que a rede ¢ ilimitada. Sendo assim,
nenhuma das estruturas, se n > 3 € estavel par a par, quando a intensidade da liga¢do pode

ser ilimitada. 1

Corolario 4.4.8. Se n > 1 e os co-autores podem ter intensidade ilimitada, a tnica rede

estavel par a par € a rede formada por um unico par isolado.
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Prova: Pelo Teorema para n > 3, ndo h4 estdveis par a par. Analisando entdo, o
caso n = 2, sabe-se que nao ha nés isolados pelo Lema [4.4.6] Logo, para que a rede seja
estdvel par a par, eles devem estar em um par. Em um par, a utilidade de cada individuo
¢ 3, que ndo pode ser aumentada por diminui¢cdo ou incremento da intensidade. Logo, a

rede € estavel par a par. 1

Note que o Teorema [4.4.7)s6 ¢ valido para as redes nas quais as intensidades das li-
gacdes podem ser ilimitadas, uma vez que nas redes cujas intensidades de ligacdes sao
limitadas os nds apesar de quererem aumentar a intensidade das ligacdes podem ndo con-
seguir fazer isso por a ligacdo ja estar com a maxima intensidade permitida.

O préximo teorema mostra quais estruturas de rede sao estaveis considerando que as
intensidades das ligacdes sdo limitadas por um nimero maximo /. O resultado apresen-

tado na Proposicdo € um caso particular do Teorema4.4.9| considerando / = 1.

Teorema 4.4.9. Sejan > 1 el o limite maximo que o peso de uma ligacdo pode ter em
uma rede de co-autores com peso nas ligacoes. Entdo qualquer rede estdvel par a par
consiste de componentes completamente conectadas de nds de graus distintos nas quais
todas as ligagoes possuem peso igual a [, exceto se houver uma tnica componente de dois
nos que pode ter intensidade de ligagdo positiva com valor menor ou igual al. Além disso,

A ~ z . . A ~ Az
S€m € m Sao 0s graus dos nds em duas componentes distintas e m > m, entaom > %

Prova: Pela Proposi¢cao todos os nés de mesmo grau estdo conectados entre si
em uma rede que € estdvel par a par. Pelo Lema[4.4.2] as intensidades destas ligagdes sdo
iguais a /, exceto no caso de dois nds isolados que podem ter ligacdo de intensidade menor
que [. Seja i um né de grau mdximo e j um né de grau menor que i. Pelo Lema[.4.5] se
i estiver ligado a j entdo todos os nds que t€m alguma ligacdo com i se beneficiariam de
uma ligagdo com j de intensidade 1. Pelo Lema[4.4.2] estes nds se beneficiariam se suas
ligacdes com j fossem de intensidade méxima. Logo, o grau de j ndo poderia ser menor
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que o de i, ou seja, temos uma contradi¢do. Portanto, os nds de grau miaximo em uma
rede estdvel par a par formam uma componente completamente conectada de ligacdes de
intensidade /, se houverem mais de dois nds de grau méximo. Se houverem exatamente
dois nds de grau méximo, a ligacio tem intensidade no maximo /.

Argumento similar vale para mostrar que, se a rede € estavel par a par, os nés de
grau imediatamente menor que os de grau maximo também formam uma componente
completamente conectada de ligacdes de intensidade /, se houverem mais de dois nds de
grau imediatamente menor que 0 maximo e no maximo /, se forem exatamente dois nds
de grau imediatamente menor que 0 maximo, os de grau imediatamente menor que estes
também e assim por diante. Além disso, pelo Lema[.4.6| ndo podem haver nés isolados.
Sendo assim, se a rede € estdvel par a par, € formada por componentes completamente
conectadas de ligacdes de intensidade sendo a maxima permitida /, podendo haver além
das mesmas, um unico par com intensidade menor que /. S6 pode haver um par isolado,
pois se houverem dois pares isolados, o que estd no de maior intensidade(/2), a quem
chamaremos de j, gostaria de se ligar ao que estd na intensidade de menor ligacao(ly), i
pelo Lema e i gostaria de se ligar a j pelo Lema sempre que n;; >l —[;.
Como tal diferenca é menor que /, eles sempre teriam interesse em se ligar e a rede ndo
seria estdvel par a par.

Por fim, pelo Lema os nés da componente completamente conectada que t€ém
grau maior t€m incentivo a se ligarem aos nds das componentes de grau menor. Para
que necessariamente a rede seja estdvel par a par, os nés de grau menor nao podem ter
interesse em estabelecer tal ligagdo. Para que isto ocorra, se 0 < d;(g) < d;(g), pelo
Lema devemos ter Vn;; > 0,

di—l—n,-j 1 2 [ d; d? 2d;
< = = d: > —(d:+2n::) —n;: = -+ . —1).
dimg = &y Regd a0 E ) =)

2 2 2 2
Como 24 — 1> 0, entio % +n;;(2% —1) < % 4 2d;— 1. Logo, d; > % +2d;—1> %,
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como desejado. 1

4.5 Conclusao e Trabalhos Futuros

Neste trabalho nds generalizamos o modelo de co-autores de Jackson e Wolinsky apre-
sentando um modelo de representacdo de uma rede de co-autores no qual os beneficios
dos nés do grafo, isto é, dos participantes da rede, dependem da quantidade efetiva de tra-
balhos desenvolvidos. Esta generalizacdo € util desde que a quantidade efetiva de tempo
que cada autor se dedica aos seus co-autores depende do nimero de projetos nos quais
estd envolvido.

N6s mostramos que a rede consistindo de pares isolados de autores € eficiente. Além
disso, considerando as redes nas quais co-autores podem estabelecer ligacdes de inten-
sidade ilimitadas, mostramos que se n > 3, entdo ndo existem redes estaveis par a par,
enquanto que no caso onde os pesos das ligacdes s@o limitados por um valor méximo,
as redes estdveis par a par consistem em componentes completamente conectadas onde
todas as ligagdes t€ém peso médximo, exceto no caso de uma componente com dois nés que
podem ter uma ligacdo de qualquer peso positivo menor ou igual ao peso maximo.

Note que nem o modelo de Jackson e Wolinsky, nem o proposto neste capitulo sdo
capazes de diferenciar a situacdo onde existe um unico trabalho sendo desenvolvido por
trés autores da situacdo onde cada um desses trés autores desenvolve dois trabalhos, sendo
cada desses com um autor diferente, pois ambas as situacdes seriam modeladas por uma
componente completamente conectada de 3 nés, onde todas as ligacdes t€m peso igual
a 1. Para trabalhos futuros, nés pretendemos modelar a situacdo de co-autoria como um

grafo misto na qual ha nés que representam projetos € nds que representam individuos.
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Individuos precisariam entdo decidir entre se ligar ou ndo a um determinado projeto.
Deste modo, seria possivel distinguir entre as situagdes acima. Além disso, queremos

comparar os resultados obtidos com dados reais de redes de co-autores.
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CAPITULO 5

Ligacoes com Pesos

5.1 Introducao

Muitos modelos tém sido criados para tentar representar situagdes especificas envol-
vendo diversos tipos de redes. Estamos particularmente interessados nas redes com pesos
(ou weighted networks). Nas mais diversas relagdes € facil constatar que algumas ligacdes
podem ser mais fortes que outras.

Individuos podem se dedicar mais a uma amizade do que a outra. Podemos supor que
quanto mais tempo e aten¢@o sdo destinados a uma determinada amizade, ela tende a se
fortalecer. De certo modo, podemos entdo dizer que a forca (peso) das relacdes estaria
relacionada aos investimentos feitos pelos individuos em cada uma delas.

No Capitulo[] nds apresentamos um modelo de rede de co-autores no qual as ligagdes
tém suas intensidades dadas pela quantidade de projetos nos quais os indviduos nas liga-
coes trabalham juntos. Tal modelo de co-autores € especifico a situagdo de colaboragao,
pois capta a idéia de que individuos ganham um beneficio extra por estarem produzindo
algo juntos. Aqui, trataremos das redes, onde os individuos investem nas suas ligacdes
uma quantidade de algum recurso, mas sem essa particularidade do beneficio da sinergia
produzida pelo trabalho conjunto.

Dada a importancia do tema, muitos artigos tém sido feitos recentemente conside-
rando redes nas quais os individuos decidem quanto investir em cada relagdo. Basica-
mente se dividem entre dois grupos: os que consideram o investimento depois de esta-

belecida a rede e os que consideram a formacdo da rede e a escolha dos investimentos
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como simultaneos. Goyal e Moraga Gonzales [37] consideram uma situag@o na qual fir-
mas formam ligacdes e entdo decidem como alocar seus investimentos. Ja Brueckner [9]
considera um modelo de rede de amizades onde agentes despendem um certo esforco para
estabelecer uma relacdo com outros agentes, mas o nivel de investimento individual é uma
decisdo varidvel e a formacao do link € probabilistica. Rogers [14] propde um modelo no
qual as ligacdes sdo dirigidas e podem ser interpretadas como a influéncia que cada agente
tem sobre o outro, enfatizando a heterogeneidade dos jogadores. Neste trabalho, estamos
particularmente interessados no trabalho de Bloch e Dutta [10]. Em tal artigo, supde-se
que jogadores em redes formais (internet) ou informais (amizades) t€ém uma quantidade
fixa de recursos, devendo alocé-los através de seus links, mas os jogadores sao homogé-
neos. Algumas das questdes principais de tais trabalhos € a andlise sobre a formacao de
redes: quais redes surgem? quais redes se mantém? Essas questdes estdo diretamente
relacionadas a andlise de quais redes sao eficientes e quais redes sdo estaveis.

Bloch e Dutta [10] apresentam resultados sobre algumas estruturas de rede que sob
algumas condic¢des sdo as redes que sao eficientes e estdveis. Tal trabalho baseia-se em
relacdes estabelecidas quando um individuo (ou componente) faz um investimento de um
determinado recurso. As relacdes assim formadas determinam uma rede de ligacdes. Es-
tabelecendo que para cada rede existe um grafo que a represente e definindo o que seriam
grafos eficientes e grafos estdveis, sdo definidos conceitos importantes para a analise dos
grafos como o de forca da ligacdo e confiabilidade. E importante ter um critério que diga
0 quanto um caminho entre um né e outro do grafo € confidvel e que esta confiabilidade
dependa de alguma forma da forc¢a das ligacdes. Baseando-se em tais defini¢des, o artigo

citado afirma que dadas algumas restricdes, a estrel por exemplo, € a Unica estrutura

IA estrela é um grafo no qual um nd, chamado de n6 central, estd ligado a todos os outros, chamados

periféricos, e os periféricos estdo ligados apenas ao né central.
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eficiente. Neste trabalho, revisamos alguns resultados deste artigo e apresentamos alguns

resultados sobre as redes eficientes e estaveis.

5.2 O Modelo

Um dos objetivos nos estudos sobre redes € entender como elas se formam. O modelo
apresentado por Bloch e Dutta [10] analisa como a rede se forma quando jogadores podem
escolher como investir em determinada relagdo.

Eles analisam redes de comunica¢do. Segundo [10], redes de comunicagdo sao redes
nas quais os agentes recebem beneficios positivos por conta dos individuos a quem estao
conectados com os beneficios decrescendo a medida que a distancia entre dois agentes
aumenta. Tais redes podem ser formais como a internet ou informais como uma rede de
de relacionamentos sociais. Em ambos os casos, ¢ comum observar que liga¢des diferen-
tes podem ter qualidade diferente e que agntes podem escolher quanto investir em cada
ligacao.

Neste trabalho, supde-se entdo que cada um dos jogadores envolvidos tem um recurso
para investir e que eles alocam esse recurso em diferentes interagdes com outros jogado-
res. Analisando um grupo de individuos ligados entre si formando uma rede, é razoavel
considerar que os mesmos obtenham algum tipo de beneficio das relacdes que estabele-
cem. Certas relacdoes podem ser benéficas para o individuo pela amizade estabelecida,
acesso a informacdes que o outro possui, ou troca de favores, por exemplo. E também ra-
zodvel supor que para estabelecer relacdes seja necessario investir nelas: para manter uma
amizade, o individuo investe parte de seu tempo dedicando-se aquele amigo especifico ou

para duas empresas criarem uma parceria, elas devem investir uma certa quantia para es-
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tabelecer e manter a ligagdo. Além disso, uma relacdo pode ser mais forte que outra,
dependendo de alguma forma dos investimentos dos individuos envolvidos. Por exemplo,
amizades nas quais os individuos investem mais recurso tendem a ser mais relevantes, ja
que os individuos passam a se conhecer mais e fortalecer as afinidades.

Seja entdo N = {1,2,...,n} um conjunto de individuos. Cada um dos n individuos
tem uma quantidade X > 0 de recurso, que pode ser tempo, dinheiro, ou outra quantidade
necessdria para estabelecer a ligacdo. Cada individuo distribui entdo seus recursos entre
alguns individuos da populagdo.

Considere xlj a quantidade de recurso que o individuo i destina a relagdo com o in-
dividuo j. Entdo, define-se a forga da relacdo entre i e j, s;;, como sendo uma fungdo

simétrica e aditivamente separavel [*|de x/ e x;, de forma que:
— d(x/ i
sij=¢(x;) + o (x}),

em que ¢(.) é uma fungdo ndo-decrescente e convexa. Além disso, supde-se ¢(0) =0e
¢(X) < 1/2 de modo que s;; € [0,1].

A defini¢do da forca das ligacdes como uma fun¢do aditivamente separavel implica
que a decisdo do jogador sobre a alocac¢do dos recursos nas ligagcdes diretas € independente
de quanto os seus vizinhos decidem investir nas ligacdes diretas com ele. No entanto, a
estratégia de um jogador depende da estratégia de seus vizinhos. Jogadores também ob-
tém beneficios das ligacdes indiretas, entdo ao decidir se vai alocar mais em uma ligacao
direta do que em outra, ele deve levar em consideragdo as estratégias dos outros jogado-
res para analisar quais as consequéncias que sua escolha trard nos beneficios obtidos das
ligacdes indiretas. A condicdo de ¢ ser convexa € justificada em [10] por considerarem

a mais indicada quando se trata de ligacOes que envolvam comunica¢do. No nosso traba-

20 termo aditivamente separdvel refere-se ao fato da fungdo que representa a forga ser uma adigdo onde

cada parcela depende de apenas um dos investimentos.
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lho, nés consideraremos também o caso ¢ concava. Por fim, sem perda de generalidade,
assume-se uma normaliza¢cao de forma que a for¢a de uma ligagao esteja entre zero e um.

Dois individuos nessa rede estdo ligados se a for¢a da ligacdo direta entre eles € po-
sitiva, isto €, se um deles investe algo na relacdo. Dada uma estratégia de alocacio de
recursos de cada agente na rede, um grafo g(X) com pesos é formado onde os pesos sdo
as forgas das ligagdes. Entdo, se s;; > 0, (7, j) é um arco de g(X), o que é denotado por
ij € g(X).

Dois individuos i e j nesse grafo estdo conectados se existe um caminho entre eles,

O=4i,...,im,...,i" = jtal que "+ € g(X) para todo

isto €, se hd uma sequéncia i
m € {0,...,M — 1}. Considerando entdo dois individuos conectados, i e j, pode-se dizer
que o beneficio obtido por i dessa relagdo depende do quanto esta assegurado o acesso de
i as informacdes que j possui, o que é chamado de confiabilidade da ligagdo. E razodvel
supor que a confiabilidade de uma ligacao dependa de alguma forma das forcas das liga-
coes. Porém, existem diferentes formas de definir essa relagdo. Para Bloch e Dutta [[10],
a interpretacdo mais natural é que a forca de uma ligacdo seja um indicio da qualidade da
transmissao, de forma que mensagens ou informagdes sdo enviadas com mais qualidade
ou sem distor¢des se as ligacdes sao mais fortes. Uma das defini¢cdes entdo para a confia-
bilidade de um caminho € o produto das forcas das liga¢des daquele caminho. Isto é, para

qualquer caminho p(i, j) = (i,i',...,i¥~1, j), é definido que

r(p(l,])) =S8l Sim—1jm .. .SiMflj.

Por outro lado, em redes de comunicacao fisica, como a internet, a comunicagdo
depende do gargalo da rede, de forma que pode ser util definir a confiabilidade de um

caminho como a for¢a da ligacdo mais fraca no caminho, isto é, se ip =i, ¥ = j e
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p(i,j) = (l'(),l'l,l'2 ... ,iM), entio

#p(i,j) = minke{O,1.,...7M—1}Siki’<+1'

Como agentes escolhem para seu uso os caminhos com maior confiabilidade, os be-

neficios de uma conex@o com o individuo j, para o individuo i/ podem ser definidos como:

R(p(i,])) = maxy jyep(i,jyr(P(i, J)),
ou
R(p(i, ) = max,; jep(, ;T (p(i, 7)),
em que P(i, j) é o conjunto de todos os caminhos entre i e j. A partir de tais defini¢des,

deseja-se entdo analisar a formacdo de redes em tais cendrios. Entdo, Bloch e Dutta,

definem a utilidade de um agente e o valor do grafo com pesos como a seguir.
Definicao 5.2.1: A utilidade que um agente i obtém de um grafo com peso g € dada por

Ui(g) = Y R(i, ),
JFi

se a confiabilidade é a minima for¢a do caminho, ou,

Ui(g) = Y R(i. }),
i

se a confiabilidade € considerada como o produto das for¢as do caminho.

Definicao 5.2.2: O valor total de um grafo é dado por

V(g) =) Ui(s)-
i
Definiciio 5.2.3: Um grafo com pesos g(X) é eficiente se V(g) > V(g') para todo g (X).

Dado um vetor de investimentos x, representando os investimentos de todos os indivi-
/ . . . ., . .
duos, o vetor (X_;,x;) representa os investimentos quando o individuo i desvia de x; para
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/ / . . .

x;. Da mesma forma, (X_; j,x; j) denota o vetor onde ambos i e j desviam de x e passam
. . / !

a investir (x;,x;).

Definicdo 5.2.4: Um grafo g(x) é Nash estavel se ndo existir individuo i e x; tal que

Ui(g(x—i,x})) > Ui(g(x)).

Um grafo Nash estavel € entdo aquele no qual nenhum individuo i pode aumentar sua
utilidade por uma mudanca unilateral de estratégia. J4 em um grafo fortemente estavel
par a par, nenhum par de individuos tem interesse em combinar um desvio, ja que nenhum
par consegue aumentar a utilidade de ambos comparado ao grafo fortemente estavel par a

par, como mostra a definicao a seguir.

Definicao 5.2.5: Um grafo g(x) é fortemente estdvel par a par se é Nash estdvel e ndo
existe um par de individuos (i, j) e desvio conjunto (x;-,x,j) tal que

/

Uk(g(xfi,jvxi,j>> > Uk(g<X)),
parak =1, ].

Existem alguns grafos cuja estrutura é diferenciada e que devido a isso recebem no-
mes especiais como o grafo “estrela”, j& mencionado anteriormente e que formalmente
é aquele no qual existe algum i no conjunto de individuos tal que g = {ik|k € N,k # i}.
O individuo i seria o n6 central. H4 um interesse entdo em investigar quais estruturas
de grafos seriam eficientes ou estaveis. Alguma dessas estruturas com tais caracteristicas

teriam alguma particularidade?

5.2.1 Eficiéncia e Estabilidade

Em Bloch e Dutta [[10]], alguns resultados sdo apresentados sobre o que caracteriza
conjuntos de redes estdveis e eficientes para os modelos de investimento considerados.
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N6s estamos particularmente interessados no resultado a seguir que generaliza um resul-
tado de Bala e Goyal [38] para redes sem peso. Em tal resultado, Block e Dutta [10]

consideram a confiabilidade de um caminho como o produto das forcas.

Teorema 5.2.6 (Bloch e Dutta [10]). Suponha que ¢ é uma fungao separdvel e convexa
de investimentos. Entao, a tinica rede eficiente € a estrela. Mais ainda, se ¢ € linear, entao
a unica rede eficiente € a estrela simétrica na qual o n6 central investe uma quantia igual

em cada uma de suas ligagées com 0s nos peritéricos.

Na prova sobre eficiéncia, a idéia é reduzir o nimero de ligagdes para formar uma
estrela, mostrando que os beneficios aumentam. Porém, a estrela assim formada, segundo
Bloch e Dutta [10], pode ndo ser factivel, pois pode envolver construgdes nas quais o né
central invista mais do que o recurso X disponivel a ele para investimentos.

A prova € dividida em duas partes. A idéia, de fato, € construir uma estrela S a partir de
qualquer dado componente & com m agentes dado, tendo entdo um total de investimentos
mX. A forma como § € construida tem como objetivo relacionar as forcas de suas ligagdes
as forcas das ligacdes de 4, de modo que uma comparacdo entre os beneficios de cada uma
seja possivel de maneira relativamente simples. S € construida para ter maior valor que 4,
quando & ndo € estrela. Entdo, se g contém mais que um componente, eles constroem uma
estrela que tem maior valor que a soma dos valores das estrelas construidas no primeiro
passo da prova. N6s primeiramente observamos que o Teorema [5.2.6] ndo € vélido se ¢
for identicamente igual a zero, mesmo tal ¢ satisfazendo as condi¢des do Teorema. Logo,
para que este teorema possa ser valido, deve-se excluir esta possibilidade para ¢.

Vamos agora descrever a construcdo da estrela S, segundo Bloch e Dutta. Seja h
um certo componente com m nds, € z; a i-ésima maior forca de ligacdo em h, para
i=1,2,...,K. Como h pode ter mais ligacdes diretas que S, é definido que um agente
de h € escolhido aleatoriamente para ser o central (agente chamado de m) e que as suas
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ligacdes com os agentes de 1 até m — 2 serdo uma reproducdo das primeiras m — 2 maiores
forgas de h, isto €, reproduzirdo as forcas das m — 2 ligagdes mais fortes do componente
h. A ultima ligacdo com o agente denotado por m — 1 terd a mesma forca que a soma
das forcas das ligacdes restantes em h. Isto €, sendo as for¢as dos componentes A, zj,
22,.. 2K, tais que z; € a i-ésima maior forga, reproduz-se as forgas z1, 22,.. "ZkK:mfl Zk-
Formalmente, Bloch e Dutta propdem obter isso definindo os investimentos de cada joga-

dor na estrela S da seguinte forma:

A =min{¢~"(z),X} %, =9 (@) = i=1,...,m =2

K K
x’n{:fl :min{(])_l( Z Zk),X},x%_] :¢_1( Z Zk)—x$,1
k=m—1 k=m—1

Para Bloch e Dutta, S construida dessa forma satisfaz as seguintes propriedades: (1) S
tem os mesmos beneficios diretos de /4, (2) S tem beneficios indiretos maiores que £, se h
ndo e estrela, (3) S € factivel, se todos 0s nos periféricos investem todos seus recursos no

né central. O exemplo a seguir mostra que (1) pode ser falsa.

Exemplo 5.2.7. Considere N = {1,2,3}, X =1/2, ¢(x) =x%, x3 = 1/2,x} = 1/4, 3 =

1/4,x} =1/4 ex3 = 1/4. Neste caso, temos z; = 5/16,20 =2/16 ez3 = 1/16. Ao usar a

construgdo de S proposta por Bloch e Dutta [10], temos que x3 = min{/5/16,1/2} =1/2
1

ex; =+/5/16—1/2, mas neste caso a for¢a da ligagdo entre 1 e 3 ndo é igual az; =5/16,

como deveria ser de acordo com a construg¢ao pretendida.
De fato, analisando essas for¢as temos que
=00 +¢(x,) <

O(x) =z — (") &
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Entdo, se fizermos

x= 0 Nz — o)) (5.1)

K
=971 Y z—o@_))), (5.2)
k=m—1

teremos que as forgas de S serdo z1, z2,.. "ZkK:mfl Zk, conforme pretendido por Bloch e
Dutta. Entdo, considerando estas novas defini¢es apresentadas acima, tornamos (1) ver-
dadeira. A prova de que (2) é verdadeira continua a mesma contida em Bloch e Dutta [[10],
mas a prova de (3), fundamental para os outros resultados de Bloch e Dutta nao € vélida
pois usa a defini¢do incorreta dos investimentos de S. De fato utilizando a defini¢dao
correta, conforme as Equagdes [5.1] e [5.2] ndo conseguimos nem corrigir a prova da Pro-
priedade (3), nem encontrar um contra-exemplo para tal propriedade. Assim, provar o
teorema, ou encontrar um contra-exemplo para o mesmo, ¢ um problema em aberto. A
mesma construcao da estrela, corrigida por nés, foi suada por Block e Dutta [[10] para pro-
var outros resultados, considerando a confiabilidade como a minima for¢a do caminho.
Entdo, a seguir, fornecemos resultados alternativos e complementares aos apresentados

por eles em [10] que ndo dependem da validade da Propriedade (3).

5.3 Resultados

Nos resultados apresentados nesta sec¢do, estamos sempre considerando a confiabili-
dade entre dois n6s como sendo igual a menor for¢ca no caminho entre eles. A prova
detalhada de cada resultado estd no Apéndice, mas nesta se¢do damos uma idéia resu-
mida de cada uma.
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5.3.1 Estabilidade e Eficiéncia

Como dito anteriormente, alguns resultados de Bloch e Dutta [[10] dependem da prova
da Propriedade (3) que precisa ser revista. Nosso primeiro resultado nesta se¢do € apre-
sentar uma prova formal acerca da eficiéncia e estabilidade de redes lineares descrita no

artigo de Bloch e Dutta.

5.3.1.1 O Caso ¢ Linear

Um caso mais fécil de tratar é quando ¢ é uma funcdo linear. Bloch e Dutta [10]
afirmam que, nesse caso, a rede eficiente nao € unica e que todas elas sdo equivalentes a
uma arvore com ligacdoes de mesma forca. Vale observar que no caso da confiabilidade
tratada como o minimo, qualquer rede eficiente ou estdvel ndo possui ciclo, ou seja, ¢ uma
arvore. Isto € facil de ser observado, a medida que em uma rede que contém um ciclo, os
investidores da ligacdo de menor forca estdo sempre em situagdo melhor se retirarem seu
investimento de tal ligacdo mais fraca e investirem em alguma(s) das outras relacdes. Por
1850, nesse cendrio estaremos considerando sempre drvores. O resultado a seguir mostra
que dada qualquer arvore € possivel obter a partir dela uma drvore onde todas as forgas das
ligacdes sdo iguais e que tal arvore € eficiente e ainda Nash estavel, sem usar a constru¢ao

de uma estrela.

Teorema 5.3.1. Se todos as ligagoes de uma drvore tiverem a mesma forga e ¢ (x) = x tal

rede € eficiente e Nash estdvel.

A idéia € que dada qualquer outra drvore A, para obter a drvore de liga¢des de mesma

forga, basta que os agentes usem o seguinte algoritmo:

* Os agentes nos nds terminais apostam todo seu recurso nas ligacdes nas quais estao
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envolvidos.

* Um jogador i em uma ligagdo com um jogador j, investe %X , sendo k o numero

de jogadores aos quais estd conectado através do ligacdo i, incluindo o jogador j.

Dessa forma, todos os liga¢cdes terdo forca

k m—k m

m—1 m—1 m—1

E ficil ver que tal drvore é Nash estdvel se observarmos que nenhum individuo de tal
arvore pode melhorar seu beneficio recebido sozinho. Considerando que todos os indivi-
duos na arvore procederam como no algoritmo mencionado e portanto todas as forcas das
ligacdes sdo iguais, entdo se um individuo decide se desviar de tal algoritmo e mudar seu
investimento, ele estard necessariamente tirando de uma ligacdo e investindo em outra. A
primeira serd a ligacao de menor for¢a na rede e a segunda serd a maior. Como o benefi-
cio se baseia na maior confiabilidade que por sua vez é definida pela menor forca de um
caminho, entdo o individuo ganha em uma ligacdo, na qual ele investiu a mais, mas perde
em todos os caminhos que envolvem a ligacao de onde ele tirou investimento.

Quanto a eficiéncia, a prova consiste na comparagao dos beneficios diretos e indiretos
de uma 4arvore qualquer dada com m nds e a arvore de ligacdes de mesma forga obtida
através do algoritmo mencionado anteriormente. No caso dos beneficios diretos € facil
ver que em qualquer drvore e para ¢ (x) = x, os beneficios diretos sdo no maximo 2mX.
Entdo, a andlise recai sobre os beneficios indiretos. Na prova nés comparamos 0 maximo
de beneficios indiretos que qualquer arvore pode ter aos beneficios indiretos da drvore de
ligacOes de mesma forga e constatamos que o total de beneficios indiretos da arvore de
ligagdes de mesma forca € pelo menos tdo bom quanto o maximo de indiretos de qualquer

outra.
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5.3.1.2 O Caso ¢ Nao-Linear

Para outros casos, as andlises tornam-se mais trabalhosas ja que ndo existe uma ex-
pressdo geral para os beneficios que permitam uma comparagdo entre os beneficios, como
foi feito no caso linear. A prépria estrutura da arvore e o proprio ¢ podem ter caracteris-
ticas que afetardo os beneficios consideravelmente.

No caso de um unico componente com 3 elementos, a tnica estrutura possivel de
arvore € a estrela. No caso m = 4, as unicas arvores possiveis s@o o grafo estrela ou o
grafo linha, isto €, o grafo onde o n6 1 estd ligado ao né 2, 0 2 ao 3 e este ao 4. Entdo, esse
caso € interessante para compararmos qual dessas duas estruturas seria mais eficiente.

Ao analisar o caso m = 4, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 5.3.2. Seja ¢ (x) uma fungdo convexa e seja g(a,x) = a(x/a) sua perspectiva.
Em qualquer componente com 4 nés, se g(a,x) for crescente em a, entdo a unica rede

eficiente € a estrela simétrica com beneficio de 12¢ (X) + 12¢(X/3).

Analisando as forcas das trés ligacdes e todas as comparacdes possiveis entre elas,
obtemos algumas expressdes para os beneficios recebidos em cada caso. Ao maximi-
zar essas expressoes, observamos que seus miximos s6 podiam ocorrer nas fronteiras
de determinados conjuntos do plano, pelo fato de ¢(x) ser convexa. Tais casos entdo
resultaram em trés beneficios: 14¢(X), 12¢(X) + 6¢(X/2) e 12¢(X) + 12¢(y*), com
0(y") < ¢(X/3). Fazendo o mesmo procedimento com a estrela de 4 nds, obtemos
também como melhores beneficios 14¢(X), 12¢(X) +6¢(X/2) e 12¢(X) + 12¢(X/3).
Logo, se a perspectiva de ¢ (x) for uma funcgdo crescente, a tnica rede eficiente ¢ a estrela
com beneficios 12¢ (X) + 12¢(X/3).

A andlise na mesma perspectiva de um componente com m individuos torna-se invid-

vel pela quantidade de varidveis, o que aumentaria muito os casos a serem comparados.
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Porém, um resultado pode ser obtido analisando apenas a estrela. Considerando duas ca-
racteristicas diferentes para ¢ (x), provamos que dentre as estrelas ndo hd nenhuma que
ultrapasse os beneficios da estrela simétrica, isto €, da estrela onde os nés terminais in-

vestem todo seu recurso no nd central e o central divide seus recursos igualmente.

Teorema 5.3.3. Nenhuma estrela tem beneficio maior do que o da estrela simétrica, isto
é, a estrela na qual o no central divide igualmente seus recursos entre todos 0s nos e os

nos periféricos investem todo seu recurso no no central, se

(a) ¢(x) é concava.

(b) ¢(x) é convexa e sua perspectiva g(a,x) = ad(x/a) é crescente em a.

Considerando ¢(x) uma fungdo cdncava, supde-se que ha dois nés periféricos nos
quais os investimentos do n6 central neles sejam diferentes. Conseguimos entdo mostrar
que se o no central resolver investir em cada um a média do que investia antes nos mes-
mos, o valor do grafo assim obtido € pelo menos tdo bom quanto o grafo anterior. Ento,
sempre que o nd central igualar investimentos desiguais em dois nés, o valor do grafo
¢ pelo menos tdo bom quanto antes e dai, o unico grafo eficiente é aquele onde ndao ha
investimentos desiguais por parte do n6 central.

Considerando ¢ (x) uma fungio convexa, escrevendo os beneficios da estrela, vemos
que a soma dos beneficios € uma func¢do que s6 possui minimos locais, considerando os in-
vestimentos do né central nos periféricos como varidveis. Portanto, os maximos da funcao
acontecem em pontos de fronteira de determinado conjuntos do espaco considerado. As-
sim, prova-se que os melhores beneficios serdo da forma: m(m—1)¢(X)+2¢(X), m(m—
Do(X)+6¢(X/2), m(m—1)9(X) +12¢(X/3) , ..., m(m—1)¢(X) +k(k—1)o (X /(k—

1),...mm—1)¢(X)+m(m—1)¢(X/(m—1)), correspondendo o dltimo caso a estrela
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simétrica. Como a perspectiva de ¢ (x), g(a,x) = a(x/a) é crescente em a, entdo temos

que o dltimo beneficio é o maior.

5.4 Conclusao e Trabalhos Futuros

Nesse trabalho, nds analisamos a formacao de redes de comunicagdo quando os joga-
dores decidem como investir em cada uma de suas relagdes, revisando o artigo de Bloch
e Dutta [[10]]. N6s consideramos que os individuos t€ém um certo recurso fixo para investir
e que eles podem distribuir esses recursos através das ligacdes. Supusemos ainda que a
forca das ligacOes € uma funcdo dos investimentos dos jogadores e que o beneficio de um
caminho € baseado na confiabilidade dele, e esta por sua vez pode ser definida de diversas
formas. Aqui, n6s consideramos a confiabilidade baseada na ligagao de menor forca do
caminho. Baseando-se nessas defini¢Oes, estudamos as estruturas quanto a sua estabili-
dade e eficiéncia, revisando os resultados da literatura e acrescentando outros resultados.
Também apontamos a necessidade de revisao de um resultado de Bloch e Dutta [10]], fun-
damental para seus outros resultados e apresentamos novos resultados que caracterizam
o conjunto de redes eficientes e/ou estdveis. Os resultados obtidos mostram que a melhor
alternativa em termos de beneficio geral para a rede (no caso de (¢(x) = x) é os indi-
viduos estarem conectados de tal forma que as forcas de ligacdo sejam as mesmas. O
mesmo acontece na rede de quatro elementos. Desenvolver esses resultados para redes
com mais componentes é¢ um desafio para trabalhos futuros.

Como trabalho futuro, € necessdrio ou corrigir a prova ou apresentar um contra-
exemplo para o Teorema [5.2.6] de Bloch e Dutta [10]. Além disso, pode-se estudar al-

gumas outras situagdes em termos da defini¢do da forca das ligacOes e/ou confiabilidade.
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Por exemplo, na definicdo original de forca das ligagdes, se um individuo investir algo
na ligacdo, esta ja tem forca. Porém, € razodvel considerar que existem ligacdes que

precisam do consentimento e investimento de ambas as partes para existirem.
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APENDICE A

Provas

Teorema [5.3.11

Prova: Sobre a estabilidade, suponha que um jogador i queira desviar desse algoritmo e
retire € do seu investimento na ligagdo com j. Ele ndo tem interesse em investir em um nd
que ndo seja seu vizinho, visto que como ja dito, considerando a confiabilidade o minimo,
¢ desvantajoso para ele estar em um ciclo. Entdo, suponha que ele divida tal recurso
com alguns de seus vizinhos. Dessa forma, o jogador i perde € em todos os caminhos
que envolvam a ligacdo ij, ja que essa se torna a ligacdo com menor for¢a em toda rede.
Por outro lado, i ganha um total de € somando todas as forcas das relacdes diretas onde
investiu a mais, ja que relacdes indiretas envolverdo outros ligacdes da rede e estes tem
menor for¢a do que os que ele investiu a mais. Entao, ndo existe interesse em i de desviar,
pois ndo existe rede na qual ele obtenha maior beneficio. Assim, a arvore com ligagdes
de mesma for¢a é Nash estdvel.

Quanto a eficiéncia, como na drvore de ligacdes de mesma forca todas sdo iguais a
X e hd m— 1 ligagdes, o valor total dos beneficios diretos € 2mX, sendo ¢ (x) = x. O
total de recursos que os agentes dispdem para investir € mX, logo, o maximo beneficio di-
reto possivel é 2mX. Ja o total dos beneficios indiretos é m(m —2)X, o que pode ser visto

considerando que ha (’;) — (m—1) ligagdes indiretas e como todas as ligagdes tém mesma

m_

forga, a minima for¢a em qualquer caminho serd sempre a mesma, =5

X. Logo, o benefi-

_m_

cio de qualquer ligag@o indireta também serd sempre 0 mesmo, -

X, para cada jogador
envolvido. No caso de uma arvore qualquer A, considere uma ordenacao, 71,22, ..., Zm—1,

de seus ligagdes pela forca, de modo que z; € a i-€sima ligacao mais forte. Ha pelo menos
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m — 2 caminhos que contém z,,_1, onde o minimo ocorre quando z,,—1 € uma ligacao ter-
minal. De forma semelhante, hd pelo menos m — 3 caminhos que contém o ligacdo z,,_»

e assim por diante. Logo, o maximo beneficio indireto que uma rede pode ter é

Basta entdo provar que os beneficios indiretos da arvore com ligagdes de mesma forca
¢ pelo menos tdo bom quanto o valor maximo que os beneficios indiretos podem ter em
qualquer outra arvore.

O ultimo somatoério pode ser reescrito da seguinte maneira:

m—1 m—1
Y 2z i(m—t—1)=2(m—1) Y 2ur—2Y tzm
t=1 =1

Como Zf”:_ll Zm—r = mX, entdo o somatério é igual a 2(m — 1)mX — 22;”:_11 tZm—s. As-

sim queremos provar que m(m—2)X > 2(m — 1)mX — 22;":_11 tZm—1,, O que equivale a

provar que:
m—1 2
Note que
m—1 t m—1m—1

lem I—ZZZm z—z ZZm —t5

t=1 k=

e que o ultimo somatdrio duplo pode ser reescrito como

mX +mX — 1 +mX — (zm—1+2m—2)+ - +mX — (Zn—1+2m-—2+...+22),

ja que o somatério de todas as forcas é mX.
Logo,
Z tZm—y = (m—1)mX —(m—2)zm—1— (m—3)zm—0—...— 22.
=1

A ultima soma pode ser reescrita, somando e subtraindo z;, obtendo:

Z tZmy =(m—1)mX —mX —(m—3)zp—1—(m—V)zp0—...—23+21.

t=1

151



Para continuar retirando mX, soma-se e subtrai-se entdo z; + z2 € assim por diante, de

forma que:

m—1
tZmy =(m—k—1)mX —(m— (k+2))zm—1—(m—(k+3))zm—2—...— k2 +
1

=

kzi 4 (k—1)z2 4 ... + 7.
L 2
Queremos provar que a soma acima € maior que “-X. Vamos separar em passos:

1. Podemos requerer que (m —k— 1) > m/2, o que nos dd a seguinte restri¢do sobre
k:

m
k< ——1
-2

2. Os termos restantes da soma dividem-se em (m —k — 2) termos negativos e em
modulo menores que os k termos positivos. Podemos requerer que k seja maior que

(m—k—2), o que nos d4 a restri¢do

m
k>——1
2

Se m é par, basta tomar k = m/2 — 1, que entdo teremos provado que o somatdrio é
maior que m?/2X.

Se m € impar, da primeira restricao, obtemos

e entdo temos que o somatdrio acima pode ser escrito como

m—1 2
m-X m—1 m—73
Z 1Zm—t = T—*—O’SMX_( )mel _( ) )meZ_ -
=1
m—23 m—>5
Z%i+( 5 )21+ ( 5 kr+~1%§,

e ainda podemos escrevé-lo como

m—1 2
X —1
thm—t:m_'i‘oasmx_(m )mel'i‘
= 2 2
m—3 m—>5
[( 5 )21 —zm—2) +( 3 (22 =2m-3) + o+ (2ms = Zugr )]



Note que o termo entre colchetes € ndo negativo, pois as forgas positivas em cada pa-
rénteses sdo sempre maiores ou iguais que a forca negativa. Como z,,—1 € a menor forca
da arvore e o maior valor que ela pode ter € quando os links tém mesma forca ( e nesse
caso todos os links tém forca n’:‘—fl), entdo = 0.5mX > z,,_1 e portanto, Z:”;ll tZm—t > ’”ZTX,

como queriamos demonstrar. il

Teorema [5.3.2]

Prova: Em um componente com 4 nds, as unicas arvores possiveis sao a linha e a estrela.
A prova consiste em comparar a linha que tem maior beneficio com a estrela de maior
beneficio. Para analisar os beneficios de cada estrutura, precisamos analisar todas as or-
denagdes possiveis entre a forca das ligagdes em uma linha como na Figural|A.1|, ja que é
a menor delas que determina o beneficio de um caminho. No caso da linha, excluindo os

casos simétricos, temos que as possiveis ordenacgdes sao:
1. s12 <523 < 534,
2. 512 < 534 < 523,

3. 523 <512 < 534.

X Y1 X=—y1 X—Y2 Y2 X
_ < > < > —
[ @ L @
1 2 3 4

Figura A.1 Linha
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Para cada uma dessas ordenacgdes, hd uma fun¢do de beneficios correspondentes, no

caso,

g1(y1,y2) =80 (X) +60(y1) +40(X —y1) +40(X —y2) +20(y2)
g2(y1,y2) = 10¢(X) + 60 (y1) +2¢ (X —y1) +20(X —y2) +40(y2)

23(y1,y2) =40 (X) +20(y1) +80(X —y1) +80(X —y2) +20(y2),

onde y; e y> sdo os investimento do né 2 no né 1 e do né 3 no nd 4, respectivamente,
como mostra a Figura A idéia é entdo maximizar cada uma dessas funcdes em y
e y2 . Ao aplicarmos o teste da segunda derivada, percebemos que pela convexidade
de ¢(X), as fungdes na verdade t¢ém um minimo local, entdo seus maximos ocorrem nas
fronteiras das regides do plano delimitadas pelas restricdes do problema e das ordenagdes.
Na primeira ordenag@o, por exemplo, temos que ¢(X)+ ¢ (y1) < P(X —y1)+ (X —y2) <

O(X)+ ¢(y2) e entdo existem 3 extremidades possiveis:

* A primeira ocorre quando a ultima forga é a maior possivel e para isto, y, = X), o

que junto com a primeira desigualdade implica y; = 0.

* A segunda ocorre quando fazemos a primeira forga da linha, (s7), ser a menor pos-
sivel, o que ocorre quando y; = 0. Isto junto com a segunda desigualdade implica

que existe uma extremidade onde y, = X /2.

* A dltima ocorre quando as trés forcas sdo iguais, dai 2¢(X —y) = ¢(X) + ¢ ().
O y para o qual essas duas fungdes sdo iguais, y*, é tal que y* < X /3. Isto pode
ser visto dado que 2¢ (X —y) é decrescente em y e ¢(X) + @(y) é crescente em
y. Quando y = 0, a primeira é 2¢(X) e é maior que a segunda, ¢(X). Porém,
pela convexidade de ¢(X) que garante ¢(X)+ ¢(X/3) > 2¢(2X/3), vemos que

para y = X /3, a desigualdade entre as duas se inverte e ¢(X) + ¢(y) passa a ser
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maior que 2¢ (X —y). Logo, deve haver um y*, onde os graficos dessas funcdes se

interceptam e este y* é menor que X /3.

Entdo, os beneficios correspondentes a estas extremidades sdo, respectivamente, iguais a
149(X), 120(X)+6¢(X/2) e 12¢(X) + 12¢(y*), com y* < X /3. As outras duas ordena-
cdes nos dao beneficios menores ou iguais a esses nas extremidades.

Analogamente, no caso da estrela os melhores beneficios sao 14¢(X), 12¢(X) +
60(X/2) e 12¢(X)+ 12¢(X/3), sendo este tltimo caso o extremo correspondente a es-
trela simétrica, na qual os periféricos investem X e o central reparte de forma igual seus
recursos entre os periféricos. Logo, sendo a perspectiva de ¢ (x), uma fungdo g(a,x) =

a¢(x/a) crescente em a, a Unica estrutura eficiente é a estrela simétrica. i

Teorema 5.3.3]

Prova: Vamos provar primeiro a parte (a). Considere entio a estrela onde m € o jogador
central. Suponha que m investe de maneira diferente em dois jogadores i e j, isto €,
sem perda de generalidade, considere x/, > x%. O valor do grafo assumindo que os nds

periféricos investem tudo é dado por

m—1
V=2 Y (0(X)+9(x,)) +20(X)+2¢(x,) +26(X) +20(x)) +

k—lk;«éi,j
m—1 )
T (min(@(d). 0 +000)+2 T (min(0(sh). 6 (xh) +9(X) +
k=1,k l,]l 1,1£k,i,j k=1,k#i,j
2 Z min(9 (x,),  (¥4,)) + 9 (X)) +2(¢(X) + ¢ (x},)),
k=1,k#i,j

onde as primeiras parcelas representam os beneficios das ligacOes diretas entre o peri-
férico e outros nés que ndo i e j, a ligacdo direta entre m e i e entre m e j. As outras
representam os beneficios das ligacdes indiretas.

Supondo que o agente m resolva investir (x!, —i—x,];l) /2 transferindo recursos entre eles

e mantendo os mesmos investimentos nos outros nds. O valor do novo grafo assim obtido
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(€D

m—1 i J
vi=2 ¥ <¢<X>+¢<xfn>>+4¢<x>+4¢(x—mgx’")+
k=1k#i,j

m—1 m—1

(min(¢ (), ¢ (x5,)) + 9 (X)) +

k—l,k;éi,jl—l 1£k,i,j

gl x +x,]1'1 x +x{},
4 Z min(9(x;,), (=5=)) + 0 (X)) +2(0(X) + 9 ().
k=1,k#i,j

Considere os seguintes conjuntos:

N4:{k:x§12xfn}.
J

Eles representam todas as comparacdes possiveis entre os valores de x s Xpps Xm €

(x, —|—x{;1) /2. Assuma que i e j sejam escolhidos de tal forma que N, = N3 = (. Entdo:
VoV =290+ 90h) ~20 () ) 4
22 +¢XJ) 2¢(M) +
keN. 2
4

; X x{.,,
2 <¢<xzn> —¢<%>> .

z A ~ ! .
Como ¢(x) é cdncava, temos entdo que V —V < 0. Logo, em uma estrela eficiente o
no6 central ndo pode fazer investimento desiguais nos nds periféricos. Portanto, a estrela

simétrica € eficiente. I

Para a parte (b), note que considerando sem perda de generalidade que os periféricos

investem tudo, i.e, investem X no central e que o central investe y; <y, < ... <y,_1 nos
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periféricos, o valor do grafo "estrela"pode ser dado por:

V=2(m=1)¢(X)+2[¢(y1) + O (2) +---+9m-1)] +2(m=2)[¢(X) +¢(y1)] +

2(m=3)[¢(X)+ o)+ +2[(X) + 0 (ym—2)],

que pode ser reescrito como:

m—1
V=m(m-1)¢(X)+2 ; (m—1)9(y1).

Observe que a matriz Hessiana de V em relacdo as varidveis y; € uma matriz diagonal
e, além disso, todos os elementos desta diagonal sdo positivos pois envolvem constan-
tes positivas que multiplicam segundas derivadas de ¢, que sdo positivas pois ¢ € con-
vexa. Desta forma, todos os pontos criticos sdo minimos locais € os mdximos s6 podem
ocorrer em pontos de fronteiras das regides para yi,y2,...,V,—1. Tais pontos de fron-
teira podem ser obtidos fazendo y; = 0,2 = 0,...,ym—2 = ym—1 = X/2, y1 =0,yp =
0,....¥m3=Ym2=Ym1=X/3at€ yr =y2=,....,m1=Ym2=X/(m—1). As-
sim, os maiores beneficios serdo da forma: m(m—1)¢(X) +2¢(X), m(m—1)¢(X) +
60(X/2), m(m—1)¢(X)+12¢(X/3), ....m(m—1)¢(X) +k(k—1)p(X/(k—1)), ...,
m(m—1)¢(X)+m(m—1)¢(X/(m—1)), correspondendo o tltimo caso a estrela simé-
trica. Como a perspectiva de ¢ (x), g(a,X) = a@(X/a) é crescente em a, entdo temos que

o altimo beneficio € o maior.
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