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Resumo

Nos ultimos anos, a comunidade de processamento e andlise de sinais tem apresen-
tado contribui¢des tedricas e praticas objetivando a proposi¢ao de aproximacdes para
a transformada discreta do cosseno (DCT). A DCT tem a importancia de ser a ferra-
menta matemdtica central empregada em vérios padrdes de compressio de imagens e
video, tais como JPEG, MPEG-1, MPEG-2, H.261, H.263, H.264 e o recente HEVC.
Aproximacdes para a DCT sdo usualmente livres de multiplicacdo e podem ser imple-
mentadas em hardware com baixo custo computacional. Nesta dissertacdo € realizada
uma revisdo da literatura de aproximagdes para a DCT com os principais resultados
obtidos neste campo. Como contribui¢des originais, sdo propostas: (i) uma classe de
aproximagdes para a DCT baseada na parametrizacio da fatoracao de Feig-Winograd e
(i1) duas aproximagdes baseadas na fatoracao de Chen. Para a classe de aproximagdes
baseada na fatoragcdo de Feig-Winograd, foi considerado um problema de otimizagdo
multiobjetivo para selecionar transformadas 6timas com respeito a algumas medidas
objetivas de qualidade, tais como erro de energia, erro quadritico médio, ganho de co-
dificacdo e eficiéncia da transformada. As aproximagdes introduzidas neste trabalho
sao avaliadas no contexto de compressao de imagens e comparadas com aproximagdes
descritas na literatura. Para esta avaliacdo foram consideradas a relacdo sinal-ruido de
pico e o indice de similaridade estrutural como figuras de mérito. Dos resultados obti-
dos, conclui-se que as novas aproximacoes propostas resultam ser boas transformadas
para serem usadas no contexto de compressao de imagens em aplicacdes que requerem

baixo custo de implementagdo.

Palavras-chave: Transformada discreta do cosseno. Transformadas aproximadas.

Complexidade aritmética. Compressao de imagem.



Abstract

In recent years, the community of signal processing has been contributing to various
theoretical and practical issues in order to obtain approximations for the discrete cosine
transform (DCT). The DCT has the significance of being the central mathematical tool
used in many compression standards for images and video, such as JPEG, MPEG-1,
MPEG-2, H.261, H.263, H.264 and recenty the HEVC. DCT approximations are usu-
ally multiplierless and can be implemented in hardware with low computational cost.
In this dissertation, an extensive review of the approximate DCT literature is offered;
being the main results summarized. Among the original contributions of this work,
emphasize: (i) a new class of DCT approximations based on a parameterization of
the Feig-Winograd factorization and (ii) two approximations based on Chen’s facto-
rization. For the class of approximations based on Feig-Winograd factorization, we
considered a multi-objective optimization problem to select optimal transforms with
respect to objective measures of quality, such as energy error, mean square error, co-
ding gain, and transform efficiency. Proposed approximations were evaluated in the
framework of image compression and compared with state-of-the-art methods in terms

of peak signal-to-noise ratio and structural similarity of compressed images.

Keywords: Discrete cosine transform. Approximated transforms. Arithmetic comple-

xity. Image compression.



Sumario

1. Introducao

1.1. Motivagdoe Contexto . . . . . . . . . . v v i e
1.2. EstadodaArte. . . . ... ... .. ...
1.3. Objetivos . . . . . . o o e

1.4. Estruturado Documento . . . . . . . . . . . . ... ...

2. A Transformada Discreta do Cosseno
2.1, Introdug@o . . . . . . ..
2.2. Andlise de Componentes Principaise a KLT . . . . . ... ... ...
2.3. A DCT como uma Aproximag@doparaa KLT . . . .. ... ... ...
24. DefinicaodaDCT . . . . . .. . ... .
2.5. Algoritmos rdpidos paraaDCT . . . . . . . ... ... ... .....
3. Aproximacoes da DCT

3.1. Introduc@o . . . . . . . . ...

3.2. Métodos Aproximados para implementar aDCT . . . . . . ... ...

3.2.1.
3.2.2.
3.2.3.
3.24.
3.2.5.
3.2.6.

A Transformada de Walsh-Hadamard . . . . . .. ... ...
ASDCT . . . . . e
Aproximacio de nivel 1 de Lengwehasatite Ortega . . . . . .
Série de Aproximacdes BAS . . . . . .. ... oL
ADCT arredondada . . . ... ... .............
A DCT arredondada modificada . . . ... ... .......

11
11
12
14
15

17
17
17
20
22
27



3.2.7. Aproximagdo para RF imaging . . . . . . . . ... ... ... 39

3.3. Custo aritmético das Aproximagdes . . . . . . . . . . . . ... ... 40
. Aproximacoes Baseadas na Fatoracao de Feig-Winograd 42
4.1. Introdugdo . . . . . . . .. e 42
4.2. Fatoragdo de Feig-Winograd . . . . . ... ... ... .. ...... 43
4.3. O Subespaco de Feig-Winograd . . . . .. ... ... ........ 45
4.4. Transformadalnversa . . . . . . ... ... ... ... ........ 47
Diagrama de fluxo de sinal da transformada inversa . . . . . . 51

4.5. Aproximacdes Conhecidas . . . . . .. ... ... ... ... .... 52
4.6. Critérios de Aproximagao . . . . . . . . o v vt e i e 54
4.6.1. Complexidade Computacional . . . . .. ... ... ... .. 54
4.6.2. Ortogonalidade e Quasi-ortogonalidade . . . . ... ... .. 56
4.6.3. Estrutura e Complexidade da Transformada Inversa . . . . . . 59
4.6.4. Medidas de Proximidade . . . . ... ... ... ... ... 60
Errode energiatotal . . . . ... ... ... ... ... ... 61

Erro quadraticomédio . . . . .. ... ... oL 62

Ganho em codificagdo unificado . . . . . . ... ... ... 63

Eficiéncia da transformada . . . . . . ... ... ..o 64

4.7. Otimizagdo sobre o Subespago de Feig-Winograd . . . . . .. .. .. 64
4.7.1. Otimizagdo Multicritério . . . . . . . . ... ... ... ... 64

A ordem de Paretoem R? . . . . ... ... 65

Resolugdo do problema de otimizagdo . . . . . . . ... ... 65

Suporte computacional . . . . ... ... 67

4.7.2. Solucdes Eficientes e Transformadas Otimas . . . . . . . . . 67
Aproximagdes Ortonormais . . . . . . . ... ... ..... 69
Aproximacao Quasi-ortogonal . . . . ... ... 72

4.7.3. Avalia¢do das Novas Transformadas . . . . .. ... ... .. 73
4.7.4. Discussadoe Comparagao . . . . . . . . .o e 74

4.8. Compressaode Imagens . . .. .. ... ... ... ......... 78
48.1. Metodologia . . . ... .. .. ... ... 78
4.8.2. Resultadosediscuss@o . . . . .. ... ... ... .. 79

49. Conclusdo . . . . . . . oL 81



S. Aproximacoes da DCT Baseadas na Fatoracio de Chen 85

5.1. Introdug@o . . . . . . . . .. 85
5.2. Fatoracdode ChenparaaDCT . . .. ... ... ... .. ...... 86
5.3. Aproximagdes Propostas . . . . ... ... oL 88
5.4. Medida de Proximidade e Custo Computacional . . . . . . .. .. .. 92
5.5. Aplicacdes em Compressdo de Imagens . . . . . . ... ... .... 94
5.5.1. Compressao tipo JPEG e Medidasde Erro . . . . . . . .. .. 94

5.52. Resultados . . .. .. .. ... ... L. 95

5.5.3. Anadlise de artefatos de blocagens (blocking artifact) . . . . . 95

5.6. Conclusdo . . . . . . ... 98

6. Conclusoes finais 99
Referéncias 104
A. Compressao de Imagens tipo JPEG 113
B. Transformacao 2-D e Etapa de Quantizacao 115

C. Acronimos usados 119



Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao e Contexto

A Transformada Discreta do Cosseno (DCT) € uma ferramenta essencial em processa-
mento de sinais [15, 65]. Embora existam diversas versoes da DCT, a mais utilizada,
principalmente no contexto de compressao de imagens, € a versdo introduzida por Ah-
med et al. [2], referenciada como a DCT tipo II (DCT-1I). Isto acontece principalmente
porque a DCT-II ¢ assintoticamente equivalente a Transformada de Karhunen-Logve
(KLT), quando o sinal de entrada considerado pode ser modelado como um processo
de Markov de primeira ordem [2, 15]. Dado que a KLT tem propriedades 6timas de
descorrelagdo e compactacdo de energia, a DCT-II herda tais propriedades para esta
classe de sinais. Como é conhecido no contexto de processamento de imagens, mui-
tas imagens naturais podem ser modeladas como processos markovianos de primeira
ordem altamente correlacionados.

Em particular, a DCT-II de comprimento 8 é adotada em diversos padrdes de com-
pressdo de imagens e video, tais como JPEG [81], MPEG-1 [67], MPEG-2 [43],
H.261 [44], H.263 [45], H.264 [90] e o recente HEVC [63]. Como consequéncia,
varios algoritmos rapidos para o computo eficiente da DCT-II foram propostos [4, 18,
26, 40, 53, 56, 76, 80, 84, 91]. Estes algoritmos baseiam-se em fatora¢cdes matriciais
com o objetivo de reduzir o nimero de multiplicagdes para implementar a DCT-II.
Contudo, eles ainda precisam de aritmética de ponto flutuante, que demanda maiores

exigéncias de hardware. Além disso, dado o grande avanco nesta drea, alguns dos mé-

11



Capitulo 1. Introducgdo 12

todos de fatoracdo existentes atingem o limite inferior tedrico do custo aritmético da
DCT-II [27]. Portanto, ndo é esperado que novas fatoracdes permitam diminuir ainda
mais a complexidade para implementar a DCT-II de forma exata. Assim, métodos
aproximados oferecem uma alternativa vidvel para reduzir o custo aritmético da DCT-
IT [4, 33, 55, 56, 57]. Embora nao calculem a DCT-II exatamente, estas aproximagoes
sdo estimacgdes uteis que demandam baixa complexidade computacional. Neste con-
texto, na literatura de processamento de sinais sdo introduzidos diferentes métodos
aproximados para o computo da DCT-II. Uma alternativa € o uso de racionais diddi-
cos, tais como as aproximagodes baseadas em lifting scheme [55], conseguindo assim
obter aproximacdes livres de multiplica¢des, com o custo de incrementar a quantidade

de adi¢des e deslocamentos (bit-shifting) para a sua implementacao.

Outra alternativa para reduzir o custo aritmético € considerar aproximagdes cujas
fatoracdes envolvem somente elementos no conjunto P = {0, + %, + 1, +2}. Assim,
tais aproximacoes tém complexidade multiplicativa nula e ndo incrementam o nimero
de adi¢des, necessitando somente de uma quantidade reduzida de deslocamentos de
bits para a sua implementagdo. Estas aproximac¢des podem substituir a DCT exata
em implementacdo de hardware e em processamento/computo de alta velocidade [15],
pois requerem baixo custo de hardware e baixa demanda de poténcia [23]. Com efeito,
as aproximacoes para a DCT-II sdo consideradas para aplicacOes em transmissao e pro-
cessamento de video em tempo real [51, 68], sistemas de comunicacao [15], aplicacdes
de computacdo movel [15], redes de antenas inteligentes de radio-frequéncia [62] e re-

des de sensores sem fio [52], além de outras aplicagdes.

Pelas razdes anteriormente apresentadas, neste trabalho considera-se somente apro-
ximagdes para a DCT-II. Portanto, referenciamos a DCT-II simplesmente como a DCT,

explicitando o tipo de DCT somente quando seja requerido pelo contexto.

1.2 Estado da Arte

A primeira aproximacdo para a DCT cuja fatora¢do para implementd-la envolve so-

mente elementos no conjunto P = {0, £ %, + 1, + 2} foi introduzida por Haweel [32]
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e € referenciada como a Signed DCT (SDCT). Esta transformada é definida como
T = sign(C), (1.1)

em que C denota a matriz da DCT e sign(-) € a funcdo sinal definida por:

1, sex > 0,
sign(z) =< 0, sex =0, (1.2)
-1, sex <O.

A funcdo sinal, quando aplicada sobre matrizes, opera elemento a elemento.

Em [32], foi proposto um algoritmo rapido para implementar a SDCT que requer
de 24 adic¢des. Contudo, no artigo seminal da SDCT ndo é proposto um algoritmo
rapido para a SDCT inversa. Em [60] € derivado um algoritmo rdpido para a SDCT
inversa que requer de 20 adicdes e 4 deslocamentos. Embora esta transformada seja
nao-ortogonal, sua transformada inversa também possui elementos no conjunto P e,
portanto, € de baixa complexidade computacional.

Depois da introdu¢do da SDCT, uma grande quantidade de algoritmos de baixo
custo aritmético t€m sido considerados para computar a DCT de forma aproximada.
Em [54], Lengwehasatit e Ortega introduzem uma série de aproximagdes para a DCT.
Em particular, a aproximacao de nivel 1 € uma transformada de baixo custo aritmético
com elementos no conjunto P. Esta transformada requer 24 adi¢des e 2 deslocamentos
para a sua implementacgdo e apresenta um bom desempenho no contexto de compres-
sdo de imagens em termos da relacdo sinal-ruido de pico (PSNR) [78]. Posteriormente,
Bouguezel, Ahmad e Swamy introduzem uma série de aproximagdes de baixo custo
aritmético que referenciamos como a série BAS [7, 8, 9, 10, 12, 13]. Estas transfor-
madas apresentam bom desempenho, principalmente em termos de ganho em codifi-
cacdo, sendo adequadas para aplicagdes em compressao de imagens. Especificamente,
as transformadas BAS introduzidas em [7, 8, 9, 10, 13] sdo obtidas como varia¢des
de aproximacgdes prévias, principalmente da SDCT. Contudo, a transformada BAS
introduzida em [12] é obtida por inspecdo direta da estrutura da DCT de ordem 4.
A transformada BAS introduzida em [9] € ndo-ortogonal, embora sua transformada
inversa mantenha a baixa complexidade computacional atingida pela transformada di-

reta. Outras duas transformadas destacadas por seu desempenho em compressao de
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imagens sdo introduzidas por Cintra e Bayer [5, 20], conhecidas como a Rounded
DCT (RDCT) e a Modified Rounded DCT (MRDCT). A RDCT introduzida em [20] é
obtida escalando a DCT de comprimento 8 por um fator de 2 e aplicando a fun¢do de
arredondamento (round-off). Ja a MRDCT, introduzida em [5], é obtida modificando
convenientemente a RDCT. Em particular, a MRDCT possui 0 menor custo aritmé-
tico atingido por aproximagdes para a DCT, requerendo somente 14 adi¢des para a sua
implementagdo. Outra transformada de baixo custo aritmético destacada neste con-
texto € a aproximada introduzida em [62], a qual € obtida através de um processo de
otimizacao baseado na estrutura da DCT exata. Todas as transformadas consideradas
apresentam um bom equilibrio entre desempenho e custo aritmético, sendo adequadas
para implementacdes que exijam baixa complexidade computacional e alta velocidade

de processamento.

1.3 Objetivos

Os métodos listados na literatura para gerar aproximacdes de baixo custo aritmético

incluem:
1) aproximagdes brutas [20, 32];
ii) inspec¢do [12];
iii) variacdes de aproximacdes prévias [5, 7, 8, 9, 10, 13];
iv) procedimentos de otimizagdo simples baseados na estrutura da DCT [62].

As aproximacdes existentes aparecem como casos isolados, sem um formalismo
matematico unificado. Assim, o objetivo dos Capitulos 4 e 5 € introduzir uma nova
técnica para obter aproximacgdes baseadas em duas fatoracdes para a DCT: a fatoracdo
de Feig-Winograd [26] e a fatoracdo de Chen et al. [18]. Este método generaliza as
técnicas anteriores e pode, em principio, ser aplicado usando qualquer fatoragdo para
a DCT, o qual permite obter uma grande quantidade de aproximacdes de baixo custo
aritmético. No caso da fatoracdo de Feig-Winograd discutida no Capitulo 4, a parame-

trizagdo desta fatoracao induz um subespaco de aproximagdes. Portanto, um objetivo é
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obter aproximagdes neste subespago que apresentem bom desempenho segundo medi-
das de avaliagdao normalmente adotadas no contexto de compressdao de imagens. Para
isso, € apresentado um problema de otimizag¢do que permite selecionar aproximagoes
6timas com respeito a essas medidas de avaliagdo. Finalmente, o objetivo do Capi-
tulo 5 € introduzir aproximagdes de baixo custo aritmético baseadas na fatoragdo de
Chen. Todas as aproximacoes sdao avaliadas no contexto de compressao de imagens

segundo medidas objetivas de qualidade.

1.4 Estrutura do Documento

Este trabalho estd organizado da seguinte forma:

No Capitulo 2, sdo introduzidas as bases tedricas e as consideragdes de implemen-
tacdo da DCT. Na Secdo 2.2 € apresentada a KLT, conhecida por suas propriedades de
descorrelagdo e compactagdo de energia. Posteriormente, na Se¢do 2.3, € derivada a
DCT-II como uma transformada assintoticamente equivalente a KLT quando o sinal de
entrada € um processo markoviano de primeira ordem e, na Secao 2.4, sdo introduzi-
das diferentes versdes da DCT. Na Sec¢do 2.5 sdo apresentados alguns dos algoritmos
rapidos mais usados para implementar a DCT.

No Capitulo 3, sdo apresentadas as aproximagdes para a DCT de comprimento
8 consideradas neste trabalho. A Secdo 3.2 descreve, de forma geral, a representa-
cdo numérica empregada para implementar a DCT, tais como os racionais diddicos
ou as poténcias de 2, que permitem obter aproximagdes para a DCT de baixo custo
aritmético. Nas SecOes de 3.2.1 a 3.2.7 sdo apresentadas algumas das aproximacoes
de baixa complexidade computacional para a DCT de comprimento 8 mais conheci-
das na literatura. Finalmente, na Secdo 3.3, é apresentado o custo aritmético destas
aproximacoes.

O Capitulo 4 introduz um método geral para a obten¢do de aproximagdes para a
DCT baseadas na fatoracdo de Feig-Winograd [26]. Assim, nas Se¢des 4.2 e 4.4 s@ao
apresentados a estrutura matematica da classe de transformadas propostas e os algo-
ritmos rapidos para as transformagdes direta e inversa. Na Secdo 4.5 sdo apresentadas
algumas das aproximagdes ja conhecidas na literatura que pertencem a classe de apro-
ximacgdes propostas. A seguir, na Se¢do 4.6, sdo discutidas as propriedades desejaveis

que devem ser satisfeitas pelas aproximacgdes da DCT, tais como baixo custo aritmé-
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tico, ortogonalidade ou quasi-ortogonalidade, invertibilidade e proximidade a DCT
exata. Posteriormente, na Secdo 4.7, é proposto um problema de otimizagdao multicri-
tério sobre um conjunto de medidas de avaliagdo com o objetivo de identificar solug¢des
eficientes e novas transformadas 6timas dentro da classe de transformadas propostas.
As aproximagdes obtidas s@o avaliadas e comparadas com outras aproximadas ja co-
nhecidas. Na Secao 4.8 € feita uma andlise de compressdo de imagens utilizando as
transformadas 6timas obtidas, considerando medidas objetivas de qualidade. Final-
mente, na Secdo 4.9, sdo dadas as conclusdes do capitulo.

No Capitulo 5, sdao obtidas duas aproximagdes para a DCT baseadas na fatoracdo
de Chen et al. [18]. Na Sec¢ado 5.2 € apresentada a estrutura matematica da fatoracao de
Chen e, na Secdo 5.3, sdo introduzidas as duas aproximacgdes propostas. Na Secdo 5.4
€ apresentada a medida de avaliacio usada para avaliar o desempenho das aproxima-
cOes propostas e seus custos aritméticos. Posteriormente, na Se¢do 5.5, é feita uma
andlise de compressao de imagens considerando as duas aproximagdes obtidas usando
medidas objetivas de qualidade. A Sec¢do 5.6 conclui o capitulo.

Finalmente, no Capitulo 6, sdo apresentadas as conclusdes finais do presente tra-
balho. O esquema da compressao tipo JPEG € dado no Apéndice A e a teoria sobre as
etapas de transformacdo 2-D e de quantizagdo, que fazem parte do esquema de com-
pressdo, sao dadas no Apéndice B. O Apéndice C apresenta a lista dos acronimos

usados.



Capitulo

A Transformada Discreta do Cosseno

2.1 Introducao

Neste capitulo, descrevemos o formalismo tedrico da DCT e observamos que resulta
ser assintoticamente equivalente a KLT. Isto acontece quando o sinal de entrada con-
siderado € um processo markoviano estaciondrio de primeira ordem, em que o coefi-
ciente de correlagdo p do sinal tende para a unidade (p — 1). Dado que a KLT tem
boas propriedades de descorrelacdo e compactacao de energia, estas propriedades sdao
refletidas na prépria DCT, o que faz dela uma ferramenta crucial no contexto de com-
pressdo de imagens. Adicionalmente, sdo mencionados alguns dos algoritmos rapidos
mais usados para implementar a DCT, os quais permitem diminuir sua complexidade

computacional.

2.2 Anadlise de Componentes Principais e a KLT

No contexto de processamento de sinais, um sinal pode ser considerado como um vetor

dado por:
X =[xy ¥ - xN_l]T e RV,

Imagens geralmente podem ser modeladas como um processo de Markov estaci-

onario de primeira ordem altamente correlacionado [64, p. 18]. Portanto, em muitas

17
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operacgdes de processamento (transmissdo, compressao, etc.), € importante descorre-
lacionar o sinal x através de uma transformada W' tal que, sey = WT'. x, entdo a

matriz de covariincia do sinaly = [yo 71 - - yN_l]T seja diagonal [15, p. 52]:
¥y, =E(y-y") =diag(Ao, A1, .., Av-1), (2.1)

em que E(+) denota o operador esperanga, diag(-) retorna uma matriz diagonal de seus

argumentos e

M =E(3), k=01,...,N —1.

Observar que (2.1) pode ser expresso como:
2, =EW'x-x"W)=WLEx-x") W=W".X .- W, (22)

em que Xy € a matriz de covariancia do sinal x.

Com o objetivo de que a transformada W ' preserve a energia do sinal, impde-se

que W é uma matriz ortogonal. Portanto, de (2.2) segue que:

5, =W.-Z, - W'

Dado que, por construcio, a matriz de covariancia ¥ € real e simétrica [30, 69],
€ possivel achar um conjunto de /N autovetores ortonormais de .. Assim, pelo teo-
rema da fatoracdo espectral [71, p. 296], temos que a matriz W pode ser determinada

resolvendo o seguinte problema de autovalores:
Ex‘wk:)\k'wk; /{7:0,1,...,]\7—1, (23)

em que A\, > 0 Vk. Portanto, \; é o autovalor da matriz 3, associado ao autovetor
Wy, que resulta ser a k-ésima coluna da matriz W. Se os autovalores sdo ordenados
em ordem decrescente, \;, > \;, > --- > \;,_,, entdo a matriz W obtida € conhecida

como a Transformada de Karhunen-Loéve ou Transformada de Hotelling [30, p. 678].

Com o objetivo de diminuir a dimensionalidade do conjunto de dados, ¢ comum

considerar a Andlise de Componentes Principais [30, p. 675], a qual considera so-
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mente r autovetores (com r < IN) associados aos r maiores autovalores da matriz de
covariancia, e definir a transformada W, como a matriz » X N que tem como linhas

aos r autovetores considerados. Seja x o sinal reconstruido definido por:
x=W, y.

Dado que os autovetores wy, £ = 0,1,...,N — 1, fornecem uma base ortonormal

de RY, entdo existem escalares oy, tais que:

N-1
X = Z A * Wi,
k=0
T
X = Zak Wi
k=0

N—-1
= Z e (2.4)

k=r+1

Assim, o MSE pode ser minimizado ao considerar os autovetores associados aos r
maiores autovalores na transformada W,. Portanto, a KLT é 6tima no sentido de
minimizar o MSE entre o sinal x e sua aproximagdo X.

Segundo descrito anteriormente, a KLT tem as seguintes propriedades [15, p. 55]:

1. descorrelaciona completamente o sinal no dominio da transformada, como mos-
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trado por (2.2);
2. minimiza o0 MSE na compressao dos dados, como indicado por (2.4);
3. concentra a maior variancia (energia) em poucos coeficientes do sinal de saida.

Como ponto desfavordvel, temos que a KLT ndo possui uma expressdo em forma fe-
chada para todo sinal de entrada, pois depende diretamente da matriz de correlagdo X,
que por sua vez depende do sinal de entrada x. Portanto, a KLT ndo resulta em uma

ferramenta prética no contexto de processamento de sinais [2, 15, 21].

2.3 A DCT como uma Aproximacao para a KLT

Dada sua dependéncia do sinal de entrada e o fato de que nio existe um algoritmo
rapido para implementd-la, a KLT resulta ser uma ferramenta desejdvel mas pouco
pritica em processamento de sinais. Portanto, uma questdo natural é ver quando é
possivel considerar vetores base predeterminados que sejam boas aproximagodes para
os autovetores que diagonalizam a matriz de correlacdo de um sinal de entrada x €
RN

Em muitas situacdes, como acontece com imagens naturais, um sinal pode ser
modelado como um processo de Markov estaciondrio de primeira ordem [64, p. 18].
Neste caso particular, a (m,n)-ésima entrada da matriz de correlacdo 3 do sinal de
entrada x € R ¢ dada por [2, 15]:

Bl n = P mn=01,...,N—1,

em que 0 < p < 1€ o coeficiente de correlacdo. Como mostrado em [15, 66], neste

caso, a m-ésima componente do k-€simo autovetor que € solucao de (2.3) € dada, para
kom=0,1,...,N — 1, por:

2

W =\ 7 e sin{uk [(m +1)—

(2.5)

N;l} +(l€+21)7r}7
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em que
1-— p2
o = 2.6
P = 2p cos(ug) + p? (26)
€ o k-ésimo autovalor associado e ., k = 0,1,...,N — 1, sdo as raizes reais positivas
da funcdo transcendental:
1 — p?)si
tan(Np) = — (1= p) sin(z) 2.7)

(1+ p?)cos(u) —2p

Se assumimos que as componentes do sinal de entrada s@o altamente correlacionados,

entdo p ~ 1. Neste caso, considerando p — 1 na equacdo (2.7), obtemos:

= lim — (1 _ P2) Sln(:u) _
(N ) = I =y ) cose) —2p

Portanto, as /V raizes reais positivas da equagao (2.7) sdo dadas por:

71{:7?

= k=01 .N—1L (2.8)

Substituindo (2.8) em (2.6), obtemos que, quando p — 1, resulta A\, = 0 para k # 0.
Além disso, de [71, p. 251], temos que o traco da matriz X, definido por

N-1 N-1

Dado que [¥,],, = 1paran = 0,1,...,N — 1, entdo Ay = N quando p — 1.

n
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Substituindo em (2.5), obtemos:

1
Wo,m =

\/_7
2 [E@mA4)m w2 k(2m+ 1)
W = NSIH{T+§}— Ncos{ 5N , k#0.

Introduzindo a constante ¢, definida por:

1/v2, sek =0,
Cr. =
’ 1, se k # 0,

=

podemos unificar as equacdes anteriores pela expressao:

/2 k(2m + 1)m
=1\ = —_— =01,...,N -1
Wi,m v Ch cos{ 5N }, km=0,1,...,

Cada valor de wy, ,,, coincide com a (k,m)-ésima componente da DCT como definida
em [2]. Dado que os autovetores wj sdo as solucoes de (2.3), temos que a DCT ¢
assintoticamente equivalente a KLT quando p — 1. Este fato explica por que a DCT
tem boas propriedades de descorrelagdo e compactacio de energia quando o sinal de
entrada pode ser modelado como um processo markoviano estaciondrio de primeira

ordem altamente correlacionado.

2.4 Definicao da DCT

Ahmed et al. [2] propuseram a DCT-II como uma aproximacao para a KLT quando o
sinal considerado € um processo de Markov estaciondrio de primeira ordem altamente
correlacionado. Dado que imagens naturais podem ser modeladas deste modo [64],
temos que a DCT-II resulta ser uma transformada de grande utilidade no contexto de
processamento de imagens [15, 30, 64]. Contudo, existem diversas versdes da DCT,
as quais diferem nos pontos de amostragem da funcao cosseno utilizados na defini¢ao
de suas matrizes de transformacdo. As versdes da DCT mais usadas sdo a DCT tipo I
(DCT-I) introduzida em [88], a DCT-II e a DCT tipo III (DCT-III) definidas em [2] e
a DCT tipo IV (DCT-1V) dada em [46].
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Um sinal x = [zg 1 -+ « N_l]T pode ser extendido periodicamente de duas
formas simétricas. Estas extensOes simétricas sdo ilustradas na Figura 2.1 e sdo re-
ferenciadas na literatura de processamento de sinais como extensao W (whole-point
symmetry) e extensdo H (half-point symmetry). No caso da extensdao W, a extensao &
feita considerando z_,, = x,, paran = 0,1,...,N — 1. Assim, a periodicidade do sinal

extendido € 2N — 2. Para o caso da extensdao H, a extensdo é da forma z_,, = x,,_1

paran = 1,...,N. Neste caso, a periodicidade do sinal extendido € igual a 2/NV.
W H
| |
TN-—1 ITN-—1
‘ xTo ‘ T2
T i { T ‘ i {
X0 o
[ 1] (1]
-N+1---—-2 -1 0 1 2 ...N-1 -N--—-3 -2 -1 0 1 2..-N-1

Figura 2.1: Extensdes W e H para um sinal x € RY.

Usando a extensdo H, considere-se a extensdo simétrica para um sinal x como
apresentado na Figura 2.2 (a). O sinal resultante é denotado como x", o qual é re-
ferenciado como o sinal extendido tipo II. A expansio de Fourier deste sinal é dado
por [75]:

N-1
, k(2n + 1)m
1 imk/2N I
Yp = kEO e x, cos( 5N ) .

O andlogo discreto conduz diretamente aos coeficientes da DCT-1I de comprimento /V:

2 k(2n+1)m
(O, = eveos(TE ) =01 N1

em que

1/v2, sek =0,
Cr =
g 1, se k # 0.

O escalar \/% € introduzido com a finalidade de que as linhas da DCT-II sejam vetores
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Pos DL LI Teet [l eet]

TTMW ®)
l“ii ““ii

Figura 2.2: (a) Extensao tipo II e (b) extensao tipo IV.

unitarios.

Diferentes extensdes do sinal x considerado conduzem a diferentes versdes da
DCT. Por exemplo, a expansdo de Fourier do sinal extendido apresentado na Figura 2.2
(b), que ¢é referenciado como o sinal extendido tipo IV, conduz aos coeficientes da
DCT-1V de comprimento N:

2 O‘((2k:+ @2n+ 1)

vy o [~
[CN} = cos AN

k.n N )7 k,n:0717...,N—1,

Formalmente, os quatro tipos de DCT sdo definidas como as transformadas cujas
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(k,n)-ésimas entradas sdo dadas por [15, 72, 84]:

/2 k
[C]Iv+li| kn - N Ci, Cp, COS (%) ) kan == 0717 . ,N,

2 k(2n+ 1)
(O8], =y 3 cveon (M) k=0
(2.9)

2 2k +1
[cy, = Ncncos(%>7 kn=01,....N—1,
2 2k +1)(2 1
[kanzﬂ/ﬁ cos(( + zl(NnJr )7T>’ kn=0,1,... N—1,
em que

1/v/2, sej=0o0uj=N,
c; =
! 1, sej#0ej# N,

para 7 = k ou j = n. Nas definicdes dos diferentes tipos de DCT, os subindices

indicam a ordem da matriz e o supraindice o tipo de transformada.

Estas transformadas satisfazem as seguintes relacdes:

<CJIV+1)_1 - (CJIVH)T = CJI\/+17

() =(cl) = o,
()t =) =¥,

Portanto, elas sdo ortogonais. Além disso, as transformadas DCT-I e DCT-1V sado
simétricas.

Como outra alternativa, Strang [72] obtém os diferentes tipos de DCT como solu-
coes do oscilador harmonico simples, considerando diferentes condi¢des de contorno.

Com efeito, seja a equacgdo diferencial:
—u" =)\ u, (2.10)

em que u” representa a segunda derivada de u com respeito de sua varidvel inde-

T ~ e, .
pendente. Seu = [ug u; - - uy_1| € RY, entdo a j-ésima componente de u”,
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1 < 7 < N — 2, pode ser aproximada pela segunda diferenca [74, p. 108]:
—Uj—1 + 2Uj — Ujy1-

Portanto, (2.10) pode ser aproximada pela seguinte equacao:

A-u=)\-u, (2.11)
em que
i fe

-1 2 -1

—1 2 —1
A —
-1 2 -1
| g1 92 |

A matriz A € tridiagonal e é conhecida como matriz de segundas diferencas [72,
73]. Os valores fi, f2, g1 € go da primeira e ultima linhas correspondem as condi-
coes de contorno. Assim, diferentes condi¢des de contorno proporcionam diferentes
solucdes em (2.11). Na Tabela 2.1, apresentam-se os diferentes tipos de DCT como
transformadas cujas linhas correspondem as solugdes de (2.11), considerando condi-

coes de contorno particulares.

Como comentado em [72], além das transformadas apresentadas, € possivel obter
outras quatro versdes da DCT considerando varia¢des nas condi¢des de contorno das
transformadas anteriores, as quais sao referenciadas como DCT-V a DCT-VIII. Estas
novas transformadas ndo sdo referenciadas neste trabalho por nao serem muito utili-
zadas em processamento de sinais. O leitor interessado pode consultar as referéncias

correspondentes [15, 72].

Dado que neste trabalho somente consideramos aproximacdes para a DCT-II por
ser a transformada mais utilizada no contexto de compressdo de imagens, de aqui em

adiante referenciamos a DCT-1I simplesmente como a DCT.
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Tabela 2.1: Tipos de DCT

Descricdo  Condicdes de contorno Autovetorug, k=0,1,....N—1
k
DCT-1 fi=—fo=2 \/Lﬁcos(%), n=0oun=N —1,

—g1=gp =2 \/%COS(%), n=1,...,N —2.

DCTIl  fi=—fo=1 Jy cos(MeE0T) o,
DCTII  fy = —fp =2 . cos(%) . n=0,
g1 =—1,g,=2 \/%cos,((%;i,)m), n=1,...,N —1.

DCTIV  fi=—fo=1 ,/%COS(W), n=01,.. . N—1
g1=-1,92=3

2.5 Algoritmos rapidos para a DCT

Ap6s aintroducdo da DCT por Ahmed et al. [2], o método convencional de implementé-
la era através de uma transformada rdpida de Fourier. Contudo, este método de im-
plementacdo requer aritmética complexa. Dado que atualmente a DCT tem ampla uti-
liza¢do no contexto de processamento de imagens, algoritmos rdpidos mais eficientes

foram desenvolvidos para sua implementacdo. Alguns dos mais conhecidos sao:

e Chenetal (1977) [18];

Lee (1984) [53];

Wang (1984) [84];
e Vetterli e Nussbaumer (1984) [80];

e Suehiro e Hatori (1986) [76];

Hou (1987) [40];

e Arai et al. (1988) [4];
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* Loeffler et al. (1989) [56];
* Feig e Winograd (1992) [26];
* Yuan et al. (2006) [91].

Estes algoritmos usam aritmética real e baseiam-se em fatoragdes matriciais com a
finalidade de reduzir o nimero de multiplicacdes necessarias para implementar a DCT.

Em particular, neste trabalho fazemos uso das fatoracdes de Chen et al. e Feig-
Winograd e, portanto, as mesmas sdo introduzidas em detalhe nos Capitulos 4 € 5
respectivamente. Além de implementar a DCT eficientemente, estes algoritmos sao
usados em outros contextos. Por exemplo, a fatoracdo de Feig-Winograd € usada para
obter um novo algoritmo DCT aproximado baseado em inteiros algébricos [22] e um
pruning method para compressao de video [70]. Além disso, a fatoragdo de Chen et
al. tem aplicagdo na implementagao de aproximagdes rapidas para a DCT baseadas
em lifting scheme [55] e na obtencdo de codecs para compressdo de imagem/video de
baixo custo multiplicativo [50].

Na Tabela 2.2, € apresentado o custo aritmético para implementar a DCT de com-
primento 8 de cada algoritmo considerado. Neste caso, a complexidade é dada essen-
cialmente por o nimero de multiplicagdes e adi¢des necessdrias para implementar o
algoritmo. Contudo, como é conhecido no contexto da aritmética de circuitos digitais,
a operacdo de multiplicagdo tem maior custo de implementacdo que a operacdo de
adicdo. Embora alguns algoritmos apresentam pequenas diferencas de multiplicagcdes
ou adicdes, o ganho em custo aritmético se faz evidente em aplicacOes que por sua
natureza requerem uma grande quantidade de implementagdes desses algoritmos, por
exemplo, no caso de compressdo de imagens de satélites ou em compressao de videos
que possuem um grande nimero de quadros a serem processados.

Como deduzido em [27], o limite inferior tedrico do nimero de multiplicacdes
necessdrias para implementar a DCT de comprimento 8 € igual a 11. Assim, o al-
goritmo de Loeffler atinge o limite inferior tedrico e, portanto, pode ser considerado
como o algoritmo mais eficiente nestes termos, embora seja possivel reduzir ainda
mais o nimero de coeficientes da DCT a serem calculados, quantizados e codificados,
usando uma técnica conhecida como scaled DCT, como acontece com o algoritmo de
Arai et al. [4].
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Tabela 2.2: Custo aritmético dos algoritmos para a DCT

Multiplicagdes Adicdes

Arai et al. (scaled DCT) 5+8 29
Loeffler et al. 11 29
Lee 12 29
Vetterli e Nussbaumer 12 29
Hou 12 29
Yuan et al. 12 29
Wang 13 29
Suehiro e Hatori 13 29
Chen et al. 16 26

Feig e Winograd 22 28




Capitulo

Aproximagoes da DCT

3.1 Introducao

No Capitulo 2, foram mencionados alguns dos algoritmos rdpidos mais usados para
implementar a DCT. Embora estes algoritmos permitam implementar a DCT com um
menor custo aritmético, eles ainda requerem aritmética de ponto flutuante, o que de-
manda maiores exigéncias de hardware. Assim, uma alternativa possivel é conside-
rar aproximagdes que, embora ndo implementem a DCT exatamente, permitam obter
aproximagdes que operem em aritmética inteira e ndo precisem de multiplicacdes para

as suas implementagdes.

Neste capitulo, € feita uma revisdo destes métodos aproximados. Na primeira se-
cdo € descrita, em forma geral, a representagdo numérica empregada nestes métodos.
Nas secOes posteriores sdo apresentadas as aproximacdes para a DCT livres de mul-
tiplicagdes mais conhecidas. Estas aproximagdes requerem de uma quantidade re-
duzida de adi¢des e deslocamentos para as suas implementagdes e, portanto, podem
ser empregadas em diversas aplicacdes que exigem baixa complexidade computacio-
nal. Finalmente, na dltima sec¢do, é apresentado o custo aritmético requerido por estas

aproximagoes.

30
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3.2 Meétodos Aproximados para implementar a
DCT

Uma caracteristica da DCT € que as entradas que conformam a matriz da transformada
sdo quantidades irracionais. Portanto, na pratica ndo € possivel implementar a DCT
com precisdao numérica exata [81]. Assim, em aplicagdes praticas, os algoritmos rapi-
dos mencionados na Se¢do 2.5 sdo implementados truncando os coeficientes da DCT

com uma precisdo satisfatoria para a aplicagcdo considerada.

Embora a aplicacdo destes algoritmos considerando entradas racionais permitam
implementar a DCT com um menor custo aritmético, ainda precisam de aritmética
de ponto flutuante, que demanda maiores exigéncias de hardware. Além disso, dado
0 avanco nesta area, alguns métodos de fatoracdo para a DCT exata atingem a com-
plexidade minima tedrica [27]. Portanto, ndo é muito esperado que novos algoritmos
proporcionem um ganho considerdvel no custo aritmético. Assim, métodos aproxi-
mados para a DCT oferecem uma alternativa viavel para reduzir consideravelmente o
custo aritmético. Embora estes métodos nao calculem a DCT exatamente, eles propor-

cionam boas aproximacdes para a DCT com uma exigéncia computacional inferior.

Uma possibilidade para aproximar a DCT € considerar o conjunto de racionais

diadicos [15, p. 221], que € definido como o conjunto de niimeros racionais da forma:
p/2¥, pkeN, p=1,...2F -1

Estes nimeros podem ser representados na forma:

> a(1/2)', ¢;=0ouc; =1, (3.1)
i=1
Como € conhecido em implementagdo de circuitos aritméticos digitais, multiplicar ou
dividir uma quantidade por dois é equivalente a aplicacdo de um deslocamento de
bits, o qual requer de um menor custo de implementacdo que adi¢des e multiplica-
coes. Assim, a multiplicacdo de uma quantidade x por um racional diddico pode ser

implementada somente usando adicdes e deslocamentos de bits.

Embora a representacdo usando racionais diddicos possa oferecer boas aproxima-
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coes, como as obtidas usando o lifting scheme [55], isto implica um incremento na

complexidade aditiva e no nimero de deslocamentos de bits.

Uma representagdo alternativa para um racional diddico é considerar o sistema
numérico conhecido como canonical signed digital (CSD). Esta representacdo € da
forma (3.1), usando ¢; = 0, ¢; = 1 ou ¢; = —1, e tem a vantagem de reduzir ainda
mais o nimero de adi¢des necessdrias para a sua implementagdo. Por exemplo, a mul-

tiplicacdo de uma quantidade x pelo racional diddico 125/128 na forma (3.1) produz:
(125/128)x = (1/2)x + (1/2%)z + (1/2%)x + (1/2%)2 + (1/2%)z + (1/27),
enquanto que usando o sistema CSD pode ser representado como:
(125/128)x = = — (1/2%)x + (1/27)z,

que requer somente de duas adicdes para a sua implementacao.

Uma alternativa mais efetiva desde o ponto de vista computacional, é considerar
quantidades que nao introduzam adi¢des extras na implementacdo. Isto € certo para
poténcias de dois. Assim, a multiplicacio de uma quantidade = por 2", com r €
Z, requer somente r deslocamentos de bits para a sua implementa¢do. Embora esta
representacio nao introduz adi¢des ou multiplicacdes a mais, pode requerer de uma

quantidade significativa de deslocamentos.

Com o objetivo de minimizar o nimero de somas e deslocamentos, neste trabalho
consideramos somente aproximacdes cujas fatoracdes envolvem elementos no con-
junto P = {0, + %, + 1, + 2}. Em termos de aritmética digital, tais elementos ndo
introduzem adicdes a mais. Sobre o conjunto P, o cendrio mais desfavorédvel é consi-
derar elementos em {i%, + 2}. Nesse caso, somente incrementa-se uma quantidade
reduzida de deslocamentos de bits. Na Figura 3.1 € apresentado um esquema da repre-

sentagdo numérica usada na implementacdo das aproximagdes da DCT.

Na literatura de processamento de imagens, sdo propostas diversas aproximacoes
livres de multiplicagdes para o computo eficiente da DCT. Algumas das aproximagdes
mais conhecidas envolvendo somente elementos no conjunto P sdo apresentadas nas

seguintes secoes.
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Figura 3.1: Esquema da representacdo numérica usada na implementacdo das apro-
ximagoes da DCT (R: nimeros reais, (Q: nimeros racionais, Q : racionais diddicos,
2%: poténcias de 2, P = {0, £ 5, + 1, £ 2}).

3.2.1 A Transformada de Walsh-Hadamard

A Transformada de Walsh-Hadamard (WHT) de ordem N é dada por uma matriz

bindria T, de tamanho N x N, com entradas em {41}, que satisfaz:
Ty - Tor = N - Iy, (3.2)

em que Iy € a matriz identidade N x N.
A WHT de ordem 8 ¢ dada por:

11 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1-1-1-1-1
1 1-1-1-1-1 1 1
1

— 1-1-1 1 1-1-1
TWHT_ 1 1-1-1 1

1—-1-1 1-1 1 1-1
1-1 1-1-1 1-1 1
1-1 1-1 1-1 1-1
Para este caso particular, a transformada tem como fun¢des base as fun¢des de Walsh
apresentadas na Figura 3.2 [25, p. 301]. As fun¢des de Walsh formam um conjunto
ortogonal definido sobre um intervalo unitdrio. Assim, de (3.2) vemos que a WHT ¢é
uma transformada ortogonal.
A WHT ¢é muito usada em diversas aplicacdes, tais como codificacdo, compres-

sdo e andlise espectral [25, 39, 77]. Embora a WHT de ordem 8 ndo é definida como



Capitulo 3. Aproximagdes da DCT

34

! ]
1 I
1 ]
1 ]

Figura 3.2: Funcdes de Walsh (N = 8).
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uma aproximacao para a DCT, € muito usada em processamento de imagens pela sim-
plicidade na sua implementag@o e seu bom desempenho. Além disso, dado que tem
entradas em {41}, somente requer de adi¢des para a sua implementacéo, resultando
assim em uma transformada de baixa complexidade computacional. Por ser uma trans-
formada muito usada no contexto de compressdao de imagens [3, 82], nos Capitulos 4
e 5 comparamos o desempenho da WHT com as novas aproximagdes para a DCT de

comprimento 8 propostas neste trabalho, segundo medidas objetivas de qualidade.

3.2.2 ASDCT

A SDCT, introduzida por Haweel [32], foi a primeira transformada proposta como
uma aproximacao para a DCT com entradas no conjunto P. A SDCT ¢é dada por (1.1)
e pode ser definida para qualquer comprimento N. Em particular, a SDCT de compri-

mento 8§ é dada por:

1 1 1 1 1 1 1
11 1-1-1-1-1
1-1-1-1-1 1 1
-1-1-1 1 1 1-1
-1-1 1 1-1-1 17" (3'3)
-1 1 1-1-1 1-1
-1 1-1-1 1-1 1
-1 1-1 1-1 1-1

=
%)
v
(@]
—
e e

Em [32], a SDCT ¢ avaliada em termos de identificacdo de sistemas e compressao
de imagens, mostrando assim sua similaridade respeito de descorrelacdo e compacta-
c¢do de energia com a DCT.

Dado que a SDCT € uma transformada bindria com entradas em {41}, somente
requer de adi¢des para a sua implementacdo. No caso de NV = 8, a SDCT inversa é

dada por:

1 2
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Como mencionado nos Capitulos 4 e 5, no contexto de compressao de imagens,
o fator 1/8 na transformada inversa pode ser absorvido na etapa de quantizacdo (cf.

Apéndice B). Assim, a multiplicagdo por este fator ndo incrementa a complexidade
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computacional no processo de compressdo. Embora a SDCT nao seja ortogonal, sua
inversa possui (salvo por um fator de 1/8) entradas no conjunto P. Portanto, a transfor-
mada inversa mantém a propriedade de baixa complexidade atingida pela transformada
direta.

Por ser uma referéncia classica, a SDCT é comparada, no contexto de compressao

de imagens, com as novas aproximagodes para a DCT apresentadas no Capitulo 5.

3.2.3 Aproximacao de nivel 1 de Lengwehasatit e Ortega

Em [54], Lengwehasatit e Ortega propuseram cinco niveis de aproximacdes para a
DCT em fungdo das caracteristicas do sinal de entrada. Em particular, a aproximacado

de nivel 1 € uma transformada ortogonal com entradas no conjunto P e € dada por:

|
|
==
|

— =

Ol =
= = O RFNEE

|
O ==

-1
-1
-1
-1

== O N
N === = O

oy
o
ON- == = =
|
|
NP R = O
|
| |
== RO

Como discutido no Capitulo 4, esta transformada pode ser obtida como um mem-
bro de uma classe particular de transformadas de baixa complexidade. De fato, esta
transformada resulta ser 6tima segundo medidas objetivas de qualidade, o qual permite
explicar seu bom desempenho no contexto de compressao de imagens. Contudo, esta
aproximacdo também é conhecida por seu relativamente alto custo aritmético quando
comparada com outras aproximagdes para a DCT de baixa complexidade (cf. Se-
¢do 3.3).

3.2.4 Série de Aproximacoes BAS

A série de aproximagdes introduzidas por Bouguezel, Ahmad e Swamy [7, 8, 9, 10,
12, 13], denotada neste trabalho como série BAS, € um conjunto de aproximagdes para
a DCT de baixa complexidade computacional. Como comentado na Secdo 1.2, a mai-
oria destas aproximagdes sao obtidas como variacdes da SDCT. Dado que as entradas
destas aproximacdes pertencem ao conjunto P, somente requerem de adi¢des e des-

locamentos para suas implementagdes. Na Tabela 3.1, sdo apresentadas as diferentes
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transformadas da série BAS.

Das aproximagdes BAS, a transformada introduzida em [9] € ndo-ortogonal. Sua

transformada inversa é dada por:

NI NIE T NIE NI ST NI S

|
NI= = NE NN N =N
|
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o O O

|
= O O = O =
| [

|
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Como acontece com a SDCT, a transformada inversa possui (salvo por um fator de
1/4) entradas no conjunto P, preservando assim a propriedade de baixa complexidade

atingida pela transformada direta.

3.2.5 A DCT arredondada

Em [20], Cintra e Bayer introduzem uma aproximag¢ao para a DCT de comprimento 8,
denotada por RDCT, usando a fun¢ao de arredondamento (round-off), a qual € definida

a seguir.

Dado x € R, seja || o maior inteiro que ndo excede x. A fungdo de arredonda-

mento € definida por:
round(x) = [z + 0.5]. (3.5)

A fungdo round(-), quando aplicada sobre matrizes, opera elemento a elemento.

A RDCT € definida por:
Trper = round(2 - C),

em que C denota a DCT de comprimento 8. Assim, esta transformada é dada explici-
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Tabela 3.1: Transformadas da série BAS
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tamente por:

TRDCT =

= Ok = = = O =

OO = = = = =

HEEEOOR -

R EOOR =
I

HORRRRFRORF

[l
HREORFROR -
|
HHEOR O

OORRHRHRFHRFRF

Dado que as entradas da transformada estdo contidas no conjunto {0, + 1}, somente
requer de adigdes para a sua implementacdo. Como apresentado no Capitulo 4, esta
transformada pode ser obtida como um caso particular em uma classe de transfor-
madas aproximadas, sendo considerada 6tima segundo medidas de qualidade a serem
discutidas.

3.2.6 A DCT arredondada modificada

Em [5], Bayer e Cintra introduzem uma aproximacao para a DCT de comprimento 8,
a qual possui a distin¢do de ter a menor complexidade de todas as aproximagdes para
a DCT consideradas neste trabalho. Esta aproximada é obtida como uma modificacao

da RDCT e é referenciada como a MRDCT. Esta transformada é dada por:

11 1 1 1 1 1 1

10 0 0 0 0 0-1

1 0 0-1-1 0 0 1

T _ 10 0-1 0 0 1 0 O
MRDCT 1-1-1 1 1-1-1 1
0-1 0 0 0 0 1 O

0-1 1 0 0 1-1 0

0 0 0-1 1 0 0 O

Por ter entradas no conjunto {0, £ 1}, somente requer de adi¢des para a sua imple-
mentacao. Conjuntamente com as aproximacodes de nivel 1 de Lengwehasatit e Ortega
e a RDCT discutidas nas Secdes 3.2.3 e 3.2.5 respectivamente, esta transformada per-

tence a uma classe de aproximacdes de baixa complexidade introduzida no Capitulo 4.

3.2.7 Aproximacao para RF imaging

Em [62], € proposta uma aproximag¢do da DCT para uso em imagens de radio-frequéncia

(RF imaging). Esta aproximacao € obtida como solucdo do seguinte problema de oti-
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mizacao:
T = arg Hr}‘i/n e(T),

em que €(-) é o erro de energia total a ser discutido em (4.16). Neste caso, 0 minimo
€ considerado sobre todas as transformadas ortogonais com formato dado por (4.1) e
entradas no conjunto {0, £ 1, £+ 2}.

Como resultado do problema de otimizagdo, a seguinte transformada ortogonal de

baixa complexidade para RF imaging é obtida:
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Conjuntamente com as transformadas propostas nas Se¢des 3.2.3, 3.2.5 e 3.2.6,
esta transformada pertence a uma classe particular de transformadas de baixa comple-

xidade derivada no Capitulo 4.

3.3 Custo aritmético das Aproximacoes

Como comentado na Secdo 3.2, as aproximagdes apresentadas nas se¢des anteriores
requerem de uma baixissima quantidade de adi¢des e deslocamentos para as suas im-
plementacdes.

Um fato importante para considerar € que, embora a DCT seja uma transformada
ortogonal, algumas aproximacdes consideradas na literatura sdo ndo-ortogonais. De
fato, das transformadas listadas anteriormente, a SDCT e a BAS introduzida em [9] sdo
nao-ortogonais. No contexto de compressdo de imagens, isto ndo representa uma des-
vantagem se a transformada ndo-ortogonal tem inversa de baixa complexidade com-
putacional. Na Tabela 3.2, € apresentado o custo aritmético das aproximacdes listadas
(cf. Tabela 2.2). Como mostrado na tabela, a MRDCT possui 0 menor custo aritmético
de todas as aproximacodes listadas.

Nos préximos dois capitulos sdo propostas novas aproximagdes para a DCT. Estas

aproximacoOes sdo obtidas considerando algumas das fatoracdes para a DCT listadas
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Tabela 3.2: Custo aritmético das aproximacoes consideradas

Aproximacao Adigdes Deslocamentos
MRDCT [5] 14 0
BAS [13] 16 0
BAS [13] 18 0
BAS [10] 18 0
BAS [8] 18 2
BAS [13] 18 2
BAS [9] 21 0
RDCT [20] 22 0
WHT [25, p. 301] 24 0
SDCT [32] 24 0
BAS [7] 24 0
Aproximacao de nivel 1 [54] 24 2
BAS [12] 24 4
Aproximacao para RF imaging [62] 24 6

na Se¢do 2.5. Dado que os algoritmos rapidos para estas aproximagdes contém en-
tradas somente no conjunto P, as mesmas sao livres de multiplicacdes e precisam de
uma quantidade reduzida de adi¢des e deslocamentos, convertendo-as em boas aproxi-
macoes para aplicagdes que precisam de uma baixa complexidade computacional nas

suas implementagoes.



Capitulo

Uma Classe de Aproximagdes para a
DCT Baseadas na Fatoracao de
Feig-Winograd

4.1 Introducao

O desenvolvimento deste capitulo pode ser dividido em duas etapas: primeiro, con-
sideramos uma parametrizagdo da fatoracdo de Feig-Winograd [26] para a DCT de
comprimento 8, com o objetivo de introduzir uma nova classe de aproximacgoes. Isto
produz um subespaco matricial, onde cada transformada neste subespaco induz uma
aproximacgao para a DCT e, além disso, o algoritmo de Feig-Winograd fornece, de
fato, uma fatoracdo matricial para cada aproximacao.

Esta nova classe de aproximacgdes contém muitas transformadas e, portanto, nossa
segunda etapa consiste em apresentar um problema de otimiza¢do que obtenha as apro-
ximagdes que fornecam melhor desempenho em termos de compactacio de imagens.
Mais concisamente, apresentamos um problema de otimiza¢do multicritério [24, 59],
em que as fungdes objetivos consideradas neste problema sao, além do custo aritmé-
tico de cada transformada, medidas de avaliacio amplamente conhecidas no contexto
de compressdo de imagens.

Finalmente, as aproximagdes obtidas sdo comparadas, no contexto de compressao

de imagens, com outras transformadas conhecidas na literatura que ndo pertencem

42
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ao formalismo de Feig-Winograd, em termos de PSNR [78] e o indice de similaridade
estrutural (SSIM) [87]. As curvas destas medidas proporcionam, para um nimero dado
de coeficientes retidos, valores que permitem comparar quantitativamente a qualidade

de compressdo das diferentes transformadas.

Os valores de PSNR e SSIM sio calculados sobre um conjunto de 45 imagens
padronizadas e considerada a média destes valores, proporcionando um resultado es-
tatisticamente mais robusto quando comparadas com imagens individuais. Além disso,
sdo avaliados, qualitativamente, os desempenhos das diferentes transformadas consi-

deradas ao serem aplicadas sobre algumas imagens individuais.

4.2 Fatoracao de Feig-Winograd

A DCT de comprimento 8, denotada por C, é dada por:

Y3 Y3 Y3 Y3 Y3 Y3 Y3 73
Y0 Y2 Y4 Y6 —7V6 —7Y4 —72 —70
1 s Y5 —Y5 Y1 —7Y1 —75 5 7
C = |l 2 %6 —0 —7Y4 Y4 Y0 Y6 72 (4 1)
2 Y3 —7¥3 —73 3 Y3 —7¥3 —73 3 ) :
Y4 —Y0 Y6 Y2 —7Y2 —7V6 Y0 —74
Y5 Y1 Y1 Y5 75 Y1 —1 5
Y6 —7Y4 Y2 —7Y0 Y0 —72 Y4 —76

em que v, = cos(2m(k + 1)/32).

Em [26], Feig e Winograd introduzem um algoritmo ripido para a DCT de com-

primento 8 baseada na seguinte fatoracao:

C=--P-K-B,-B,-B;,

1
2

em que P é uma matriz de permutacdo, K é uma matriz multiplicativa e B:,B,e ]§3

sdo matrizes aditivas. Estas matrizes sdo dadas por:

[elolelelelal ]
|
o0 O+HOOO

OO OCOoOO
OO+ OOOO
OO O+HOO
OO0 OOO
HOOOOOOO
OO OOOO0CO



44

Capitulo 4. Aproximagdes Baseadas na Fatoracao de Feig-Winograd

OOOUWW%%
OOOOW%M%
OOOO%M%W
OOOOM%W%
co ZRoocoo

co gfoocoo
I

S nOCOoOoOoOO
&

fooccoococo

I
B

— _—— —  —
OO0 oCOoOHOO

OO0 O—HOOO

OO OoOoCOoO—HO

SO OoOoCOoOH

I
OO—HOOOOO
OO —HOOOO
—HHOOOOOO

—HHOOOOOO
e — |

I
1)

[=lejlolelalalal]
OO OoO0OoO—=HO
OO O—HOO
OO0 OoOHOOO
—HO—HOOOOO

OlO.I_AOOOO

OC—HO—HOOOO

—HO—HOOOOO

I
)

1
—O00O0O—HOOO

|
OO0 O0O—HOO

OCO—HOOO—=HO

00010001_.
OO —HOOO
CO—HOOO—O
OSC—HOOO—HOO

—OoO0oO0OHOOO
e — |

I
)

Contudo, uma fatoracd@o equivalente mais conveniente é dada por:

4.2)

.P.K-B, B, B,

C:

em que
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1 1.0 0 0 0 0 0
1-1 0 0 0 0 0 O
001 0 0 0 0 O

B, =000 10000
1 00 0 01 0 0 0f°>
00 00O 1 0 0
00 0 0 0 0 1 0
000 0 00 0 1
10 01 0 0 0 0
001 1 0 0 0 0 0
0 1-1 0 0 0 0 O
B,—= |1 00-1 00 00
2 000 01 0 0 0f°>
00 0 0 0 1 0 0
00 0 0 0 0 1 0
0000 0 0 0 1

e
1 0 00 0 0 0 1
01 0 00 0 1 0
001 00 1 0 0

B.= [0 00110 00
3 0 00 1-1 0 0 O
001 0 0-1 0 0
01 0 0 0 0-1 0
10 00 0 0 0-1

Uma das vantagens desta fatoracdo € que as matrizes B, B, € B3 sdo simétricas.
A complexidade multiplicativa da fatoragdo anterior é dada pela matriz multiplica-
tiva K, pois os elementos v, £ = 0,1, ... ,6, sdo as Unicas quantidades nao triviais no
algoritmo de Feig-Winograd. Como se pode observar de (4.2), a implementacdo da

DCT usando a fatoragdo de Feig-Winograd requer de 28 adi¢Oes e 22 multiplicagoes.

4.3 O Subespaco de Feig-Winograd

A fatoragdo de Feig-Winograd induz naturalmente o seguinte mapeamento:

FW : R" — M;3(R)
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-
emque @ = [apg a; s a3 oy as ag] € R,

az 0 O 0 0 0 0 0
0 as 0 0 0 0 0 0
0 0 a5 a1 O 0 0 0
_ 0 0—-ar a5 O 0 0 0
K<a) - 0 0 0 0 —ag —aqg —a2 —ap | ? (4'4)
0 0 0 0 ay g ag —Qg
0 0 0 0 —ap a —aq4 ap
0 0 0 0 —ag —ag «ap —Qa4

e Mg (RR) denota o espago das matrizes de tamanho 8 x 8 com elementos em R. Usando
as operacdes de adi¢do e multiplicagdo escalar em Mg(RR), é direto observar que o
mapeamento FW(+) é uma transformagdo linear. Com efeito, de (4.3) e (4.4) temos

que se satisfazem as seguintes propriedades:

1. Aditividade: Sejam o, € R. Entdo se satisfaz

FW(a+a')=P -Kla+a')-B;-By-B;
—P . (K(a) + K(e))- B, - B, - B,
—P K(a) B, By B3+ P-K(«) B, B, By
= FW(a) + FW(a').

2. Multiplicacdo escalar: Se ¢ € R, entao

FW(c-a)=P -K(c-a)-B;-By-Bj
=P (c-K(a))-B;-By-Bj
—¢.P-K(a) B, By B
=c-FW(a).

Como consequéncia, a imagem de FW(-), que denotamos por Zm(FW), é um
subespago de Mg(IR) que chamamos de subespaco de Feig-Winograd. Nosso objetivo
€ entdo identificar matrizes no subespaco de Feig-Winograd que proporcionem boas
aproximagoes para a DCT exata segundo critérios a serem definidos mais adiante. Por
brevidade, de aqui em diante serd usada a notagdo T = FW(a).

Considerando o mapeamento descrito em (4.3), vemos que as matrizes no subes-

paco de Feig-Winograd compartilham a mesma fatoracio. Portanto, todas as matrizes
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neste subespaco estdo associadas a algoritmos rdpidos com mesma estrutura. A Fi-

gura 4.1 exibe o diagrama de fluxo de sinal para o algoritmo rdpido em questdo.

4.4 Transformada Inversa

Nesta se¢do, deduzimos alguns resultados tedricos relacionando as estruturas das trans-
formadas direta e inversa. Como resultado, obtemos que, se a transformada T pertence
a classe de Feig-Winograd, entdo a transposta da transformada inversa, (T~1)", tam-
bém encontra-se nesta classe e, portanto, possue uma estrutura similar a transformada

direta.

No diagrama de fluxo da Figura 4.1, as matrizes B, B, e B3 representam estru-
turas “borboleta”. A matriz P" é uma permutaciio simples, com a segunda, quarta
e sexta colunas multiplicadas por —1. Dado que K(«) é uma matriz diagonal em
blocos, sua inversa K‘l(a) também resulta ser diagonal em blocos. De fato, usando

software de computacdo simbdlica [58], obtemos a seguinte relacao:

K '(a) =K' (), 4.5)

T . .
em que o vetor & = [of o) ob of o) af af] € R, relacionando as matrizes

inversa e transposta, é dado por:

;o apag? + (? — au?) ag + 29 ag ay + a?
(8% =

0 )\ )
o = -4
1 )
0412 + Oé52
;a4 (g — a?) ay 4+ 2ag ap o + o’
&2 — A 5
1
/
ag = —, (4.6)
a3
;g + (p? — ag?) an — 29 ag ag + ay®
054 = )\ 5
al — Qs
5 )
0412 -+ &52
ol — a6 + (o — au?) ap — 20 g o + a”
6 — )

A
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X0 —»X()
1 Xy

T2

x3 X3

T4

T5 X5
Block A

L6

Z7

B3 BQ B1 K(a) P

(a) Diagrama de fluxo de sinal para T

Q6

(b) Block A

Figura 4.1: Diagrama de fluxo de sinal para as transformadas no subespaco de
Feig-Winograd. Entrada de dados z,, n = 0,1,....,7, relacionadas a saida X,,,
m =0,1,...,7, por X = T - x. As linhas tracejadas indicam multiplicacdo por —1.
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ém que
A= (0402 + @62)2 + (0622 + 0642)2 +4 (Oéo Qg — Gy 046) (042 O + 044) .

O seguinte lema resulta util na obtengdo de um algoritmo répido para a transformada

inversa.

Lema 1 Seja D = diag(dy, dy,ds, dy,dy, dy, ds, dy), para valores reais de dy, k =
0,1,2. Entdo T pertence ao subespaco de Feig-Winograd se e somente se D-T também

pertence ao mesmo subespago.

Prova: Primeiro provamos a condi¢ao de suficiéncia. Por hip6tese, T admite a fatora-

cdo de Feig-Winograd (4.3). Portanto temos que:

D - T=D P-K(a) -B;-B,-B;
—P.-D'-K(a) B, B, B,

em que D’ = diag(dy, do, da, ds, dy,dy, dy,dy). Contudo, se satisfaz que

do-as3 0 0 0 0 0 0 0

0 do-as 0 0 0 0 0 0

0 0 do-avp  da-as 0 0 0 0

/ _ 0 0 d2-0¢5 7d2-a1 0 0 0 0
D - K(a) - 0 0 0 0 di-ag  dirasa  di-az —di-ag
0 0 0 0 —di-ag —di-ag —di-ag —di-as
0 0 0 0 di-ag —di-as  diag  di-ag
0 0 0 0 di-ag  dirag —di-ag —di-aq

Dado que D’ - K(a) possui o formato (4.4), concluimos que D - T também pertence

ao subespaco de Feig-Winograd.
Reciprocamente, sejam T e T’ matrizes no subespago de Feig-Winograd associa-
das aos vetores de parametros ¢ e 3, respectivamente. Desse modo, obtemos:

’:[‘:].:)I<(O{)B1]32B37
T/:PK(IB>B1B2B3
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Portanto, se T' = D - T para uma matriz D diagonal, considerando (4.5) temos que:

D=T T
=P-K(3)-B;-B,-B3-B;'-B;'-B' - K *(a)- P!
=P-K(8)-K'(a) - P’
=P -K(3) K'()- P,

em que o’ é dado por (4.6).

Calculando explicitamente a matriz diagonal D, se verifica diretamente que:
D= diag(do, di,do, dy,dy,dq,ds, dl), d, € R, k=0,12.

[ |
Como uma consequéncia, o algoritmo répido para a transformada inversa € obtido
simplesmente substituindo o vetor a na fatoragdo (4.3) por o’ dado por (4.6) e entdo

aplicar a operagdo de transposi¢do. Este resultado € enunciado na seguinte proposicao.

Proposicao 1 Se T pertence ao subespago de Feig-Winograd, entdo (T~1)T também

pertence ao mesmo subespago.

Prova: Assumindo a existéncia da inversa T}, invertendo (4.3) obtemos a fatoragio:
T'=8B;'""B;' B;" K !a) P .
Contudo, as seguintes relagdes sdo satisfeitas:
-1 T -1 . 1
P =P y Bl :dlag (5'12716) 'B17
-1 . 1 -1
B2 :dlag 5 'I4,I4 'BQ, B3 = = ']_3)37

em que diag(-) retorna uma matriz diagonal. Portanto, a fatoracdo para a inversa

resulta em:

T'—B; B, B,-K'(a)-PT-Dy, @.7)
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,5.%,3). Aplicando (4.5) em (4.7), obtemos dire-

el

Y

N[

Y

e L

em que Dy = diag (%, 3,

tamente que:

(TH"=Dy-P-K(d/)-B;-B;-Bg
= DO . Tla

ém que
T/:P'K(a/)'Bl'BQ'Bg

pertence ao subespaco de Feig-Winograd. Portanto, sob as condicdes do Lema 1, a
proposicdo é provada. |
O seguinte coroldrio enuncia condi¢des para a existéncia da inversa K=!(a), que

implica diretamente a existéncia de T

Corolario 1 Se T ¢é uma transformada no subespaco de Feig-Winograd, as seguintes

condigoes sdo necessdrias para que T tenha inversa:
(i) az #0,
(ii) ar® + as® #0,
(iii) ap? + ap? + ay? + ag? # 0.

Prova: De (4.6), é direto observar que as condi¢cdes necessdrias e suficientes para a
existéncia de o’ sdo az # 0, af + a2 # 0 e A # 0. Além disso, uma condi¢do
necessdria para que A # 0 é que |o;| # 0 para algum indice i (i = 0,2,4,6), o qual é

equivalente a condigdo af + a3 + a3 + a2 # 0. ]

Diagrama de fluxo de sinal da transformada inversa

Da se¢do anterior temos que, se T € Zm(FW), entdo sua transformada inversa pos-
sui uma estrutura simples, a qual é obtida ao considerar a transposta da transformada
(T™1)" € Zm(FW). Embora este resultado seja evidente para transformadas ortogo-
nais, nao € evidente para transformadas que sdo nao-ortogonais. Portanto, os resulta-
dos obtidos na secdo anterior proporcionam uma generalizagdo importante que € util

em implementacdes de hardware.
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Na Figura 4.2 é mostrado o algoritmo rapido para a transformada inversa (cf. Fi-
gura 4.1). Como pode-se observar, em termos de desenho de circuitos, os blocos
B, B, e B3 podem serem reutilizados na implementagao da transformada inversa. O
bloco P representa uma permutacio simples. Além disso, no contexto de compressio
de imagens, o bloco D pode ser absorvido na etapa de quantizacio (cf. Apéndice B).
Portanto, a adaptacdo do diagrama de fluxo de sinal da transformada direta para a
transformada inversa se reduz principalmente a adaptagdo de K'(a’) considerando
o vetor de pardmetros ' dado por (4.6). Assim, em termos de circuitos digitais, é
possivel implementar as transformadas direta e inversa com modifica¢cdes minimas de

hardware.

4.5 Aproximacoes Conhecidas

Como comentado anteriormente, cada vetor o € R” fornece uma aproximagio para a
DCT exata dada pela fatoracao (4.3). Nesta secdo, apresentamos algumas transforma-

das ja conhecidas na literatura que pertencem ao subespaco de Feig-Winograd:

1. SDCT:Paracx; = [1 11 111 1]', temos que FW(av;) fornece a transfor-
mada SDCT definida em [32].

2. Aproximagdo de nivel I: Paracy = [1 1111 1 O]T, temos que FW (aw) é
a aproximacao de nivel 1 definida em [54].

3. DCT arredondada: Para o = [1 1111 0 0]', a transformada FW (ax3)

resulta na aproximagdo RDCT introduzida em [20].

4. DCT arredondada modificada: Para oy = [1 10100 0]', FW(ay) é a
aproximacdo MRDCT dada em [5].

5. Aproximagdo para RF imaging: Paracis = [2 2 1 1 1 1 0]', a transformada

FW (a5) resulta na aproximacdo dada em [62].

6. Matriz de Haar: Seja H a matriz de Haar ndo normalizada de comprimento 8 [47,
p. 159]. Paracg = [0 0 0 1 1 1 0]', temos que

H= P1 : FW(a6) : PQ,
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Block A’

D P" K'(d) B B, B;

(a) Diagrama de fluxo de sinal para T~!

(b) Block A’

Figura 4.2: Diagrama de fluxo de sinal para as transformadas inversas. Entrada de
dados X,,,n = 0,1, ...,7, relacionados a saida x,,, m = 0,1,...,7,porx = T~ . X,
As linhas tracejadas indicam multiplicag@o por —1.
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em que P, e P, sdo as seguintes matrizes de permutagdo:

e

I
OO OoOOoCOoOOH
HOOOOOOO
OO0 O+—HOOO
OOHOOOOO
[eelelolelel o]
OCOOHHOOOO
OO+~ OO
(=l elolele)ele]

T

I
COoOOoOoOOoCOoOOoOH
HOOOO0OOOO
OCOOHOOOO
OO0 O+—HOOO
OO0 OO
OO0 O—O
OO+ OO
OO OOOOO

4.6 Critérios de Aproximacao

O critério de busca das transformadas T no subespaco de Feig-Winograd serd base-
ada em condi¢Oes que permitam obter aproximacdes adequadas para a DCT. Portanto,

neste trabalho adotamos os seguintes critérios:
1. T deve ter baixa complexidade computacional;

2. T deve fornecer uma aproximacdo para a DCT que seja ortogonal ou quasi-
ortogonal [28];

3. T~ ! deve ter baixa complexidade computacional;

4. T deve fornecer uma aproximacgao para a DCT que possua bom desempenho em

termos de medidas de avaliacdo usadas no contexto de compressao de imagens.

Os quatro critérios descritos sao detalhados nas proximas segoes.

4.6.1 Complexidade Computacional

A complexidade computacional da estrutura Feig-Winograd € essencialmente quanti-
ficada por sua complexidade aritmética, dada pelo nimero de multiplicacdes, adi¢Oes
e deslocamentos necessdrios para sua implementacgao [14, 33]. A quantidade de multi-
plicagdes requeridas é dada pelos elementos oy, k = 0, . . . ,6, presentes apenas na ma-
triz K (). Contudo, selecionando criteriosamente os valores oy, é possivel obter apro-
ximagdes que sejam livres de multiplicagdes. Como mencionado na Se¢do 3.2, com o
objetivo de minimizar o custo aritmético, consideramos o, € P = {0, + %, +1,+2}.

Em termos de circuitos aritméticos digitais, tais elementos introduzem somente uma
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quantidade reduzida de deslocamentos. Isto proporciona uma complexidade conside-
ravelmente menor que implementando diretamente a DCT exata usando a fatoragdo de

Feig-Winograd ou aproximando a DCT usando racionais diddicos.

Sobre o conjunto P, o cendrio mais desfavordvel em termos de complexidade com-
putacional € selecionar parametros no conjunto {:l:%, + 2}. Isso implicaria considerar,
no maximo, 28 adigdes e 22 deslocamentos. Considerando as transformadas no for-
malismo Feig-Winograd j4 obtidas, a complexidade esperada para boas aproximagodes
pode ser inferior. Por exemplo, a SDCT e a RDCT —ambas no subespaco de Feig-
Winograd— requerem 24/0 e 22/0 adi¢des/deslocamentos, respectivamente [20, 32].
Na Tabela 4.1, é apresentada a complexidade aritmética do algoritmo Feig-Winograd

segundo a representacao numérica usada.

Tabela 4.1: Complexidade aritmética do algoritmo Feig-Winograd segundo a repre-
senta¢do numérica usada

Representacdo numérica ~ Multiplicacdes Adigoes Deslocamentos
Ponto flutuante 22 28 0
Racionais diddicos 0 28+ 14 =42 21
Elementos no conjunto P 0 no miximo 28 no miximo 22

Inspecionando a fatoracdo (4.3), é possivel obter expressdes matematicas para o
calculo do numero de adi¢coes e deslocamentos necessdrios para implementar as apro-

. ~ T . ~
ximagdes. Dado o vetor @ = [y ; o a3 aq a5 ag] € P7, sejam as fungdes:

parai = 0,1,...,6. Entdo, o nimero de adi¢des .A(a) e deslocamentos S(a) neces-

sarios para implementar a transformada T € dada pelas equacdes:
Ala) =28 = ki - 0(a), (4.8)

S(a) =) ki pon), (4.9)
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em que

4, se for par,
- { P

2, se1 for impar.

Das expressoes anteriores temos que 14 < A(a) < 28 e 0 < S(ar) < 22. Por-
tanto, o limite inferior para a complexidade aritmética das matrizes no subespaco de
Feig-Winograd € de 14 adi¢cdes. Observar da Tabela 4.1 que o custo aritmético das
aproximagdes considerando entradas somente no conjunto P € muito menor que im-
plementando diretamente a DCT exata usando o algoritmo de Feig-Winograd ou con-
siderando racionais diddicos. Em consequéncia, estas aproximagdes sdo boas alterna-

tivas em implementacdes que requerem de uma complexidade computacional minima.

4.6.2 Ortogonalidade e Quasi-ortogonalidade

Neste trabalho, adotamos a terminologia definida a continuagdo respeito de ortogona-
lidade.

Defini¢iio 1 Dizemos que uma matriz A é ortogonal se A - A" é uma matriz diagonal.

Em particular, se A - AT é a matriz identidade, entdo A é dita ser ortonormal.

Ortogonalidade € frequentemente uma propriedade desejavel em aproximacdes
para a DCT [15, 54]. Entre varios métodos de ortogonalizacdo existentes [36, 89],
selecionamos o método baseado na decomposi¢do polar [34, 38]. Por este método, o

processo para ortogonalizar a transformada T requer somente da matriz dada em [19]:

S=4/(T-TT) ™", (4.10)

em que +/- denota a raiz quadrada matricial [35, 58]. A aproximagdo ortonormal para
a DCT ¢ dada por [5, 19, 20, 62]:

C=S-T. (4.11)

Uma caracteristica fundamental é que este método de ortogonalizacdo preserva a

estrutura e a baixa complexidade da transformada T [37].
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No contexto da compressdo de imagens, se S € uma matriz diagonal, entdo nio
introduz nenhum custo computacional. Neste caso, a matriz S pode ser absorvida na
etapa de quantiza¢do no esquema de compressao tipo JPEG [5, 6, 8, 10, 13, 20, 54].
No Apéndice B, sdo dados os detalhes mateméticos da operacdo de quantizagao.

Para que a matriz S seja diagonal, € suficiente que a transformada T seja ortogo-
nal [19]. Se a transformada T pertence ao subespago de Feig-Winograd, calculando

explicitamente T - T obtemos:

v 0 0 0O 00 O0O0
0 m 0 -3 0m3 00
0O 0 = 0 OO0 OO
. T _ 0 —7m3 0 74 0 0 O 73
T -T = 0O 0 0 0 700 0 O0]>»
0 3 0 0 07 O 73
0 0 0 0 0 0m™O
0 0 0 73 073 07
em que
70 :86(:%,

1 =2(af + a3 +ai +af),
T =4(af + a3),

T3 = 2 (044046 + aog + gy — O[QO(Q).

Portanto, se 73 = 0, entdo T € uma matriz ortogonal. Isto é equivalente a provar que

Q0 + Qg + iy — Qg = 0, ou que
Oéo(OéQ — Oé4) = ()56(0(2 + Oé4). (412)

Assim, (4.12) é uma condicao suficiente para que seja satisfeita a condi¢ao de ortogo-

nalidade.

Se a transformada T satisfaz (4.12), entdo temos que

S = diag(so,51,52,51,50,51,52,51),

em que sp = 1/(2%2a3), 51 = 1/4/2(a2 + o} + a3 +ad), so = 1/(2\/a2 +a?) e
diag(-) retorna uma matriz diagonal com entradas desde seu argumento. Como pro-
vado na seguinte proposicdo, se a condicao (4.12) é satisfeita, entdo a aproximacao C

também pertence ao subespago de Feig-Winograd.
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Proposicao 2 Seja T no subespaco de Feig-Winograd. Se 'T satisfaz (4.12), entdo

S - T pertence ao mesmo subespaco.

Prova: O calculo explicito da matriz de ortogonalizacao S (cf. (4.10)) resulta em

11 1 11 1 1
S:diag( )

1
Observar que S tem o formato da matriz D do Lema 1. Portanto, se satisfaz que S - T
pertence ao subespaco de Feig-Winograd. [
Se a transformada T néo é ortogonal, porém T-T " é uma matriz quasi-diagonal [28],

entdo S também € quasi-diagonal. Portanto, neste caso, a aproximacao para S definida

na seguinte defini¢do pode ser considerada como matriz de ortogonalizacao.

Definicio 2 Se T - T é uma matriz quasi-diagonal, entdo uma aproximagdo para a

matriz de ortogonalizacdo S é dada por

S::Vﬁdmgcr-TTﬂ‘R (4.13)

em que, neste caso, o operador diag(-) retorna uma matriz diagonal com os mesmos

elementos diagonais de sua matriz argumento [69, p. 2].

Em consequéncia, se a transformada T ndo € ortogonal, entdo a aproximagdo

quasi-ortogonal para a DCT provista por T € obtida por:

A

C=S-T. (4.14)

Para quantificar quanto préxima uma matriz estd na forma diagonal, consideramos

a medida de desvio da diagonalidade [28], que € definida como segue.

Definicao 3 Seja M uma matriz quadrada. A medida de desvio da diagonalidade de
M é dada por:

diag(M)][?
5(M) = —-ﬂ—iﬁg%HEZMﬁ, (4.15)

denota a norma matricial de Frobenius [89, p. 115].

em que || - ||
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Observar que para matrizes diagonais, a fungdo d(+) retorna zero. Tanto a SDCT como
a aproximacdo BAS proposta em [9] sdo ndo-ortogonais € boas aproximacdes para a
DCT. Estas transformadas tem desvio da ortogonalidade §(T - T ") iguais a 0.20 e
0.1774 respectivamente, em que T denota a transformada nao-ortogonal considerada.
Portanto, adotamos essas medidas particulares como valores de referéncia para identi-

ficar matrizes de ortogonalizac¢do quasi-diagonais no contexto de aproximacdes para a
DCT.

4.6.3 Estrutura e Complexidade da Transformada Inversa

Além de identificar transformadas no subespaco de Feig-Winograd que tenham baixa
complexidade computacional, também € importante identificar aquelas cujas transfor-
madas inversas sejam de baixa complexidade.

Para transformadas ortogonais, temos que se satisfaz a relacao:

~

C!'=C"=T7".8.

Portanto, neste caso, a aproximacgdo inversa herda as propriedades de baixa comple-
xidade de T. Ainda, a matriz S pode ser “absorvida” na etapa de quantizagdo, como
detalhado no Apéndice B.

Para o caso ndo-ortogonal, supor que T é uma transformada de baixa complexi-
dade. O conjunto de equacdes (4.6) proporciona expressoes em forma fechada para os
elementos multiplicativos o, k = 0,1,...,6, ligados a transformada T~'. Portanto,
uma condicao suficiente para que a transformada inversa tenha baixa complexidade é
que o) € P,parak =0,1,...,6.

Como ilustracao, considerar a transformada SDCT introduzida explicitamente em (3.3),
que é nao-ortogonal. Neste caso, a matriz SDCT, definida no subespago de Feig-

Winograd, admite a fatoracdo dada por:
FW(a) =P K(a) . B1 . B2 . :B37
emquea=[1111111]". De(4.6), obtemos que

o' =[1/211/21010].
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Observar que os elementos de o’ pertencem ao conjunto P. Este vetor de pardme-

tros proporciona a relacao:
FW(a) - [FW(a')]" =8 I;.
Portanto, a SDCT inversa, introduzida explicitamente em (3.4), € dada por:

[FW(a)]™ = 2 [FW(a)] .

o |

Assim, no contexto de compressao de imagens, a SDCT inversa mantém a propriedade

de baixa complexidade atingida pela SDCT.

4.6.4 Medidas de Proximidade

Com o objetivo de avaliar as aproximagdes para a DCT candidatas, consideramos as

seguintes figuras de mérito:
i) Erro de energia total [20];
ii) Erro quadratico médio (MSE) [15, 85];
iii) Ganho em codificacdo unificado [15, 31, 48];
iv) Eficiéncia da transformada [15].

As medidas de erro de energia total e MSE sdo usadas para mensurar o quao pro-
xima estd uma dada aproximagao C a DCT exata C. As medidas de ganho em co-
dificacdo e eficiéncia da transformada capturam o desempenho em codificacdo e a
capacidade de descorrelacao de uma transformada, respectivamente [15].

Para avaliar o desempenho em codificacdo, o sinal de entrada € modelado como
um processo de Markov de primeira ordem estaciondrio com média zero, variancia
unitdria e coeficiente de correlagdo p € (0,1). Entdo, o sinal de entrada x é definido

pela matriz de covaridncia Ry, cujo (7,7)-ésimo elemento é dado por:
(Rx)ij = phiﬂ

A matriz Ry € simétrica e Toeplitz [69, p. 158].



4.6. Critérios de Aproximacao 61

Se X = C - x é o sinal de saida, em que C é uma aproximacdo para a DCT, entao

sua matriz de covariincia é dada por:

Rx=C -R,-C'.

Geralmente, é considerado que imagens naturais satisfazem as suposi¢des tedricas
anteriores, com p = (.95 [15, 48, 55].

A seguir, sdo descritas matematicamente as figuras de mérito previamente consi-

deradas.

Erro de energia total

Cada linha de uma matriz de transformacao pode ser considerada como os coeficientes
de um filtro de resposta ao impulso finito (FIR) [19, 72]. Baseado em [32], a magnitude
da diferenca entre as fung¢des de transferéncia associadas aos filtros FIR induzidos pela
DCT e a SDCT foi utilizada em [20] para obter uma medida de similaridade. Tal
medida, chamada de erro de energia, foi posteriormente usada como uma medida de

proximidade para outras aproximacgdes [6, 20].

Para m,n = 0,1,...,7, sejam os sinais discretos f,,[n] e hn,[n], formados pelas
(m 4+ 1,n + 1)-ésimas entradas da DCT exata C e de uma dada aproximagao C, res-
pectivamente. Tomando a transformada de Fourier de tempo discreto destes sinais,
obtemos

emque j = v/—1ew € [0,27]. As fungdes H,,(w) e ﬁm(w), m = 0,1,...,7,
representam as fungdes de transferéncia das (m + 1)-ésimas linhas das matrizes C

e C, respectivamente. Assim, o erro de energia da (m + 1)-ésima linha matricial é
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dado por
€m :/ |Hyp(w) — Hyp(w)Pdw.
0

O erro de energia total associado a C € simplesmente fornecido por

7

(€)= em. (4.16)

m=0

Como descrito em [20], E(C) é uma medida de similaridade entre C e a aproximagio C
considerada.

Embora definida originalmente no dominio espectral, a equagdo (4.16) pode ser
expressada usando a norma matricial de Frobenius. Com efeito, usando o teorema de

Parseval [47, p. 18] temos que:

%/07r | Hp(w) — ﬁm(w)EdM - go |hn[n] — ;Lm[n”Q

Portanto, o erro de energia total é dado por

3 / () — F(w)Pde

7SS ol — ]

m=0 n=0

=7||C - C|>. (4.17)

e(C)

Assim, o erro de energia total ¢ uma medida de proximidade entre C e C com respeito

a norma de Frobenius.

Erro quadratico médio

O MSE para a aproximacao C é definido por [15, 55]:

MSE(C) = é tr ((c — @) R,-(C— C)T> . (4.18)
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Para minimizar o erro na saida entre a aproximacdo C e a DCT exata C, o MSE

entre C e C deve ser minimizado [15, 55].

Ganho em codificacao unificado

Dada uma aproximagao C,o ganho em codificacdo usual € definido por [15, p. 163]:

N-1
1
N-1 N
(15" o2, 115012)

Contudo, como apontado em [48], esta medida € definida considerando transformadas

C,(C) = 10 logy,

ortogonais. Notar que para transformadas unitdrias, || f;|| = 1. Portanto, nesse caso,
o termo entre chaves € a razdo entre a média aritmética e a média geométrica das

variancias.

Dado que neste trabalho também consideramos transformadas ndo-ortogonais, usa-
mos como medida de avaliacdo o ganho em codificacdo unificado introduzido em [48].
Parak =0,1,...,N —1, sejam h;, e g; os vetores linhas de CeC, respectivamente.

O ganho em codificacdo unificado associado a C ¢ dado por:

7
. 1
Ci(C) =101og,0S [[ -m—¢ -
s(© IO{M SAk.Bk}

em que A, = su[(h] -h;) ® Ry, su(-) retorna a soma dos elementos do seu ar-
gumento matricial, o operador ® denota o produto matricial de Hadamard [69] e
By = ||gk|/%. Para o caso de transformadas ortogonais, os valores de C,)(C) e C’*( )

coincidem.

As aproximacdes que exibem altos valores de ganho em codificagcdo fornecem me-
lhor compactagdo de energia em poucos coeficientes [55]. Para p = 0.95, os valores
correspondentes as transformadas KLT e DCT sdo de 8.8462 dB e 8.8259 dB, respec-

tivamente [15].
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Eficiéncia da transformada

A medida de eficiéncia da transformada relacionada a aproximagao C é definida por [15,
16]:

8
A 1 |(Rx)ii
n(C) = 822:18|< Jal 100, (4.19)
Dzt 21 [(Rx)ig
em que (Rx);; e (Rx);; sdo os (4,7)-ésimos elementos das matrizes Ry e Rx respec-

tivamente.

~

A eficiéncia da transformada n(C) é uma medida da capacidade de descorrelagdo
da aproximada C [15]. A transformada KLT converte sinais em coeficientes com-
pletamente descorrelacionados e seu valor de eficiéncia é de 100, para qualquer valor

de p.

4.7 Otimizacao sobre o Subespaco de Feig-Winograd

4.7.1 Otimizacao Multicritério

Nesta secdo, € proposto um problema de otimizagdo considerando todos os critérios
discutidos na secdo anterior. No contexto de compressdo de imagens, estes critérios
geralmente encontram-se em conflito, no sentido que transformadas que apresentam
bons valores em termos de algumas medidas particulares, podem nao apresentar bons
valores para outras medidas e vice-versa. Portanto, neste trabalho propomos um pro-
blema de otimizacdo considerando todas estas medidas, em vez de consideré-las sepa-
radamente. Mais formalmente, temos o seguinte problema de otimiza¢do multicrité-
rio [24, 59]:

min (e(é) MSE(C), — C(C), —n(C), A() ,S(a)> . (4.20)

(o7

A ~

Dado que C;;(C) e 1(C) precisam ser maximizados, consideramos os valores negati-

vos destas quantidades.
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A ordem de Pareto em R”

Observar que, no caso de um problema de otimizag¢do simples, o significado de minimo
esta relacionado diretamente com a ordem candnica < em R. Isto ndo acontece com
um problema de otimiza¢do multicritério. Dado que ndo existe uma ordem canonica
em R? para p > 2, entdo a definicdo de minimo em (4.20) estd relacionada com uma

determinada ordem em R” previamente estabelecida.

A seguinte definicdo serd de utilidade para a definicdo de uma ordem usada na
solucdo de (4.20).

Definicao 4 Um conjunto C C R? (p > 2) é um cone se para todo elementod € C e

todo niimero real o > 0, se satisfaz que ad € C.

Em geral, ordens sdo definidas em relagdo a um cone. Em particular, consideremos

0 cone:
C=RE ={(z1,...,2,) € RP:2; > 0Vieux; #0 paraalgum j}.
Assim, definimos uma nova relagdo bindria “<” em R? (p > 2) por:
x<y<=y—-xecRE,
a qual pode ser escrita na forma alternativa:
x <y<=uz; <y Viex; <y, paraalgum j. (4.21)

Esta ordem parcial respeito do cone R é conhecida como a ordem de Pareto em R?
e o conceito de otimizacdo multicritério com respeito a esta ordem € conhecido como

otimalidade de Pareto [24]. Na Figura 4.3, ilustra-se a ordem de Pareto em R2.

Resolucido do problema de otimizacao

Para resolver o problema (4.20), neste trabalho consideramos a ordem de Pareto como
definida em (4.21). Além disso, precisamos identificar o espaco de busca, o conjunto

de restri¢des e a técnica de resolucao.
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.y—X:(yl—xlayz—fUz)

T Y1

X = (21,2g) &1 T2

Figura 4.3: Tlustra¢do da ordem de Pareto em R? (x < y).

Uma condicdo € que as solucdes candidatas o gerem transformadas T de baixa
complexidade. Portanto, temos que oy, € P, k = 0,1, ...,6. Assim, o espago de busca
para (4.20) é o conjunto P7.

Observar que (4.20) € um problema de otimizagao restrito. Com efeito, somente
consideramos solu¢des candidatas cuja transformada inversa possua baixa complexi-
dade. Resumindo, requeremos que tanto as transformadas obtidas como as suas inver-
sas possuam entradas no conjunto P = {0, + %, +1,+2}.

Como consequéncia da restri¢do anterior, reconhecemos que (4.20) é um problema
analiticamente intratdvel. Portanto, € feita uma busca computacional exaustiva sobre
o conjunto P’, que contém 77 = 823543 elementos, com o objetivo de identificar as
solucgdes eficientes de (4.20) [24, 59].

Seja

F ={e(-),MSE(-), = C(-), —=n(), A(-),S()}

o conjunto de funcdes objetivos considerado em (4.20). Entdo, o conjunto de solugcdes
eficientes no sentido da otimalidade de Pareto [24, p. 24] € definido, segundo (4.21),

por:

Sp = {a* € P” : ndo existe € P7 tal que f(a) < f(a*) paratodo f € F
e fola) < fo(a™) para algum f, € F}.
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Suporte computacional

Com o objetivo de implementar a busca computacional do conjunto de solugdes efici-
entes de (4.20), foi usado a linguagem de programacdo C conjuntamente com a bibli-
oteca GNU Scientific Library (GSL) na sua versdo 1.15 [29]. O diagrama da estrutura
do lago de busca € apresentado na Figura 4.4. Os tempos de execucdo sobre um com-
putador com processador Intel Pentium Dual-Core T4300 @ 2.10 Hz, 2 GB de RAM

e sistema operacional Linux 3.2.0-48-generic sdo proporcionados na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Tempos de execugdo

Tipo de transformada Tempo de execu¢do (em segundos)

Ortogonal 34.98
Nao-ortogonal 12.08

4.7.2 Solucdes Eficientes e Transformadas Otimas

Como resultado da busca computacional, obtemos 16 solucdes eficientes distintas de-
notadas por ], 7 = 1,...,16, mostradas na Tabela 4.3. Cada solug¢do eficiente implica

uma transformada 6tima dada por
T, =FW(a)).

A forma explicita de cada transformada T; € obtida diretamente de (4.3).
Observar que, de todas as solucdes eficientes obtidas, algumas resultam em trans-
formadas ortogonais ja conhecidas na literatura. Em particular, temos que:

i) Ty é a aproximacgdo de nivel 1 para a DCT introduzida por Lengwehasatit e
Ortega [54];

ii) Ty é a RDCT introduzida em [20];
iii) T3 é a MRDCT proposta em [5].

Além disso, as matrizes T4, T, ..., T4 sdo novas transformadas. Excetuando T g,
todas as matrizes obtidas satisfazem (4.12) e, portanto, conduzem a aproximacgodes

ortonormais.
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Para o € P7,
calcular T = FW (o)

:

E T ortogonal?

Sim | Nio

' '

Calcular C =S.T E T~ de baixo

custo aritmético?

Niao

Sim

-

Calculare(C) MSE(C),
C3(C), n(C), A(a), S()

Calcular C=S-T

¢

Calcular ¢(C), MSE
);

C). MSE(C),
C5(C),n(C), Ale), S

()

#

Obtengdo do conjunto de

solugoes eficientes Sg

Figura 4.4: Estrutura do lago de busca em P7.
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Tabela 4.3: Solucdes eficientes no subespago de Feig-Winograd

i Solucdo eficiente (o))
11111120
2 1111100
3 1101000
4 1201010
5 0111100
6 0211110
7 o221 110
8 [220101 1/2)
9 [t 211110
10 [t 1010 1/20"
1 o111 1 120"
2 o1211 120"
13 o211 1/210]
14 o111 1/2 120"

15 21010 1/2 1/2)
16 [1 111000

Aproximacoes Ortonormais

Um exame cuidadoso mostra que se satisfazem as seguintes relagdes entre as transfor-

madas ortogonais:

To=D: Ty, Ti=Dy Ty, Tuu=Dy T Tip=D,y Ty,
Ti3=D3-T7, Tyy=Dy -T7, Ti5=Dy-Ts,
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em que

1 1
D, = diag(1,1,2,1,1,1,2,1), D, = diag (1,1,5,1,1,1,5,1)

1 1 1 1 1 11 1 11
D; = di 1,-,1,-,1,—-.1,—= D, =di 1, -, -.=-,1,=—,=,=—].
3 1ag<727 727 727 72>7 4 lag(7272727 727272)

Este fato motiva a seguinte definicdo, que resulta ttil no formalismo matematico

para a obteng@o das aproximacoes para a DCT.

Definicao 5 Dizemos que duas transformadas sdo equivalentes se existe uma matriz

diagonal D, com entradas reais positivas, tal que
T =D, - T. (4.22)

E direto observar que a relagdo (4.22) define uma relacio de equivaléncia, que resulta
ser um caso particular da equivaléncia de matrizes definida em [42, p. 332]. Para uma

transformada T € Zm(FW), denotamos sua classe de equivaléncia como [T].

O seguinte teorema de unicidade enuncia que duas transformadas equivalentes for-

necem, de fato, a mesma aproximacao para a DCT.

Teorema 1 Se T e T’ sdo transformadas equivalentes no subespaco de Feig-Winograd,

entdo T e T' fornecem a mesma aproximagdo para a DCT.

Prova: Supomos primeiro que as transformadas T e T" satisfazem (4.12), e sejam S
e S’ suas matrizes de ortogonaliza¢io segundo definidas em (4.10). Da equagio (4.11),
¢ suficiente provar que S = S’ - D,.

Observar que

S/ . D+ ==\ (T, . T/T)_l . D+

:\/(D+'T'TT'D+)71'D+

~\/D'-(T-T7)1.D;'-D..
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Usando o fato que D, e T - T sdo matrizes diagonais, obtemos que:

S"-Dy :\/(T -TT)=t- <D11)2 Dy

Supomos agora que T e T’ ndo satisfazem (4.12), e sejam S e S’ suas matrizes de
ortogonalizacdo segundo definidas em (4.13). Da equacdo (4.14), é suficiente provar
que S = S’ - D.. Novamente, usando o fato que D e diag(T - TT) sdo matrizes

diagonais, obtemos que:

S'- Dy =/[diag(T"- T'T)] "' - D,
—/[diag(D, - T-T7-D,)] 1D,
:\/[DJr -diag(T-TT) D]~ - Dy

~/[ding(T- TT)]- D*- D,

—/[diag(T - T7)] !
S

e a prova conclui. ]
Pelo Lema 1, € possivel caracterizar as classes de equivaléncia no subespaco de
Feig-Winograd. Com efeito, temos que:

[T] ={T € Im(FW): T' =D, - T,
D+ = diag(d(),dhdg,dl,do,dl, dg,dl), dy € R, k= 0,1,2.},

em que R, denota o conjunto dos reais positivos.

No subespaco de Feig-Winograd, obtemos as seguintes relacdes de equivaléncia

sobre as transformadas 6timas consideradas:

{Ti,To} C[Til, {TaTiwo} C[Ta], {TeTu} C[Tel,
{Ts.Ti5} C[Ts], {T7. T2, Tis, T} C [To].
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Como consequéncia, embora estas transformadas s@o diferentes em pares, as apro-
ximagodes ortonormais que sdo derivadas das mesmas (cf. (4.11)) sdo iguais, pois como
foi provado no Teorema 1, matrizes na mesma classe de equivaléncia fornecem a
mesma aproximacgdo para a DCT.

As transformadas 6timas restantes ndo apresentam relacdo de equivaléncia com
nenhuma outra transformada conhecida, sendo portanto estruturalmente novas. Assim,
apresentamos T4, Ts, Tg, T7 e Tg como novas transformadas ortogonais. As mesmas

sao apresentadas explicitamente a seguir:

11 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0-1 01 1 0 0-1-1 0
2 1-1-2-2-1 1 2 1 0 0-1-1 0 0 1
T 0 0-1 00 1 0 O T 10 0-1 1 0 0-1
4= ]1-1-1 1 1-1-1 1|15 1-1-1 1 1-1-1 1
0-1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1-1 0 0-1
1-2 2-1-1 2-2 1 0-1 1 0 0 1-1 0
[0 0 0-1 1 0 0 0] [0-1 1 0 0-1 1 0]
1 1 1 1 1 1 1 1] 1 11 1 1 1 1 1]
01 1 0 0-1-1 0 0 2 1 0 0-1-2 0
2 1-1-2-2-1 1 2 2 1-1-2-2-1 1 2
T.— |1 00-1 10 0-1f 2 0 0-1 1 0 0-2
6 —]1-1-1 1 1-1-1 1|"'7 1-1-1 1 1-1-1 1
1 0 0 1-1 0 0-1 1 0 0 2-2 0 0-1
1-2 2-1-1 2-2 1 1-2 2-1-1 2-2 1
[0-1 1 0 0-1 1 0] [0-1 2 0 0-2 1 0]
1 1 1 1 1 1 1 17
1 1
2 0 0 -2 0 0-2
2 1 -1-2-2-1 1 2
0o-1 -2 0 0 2 % o
J— 2 2
Ts = 1 -1-1 1 1-1-1 1
1 1
0-2 1 0 0o-% 2 o0
1 -2 2-1-1 2 -2 1
10 0-2 2 0 0-3

Aproximacao Quasi-ortogonal

De todas as solugdes eficientes, obtemos somente uma transformacao que conduz a
uma aproximacao nio-ortogonal para a DCT. Esta solu¢ao particular, denotada por T,

€ uma nova transformada dada por:

COOR ==

= e R

OO OF

—

(=]
OCOORHFHFHF
OFRRHROORK
HORROROR
HFHORROOR

I
OHHRRFROORKF
|

Observar que T4 ndo satisfaz (4.12). Considerando a medida de desvio da di-
agonalidade discutida em [28] (cf. (4.15)) temos que 6(Ty - TITG) = 0.125. Para
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comparar, a SDCT também fornece uma aproximacao quasi-ortogonal, cujo desvio da
ortogonalidade € de 0.20. Neste sentido, a nova matriz T € “mais ortogonal” que

a SDCT. Portanto, aceitamos T4 como uma matriz que fornece uma aproximacao

quasi-ortogonal para a DCT.

Assim, a aproximacao quasi-ortogonal, derivada de (4.14), é dada por:

relacdes.

Tabela 4.4: Transformadas 6timas no subespaco de Feig-Winograd

& 1 1 11 1
emqueslﬁ_dlag<7ga§7§7§77§7§7§a§

A Tabela 4.4 resume a discussdo anterior sobre as novas transformadas e suas

a3

C = SIG ' T167

) ¢ obtida de (4.13).

Transformada Ortogonal? Descricao

T, Sim Proposta em [54]
T, Sim Proposta em [20]
T3 Sim Proposta em [5]

T. Sim Nova transformada
Ts Sim Nova transformada
Te Sim Nova transformada
T, Sim Nova transformada
Ts Sim Nova transformada
Ty Sim Equivalente a T,
Tio Sim Equivalente a T,
T Sim Equivalente a T
T Sim Equivalente a T,
Tis Sim Equivalente a T~
T Sim Equivalente a T
Tis Sim Equivalente a Tg
T Nio Nova transformada

4.7.3 Avaliacao das Novas Transformadas

Submetemos todas as solucgdes eficientes ao procedimento de aproximacao descrito

em (4.11) e (4.14), a depender da solucdo considerada satisfazer (4.12) ou ndo. As
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aproximagdes obtidas foram avaliadas segundo: (i) complexidade computacional e (ii)
medidas de proximidade respeito da DCT.

Somente transformadas ndo equivalentes foram consideradas, como discutido na
secdo anterior. Portanto, somente consideramos as seguintes transformadas: T, T,
T3, Ty, Ts, T, Tr, Ts, e Ty,

A Tabela 4.5 apresenta os valores obtidos de custo aritmético e medidas de proxi-

midade para as transformadas 6timas consideradas.

Tabela 4.5: Medidas de avaliagdo das transformadas 6timas consideradas

Transformada ¢(C) MSE(C) C’;‘(C) n(C) Ala) S(a)

T, 0.87 0.006 839 88.70 24 2
T, 1.79 0.010 8.18 8743 22 0
Ts 8.66 0.059 733 8090 14 0
Ty 7.73 0.056 754 8199 16 2
Ts 8.66 0.059 737  81.18 18 0
Ts 7.73 0.055 7.58  82.27 20 2
T 7.53 0.054 7.56  82.70 20 6
Ts 7.41 0.053 7.58 83.08 20 10
T 3.32 0.021 6.05 83.08 18 0
Média 5.97 0.041 751 8348 19 2

4.7.4 Discussao e Comparacao

Os valores apresentados na Tabela 4.5 mostram que a transformada T; tem desempe-
nho superior as outras transformadas consideradas para todas as medidas de avaliac@o.
Como mostrado na Tabela 4.4, a transformada T, corresponde a aproximagdo de ni-
vel 1 introduzida por Lengwehasatit e Ortega [54], conhecida por ser uma muito boa
aproximacdo para a DCT. Contudo, também € conhecida por sua comparativamente
alta complexidade computacional, portanto, ndo resulta muito usada no contexto de
aproximacdes para a DCT. A aproximagdo Ts, conhecida como a RDCT [20], tam-
bém apresenta uma boa proximidade com a DCT, enquanto que requer menos esfor¢o
computacional que T;. Além disso, a transformada T3 introduzida em [5] tem a dis-

tincdo de ter um custo aritmético de somente 14 adicdes, conseguindo assim a menor
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Tabela 4.6: Medidas de avaliacdo para as transformadas que ndo pertencem ao forma-
lismo Feig-Winograd

A ~

Transformada  Ortogonal?  ¢(C) MSE(C) Cs(C) nC) Ala) S(a)

BAS; Nao 4.19 0.019 6.27 83.17 21 0
BAS, Sim 2.93 0.024 8.12 86.86 18 2
BAS; Sim 6.85 0.028 791 85.38 18 0
BAS, Sim 4.09 0.021 833 88.22 24 4
BAS; Sim 26.86  0.071 791 8538 18 0
BASg Sim 26.86  0.071 791 85.64 16 0
BAS~ Sim 26.40  0.068 8.12 86.86 18 2
BASs Sim 35.06  0.102 795 8.31 24 0
WHT Sim 5.05 0.025 795 8.31 24 0
Média 15.70  0.048 7.83 8.79 20 1

complexidade dentre todas as transformadas 6timas no subespaco de Feig-Winograd
(cf. (4.8)-(4.9)).

Considerando as novas transformadas propostas, temos que a matriz T, possui
bom desempenho em termos de medidas de proximidade, embora exiga somente 16
adicdes. As matrizes T5 e T4, por requerer ambas somente 18 adi¢cdes, podem se-
rem comparadas entre elas. Enquanto T; fornece uma aproximagdo ortonormal, T4
resulta em uma aproximagao nao-ortogonal. A matriz T4 apresenta o menor valor
de erro de energia total e MSE de entre todas as novas transformadas. Em termos de
ganho em codificac¢do unificado, a transformada T5 supera a transformada T4; além

disso, em termos de eficiéncia da transformada, T4 supera a transformada T5.

As novas transformadas Tg, T7 e Tg exibem bons desempenhos, no entanto, re-
querem maior custo aritmético. Contudo, sua complexidade aditiva € menor que a
requerida pela transformada T;.

Para uma andlise posterior, comparamos as novas transformadas com outras apro-
ximagoes que ndo pertencem ao subespaco de Feig-Winograd: a WHT [39] e a série de
aproximagdes introduzida por Bouguezel, Ahmad e Swamy denotadas por BAS; [9],
BAS, [8], BAS; [10], BAS, [12], BAS; [13], BASs [13], BAS; [13] e BASg [7]. A

Tabela 4.6 apresenta as medidas de avaliacio para estas aproximacoes.

A Figura 4.5 apresenta os graficos relacionando o custo aritmético (ndmero de
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adi¢des) com as medidas de avaliacdo discutidas. Nestes graficos, cada transformada
corresponde a um ponto etiquetado. Transformadas ortogonais sdo etiquetadas por cir-
culos (o), ao passo que transformadas nao-ortogonais sao denotadas pelo simbolo ().
As aproximacdes BAS;, BASg, BAS; e BASg ndo foram incluidas na Figura 4.5 (a)
por apresentar valores excessivamente grandes, ndo comportando na escala adotada.
Igualmente, a aproximacao BASg foi excluida da Figura 4.5 (b).

As Figuras 4.5 (a)-(b) indicam que as transformadas 6timas no subespaco de Feig-
Winograd destacam-se em termos de erro de energia total e MSE. Além disso, as
transformadas no formalismo Feig-Winograd apresentam melhores figuras de ganho
em codificagdo, exceto para as transformadas que requerem 16 e 18 adicoes.

Em particular, considerando as transformadas que requerem somente 16 adi¢des,
observamos que T, supera a transformada BASs em termos de erro de energia total
e MSE. Contudo, BAS¢ apresenta melhor valor de ganho em codificacdo unificado
que T,4. Agora, considerando transformadas que requerem 18 adi¢des, temos que as
aproximagdes BAS,, BAS;, BAS; e BAS; apresentam melhores valores de ganho em
codificacdo unificado que as transformadas propostas T5 e Tg. Como esperado, T,
tem o melhor valor de ganho em codificacdo de entre todas as transformadas consi-
deradas na Figura 4.5. Também, T, supera as transformadas nao-Feig-Winograd em
todas as métricas, excetuando BAS, que resulta melhor em termos de ganho em codifi-
cacdo unificado e eficiéncia da transformada. Contudo, BAS, precisa de duas adi¢des
a mais que To.

Em termos de transformadas ndo-ortogonais, temos que T4 apresenta um valor
de erro de energia total menor que BAS;, entanto que apresenta um desempenho si-
milar nas outras medidas de avaliacdo. Contudo, a transformada T s € 14.3% menos
complexa em termos de custo aritmético.

Além da anélise anterior, pode-se observar das Figuras 4.5 (a) e (b) que, dentre as
transformadas 6timas, T4 apresenta um melhor balango entre medida de avaliacdo e
custo aritmético respeito de erro de energia total e MSE, enquanto que em termos de
ganho em codificagdo, destacam-se as transformadas T3, BAS,, BASs e BAS;, como
apresentado na Figura 4.5 (c). J4d em termos de eficiéncia da transformada, a Figura 4.5
(d) permite observar que as transformadas BAS,, BASg e BAS; apresentam um melhor
balango entre medida de avaliacdo e custo aritmético.

Observar que a Figura 4.5 pode ser interpretada como resultado de quatro proble-
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formadas foram incluidas para comparagao.
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mas de otimizacdo bi-objetivos diferentes [59, p. 245], em que sdo enfatizados um
balanco entre custo aritmético e as medidas de avaliacdo consideradas. As solucdes
6timas dos problemas de otimizagao bi-objetivos encontram-se sobre a fronteira do
conjunto de solugdes factiveis [24, p. 28]. Tais fronteiras sdo mostradas na Figura 4.5
e representam a fronteira de Pareto para cada problema de otimizacdo [59, p. 11].
Portanto, neste sentido, identificamos as transformadas que se encontram sobre cada
fronteira de Pareto como transformadas 6timas. Tais transformadas foram T, T, T3,
T4, T1s, BAS;, BAS,, BASs e BAS;. Este conjunto reduzido de transformadas foi

submetido a uma andlise subsequente no contexto de compressdao de imagens.

4.8 Compressao de Imagens

4.8.1 Metodologia

Com o objetivo de avaliar o desempenho das aproximacgdes selecionadas, adotamos
a compressdo de imagens tipo JPEG (cf. Apéndice A) baseada em 45 imagens de
8 bits de tamanho 512 x 512 em escala de cinzas, obtidas de um banco de imagens
publico [79]. Cada imagem foi dividida em blocos de tamanho 8 x 8 e posteriormente
a cada bloco foi aplicado a transformacdo 2-D, dependendo da aproximac¢do DCT
considerada. No Apéndice B é descrita algebricamente a operacdo de transformacao
2-D, que depende se a aproximagdo para a DCT considerada é ortogonal ou ndo. Esta
operacdo fornece 64 coeficientes no dominio da transformada para cada bloco.

Empregando a sequéncia zig-zag padrao [81], somente  coeficientes iniciais em
cada bloco foram retidos e usados para reconstruir a imagem [20]. Os demais coe-
ficientes sdo definidos como zero. Neste trabalho, adotamos 1 < r < 45. Apds a
compressao, € aplicada a transformacao 2-D inversa para reconstruir os dados proces-
sados. Posteriormente, a qualidade da imagem compactada foi avaliada.

A metodologia apresentada anteriormente é também descrita em [32] e suportada
em [8, 9, 10, 12, 13]. Contudo, a diferenca dos experimentos de compressdo tipo
JPEG descritos em [8, 9, 10, 12, 13, 32], adotamos a média das medidas de avaliacdo
de qualidade de imagens considerando o conjunto de 45 imagens [5, 6, 20]. Esta
tendéncia €, portanto, menos afetada por efeitos de variancia e entradas fortuitas de

dados, proporcionando assim uma metodologia mais robusta [49].
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A degradacdo da imagem compactada foi avaliada usando as medidas de PSNR [78]
e SSIM [87]. O PSNR € uma medida de qualidade muito usada em processamento de
imagens [78] e o SSIM € considerado como um método complementar para avaliagao
da qualidade de imagens [87]. De fato, o SSIM considera luminancia, contraste e es-
trutura da imagem para quantificar a degradacdo da imagem, resultando assim numa
medida de qualidade subjetiva [86].

As Figuras 4.6(a)-(b) apresentam as medidas de qualidade obtidas para as transfor-
madas identificadas como 6timas segundo a discussao apresentada no final da secdo
precedente. Este tipo de curvas de desempenho € geralmente empregado como uma
ferramenta de comparacdo na literatura das aproximacgdes para a DCT [5, 9, 10, 13,
20]. Para melhorar a visualizagdo das curvas de desempenho, consideramos o erro ab-
soluto percentual (APE) relativo a DCT das medidas de PSNR e SSIM. Por exemplo,
considerando o PSNR, o APE ¢ calculado segundo a seguinte expressao:

PSNR¢ — PSNR

APE (PSNR) = SSNR ,
C

em que PSNR¢ e PSNRt sdo os valores de PSNR considerando a DCT exata e uma
dada aproximacdo T, respectivamente. O valor de APE (SSIM) € calculado de forma
similar. Os valores de APE (PSNR) e APE (SSIM) sao apresentados nas figuras 4.6(c)-

(d).

4.8.2 Resultados e discussao

Como esperado, através de todos os métodos considerados, T; apresenta o melhor de-
sempenho em termos de qualidade de imagem, mas também tem a maior complexidade
computacional [9, 10, 12]. A transformada T, supera em desempenho as transforma-
das T3, T4, T16 e BASg, entanto exibe um desempenho similar a BAS; e BAS;. As
transformadas T3, T4 e T4 apresentam um melhor desempenho que BAS; em ter-
mos de PSNR, para » > 25, e de SSIM, para todos os valores de r. A transformada
ndo-ortogonal T4 supera as transformadas T3 e T,. Além disso, T4 apresenta uma
complexidade aritmética inferior que a transformada ndo-ortogonal BAS;. A transfor-
mada T, apresenta melhor desempenho que T3 em termos de PSNR e SSIM para todo

r, embora requer duas adi¢Ges a mais para sua implementacao.
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(d)

Figura 4.6: Medidas de qualidade das transformadas 6timas consideradas para vé-
rios valores de r segundo as seguintes figuras de mérito: (a) PSNR, (b) SSIM,
(c) APE (PSNR) relativo a DCT, e (d) APE (SSIM) relativo a DCT.
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Para uma andlise qualitativa, as Figuras 4.7 e 4.8 apresentam imagens de tamanho
512 x 512 depois de serem submetidas a compressao tipo JPEG, como descrita no
Apéndice A, para valores de r = 10 e r = 25, respectivamente. Estes valores de r
correspondem a um truncamento de aproximadamente 60% e 85% dos coeficientes,
respectivamente. As medidas de PSNR e SSIM correspondentes sdo apresentadas na
Tabela 4.7.

Tabela 4.7: Medidas de PSNR e SSIM das imagens consideradas

Transformada Imagem Boat (r = 10) Imagem Lena (r = 25)

PSNR SSIM PSNR SSIM

T, 28.360 0.967 35.176 0.995
T. 27.862 0.955 34.138 0.989
T3 25.190 0.882 31.838 0.970
Ty 25.418 0.895 32.299 0.977
Tis 25.805 0.903 31.602 0.985
BAS; 27.567 0.960 31.452 0.980
BAS, 27.774 0.956 34.794 0.991
BASq 27.352 0.943 33.819 0.986
BAS~ 27.774 0.956 35.433 0.995
DCT 28.972 0.969 37.886 0.997

4.9 Conclusao

Neste capitulo, introduzimos uma nova classe de matrizes baseadas numa parametriza-
cdo da fatoracdo de Feig-Winograd para a DCT. Resolvendo um problema de otimiza-
cdo multicritério, vérias aproximagdes para a DCT de baixa complexidade foram ob-
tidas. De todas as aproximagdes obtidas, identificamos algumas como aproximacoes
ja citadas na literatura. Portanto, o procedimento utilizado proporciona um método
matematico geral para obter estas transformadas. Além disso, sdo derivados aproxi-
macoes para a DCT de bom desempenho. As novas transformadas foram avaliadas em
termos de complexidade computacional, proximidade com a DCT, ganho em codifi-
cacdo e desempenho em compressao tipo JPEG. O custo aritmético das transformadas

6timas consideradas no subespaco de Feig-Winograd variam de 14 a 24 adi¢des e de
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Figura 4.7: Imagem compactada Boat usando: (a) T, (b) To, (c) T3, (d) Ty, (e) T,
(f) BAS4, (g) BAS,, (h) BASq, (i) BAS7, e (j) DCT, para r = 10.
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(@ b ©
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Figura 4.8: Imagem compactada Lena usando: (a) T, (b) To, (c) T3, (d) Ty, (e) Ty,
(f) BAS,, (g) BAS,, (h) BASg, (i) BAS7, e (j) DCT, para r = 25.
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0 a 10 deslocamentos. Um fato importante para destacar é que todas as transforma-
das na classe Feig-Winograd possuem a mesma estrutura do algoritmo rapido. Além
disso, as transformadas inversas associadas tém um formalismo matematico similar e
possuem um algoritmo ripido simples. Portanto, em termos de desenho de circuitos,
€ possivel trocar transformadas com modificacdes minimas de hardware. Em siste-
mas reconfigurdveis emergentes, € possivel mudar o modus operandi baseados sobre a
qualidade de quadro demandada e o consumo de energia requerido. Portanto, a classe
proposta de aproximacdes podem ser candidatas de algoritmos rapidos neste contexto.
Além do contexto de compressdo de imagens, a classe Feig-Winograd de aproxima-
coes para a DCT pode ser aplicada a criptografia de dados seguindo o esquema intro-
duzido em [11, 17]. Dado que as transformadas no subespaco de Feig-Winograd ndo
requerem de multiplicacdes para sua implementacao, os métodos propostos reduzem
a complexidade computacional e estrutural dos esquemas de criptografia de imagens

apresentados em [7].



Capitulo

Duas Aproximacoes para a DCT

Baseadas na Fatora¢ao de Chen

5.1 Introducao

Neste capitulo, primeiramente obtém-se um algoritmo répido para a DCT-II de com-
primento 8 baseado na fatoracdo de Chen et al. [18]. Este algoritmo baseia-se numa
fatoracdo para a DCT-1V, que difere da DCT-II nos pontos de amostragem da fung¢do
cosseno utilizado em suas defini¢des. A relacao entre ambos tipos de DCT é apresen-
tado em [18] e [83]. Posteriormente, fazendo uso das func¢des sign(-) e round(-) como
definidas em (1.2) e (3.5), respectivamente, sdo obtidas duas aproximacdes para a DCT
livres de multiplicacdo. As transformadas obtidas sdo comparadas em termos de erro
de energia total (cf. (4.17)) com as transformadas HT e WHT [39], a aproximacao
BAS introduzida em [9] e a SDCT introduzida em [32]. Finalmente, todas as transfor-
madas consideradas sdo avaliadas no contexto de compressdo de imagens em termos
de PSNR [78] e SSIM [87]. Estas medidas fornecem valores que permitem avaliar
quantitativamente a qualidade de compressdo destas aproximagdes. Seguindo a meto-
dologia usada na Secdo 4.8, calculamos a média destes valores sobre um conjunto de
45 imagens padronizadas. Além disso, comparamos qualitativamente o desempenho
destas aproximacdes ao serem aplicadas sobre uma imagem particular.

Neste capitulo, fazemos as seguintes contribuigdes:

1) Propomos duas novas aproximacdes para a DCT de comprimento 8, baseadas

85
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no algoritmo de Chen et al. [18] para a DCT exata;
ii) Derivamos algoritmos rapidos para as transformadas propostas;
iii) Avaliamos as aproximagdes propostas por meio de figuras de mérito;

iv) Comparamos as técnicas propostas com as aproximagdes SDCT e BAS, além

das transformadas HT e WHT, por serem livres de multiplicagdo.

5.2 Fatoracao de Chen para a DCT

Em [18], Chen et al. propuseram uma fatoracdo para DCT-II baseada numa fatoragao
para DCT-IV. Estas duas versdes da DCT diferem entre si nos pontos de amostragem
da fungdo cosseno utilizados na defini¢do de suas matrizes de transformacao [15, 84].
Tais matrizes de transformacdo, denotadas por CX e CY, respectivamente, tém suas
(k,n)-ésimas entradas definidas por (2.9).

Seja Iy a matriz contra-identidade de ordem N definida por:

Em [83], Wang demonstrou que a DCT-II de comprimento 8 admite a seguinte
fatoracgao:
1 Ci

- Bg, (5.1)

IL-CV.1,
em que Pg e Bg sdo matrizes de permutacgao e pré-adicdo, respectivamente, dadas por:
I4 i4

L | -1y

7B8:

[eleleleloloolod
[=Nele)eNol o]
QOO OOOO
OHOOOOOO
HOOOOOOoOOo
OO OOoOOOO
QOO OOO
[=lelelololol o]
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Em [18], Chen et al. sugere que a matriz C¥ admite a seguinte fatorac¢do:

v
C4 :Q'Al'A2'A37 (5.2)
em que
(1000 Bo O 0 B
Q=|0010) A = 0 B2 B O
0100 | 0 B —B2 0 |
_0001 B3 0 0 —Bo
1 1 0 0 0 0 0 1
_|1-1 0 O 0 o o O
Ay = 0 0-1 1 , Ay = 0-a a 0>
L0 0 1 1 1 0 0 0

e =cos(3), B, = cos<(2”;%1)7r>.

Substituindo (5.2) em (5.1) e expandindo a fatoragc@o, obtemos

1
cgza-Pg-Ml-MQ-M3-M4-Bg, (5.3)
em que
[ 1, P, c
Ml_ 7M2_ aM3: )
I L,-Q A, A,
_B 1000 I I
My = |— | Pa= 5000 Ba= ||
As 0010 L |-I
- |t T
C: = v T = 0 07’70 71
I IL-Cy - I 0 0 M 7

€ Yn = COS (W) . A expressao (5.3) é chamada de fatoracdo de Chen.

As quantidades «, (3, e 7, sdo irracionais presentes apenas nas matrizes My, M3 e
M. Tais quantidades exigem operacdes de multiplicagdo usualmente sobre aritmética
de ponto flutuante.
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5.3 Aproximacoes Propostas

Nesta secdo, novas aproximacdes para a DCT sao introduzidas. Seguindo o esquema
do Capitulo 4, observamos que a fatoracao (5.3) induz naturalmente o seguinte mape-
amento:

Te : R x R* x R? — M;3(R)

(a,ﬁ,’y) — Pg . Ml . M?(/B) . Mg(Oé,"Y) . M4(Oj) . Bg (54)
_ T 4 o T 2
emquea €R,B=[5) /1 B2 B3] €eRYL, v =1[0 ] €R?
1 000 0 0O 0 0
0001 0 0 0 O
01 00 0O O 0 O
0010 0 0 0 0
My@B)=10 000 8 0 0 B8l
00 00 0 B B O
0 0 00O 0 B1-B2 O
00 0 0 B35 0 0 —Bo
a a 0 0 0 0 0 0
a-a 0 0 0 0 0 0
0 0—w m 0 0 0 O
_ 0O 0 m v 0 0 0 O
M;(a,y) 00 0 0 110 0
00 0 0 1-1 0 0
00 0 0 0 0-1 1
00 0 0 0 0 1 1
e
1 00 1 0 0 0 O
01 1 00 0 0 O
0 1-1 0 0 0 0 O
_ |1 0 0-1 0 0 0 o
M, (a) = 000 00 0 0 1
0 0 0 0 0 a o O
0 0 0 0 0—-a o O
000 01 0 0 O
Em particular, para os valores
T
Q= Cos 1)
2n+ 1)m
B = cos (1—6 ,n=0,1,23, (5.5)

2 1
Yn = COS ((n%)w) ,n=20,1,
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temos que T¢(a,B,v) =2 - CY.

A seguir, manipularemos os valores em (5.5), visando derivar novas matrizes cujos
elementos estejam definidos sobre o conjunto P = {0, + %, + 1, + 2}. Inicialmente,
consideremos as fungdes sign(-) e round(-) como definidas em (1.2) e (3.5), respec-
tivamente. As fungdes sign(-) e round(-), quando operadas sobre matrizes, operam

elemento a elemento.

Desse modo, considerando os valores em (5.5) e aplicando diretamente as func¢des

acima, obtemos os vetores:

@

@

A) =sign(@.By)] =1 111111]",
4) =round[(a,8,y)] =[1 101110 .

9
Y

Assim, definimos as seguintes matrizes aproximadas:
M, =M,(B), M, =M,(B),
M?p - M3<&/7:{/)7 M3 = M3(a)5\/)7

M, =M, (@), M, = My(a).
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Consequentemente, invocando a fatoracao (5.4), definimos as transformadas:

As matrizes nas fatoracdes (5.6) e (5.7) tém inversas simples dadas por:

Considerando as defini¢des destas matrizes, obtemos:

P!
M
M
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Assim, as transformadas dadas por (5.6) e (5.7), t€ém inversas:

Tl = LBT .MM, M- MT Py, (5.8)

T, = S BI-M M M,'-M] - P, (5.9)

Temos que, por construcdo, os elementos das matrizes envolvidas nas fatoracdes (5.6),
(5.7), (5.8) e (5.9) pertencem ao conjunto P. Dado que as transformadas Tg e Tg,
bem como suas inversas, sdo implementadas através das respectivas fatoracdes, suas

implementagdes sdo livres de multiplicacdes.

Observar que as transformadas propostas sao ndo-ortogonais, tais como a SDCT [32]
e a BAS [9]. Considerando (4.15), os valores de desvio da diagonalidade das novas

transformadas sdo

§(Ts - T4) =0.0714,
§(Ts - Tg) =0.0299.

Dado que o desvio da diagonalidade da SDCT € de 0.20, aceitamos ’f‘s e ’T‘S como

transformadas que fornecem aproximacdes quasi-ortogonais para a DCT dadas por (4.14):

égzg Tg,
Cs =S Ts,
em que
§ da( 1 1 1 1 1 1 1>
= dl T =T = = =0 = = =9 =]
& f V2 VRIVIZ VR V2 VR V12

sdo dadas por (4.13). Um fato importante no contexto de compressiao de imagens €
que as matrizes Se §, assim como os escalares nas equagdes (5.8) e (5.9), podem ser
absorvidas na etapa de quantizacao [5, 20] (cf. apéndice B). Assim, nesse sentido, ndo

representam aumento na complexidade computacional.
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Calculando as fatoracdes (5.6) e (5.7), obtemos explicitamente as transformadas:

11 1 1 1 1

0 1-1 0-2-1
1-1-1-1 1 1

2—-1 1 2 0-1

1 7T8
0

Ts =

1 1-1-1 1
1-1 0 2-1
1-1-1 1-1 1
2-1 1-2 0-1

= O =0

OO ===

= e e
RFRENR, OO

1
2
1
0
1
2
1
0

OO R KRR RFHRFHRF
HFHRNROOR R~
I
== O NO ==
= O O
H R ORNORR

A Figura 5.1 apresenta o diagrama de fluxo de sinal do algoritmo rdpido proposto
para ’T‘g e sua inversa. O diagrama de fluxo de sinal para ’T‘g € similar e portanto ndo é

apresentado.

5.4 Medida de Proximidade e Custo Computacional

Com o objetivo de mensurar a proximidade das novas aproximagdes propostas com re-
lacdao a DCT exata, utilizamos o erro de energia total como critério (cf. (4.17)). Como
descrito em [20], esta ¢ uma medida de similaridade entre a DCT exata e a aproxima-
cdo considerada. Para comparacdo com as transformadas propostas, consideramos as
aproximagdes SDCT e BAS—que sdo ndo-ortogonais, assim como as transformadas
HT e WHT, ambas ortogonais.

Os resultados para a medida de erro de energia total para as transformadas discu-
tidas estdo listados na Tabela 5.1. Adicionalmente, na Tabela 5.2, sdo fornecidas as

complexidades computacionais de cada método considerado neste capitulo.

Tabela 5.1: Erro de energia total das transformadas consideradas

A~

Ts Ts SDCT BAS WHT HT
Erro de energia total 1.79 3.64 3.32 412 5.05 47.61

A transformada proposta ’f‘g apresenta o menor valor de erro de energia total entre
as transformadas consideradas e requer apenas 22 adicdes, i.e., duas operagdes a me-
nos que a SDCT e apenas uma a mais que a BAS. A Tabela 5.2 também apresenta o
custo computacional da DCT exata utilizando a fatoracdo de Chen descrita em (5.3),

necessitando 26 adi¢Oes e 16 multiplicagdes para sua implementagao.
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(b) Ty

Figura 5.1: Diagramas de fluxo de sinal. As linhas em tragos indicam multiplicagcdo
por —1.
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Tabela 5.2: Custo computacional

Adicdes Mult. Deslocamentos Total

DCT 26 16 0 42
Ty 22 0 0 22
Ty 26 0 0 26
SDCT 24 0 0 24
BAS 21 0 0 21
WHT 24 0 0 24
HT 24 0 0 24

O custo computacional da transformada T'g € superior ao custo computacional das
outras transformadas analisadas. Com isso, no restante do capitulo damos €nfase a

transformada proposta Tg.

5.5 Aplicacoes em Compressao de Imagens

5.5.1 Compressao tipo JPEG e Medidas de Erro

As transformadas Tg e ’T‘g propostas foram avaliadas no contexto de compressdo de
imagens, conjuntamente com as aproximacdes SDCT, BAS, HT e WHT. Para tanto,
foi usado um conjunto de 45 imagens padronizadas de 8-bits em escala de cinzas de ta-
manho 512512 obtidas de [79]. Cada imagem foi subdividida em blocos de tamanho
8x 8. Cada bloco foi submetido a transformada 2-D como discutido no Apéndice B.
Os 64 coeficientes resultantes para cada bloco foram ordenados segundo a sequéncia
zig-zag padrdo [81] e apenas 7 coeficientes foram retidos pelo processo de compres-
sd0. Como sugerido em [20], adotamos 1 < r < 45. Finalmente, a transformada
2-D inversa € aplicada para reconstruir a imagem compactada. A imagem resultante é
entdo comparada com a imagem original segundo medidas objetivas de qualidade.
Como medidas de avaliacao foram consideradas o PSNR [78] e o SSIM [87]. A
medida de PSNR é comumente a mais utilizada para comparar técnicas de compres-
sdo. Contudo, como apontado em [87], o SSIM considera caracteristicas do sistema

visual humano nao consideradas no PSNR. Para melhorar a visualizagdo das curvas
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de desempenho, também fora calculado o APE relativo a DCT exata destas medidas,
como descrito na Se¢do 4.8.1. Seguindo a metodologia de [20], a média das medidas
de avaliacdo sob as 45 imagens padronizadas foram calculadas, o que resulta em re-
sultados estatisticamente mais robustos, quando comparados com andlises feitas em

imagens particulares.

5.5.2 Resultados

Os valores resultantes dos experimentos computacionais sao apresentados nas Figu-
ras 5.2(a)-(b). Na Figura 5.2(d), as curvas correspondentes a HT e SDCT foram su-
primidas, pois apresentam valores excessivamente altos em comparagdo as outras. Os
resultados mostram que, em termos de PSNR, a aproximacao Tg supera a SDCT e a
BAS, e proporciona resultados similares 8 WHT, mas com um menor custo computa-
cional. Em termos de SSIM, temos que as duas aproximacdes propostas ’Tg e Tg tem
desempenhos similares.

A aproximacao proposta Tg tem desempenho bastante proximo ao da WHT. Con-
forme as Figuras 5.2(a) e (c), o desempenho da transformada Tg € superior ao de-
sempenho da WHT para r pequeno (r < 15). Assim, na Figura 5.3, é apresentada a
imagem padrdo Elaine apds o processo de compressao considerando todas as transfor-
madas apresentadas. Todas as imagens foram comprimidas utilizando r» = 6, valor que
representa um truncamento de aproximadamente 90.5% dos coeficientes. A andlise vi-
sual dessas imagens obtidas mostra a superioridade da transformada T‘g proposta sobre
a SDCT em compressao de imagens. Ainda, a Tabela 5.3 evidencia quantitativamente

o melhor desempenho de T sobre as demais transformadas consideradas.

5.5.3 Analise de artefatos de blocagens (blocking artifact)

Um efeito visual indesejavel em compressao de imagens € o surgimento de blocos na
imagem. Esse efeito € conhecido como artefatos de blocagens [30, p. 573].

A Figura 5.4 mostra qualitativamente essa comparacdo em termos de artefatos de
blocagens derivados da ’i‘g e WHT. A utilizacio de ’Tg na compressdao de imagens

minimiza o aparecimento de artefatos de blocagens comparativamente a WHT.
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(d) SDCT |

Figura 5.3: Imagem compactada Elaine para r = 6.

(b) Ty

Figura 5.4: Efeito de artefatos de blocagens na imagem Elaine para r = 6.
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Tabela 5.3: Medidas de avaliagdo de compressdo da imagem Elaine, parar = 6

Transformada PSNR SSIM

DCT 31.03  0.95
Ty 30.00 0.94
Ty 30.00  0.94
SDCT 27.59  0.88
WHT 2891 0.92
HT 2891 0.92

5.6 Conclusao

O presente capitulo apresenta duas aproximacdes para a DCT baseadas na fatoracdo
de Chen. Seus desempenhos foram comparados com outras aproximacdes conheci-
das na literatura de processamento de sinais. A aproximagao Ts apresentou 0 menor
erro de energia total dentre todas as aproximagdes analisadas, evidenciando uma maior
similaridade espectral com a DCT exata. A aproximagao Tg também demostrou supe-
rioridade sobre a SDCT, a BAS e a HT em termos de PSNR das imagens comprimidas,
tendo um desempenho similar a WHT, porém com um custo computacional 8% infe-

rior.



Capitulo

Conclusoes finais

Neste trabalho, foram obtidas diferentes aproximacgdes de baixa complexidade para
a DCT de comprimento 8 para serem aplicadas principalmente no contexto de com-
pressao de imagens. A obtengao destas transformadas basou-se na parametriza¢do de
fatoragcdes para a DCT j4 existentes. Este método proporciona uma generaliza¢do dos
métodos existentes para a obtencdo de aproximagdes da DCT. As aplicacOes destas
transformadas de baixa complexidade € variada e podem ser consideradas em imple-
mentacdes que requerem de baixo custo de hardware e baixa demanda de poténcia, tais
como transmissao e processamento de video em tempo real e aplicacdes de cOmputo

portétil, entre outros usos.

Nos Capitulos 1, 2 e 3, foram apresentados uma introdugdo e as consideracoes
tedricas da DCT, assim como a apresentagao das aproximagdes de baixa complexidade
para a DCT j4 listadas na literatura. Estes capitulos apresentam uma revisao geral da
literatura e motivam a inclusio e o uso de aproximacdes de baixa complexidade no

contexto de processamento de imagens.

As contribuicdes deste trabalho sdo apresentadas nos Capitulos 4 e 5. No Capi-
tulo 4, uma nova classe de transformadas de baixa complexidade computacional é pro-
posta. Estas aproximagdes sdo obtidas ao considerar uma parametrizagdo da fatoragdao
de Feig-Winograd para a DCT de comprimento 8. Este método induz um subespaco
matricial, que referenciamos como o subespaco de Feig-Winograd. Dado que este su-
bespaco contém centenas de transformadas, foi proposto um problema de otimizagao

multicritério com o objetivo de vislumbrar aquelas transformadas que apresentam um

99
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desempenho 6timo em termos de medidas de avaliagdo tais como erro de energia, erro
quadratico médio, ganho em codificacdo e eficiéncia da transformada. Os critérios
usados para a obtengdo destas aproximagdes 6timas foram: (i) baixa complexidade
computacional, (ii) ortogonalidade ou quasi-ortogonalidade, (iii)baixa complexidade
da transformada inversa e (iv) proximidade com a DCT exata. As transformadas 6ti-
mas obtidas foram comparadas com outras aproximacodes ja listadas na literatura que
nao pertencem ao subespaco de Feig-Winograd. Um fato importante para destacar é
que todas as transformadas na classe Feig-Winograd possuem a mesma estrutura do
algoritmo rapido e podem ser implementadas com modificagdes minimas de hardware.

No Capitulo 5, foram propostas duas novas aproximacdes de baixa complexidade
computacional para a DCT de comprimento 8 baseadas na fatoracdo de Chen. Estas
novas transformadas foram avaliadas em termos de erro de energia com outras aproxi-
macodes para a DCT j4 conhecidas na literatura. Um fato para destacar é que, embora
estas transformadas sdo ndo-ortogonais, suas transformadas inversas mantém a propri-
edade de baixa complexidade computacional atingidas pelas transformadas diretas.

Todas as transformadas obtidas foram avaliadas e comparadas, no contexto de
compressdo de imagens, com outras transformadas em termos de PSNR e SSIM.
As curvas destas medidas proporcionam valores que permitem comparar quantitati-
vamente a qualidade de compressao das transformadas propostas. Em todos os casos,
os resultados obtidos evidenciam que as transformadas obtidas sdo adequadas para
aplicagdes em compressao de imagens.

A seguir, sdo listadas as principais contribui¢des deste trabalho:

* Nos anos recentes, varias aproximagdes de baixa complexidade para a DCT de
comprimento 8 foram propostas [5, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 20, 32, 54, 62]. Este tra-
balho fornece uma revisdo, andlise e comparacdo de todas estas aproximagoes,

o qual resulta util para o leitor interessado;

* Como foi comentado na Secdo 1.3, as aproximagdes de baixo custo computa-
cional listadas na literatura sdo obtidas principalmente através de: (i) aproxi-
macodes brutas [20, 32], (i1) inspec¢do [12], (ii1) variacOes de aproximagdes pré-
vias [5, 7, 8,9, 10, 13] e (iv) procedimentos de otimizac¢ao simples baseados na
estrutura da DCT [62]. Este trabalho propde um formalismo matemético unifi-

cador para derivar aproximacdes de baixa complexidade computacional, gene-
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ralizando os métodos ja existentes na literatura. Assim, sdo identificadas varias
aproximacdes ja conhecidas como casos particulares da estrutura geral introdu-

zida no Capitulo 4 (cf. Secdo 4.5);

* No Capitulo 4, € proposto um problema de otimiza¢do multicritério, com o obje-
tivo de identificar aproximagdes 6timas para a DCT de comprimento 8. Assim,
foram usadas medidas de avaliacdo tais como erro de energia total, erro qua-
dritico médio, ganho em codificacio unificado e eficiéncia da transformada, as
quais foram consideradas como fun¢des objetivos do problema de otimizagao.
Portanto, remarcamos a importancia de considerar varias medidas como critério
de avaliacdo. A diferenca de outros trabalhos cldssicos no tema, este trabalho

considera uma tendéncia multicritério para obter as novas aproximagoes;

* Este trabalho propde o conceito de subespaco matricial gerado pela parametriza-
¢do de um algoritmo rapido para a DCT, como uma ferramenta para a obtengdo
de aproximagdes de baixa complexidade computacional. Esta tendéncia é nova
no contexto de aproximacgdes para a DCT. Assim, € possivel introduzir uma fa-
milia completa de aproximacdes de baixissima complexidade computacional.
Esta tendéncia também permite obter automaticamente os algoritmos rapidos

para as aproximagdes contidas nestes subespacos;

* Este trabalho introduz 8 novas aproximagdes de baixa complexidade computaci-
onal para a DCT: 6 transformadas estruturalmente novas no Capitulo 4 e 2 novas
transformadas no Capitulo 5. Destas, 5 sd@o ortogonais € 3 sdo nao-ortogonais.
Estas transformadas foram avaliadas e comparadas com outras transformadas
listadas na literatura, resultando ser boas aproximacdes para serem usadas no

contexto de compressdo de imagens.
Estas contribui¢des foram tema de pesquisa nos seguintes trabalhos:

i) C. J. Tablada, F. M. Bayer e R. J. Cintra. Duas Aproximacdes para a DCT
Baseadas na Fatoracao de Chen. XXXI Simpdsio Brasileiro de Telecomunicagoes
(SBrT), 2013.

ii) R. S. Oliveira, R. J. Cintra, F. M. Bayer e C. J. Tablada. Uma Aproximacao Orto-
gonal para a DCT. XXXI Simpdsio Brasileiro de Telecomunicagoes (SBrT), 2013.
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iii) F. M. Bayer, C. J. Tablada and R. J. Cintra. A Class of DCT Approximations Ba-
sed on the Feig-Winograd Algorithm. Artigo submetido em /EEE Transactions

on Image Processing, 2014.

iv) R.J. Cintra, F. M. Bayer and C. J. Tablada. Low-complexity 8-point DCT Ap-

proximations based on Integer Functions. Signal Processing, 2014.

Como contribui¢des futuras e extensoes deste trabalho, podemos listar as seguin-

tes:

1. Seguindo a tendéncia do Capitulo 4, é possivel considerar uma ampliacdo do
método apresentado no Capitulo 5 ao considerar uma parametrizacdo da fato-
racdo de Chen, com o objetivo de obter um subespaco matricial (subespago de
Chen). Assim, pode-se considerar um problema de otimizagao multicritério que
permita vislumbrar, neste subespago, as aproximacgdes 6timas segundo as medi-

das de avaliacdo consideradas;

2. Observar que, além das fatoracdes de Feig-Winograd e Chen, € possivel estender
o método apresentado neste trabalho ao considerar outras fatoragdes para a DCT
de comprimento 8, como aquelas apresentadas na Se¢do 2.5. Assim, cada fatora-
¢do pode induzir um subespago matricial que permita obter boas aproximacoes

para a DCT segundo medidas de avaliacdo a ser consideradas;

3. Além da DCT de comprimento 8, transformadas de outras ordens sao importan-
tes no contexto de compressdo de imagens. Por exemplo, a DCT de compri-
mento 16 € usada no recente padrdo de compressao HEVC [63]. Este padrio
faz uso da fatoracdo de Chen para a implementacao da DCT de comprimento
16. Como € mostrado em Chen et al. [18], a fatoragdo para a DCT de ordem 16
envolve a DCT de comprimento 8. Portanto, é plausivel considerar uma apro-
ximacdo para a DCT de ordem 16 ao considerar uma aproximacao para a DCT
de ordem 8. Outra tendéncia é considerar um subespaco matricial ao considerar
uma parametrizacdo da fatoracdo de Chen para a DCT de ordem 16, similar a
tendéncia apresentada no Capitulo 4. Assim, a substituicdo da DCT de ordem
16 por uma aproximagao no padrao HEVC pode conduzir a um padrao “HEVC
aproximado” que proporcione um bom balanco entre desempenho e custo com-

putacional.
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Naturalmente, a lista apresentada pode ser estendida ao considerar: (i) aproxima-
coes para a DCT de outros comprimentos, (ii) fatoragdes para a DCT que ndo sdo
apresentadas neste trabalho e (iii) outras aplica¢des além de compressao de imagens,

como por exemplo criptografia [11, 17].
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Apéndice

Compressao de Imagens tipo JPEG

O formato JPEG (Joint Photographic Expert Group) é um método de compressao
muito usado em imagens. Este formato usa uma forma de compressdo com perda
de informacdo baseado na DCT, a qual € aplicada numa transformacao 2-D (cf. Apén-
dice B). Esta operacdo matematica transforma cada imagem de entrada no dominio
espacial ao dominio frequéncia. O modo de compressado tipo JPEG baseia-se no fato
de que o sistema psicovisual humano descarta a informacao de alta frequéncia, perce-
bendo principalmente a informacao de baixa frequéncia.

Na Figura A.1 sdo apresentadas as diferentes etapas da compressao tipo JPEG.
Suas etapas podem serem dividida em duas partes: codificacdo e decodificacdo, as

quais sdo resumidas a seguir [61, 81]:

* Subdivisdo da imagem original: Nesta primeira etapa, a imagem original € divi-

dida em sub-blocos de tamanho 8 x §;

* Transformada 2-D: Cada sub-bloco de tamanho 8 x 8 é transformado do dominio
espacial ao dominio espectral usando uma transformada 2-D, como discutido no

Apéndice B. Isto proporciona 64 coeficientes no dominio da transformada;

* Quantizacdo: Seguidamente, cada um dos 64 coeficientes é quantizado com
uma matriz de quantizacdo, a qual deve ser especificada. Nesta etapa ocorre
a compressdo, uma vez que uma quantidade significativa de coeficientes sdao

anulados. Esta etapa é detalhada no Apéndice B;
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__Bloco8 x 8
4 B

155 135 135 153 2356 -10-121 52 21 417 27 13 0 A0 0 0 00
b 159 136 136 156 16175 62 -32 29 01 D4 .12 2 1 & 6 0 0 0 o
158 1% 1% 1% 408 £3 -16 15 02 09 06 -0 4 4 0 6 0 0 0 0
160 1% 159 1% 71 <19 02 15 0% 01 00 02 [ o L] o ¢ o 0 o
2 162 155 155 158 ':> 06 08 15 16 01 07 06 13 E> o 0o ©® o © @ 0 0
160 157 157 197 18 02 16 03 08 15 10 0 ¢ 0 0 0 0 0 0 0
162 157 157 157 13 04 03 15 05 17 11 08 ¢ 0 0 0 © 0 © 0
Imagem original 6 162 161 161 163 18 s 1ss 26 16 38 18 19 12 06 04 00 o 0 o 0 o o
Bloco B Bloco transformado Sequéncia zig-zag padrio
B=C.B.C! Bloco quanEizado
B =round(B + Q)
(a)
0 0 -0 0 o o (i 0 144 146 149 152 154 156 156 156
4 2 p 0 0 0 0 0 148 150 152 154 156 136 156 156
4 13 0 0 o0 ¢ y 0 155 156 157 158 15K 157 156 189
] 10 D) a0 6 o0 0 160 161 161 162 161 159 157 158
E> L] i] 6 o 0o 0 i] a E> 163 163 164 143 162 160 15K 156
0 i] '] o 0 0 o 0 163 In4 164 164 |62 16D 15K 15T
] 0o 0 0 @ o0 o0 o 160 161 162 162 162 161 1% 158
o 0 0 o0 o O 0 O 158 199 161 161 162 161 159 %R Imagem reconstruida
Bloco dequantizado Bloco reconstruido
B'=BoQ ¢c-1.B".C
(b)

Figura A.1: Etapas da compressdo tipo JPEG: (a) Etapa de codificacdo, (b) Etapa de
decodificacdo.

* Sequéncia zig-zag padrdo: Depois, os 64 coeficientes quantizados sdo ordena-
dos na sequéncia zig-zag padrao. Assim, somente uma quantidade de r coefici-

entes significativos € retido no processo.

Na ultima etapa de codificagdo € feita uma compressdo adicional ao codificar os
coeficientes DCT quantizados mais compactamente com base nas suas caracteristicas
estatisticas. O padrdao JPEG proporciona dois métodos para esta compressao adicional:
o codificador Huffman [41] e o codificador aritmético.

A etapa de decodificacdo simplesmente inverte o processo de codifica¢ao, recons-

truindo a imagem compactada.



Apéndice B

Transformacgao 2-D e Etapa de

Quantizacao

Seja A um bloco de imagem de tamanho 8 x 8. Em geral, a transformacdo 2-D de A

respeito de uma aproximacao C é dada por:

s

) (v-vT)®(T-A-T"), seT éortogonal,
(v-wHo(T-A-TY), cc

=R o B, (B.1)

T, se T é ortogonal,

Q
> >

“A-CT,
-A-Cl, ce.

em que o operador © denota o produto matricial de Hadamard [69],

diag(S), se T é ortogonal ,
diag(S), c.c.,

o vetor w € dado pelos elementos inversos de v,

T

R_ v-v', seT éortogonal ,
v-w', cc.,
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a_ T-A-TT, seT éortogonal ,
T-A-T! cc.

Observar que se a transformada T € ortogonal, entdo a aproximagdo C resulta

ortonormal. Portanto, nesse caso particular obtemos de (B.1) que
v-v)O(T-A-TH=wv-w)e(T-A-T).

A compressdo de imagens segundo o esquema JPEG (cf. Apéndice A) fornece uma
matriz de quantizacdo (Q de tamanho 8 x 8 [81]. A matriz Q depende da aproximacdo
C considerada. No contexto de compressao tipo JPEG, uma matriz de coeficientes

quantizados B é calculada acorde a [81]:

B = round(B + Q), (B.2)

em que o operador <+ denota divisdo matricial elemento a elemento.

Aplicando (B.1) e (B.2), obtemos:

— A~ A~ ~

B =round(R ® B + Q) = round(B + Q),

em que Q =Q-+R.
Como conclusao, devido a absor¢do de R na etapa de quantizagdo, a complexidade

da matriz S ou S pode ser desconsiderada nas aplicagdes de compressao de imagens.

Dado que, neste trabalho, os experimentos de compressao tipo JPEG foram apli-
cados a imagens em escala de cinzas, consideramos a matriz de quantizagdo para lu-

minancia Q dada no anexo da parte 1 do padrdo JPEG [1]. Esta matriz é dada por:

16 11 10 16 24 40 51 61
1212 1419 26 58 60 55
14 13 16 24 40 57 69 56
Q — 14 17 22 29 51 87 80 62
18 22 37 56 68 109 103 77
24 35 55 64 81 104 113 92
49 64 78 87 103 121 120 101
72 92 95 98 112 100 103 99

A seguir, apresentam-se as matrizes (Q envolvidas na etapa de quantizacdo das
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transformadas obtidas neste trabalho.

Transformadas do Capitulo 4:

Qr,

Qr,

QT:;

[ 128.0000 76.2102 63.2456
83.1384 72.0000 76.6812
88.5438 71.2039 80.0000
96.9948 102.0000 120.4990
144.0000 152.4205 234.0085
166.2769 210.0000 301.2474
309.9032 350.5424 390.0000

| 498.8306 552.0000 520.3364

[ 128.0000 76.2102 56.5685
83.1384 72.0000 68.5857
79.1960 63.6867 64.0000
96.9948 102.0000 107.7775
144.0000 152.4205 209.3036
166.2769 210.0000 269.4439
277.1859 313.5347 312.0000

| 498.8306 552.0000 465.4031

[ 128.0000 44.0000 56.5685
48.0000 24.0000 39.5980
79.1960 36.7696 64.0000
56.0000 34.0000 62.2254
144.0000 88.0000 209.3036
96.0000 70.0000 155.5635
277.1859 181.0193 312.0000

110.8513 192.0000 277.1281 322.5523 422.62047]
114.0000 180.1333 348.0000 328.6335 330.0000
131.4534 252.9822 312.2019 345.0000 306.7246
174.0000 353.3384 522.0000 438.1780 372.0000
387.9794 544.0000 755.1742 651.4292 533.4716
384.0000 561.1845 624.0000 618.9265 552.0000
476.5186 651.4292 662.7443 600.0000 553.1998
588.0000 775.9588 600.0000 564.1542 594.0000_

110.8513 192.0000 277.1281 288.4996 422.6204]
114.0000 180.1333 348.0000 293.9388 330.0000
117.5755 226.2742 279.2418 276.0000 274.3429
174.0000 353.3384 522.0000 391.9184 372.0000
387.9794 544.0000 755.1742 582.6560 533.4716
384.0000 561.1845 624.0000 553.5847 552.0000
426.2112 582.6560 592.7765 480.0000 494.7969
588.0000 775.9588 600.0000 504.5949 594.0000]

64.0000 192.0000 160.0000 288.4996 244.0000]
38.0000 104.0000 116.0000 169.7056 110.0000
67.8823 226.2742 161.2203 276.0000 158.3919
58.0000 204.0000 174.0000 226.2742 124.0000
224.0000 544.0000 436.0000 582.6560 308.0000
128.0000 324.0000 208.0000 319.6123 184.0000
246.0732 582.6560 342.2397 480.0000 285.6711

[ 128.0000 44.0000 126.4911
48.0000 24.0000 88.5438
~ 177.0875 82.2192 320.0000
Q _ 56.0000 34.0000 139.1402
Ty 144.0000 88.0000 468.0171
96.0000 70.0000 347.8505

[ 288.0000 184.0000 268.7006 196.0000 448.0000 200.0000 291.3280 198.0000_]

64.0000 192.0000 160.0000 645.1046 244.0000
38.0000 104.0000 116.0000 379.4733 110.0000
151.7893 505.9644 360.4997 1380.0000 354.1751
58.0000 204.0000 174.0000 505.9644 124.0000
224.0000 544.0000 436.0000 1302.8584 308.0000 | 2
128.0000 324.0000 208.0000 714.6748 184.0000

619.8064 404.7715 1560.0000 550.2363 1302.8584 765.2712 2400.0000 638.7801
[ 288.0000 184.0000 600.8328 196.0000 448.0000 200.0000 651.4292 198.0000

[ 128.0000 62.2254 56.5685 90.5097 192.0000 226.2742 288.4996 345.0681
67.8823 48.0000 56.0000 76.0000 147.0782 232.0000 240.0000 220.0000
79.1960 52.0000 64.0000 96.0000 226.2742 228.0000 276.0000 224.0000
79.1960 68.0000 88.0000 116.0000 288.4996 348.0000 320.0000 248.0000

QT5 | 144.0000 124.4508 209.3036 316.7838 544.0000 616.5971 582.6560 435.5778 |

[ 128.0000 62.2254 126.4911
67.8823 48.0000 125.2198
- 177.0875 116.2755 320.0000
Q 79.1960 68.0000 196.7740
Te — | 144.0000 124.4508 468.0171
135.7645 140.0000 491.9350
619.8064 572.4334 1560.0000
| 407.2935 368.0000 849.7058

[ 128.0000 98.3870 126.4911
107.3313 120.0000 197.9899
. 177.0875 183.8478 320.0000
Q __ | 125.2198 170.0000 311.1270
T 144.0000 196.7740 468.0171
214.6625 350.0000 777.8175
619.8064 905.0967 1560.0000
[ 643.9876 920.0000 1343.5029

135.7645 140.0000 220.0000 256.0000 458.2052 416.0000 452.0000 368.0000
277.1859 256.0000 312.0000 348.0000 582.6560 484.0000 480.0000 404.0000
| 407.2935 368.0000 380.0000 392.0000 633.5677 400.0000 412.0000 396.0000

90.5097 192.0000 226.2742 645.1046 345.0681
76.0000 147.0782 232.0000 536.6563 220.0000
214.6625 505.9644 509.8235 1380.0000 500.8792
116.0000 288.4996 348.0000 715.5418 248.0000
316.7838 544.0000 616.5971 1302.8584 435.5778
256.0000 458.2052 416.0000 1010.7027 368.0000
778.1517 1302.8584 1082.2569 2400.0000 903.3715
392.0000 633.5677 400.0000 921.2600 396.0000,

143.1084
190.0000
339.4113
290.0000
500.8792
640.0000
1230.3658
980.0000

192.0000 357.7709 645.1046 545.6006
232.5511 580.0000 848.5281 550.0000
505.9644 806.1017 1380.0000 791.9596
456.1579 870.0000 1131.3708 620.0000
544.0000 974.9256 1302.8584 688.7089
724.4860 1040.0000 1598.0613 920.000
1302.8584 1711.1984 2400.0000 1428.3557
1001.7585 1000.0000 1456.6400 990.0000
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329.8485 645.1046 503.0189
493.0000 782.3043 467.5000
743.1891 1380.0000 730.1507
739.5000 1043.0724 527.0000
461.7878 544.0000 898.8370 1302.8584 634.958 )
544.0000 667.9431 884.0000 1473.3397 782.0000
1134.3412 1302.8584 1577.6470 2400.0000 1316.8789
833.0000 923.5757 850.0000 1342.9557 841.5000

[ 128.0000 90.7083 126.4911
98.9545 102.0000 182.5377
177.0875 169.4993 320.0000
115.4470 144.5000 286.8449
144.0000 181.4166 468.0171
197.9091 297.5000 717.1123
619.8064 834.4579 1560.0000
L 593.7272 782.0000 1238.6485

131.9394
161.5000
312.9217
246.5000

192.0000
214.4015
505.9644
420.5568

Qr,

[ 16.0000 15.5563 14.1421 22.6274 24.0000 56.5685 72.1249 86.2670
8.4853 12.0000 14.0000 19.0000 18.3848 58.0000 60.0000 55.0000
9.8995 13.0000 16.0000 24.0000 28.2843 57.0000 69.0000 56.0000
9.8995 17.0000 22.0000 29.0000 36.0624 87.0000 80.0000 62.0000
18.0000 31.1127 52.3259 79.1960 68.0000 154.1493 145.6640 108.8944
16.9706 35.0000 55.0000 64.0000 57.2756 104.0000 113.0000 92.0000
34.6482 64.0000 78.0000 87.0000 72.8320 121.0000 120.0000 101.0000

L 50.9117 92.0000 95.0000 98.0000 79.1960 100.0000 103.0000 99.0000

QT16 =

Transformadas do Capitulo 5:

Qz, =

Qz,

[16.0000 8.9815
14.6969 12.0000
14.0000 10.6145
17.1464 17.0000
18.0000 17.9629
29.3939 35.0000
49.0000 52.2558

L 88.1816 92.0000

[16.0000 12.7017
10.3923 12.0000
9.8995 10.6145
17.1464 24.0416
18.0000 25.4034
29.3939 49.4975
34.6482 52.2558

L 62.3538 92.0000

10.0000
17.1464
16.0000
26.9444
37.0000
67.3610
78.0000
116.3508

14.1421
17.1464
16.0000
38.1051
52.3259
95.2628
78.0000

13.0639
19.0000
19.5959
29.0000
45.7238
64.0000
71.0352
98.0000

24.0000 32.6599
31.8434 58.0000
40.0000 46.5403
62.4620 87.0000
68.0000 88.9981

51.0000 49.80637
73.4847 55.0000
69.0000 45.7238
97.9796 62.0000
103.0000 62.8702

99.2043 104.0000 138.3962 92.0000

103.0000 98.7961

120.0000 82.4662

137.1714 100.0000 126.1487 99.0000_

13.0639 24.0000 32.6599 72.1249 70.4367
13.4350 22.5167 41.0122 73.4847 55.0000
13.8564 28.2843 32.9090 69.0000 45.7238
29.0000 62.4620 87.0000 138.5641 87.6812
45.7238 68.0000 88.9981 145.6640 88.9119
64.0000 99.2043 104.0000 195.7217 130.1076
50.2295 72.8320 69.8594 120.0000 82.4662
116.3508 69.2965 96.9948 70.7107 126.1487 99.0000 |
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Acronimos usados

APE Erro absoluto percentual

APE (PSNR) Erro absoluto percentual relativo ao PSNR
APE (SSIM) Erro absoluto percentual relativo ao SSIM
BAS Transformada de Bouguezel-Ahmad-Swamy
CSD Canonical signed digital

DCT Transformada discreta do cosseno

DCT-I Transformada discreta do cosseno tipo I
DCT-II Transformada discreta do cosseno tipo II
DCT-III Transformada discreta do cosseno tipo I1I
DCT-1V Transformada discreta do cosseno tipo IV
FIR Resposta ao impulso finito

HEVC High efficiency video coding

HT Transformada de Hadamard

JPEG Join photographic experts group

KLT Transformada de Karhunen-Loegve

MPEG Moving picture experts group

MRDCT DCT arredondada modificada

MSE Erro quadritico médio
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PSNR
RDCT
RF
SDCT
SSIM
WHT

Relacao sinal-ruido de pico
DCT arredondada
Radio-frequéncia

Signed DCT

Indice de similaridade estrutural

Transformada de Walsh-Hadamard



