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Resumo

Frequentemente temos interesse em realizar inferéncias, em um determinado modelo, envol-
vendo apenas alguns dos seus pardmetros. Tais inferéncias podem ser feitas através da fungao de
verossimilhanga perfilada. Contudo, alguns problemas podem surgir quando tratamos a funcao
de verossimilhancga perfilada como uma verossimilhanga genuina. Com o objetivo de solucionar
estes problemas, varios pesquisadores, dentre eles Barndorff-Nielsen (1983, 1994) e Cox & Reid
(1987, 1992), propuseram modificagoes a fungao de verossimilhanga perfilada.

O principal objetivo deste trabalho é utilizar a verossimilhanga perfilada e seus ajustes pro-
postos por Barndorff-Nielsen (1983,1994) e Cox & Reid (1987,1992) no aperfeigoamento de infe-
réncias para a distribui¢do Birnbaum-Saunders generalizada com ntcleos normal e ¢ de Student,
na presenca, ou nao, de censura tipo II. Mais precisamente obtemos os estimadores de maxima
verossimilhanga relacionados as fungoes de verossimilhancga perfilada e perfiladas ajustadas; cal-
culamos os intervalos de confianca do tipo assintotico, bootstrap percentil, bootstrap BCa e
bootstrap-t e também apresentamos os testes da razao de verossimilhancas ajustados, o teste
bootstrap paramétrico e o teste gradiente. Através de simulagdes de Monte Carlo avaliamos
os desempenhos dos testes e dos estimadores pontuais e intervalares propostos. Os resultados
evidenciam que tanto os testes quanto os estimadores baseados nas versoes modificadas da veros-
similhanga perfilada possuem desempenho superior em pequenas amostras quando comparados
com suas contrapartidas ndo modificadas. Adicionalmente, apresentamos alguns exemplos pra-

ticos para ilustrar tudo o que foi desenvolvido.

Palavras-chave: Distribuicao Birnbaum-Saunders generalizada; Bootstrap; Teste da razao de
verossimilhangas; Estimadores de méaxima verossimilhanga; Verossimilhanga perfilada modifi-

cada.



Abstract

Frequently the interest lies in performing inferences on a subset of the parameters that index
the model. Such inferences can be performed through the profile likelihood function. However,
some problems can arise when using the profile likelihood function as a likelihood genuine func-
tion. In order to solve this problems, several researchers as Barndorff-Nielsen (1983, 1994) and
Cox and Reid (1987, 1992), proposed modifications to the profile likelihood function.

In this work we use the profile likelihood function and the modified versions of the like-
lihood function proposed by Barndorff-Nielsen (1983, 1994) and Cox and Reid (1987, 1992)
to obtain improved inference results on generalized Birnbaum-Saunders distribution with nor-
mal and Student-t kernels under type II censored data. More precisely, we obtained maximum
likelihood estimators by maximizing the corresponding to the profile and adjusted likelihood
functions, calculate confidence intervals of type asymptotic, percentile bootstrap, bootstrap BCa
and bootstrap-t and also present the adjusted likelihood ratio tests, the parametric bootstrap
test and gradient test. Monte Carlo simulation results have been presented to evaluate the per-
formance of the estimators and tests we propose. The results show that both tests and estimators
based on modified versions of the profile likelihood outperform in small samples when compared
with their unmodified version. Additionally, we present some practical examples to illustrate

what has been developed.

Keywords: Birnbaum-Saunders distribution; Bootstrap; Likelihood ratio test; Maximum like-

lihood estimation; Modified profile likelihood.

vi



Lista de Figuras

13.1  Funcoes de densidade Birnbaum-Saunders para os valores de « indicados e 5 = 4. 22
[3.2  Funcoes de risco da distribuicao Birnbaum-5Saunders para os valores de v indicados |
| e =4] . . 23
[3.3  Grafico das discrepancias relativas de quantis (censura: 10%). . . . . . . . . . .. 37
[3.4 Grafico das discrepancias relativas de quantis (censura: 30%)f . . . . . .. .. .. 38
[3.5 Grafico das discrepancias relativas de quantis (censura: 50%). . . . . . . . . . .. 38
4.1  Funcoes de densidade da distribuicao Birnbaum-Saunders genegalizada com nu- |
| cleos Laplace, logistica e normal.| . . . . . .. .. ... ... ... .. ....... 53
4.2 Funcoes de densidade da distribuicao Birnbaum-Saunders generalizada com ntcleo |
| t de Student para diferentes nameros de graus de liberdade.| . . . . . . . . . . .. 53
4.3 Funcoes de risco da distribuicao Birnbaum-Saunders generalizada com ntucleos |
[ normal et de Student) . . . . . ..o oo 54
4.4 Funcoes de risco da distribuicao Birnbaum-Saunders generalizada com ntucleos |
| Laplace, logistica e normal|. . . . . . . .. .. ... o 0 99

vii



Lista de Tabelas

[3.1 Estimagao pontual de @ paran =20 (F=1.0).f . . ... ... ... ... ... . 32
[3.2  Estimagao pontual de @ paran =20 (f=1.0)f . . ... ... ... ... ... . 33
[3.3  Estimagao pontual de @ paran =30 (F=1.0).f . . ... ... ... ... ... . 34
[3.4 Estimacao pontual de « paran=30(F=1.0)] . . ... .. ... ... ... ... 35
[3.5  Coberturas dos intervalos de confianca (95%) para a (5 =1.0en=20). . . . . . 36
[3.6 Coberturas dos intervalos de confianca (95%) para a (5 =1.0en =30). . . . . . 36
13.7 Média e variancia das estatisticas de teste para testar Ho: o =0.5.) . . . . . . .. 39
[3.8  Taxas de rejeigao nula, inferéncia em o paran =20 (5 =1.0).f. . . ... ... .. 42
[3.9 Taxas de rejeicao nula, inferéncia em aw paran =30 (5=1.0).|. . . . ... .. .. 43
13.10 Taxas de rejeicao nao nulas, inferéncia sobre o.| . . . . . . . . ... ... ... .. 44
[3.11 Estimagao pontual de @ paran =20 (F=1.0).f . . ... ... ... ... ... . 46
[3.12 Estimativas de maxima verossimilhanca perfilada e perfilada ajustadas de o — |

primeira aplicacao) . . . . . . ..o 47
|3.13 p-valores — primeira aplicacao.| . . . . . . . .. ... oL 47
[3.14 Intervalos de confianca para o — primeira aplicacao.| . . . . . . . . . .. ... .. 48
|3.15 Intervalos de confianca para o« — segunda aplicacao.| . . . . . . . . . .. ... .. 49
[4.1 Estimacao pontual de « paran=10(8=1.0). . . . . . .. ... ... ... ... 60
[4.2  Estimativas intervalares (90%) para o (8 =1.0en=10).| . . . .. .. .. .. .. 62

viii



[4.3 Taxas de rejeigao nula, inferéncia em o paran =10 (« =0.1,5=1.0)[ . . . . . . 63
[4.4  Taxas de rejeigao nula, inferéncia em o paran =10 (a« =0.5,5=1.0)[ . . . . . . 64
[4.5 Taxas de rejeigao nao nula, inferéncia em a (n = 10) e nivel nominal 10%.| . . . . 66
4.6 Estimativas intervalares para a—primeira aplicacao.| . . . . . . . . . . ... .. .. 68
4.7 Medidas de bondade de ajuste para as distribuicoes BS e GBS-t3. | . . . . . . .. 68
4.8 Estimativas intervalares para a—segunda aplicacao.| . . . . . . . .. ... ... .. 69
[5.1  Estimacao pontual de a paran =20 (5=1.0) . . . .. ... ... ... ... .. 75
[5.2  Taxas de rejeigao nula, inferéncia em o paran =20 (5 =1.0,a=0.1). . . . .. 77
[5.3  Taxas de rejeigao nula, inferéncia em a paran =20 (5 =1.0,a=0.5). . . . .. 78
[5.4 Taxas de rejeicao nao nulas, inferéncia em a (n = 20) e N.nominal 10%. . . . . . 79
[5.5  Estimativas intervalares (95%) para a (5 =1.0en=20).| . . . ... .. ... .. 80
5.6 Estimativas de maxima verossimilhanca perfilada e perfilada ajustadas de a com |

V=238l . . . . e e 81
5.7 p-valores do teste Hg : o =0.13 contra Hy : « #0.13.f. . . . . .. ... ... ... 81
[0.8 Intervalos de confianca para o com v =8| . . . . . .. ..o 82
[A.1 Numero de ciclos até a falha da lamina do aluminio 6061 - 16 . . . . .. . .. .. 91
|A.2 Tempo de fadiga em horas das chumaceiras.| . . . . . . . .. ... .. ... .... 91

1X



Sumario

[Lista de Figuras| vii
[Lista de Tabelas| viii
(1 Introducao| 1
[1.1  Introducao|. . . . . . . . . . 1
[1.2  Organizacao da tese] . . . . . . . . . . . 3
[2  Verossimilhancas perfiladas modificadas| 5
2.1 Introducaol. . . . . . . . . e e 9
[2.2  Definicoes preliminares| . . . . . . . . . . ..o 6
[2.3  Funcao de verossimilhanca perfilada] . . . . . ... ... ... ... L. 9

[2.4  Funcao de verossimilhanca perfilada modificada proposta por Barndorft-Nielsen| . 11

[2.4.1  Aproximacoes sugeridas por Severini (2000) e Fraser & Reid (1995) . . . . 13

[2.5  Funcao de verossimilhanca perfilada modificada proposta por Cox & Reid| . . . . 15

[3 Refinamento de inferéncias para a distribuicao Birnbaum-Saunders sob cen- |

[ sura tipo Il 18
3.1 Introducaol. . . . . . . . . . e e 18
3.2 Distribuicao Birnbaum-Saunders| . . . . . . . . . . ... L. 20




3.3  Refinamento de inferéncias para a distribuicao Birnbaum-Saunders sob censura |

| tipo L . . o o 23
3.4 Resultados numéricosl. . . . . . . . . ..o 30
(3.5  Resultados numéricos adicionaisl . . . . . . . ... ... oL 45
3.6 Aplicacao] . . . . . . .. 47
B.7 Conclusadl . . . . . . . . 49

[4 Refinamento de inferéncias para a distribuicao Birnbaum-Saunders generali- |

L__zada com nucleo { de Studentl 50
4.1 Introducao|. . . . . . . . .. 50
4.2 Distribuicao Birnbaum-Saunders generalizada] . . . . . . . . ... ... ... ... 51
4.3  Refinamento de inferéncias para a distribuicao Birnbaum-Saunders generalizada |

[ com nacleo £ de Studentl . . . . . ... oo 55
4.4 Resultados numéricosl. . . . . . . . . ..o 58
4.5 Aplicacao] . . . . ... 67
4.6 Conclusaol . . . . . . . . . 69

[6 Refinamento de inferéncias para a distribuicao Birnbaum-Saunders generali- |

[ zada com nucleo ¢t de Student na presenca de censura tipo Il 70
0.1 Introducaol. . . . . . . . . e 70
[5.2  Refinamento de inferéncias para a distribuicao Birnbaum-Saunders generalizada |

| com nucleo ¢ de Student na presenca de censura tipo Ilf. . . . . . ... ... ... 71
b3 Resultados numéricosl. . . . . . . . . ..o 74
0.4 Aplicacao] . . . . . .. 80
b5 Conclusaol . . . . . . . . 82

[6 Consideracoes finais| 83
6.1 Concluséed . . . . . . . . . 83

[7  Referéncias Bibliograficas| 85

x1



xii

90

91

92



CAPITULO 1

Introducdo

1.1 Introducao

Muitas vezes em situagoes praticas temos interesse na anélise de dados sobre o tempo decor-
rido até que um determinado evento ocorra. Varios modelos tém sido considerados para analisar
tais dados. Birnbaum & Saunders (1969a) propuseram uma distribuigdo bi-paramétrica para
modelagem de dados de tempo de vida utilizando um modelo em que a falha decorre do desen-
volvimento e crescimento de uma rachadura dominante. A distribuicdo foi mais tarde derivada
por Desmond (1985) com base em suposi¢oes menos restritivas. Ele também investigou a rela-
¢ao entre a distribui¢do Birnbaum-Saunders (BS) e a distribuigao gaussiana inversa (Desmond,
1986). A distribuigao Birnbaum-Saunders tem sido amplamente revisitada na ultima década,
ver, por exemplo, Cysneiros et al. (2008), Diaz-Garcia & Leiva-Sanchez (2005), Galea et al.
(2004), Lemonte et al. (2007), Ng et al. (2003, 2006), Wang et al. (2006) e Wu & Wong (2004).
Em particular, Cysneiros et al. (2008) propuseram, para a distribuigdo Birnbaum-Saunders, as
fungoes de verossimilhanga perfilada e perfiladas ajustadas de Cox & Reid (1987) e Barndorfi-
Nielsen (1983). Eles apresentaram os estimadores de méxima verossimilhanga e os testes da
razao de verossimilhancas, relacionados a estas fungoes, para amostras finitas e com dados com-
pletos (sem censura). E comum, no entanto, que em dados de tempo de vida exista censura.

Por exemplo, pesquisas na area médica que envolvem uma resposta temporal sao prospectivas e



de longa duracéao e, por isso, ao final, dificilmente sdo observados os tempos de falhas de todos
os individuos. Assim, quando o estudo termina, ap6s a ocorréncia do evento de interesse em
um ndmero pré-determinado destes, as demais observagoes sao censuradas. Este caso define a
censura do tipo II. Procedimentos inferenciais envolvendo este tipo de censura vém sendo discuti-
dos extensivamente na literatura; ver Balasooriya (1995), Castro-Kuriss et al. (2010), McCarter
(1999), Ng et al. (2006) e Sultan e Khaleel (2005). Tiku e Akkaya (2004, p.155) ressaltam que
“censored samples are used in constructing robust procedures, both estimation and hypothesis
testing. They are also used for detecting outliers in a sample and in formulating goodness-of-fit
tests”. O autores se referem a amostras censuradas do tipo II apenas como censored samples.
Um dos nossos objetivos neste trabalho é estender os resultados apresentados em Cysneiros et
al. (2008) para situagoes em que os dados apresentam censura do tipo II e também considerar
estimacao intervalar.

Embora nos ultimos anos a distribui¢do Birnbaum-Saunders tenha sido aplicada nas mais
diversas situacgoes, a suposicao de normalidade nao é adequada quando desejamos modelar os
percentis mais baixos ou mais altos da distribuicao; como por exemplo em problemas que envol-
vam garantias de equipamentos ou doses letais de algum medicamento. Para isto faz-se necessario
0 uso de modelos de tempo de vida mais flexiveis. Existem hoje na literatura poucos modelos
que conseguem ajustar bem os dados nas caudas. Um exemplo de distribuicao altamente flexivel
e que vem sendo bastante utilizada para estas situagbes é a Birnbaum-Saunders generalizada
(BSG). Relativamente a distribuigdo Birnbaum-Saunders, proposta por Birnbaum & Saunders
(1969a), essa nova classe de distribui¢oes ¢ bastante flexivel pois permite diferentes graus de
assimetria e curtose.

A distribui¢ao Birnbaum-Saunders generalizada, proposta por Diaz-Garcia e Leiva (2005),
tem como base as distribui¢des de contornos elipticos também conhecidas como distribuigoes
simétricas em R; ver Fang & Anderson (1990), Gupta & Varga (1993) e Galea et al. (2000).
Ou seja, a distribuigao Birnbaum-Saunders generalizada torna flexivel a distribuicao do estresse
cumulativo, que ao invés de ser assumida normal é agora assumida simétrica em R. Algumas

distribuicOes interessantes pertencentes a essa familia de distribuigoes simétricas sdo: normal,



Cauchy, logistica, Laplace e t de Student. Portanto, a distribui¢do Birnbaum-Saunders é um
caso particular da Birnbaum-Saunders generalizada. Para maiores detalhes sobre as extensoes
da distribuigdo Birnbaum-Saunders e a Birnbaum-Saunders generalizada, ver Desmond (1985),
Diaz-Garcia & Leiva (2005), Leiva et al. (2008a, 2008b, 2009, 2010), Owen (2006), Sanhueza et
al. (2008) e Vilca & Leiva (2006). Convém notar que a distribuigao t, além de possuir curtose
maior que a normal, também possui curtose indexada pelo parametro v (graus de liberdade),
0 que introduz certa flexibilidade & modelagem. Nosso segundo objetivo é o melhoramento de
inferéncias para a distribuigdo Birnbaum-Saunders generalizada com nicleo ¢t de Student para

ObSGI‘V&(}éGS COIN censura € Sem censura.
1.2 Organizacao da tese

Esta tese esta organizada da seguinte forma:

No segundo capitulo fazemos uma revisao sobre funcao de verossiminhanga perfilada e seus
ajustes. Sao apresentadas as formas e propriedades de tais fungoes. Para exemplificar a maneira
como se obtém tais verossimilhancas é considerada uma amostra aleatéria de uma variavel com
densidade normal.

No terceiro capitulo derivamos os estimadores de méaxima verossimilhanca relacionados as
fungoes de verossimilhanga perfilada e perfiladas ajustadas da distribui¢gao Birnbaum-Saunders
para dados com presenca de censura do tipo II. Apresentamos os testes da razao de verossimilhan-
cas ajustados e o teste bootstrap paramétrico. Também calculamos os intervalos de confianca
do tipo assintético, bootstrap percentil, bootstrap BCa e bootstrap-t. Através de simulagoes
de Morte Carlo sao avaliados os desempenhos dos testes e dos estimadores pontuais e interva-
lares propostos. Adicionalmente, mostramos dois exemplos praticos para ilustrar tudo o que foi
desenvolvido e apresentamos nossas conclusoes finais a respeito do capitulo.

Nos Capitulos 4 e 5 derivamos os estimadores pontuais e intervalares, relacionados a fungao
de verossimilhanca perfilada e seus ajustes, da distribuigao Birnbaum-Saunders generalizada com
nucleo t de Student para observagoes nao censuradas e censuradas, respectivamente. Também

obtivemos os testes da razao de verossimilhangas e o teste gradiente. Vale ressaltar que os



Capitulos 3, 4 e 5 contém as principais contribuicoes tedricas desta tese.

Por fim, no dltimo capitulo apresentamos as conclusoes finais deste trabalho.



CAPITULO 2

Verossimilhancas perfiladas modificadas

2.1 Introducao

Frequentemente temos interesse em realizar inferéncias em um determinado modelo sobre ape-
nas alguns dos seus parametros; tais pardmetros sao ditos ser de interesse enquanto os demais sao
os parametros de perturbacao do modelo. Essas inferéncias podem ser feitas através da funcao de
verossimilhanca perfilada, a qual é obtida substituindo o vetor de pardmetros de perturbacao por
uma estimativa consistente na verossimilhanca original. Alguns problemas inferenciais como, por
exemplo, ineficiéncia e inconsisténcia dos estimadores podem surgir quando utilizamos a fungao
de verossimilhanca perfilada. Outro problema comum refere-se a aproximagao da distribuicao da
estatistica da razao de verossimilhangas usual pela distribuicao qui-quadrado, que pode ser muito
pobre. Dessa forma, a obtencao de ajustes para a verossimilhanca perfilada torna-se necessaria.
Existem na literatura varios trabalhos que apresentam tais ajustes; ver Barndorff-Nielsen (1983,
1994), Cox & Reid (1987, 1992), McCullagh e Tibshirani (1990), Fraser e Reid (1995), Stern
(1997) e Fraser et al. (1999). Estes ajustes, incorporados a fungao de verossimilhanga perfilada,
visam & diminuicao dos vieses da funcao escore e da informacao.

Neste capitulo, faremos uma revisao sobre funcao de verossimilhanca perfilada e seus ajustes.
Os ajustes abordados aqui serao os propostos por Cox & Reid (1987) e Barndorff-Nielsen (1983).

Neste tltimo usaremos as aproximagoes sugeridas por Severini (1999) e Fraser & Reid (1995).



2.2 Definicoes preliminares

Nesta secao introduzimos alguns conceitos béasicos que serao tuteis para o desenvolvimento
deste capitulo e também dos capitulos seguintes.

T seja o valor observado da variavel aleatéria X =

Suponha que o vetor @ = (x1,...,2,)
(X1,... ,Xn)T associada a um experimento aleatoério, representado pelo espago de probabilidade
(Q,A,P), em que Q é o conjunto de todos os possiveis resultados do experimento, A é uma
o-algebra de subconjuntos de €2 e P é uma medida de probabilidade definida nos elementos
de A. Suponha também que a variavel X é caracterizada por uma fungdo de densidade ou de
probabilidade com forma analitica f(x; @) conhecida, porém, dependente do vetor de parametros
desconhecidos 8 = (64, ..., Gp)T. Considere o espago paramétrico © C RP como o conjunto dos
possiveis valores do vetor 6. A funcao f(x;0), denominada fungao do modelo estatistico, define
alguma familia F de distribui¢oes de probabilidade.

A funcao de verossimilhanga ¢ definida como sendo igual & funcao f(x;6), embora seja inter-

pretada diferentemente como funcao de 6 para x dado. Logo,
L(6)=L(6;x) = f(x;0), 60O, OCRP

Note que se os componentes de X forem mutualmente independentes, a funcao de verossimilhanca

pode ser expressa como

L(9) = L(6;z) = | [ fi(xi;0),
i1

em que f; corresponde a densidade individual da i-ésima observagao. O estimador de méxima
verossimilhanga (EMV) 6 de 8 é o valor em O que maximiza a fungao de verossimilhanga L(6; x).
Em muitas situagoes é mais conveniente se trabalhar com o logaritmo da fungao de verossi-

milhanca, que é conhecido como funcao de log-verossimilhanca e é dado por

((8) = £(6; ) = log L(6; ) = > _log fi(x;6).
=1

Nao é dificil verificar que o valor de 8 que maximiza a fung¢ao de verossimilhanca L(6; x) também

maximiza £(0; x), isto porque a fungao y = logx é crescente.



A fungio escore U(0) = (U1(6),...,U,(0))" ¢ dada por

o0L(0
Ui(0) = (")(9-)’ i=1,...,p.

Sob condigoes de regularidade (ver Cox & Hinkley (1974) e Lehmann (1999)), temos que o
valor esperado da fungao escore é sempre igual a zero, ou seja, E [U(0)] = 0. Um outro resultado
importante estabelece que, sob certas condigoes,

ot ol o4
()l
00 96 0000

Esta igualdade é conhecida como igualdade da informagéao.

A quantidade j(@) = —02¢/00960" ¢ conhecida como matriz de informagio observada, en-
quanto que a quantidade i(@) = E [j(0)] é denominada matriz de informagao esperada ou matriz
de informagao de Fisher.

Suponha agora que o vetor 8 pode ser decomposto em 6@ = (7,¢), onde os vetores T e
¢ possuem dimensoes q e p — ¢, respectivamente. Assim, podemos representar a matriz de

informacao de forma particionada por

50 =m0y = (I e ),

Jer oo
em que
. _3%(7’,(;5) T _8%(7,(;5) . i _azﬁ(f,g[))
I T ararT 0 T T T T 00T 10 = T 0p0pT

De forma anéloga, representamos a matriz de informacao de Fisher de forma particionada

por
o i g
i =itro)= (7 )
em que
. O*U(r, ¢ . . O%(t, ¢ _ %U(T, ¢

Em muitas situacoes estamos interessados em testar hipéteses sobre um subconjunto do vetor

de pardmetros 6, digamos

Ho:7=77 e Hi:7TF#m0. (2.1)



Existem na literatura varios testes de hipoteses que sao utilizados com tal finalidade, dentre os
quais destacamos trés que sao bastante conhecidos, sdo eles: o teste da razao de verossimilhancas,
proposto por Neyman e Pearson (1928); o teste Wald, proposto por Wald (1943), e o teste
escore, proposto por Rao (1948). Sabe-se que, em problemas regulares, as estatisticas da razao
de verossimilhangas (LR), de Wald (W) e escore (Sg) s@o assintoticamente equivalentes, isto é,
possuem a mesma distribuicao nula assintética, sendo esta qui-quadrado com o nimero de graus
de liberdade igual ao nimero de restrigoes impostas sob Hg. Neste trabalho, focaremos nossos
estudos apenas no teste da razao de verossimilhancas e em um teste recentemente proposto por
Terrell (2002), denominado teste gradiente. A seguir apresentaremos, detalhadamente, estes
testes.
Teste da razao de verossimilhancas

Seja {z1,...,x,} um conjunto de observagoes de uma variavel aleatéria com fungao de
densidade f(x;7,¢). Sejam L(7,¢) a funcdo de verossimilhanca e ¢(7,¢) a funcao de log-
verossimilhanca, ambas definidas anteriormente. A estatistica da razao de verossimilhancas para

testar a hipotese nula em ([2.1)) é definida como

L(7,¢)
em que ¢ ¢ o EMV de ¢ restrito a hipotese nula (1 = 19). Como a distribui¢do nula exata
de X\ é, em geral, de dificil obtencao, utiliza-se a seguinte transformacao na estatistica: LR =
—2log A. Assim, a estatistica da razao de verossimilhangas pode ser reescrita como LR =
2 {E(?, qub) — {(70, qZ;)} Como dito anteriormente, a estatistica LR tem, sob a hipotese nula, dis-
tribuicao assintotica XZ, em que q é a dimensao do vetor 7. O teste da razao de verossimilhancas
consiste em rejeitar a hipotese nula se o valor de LR for maior que o quantil de nivel 1 — ~ da
distribuicao X27 em que 7y é o nivel de significAncia adotado para o teste.
Teste gradiente

O teste gradiente é uma alternativa aos testes usuais citados anteriormente. Obtida por Terrel
(2002), a estatistica de teste gradiente ¢ uma mistura das estatisticas escore e Wald modificada.

Ao combinar essas duas estatisticas, Terrel obteve uma estatistica simples e que, ao contrario da



escore e da Wald, nao envolve a matriz de informagao (tanto observada quanto esperada).

Seja (x1, ..., Ty) uma amostra aleatoria da variavel aleatoria X com fungao de densidade (caso
continuo) ou de probabilidade (caso discreto) f(x;7,¢). Sejam (7,¢) = > 1, log f(zi; T, ¢) e
U(r,¢) = (UF ,U;{)T a fungdo de log-verossimilhanga e o vetor escore, respectivamente. A
estatistica gradiente para testar a hipdtese nula em (12.1)) é definida como Gr = U, (70, (Z;)T(?—To).
Assim como a estatistica LR, a estatistica gradiente também possui distribui¢ao assintética Xg,
sob a hipétese nula. O teste gradiente rejeita a hipdtese nula se o valor calculado de Gg for
maior que o quantil 1 —  da distribuicao Xg, em que v é o nivel de significincia adotado para o

teste.
2.3 Funcgao de verossimilhanga perfilada

Seja = (17,¢")" um vetor paramétrico de um dado modelo estatistico com funcio de
verossimilhanga L(7, ¢), para o qual 7 e ¢ s@o vetores de pardmetros de interesse e perturbagao,

respectivamente. A funcao de verossimilhanca perfilada para 7 é definida como

em que q/gT é o estimador de méaxima verossimilhanca de ¢ para um dado valor de 7. Assim, a
funcao log-verossimilhanca perfilada é representada por £,(7) = ¢(, ch)

Devido ao fato da funcao de verossimilhanca perfilada ser obtida a partir da substituicao do
parametro de perturbacao ¢ por $T, ela ndo é, de fato, uma funcao de verossimilhanga genuina.
Portanto, ela nao possui algumas propriedades bésicas vélidas para uma verossimilhanca original;
por exemplo, a sua fungao escore € viciada e a informagao apresenta viés. Entretanto, essa fungao

possui algumas propriedades interessantes (ver Pace & Salvan (1997)), a saber:

(i) O estimador de maxima verossimilhanga e o estimador de maxima verossimilhanga perfilado

do parametro de interesse 7 sdo iguais, isto é, T = 7,,.

(ii) Ao se testar hipoteses sobre 7, a estatistica da razao de verossimilhancas baseada em £,(7) é
igual & baseada em £(r, ), ou seja, LR = 2 {e(?, &) — £(r, 57)} = 2{0,(7) — £y(7)}, onde

T e ¢ sao os estimadores de méxima verossimilhanca de 7 e ¢, respectivamente.
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Para exemplificar a maneira como se obtém a fun¢do de verossimilhanca perfilada consi-
deraremos uma amostra (x1,...,x,) de n variaveis aleatorias independentes e identicamente

distribuidas com densidade dada por

m(x;7,¢) = \/217Ti¢exp {_21¢($ — 7)2} (oo < T, < 00,0 > 0), (2.2)

sendo 7 e ¢ parametros desconhecidos. Temos entao que

n

L(r0) = [[ e m6) = G e {—;bzl(x - 7)2} ,

=1

de modo que

U(r,¢) =log L(7,¢) = —— log 2meh) — Z

Assim,
ol(r,¢) 1 -
or - 5 - (xz - T) (23)
e
oU(T, ) n 1 « 9
= 4+ (x; — 1) (2.4)
L0

Igualando as derivadas em e a zero e resolvendo o sistema de equacoes obtemos
os seguintes estimadores de méxima verossimilhanca para 7 e ¢, respectivamente: 7 = X e
b= S (zi — 7)%/n. O estimador de maxima verossimilhanga de ¢ restrito ao parametro 7 ¢,
entdo, dado por ¢, = S (@i —1)%/n.

Finalmente, a funcéo de verossimilhanca perfilada para o pardmetro 7 é

n

() = U7, dr) = —g log(27m,) — 21 S (@wi—7)?=c— glogz (i —
i=1

T =1

sendo ¢ uma constante que nao depende de parametros.
Para encontrarmos o estimador de méxima verossimilhanga perfilado (7,) basta igualar a

fungao escore perfilada a zero e resolver a equagao, ou seja,

un(7) = 0ty(1) :nZ?—l (wi —7) _
A e TS w




11

Assim, o estimador perfilado é dado por 7, = X.

Quando usamos a funcao de verossimilhanca perfilada, estamos assumindo que os parametros
de perturbacio sao conhecidos. E claro que isto néo é razoavel em casos onde os dados nao trazem
muita informacao a respeito destes pardmetros, o que usualmente ocorre quando a dimensao do
vetor de pardmetros de perturbagao é grande relativamente ao tamanho da amostra. Portanto,
ajustes para a funcdo de verossimilhanca perfilada sdo necessarios para suprir essa caréncia de
informagao. Algumas versoes modificadas da verossimilhanga perfilada sao apresentadas nas

segoes a seguir.

2.4 Funcao de verossimilhanca perfilada modificada proposta por
Barndorff-Nielsen

A fungao de verossimilhanga perfilada modificada proposta por Barndorff-Nielsen (1983) pode
ser derivada como uma aproximacao para as func¢oes de verossimilhanca marginal ou condicional
para o pardmetro 7, quando uma destas funcoes existir. Para isto utiliza-se a féormula p*.

Seja # = (t7,¢")"T um vetor paramétrico de um dado modelo estatistico com funcio de
verossimilhanga L(#; s), em que s é uma estatistica suficiente minimal que ressalta a dependéncia

desta funcdo das observacoes da variavel modelada. A expressao para p* é dada por

1/2 (60, a) 25)
0,a '

(Dl Y — (5D ;

P @li0) = c(0.0) [i@:d.0)| " 22
sendo a uma estatistica ancilar, 0 o estimador de méxima verossimilhanga de 0 e (5, a) uma
fun¢ao um-a-um de s e j(6; é\, a) = —0%log L(0; é\, a)/00007 .

A formula p*, apresentada em , é uma aproximagao para a funcao densidade do estima-
dor de méaxima verossimilhanga 0 condicionalmente a uma estatistica ancilar a, p(@]a; 0). Mais
precisamente, p(0]a; 0) = p*(0]a; 0) {1+ O(n=3/%)}, ou seja, p(0]a; 0) = p*(0]a; 0).

A derivagao da fungao de verossimilhanga perfilada modificada é feita sob a seguinte suposigao

em relagao ao modelo: existe uma estatistica ag tal que, quando 7 é considerado fixo, (¢,;ag) é

suficiente minimal e ag é ancilar. Ou seja, a distribuicdo de ag pode depender de 7, mas nao de

?.
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Para derivar a fun¢@o de verossimilhanca como uma aproximagcao da verossimilhanga margi-
nal, é preciso supor que (7, ¢, a) ¢ uma transformagao um-a-um da estatistica suficiente minimal
do modelo. Assuma também que, fixado 7, 7 é ancilar. Observe que a distribui¢do condicional

de 7 dado a pode ser expressa por

Mi@mﬂ@
p(9I7,a; 7, 0)

Utilizando a férmula p* para aproximar as fungoes p(7, $|a; T,0) e p($|?, a; T, $) temos

p(Tla;7) = : (2.6)

o~ o~ V2 L(7,$;7, ¢, a)
p* (T, dla;T,d) = c1(7, ¢, a ‘j T,qb;T,gZ),a‘ _— 2.7
(7, ¢l ) = cai( ) (4 ( ) L0700 (2.7)
e, considerando o modelo com 7 fixado,
%/ T~ . T o~ 7 1/2LT,¢;?,$~,—,CL
P (@17 0:7,0) = (7, 6.0) [igo 7, 357, Brv)| 2 ) 2.9

L(7, 67, 6r,a)
em que jgq (7, (}57;7/'\, (}57, a) = —0%log L(t, ; T, qu, a)/0¢? avaliada em (T, QZT) Como ggT é fungéo
de &5, fazendo uma mudanca de varidvel na expressao , obtém-se

o¢

NP . NN 1/2 L ) ;Av/\v
p*(¢|7—7 a; T, ¢) = 02(7-7 ¢’a) jd)d)(Ta ¢T;Tu ¢,Cb)‘ L((:-(/;\S ;%aa))

Agora, para obtermos a funcao de verossimilhanca perfilada modificada proposta por Barndorfl-

. (2.9)

Nielsen, basta substituirmos as densidades na expressao ([2.6) por suas expressoes aproximadas

(2.7) e (2.9). Assim,
~ -1
03

00

. ~ o~ -1)2
Lin(r) = Ly(7) |iso(r, 6.7, 6, a)|

Tomando o logaritmo de Lpy obtém-se a seguinte funcao log-verossimilhanca:

(2.10)

—~

1 . ~ _~
gBN(T) = EP(T) - 5 log )](25(75(7-7 ¢T; T, ¢7 a)’ - log

O estimador de méxima verossimilhanga modificado, T, € obtido através da expressao: upy(7) =
dlpn /0T = 0.
A expressao 1j pode ser apresentada de outra forma, em que 857 /85 é expressa em

termos de uma derivada no espago amostral do logaritmo da fungao de verossimilhanca, ou seja,

8/\7' . - ~ T — n ~ 7T
6% — Joo(7, 31 7.8,0) 70, 5(7, 3117, 8. 0),



13

em que E(MA) = 826/&;58(;.

Portanto, ¢pxn(7) pode ser reescrita como
1 o~ SO
EBN(T) = EP(T) + 5 IOg ]¢¢(T7 d)T; T, (,ZS, a’)‘ - IOg ‘€¢;$(T7 ¢T; T, ¢a a) .

Para o calculo da quantidade ¢ ¢,$(T, 57;7”, (Z, a) é indispensavel a especificacdo da estatistica
ancilar a.
Nas segOes a seguir apresentaremos algumas aproximagoes para a fungdo {pn(7) que s@o

~

derivadas a partir de aproximacoes para £ ¢_$(T, O T, g/b\, a).
2.4.1 Aproximagoes sugeridas por Severini (2000) e Fraser & Reid (1995)

Na se¢do anterior, vimos que a fungao de verossimilhanca perfilada modificada proposta
por Barndorff-Nielsen depende da quantidade ¢ ¢;$(T, qu; T, $, a), que é uma derivada relativa ao
espaco amostral. O calculo desta quantidade é na maioria das situacoes de dificil, ou até mesmo
impossivel, obtencdao. Motivados por tal dificuldade varios autores propuseram aproximagcoes
para a derivada do espaco amostral do logaritmo da fungdo de verossimilhanga. Nesta se¢ao
trataremos, especificamente, das propostas feitas por Severini (1999) e Fraser & Reid (1995).

A aproximagao proposta por Severini (1999), cujo erro de aproximagao é O(nfl/ 2), pode ser
facilmente calculada e é conveniente em situagoes em que ha dificuldade para calcular a esperanca
do produto de derivadas do logaritmo da verossimilhanca. A funcao de log-verossimilhanca

proposta é dada por
y 1 ‘ ~ LA
en (1) = bp(7) + 5 log |jgo (T, ¢r)| = log [Ls(7, 637, )l

em que

n

i(]ﬁ(Ta Qb, 70, ¢0) = Z gg) (7—7 QS)E((;) (7_07 gbO)T
j=1

e Eg) sendo a fungao escore baseada na j-ésima observagao. O respectivo estimador de maxima
verossimilhanga sera denotado por /TV\B N-
Uma segunda aproximagao foi apresentada por Fraser & Reid (1995) e Fraser et al. (1999).

Ela é dada por
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. 1. o~ ~
en(T) = bp(7) + Slogljgs(¢r, T)| = logllyr(ér, T) Vo,

em que ly,7(¢, 7) = 0ly(¢, 7)/0T’, sendo ly(¢,T) a funcao escore de ¢. A quantidade 17¢ é dada

por

- ~ ~ N T
7, < (_aF<x1;¢, 7)o _aF<xn;¢,T>/a¢>
f('r17¢7?) f(xnv(ﬁa?)
em que F(-) é a fungao de distribuicao acumulada e f(-) é a funcao de densidade da variavel
aleatoria X. O correspondente estimador de maxima verossimilhanga seréd denotado por ?B N-
Como exemplo, mostraremos agora através da distribuigao N (7, ¢), como se obtém as apro-

ximagoes para a funcao de verossimilhanca perfilada modificada proposta por Barndorff-Nielsen.

Para a aproximagao sugerida por Severini (1999) temos

1 L
lpN(T) = Ly(T) + 5 log Joo (T, @r)| — log [14(T, ¢75 7, )

com

L~ " 1 1 1 1 .
Iy(7, 0757, @) :; [_%&‘{'%&(%_7)21 X [—A+A(wi—7)2 :

Ja a funcao sugerida por Fraser & Reid (1995) é

_ 1 ‘ ~ PN
IpN(T) = Ly(T) + Sloglise (T, ¢7)| = log|lg.. (T, d7) Vol

onde

-~ xr1 — T Ty — T
€¢§I(T>¢7):< 1$2 3ty $2 >

~ 1 —T zp— 7\ "
V¢:< L )
2¢ 2¢
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2.5 Funcao de verossimilhanca perfilada modificada proposta por
Cox & Reid

Analisando as consequéncias da ortogonalidade entre os parametros de interesse e perturba-
¢ao, Cox & Reid (1987) propuseram uma versao modificada para a fun¢ao de verossimilhanga
perfilada. Essa versao é uma aproximacao para a funcao densidade condicional das observagoes
dado o estimador de méaxima verossimilhanca do parametro de perturbacao.

Suponha novamente que = (77,$")T é um vetor paramétrico que indexa um dado modelo
estatistico com fungao de verossimilhanga L(7, ¢), para o qual 7 e ¢ sdo vetores de parametros de

interesse e perturbagao, respectivamente. A matriz de informagao particionada de acordo com a

1 1
2(9) — < .TT .T¢ > ,
Lpr oo

em que i(0) = E{j(0)} = FE {—322(9@ } Os vetores T e ¢ sao ortogonais se iy = igT = 0 para

particao de 8 é dada por

todo 6 € ©. Destacamos, a seguir, algumas consequéncias importantes da ortogonalidade entre
T e o¢.

(i) independéncia assintotica dos estimadores de maxima verossimilhanga de 7 e ¢;

(ii) a matriz de covariancia de 7 pode ser calculada como se ¢ fosse conhecido. De fato, i =
(irr — irg(igp) Vigr) ™t = (irr) 7! s€ iry = 0;
(iii) éﬁ\T — $ = Op(n~1), enquanto que usualmente ggT — $ = Op(n_l/Q).

Suponha, agora, os parametros 7 e ¢ nao necessariamente ortogonais. O logaritmo da fungao

~

de verossimilhanga, ¢(7, ¢), pode ser expandido em série de Taylor em torno de (7, ¢) como

(o) = U7 -

+ O0,(n~Y?).

(7= #)2er(7,0) + (6 = 8)200 (7, 8) + 2(7 = 7)(& — D)ol )]

Se estamos no caso onde 7 e ¢ sao ortogonais, j-¢(7, @) € jr4(T, (}5) sio de ordem O,(n'/?). Assim,

Ur,¢) = U7, ¢) — % (7= P25 (7.8) + (6 = 0)2as(7.0)| + Op(n™ ) (211)

=01(1) + la2(0) + Op(n_l/Q),
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para (1,¢) = (7, (E) + O0p(n~1/2).
Da expressao (2.11)), temos

U7, 6) = U(r, ) + % [(r — ) 2er (7, 8) + (6 — 0)%5ss (7, $)] +0,(n~1/?),

Portanto, podemos aproximar o logaritmo da funcao de verossimilhancga condicional, a menos de

termos que nao dependem de 7 e ¢, pela expressao

log p(a18;7) = U(r, ) = 5 108 igo 7, O) + 5(6 = Do, )7 — B).

Podemos notar que a func¢ao acima depende do pardmetro ¢; isto acontece porque a suficiéncia
de QZ para ¢ é somente observada assintoticamente e além disso foi utilizada uma aproximagao
para a distribuicao deste estimador de maxima verossimilhanca. Uma solugao viavel seria a
substituicao do pardmetro ¢ pelo estimador restrito (57. Assim, como 7 e ¢ sdo ortogonais,
observa-se QAST - QAS = O,(n1) e por, conseguinte, a forma quadratica (¢ — $)Tj¢¢(7‘, o) (T — QAS)
tem ordem Op(n~1) e por isso pode ser desprezada.

Assim, a fungao de log-verossimilhanga perfilada modificada proposta por Cox & Reid (1987)

é definida por

ten(r) = ty(r) — 5 108 |jgo(r, 37)|. (212

O correspondente estimador de méxima verossimilhanca serad denotado por 7og.

Como podemos notar, a obtengao da fungao fop s6 foi possivel com a suposi¢ao de ortogona-
lidade dos parametros 7 e ¢. Quando esta suposi¢do nao é satisfeita precisamos encontrar uma
nova parametrizacao ortogonal, o que s6 é garantido quando o pardmetro de interesse é escalar.

Como exemplo, mostraremos agora como se obtém a func¢ao de log-verossimilhanca perfilada

proposta por Cox & Reid (1987) para a densidade dada em ([2.2). Da Segao 2.2, temos

n ° 9
ly(T) =c— QIOg;(xi —7)%.

Ja da Segao 2.1, vem
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Agora basta substituirmos esses termos na expressao (2.12)):
n
tor(r) = (1-3) log Y (@ — 7).
i=1
Para maiores detalhes sobre verossimilhanca perfilada, assim como suas versoes ajustadas

aqui utilizadas, veja Pace & Salvan (1997) e Severini (2000).



CAPITULO 3

Refinamento de inferéncias para a distribuicdo Birnbaum-Saunders sob censura
tipo |l

3.1 Introdugao

A fadiga é um dano estrutural que surge quando um material é exposto a flutuagoes de tensao
e estresse. As distribuicoes estatisticas mais comumente utilizadas na modelagem do tempo de
falha em processos de fadiga sdo gama, gaussiana inversa, lognormal e Weibull. Essas distribui-
¢oOes tipicamente apresentam um excelente ajuste na parte central da distribuicdo de vida, porém,
apresentam ajuste pobre nos percentis mais baixos ou mais altos da distribuicao. Birnbaum &
Saunders (1969a), motivados por problemas de vibragao encontrados em avides comerciais e por
problemas de falhas de materiais, utilizaram o conhecimento que tinham a respeito de um tipo
de fadiga para derivar uma nova familia de distribuigdes. A distribuigdo Birnbaum-Saunders
(BS) pode ser usada para modelar o tempo de vida de materiais e equipamentos sujeitos a car-
gas dindmicas, ajustando-se melhor nas caudas do que as distribuigoes citadas acima. Vérios
estudos referentes a esta distribui¢do vém sendo realizados; dentre esses trabalhos destacamos,
a seguir, alguns que consideramos relevantes. Engelhardt et al. (1981) propuseram intervalos
de confianca e testes de hipoteses para os pardmetros da BS considerando um deles como para-
metro de perturbagdo desconhecido. Desmond (1986) investigou a relagao entre a distribuigao

Birnbaum-Saunders e a distribui¢do gaussiana inversa. Rieck & Nedelman (1991) desenvolveram

18
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um modelo log-linear para a distribuigdo BS e também alguns métodos de estimacao. Achcar
& Espinosa (1991) utilizaram o modelo log-linear proposto por Rieck & Nedelman (1991) para
desenvolver métodos bayesianos em testes de vida acelerados. Dupuis & Mills (1998) propuse-
ram métodos robustos de estimagao para os parametros da distribuicao BS. Outros trabalhos, de
igual relevancia, referentes a distribuigdo Birnbaum-Saunders sao Ng et al. (2003, 2006), Galea
et al. (2004), Wu & Wong (2004), Wang et al. (2006), Lemonte et al. (2007) e Cysneiros et
al. (2008). Em particular, Cysneiros et al. (2008) propuseram para a distribuigdo Birnbaum-
Saunders as fungoes de verossimilhanga perfilada e perfiladas ajustadas de Cox & Reid (1987) e
Barndorff-Nielsen (1983). Os autores apresentaram os estimadores de méaxima verossimilhanca e
os testes da razao de verossimilhancas, relacionados a estas func¢oes, para amostras finitas e com
dados completos (sem censura).

E comum, no entanto, que em dados de tempo de vida exista censura. As censuras podem
acontecer de duas maneiras: pelo término do estudo antes do evento de interesse acontecer ou
pela saida do individuo antes do estudo terminar. Logo, para estes individuos cujo evento de
interesse nao ocorreu, o tempo de censura é o tempo correspondente do inicio do experimento
até o momento em que ele foi retirado da amostra, ou até o fim do estudo. J& o tempo de falha é
o tempo decorrido do inicio do experimento até o momento em que ocorreu o evento de interesse.
Sabemos apenas que o tempo de falha é maior que o tempo de censura. A censura do tipo II
acontece em situacoes em que o estudo termina apés a ocorréncia do evento de interesse em um
ntmero pré-determinado de individuos.

O objetivo deste capitulo é estender os resultados apresentados em Cysneiros et al. (2008)
para situacoes nas quais os dados apresentam censura do tipo II e também considerar estimagao
intervalar. Neste capitulo, derivamos os estimadores de maxima verossimilhanca relacionados as
fungoes de verossimilhanca perfilada e perfiladas ajustadas para dados com presenga de censura
do tipo II. Apresentamos ainda os testes da razao de verossimilhancas ajustados e o teste boots-
trap paramétrico. Também calculamos os intervalos de confianca do tipo assintético, bootstrap
percentil, bootstrap BCa e bootstrap-t. Através de simulagbes de Morte Carlo sao avaliados os

desempenhos em pequenas amostras dos testes e dos estimadores pontuais e intervalares propos-



20

tos. Essas simulagoes sao feitas para vérios niveis de censura e diferentes tamanhos de amostras.
Por fim, mostramos dois exemplos praticos para ilustrar tudo o que foi desenvolvido e apresen-

tamos nossas conclusoes finais.
3.2 Distribuicao Birnbaum-Saunders

Baseando-se em um determinado tipo de dano estrutural, que acontece quando um material
é exposto a carga de estresse e tensdo, Birnbaum & Saunders (1969a) construiram uma nova
familia de distribuigoes. A seguir, apresentaremos uma breve descri¢ao de como a distribuigao
Birnbaum-Saunders foi derivada.

Considere um material exposto a um processo de fadiga, ou seja, sujeito a um padrao ciclico
de forga e tensdo. Seja cada ciclo composto por “m” ocilagdes. Assim, cada aplicagdo da i-ésima
oscilagado em um ciclo resulta em uma extensao aleatéria da rachadura X;. Logo a extensao da
rachadura devido ao j-ésimo ciclo ¢ dada pela variavel Y; = " X;.

Birnbaum e Saunders (1969a) entdo fizeram as seguintes suposigoes: (i) A distribuigao da
variavel aleatéria X; depende somente da rachadura atual causada pela oscilagdo neste ciclo e
(ii) Y; € uma variavel aleatéria com média 4 e varidncia o2, para todo j = 1,2,3,.... Assim, de
(i) e (ii) temos que as variaveis (Y1,Ys,...) sdo independentes e identicamente distribuidas.

Ao serem aplicados n ciclos de cargas, a extensao total da rachadura é dada pela variavel
aleatoria W, =37 Vj com fungdo de distribuicio Hy(w) = P(W;, < w), paran=1,2,....

Seja C' o numero de ciclos requeridos até que seja observada a falha, em que tal falha ocorre
quando a extensao total da rachadura (W) excede um dado comprimento critico w. A fungao

de distribui¢ao da variavel aleatoria C' é

P(C<n)= P(iY] >w)=P(W, >w)=1— Hy(w)
j=1

n

o\v/n ~ oyn

4 > Y —p w o /np
B P( ovn SU\/ﬁ o )
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Assumindo que os Yj’s sao varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas, a

fungao de distribuigdo de C pode ser aproximada usando o Teorema Central do Limite, isto &,

em que ®(-) representa a funcao de distribuigdo acumulada da normal padrao.
Segundo Birnbaum & Saunders (1969a), substituindo n por uma variavel aleatoéria real nao

negativa t, entdo a varidvel aleatéria T' é a extensao continua da variavel aleatoria discreta C.

a

—w
meﬁ—ua

funcao de distribuicdo acumulada da varidvel aleatéria 1" pode ser reescrita como

Assim, T representa o tempo total até que ocorra a falha. Assim, fazendo o =

FT(t;a,B):P(Tgt):i)[;f(;)], 0<t<oo, a,8>0, (3.1)

onde a e B sdo os parametros de forma e escala, respectivamente. A correspondente funcao

densidade de probabilidade de T' é

prtas) = ¢ (5)elie(5)]  e> 0 an>0 (32)

onde ¢(-) é a densidade normal padrao, £(t) = t'/2 —t=1/2 ¢ €'(t) = %(tl/2 +t71/2).

A distribuicao Birnbaum-Saunders possui algumas propriedades interessantes que podem ser
encontradas em Birnbaum & Saunders (1969a). A medida que a tende a zero a distribuicdo se
torna simétrica em torno de 8. Este comportamento pode ser visto na Figura que apresenta
a funcado de densidade para diferentes valores do parametro de forma considerando o parametro
de escala fixo (8 = 4). Adicionalmente, 5 é a mediana da distribuicao, (7/8 ~ BS(«,1)). Em

Saunders (1974) é mostrado que a distribuigao BS(«, 8) possui a propriedade reciproca, ou seja,

T ~ BS(a, B7).
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Figura 3.1: Fungoes de densidade Birnbaum-Saunders para os valores de « indicados e § = 4.

Considere a seguinte transformacao monodtona:
T=8 (1 FoXx? 1 oX(1+ X2)1/2> ,

em que, de 1) temos que X ~ N(0, %oﬂ). Através desta transformagdo, podemos obter

facilmente o valor esperado, a varidncia e os coeficientes de assimetria e a curtose:

E(T)=2 (1 + ;oﬂ) ., Var(T) = (af)? (1 + Z(f) ,

_ 160%(11a% +6)

6a2(9302 + 41
BU(T) = G 1 17 a*(93a )

(5a? +4)?

Ba(T) =3+

A fungéo de sobrevivéncia e a fungéo de risco da distribuigdo Birnbaum—Saunders sdo dadas,

respectivamente, por

Sp(t) = 1— Fr(t) = 1— @ [;g (;)] e hp(t) = 20 (3.3)

O comportamento da fungdo de risco hp(t) pode ser visto na Figura [3.2] Note que hp(t)
assume valor zero em ¢t = 0, depois cresce até um valor maximo e entao decresce até uma

constante positiva.
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Figura 3.2: Fungoes de risco da distribuigao Birnbaum-Saunders para os valores de « indicados
e f=4.

3.3 Refinamento de inferéncias para a distribuicao Birnbaum-
Saunders sob censura tipo II

Nesta segao, apresentaremos inferéncias melhoradas para a distribuicao Birnbaum-Saunders
sob censura tipo II. Essas inferéncias serdo realizadas sobre o parametro de forma « através das
fungoes de verossimilhanga perfilada e perfiladas ajustadas, mostradas no Capitulo 2. Adicio-
nalmente, apresentaremos as estatisticas da razao de verossimilhancas baseadas nestas fungoes e
também intervalos de confianca bootstrap.

Sejam {t(l), e ,t(r)} as T menores observagoes numa amostra aleatéria de tamanho n de
uma variavel T com distribuigdo Birnbaum-Saunders e densidade dada em (3.2)). Dizemos que
{tays s tay teys -t} € uma amostra de tamanho n com censura tipo II, onde (n —r) ob-

servacoes sao censuradas. Neste caso, a fungao de verossimilhanca é dada por

o - ol ()
Azamanr [10€ (5)] = [-a e (9))



sendo a log-verossimilhanca

(=log(L)=c + (n—r)log{1—<1>Bg(?ﬂ}—mg(aﬁ)
esfe (9)} a2 (),

e c = log ((n”f'r),) — 5 In(2m).

No que segue usaremos a seguinte notacao:

-1
W = v =S o= (5

i=1 =1 ()
-1
wg o~ (Ly 1 o Hip - 0@

Note que a fun¢ao H(x) é a funcao de risco da distribuigdo normal padrao.
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(3.5)

O estimador de maxima verossimilhanca restrito de 3, Ba, ¢ obtido da seguinte equacao

nao-linear:

1 1 * 1 — 1
A8 =0 |3~ 1]~ 5+ o~ DU s | el e
em que p2(8) = a2 = hzBhs Eg Z;E’Bg 408) - Aqui,

hi(B) = &(t),
mB) = 2>,
=1

-1

1 < t?z) ”(tz(i)) * ol gk
3(6) [ + r ;1: 5/(752;)) (T)f ( (r))

5// t* ) -1 10 . o
ha(B) Z —;Zf(i)f( )&t | -
i=1

=1

*

(r)

),

(3.6)
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Para maiores detalhes, ver Ng et al. (2006). Observamos que o estimador de méaxima
verossimilhanca restrito de 8 é igual ao estimador de maxima verossimilhanca de (3, ou seja,
/Ba = /8 .

Temos que a fungao de log-verossimilhanga perfilada (vide Segao 2.3) é dada por

L) = (n—r)log {1 — Fg (t““))] } ~ rlog(af) (3.7)

2%,
- (o) L o (L)
e (3)) -z (3)
O EMV perfilado a,, é obtido como solugao de up(a) = 0, ndo possuindo forma fechada. Logo,
para encontrarmos o valor de @, que maximiza £,(«) é necesséria a utilizagdo de um procedimento
de otimizagao nao-linear, como, por exemplo, o algoritmo de Newton (Newton-Raphson, escore
de Fisher) ou um algoritmo quasi-Newton (BFGS); para maiores detalhes sobre tais algoritmos,
ver Nocedal e Wright (1999).
Mostraremos agora a obtencao dos ajustes para a fungao de verossimilhanca perfilada, utili-
zando as expressoes apresentadas no Capitulo
A funcao de log-verossimilhanga perfilada modificada proposta por Barndorff-Nielsen (1983)

para o parametro « é dada por
1.~ s SO
£on (@) = Gyla) + 5 10g |ss(e, Bui @, B,0)| ~ log |, 5(0, Bus @, B 0)|. (3.8)

Devido & grande dificuldade em se obter a quantidade £ ﬁ;E(O‘v Ea; Q, E, a), optamos por utilizar
aproximagoes para a fungao (3.8)). Essas fungdes modificadas usam aproximagoes para a de-
rivada do espago amostral propostas por Severini (1999) e Fraser & Reid (1995) e sdo dadas,

respectivamente, por

y 1 . . L
Ipn(a) = £y(a) + 5 log ligs(a, Ba)| — log |I5(a, fa; @, B (3.9)
e
. 1. . PO
Ipn(a) = by(a) + 510g|35,6(04a Ba)| — log|ls.r(cv, Ba)Val, (3.10)

em que, para o nosso modelo,
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O "1 |1 B 1 N B 1 B
A N (R S (FA) |
SR B 2\ B )] 12 tg P

3\ 3 ti —1 1 1 tr
b, Bu)Vs =302 (t ERMETACREREICE >+(n—r+1) @«
. %

= )+ B 20Ba)?  20tme) B
n— T) 1 1 * s ol [gx !/ % t?"‘) (% 2
o3, EH <a§(t(7«))> (t(r)ﬁ () + € (%))) + o5 (§ (%)))

(1 L) 1 1 1
H | — — 1)— | — — —
<a§(t(”)>} } Flmrey B ( () + Ba)? ! 2(afa)? ! 2<t(r)a)2)

oo o) = oy [~Q(Ba) +4]. (3.11)

Aqui, para resolvermos a equagcao 1} utilizamos a equacao 1D avaliada em Ba junto com

H'(z) = —zH(z) + H*(z)

1 1 1 w1 aln—r) 1
A = — 24 - - - il - S E HI(| = *
@ <K* r ; (1 _i_tzsi))z) + ) + 20 + r t(r) [ <a§(t(r))>

(1€ 1) + €1) + 2 (€)1 (X g(tm)] .

a
Os EMVs perfilados ajustados & BN € a BN sado obtidos como solucao das equagdes upy(a) =
/o =0 e apn(a) = Ol /da = 0, respectivamente.

Pode ser mostrado que a funcao de log-verossimilhanca perfilada modificada proposta por

Cox & Reid (1987) pode ser expressa como

1 ~
lor(a) = by(a) — 3 log |j/35(04, Ba)l,
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sendo jgg dado em . O correspondente estimador de méxima verossimilhanga perfilado
ajustado de « é denotado por acr. Assim como os EMVs Ba e Qjp, os estimadores 8BN, apn e
Qcr nao tém forma fechada. Eles podem ser obtidos numericamente maximizando a correspon-
dente fungao de log-verossimilhanca; ver Nocedal & Wright (1999).

Suponha agora que o interesse estd em testar a hipotese nula Hg : @ = ag contra a hipotese
alternativa H1 : a # ag, onde ag é um dado escalar. As estatisticas da razdo de verossimilhangas

perfilada e perfiladas ajustadas sdo dadas, respectivamente, por

LR, =2{ly(ap) — Lp(a0)},
LRpn, =2 {EBN(E}) - gBN(OZO)} ,

LRpy, =2 {EBN(Q) _ ZBN(aO)}

LRcr =2 {KC’R(&\OR) - KC’R(CVO)} :

Assintoticamente e sob a hipotese nula, as estatisticas de teste LR,, LRpn,, LRBN, € LRcRr
sao distribuidas como X2. Os testes concistem em rejeitar a hipotese nula se o valor da estatistica
de teste for maior que o quantil (1 —~) da X7

Vale ressaltar que o ajuste de Cox & Reid (1987) para a fungao de verossimilhanga perfilada
requer a ortogonalidade entre o parametro de interesse e o parametro de perturbacao. Para
dados completos (sem presenga de censura), os parametros que indexam a distribuigao Birnbaum-
Saunders sao ortogonais, ou seja, os elementos fora da diagonal da matriz de informagao de Fisher
sao iguais a zero; ver Lemonte et al. (2007). Na presenga de censura tipo II, no entanto, a matriz
de informacao de Fisher nao pode ser obtida de forma analitica. Portanto, nao se tem certeza
a respeito da ortogonalidade entre o e 8. Devemos, no entanto, trabalhar com o ajuste de Cox
& Reid (1987), pois nossos resultados numéricos (Monte Carlo) mostram que ele tipicamente
proporciona inferéncia confidvel.

Para o teste bootstrap paramétrico utilizamos a estatistica LR,. Esse teste objetiva apro-

ximar a distribui¢do da estatistica LR através de reamostragens. O teste funciona da seguinte
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maneira: geramos, supondo Hg verdadeira, B amostras bootstrap a partir da amostra original e
calculamos, para cada amostra bootstrap, a estatistica LRy, b =1,2,..., B. A seguir, ordenamos
as B réplicas bootstrap LR;, e tomamos como o percentil estimado g;—~ a réplica B x (1—). Caso
B x (1—+) nao seja inteiro, utilizamos o seguinte método: seja k = [(B 4 1) x | o maior inteiro
< (B+1) x v, entao consideramos como o percentil estimado q1_- a réplica (B+1—k). O teste
da razao de verossimilhangas bootstrap consiste em rejeitar a hipotese nula Hg se LR > q1—-.
Este esquema de amostragem é conhecido como bootstrap paramétrico (Efron, 1979).

Muitas vezes temos também interesse em realizar estimativas intervalares. Uma abordagem
usual é empregar um intervalo de confianga assintotico (ICA), que resulta da distribuic¢do assin-
totica dos estimadores de méaxima verossimilhanca. Quando o tamanho da amostra é grande, os

estimadores de méxima verossimilhanca @ e 8 sdo aproximadamente normalmente distribuidos:

Qa A o Vit Vio
(5) 2 [(5) (G w)l

> a inversa da matriz de informagao esperada. Assim, temos o seguinte

Vit Vio
Vor Voo

intervalo de confianga assintotico 100(1 — )% (0 < v < 1/2) para a:

(62 + 2y/2\/ Vi, a + 21—y /2 ‘A/ll> ;

em que z, ¢ tal que Pr(Z < z,) = p, sendo Z ~ N(0,1). Aqui, z, denota o p-ésimo (0 < p

sendo V = <

< 1) quantil normal padrao. No que segue, 1711 é o elemento (1,1) da matriz de informagao
esperada avaliada nos estimadores de méxima verossimilhanca. Para o caso em que estamos
trabalhando (dados com presenga de censura) utilizamos a matriz de informagao observada no
lugar da esperada, pois esta tltima nao pode ser obtida analiticamente. Vale ressaltar que este
intervalo é baseado em aproximagoes de grandes amostras o que pode torna-lo impreciso em
amostras pequenas. Note também que ele pode incluir valores negativos com probabilidade
positiva e que ele é sempre simétrico.

Uma alternativa consiste na utilizagao de reamostragem de bootstrap. Diferentes intervalos

de confianca baseados no método bootstrap podem ser construidos. O intervalo de confianca



29

bootstrap percentil para a, com cobertura nominal (1 — ) x 100%, é construido a partir da
distribuigao empirica do estimador @, que é obtida através das B réplicas bootstrap. Geramos B
amostras bootstrap a partir da amostra original e para cada amostra bootstrap calculamos a*?;
em seguida ordenamos as B réplicas e tomamos como os limites do intervalo as réplicas B x (7y/2)
e Bx (1—~/2). Caso B x (v/2) e Bx (1—+/2) nao sejam inteiros utilizamos o seguinte método:
seja k= | (B + 1) x v/2| (o maior inteiro que nao excede (B + 1) x v/2), consideramos como os

limites do intervalo as réplicas k e (B+1—k). O intervalo de confianga percentil para « é assim

dado por

(a*(v/Z)’ a*(1—7/2)) _

O intervalo de confianga bootstrap-t, com cobertura nominal (1 — v) x 100%, é obtido da
seguinte forma: geramos B amostras bootstrap a partir da amostra orginal e para cada amostra
bootstrap calculamos a estatistica 7* = (@** —@)/ép™®, onde @ ¢ o estimador obtido da amostra
original, @*% ¢ o estimador obtido da amostra bootstrap e eAp*b ¢ o erro padrao de a*’; em seguida,
ordenamos as B réplicas bootstrap 7* e tomamos como £7/2) e {1-7/2) as réplicas B x (7/2)
e B x (1 —~/2), respectivamente. Caso as quantidades B x (7/2) e B x (1 —7/2) néo sejam
inteiras, utilizamos o mesmo procedimento proposto no intervalo bootstrap percentil. Portanto,

o intervalo de confianga bootstrap-t é dado por

(a {02 G — gm/z)@) ,
Outro intervalo de confianga bootstrap utilizado aqui é o intervalo BCa. Para a obtengao
do intervalo de confian¢a BCa, com cobertura nominal (1 — 7) x 100%, geramos B amostras

bootstrap a partir da amostra original e calculamos @*® para cada amostra bootstrap. Em

seguida encontramos as seguintes quantidades:

~xb ~
7170 — (Dfl <#{O{ B< Oé}) ,

i— éSkew(ua(a)),
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Do+ 2
51:@(@0—}— /?A /2 )
1 —a(vo + 2y/2)

vo + 21—
52:<1><60+ D Alo/2 >
1-— a(vo + 21_7/2)

em que ¢ é a fungao de distribuigdo acumulada normal padrao, Skew(.) denota o coeficiente de
assimetria e u, é a derivada da log-verossimilhanga com respeito a a avaliada em a. O proximo
passo é ordenar as B réplicas bootstrap a*? e tomar como limites do intervalo as réplicas B x 61

e B x d3. Dessa forma, o intervalo de confianga BCa é dado por

(6;*(51)7 a*(52)> )

Em todos os esquemas bootstrap utilizados para calcular as estimativas intervalares a amos-
tragem foi feita parametricamente. Isto é, nés retiramos as amostras da distribuicao Birnbaum-
Saunders depois de substituir os paramétros que a indexam por suas respectivas estimativas
(calculadas a partir dos dados originais). O processo de inclusdo de censura nas amostras bo-
otstrap segue o mesmo procedimento da amostra original, com o mesmo ntimero de observagoes

censuradas. Para mais detalhes sobre o método bootstrap, ver Davison & Hinkley (1997).
3.4 Resultados numéricos

Nesta se¢ao, avaliaremos numericamente a qualidade das inferéncias feitas sobre o parametro
de forma « da distribuicao BS em amostras de tamanho finito e sob diferentes cenérios. Os
principais objetivos neste estudo de simulagao sdo: comparar os desempenhos dos EMVs perfilado
e perfilados modificados (Tabelas a , comparar as precisoes das diferentes estimativas
intervalares (Tabelas e , avaliar a aproximacao assintética das estatisticas de teste em
relacdo a distribui¢do qui-quadrado (Tabela Figuras a , e, por fim, comparar os

desempenhos dos testes da razao de verossimilhancgas perfiladas e perfiladas modificadas, através

de seus tamanhos e poderes (Tabelas e|3.10) .



31

Apresentaremos os resultados obtidos nas simulagoes de Monte Carlo para estimagao pontual,
estimagao intervalar e teste de hipoteses. Baseamos nossos resultados em 10000 réplicas de Monte
Carlo e 600 réplicas bootstrapﬂ Foram geradas amostras de tamanhos n = 20 e n = 30 com os
parametros de forma o = 0.10,0.25,0.50 e 1.0 e niveis de censura 10%, 30% e 50%. O nivel de
censura é representado pela sigla d.o.c (degree of censoring). O parametro de escala § foi fixado
em 1.0 em todas as simulagoes, dado que este pardmetro funciona apenas como um multiplicador.

As simulagoes foram realizadas usando a linguagem de programagao 0x (ver Doornik, 2009).
Para as maximizagoes das funcoes de log-verossimilhanca, utilizamos o algoritmo quasi-Newton
BFGS. A amostragem bootstrap foi realizada parametricamente.

Para avaliar o comportamento dos estimadores pontuais utilizamos as seguintes medidas:
meédia, viés, varidncia, erro quadratico médio (EQM), viés relativo (VR, que é definido como
sendo 100x (viés/valor verdadeiro do parametro)%), assimetria e curtose. Através dos resultados
apresentados nas Tabelas a podemos avaliar os desempenhos dos estimadores @, & BN,
& BN € Qcpr. Analisando as tabelas percebemos que, com base no viés relativo, os estimadores
corrigidos possuem melhor desempenho, com a melhor performance sendo do estimador & BN-
Por exemplo, na Tabela 3.2 com o = 0.50 e d.0.c—=10% os vieses relativos sao 1.16% (agy ), 1.28%
(acr), 1.63% (&BN) e 4.30% (ap). Note que o viés relativo de @, é aproximadamente quatro
vezes maior do que o do estimador modificado que apresenta melhor performance. Percebemos
também que, em geral, os vieses relativos aumentam a medida que a taxa de censura (d.o.c)
aumenta, porém a relacao de ordem entre os estimadores se mantém. Por exemplo, observamos
novamente na Tabela 3.2 (aw = 0.5) que quando as porcentagens de observagoes censuradas sao
iguais a 30% e 50% os vieses relativos sdo, respectivamente: 1.87% e 3.51% (apn), 2.41% e
4.70% (acr), 3.16% e 5.29% (&BN), 6.20% e 9.09% (ap). Quanto ao erro quadratico médio,

nota-se que para todos os estimadores o valor é praticamente o mesmo.

! Apenas para os intervalos de confianca utilizamos 1000 réplicas bootstrap



Tabela 3.1: Estimacao pontual de a para n = 20 (8 = 1.0).

a=0.1
censura (%) estimador média viés variancia ~ MSE VR(%) assimetria curtose
ap 0.09583 —0.00417  0.00028  0.00030 4.16936 0.01354 3.14088
8BN 0.09837 —0.00163  0.00030  0.00030 1.62944 0.01425 3.14843
10 EBN 0.09883 —0.00117  0.00030  0.00030 1.16713 0.01438 3.14983
acr 0.09876 —0.00124  0.00030  0.00030 1.23807 0.01436 3.14961
ap 0.09393 —0.00607  0.00039  0.00043 6.06684 0.01301 3.13537
EBN 0.09663 —0.00337  0.00042 0.00043  3.37380 0.01376 3.14323
30 &:BN 0.09808 —0.00192  0.00043  0.00043 1.92229 0.01417 3.14755
ACcR 0.09782 —0.00218  0.00043  0.00043 2.18221 0.01409 3.14677
ap 0.09104 —0.00896  0.00059  0.00067 8.95794 0.01224 3.12718
EBN 0.09406 —0.00594  0.00063  0.00066 5.94157 0.01305 3.13573
50 531\, 0.09606 —0.00394  0.00065 0.00067  3.94478 0.01360 3.14154
AcRr 0.09581 —0.00419 0.00065 0.00066  4.18934 0.01353 3.14083

a=0.25
censura (%) estimador média viés variancia ~ MSE VR(%) assimetria curtose
ap 0.23950 —0.01050  0.00175 0.00186  4.20180 0.07725 3.86773
EBN 0.24593 —0.00407  0.00185  0.00186 1.62681 0.08099 3.91407
10 EBN 0.24710 —0.00290 0.00186  0.00187 1.16018 0.08167 3.92258
QcR 0.24687 —0.00313  0.00186  0.00187 1.25388 0.08154 3.92087
ap 0.23476  —0.01524  0.00247  0.00270 6.09796 0.07453 3.83433
gBN 0.24175 —0.00825  0.00263  0.00270  3.29934 0.07855 3.88384
30 EBN 0.24529 —0.00471  0.00270  0.00273 1.88264 0.08062 3.90941
acRr 0.24435 —0.00565  0.00267  0.00271  2.25992 0.08007 3.90257
ap 0.22754 —0.02246  0.00370  0.00420 8.98538 0.07045 3.78464
EBN 0.23568 —0.01432 0.00400  0.00421  5.72837 0.07506 3.84079
50 EBN 0.24056 —0.00944  0.00416  0.00425 3.77666 0.07786 3.87530
ACR 0.23906 —0.01094 0.00406  0.00418 4.37613 0.07700 3.86463
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Tabela 3.2: Estimacao pontual de a para n = 20 (5 = 1.0).
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a=0.5
censura (%) estimador  média viés variancia ~ MSE ~ VR(%) assimetria  curtose
ap 0.47846 —0.02154  0.00699  0.00745 4.30780 0.22914 6.23263
831\, 0.49181 —0.00819  0.00742  0.00749 1.63867 0.23708 6.39550
10 EBN 0.49417 —0.00583  0.00749  0.00752 1.16621 0.23847 6.42457
ACR 0.49357 —0.00643  0.00746  0.00751 1.28657 0.23812 6.41716
ap 0.46898 —0.03102  0.00998  0.01094 6.20327 0.22340 6.11838
851\[ 0.48419 —0.01581 0.01075 0.01100 3.16147 0.23257 6.30230
30 aBN 0.49065 —0.00935  0.01097  0.01106 1.86968 0.23640 6.38132
ACR 0.48796 —0.01204  0.01079  0.01093 2.40733 0.23481 6.34837
ap 0.45460 —0.04540  0.01525  0.01731 9.08084 0.21453 5.94736
831\[ 0.47354 —0.02646  0.01696  0.01766 5.29171 0.22617 6.17317
50 5BN 0.48243 —0.01757  0.01744  0.01775 3.51384 0.23152 6.28084
QCR 0.47649 —0.02351 0.01661 0.01716  4.70154 0.22795 6.20879

a=1.0
censura (%) estimador  média viés variancia ~ MSE ~ VR(%) assimetria  curtose
ap 0.95378 —0.04622  0.02802 0.03016  4.62157 0.37295 12.38140
8BN 0.98327 —0.01673  0.03016  0.03044 1.67350 0.37325 12.73098
10 5BN 0.98743 —0.01257  0.03028  0.03044 1.25671 0.37324 12.77977
acRr 0.98600 —0.01400 0.03018  0.03038 1.40032 0.37324 12.76298
ap 0.93411 —0.06589  0.04132  0.04566 6.58923 0.37233 12.14385
&BN 0.97161 —0.02839  0.04619  0.04700 2.83919 0.37322 12.59368
30 8BN 0.98027 —0.01973  0.04610  0.04649 1.97287 0.37325 12.69584
acr 0.97126 —0.02874  0.04450  0.04532 2.87355 0.37322 12.58962
ap 0.90474 —0.09526  0.06761  0.07668 9.52594 0.37075 11.78327
8BN 0.95772 —0.04228  0.08126  0.08305 4.22823 0.37303 12.42849
50 331\; 0.97028 —0.02972  0.08163  0.08251 2.97221 0.37321 12.57794
ACR 0.94384 —0.05616  0.07214  0.07530 5.61615 0.37268 12.26174




Tabela 3.3: Estimacao pontual de a para n = 30 (5 = 1.0).

a=0.1
censura (%) estimador média viés variancia ~ MSE VR(%) assimetria curtose
ap 0.09722 —0.00278  0.00019  0.00020 2.77887 0.01392 3.14499
5BN 0.09892 —0.00108  0.00020  0.00020 1.08188 0.01441 3.15009
10 EBN 0.09924 —0.00076  0.00020  0.00020 0.76339 0.01450 3.15105
AcR 0.09918 —0.00082  0.00020  0.00020 0.82397 0.01448 3.15087
ap 0.09576 —0.00424  0.00027  0.00029 4.24016 0.01352 3.14068
EBN 0.09757  —0.00243 0.00028 0.00029  2.43095 0.01402 3.14603
30 (/X:BN 0.09855 —0.00145  0.00029  0.00029 1.45391 0.01430 3.14896
acR 0.09835 —0.00165  0.00028  0.00029 1.64770 0.01424 3.14838
ap 0.09396 —0.00604  0.00039  0.00043 6.03829 0.01302 3.13546
831\7 0.09601 —0.00399  0.00041  0.00043 3.98996 0.01359 3.14141
50 531\, 0.09732 —0.00268 0.00042 0.00043  2.67598 0.01395 3.14530
AcRr 0.09717 —0.00283 0.00042 0.00043  2.83452 0.01391 3.14483
a=0.25
ap 0.24300 —0.00700  0.00119  0.00124 2.79995 0.07928 3.89282
5BN 0.24730 —0.00270  0.00123  0.00124 1.08028 0.08179 3.92405
10 aBN 0.24809 —0.00191  0.00124 0.00124 0.76321 0.08226 3.92986
ACR 0.24791 —0.00209  0.00124  0.00124 0.83424 0.08215 3.92856
ap 0.23935 —0.01065  0.00169  0.00180 4.26161 0.07716 3.86667
EBN 0.24404 —0.00596  0.00176  0.00180 2.38238 0.07989 3.90035
30 EBN 0.24641 —0.00359  0.00179  0.00181 1.43768 0.08127 3.91752
ACcR 0.24575 —0.00425  0.00178  0.00180 1.69949 0.08088 3.91274
ap 0.23485 —0.01515  0.00248  0.00271 6.06114 0.07458 3.83497
83]\7 0.24037 —0.00963  0.00262  0.00271  3.85252 0.07775 3.87395
50 531\, 0.24355 —0.00645 0.00268 0.00272  2.57872 0.07960 3.89681
AcRr 0.24260 —0.00740  0.00264  0.00270 2.96134 0.07904 3.88991
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Tabela 3.4: Estimacao pontual de a para n = 30 (8 = 1.0).
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a=0.5
censura (%) estimador  média viés variancia ~ MSE ~ VR(%) assimetria  curtose
ap 0.48566 —0.01434  0.00476  0.00497 2.86888 0.23344 6.32015
83]\/ 0.49456 —0.00544  0.00495  0.00498 1.08895 0.23870 6.42933
10 5BN 0.49609 —0.00391  0.00498  0.00499 0.78189 0.23960 6.44826
acRr 0.49572 —0.00428  0.00497  0.00499 0.85534 0.23938 6.44373
ap 0.47833 —0.02167  0.00683  0.00729  4.33442 0.22906 6.23101
&BN 0.48853 —0.01147  0.00717  0.00731 2.29446 0.23515 6.35528
30 3BN 0.49269 —0.00731  0.00726  0.00731 1.46135 0.23761 6.40640
QCR 0.49100 —0.00900  0.00719  0.00727 1.79964 0.23661 6.38562
ap 0.46930 —0.03070  0.01028  0.01122 6.14027 0.22359 6.12216
8BN 0.48210 —0.01790  0.01102 0.01134  3.58069 0.23132 6.27677
50 EBN 0.48775 —0.01225  0.01120 0.01135 2.45066 0.23469 6.34571
ACR 0.48404 —0.01596  0.01087  0.01112 3.19104 0.23248 6.30050
a=1.0
ap 0.96927 —0.03073  0.01914  0.02009 3.07345 0.37320 12.56594
83]\/ 0.98880 —0.01120  0.02007  0.02020 1.12047 0.37323 12.79569
10 531\[ 0.99112 —0.00888  0.02008  0.02016 0.88803 0.37321 12.82280
acRr 0.99071 —0.00929  0.02010  0.02019 0.92861 0.37322 12.81807
ap 0.95413 —0.04587  0.02837  0.03048 4.58709 0.37296 12.38554
831\; 0.97914 —0.02086  0.03052  0.03095 2.08553 0.37325 12.68259
30 3BN 0.98383 —0.01617  0.03031  0.03057 1.61720 0.37325 12.73758
acr 0.97898 —0.02102  0.02979  0.03024 2.10239 0.37325 12.68061
ap 0.93573 —0.06427  0.04649  0.05062 6.42739 0.37240 12.16351
8BN 0.97105 —0.02895  0.05233  0.05317 2.89482 0.37321 12.58710
50 EBN 0.97795 —0.02205  0.05210  0.05259  2.20476 0.37325 12.66856
ACR 0.96214 —0.03786  0.04851  0.04994 3.78570 0.37311 12.48130

Apresentamos nas Tabelas [3.5] e [3.0] resultados relativos a estimagao intervalar. Descrevemos

as coberturas empiricas (%) dos intevalos ICA, ICP, ICBt e IBCa para o parametro a. A cober-

tura nominal é 95%, sdao considerados todos os trés niveis de censura, o = 0.10,0.25,0.50, 1.00,

B =1.00 e n =20 (Tabela e n = 30 (Tabela . Observamos que o intervalo bootstrap-t

(ICBt) apresenta a melhor performance, sendo o intervalo bootstrap BCa (IBCa) bem proximo

a ele. O intervalo bootstrap percentil (ICP) apresentou as piores probabilidades de cobertura

em todos os cenarios considerados. Por exemplo, quando o = 0.5, n = 30 (Tabela e 30%

das observacoes sao censuradas as coberturas dos intervalos ICA, ICP, ICBt e IBCa sao 89.34%,

86.72%, 94.60% e 94.20%, respectivamente.



Tabela 3.5: Coberturas dos intervalos de confianga (95%) para o (8 = 1.0 e n = 20).

censura (%) a=0.1 a=0.25
ICA ICP ICBt IBCa ICA ICP ICBt IBCa
10 88.98  86.66 95.04 94.52 88.96 86.54 95.06 94.48
30 86.66 83.14 95.14 93.32 86.64 83.04 95.16 93.38
20 82.80  79.30 94.60 90.80 82.70 79.20 94.50 90.86
censura (%) a=0.5 a=1.0
ICA ICP ICBt IBCa ICA ICP ICBt IBCa
10 88.74  86.34 95.04 94.32 88.48 85.62 94.96 94.18
30 86.42 8292 95.00 93.20 85.86 82.42 94.66 92.98
50 82.60  79.02 94.20 90.80 81.26 77.94  92.92 90.46

Tabela 3.6: Coberturas dos intervalos de confianca (95%) para o (8 = 1.0 e n = 30).

censoring (%) a =0.1 a=0.25
ICA ICP ICBt IBCa ICA ICP ICBt IBCa
10 90.94 88.84 95.00 94.92 90.88 88.80 95.06 94.90
30 89.40 87.02 94.66 94.36 89.40 87.02 94.68 94.30
50 86.504  83.54 94.52 93.46 86.46 83.54 94.36 93.36
censoring (%) «a=0.5 a=1.0
ICA ICP ICBt IBCa ICA ICP ICBt IBCa
10 90.84 88.68 95.06 94.82 90.58 88.20 94.94 94.78
30 89.34  86.72 94.60 94.20 88.94 86.26 94.52 94.08
20 86.08  83.50 94.08 93.40 85.50 82.94 92.98 93.40
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Para avaliarmos a aproximacao assintética dos testes baseados nas estatisticas LR, LRpn_1,

LRpn_2 e LRcg utilizamos o grafico das discrepancias relativas entre os quantis amostrais e

os quantis assintoticos das estatisticas de testes contra os quantis assintoticos. A discrepancia

relativa é aqui calculada como sendo a diferenga entre o quantil amostral de ordem (1 — ) do

conjunto de valores simulados da estatistica de teste e o correspondente quantil da distribuigao

X% dividido por esse ultimo. A ideia é que quanto mais proxima da ordenada zero estiver

a curva, melhor a aproximacao da distribuicao nula da estatistica de teste pela distribuigao

assintotica. As Figuras a apresentam os graficos das discrepancias relativas de quantis

das quatro estatisticas de teste (LR,, LRpN,, LRBN, € LRcR) versus os correspondentes quantis

assintoticos para o tamanho de amostra n = 20 e d.o.c=10%, 30% e 50%. Quando apenas 10%
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das observacgoes sao censuradas (Figura, as curvas associadas as estatisticas LRgn,, LRpn,
e LRopR sao as mais proximas da ordenada zero, diferentemente da curva associada a estatistica
LR,, que se encontra entre as ordenadas 0.05 e 0.15. Porém, a medida em que a taxa de censura
aumenta, essas curvas se distanciam da ordenada zero, como observado nas Figuras e
De maneira geral, através da anélise das Figuras a notamos que a distribuicao nula da
estatistica LRpy, ¢ a distribuicio melhor aproximada pela distribuigao x?.

A Tabela contém as médias e variancias das estatisticas de teste LR,, LRpn_1, LRpN_2
e LRcR, bem como os dois primeiros momentos da distribuigdao x?. A hipétese nula sob o teste é
H :a=0.5. A geragao dos dados foi feita sob a hipétese nula, 5 = 1.0 e n = 20, 30. Os resultados
apresentados nesta tabela mostram que a estatistica que apresenta média e varidncia (para os

diferentes niveis de censura) mais proximas da meédia e varidncia assintoticas é a estatistica

LRgN,, seguida pela estatistica LRcRg.
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Figura 3.3: Gréafico das discrepancias relativas de quantis (censura: 10%).
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Figura 3.4: Grafico das discrepancias relativas de quantis (censura: 30%).
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A fim de compararmos os desempenhos dos testes baseados nas estatisticas obtidas a partir
das fungoes de verossimilhanga perfilada e perfiladas modificadas desenvolvidas na Secao 3.3,
avaliamos suas distor¢oes de tamanho, ou seja, a distancia entre os tamanhos efetivos e nominal
dos testes. Avaliamos também os poderes dos testes. As Tabelas e contém as taxas de
rejeigdo nula aos niveis nominais 10%, 5%, 1% e 0.5% dos diferentes testes sobre «, baseados
nas estatisticas LR,, LRpn—1, LRpN—2, LRcr € LR;. Quando somente 10% das observagoes
sao censuradas, os testes baseados nas estatisticas LRpy, e LRcR sao os que apresentam os me-
lhores desempenhos, seguidos pelo teste bootstrap. Por exemplo, na Tabela 3.8 para d.o.c=10%
com g = 0.10 e nivel de significancia 10%, as taxas de rejeicao dos testes baseados nas estatis-
ticas LRy, LRpN,, LRBN,, LRcRr ¢ LRy sdo, respectivamente, 11.31%, 10.18%, 10.03%, 10.03%
e 9.88%. Quando a porcentagem de observagoes censuradas aumenta (para 30% e 50%) o
teste bootstrap torna-se o teste com melhor performance. Por exemplo, quando ag = 1.0,
metade das observagoes sao censuradas e o nivel de significancia é de 10% (Tabela 3.8), as ta-
xas de rejeicao nula dos testes baseados nas estatisticas LR,, LRpn,, LRgnN,, LRcr e LR,
sao 21.68%,19.18%, 17.83%, 18.18% e 10.62%, respectivamente. Note que o teste da razao de
verossimilhancas usual é bastante liberal.

A Tabela apresenta os resultados de simulagao obtidos levando em consideracao a hi-
poétese alternativa H; para n = 20, § = 1 e diferentes valores de « variando de 0.12 a 0.28.
Utilizamos os niveis nominais 5% e 10% e de censura 10%, 30% e 50%. Para as simulacoes de
poder utilizamos valores criticos exatos (estimados via Monte Carlo) ao invés de valores criticos
assintoticos, pois dessa forma fazemos com que os testes tenham o mesmo tamanho. (O teste
bootstrap foi omitido desta anélise uma vez que nao é possivel corrigi-lo em relagdo ao seu ta-
manho.) A hipétese nula testada foi Hg : a = 0.10. E importante observar que esta simulacao
de poder corresponde a situagao abordada na Tabela [3.8 Através da Tabela notamos que
o teste baseado na estatistica LR, ¢ menos poderoso que os demais testes e que o teste baseado
na estatistica LRpp, apresenta o maior poder, seguido pelos testes LRcr e LRpy,. Também
observamos que os testes tornam-se menos poderosos quando o grau de censura aumenta. Por

exemplo, quando o = 0.16 e o nivel nominal é 10%, os poderes dos testes baseados nas estatis-
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ticas LR,, LRpn—1, LRpN—2 € LRcR sao, respectivamente, 71.78%, 76.51%, 77.14% e 77.08%.
Quando metade das observacoes sao censuradas os poderes correspondentes sao 36.45%, 41.94%,

45.56% e 45.13%.
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3.5 Resultados numéricos adicionais

Vamos agora comparar o comportamento de um dos nossos estimadores perfilados modificados

(aBN) com o do estimador proposto por Ng et al. (2006), que é dado por

a*:&{l—i[l+2.5<1—2)}}1.

Os resultados numéricos sao baseados em 10000 réplicas Monte Carlo, n = 20, o = 0.10,
0.25, 0.50, 1.0 e os mesmos trés niveis de censura utilizados nas avaliagoes anteriores (10%, 30%
e 50%). Na Tabela sao apresentados os estimadores de a. Note que & BN tem sempre menor
variancia e erro quadratico médio que a*. Por exemplo, quando « = 1.0 e metade dos dados sao
censurados, temos que var(agy) = 0.08163 e var(a*) = 0.08583; também, MSE(apy) = 0.08251
e MSE(a*) = 0.08621 . Nosso estimador é também menos viesado do que o estimador proposto

por Ng et al. (2006), exceto quando metade das observagoes sao censuradas.
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3.6 Aplicacao

Nesta segao consideramos duas aplicagoes usando dados reais (nao simulados). Em ambos
0s casos assumimos que as observagoes seguem distribui¢do Birnbaum-Saunders. A primeira
aplicagao utiliza o conjunto de dados obtido de Birnbaum & Saunders (1969b). Estes dados
correspondem ao nimero de ciclos de estresse sofrido até a falha de n = 101 tiras de laAmina
de aluminio 6061-T6 cortadas paralelamente no sentido do rolo. Cada observagao foi submetida
a uma carga periédica com frequéncia de 18 ciclos por segundo e uma pressdo méxima de 31
kpsi. Os estimadores de méxima verossimilhanga perfilados e perfilados modificados de a para
diferentes quantidades de falhas (r = 95,90, 80) sao apresentados na Tabela Podemos notar
que todas as estimativas sao similares, com uma leve diferenca para menos da estimativa que se
baseia na perfilada em relagdo as que se baseiam nas perfiladas ajustadas.

Tabela 3.12: Estimativas de méxima verossimilhanga perfilada e perfilada ajustadas de @ —
primeira aplicagao.

r Qp QBN-1 OQBN-2  OCR

95 0.16906 0.16992 0.17002 0.16999
90 0.17061 0.17149 0.17168 0.17162
80 0.17505 0.17599 0.17637 0.17625

Suponha que queremos testar Ho : a = 0.15 contra Hi : a # 0.15. As estatisticas de
teste foram computadas para r = 95,90,80 e os correspondentes p-valores sdao apresentados
na Tabela . Vale ressaltar que para r = 95 o p-valor (0.091) da estatistica da razao de
verossimilhangas perfilada estd muito proximo de 10%; enquanto que os p-valores de todas as
trés estatisticas da razdo de verossimilhancas perfiladas modificadas possuem forte evidéncia

contra a hipo6tese nula.

Tabela 3.13: p-valores — primeira aplicagao.
T LRp LRBN_l LRBN_Q LRCR

95 0.091 0.079 0.078 0.078
90 0.079 0.068 0.066 0.067
80 0.048 0.041 0.039 0.040

A Tabela contém as estimativas intervalares para o parametro de forma (a) correspon-
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dentes a cobertura nominal de 95%. Note que o comprimento do intervalo bootstrap percentil
(ICP) é geralmente menor que o dos estimadores bootstrap concorrentes. Por exemplo, para
r = 70, o comprimento dos intervalos ICP, ICBt e IBCa sao, respectivamente, 0.0604, 0.0625 e

0.0617.

Tabela 3.14: Intervalos de confianca para « — primeira aplicacao.
r  Intervalo Limite inferior Limite superior comprimento

90 ICA 0.1450 0.1962 0.0512
ICP 0.1457 0.1959 0.0502
ICBt 0.1487 0.1997 0.0510
IBCa 0.1495 0.2013 0.0518
70 ICA 0.1429 0.2041 0.0612
ICP 0.1423 0.2027 0.0604
ICBt 0.1486 0.2112 0.0625
IBCa 0.1487 0.2104 0.0617
50 ICA 0.1448 0.2249 0.0801
ICP 0.1428 0.2235 0.0807
ICBt 0.1533 0.2384 0.0851
IBCa 0.1525 0.2392 0.0867

Para a segunda aplicagao utilizamos os dados apresentados por McColl (1974), que corres-
pondem ao tempo de vida, em horas, de n = 10 chumaceiras de um certo tipo. Estes dados
também foram utilizados por Cohen et al. (1984) como exemplo ilustrativo para a distribuigao
Weibull tri-paramétrica. Nos consideramos que 20% das observagoes sao censuradas, ou seja,
temos 8 falhas. As estimativas pontuais de a séo &, = 0.17915, apN = 0.18938, apn = 0.19348
e acr = 0.19274.

Considere a hipotese nula do teste Hg : @ = 0.12 contra H; : a # 0.12. As estatisticas de
teste sao LR, = 3.110, LRpn_1 = 3.808, LRpN—2 = 4.029 ¢ LRcRr = 3.988; os correspondentes
p-valores sao 0.078,0.051,0.045 e 0.046. Note que os testes apresentam inferéncias conflitantes ao
nivel nominal de 5%: os testes baseados nas estatisticas LR, e LRpy_1 nao rejeitam a hipotese
nula enquanto que os testes baseados nas estatiticas LRgy—2 e LRcR rejeitam.

A Tabela apresenta os diferentes intervalos de confianca para o pardmetro de forma

(o). A cobertura nominal é de 95%. Vale considerar que o intervalo bootstrap-t (ICBt) é
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consideravelmente mais amplo do que os outros intervalos. Por exemplo, seu comprimento é
igual a 0.3025 enquanto que o comprimento dos intervalos assintotico (ICA), percentil (ICP) e

BCa (IBCa) sao, respectivamente, 0.1847, 0.1831 e 0.2337.

Tabela 3.15: Intervalos de confianga para o — segunda aplicagao.
Intervalo Limite inferior Limite superior comprimento

ICA 0.0868 0.2715 0.1847
ICP 0.0756 0.2587 0.1831
ICBt 0.1238 0.4263 0.3025
IBCa 0.1249 0.3586 0.2337

Os dois conjuntos de dados utilizados nesta se¢do sdo apresentados no apéndice A.
3.7 Conclusao

Neste capitulo, desenvolvemos inferéncias associadas as fungoes de verossimilhanca perfilada
e perfiladas modificadas para o paradmetro de forma da distribuicdo Birnbaum-Saunders com
censura tipo II. Também consideramos inferéncias baseadas no método bootstrap: estimagao
intervalar e teste de hipdteses. Em particular, os intervalos foram calculados utilizando trés di-
ferentes estratégias bootstrap: bootstrap percentil, boostrap-t e Bootstrap BCa (Bias-Corrected
and accelerated). Apresentamos e discutimos os resultados de extensivas simulagoes de Monte
Carlo para estimacao pontual, estimacao intervalar e teste de hipoteses. A melhor performance,
em se tratando de estimacao pontual, foi obtida pelo estimador de maxima verossimilhanca
perfilado ajustado a BN, proposto por Barndorff-Nielsen (1983). Ele apresentou o menor viés
relativo em todos os cenarios propostos. Nossos resultados também revelaram que quando temos
poucas observagoes censuradas (por exemplo, 10% de todas as observagoes) os testes baseados
nas estatisticas da razao de verossimilhancas ajustadas e o teste bootstrap fornecem resultados
confiaveis. Entretanto, quando uma grande proporcao das observagoes sao censuradas (30% e
50%, por exemplo) o teste bootstrap paramétrico é bem superior aos outros, isto é, apresenta
taxas de rejeicao nula bem mais proximas aos niveis nominais. Finalmente, quanto aos resul-
tados obtidos para as estimativas intervalares, observamos que o intervalo bootstrap-t (ICBt)

apresentou coberturas mais proximas dos niveis nominais, seguido pelo intervalo bootstrap BCa.



CAPITULO 4

Refinamento de inferéncias para a distribuicdo Birnbaum-Saunders generalizada
com nucleo t de Student

4.1 Introducao

A distribui¢ao Birnbaum-Saunders (BS) proposta por Birnbaum & Saunders (1969a) para
modelagem de dados de tempo de vida foi recentemente generalizada por Diaz-Garcia e Leiva
(2005). Eles propuseram uma nova classe de distribuigoes de vida que generaliza a distribui¢ao
Birnbaum-Saunders a partir de distribui¢ées de contornos elipticos, ou seja, a distribuigao do
estresse cumulativo que era assumida normal é agora assumida simétrica em R. A distribuicao
Birnbaum-Saunders generalizada, proposta por Diaz-Garcia e Leiva (2005), é um modelo de
tempo de vida bastante flexivel por conter distribui¢oes que possuem caudas mais ou menos
pesadas que a distribuigao Birnbaum-Saunders cléssica. Vale destacar que a distribui¢ao BS é um
caso particular da distribuicdo BSG e, por isso, muitas propriedades da BS sdo também validas
para a BSG. Recentemente, alguns trabalhos envolvendo o modelo BSG tém sido desenvolvidos;
listamos a seguir alguns deles. Leiva et al. (2008a) apresentaram uma completa andlise de tempo
de vida baseada na fungao de risco do modelo. Leiva et al. (2008b) propuseram trés diferentes
maneiras para gerar observagoes da BSG. Sanhueza et al. (2008) descreveram o desenvolvimento
tedrico do modelo BSG, bem como suas propriedades e distribuigoes relacionadas. Eles também

discutiram alguns métodos de diagnostico e testes de bondade de ajuste. Barros et al. (2009)

50
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desenvolveram um pacote para o R, chamado gbs, utilizado para anélise de dados do modelo
BSG. Gomez et al. (2009) propuseram uma extensao para a BSG visando torné-la ainda mais
flexivel em termos de curtose.

Neste capitulo, obtemos os estimadores de maxima verossimilhanca perfilados e ajustados da
distribui¢ao Birnbaum-Saunders generalizada usando como ntcleo a distribui¢do ¢ de Student,
haja vista que essa distribui¢ao produz estimativas mais robustas. Os ajustes da fungao de ve-
rossimilhanca perfilada que utilizamos foram os propostos por Barndorff-Nielsen (1983), Fraser
e Reid (1995), Fraser, Reid e Wu (1999), Severini (1998, 1999) e Cox & Reid (1987). Apresen-
tamos os testes da razao de verossimilhancas associados a estes estimadores e o teste proposto
recentemente por Terrel (2002), o teste gradiente. Também calculamos os intervalos de confianga
do tipo assintético, bootstrap percentil, bootstrap BCa e bootstrap-t. Utilizamos simulagoes de
Monte Carlo para avaliar os desempenhos dos testes e dos diferentes estimadores pontuais e in-
tervalares do parametro de forma da distribui¢gao Birnbaum-Saunders generalizada, com ntcleo
t, em amostras de tamanho finito e com diferentes graus de curtose. Por fim, apresentamos

algumas aplicagbes praticas e nossas conclusoes finais sobre o capitulo.
4.2 Distribuicao Birnbaum-Saunders generalizada

Seja Z ~ S(g) (variavel aleatoria com distribuigao simétrica em R), em que g é o nucleo da

funcao de densidade de probabilidade de Z que é por sua vez representada por

fz(z) = cg(z2), (4.1)

sendo ¢ uma constante de normalizacao.
Uma variavel aleatoria T' com distribuicao Birnbaum-Saunders generalizada, denotada por

GBS(a, B35 g), pode ser representada estocasticamente da forma:

2
T= g [aZ +Va2Z2 ¢ 4]
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A funcio de densidade de probabilidade de T' é fr(t) = cg(a?)Ar = fz(at)As, comt > 0, > 0

e >0, sendo

2] (4.2)

Cda L [(8\TE (1)
At‘at‘w[(ﬁ) +(5) ]

Varios exemplos para a funcdo de densidade fpr podem ser encontrados em Diaz-Garcia e
Leiva (2005, 2006). Apresentamos a seguir algumas dessas densidades da distribuigdo Birnbaum-

Saunders generalizada com diferentes nicleos (Laplace, t de Student e logistica, respectivamente).

g > Q(leﬁ (\/?— \/f) , [BSG(lap)]
L8 g1
o | E 4;;2 d 2;8 <\/§— @) [BSG(,)]  (43)

o - —2CLEV) .
o QA

Apresentamos, a seguir alguns gréaficos da distribuicdo BSG obtida a partir das densidades

apresentadas acima.

Na Figura apresentamos as densidades geradas pelas distribuigoes Laplace, logistica e
normal. Todas foram geradas para os pardmetros o = 0.5 e § = 1.0. Podemos perceber que as
fungoes apresentam comportamentos distintos.

Na Figura apresentamos dois graficos. O primeiro (lado esquerdo da figura) descreve as
densidades geradas pelas distribui¢oes normal e ¢ de Student (para diferentes graus de liberdade).
J& o segundo grafico é um detalhe ampliado do primeiro. Analisando o primeiro gréifico perce-

bemos que, quando o parametro v cresce, a distribuiggo BSG com niicleo ¢ tende & distribuigao
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Birnbaum-Saunders, ou seja, BSG com ntcleo normal. Note que, no segundo grafico, a distri-

bui¢ao BSG com niicleo ¢t possui caudas mais pesadas do que a distribui¢ao Birnbaum-Saunders.

2 ]
i GBS{e=05B=1,9)
¢ - — g=Llaplace
nt - =. g=Llogistica
© | LAY - Normal
pus T g=Norma
! ]
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Figura 4.1: Fungoes de densidade da distribuigdo Birnbaum-Saunders genegalizada com nicleos

Laplace, logistica e normal.
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Figura 4.2: Fungoes de densidade da distribuigdo Birnbaum-Saunders generalizada com ntcleo ¢
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de Student para diferentes ntimeros de graus de liberdade.
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A funcao de distribuigdo acumulada e a funcgao risco da distribuicdo BSG sao dadas, res-
pectivamente, por Fr(t) = Fz(a:) e hr(t) = fr(t)/(1 — Fr(t)), em que Fz e a; sdo obtidas de
(4.1) e (4.2), respectivamente. Apresentamos, a seguir, alguns graficos da funcdo de risco da

distribuigao BSG para diferentes nicleos, a saber: ¢ de Student, Laplace,logistica e normal.

o]
o GBS{u=0.5p=1,g)
— g=t{v=4)
o - — g=tiv=8)
a T -—- g=t{v=50)
g=Normal
o
o
= v |
o=
=
|
o
o |
o

Figura 4.3: Fungoes de risco da distribuicao Birnbaum-Saunders generalizada com nicleos normal
e t de Student.

A Figura apresenta as funcoes de risco da distribuicao Birnbaum-Saunders generalizada
para os nicleos normal e ¢ de Student (com diferentes graus de liberdade). Note que as fungoes
mostradas no grafico apresentam comportamentos semelhantes entre si. Também observamos que
quanto menor o nimero de graus de liberdade mais rédpido a fungéo de risco cresce e decresce.
Da Figura [4.4] onde s@o apresentadas as fungoes de risco da distribui¢do Birnbaum-Saunders
generalizada com niicleos Laplace, logistica e normal, podemos perceber que as funcées possuem

comportamentos diferentes entre si.
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Figura 4.4: Fungoes de risco da distribuigdo Birnbaum-Saunders generalizada com nicleos La-
place, logistica e normal

4.3 Refinamento de inferéncias para a distribuicao Birnbaum-
Saunders generalizada com ntcleo ¢t de Student

Nesta secao, apresentaremos inferéncias melhoradas para a distribuicao Birnbaum-Saunders
generalizada com ntucleo ¢t de Student para os casos onde nao ha censura. Essas inferéncias
serao realizadas sobre o pardmetro de forma « através das funcgoes de verossimilhanca perfilada
e perfiladas ajustadas, descritas no Capitulo 2. Adicionalmente, apresentaremos as estatisticas
da razao de verossimilhancas baseadas nestas fungoes e também intervalos de confianca baseados
na metodologia bootstrap.

Seja (t1,...,t,) uma amostra aleatéria de tamanho n de uma variavel 7' com distribuigao
Birnbaum-Saunders Generalizada com niicleo ¢ de Student (BSG(t,)) e densidade dada em (4.3)).

Neste caso a funcao de log-verossimilhancga, exceto por um termo constante, é dada por

£<O‘? B) = Zei(aw@>v

va?

em que 4;(a, B) = —log(a) — log(B) + log (\/g + 4 /f—;) — VT‘H log
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Derivando a funcao de log-verossimilhanca em relacdo aos parametros a e [ obtemos os

componentes do vetor score Uy = (U, Ug)T:

ti+38 v+l
U pu—
g T35 - Z ti+f 2 Z
Para encontrarmos os estimadores de méxima verossimilhanca & e B utilizamos o método
numérico BFGS (ver Nocedal & Wright (1999)), pois as equagoes U, = 0 e Ug = 0 nao podem ser
resolvidas analiticamente. Da mesma forma nao podemos encontrar, analiticamente, o estimador

restrito B4, para isso utilizamos o método ntimerico SQP onde impomos a restrigao de que Ug = 0.

Temos que, para o nosso modelo, a log-verossimilhancga perfilada definida na Segéao 2.2 é

; +fLa_
ly(a) = —nlog(a) — nlog( Ba Zlog \/57 \/ft V—i— Zlog 1+[6ay0;2}

O EMV perfilado &, ¢ o valor que maximiza a funcéo ¢,(a). Para encontrarmos o valor de &,

é necessario a utilizagdo de algum procedimento de otimizacdo nao-linear, pois nao hé forma
fechada para este estimador.

A partir de agora, mostraremos como ficam as versdes modificadas da funcdo de verissimi-
lhanga perfilada descritas no Capitulo 2

A expressao para a funcao de log-verossimilhanca perfilada modificada proposta por Cox &

Reid (1987) é dada por

ten(a) = £y(a) — 5108 |jss(e Bl

em que, para o nosso modelo, temos:

n

, ~ n 1 t; V41 ti
jepla, Ba) = == — = % T 4 5
B2 Ba o (ti + fa)? B3 ; va? + (BL@ + % - 2)

[e%

2

v+ 1< 5;4—7
2 i=1 I/Oé2+(5i+%—2)
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O estimador de méaxima verossimilhanca perfilado ajustado de « é aog.
A funcao de log-verossimilhanga perfilada modificada proposta por Barndorff-Nielsen (1983)

para o parametro « é dada por
1 . ~ o~ ~ o~
£on (@) = Gla) + 5 10g |fss(a, Bui @, B,0)| ~ log | 5(0, Bus @, B 0)|. (4.4)

Devido a grande dificuldade em se obter a quantidade EB;B(a, Ba; aQ, B, a), optamos por utilizar
aproximagoes para a funcao (4.4). Essas fun¢des modificadas usam aproximagoes para a deri-
vada do espaco amostral. Apresentaremos aqui duas propostas, de diferentes autores, para a
derivada do espago amostral da log-verossimilhanga. A primeira versao foi a proposta por Se-
verini (1999) enquanto a segunda por Fraser & Reid (1995). As fungoes de log-verossimilhanga

sao, respectivamente,

y 1 _ . VUGN
EBN(CY) = gp(a) + 5 log ‘JBB(OQ Ba>| — log ’15(047 Bas; @, B)’ (4'5)
€
. 1. . PO
(@) = £(0) + Sloglisa(o: Ba)| — losltr(ac, Ba) Vsl (46)

em que, para o nosso modelo,

)= | () - (3 +4)

—= + = =
i=1 ﬁa 2604 li + ﬁa

~ —t 1
1 14433 v+1 3 T

B 28t+5 2 ya2+(%+§—2)

-1 _ 1 2t o Ba _
_ St) -1 vt (5 -#) (v + g+ 5 —2)

(3

2 2 = 2
i=1 /6 (tz + /Ba)2 2 (Va2 + Bt\iz + /3;7& _ 2)
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Os estimadores de maxima verossimilhanca perfilados ajustados de « correspondentes & maxi-
mizagao das fungoes e sao, respectivamente, 331\[ e 331\/.

Assim como o estimador @, os estimadores acr, & BN € a BN nao podem ser encontrados de
forma analitica; portanto, para obtermos tais estimadores devemos utilizar algum procedimento
numérico, ver Nocedal & Wright (1999).

Consideraremos agora o teste de hipdteses para o parametro a baseado nas estatisticas gradi-
ente e razao de verossimilhancgas. O interesse esta em testar a hipétese nula Hg : o = ag contra
a hipdtese alternativa Hi : a # «ap, onde ag é um escalar conhecido e positivo. A estatistica
gradiente, descrita na Secao 2.2, é da forma Gr = ﬁa(& — ap). Ja as estatisticas da razao de
verossimilhancas obtidas das funcgoes de verossimilhancas perfilada e perfiladas ajustadas sao
como as apresentadas na Se¢ao 3.3. Sob hipotese nula todas as estatisticas sdo assintoticamente
distribuidas como x?.

Muitas vezes, nosso interesse nao estid em apenas encontrar uma estimativa pontual para o
pardmetro, e sim, encontrar um intervalo que contenha este parametro com alguma probabilidade
(confianga). Com esse proposito, utilizamos os seguintes intervalos de confianga: assintotico,
bootstrap percentil, bootstrap-t e bootstrap BCa. O método utilizado para encontrar estes
intervalos é o mesmo utilizado na Se¢édo 3.3, com a diferenga de que agora nao temos observagoes
censuradas e a distribui¢ao considerada é a Birnbaum-Saunders gereralizada com nitcleo ¢ de

Student.
4.4 Resultados numeéricos

Apresentaremos aqui os resultados do estudo de simulacdo realizado com objetivo de avaliar
o desempenho das inferéncias, desenvolvidas na Secao 4.3, para o pardmetro de forma « da
distribuicao BSG com nicleo t de Student. O estudo foi feito considerando diferentes cenarios e
amostras finitas. Os principais objetivos sdo: comparar os desempenhos dos EMVs perfilado e
perfilados modificados (Tabelas 4.1), comparar a precisao das estimativas intervalares do intervalo
assintotico com os intervalos baseados na metodologia bootstrap (Tabela 4.2) e, por fim, comparar

os desempenhos dos testes da razao de verossimilhancas baseados nas verossimilhancas perfilada
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e perfiladas modificadas, através dos tamanhos e poderes dos testes (Tabelas 4.3, 4.4 e 4.5).

Com o intuito de avaliar o desempenho dos métodos sugeridos na se¢ao anterior utilizamos
simulagdes de Monte Carlo sob diferentes cenarios. Utilizamos o tamanho da amostra n = 10, o
pardmetro de interesse « igual a 0.1 e 0.5 e os graus de liberdade do nucleo t iguais a 4, 8 e 50
(representando alta, média e baixa curtose, respectivamente). O parametro de escala 3 foi fixado
em 1.0, sem perda de generalidade. Para estimagao pontual e os testes de hipéteses o niimero
de réplicas utilizadas em cada simulagao foi 10000. Para a estimacao intervalar, além das 10000
réplicas de Monte Carlo utilizamos também 1000 réplicas bootstrap.

As simulagoes foram realizadas usando a linguagem de programagao Ox (ver Doornik, 2009).
Para as maximizagoes das funcoes de log-verossimilhanca, utilizamos os métodos numéricos
BFGS e SQP. A amostragem bootstrap foi realizada parametricamente.

Em todas as tabelas que apresentaremos a seguir, utilizamos o seguinte método para a es-
timagao dos paramétros: geramos amostras do modelo GBS com ntcleo ¢,,, chamado “niicleo
verdadeiro”, e estimamos os paramétros assumindo que as amostras foram geradas do modelo
GBS com nitcleo t,,, com v; = v3 ou v; # va, chamado “nicleo assumido”. O objetivo deste
método é verificar o quanto o erro na especificacao do ntcleo interfere nas estimativas.

Para avaliar o comportamento dos estimadores pontuais utilizamos os vieses, os erros quadra-
ticos médios (MSE) e os vieses relativos (RB). Na Tabela 4.1 apresentamos as estimativas para
os estimadores perfilado (@) e perfilados ajustados (&pN,apN € Qcg). Analisando a tabela,
podemos observar que, quando o nucleo verdadeiro possui um ntmero de graus de liberdade
(1) maior ou igual ao do nucleo assumido (v2) os ajustes propostos conseguem corrigir bem as
estimativas, com uma pequena vantagem, na grande maioria dos casos, para o ajuste proposto
por Severini (&BN). Por exemplo, quando consideramos o = 0.1 e os niicleos como sendo tg
(ntcleo verdadeiro) e ¢4 (niicleo assumido) temos o viés relativo de @, & BN, a BN € Qcg dados,
respectivamente, por 14.19%, 8.78%, 9.24% e 9.24%. Uma outra analise importante feita através
desta tabela é que os ajustes nao melhoram as estimativas quando v; < v5. Por exemplo para

a = 0.1 e nucleos t4 (ntcleo verdadeiro) e tg (nticleo assumido) temos os seguintes vieses relativos

7.67% (Qp), 13.65% (apn), 14,15% (apn) e 14.14% (dcr).
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Os resultados da estimacao intervalar estdo descritos na Tabela 4.2. As probabilidades de
cobertura dos intervalos de confianga ICA, ICP, ICBt e IBCa foram calculadas para o nivel
nominal de 90%. Analisando a tabela percebemos que as melhores coberturas se alternam entre
os intervalos ICBt e IBCa enquanto que as piores se alternam entre ICA e ICP; isto acontece
apenas para os casos onde o nimero de graus de liberdade do ntcleo verdadeiro é maior ou
igual ao do nicleo assumido. Por exemplo, quando ambos os nticleos sao t59 temos as seguintes
probabilidades de cobertura: 79.56% (ICA), 75.02% (ICP), 89.70% (ICBt) e 89.32% (IBCa).
Para os casos onde 11 < 1o, as melhores coberturas se alternam entre os intervalos ICA e ICP,
enquanto que as piores se alternam entre ICBt e IBCa.

A fim de compararmos os desempenhos dos testes baseados nas estatisticas obtidas a partir
das funcoes de verossimilhanca perfilada e perfiladas modificadas desenvolvidas na Secao 4.3,
avaliamos as distor¢oes de tamanho dos testes e também os seus poderes. As Tabelas 4.3 e 4.4
contém as taxas de rejei¢cao sob a hipétese nula dos testes da razao de verossimilhancas baseados
nas estatisticas LR,, LRpn1, LRpN2, LRcR € do teste gradiente (Gr); para os niveis nominais
10%,5% e 1%. Podemos observar, através da analise das tabelas, que os testes baseados nas
estatisticas ajustadas e o teste gradiente, quando comparados com o teste baseado na estatis-
tica sem ajuste, apresentam taxas de rejeicdo mais préximas dos niveis nominais sempre que o
nicleo verdadeiro contém um ntmero de graus de liberdade maior ou igual ao nicleo assumido.
Destacamos o teste gradiente, que possui um melhor desempenho quando v; = v». Por exem-
plo, para o = 0.1, nivel nominal 10% e ambos os niicleos tg temos as seguintes taxas: 12.82%
(LRy), 10.79% (LRpBN1), 10.78% (LRBN2), 10.78% (LRcR) € 9.68% (GRr). O contrario acontece
quando v; < 1o, ou seja, as taxas de rejeicao dos testes baseados nas estatisticas ajustadas e do
teste gradiente ficam muito distantes dos niveis nominais, com o teste baseado na estatistica sem

ajuste apresentando uma pequena vantagem em relagao a eles.
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As taxas de rejeicao nao-nula dos testes, ou seja, os poderes dos testes sao apresentados na
Tabela Para as simulagoes de poder utilizamos valores criticos exatos (estimados via Monte
Carlo) ao invés de valores assintoticos, pois dessa forma fazemos com que os testes tenham o
mesmo tamanho. A tabela apresenta os resultados de simulacao obtidos levando em consideracao
a hipotese alternativa Hq paran = 10, 8 = 1, valores de « variando de 0.12 a 0.28 e nivel nominal
10%. Os nucleos verdadeiros e assumidos foram alternados entre t4,tg3 e t50. A hipotese nula
testada foi Hy : @ = 0.10. E importante observar que esta simulacdo de poder corresponde
a situagdo abordada na Tabela 4.3. Através da Tabela notamos que o teste basado na
estatistica G'r apresentou maior poder, enquanto que o teste basado na estatistica LR, foi o
menos poderoso. Por exemplo, para v; = v5 =4 e a = 0.28 os poderes dos testes baseados nas
estatisticas LR,, LRgn1, LRpN2, LRcr e G sao, respectivamente: 90.92,91.37,91.35,91.55 e

94.41.



Tabela 4.5: Taxas de rejeigdo ndo nula, inferéncia em a (n

= 10) e nivel nominal 10%.

nicleo @ nicleo
Assumido verdadeiro
6(4)
t(4) 0.12 11.83 15.53 15.57 15.63 16.78
0.16 36.41 45.15 44.96 45.07  47.29
0.20 64.08 71.20 71.60 71.71 73.79
0.24 81.73 85.54 85.93 86.05  88.03
0.28 90.92 91.37 91.35 91.55  94.41
t(8) 0.12 19.53 22.40 22.24 22.24 24.38
0.16 51.83 56.07 55.79 55.74  58.91
0.20 77.40 80.49 80.39 80.38  82.23
0.24 90.48 91.87 91.76 91.75 92.88
0.28 95.98 96.33 96.27 96.32  97.16
t(50) 0.12 22.71 23.13 22.99 23.02 23.15
0.16 55.00 55.74 55.58 55.61 55.77
0.20 79.21 79.80 79.56 79.58  79.81
0.24 91.19 91.36 91.28 91.30 91.43
0.28 96.33 96.35 96.30 96.30  96.44
6(8)
LR, LRgny-1 LRpn_2 LRcr Gr
t(4) 0.12 6.58 9.87 9.34 9.37 10.40
0.16 23.54 35.37 34.79 34.72 37.42
0.20 52.11 63.73 63.82 63.76  66.18
0.24 74.34 82.07 82.37 82.39 84.13
0.28 86.67 89.73 89.81 89.92  92.50
t(8) 0.12 13.02 17.66 17.39 17.42 18.70
0.16 45.37 54.20 54.26 54.26 56.27
0.20 73.37 79.16 79.20 79.22  80.51
0.24 88.87 92.12 92.17 92.17 92.86
0.28 95.21 96.35 96.38 96.36  96.80
t(50) 0.12 20.37 23.15 23.12 23.11 24.89
0.16 59.35 63.05 62.95 62.93  65.44
0.20 82.96 85.13 85.07 85.03  86.40
0.24 93.90 94.95 94.91 94.91 95.43
0.28 97.41 97.91 97.91 97.91 98.16
t(50)
LR, LRgn-1  LRpn-2 LRcr  Gg
t(4) 0.12 3.64 5.00 4.39 4.39 5.54
0.16 9.63 20.71 18.48 18.46  23.83
0.20 34.70 51.48 49.91 49.91 55.89
0.24 61.11 73.78 73.25 73.34  77.73
0.28 78.23 85.70 85.59 85.69  89.37
t(8) 0.12 6.11 10.35 9.81 9.86 10.96
0.16 28.89 42.77 41.90 41.93  44.30
0.20 62.71 74.23 73.91 73.92  75.62
0.24 83.34 89.66 89.65 89.71 90.57
0.28 92.95 95.77 95.85 95.86  96.44
t(50) 0.12 14.18 19.85 19.93 19.85  21.16
0.16 51.99 60.89 60.97 60.89  62.24
0.20 81.62 86.74 86.77 86.74  87.65
0.24 93.11 95.38 95.42 95.38  95.61
0.28 97.78 98.50 98.47 98.50  98.62
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4.5 Aplicacao

As aplicagdes que apresentaremos nesta secio utilizam os mesmos dados reais mostrados na
Secao 3.6. Varias analises tém sido feitas nesse primeiro conjunto de dados assumindo que as
observagoes seguem a lei Birnbaum-Saunders. Contudo, Leiva et al (2008a) mostrou, através de
métodos de bondade de ajuste e critérios de selegao de modelos, que a distribuicao Birnbaum-
Saunders generalizada com nicleo t se ajusta melhor aos dados do que a Birnbaum-Saunders.
Um grande questionamento que surge a partir dai é o que fazer com os graus de liberdade da
distribuicao t, ou seja, a questao é se o parametro v deve ou nao ser estimado. Varios autores
tém relatado que encontram problemas de maximo local na fun¢éo de verossimilhanga quando o
parametro v é estimado; ver Lange et al. (1989), Fernandez & Steel (1999) e Taylor & Verbyla
(2004). Por essa razao, ¢ melhor fixar o parametro v e assumir que ele ¢ um valor conhecido.
Para nossas aplicagoes, iremos utilizar a sugestao proposta por Leiva et al (2008a), onde a escolha
do pardmetro v se da através do valor (dentro do intervalo [2,100]) que maximiza a fungao de
verossimilhanca. Assim para esta primeira aplicacdo o valor selecionado para o parametro v é
8, ou seja para a anéalise dos dados utilizaremos a distribui¢cdo Birnbaum-Saunders generalizada
com nucleo tg.

As estimativas de maxima verossimilhanga perfilada e perfilada modificadas para o parametro
a sdo a, = 0.14749, &BN = 0.14828, apy = 0.14827 e Gcr = 0.14827. Percebemos que
as estimativas sao bem semelhantes, com uma leve diferenca (para mais) para as estimativas
corrigidas. Suponha que estamos interessados em testar a hipdtese Hy : @ = 0.13 contra H; :
a # 0.13. Os p-valores associados as estatisticas de teste LR,, LRpn_1,LRpn—2,LRcr ¢ G
sao, respectivamente, 0.117, 0.103, 0.103, 0.103 e 0.100. Podemos notar que os testes corrigidos
apresentam taxas de rejeicdo bem proximas a 10% e que o teste gradiente é o tnico que rejeita
a hipétese nula com esse mesmo nivel de significincia.

Na Tabela apresentamos os intervalos de confianca para o pardmetro a com cobertura
nominal de 95%. Podemos observar que dentre os intervalos bootstrap apresentados, o ICP

apresenta menor comprimento.
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Tabela 4.6: Estimativas intervalares para a—primeira aplicagao.
Intervalo Limite inferior Limite superior Comprimento

ICA 0.1237 0.1713 0.0476
ICP 0.1237 0.1719 0.0483
ICBt 0.1267 0.1758 0.0491
IBCa 0.1271 0.1766 0.0495

No que diz respeito ao segundo conjunto de dados, para encontrarmos o v 6timo nés utilizamos
o mesmo método utilizado na primeira aplicacdo. Assim assumimos que estes dados seguem
uma distribui¢gao Birnbaum-Saunders generalizada com niicleo t3. Na Tabela apresentamos
algumas medidas (teste KS, SIC e R? do PP plot) que mostram um melhor ajuste da distribuicao
Birnbaum-Saunders generalizada com nicleo t3 aos dados, quando comparada com a Birnbaum-

Saunders.

Tabela 4.7: Medidas de bondade de ajuste para as distribuicoes BS e GBS-t3.
BS GBSy,
KS 0.170 0.150
SIC  5.727  5.657
R? 99.16 99.39

As estimativas de maxima verossimilhanca perfilada e perfilada modificadas para o parametro
a sao &, = 0.18250, EBN = 0.19767, 3BN = 0.19433 e dcr = 0.19356. Para os testes da razao
de verossimilhanga e teste Gradiente, com hipdteses Hp : @ = 0.11 contra H; : o # 0.11 os
p-valores obtidos das estatisticas LRy, LRgpn—1, LRpN—2, LRcr e G foram, respectivamente,
0.090, 0.054,0.066,0.068 e 0.048. Note que o p-valor associado a estatistica LR, estd bem proximo
a 10%, enquanto que as outras apresentam forte evidéncia contra a hipotése nula. Note também
que ao nivel de 5% o teste gradiente é o tnico a rejeitar o = 0.11.

Os intervalos de confianca para o pardmetro o com cobertura nominal de 95% sao apresen-
tados na tabela [1.8] Podemos observar que dentre os intervalos bootstrap apresentados, o IBCa

apresenta maior comprimento.
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Tabela 4.8: Estimativas intervalares para a—segunda aplicacao.
Interval Lower limit Upper limit Width

ICA 0.0688 0.2962 0.2274
ICP 0.0820 0.3132 0.2311
ICBt 0.1059 0.3993 0.2934
IBCa 0.1057 0.4109 0.3052

4.6 Conclusao

Desenvolvemos neste capitulo o melhoramento de inferéncias baseadas no parametro de forma
da distribuicdo Birmbaun-Sauders generalizada com ntcleo ¢. Mais precisamente, apresentamos
os estimadores de méaxima verossimilhanca perfilados, original e ajustados, para a distribuigao.
Fornecemos as expressoes para os testes da razao de verossimilhangas associados a estes estimado-
res e o teste Gradiente. Também apresentamos estimativas intervalares levando em consideragao
intervalos de confianga baseados na metodologia bootstrap. Particularmente fornecemos os in-
tervalos do tipo assintotico, bootstrap percentil, bootstrap BCa e bootstrap-t.

Os resultados de extensivas simulagoes de Monte Carlo evidenciam que os estimadores cor-
rigidos apresentam melhor desempenho em amostras finitas, com uma pequena vantagem, na
grande maioria dos casos, para o ajuste proposto por Severini (&BN). Para os testes os resul-
tados mostraram que o teste gradiente possui melhor desempenho. Por fim, no que diz respeito
as estimativas intervalares temos um melhor desempenho para os intervalos bootstrap BCa e

bootstrap-t.



CAPITULO B

Refinamento de inferéncias para a distribuicdo Birnbaum-Saunders generalizada
com nucleo t de Student na presenca de censura tipo |l

5.1 Introdugao

A distribuigdo Birnbaum-Saunders Generalizada, proposta por Diaz-Garcia e Leiva (2005),
tem se mostrado bastante eficiente em situagoes onde desejamos modelar os percentis mais baixos
ou mais altos da distribuicdo. Comparando com a distribui¢do Birnbaum-Saunders, proposta por
Birnbaum & Saunders (1969a), temos que essa nova classe de distribuigoes ¢ bastante flexivel, pois
contém distribuigoes que possuem caudas mais ou menos pesadas que a distribuicao Birnbaum-
Saunders. No Capitulo 4 foram apresentados alguns ajustes para inferéncias na distribuigao
Birnbaum-Saunders generalizada com ntcleo ¢ de Student para dados completos (sem censura).
E comum, no entanto, que em dados de tempo de vida exista presenca de censura. Conforme
definido na Segéo 3.1, a censura do tipo II acontece em situagoes onde o estudo termina apds a
ocorréncia do evento de interesse em um numero pré-determinado de individuos.

O objetivo deste capitulo é estender os resultados apresentados no Capitulo 4 para situagoes
nas quais os dados apresentem censura do tipo II. Neste Capitulo, derivamos os estimadores
de méxima verossimilhanca relacionados as fungoes de verossimilhanca perfilada e perfiladas
ajustadas para dados com presenca de censura do tipo II. Apresentamos os testes da razao de

verossimilhangas ajustados e o teste gradiente. Também calculamos os intervalos de confianca

70



71

do tipo assintotico, bootstrap percentil, bootstrap BCa e bootstrap-t. Através de simulagoes de
Morte Carlo sao avaliados os desempenhos dos testes e dos estimadores pontuais e intervalares
propostos. Essas simulagoes sao feitas para diferentes niveis de censura. Por fim, mostramos
dois exemplos préticos para ilustrar tudo o que foi desenvolvido e apresentamos nossas conclusoes

finais.

5.2 Refinamento de inferéncias para a distribuicao Birnbaum-
Saunders generalizada com nticleo ¢ de Student na presenca
de censura tipo II

Nesta secao consideraremos o problema de realizar inferéncias sobre o pardmetro de forma
a da distribuigao Birnbaum-Saunders generalizada com ntucleo ¢t de Student para dados com
presenca de censura do tipo II. Utilizando as funcoes de verossimilhancas perfilada e perfiladas
modificadas de Cox & Reid (1987) e Barndorff-Nielsen (1983), apresentaremos os estimadores de
méxima verossimilhanga e as estatisticas do teste da razdo de verossimilhangas baseados nestas
fungGes. Adicionalmente forneceremos algumas estimativas intervalares para o parametro a.

Sejam {t(l), cee t(r)} as T menores observacoes numa amostra aleatoria de tamanho n de uma
variavel T' com distribui¢ao Birnbaum-Saunders Generalizada com nucleo ¢ de Student (GBS—t,)
e densidade dada em . Dizemos que {t(l), ey By t(,,)} é uma amostra de tamanho
n com censura tipo II, onde n — r observagoes sao censuradas. Logo, podemos representar a

funcao de log-verossimilhanca, baseada nesta amostra, por

- r T ' T )
l(a,8) = c—rlog(a) - 3 log(B) + ; log(t; + 8) + ; log(g(a7,)) (5.1)
+ (n—r)log(F(-ax)),
_ (4D
onde ¢ é uma constante, g(a?) = (1 + aﬁ) * e F(-) é a acumulada da distribuicdo ¢ de

Student.

As fungoes score de « e [ s@o, respectivamente

Uo = ——+ 32 < +—2>+2(na_r)i:jrgtrhﬂtr) (5-2)
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r
U = gg A g D (7 5)+ ") 63)
em que v = (v+1)/(v+a?) e hy(-) é a fungdo de risco da GBS — t,,.

Para encontrarmos os estimadores de méaxima verossimilhanca & e B utilizamos o método
numérico BFGS (ver Nocedal & Wright (1999)), pois as equacoes U, = 0 e Ug = 0 néo podem ser
resolvidas analiticamente. Da mesma forma nao podemos encontrar, analiticamente, o estimador
restrito Ba, para isso utilizamos o método niimerico SQP onde impomos a restri¢ao de que Ug = 0.

A funcao de verossimilhanca perfilada é obtida pela substituicao de Ba por 3 na equagao
ou seja, £p(a) = {(a, Ea) Assim @y, é o estimador de maxima verossimilhanca perfilado de c.

As expressoes para as fungoes modificadas descritas no Capitulo 2 sdo apresentadas a seguir.

A fungao de log-verossimilhanga perfilada modificada proposta por Cox & Reid (1987) é dada
por

1 ~
lor(a) = y(a) — 3 log |jss(a, Ba)l,

em que, para o0 nosso modelo,
X 1 (%Z ti 2tivi
p— t T -
. 252+Z o [85<i #)+ 5

(n—r) Ohp(t,)
5 t’“( 98

As quantidades Jv; /9 e Ohr/0p estao descritas no apéndice B.

- hTm)ﬁ-l) |

Maximizando a fungao {cr(a) encontramos o estimador de méaxima verossimilhanga modifi-
cado Gcg.
Usando as aproximagoes para a verossimilhanca modificada proposta por Barndorff-Nielsen,

descritas no Capitulo 2, chegamos as seguintes expressoes:

1 ~ o —~ ~
lpn(a) = ly(a) + 5 log liss(cv; Ba)| — log [I(c, Bas @, B)] (5.4)

1 . = ~ A~
en(a) = bp(a) + Slog|jps(a, )| — log|lsr (e, Ba)Vsl, (5.5)
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em que,para nosso modelo,
I(a, Ba;d, B) = ZT: —i—f—(t--i-g)*l—iv(l) 1_ 4 X
B\, Pay &y QBa % «a 202 i t; Ag

1 ~ 1 1t 12
s B g (- B)] + (-2 h D P 1),

Y St 1 Lo/ 1 1 o (1t
forles Vs = 2.5 {_W " 202 [”i <‘t3 - m) "o (u - m) *
IS B S O T B W
(n T’—f—l)g{ (tr‘f‘B)Q 2a2 [Ur t% ,62 + 875,» tr 52
(-7 (,m ong (k)
ﬂ (hT (tr)+tr 8tr .

As quantidades com poténcias (1) e (2) representam as devidas fungoes avaliadas em («, Ba) e

_l’_

(@, B\), respectivamente. Os célculos das quantidades 0v;/0 t; e Ohr(t,)/0 t, estdao descritos no
apéndice B.

Maximizando as funcgoes e obtemos os estimadores de méxima verossimilhanca
perfilados ajustados & BN € a BN, respectivamente.

Os estimadores Ba, ap, 331\7, apN © Qcgr nao tém forma fechada. Eles podem ser obtidos
numericamente maximizando a correspondente funcao de log-verossimilhanga; ver Nocedal &
Wright (1999).

Para a realizacao dos testes de hipoteses suponha que queremos testar Hg : o = ag contra
Hi @ o # ap, onde ag é€ um escalar conhecido e positivo. As expressdes para as estatisticas de
teste da razao de verossimilhangas perfilada e perfiladas ajustadas sdo iguais as dadas na Segao
3.3. Ja a estatistica gradiente é Gg = (7&(& — ap). Sob hipotese nula estas estatisticas de teste
sdo assintoticamente distribuidas como x3.

Nas estimativas intervalares utilizamos os seguintes intervalos de confianga: assintético, bo-
otstrap percentil, bootstrap-t e bootstrap BCa. A maneira como encontramos cada um destes
intervalos foi apresentada na Segao 3.3, com a diferenga de que agora estamos trabalhando com

a distribuicdo BSG com niicleo t de Student.
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5.3 Resultados numéricos

Nesta se¢ao, faremos uma avalia¢ao do desempenho dos estimadores (pontuais e intervalares)
e dos testes descritos na Seg@o 5.2. Essas inferéncias foram realizadas para o pardmetro de forma
a da distribuigao BSG com nicleo ¢ de Student para o caso onde temos presenga de censura do
tipo II e foram baseadas na funcao de verossimilhanca perfilada e em algumas de suas versoes
modificadas.

Apresentaremos os resultados obtidos nas simulagoes de Monte Carlo para estimagao pontual,
estimagao intervalar e teste de hipoteses. Baseamos nossos resultados em 10000 réplicas de Monte
Carlo. Para a estimacao intervalar, além das 10000 réplicas de Monte Carlo utilizamos também
1000 réplicas bootstrap. Os niveis de censura utilizados foram 10%, 30% e 50% para valores de
a = 0.1,0.5 e tamanho de amostra n=20. Sem perda de generalidade, fixamos o valor de 8 em
1.

Os principais objetivos deste estudo de simulagdo s@o: comparar os vieses dos estimadores
de maxima verossimilhanca perfilado e perfilados modificados, comparar as distor¢oes dos testes
da razao de verossimilhangas baseados nas verossimilhangas perfilada e perfiladas modificadas
consideradas e do teste gradiente e, por fim, comparar a precisao das estimativas intervalares do
intervalo assint6tico com os intervalos baseados na metodologia bootstrap.

A Tabela apresenta os vieses, os erros quadraticos médios (MSE) e os vieses relativos
(RB) do estimador perfilado (&) e dos estimadores corrigidos (&pN,aBN € Qo). Com base
no viés relativo, podemos perceber que os estimadores corrigidos possuem melhor desempenho
que o estimador perfilado usual. Notamos também que, em geral, os vieses relativos aumentam
a medida em que a taxa de censura aumenta. Por exemplo, observamos que na Tabela para
a = 0.1 e t5, os vieses relativos para taxas de censura 30% e 50% sdo, respectivamente, 5.81,

3.10, 1.55 € 1.90 (d.o.c 30%) e 8.41, 5.39, 2.99 e 3.52 (d.o.c 50%).
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As Tabelas[5.2]e[5.3]apresentam as taxas de rejei¢ao nula dos testes da razao de verossimilhan-
cas e gradiente para os niveis nominais 10%, 5% e 1%. Observe que o teste baseado na estatistica
LR, apresenta taxas de rejeicao maiores que os outros testes considerados. Note também que ele
se torna bastante liberal a medida em que os graus de liberdade do nucleo ¢ e a taxa de censura
aumentam. Por exemplo, na Tabela para taxa de censura igual a 50%, nucleo t5y e nivel
nominal 10%, a taxa de rejeigao deste teste foi 17.93%. Adicionalmente podemos observar que
o teste gradiente apresenta melhor desempenho. Entretanto, nao podemos deixar de destacar
o desempenho dos testes corrigidos (LRpny—1, LRpNn—2 € LRcR), que apesar de nao terem sido
melhores que o teste gradiente, conseguiram corrigir bem o teste da razao de verossimilhangas
usual. Por exemplo, na Tabela para taxa de censura igual a 30%, nucleo t4 e nivel nominal
10%, as taxas de rejeicao dos testes baseados nas estatisticas LR, LRgN—_1,LRpN—2 LRcR e
GRr sao 12.50, 11.28, 10.31, 10.65 e 9.85.

Analisamos também os poderes dos testes basados nas estatisticas LR,, LRgn—_1, LRpNn_2,
LRcr e Gg para testar a hipotese Hg : @ = ag contra H1 : o # «, para valores de « variando
de 0.12 a 0.28, nivel nominal 10% e taxas de censura 10%, 30% e 50%. O valor verdadeiro para
o parametro de interesse foi fixado em a9 = 0.1. Para fazer com que os testes tenham o mesmo
tamanho as simulacgoes do poder foram feitas usando valores criticos estimados e nao valores
tabulados. As taxas de rejeicdo nao nulas sdo apresentadas na Tabela Analisando a tabela
percebemos que o teste da razao de verossimilhancgas usual apresenta menor poder que os demais
testes analisados, sendo o teste gradiente o mais poderoso. Adicionalmente podemos notar que
os poderes dos testes diminuem a medida em que a taxa de censura aumenta. Por exemplo,
na Tabela para tg, a = 0.28 e niveis de censura 10% e 50%, temos, respectivamente, 99.72,

99.80, 99.78, 99.81 e 99.82 (d.o.c 10%) e 91.41, 93.38, 94.99, 94.47 e 94.94 (d.o.c 50%).



Tabela 5.2: Taxas de rejeigao nula, inferéncia em « para n =20 (5 = 1.0,a = 0.1).

ta
censura (%) N.nominal LR, LRgn-1 LRsn-2 LRcr Gr
0 10 11.61 10.61 10.52 10.47 10.05
5 6.01 5.29 5.28 5.29 4.78
1 1.36 1.13 1.09 1.11 0.88
10 10 11.44 10.64 10.36 10.46 9.91
5 5.91 5.49 5.40 5.46 4.92
1 1.38 1.14 1.13 1.11 0.87
30 10 12.41 11.31 10.34 10.67 9.80
5 6.83 5.92 5.19 5.50 4.63
1 1.49 1.30 1.07 1.14 0.97
50 10 14.93 12.99 12.29 12.06 10.80
5 8.49 7.44 6.64 6.60 4.89
1 2.42 1.73 1.26 1.37 0.76
ts
censura (%) N.nominal LR, LRpn-1 LRpn-2 LRcr Gr
0 10 11.71 10.50 10.52 10.52 10.08
5 5.91 5.30 5.35 5.34 4.79
1 1.27 0.99 0.98 0.97 0.90
10 10 11.81 11.02 10.88 10.93 10.12
5 6.26 5.36 5.21 5.21 4.43
1 1.40 1.13 1.08 1.08 0.86
30 10 12.96 11.58 11.01 11.06 10.15
5 7.08 6.01 5.52 5.65 4.50
1 1.74 1.34 1.13 1.17 0.71
50 10 15.63 14.14 12.84 13.03 11.35
5 9.15 7.67 6.87 6.93 4.93
1 2.42 1.88 1.51 1.51 0.81
ts50
censura (%) N.nominal LR, LRpy-1 LRpn—2 LRcr Gr
0 10 12.02 10.89 10.87 10.87 10.27
5 6.48 5.31 5.36 5.37 4.66
1 1.37 0.96 0.96 0.96 0.79
10 10 12.56 11.28 10.99 10.98 10.15
5 6.91 5.73 5.53 5.57 4.60
1 1.37 1.02 0.97 0.97 0.77
30 10 13.37 12.16 11.39 11.41 10.38
5 7.36 6.28 5.82 5.79 4.49
1 1.81 1.37 1.24 1.25 0.76
50 10 17.93 16.04 14.79 14.84 12.80
5 10.70 9.24 8.28 8.34 6.24
1 3.39 2.67 2.14 2.14 1.09




Tabela 5.3: Taxas de rejeigao nula, inferéncia em « para n =20 (5 = 1.0,a = 0.5).

ta
censura (%) N.nominal LR, LRgn-1 LRsn-2 LRcr Gr
0 10 11.68 10.65 10.54 10.52 10.13
5 6.11 5.32 5.22 5.26 4.78
1 1.40 1.14 1.11 1.11 0.95
10 10 11.54 10.69 10.39 10.53 9.88
5 5.98 5.48 5.40 5.53 4.89
1 1.38 1.14 1.10 1.16 0.87
30 10 12.50 11.28 10.31 10.65 9.85
5 6.88 5.93 5.32 5.55 4.65
1 1.58 1.27 1.06 1.14 0.98
50 10 15.29 13.39 12.69 12.43 11.10
5 8.76 7.53 6.95 7.00 4.99
1 2.52 1.80 1.34 1.42 0.75
ts
censura (%) N.nominal LR, LRpn-1 LRpn-2 LRcr Gr
0 10 11.81 10.58 10.64 10.68 10.14
5 5.92 5.33 5.35 5.33 4.83
1 1.28 1.03 1.00 1.00 0.89
10 10 11.83 11.07 10.85 10.94 10.18
5 6.31 5.37 5.22 5.23 4.40
1 1.42 1.12 1.08 1.10 0.90
30 10 13.23 11.68 11.03 11.22 10.21
5 7.27 6.02 5.61 5.72 4.60
1 1.80 1.39 1.12 1.16 0.72
50 10 16.34 14.47 13.32 13.54 11.88
5 9.72 8.03 7.26 7.29 5.29
1 2.66 2.01 1.58 1.70 0.83
ts0
censura (%) N.nominal LR, LRpy-1 LRpn—2 LRcr Gr
0 10 12.06 10.88 10.92 10.91 10.31
5 6.55 5.33 5.33 5.33 4.65
1 1.40 0.95 0.94 0.94 0.78
10 10 12.75 11.23 10.97 10.99 10.13
5 6.97 5.74 5.51 5.53 4.58
1 1.40 1.01 0.97 0.98 0.79
30 10 13.68 12.30 11.61 11.53 10.61
5 7.62 6.35 5.94 6.00 4.61
1 1.91 1.41 1.23 1.29 0.74
50 10 18.77 16.92 15.41 15.73 13.62
5 11.42 9.73 8.62 8.81 6.48
1 3.59 2.89 2.31 2.39 1.37
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Na Tabela descrevemos as coberturas empiricas (%) dos intevalos ICA, ICP, ICBt e IBCa
para o parametro .. A cobertura nominal é 95%, sao considerados todos os trés niveis de censura,
a= 0.10 e 0.50, B = 1.00 e n = 20. Analisando a tabela, podemos perceber que, em geral, o
intervalo ICP apresenta as piores probabilidades de cobertura, seguido pelo intervalo assintotico.
Notamos também que a melhor performance se alterna entre os intervalos ICBt e IBCa. Por

exemplo, quando a = 0.1 e a censura é de 50% as coberturas dos intervalos ICA, ICP, ICBt e

IBCa sao, respectivamente, 84.44, 80.50, 94.74 e 91.84.

Tabela 5.5: Estimativas intervalares (95%) para a (5 = 1.0 e n = 20).

nucleo censura (%) a=0.1 a=0.5

ICA ICP ICBt IBCa ICA ICP ICBt IBCa

0 90.96 91.82 95.40 95.30 90.88 91.80 95.42 95.36

10 90.72 91.34 95.20 95.36 90.60 91.16 95.14 95.16

t4 30 88.44 8898 95.10 94.98 88.48 88.82 94.96 94.84
50 85.06 85.46 94.86 94.50 85.00 85.38 93.88 94.24

0 91.38 91.04 9498 94.84 91.34 90.84 94.90 94.80

10 90.04 89.56 95.14 94.86 90.06 89.40 95.14 94.78

173 30 87.82  87.06 95.20 95.06 87.64 86.74 95.06 94.84
50 85.24  84.20 95.32 94.68 84.92  83.68 94.90 94.48

0 89.58 88.26 94.96 94.74 89.48 8796 95.04 94.80

10 89.46  87.34 94.92 94.22 89.34 87.06 94.86 94.16

ts50 30 87.24  84.86 95.46 93.82 87.02 84.54 95.18 93.70
50 84.44  80.50 94.74 91.84 84.28  80.46 94.62 92.00

5.4 Aplicacao

Nesta secao ilustraremos, através de dados reais, o uso das fun¢des de verosssimilhanga per-
filadas ajustadas na distribui¢ao Birnbaum-Saunders generalizada com ntcleo ¢t de Student sob
censura do tipo II.

Na aplicagao utilizamos o conjunto de dados obtido de Birnbaum & Saunders (1969b). Para
este caso assumimos que as observagoes seguem distribui¢do Birnbaum-Saunders generalizada
com nucleo tg, conforme foi mostrado na Segao 4.5. Os estimadores de maxima verossimilhanca
perfilado e perfifados modificados de « para diferentes quantidades de falhas (r = 101, 95, 90,
80) sao apresentados na Tabela Podemos notar que as estimativas estao bem proximas entre

si, com uma pequena diferenca, para menos, da estimativa que se baseia na verossimilhanca
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perfilada em relacao as que se baseiam nas perfiladas ajustadas. Observamos também que as

estimativas aumentam a medida em que a taxa de observagoes censuradas aumenta.

Tabela 5.6: Estimativas de maxima verossimilhanca perfilada e perfilada ajustadas de o com
v =_.

T ap OBN-1 QBN_2 Qcr
101 0.14750 0.14828 0.14827 0.14827
95 0.14849 0.14931 0.14911 0.14933
90 0.14999 0.15083 0.15054 0.15091
80  0.15367 0.15454 0.15456 0.15478

Suponha agora que estamos interessados em testar Ho : a = 0.13 contra H; : o # 0.13.
As estatisticas de teste foram computadas para r =101, 95, 90, 80 e os correspondentes p-
valores sdo apresentados na Tabela[5.7] Nota-se que os p-valores das estatisticas que se baseiam
nas verossimilhangas perfiladas ajustadas e teste gradiente sao sempre menores do que os da
verossimilhanga perfilada. Vale ressaltar também que, para r = 80, o teste gradiente é o dnico
que rejeita a hipotese nula a um nivel de significancia de 5%.

Tabela 5.7: p-valores do teste Hgy : o = 0.13 contra Hi : o # 0.13.
T LRP LRBN,1 LRBN,Q LRCR GR

101 0.117 0.103 0.103 0.103  0.100
95 0.106 0.093 0.093 0.097  0.091
90 0.091 0.079 0.080 0.085 0.074
80  0.064 0.054 0.056 0.0567 0.034

Na Tabela apresentamos os intervalos de confianca para o pardmetro « correspondente
a cobertura nominal de 95%, para r = 101,95,90,80. Note que a medida em que aumenta o
ntmero de censuras aumenta também o comprimento dos intervalos. E importante ressaltar
que o comprimento do intervalo bootstrap percentil (ICP) é sempre menor que o dos intervalos
bootstrap concorrentes. Por exemplo, para r = 80, o comprimento dos intervalos ICA, ICP, ICBt

e IBCa sao, respectivamente, 0.0563, 0.0559, 0.0583 e 0.0580.
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Tabela 5.8: Intervalos de confianga para o com v = 8.
r Intervalo Limite inferior Limite superior comprimento

101 ICA 0.1237 0.1713 0.0476
ICp 0.1241 0.1715 0.0474
ICBt 0.1267 0.1753 0.0487
IBCa 0.1270 0.1762 0.0493
95 ICA 0.1239 0.1731 0.0492
ICP 0.1240 0.1731 0.0491
ICBt 0.1274 0.1779 0.0505
IBCa 0.1273 0.1780 0.0507
90 ICA 0.1244 0.1756 0.0512
ICP 0.1247 0.1753 0.0506
ICBt 0.1282 0.1807 0.0525
IBCa 0.1281 0.1818 0.0537
80 ICA 0.1255 0.1818 0.0563
ICP 0.1257 0.1815 0.0559
ICBt 0.1298 0.1881 0.0583
IBCa 0.1299 0.1879 0.0580

5.5 Conclusao

Neste capitulo desenvolvemos inferéncias associadas as fungoes de verossimilhancga perfilada
e perfiladas modificadas para o parametro de forma da distribui¢ao Birnbaum-Saunders genera-
lizada com censura tipo II. Apresentamos os estimadores de méaxima verossimilhanca perfilados
(original e ajustados); também fornecemos as expressoes para os testes da razao de verossimi-
lhangas associados a estes estimadores e o teste gradiente. Calculamos o intervalo assintdtico e os
intervalos utilizando trés diferentes estratégias bootstrap; bootstrap percentil (ICP), boostrap-t
(ICBt) e Bootstrap BCa (IBCa, Bias-Corrected and accelerated). Apos extensivas simulagoes de

Monte Carlo chegamos as seguintes conclusoes:
1. Os estimadores corrigidos possuem melhor desempenho do que o estimador perfilado usual.

2. O teste gradiente possui melhor desempenho que os demais testes considerados, pois apre-

senta menor distor¢ao de tamanho e maior poder.

3. O intervalo ICP apresenta pior performance, enquanto que os intervalos ICBt e IBCa se

alternam entre o que possui melhor cobertura.
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Consideracdes finais

6.1 Conclusoes

Neste trabalho, apresentamos caracteristicas e propriedades das distribui¢oes Birnbaum-
Saunders e Birnbaum-Saunders generalizada com nucleo ¢ de Student. Adicionalmente, for-
necemos para estas distribuigoes as func¢oes de verossimilhanca perfilada e perfiladas modificadas
propostas por Cox & Reid (1987) e Barndorff-Nielsen (1983). Estas fungoes foram derivadas
para os seguintes casos: (i) a pardmetro de interesse, distribuigdo Birnbaum-Saunders e dados
com presenga de censura tipo II; (ii) o parametro de interesse, distribuigdo Birnbaum-Saunders
generalizada com nticleo ¢t de Student e dados completos (sem censura); (iii) a pardmetro de
interesse, distribuigdo Birnbaum-Saunders generalizada com nicleo ¢ de Student e dados com

presenca de censura tipo II. Listamos a seguir as principais contribuicoes desta tese.

1. Obtemos os ajustes de Cox & Reid (1987) e Barndorff-Nielsen (1983) para a fungao de

verossimilhanga perfilada nos casos (i), (ii) e (iii).

2. Estudamos os estimadores de maxima verossimilhanca perfilados, original e ajustados para
os casos (i), (ii) e (iii). Verificamos, via simula¢ao de Monte Carlo, que em todos os casos

((i), (ii) e (iii)) os estimadores corrigidos apresentam melhor desempenho que o original.

3. Fornecemos as expressoes para os testes da razao de verossimilhancas associados a estes

83
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estimadores e também o teste bootstrap e gradiente. Para o caso (i) comparamos o teste
original com os corrigidos e o bootstrap. Ja para os casos (ii) e (iii) comparamos o teste
original com os corrigidos e o gradiente. Através de extensivas simulagoes chegamos a
conclusao de que os testes boostrap e gradiente sao superiores aos outros, isto é, apresentam

taxas de rejeicao nula bem mais proximas aos niveis nominais.

. Também obtemos intervalos de confianca baseados no método bootstrap. Em particular,
os intervalos foram calculados utilizando trés diferentes estratégias bootstrap; os intervalos
calculados foram: bootstrap percentil, boostrap-t e Bootstrap BCa (Bias-Corrected and
accelerated). Simulacoes de Monte Carlo mostraram que os intervalos bootstrap-t (ICBt)

e botstrap BCa apresentam melhor desempenho para todos os casos ((i), (ii) e (iii)).
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APENDICE A

Dados reais

Neste apéndice apresentamos os dados reais utilizados nas aplica¢oes desta tese.

Tabela A.1: Numero de ciclos até a falha da lamina do aluminio 6061 - T6

70
108
116
124
131
134
142
148
158
196

90
108
119
124
131
136
142
149
159
212

96
108
120
128
131
136
142
151
162

97
109
120
128
132
137
142
151
163

99
109
120
129
132
138
142
152
163

100
112
121
129
132
138
142
155
164

103
112
121
130
133
138
144
156
166

104
113
123
130
134
139
144
157
166

104
114
124
130
134
139
145
157
168

105
114
124
131
134
141
146
157
170

107
114
124
131
134
141
148
157
174

Tabela A.2: Tempo de fadiga em horas das chumaceiras.

152,7
204,7

172,0
216,5

1725
234,9

1733
262,6

193,0
422.6
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APENDICE B

Derivadas

Neste apéndice, apresentamos os calculos de algumas derivadas utilizadas na Secao 5.2 para

obtencao das funcoes de log-verossimilhanga perfiladas modificadas.

e Obtengao das quantidades da;/98 e day/0t:

Sejam a; e v conforme definidos em (4.2) e (5.3),

respectivamente. Como

1/t B
2 __
at_a?<+t_2>’

B
segue que
0a? 1 (—t 1 da?
w7 ) o
Assim,
g; =—-w+1)(v+ a?)*% (; - 1) e ?;:

e Obtencao da quantidade Ohr/0p5:

S ORNON

92

Sejam

1 /1 -8
:@<5+ﬁ>'
=—(v+ 1)(1/+a§)_2$ (; + ;f) .
_ fz(a)
" e
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em que fz e Iz sdo, respectivamente, a densidade e a acumulada da distribuicdo ¢ de

Student. Assim,

ohr (8fz( Ay +fz(at)6At)FZ( ar) + f-(a0) Aufo(—ar) 2%
B Frl—an) 2

em que

Ofz(a) T (4
(v

— (—v -1t - a? ~(41)/271 5
o8 VT -

) -
/2) 2 55

8At —1 t —-1/2 t —3/2
()7 6) )
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