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Resumo

A instabilidade de Saffman-Taylor acontece quando um fluido desloca outro de maior
viscosidade entre as placas de uma célula de Hele-Shaw. A evolucdo temporal da interface
entre os fluidos é marcada por sucessivas bifurcacdes, resultando em uma morfologia bastante
ramificada. Outro tipo de instabilidade € observado quando, ao invés de injetarmos fluido
continuamente, permitimos que a célula rotacione com velocidade angular constante em torno
de um eixo que passa pelo seu centro. Nesta versdo girante o fator crucial na desestabilizacdao
da interface ndo € mais o contraste de viscosidade, mas sim a diferenca de densidade entre os
fluidos. A desestabilizac¢do ocorre de tal forma que ndao mais bifurcagdes sdo observadas, mas
sim uma competi¢do no crescimento das perturbagdes do fluido menos denso ao penetrar o mais
denso. Neste trabalho analisamos uma variante destas instabilidades onde consideramos uma
tensdo superficial entre os fluidos que depende da curvatura da interface que os separa. Através
de uma teoria perturbativa mostramos que o acoplamento entre a tensao superficial varidvel e
efeitos tridimensionais relacionados ao angulo de contato, podem levar a formagao de padrdes
diferentes dos tradicionamente vistos. Para o problema com injecdo, mostramos como esta nova
abordagem pode estabilizar (desestabilizar) situacdes convencionalmente instdveis (estaveis),
bem como o fendmeno da bifurcacdo dos dedos. Ja no caso da célula girante, focamos na
capacidade do modelo em controlar perturbagdes lineares e também a competi¢do existente.

Palavras-chave: Instabilidade de Saffman-Taylor, célula de Hele-Shaw girante, controle de
instabilidades hidrodinamicas, tensao superficial dependente da curvatura.



Abstract

The Saffman-Taylor instability occurs when a fluid displaces another of higher viscosity
between the parallel plates of a Hele-Shaw cell (HSC). The interfacial evolution is characte-
rized by successive bifurcations producing a strongly ramified morphology. A different kind
of instability is observed when instead of injecting fluid continuously the HSC is allowed to
rotate with constant angular velocity around a vertical axis that passes through its center. In
this rotating version the main role in the destabilization of the interface is played not by the
viscosity contrast but the density difference between the fluids. This destabilization occurs
such that the rotating patterns exhibit a finger competition of the less dense fluid that penetrates
the denser one. In the present work we analyze a variation of these instabilities which the sur-
face tension between the fluids depends on the interfacial curvature. Employing a perturbative
theory of coupled modes we show that the coupling between the variable surface tension and
three-dimensional effects related to the wetting contact angle at the interface can lead to the
formation of unusual patterns. In the case of injection, we show how this approach can stabi-
lize (destabilize) a conventionally unstable (stable) situation, as well as the fingers bifurcations.
In the rotating version, we focus on the control of interfacial disturbances, verifying the ability
of the model to control and eventually completely suppress linear perturbations and also the
fingers competition.

Keywords: Saffman-Taylor instability, rotating Hele-Shaw cell, control of hydrodynamic
instabilities, curvature-dependent surface tension.
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Alguns exemplos de padrdes naturais.

Exemplos de padrdes naturais hidrodindmicos. Da esquerda para a direita: pa-
drdo conhecido como rua de vértice de Von Karman, padrdo deixado por uma
gota ao cair na superficie de um fluido e fluxos nas proximidades de corpos
rigidos.

Diagrama esquematico de um possivel arranjo experimental para realizacdo de
experimentos com uma célula de Hele-Shaw. Este ndo € um diagrama fidedigno
da montagem original da célula, como proposta por Hele-Shaw. Apresentamos
aqui uma versdo mais moderna com alguns aperfeicoamentos.

Diagrama esquematico das instabilidades na célula de Hele-Shaw retangular.
Em (a), estd ilustrado o inicio da dindmica, enquanto ainda ndo observa-se
deformacdes interfaciais. Ja em (b), podemos ver um padrao tipico deste tipo
de sistema, onde o crescimento de um dos dedos € perceptivelmente favorecido.
Padrio tipico formado em uma célula de Hele-Shaw retangular muito estreita,
onde os fluidos usados tem uma elevada diferenca de viscosidade. Da esquerda
para a direita o tempo avancga, deixando perceptivel o crescimento dominante
de um dos dedos. A figura horizontal mostra um estdgio bem avancado da
dindmica onde um dedo domina completamente.

Representacdo esquematica da célula de Hele-Shaw radial com inje¢do. Usu-
almente a taxa com que se injeta fluido Q (4rea por unidade de tempo) € cons-
tante, e os fluidos tém diferentes viscosidades 71 e 1. Além disto, o pequeno
espacamento entre as placasa da célula é denotado por b.

Padrio tipico observado em experimentos numa célula de Hele-Shaw radial
com injecao. Em estdgios bastante avangados da dindmica, a interface fluido-
fluido apresenta uma estrutura bem ramificada e ainda em evolu¢do. Em ambas
as figuras temos inicialmente uma gota circular.

Séries temporais ilustrando padrdes tipicos observados em experimentos com
célula de Hele-Shaw radial. Em (a), observa-se um padrao obtido através da in-
jecao continua de fluido. J4 em (b), vemos um padrao tipico observado quando
rotacinamos a célula em torno de um eixo que passa pelo seu centro.
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Exemplos de processos influenciados pela instabilidade de Saffman-Taylor.
Comecando na extrema esquerda superior e seguindo no sentido horério te-
mos: mistura de fluidos em um recipiente, processo de formagao de flocos de
neve, citoesqueleto relacionado ao processo de fragmentagdo celular, separa-
cdo cromatografica, mistura de fluidos misciveis em um canal e simulagdes em
solidificagdo dendritica.

Ilustracdo dos padrdes obtidos em experimentos envolvendo reagdes quimicas
interfaciais de fluidos misciveis de mesma viscosidade. Do lado esquerdo um
padrdo semelhante a cogumelos ("mushroom-shaped structures"), enquanto do

lado direito, observamos dedos que lembram tentaculos ("tentaclelike fingers").

Evolucao da interface prevista pelo modelo proposto por Guo, Hong e Kurtze
mostrando a formacgdo de dedos pontiagudos no sentido do movimento da in-
terface.

Experimentos em célula de Hele-Shaw com surfactantes mostrando o surgi-
mento de dedos com uma extremidade pontiaguda apontando no sentido oposto
ao do movimento interfacial.

Representacdo esquemadtica de uma célula de Hele-Shaw radial.

Diagrama esquemadtico ilustrando o angulo de contato 6, medido entre o me-
nisco (considerado circular) e as placas da célula, onde o fluido da direita esta
sendo deslocado pelo da esquerda.

Diagrama de fase de estabilidade mostrando as curvas de estabilidade (linhas
pretas solidas) para os casos (a) A=1, 6, =0, and (b)) A=—1, 6. = 7. As
areas em cinza claro mostram as regides estdveis do diagrama, enquanto a drea
em cinza escuro indica uma regido instivel. Aqui, utilizamos valores tipicos
para os parametros fisicos usados em experimentos de fluxo radial: oy = 63
dina/cm, and b = 0.15 cm. Além disso, a viscosidade do fluido mais viscoso é
5.21 g/(cm s), enquanto o outro tem viscosidade desprezivel.

Inibi¢do dos dedos. Instantaneos da evolugdo interfacial, plotados em inter-
valos de tempos iguais (A = 0.5 s) mostrando a interagdo entre dois modos
cossenos n =4 e 2n = 8, quando A = 1 (o fluido interno € menos viscoso),
6, =0e Q=21 cm? /s. Trés valores do pardmetro f3 sdo usados: (a) 0, (b) 1,
and (c) 4 dina. Aqui, 0 <t < 10 s. Claramente, o surgimento de instabilidades
na interface (includindo o fendmeno das bifurcac¢des) € observado em (a), mas
crescentemente suprimido em (b) e (c).

Estimulando a formacdo de instabilidades. Instantaneos da evolugdo interfacial,
plotados em intervalos de tempos iguais (Ar = 0.5 s) mostrando a intera¢do
entre dois modos cossenos n =4 e 2n = 8, quando A = —1 (o fluido interno
é mais viscoso), 8. = T e Q = 1/5 cm?/s. Trés valores do parAmetro 3 sio
usados: (a) 0, (b) 2.82, and (c) 2.87 dina. Aqui, 0 <7 < 10 s. A cléssica
situacdo estavel € retratada em (a), enquanto em (b) e (c) uma interface cada
vez mais deformada é observada.
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Instantaneos da evolucdo interfacial, plotados em intervalos de tempos iguais
(At = 0.5 s) mostrando a interac@o entre dois modos cossenos n =4 e 2n = 8§,
quando A = —1 (o fluido interno é mais viscoso) e 6, = w para Q = 37/2
cm? /s e B =4.70 dina. Depois de um periodo inicial de desestabilizacéo, a
interface tende a recircularizar no decorrer do tempo para valores elevados de
0 tais como este.

Padrio tipico obtido em experimento com célula de Hele-Shaw girante. Neste
caso, o fluido interno é 6leo de silicone e ar o externo.

Instantaneos do processo de formacdo de padrdo no limite de baixo contraste de
viscosidade retirados de um experimento com uma célula de Hele-Shaw girante.
Simulacdes numéricas da evolugdo temporal de uma gota circular em regime
de baixo contraste de viscosidade (A = 0.4) numa célula de Hele-Shaw girante.
Visdo em perspectiva de uma célula de Hele-Shaw girante. As placas da célula
estdo separadas por uma distancia b e rotaciona com velocidade €2 em torno
de um eixo perpendicular z que passa pelo seu centro. O fluido mais viscoso e
mais denso tem inicialmente raio R e ocupa a regido sombreada. Perturbacoes
interfaciais sdo denotadas por £, o angulo azimutal por 6 ¢ a tensdo superficial
varidvel entre os fluidos por ©.

Inibicdo de instabilidades estimuladas por forca centrifuga a nivel linear. Taxa
de crescimento linear A(n) em fun¢@o do nimero de modos n para diferentes
valores de 8. O numero tipico de dedos emergentes na interface, dado pelo va-
lor de n que maximiza a fung¢do A (n) (n,4y) cai consideralmente a medida que
o parametro de variacdo da tensdo superficial ®B cresce. Os valores calculados
para o ndmero de dedos foi n,,, =~ 17,11,6 e 1, respectivamente.

Inibi¢do de instabilidades centrifugas em estdgios fracamente ndo lineares. Ins-
tantaneos da evolucgdo interfacial plotados em intervalos de tempos iguais (At =
0.062) para a interacao entre o modo fundamental e seu sub-harmdnico. Dife-
rentes valores do parametro de tensdo superficial varidvel ®B: (a) 0, (b) —3.4 X
1073, and (c) —1.7 x 1072, As curvas tracejadas sdo mostradas para guiar o
olho do leitor em relacdo a competicdo dos dedos. As insercdes retangulares
ilustram visdes de perto das regides delimitadas pelas linhas tracejadas e cores
mais escuras indicam tempos mais avancados.

Figuras referentes ao padrdes ilustrados na Fig. 3.6 onde os mesmo valores
para os parametros fisicos foram usados. A Fig. 3.7(b) mostra a diferenga entre
posi¢cdes interfaciais da ponta dos dedos entrantes do fluido externo AR (veja
Eq. (3.27) e Fig. 3.7) em fun¢do do tempo, para diferentes valores do parametro
de controle 8. E ficil observar a significativa diminuicio na competi¢io entre
os dedos ao introduzir os efeitos da tensao superficial dependente da curvatura.
Aqui, T = 15A¢, onde Ar € o intervalo de tempo adimensional usado para plotar
a Fig. 3.6.
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 O problema de Saffman-Taylor

A natureza, em suas diversas formas, sempre gerou curiosidade e deslumbramento, nao
s6 em cientistas mas também em qualquer um que se disponha a dedicar um minimo tempo
em sua apreciacdo. Padrdes naturais, belos e complexos, sdo gerados a todo instante, vari-
ando desde as incriveis formas de uma teia de aranha, passando por crescimento de colonias
de bactérias, padroes encontrados em peles de animais, entre varios outros [1]. Surpreendente-
mente, estes fendmenos, aparentemente bem distintos, surgem de mecanismos similares, sendo
sua producao fortemente influenciada pela dindmica de interfaces divisoras de fases diferentes.
Tais padroes exercem também grande importancia em aplicagdes tecnoldgicas [2,3]. O leitor
pode se deleitar com alguns exemplos de formas e padrdes naturais mostrados na Fig. 1.1. Um
exemplo de dindmica interfacial, no ambito da hidrodindmica [4], vem a tona quando obser-
vamos o movimento ao longo do tempo da interface entre dois fluidos (ver Fig. 1.2). Mais
especificamente, os padrdes formados na interface entre dois fluidos viscosos confinados em
uma regido espacialmente restrita, € o que conhecemos por instabilidade de Saffman-Taylor [5],
na qual focalizaremos nossa ateng¢do ao longo desta dissertagao.

Figura 1.1 Alguns exemplos de padrdes naturais.

Quando nos deparamos com um problema de dinamica de fluidos, cujo objetivo € entender
o fluxo de fluidos viscosos em ambientes tridimensionais, devemos ter bastante cuidado. Este
tipo de andlise, apesar de ser objeto de estudo a vérias décadas, ndo € nem um pouco trivial e,
por isso, ainda € um problema que, em vdrias situagdes, ndo se tem uma solucao fechada até o

11



1.1 O PROBLEMA DE SAFFMAN-TAYLOR 12

Figura 1.2 Exemplos de padrdes naturais hidrodindmicos. Da esquerda para a direita: padrio conhecido
como rua de vortice de Von Karman, padrao deixado por uma gota ao cair na superficie de um fluido e
fluxos nas proximidades de corpos rigidos.

presente momento. Voltemos para o final do século XIX, onde a situacdo se encontrava ainda
mais obscura. Nesta época, ja se tinha conhecimento que fluxos de fluidos viscosos deveriam
ser regidos pela equagdo de Navier-Stokes, expressdo que determina a velocidade e a pressao
em qualquer ponto do fluxo, em qualquer instante de tempo. No entanto, infelizmente, do
ponto de vista matemético, seu tratamento € acentuadamente nao trivial (para se ter uma idéia,
até os tempos atuais ndo se sabe ao certo se tal equacdo tem solugcdo para um contorno qual-
quer). Com isto em maos, o engenheiro mecanico e automobilistico Henry Selby Hele-Shaw,
na ocasido membro do corpo docente da University College Liverpool, tentava compreender
o fluxo de dgua em torno de cascos de navios, até entdo sem sucesso devido a tal ndo triviali-
dade. No entanto, Hele-Shaw propds uma maneira alternativa afim de simplificar sua andlise. O
engenheiro inglé€s confinou o fluido em questdao em um longo canal estreito, permitindo o mo-
vimento dos fluidos, mas reduzindo a dimensionalidade do problema sem perder fendmenos
multidimensionais, tais como a convecg¢do, conseguindo abordar o problema de uma maneira
realista e mais quantitativa. Neste momento, Hele-Shaw desenvolvia um aparato amplamente
usado até os dias de hoje para estudar dindmica de fluidos, cujo nome foi dado em sua home-
nagem: a renomada célula de Hele-Shaw. A figura abaixo, mostra um arranjo experimental
caracteristico para montagem de um experimento envolvendo o dispositivo que até hoje leva o
nome do cientista.

Tube from
Flood lamp eyedropper

Figura 1.3 Diagrama esquematico de um possivel arranjo experimental para realizagio de experimentos
com uma célula de Hele-Shaw. Este ndo é um diagrama fidedigno da montagem original da célula, como
proposta por Hele-Shaw. Apresentamos aqui uma versao mais moderna com alguns aperfeicoamentos.

Daf para frente, o dispositivo comecou a ser usado como forma simples, de demonstrar
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visualmente como estes fluxos ocorrem na realidade, porém, sem distincdo se pensarmos em
termos de aplicacdes tecnoldgicas. Foi entdo que nos anos 50, a célula ressurgiu como uma
novidade, agora sim, com grande aplicabilidade na inddstria energética [6]. Esta reaparic¢ao,
ocorreu quando, por volta de 1956, Sir Geoffrey Taylor, renomado fisico britanico por seus
trabalhos em mecanica de fluidos e ondulatéria, juntamente com o jovem cientista Philip G.
Saffman, ambos da universidade de Cambridge, reconheceram no aparato criado por Hele-
Shaw, um potencial protétipo para modelar um problema em aberto da industria petrolifera.
No processo de extracdo de petréleo de meios porosos € comum bombear dgua contra o dleo
a fim de retirar o material preso nas rochas. Um problema surge quando percebe-se que a
agua se propaga apresentando um certo tipo de deformagdes ramificadas, fazendo com que
uma quantidade substancial de petréleo fique para trds. Para atacar este problema, Saffman
e Taylor buscaram entender ndo somente a fenomenologia por trds da extracdo de petrdleo,
mas sim como a interface entre dois fluidos se comporta quando um desloca outro de maior
viscosidade. Os dois cientistas britanicos, notaram que, neste caso, o fluido menos viscoso
penetra o mais viscoso gerando uma interface perturbada, onde tais perturbacdes se assemelham
a dedos, por isso, este fendmeno ficou conhecido como instabilidade de Saffman-Taylor ou
viscous fingering. Esta nova instabilidade € caracterizada pela desestabilizacdo da interface
divisora dos fluidos devido a diferenga de viscosidade entre eles. Por outro lado, se um fluido
¢ deslocado por outro de maior viscosidade uma situacao estavel toma conta do cendrio, e a
interface fluido-fluido evolui sem apresentar nenhuma protuberéncia.

A partir desta descoberta, a célula de Hele-Shaw vem sendo usada muito frequentemente
como um dispositivo elegante para o estudo de instabilidades hidrodindmicas. As formas mais
comuns da célula sdo as chamadas geometrias radial [7] e retangular [5]. Em ambas as geome-
trias, a evolugao interfacial € caracterizada inicialmente por pequenas perturbagdes e pode ser
descrita com base nas previsoes da teoria linear [5]. Avancando um pouco no tempo, percebe-
se um crescimento nas deformacdes, gerado pelo acoplamento entre modos instdveis e a teoria
linear ndo prevé mais com sucesso a morfologia da interface. Neste momento, faz-se necessa-
rio o uso de uma teoria fracamente nao linear [8]. Evoluindo ainda mais, o sistema chega a um
estado final completamente dominado por efeitos fortemente nao lineares, caracterizado por
uma estrutura parecida com "dedos". Por isso, chama-se comumente a estrutura morfolégica
da interface deformada de dedos viscosos.

Na geometria retangular, o fluido menos viscoso € injetado contra o mais viscoso na
direcdo ao longo da célula, como mostrado na Fig. 1.4. Neste caso, quando a diferenca de
viscosidade entre os fluidos é mdxima e os fluidos sdo confinados em uma célula extremamente
estreita (canal fino), observa-se que um dedo cresce dominantemente, em relacdo aos outros,
gerando um estado, de certa maneira, "estaciondrio”. A palavra estaciondrio, aqui, significa que
esta estrutura, de apenas um dedo dominante, € conservada a partir do momento que € atingida.
Porém, o comprimento do dedo ndo se conserva, crescendo no tempo, devido a fluido esta
sendo injetado continuamente no sistema. Esta estrutura € ilustrada na Fig. 1.5. Nela, podemos
ver, da esquerda para a direita, a evolugao temporal da interface, em um experimento realizado
por Saffman e Taylor em [5], usando dois fluidos (ar e glicerina) cuja direfenca de viscosidade é
muito elevada e a célula usada € um canal fino. No inicio da dinAmica, percebemos a existéncia
de alguns dedos, mas a medida que o tempo passa, a diferenca elevada na viscosidade leva a
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Figura 1.4 Diagrama esquematico das instabilidades na célula de Hele-Shaw retangular. Em (a), esta
ilustrado o inicio da dindmica, enquanto ainda nao observa-se deformacdes interfaciais. J4 em (b), pode-
mos ver um padrao tipico deste tipo de sistema, onde o crescimento de um dos dedos € perceptivelmente
favorecido.

Figura 1.5 Padrio tipico formado em uma célula de Hele-Shaw retangular muito estreita, onde os
fluidos usados tem uma elevada diferenga de viscosidade. Da esquerda para a direita o tempo avanca,
deixando perceptivel o crescimento dominante de um dos dedos. A figura horizontal mostra um estagio
bem avancado da dindmica onde um dedo domina completamente. Figura retirada da Ref. [5], onde ar
empurra glicerina.

competi¢do entre os dedos, fazendo com que o crescimento de um deles se destaque, até que
finalmente sé reste um, atingindo entdo o que chamamos de estado estaciondrio da dinamica.
A geometria radial serd tratada em mais detalhes na sec¢do seguinte. Faremos isto pois ela
nos acompanhara ao longo de toda a dissertacdo, de modo que serd interessante ter bastante
intimidade com a mesma.

1.2 A célula de Hele-Shaw radial

Dedicamos esta secao a descri¢do do que conhecemos por célula de Hele-Shaw radial,
bem como a apresentacdo de suas caracteristicas fisicas basicas. A geometria radial vem sendo
amplamente estudada, tanto no ambito experimental [9—-12], quanto teérico [8, 13—15]. Tal
dispositivo é formado por duas placas paralelas separadas por uma estreita distancia b, da ordem
de milimetros, como mostra a Fig. 1.6. Usualmente, o fluido menos viscoso € injetado, a uma
taxa constante, através de um pequeno orificio feito no centro da célula, deslocando o mais
viscoso, que ja havia sido colocado previamente no aparato. Desta forma, como discutido
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na Secdo 1.1, a instabilidade de Saffman-Taylor ird se manifestar. Os aspectos morfolégicos
serdo discutidos em seguida, porém, antes devemos comentar duas diferencas bdsicas entre o
sistema em questao e o problema de fluxo retangular. A primeira delas diz respeito a simetria
em relacdo a interface. No caso radial, ndo se observam situacdes nas quais a interface é
simétrica, isto porque hd uma diferenga entre as dreas interna e externa a mesma. A segunda
tem relagdo com o estado estaciondrio, também comentando na secio anterior. Pois bem, ele
aqui nunca € atingido. A evolug¢do interfacial na célula radial € caracterizada por varios estagios
de instabilidade, sempre evoluindo, seja na escala ou na morfologia, de maneira que este estagio
estaciondrio, nunca € visto. Analisemos agora os varios estagios da dindmica interfacial quando
o ambiente € a célula de Hele-Shaw radial.

Q

Ab

Figura 1.6 Representagnao esquematica da célula de Hele-Shaw radial com inje¢do. Usualmente a taxa
com que se injeta fluido Q é constante, e os fluidos tem diferentes viscosidade 1; e 772. Além disto, o
pequeno espacamento entre as placasa da célula é denotado por b.

De inicio, preenchemos a célula com um fluido viscoso. Comecamos entdo a injetar outro
fluido, menos viscoso, a fim de deslocar o ja presente na célula. Inicialmente, a interface que
divide os fluidos € circular, definindo uma bolha. A medida que a bolha evolui, logo percebe-
mos o surgimento de ondulagdes na interface e ai os dedos comecam a emergir. Estes dedos
crescem e esticam, formando estruturas com extremidades mais alargadas. Um fendmeno bem
caracteristico toma conta do cendrio quando esperamos mais algum tempo: os dedos comecam
a se ramificar através de sucessivas bifurcacdes, onde os dedos maiores inibem o crescimento
dos menores, resultando num padrdo assimétrico.

Da mesma maneira que antes, estdgios iniciais da dindmica podem ser previstos por uma
simples andlise linear [7,8]. No entanto, os fendmenos intrinsecamente nado lineares citados a
cima, tais como as bifurcacdes, ndo podem ser acessados por tal abordagem. Para isto, faz-se
necessario o uso de uma teoria fracamente nao linear [8], onde o acoplamento de modos fara
surgir, nas previsoes tedricas, efeitos como bifurcacdes e achatamento dos dedos. Em tempos
muito avangados da dindmica, estidgios fortemente nao lineares, a interface apresenta um padrao
tipico extremamente ramificado e ndo estaciondrio, como mostra a Fig. 1.7.

Algumas modifica¢des do sistema radial com inje¢do ja foram estudadas anteriormente [15,
18-22]. Em particular, uma versdo alternativa, bastante interessante, da célula radial com in-
jecdo € a chamada célula girante [17]. Nesta versdo, ao invés de injetarmos fluido no centro
da célula, passamos agora um eixo vertical pelo orificio existente e permitimos que a mesma
rotacione em torno dele. Esta simples modificagdo gera drésticas alteracdes fenomenoldgicas
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Figura 1.7 Padrio tipico observado em experimentos numa célula de Hele-Shaw radial com injecg&o.
Em estdgios bastante avancados da dinamica, a interface fluido-fluido apresenta uma estrutura bem ra-
mificada e ainda em evolucdo. Figura retirada de [14]. Em ambas as figuras temos inicialmente uma
gota circular.

Figura 1.8 Séries temporais ilustrando padrdes tipicos observados em experimentos com célula de
Hele-Shaw radial. Em (a), observa-se um padrdo obtido através da injecdo continua de fluido (figura
retirada de [16]). J4 em (b), vemos um padrdo tipico observado quando rotacinamos a célula em torno
de um eixo que passa pelo seu centro. Retirada de experimentos realizados por [17]

na evolugdo interfacial. Tais diferencas serdo discutidas em mais detalhes no Cap. 3, mas, a
critério de ilustracdo inicial, vejamos a Fig. 1.8, onde sdo mostrados dois padrdes tipicos obser-
vados numa célula radial. Na Fig. 1.8(a), ¢ mostrada uma série temporal de um padrao tipico
observado quando injetamos fluido no centro da célula, retirada da Ref. [16]. Por outro lado,
na Fig. 1.8(b), € mostrada uma série temporal de um experimento para o problema girante, rea-
lizado por Carrilo em [17]. Deixemos para o Cap. 3 a explicitacdo das diferencas bdsicas entre
os dois perfis, no intuito de permitir o leitor observar e imaginar consigo mesmo que diferencas
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Sa0 essas.

1.3 Resultados inesperados classicamente

O problema da instabilidade de Saffman-Taylor tem sido estudado ativamente por mais
de meio século, e constitui um arquétipo para diversos campos da ciéncia e tecnologia. Entre
eles, estdo processos como o de extracdo de petroleo [23] (ja vimos que este processo influen-
ciou diretamente a descoberta do fendmeno de viscous fingering), solidificagdao dendritica [24],
microdescargas em plasmas [25], mistura de fluidos [26] e biodinamica de fragmentacdo celu-
lar [27]. Apesar desta vasta literatura abordando as caracteristicas gerais, bem como a evolugao
da instabilidade de Saffman-Taylor, € importante ter em mente que, dependendo do interesse
momentaneo, a formagdo das estruturas de dedos pode ser um fator positivo ou negativo. Ja foi
discutido neste capitulo que a apari¢do destas estruturas é um fator dominante para perdas na
extracdo de petréleo de reservatérios [23]. Além disto, para processos de separacdo cromato-
gréfica, o surgimento de deformacdes interfaciais pode ser extremamente prejudicial [28] para
o éxito do método. Por outro lado, a existéncia da instabilidade € desejada quando tratamos de
processos de mistura de fluidos em dispositivos de pequena escala [26]. Assim, dependendo da
circunstancia, ou interesse particular, uma situacao instavel (estavel) da interface fluido-fluido
pode caracterizar o cendrio mais almejado. Neste contexto, é de crucial importancia enten-
der como manipular, de maneira precisa, o crescimento ou a repressio destas instabilidades
interfaciais. Para o leitor ndo tdo familiarizado aos tépicos multidisciplinares citados acima,
ilustramos alguns deles na Fig. 1.9.

Figura 1.9 Exemplos de processos influenciados pela instabilidade de Saffman-Taylor. Comec¢ando na
extrema esquerda superior e seguindo no sentido hordrio temos: mistura de fluidos em um recipiente,
processo de formagdo de flocos de neve, citoesqueleto relacionado ao processo de fragmentacao celu-
lar, separacdo cromatografica, mistura de fluidos misciveis em um canal e simulagdes em solidificagdo
dendritica.
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Figura 1.10 Ilustracdo dos padrdes obtidos em [33]. Do lado esquerdo um padrdo semelhante a co-
gumelos ("mushroom-shaped structures"), enquanto do lado direito, observamos dedos que lembram
tentdculos ("tentaclelike fingers").

Devido a este duplo papel assumido pelas instabilidades hidrodindmicas, manipular tais
fendmenos vem atraindo cada vez mais entusiastas afim de estabilizar (desestabilizar) situacdes
convencionalmente instaveis (estdveis). Algumas estratégias interessantes ja foram propostas
no intuito de deixar a interface mais estavel [29-32]. Estudos tedricos [29, 30] e experimen-
tais [30], mostram que usando uma taxa de injecdo especifica, ndo constante, podemos mini-
mizar as perturbacdes interfaciais existentes num fluxo em uma célula de Hele-Shaw radial.
Empregando este procedimento de controle por uma taxa de inje¢do dependente do tempo, as
estruturas extremamente ramificadas, como mostrado na Fig. 1.7, ddo lugar a uma interface to-
talmente circular, significando o desaparecimento completo das deformagdes interfaciais. Ou-
tro conhecido esquema de estabilizacao, proposto em [31], foi considerado em experimentos
onde o aparato tradicional da célula de Hele-Shaw radial foi modificado, trocando a placa fixa
superior por uma membrana flexivel. Além destes, realizados para o caso radial, um estudo
adicional acerca da célula retangular [32], demonstrou, através de uma anélise de estabilidade
linear e experimentos, que a introdu¢do de um pequeno gradiente no espacamento da célula,
quebrando o paralelismo das placas, pode suprimir as instabilidades classicamente esperadas.
Posteriormente, no Cap. 2, vamos comparar nosso resultado linear com o obtido na Ref. [32],
e veremos que existe uma possivel relacdo entre os dois métodos.

Por outro lado, outros grupos de pesquisa [33—43] focaram na perspectiva de estimu-
lar a formacao de dedos através da desestabilizacdo da situacdo classicamente estdvel, onde
um fluido desloca outro menos viscoso ou de mesma viscosidade. Experimentos também fo-
ram realizados analisando reagdes quimicas interfaciais de fluidos misciveis de mesma vis-
cosidade [33]. Neles, observou-se uma situacdo instdvel, contrariando as previsoes cldssicas,
apresentando diferentes padrdes da instabilidade, entre eles formas semelhantes a cogumelos
e também dedos em forma de tentdculos (ver Fig. 1.10). Subsequentemente, um estudo teod-
rico, realizado em [43], consegue prever tais morfologias considerando uma interface eldstica,
cuja rigidez varia com a curvatura interfacial. Além disto, sofisticadas simulacdes numéricas
conseguiram detectar o surgimento de uma "instabilidade de Saffman-Taylor reversa" em pro-
blemas envolvendo fluidos misciveis, a qual se relaciona a efeitos de difusdo [34]. Por fim,
experimentos recentes, ainda com fluidos misciveis [35], reconfirmaram que reacdes quimicas
podem realmente desestabilizar situacdes classicamente estiveis.
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Uma técnica particularmente interessante, que ndo envolve complicadas reagdes quimicas
na interface, explora a evolucdo da interface, quando um fluido desloca outro menos viscoso,
em uma célula de Hele-Shaw retangular [36,37]. Ao considerar que a tensdo interfacial é
modificada ao longo da interface devido a varia¢des na curvatura da mesma, Guo, Hong e
Kurtze [36,37], mostraram que uma situacdo instavel pode tomar conta do cendrio. Uma dis-
cussdo mais aprofundada sobre este exemplo peculiar serd feita logo no inicio do préximo
capitulo.

1.4 Cenas dos proximos capitulos - Esboco geral

Neste capitulo inicial, comentamos alguns dos diversos padrdoes formados na natureza,
e discutimos, qualitativamente, os padroes formados no ambiente peculiar da célula de Hele-
Shaw. Introduzimos o que hoje chama-se intabilidade de Saffman-Taylor, ou viscous fingering.
Vimos que duas geometrias principais sdo abordadas em fluxos Hele-Shaw, a radial e a retangu-
lar. Morfologicamente, apresentamos as caracteristicas basicas de ambas geometrias, deixando
claro as diferencas existente entre elas. Em seguinda, discutimos algumas técnicas existentes
para estimular ou suprimir a formagdo dos chamados dedos viscosos, bem como a motivagdao
para o fazer. Este serd o ponto central desta dissertacdo. Nos capitulos restantes, vamos abordar
novamente fluxos em célula de Hele-Shaw radial, onde vamos propor uma maneira simples e
eficaz de gerar resultados diferentes dos esperados classicamente.

Neste trabalho, nosso principal objetivo é desenvolver uma teoria perturbativa, analitica,
fracamente ndo linear, a fim de analisar estdgios intermedidrios da dindmica interfacial na cé-
lula radial. No capitulo que se segue, Cap. 2, inicialmente, iremos apresentar as equagoes
basicas que regem o fluxo no ambiente efetivamente bidimensional da célula de Hele-Shaw e
discutiremos as condi¢des de contorno impostas aos fluidos, ponto importantissimo de nossa
andlise. Em seguinda, encararemos o problema da célula radial com inje¢ao propondo um mé-
todo [44] no qual a tensdo superficial, corrigida por variacdes da curvatura interfacial, acoplada
a efeitos tridimensionais relacionados ao angulo de contato, é capaz de mudar completamente
o cendrio da classica instabilidade de Saffman-Taylor. Nele, mostraremos como podemos gerar
dedos viscosos na situacdo em que um fluido desloca outro de menos viscosidade, assim como
suprimir sistematicamente, até fazer desaparecer totalmente, as deformacdes interfaciais para
0 caso inverso, classicamente instdvel. Isto serd feito em duas etapas complementares. A pri-
meira delas, descreve a dindmica da interface fluido-fluido em estagios primordiais, previstos
por uma andlise de estabilidade linear. Por fim, confirmaremos as previsdes lineares avancando
a estdgios fracamente ndo lineares, onde conseguimos prever as morfologias assumidas pela
interface.

Posteriormente, no Cap. 3, entraremos no novo ambiente da célula girante. A principio,
faremos uma breve revisdo literdria dos resultados conhecidos deste sistema, e, em seguida
apresentaremos nosso modelo tedrico [45]. Nele, aplicaremos 0 mesmo método da tensdo su-
perficial variando com a curvatura da interface fluido-fluido, afim de controlar as deformacdes
induzidas pela rotacdo. Novamente, nossa andlise se dividird entre abordagens via andlise li-
near e fracamente ndo linear da dindmica. Nesta segunda etapa, mostraremos a capacidade
do método em combater o fendmeno, intrisecamente ndo linear, da competicdo entre os dedos
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entrantes, e, eventualmente, em estabilizar totalmente a interface.

Finalmente, no capitulo 4, faremos um apanhado geral dos resultados obtidos ao longo
da dissertacdo, enfatizando qual seu papel em meio a toda literatura ja existente. Apresentare-
mos também a continuacdo natural deste estudo, visando complementar, futuramente, questoes
ainda em aberto nesta classe de problemas. Felizmente, o estudo aqui desenvolvido gerou duas
publica¢des no periodico Physical Review E [44,45], e poderdo ser encontrados nos apéndices
A e B da dissertacgao.



CAPITULO 2

Manipulando a instabilidade de Saffman-Taylor

2.1 Introducao

No capitulo anterior, discutimos o que hoje conhecemos por instabilidade de Saffman-
Taylor ou viscous fingering, bem como algumas técnicas utilizadas tanto para suprimir [29-32]
quanto para estimular [33—41] a formagao dos chamados dedos viscosos. Em particular, vimos
que resultados diferentes ao encontrado por Saffman e Taylor em 1958 [5] podem ser obtidos
se considerarmos uma tensao superficial varidvel ao longo da interface entre os fluidos.

Originalmente proposta por Guo, Hong e Kurtze [36, 37], uma modelagem simples que
leva em conta esta variacao na tensdo superficial se baseia na hipétese de que ao adicionarmos
um surfactante aos fluidos, as moléculas do mesmo iriam se distribuir ao longo da interface
tendo, devido a uma curvatura ndo nula, seu empacotamento favorecido em algumas regioes.
Este agrupamento nio uniforme das moléculas seria a justificativa de termos uma tensao inter-
facial varidvel ao longo da fronteira divisora dos fluidos. Esta idéia basica do modelo esta de
acordo com experimentos realizados em célula de Hele-Shaw retangular com surfactantes [42].

Nos trabalhos publicados em 1992 e 1995 Guo ef al. usaram uma célula de Hele-Shaw
retangular para analisar a evolucao da interface numa situacao de fluxo reverso, ou seja, quando
um fluido mais viscoso € injetado contra um de menor viscosidade. Usa-se esta expressdao
pois este fluxo ocorre, de certa maneira, no sentido oposto ao que tradicionalmente observa-
se deformacdes interfaciais. Através de simulacdes numéricas os autores preveem, mesmo
nesta situacao usualmente estavel, a formacdo de dedos pontiagudos apontando na dire¢iao do
movimento (veja Fig. 2.1). Como a instabilidade surge devido a tensao superficial varidvel, os
autores a denominaram "surfactant driven instability", baseados na motivacdo do surfactante
ser o responsdvel por esta variacdo.

Na procura por evidéncias comprobatdrias a respeito das previsdes feitas por [36,37],
outros trabalhos tedricos e experimentais foram realizados pelas Refs. [38—41] nesta mesma
classe de problemas, onde a tensao superficial varia ao longo da interface. Porém os resultados
experimentais obtidos ndo foram totalmente exitosos. Apesar dos experimentos mostrarem 0
surgimento de dedos com uma parte frontal mais rombuda e uma calda pontiaguda, morfologia
semelhante a prevista em [36,37], a extremidade afiada aponta no sentido oposto a0 movi-
mento da interface, como mostrado na Fig. 2.2. Além disso, nos experimentos verifica-se a
necessidade de um pré-molhamento da célula com uma camada de surfactante para estimular
a formacao dos padrdes, fato ndo considerado em [36,37]. Ou seja, pelos resultados obtidos
em [38-41] aparentemente o modelo de tens@o superfical varidvel proposto em [36,37] ndo
€ capaz de capturar a morfologia exata dos dedos observados nos experimentos. No entanto,
mesmo sem capturar a informagdo do sentido para onde apontam as extremidades afiadas dos
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Figura 2.1 Evolucdo interfacial prevista pelo modelo proposto por Guo, Hong e Kurtze mostrando a
formacdo de dedos pontiagudos no sentido do movimento da interface. Figura retirada da Ref. [37]

dedos, o modelo proposto em [36,37] consegue descrever as principais caracteristicas morfo-
16gicas observadas experimentalmente em [38—41]. Assim, temos muitas semelhangas entre os
padrdes encontrados em [36,37] e os observados nas Refs. [38—41], mas o fato do modelo nao
capturar o sentido correto dos dedos bem como a exigéncia experimental do pré-molhamento
da célula para o surgimento das deformacdes deixa em aberto se hd realmente uma corres-
pondéncia direta entre o0 modelo proposto em [36,37] e a situagdo experimental estudada em
[38—41].
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Figura 2.2 Experimentos em célula de Hele-Shaw com surfactantes mostrando o surgimento de dedos
com uma extremidade pontiaguda apontando no sentido oposto ao do movimento interfacial. Figura (a)
retirada de [39] e (b) de [41]

No capitulo anterior, vimos também que recentemente hd uma crescente busca por mé-
todos capazes de manipular a formagdo de dedos, estabilizando uma situacao convencional-
mente instavel ou estimulando o crescimento de deformacgdes no caso estavel do fluxo reverso.
Em seguida, mostramos que algumas técnicas ja foram desenvolvidas neste aspecto em vdrias
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configuracdes diferentes. Vale salientar neste ponto que a énfase dos trabalhos realizados em
[36—41] era a evolucao morfoldgica da interface e ndo exatamente na possibilidade de controlar
ou estimular a formacao de dedos.
Neste capitulo iremos revisitar o modelo originalmente proposto por Guo, Hong e Kurtze [36,

37] onde a tensdo superficial varia com a curvatura da interface e extenderemos sua aplicabi-
lidade em alguns sentidos. Primeiramente, diferente dos trabalhos desenvolvidos em [36—41],
focaremos na possibilidade de suprimir ou estimular a instabilidade de Saffman-Taylor pro-
pondo uma nova versao da condi¢do de contorno de pressdo, ou equacio de Young-Laplace.
Esta nova condi¢do leva em conta o acoplamento entre a tensdao superficial varidvel e efeitos
tridimensionais (3D) relacionados ao angulo de contato na interface. Outra diferenga crucial
deste trabalho é que ao invés de analisar o caso retangular, como em [36—41], utilizaremos
o caso ainda inexplorado da célula de Hele-Shaw radial. Faremos isto analiticamente através
de uma teoria de modos acoplados em segunda ordem, o que nos permite de maneira simples
ter acesso a informagds relevantes nao s6 sobre a estabilidade do sistema, mas também sobre
aspectos morfoldgicos desde os primeiros instantes da evolug¢do, que obedecem a um regime
linear, até estdgios fracamente nio-lineares.

2.2 Equacionando o problema

Antes de propor nossa manipulacdo € preciso obter as equacdes que governam o sistema
em estudo. Faremos isto nesta presente secao. Faremos isto em trés partes. Na primeira delas
apresentaremos a famosa lei de Darcy. Em seguida, especificaremos o problema por duas
condig¢des de contorno na interface fluido-fluido e, por fim, mostraremos como descrevemos a
interface em movimento por uma teoria perturbativa de modos acoplados até segunda ordem.
Comecemos pela lei de Darcy.

2.2.1 Leide Darcy

A famosa lei de Darcy € a lei que governa a dinamica de fluidos confinados em uma célula
de Hele-Shaw. Por isso serd o ponto de partida para desenvolvermos nossa andlise linear e
fracamente ndo-linear.

A lei de Darcy foi primeiro apresentada em 1856 quando o engenheiro Henry Darcy,
motivado por um problema publico da cidade de Dijon, Franca, estudava o fluxo de 4gua em
filtros de areia verticais e homogéneos [46] . Baseado em seus experimentos de fluxos estdveis,
Darcy observou empiricamente que a velocidade do fluxo era proporcional aos gradientes de
pressdo aos quais o fluido estava submetido. Através do mecanismo de uma célula de Hele-
Shaw é possivel observar experimentalmente um andlogo bidimensional do problema estudado
por Darcy em 1956 e obter uma versao efetivamente bidimensional da lei por ele desenvolvida.

Considere entdo uma célula de Hele-Shaw de espacamento constante, b, contendo dois
fluidos imisciveis, incompressiveis e viscosos como mostra a Fig.2.3. Sejam 1; e 1, as visco-
sidades dos fluidos interno e externo, respectivamente, € ¢ a tensao superficial entre os fluidos.
O fluido 1 € injetado no fluido 2 a uma taxa constante Q representando a area coberta por
unidade de tempo.



2.2 EQUACIONANDO O PROBLEMA 24

Figura 2.3 Representacdo esquemadtica de uma célula de Hele-Shaw radial.

A equacdo da continuidade [47] expressa a condi¢do de conservagao da massa dos fluidos

ap;

J

7+V~(pjuj)20 (2.1)
sendo u; e p; a velocidade tridimensional e a densidade para os fluidos j = 1,2. Além disso,
como os fluidos sdo incompressiveis, p; € constante e uniforme logo, reduzimos a equagao da
continuidade a

Vou; =0. (2.2)

Aplicando a equacdo de Navier-Stokes [47,48], segunda lei de Newton para fluidos, é possivel
descrever o movimento dos mesmos. Se du;/dt é a aceleragido de um elemento de fluido que
se movimenta no espaco ¢ f; a resultante das for¢as provindas da pressio hidrodindmica e de
estresses viscosos por unidade de volume, a segunda lei de Newton toma a seguinte forma

;i _

Pitgr =

Para dar continuidade a andlise deveremos encontrar uma expressao para a densidade de forca
f;. A forca que um elemento infinitesimal de superficie ds sente, devido a pressdo hidrodi-
ndmica p;, €, por defini¢do, —p;fids, onde o sinal de menos indica que a forca € exercida no
elemento de superficie, portanto, no sentido contrario ao vetor normal 7i que aponta para fora

da superficie S. Entdo, usando o teorema da divergéncia chegamos na seguinte expressdo para
a forga associada a pressdo hidrodindmica

—/pjﬁds: —/ Vp;dv. 2.4)
S \%

Logo, a densidade de for¢a que atua no elemento de fluido € dada por f,, = —Vp;. O fluido
ainda estd submetido a forcas viscosas que estdo relacionadas ao "atrito interno" devido a re-
sisténcia do fluido em movimento a se deformar. Tais forcas podem ser expressas através do
tensor de estresses viscosos T, sendo a densidade de forgas viscosas expressa por f,, =V -T;
[47,48] . A relacdo entre o tensor de estresses viscosos € a velocidade do fluido € a seguinte

f. 2.3)

T; = n;[Vu, + (Vu;)"], (2.5)
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expressdo conhecida como a relagdo constitutiva para fluidos incompressiveis [47] e nj € a
viscosidade dos fluidos j = 1,2. Desta forma, tirando o divergente da Eq. (2.5) e reescrevendo
a aceleracdo na Eq. (2.3) vem que

pj {%—I—(uj-V)uj} =—ij—|—1”[jV2llj. (2.6)
Onde o primeiro termo do lado direto na Eq. (2.6) representa a densidade de forca devido ao
gradiente de pressdo e o segundo, proporcional a viscosidade, provém das forcas de friccdao
interna entre os elementos do fluido. Ja o lado esquerdo, corresponde a contribui¢des inerciais
do fluido. Da mesma forma que no tratamento de um corpo rigido se o fluido estiver submetido
a outros tipos de forgas (e.g. gravitacional, centrifuga, magnética, Coriolis, etc) suas contribui-
coes deveriam ser adequadamente incluidas no lado direito da Eq. (2.6), ou seja, na resultante
das forcas por unidade de volume.

Agora, em posse das Egs. (2.6) e (2.2) podemos obter a lei de Darcy. Porém antes devemos
fazer algumas consideracdes. Primeiramente, consideremos b a menor escala de comprimento
do problema de forma que podemos abordar efetivamente o sistema como bidimensional e
ainda garantimos que essa escala € pequena o suficiente para o fluxo na célula ser completa-
mente determinado pelo balango entre as forcas viscosas e de pressdo. Além disto, o fluxo deve
assumir velocidades baixas para podermos desprezar, sem perda de generalidade, os termos
inerciais na Eq. (2.6). Finalmente, vamos supor que a pressdo p; € aproximadamente constante
na dire¢do Z. Feitas estas consideracdes e tendo em mente a incompressibilidade do fluido,
percebamos que a velocidade do fluido u; deve variar muito mais rapidamente na dire¢io z do
que no plano x —y, uma vez que b € muito pequeno e, como ambas as placas estdo em repouso,
a velocidade do fluido deve ser nula nessas extremidades passando por valores ndo nulos entre
as placas. Esta condi¢dao de contorno para a velocidade é conhecida por condi¢ao de ndo des-
lizamento ou "no-slip boundary condition". Sob tais condi¢des obtemos as seguintes equagdes
para as componentes de u;:

82ujx 8pj

92 T 7
© 02 d

O Uy _9pj

92 = o (2.8)

onde uj, = 0 pois assumimos p; independente de z. Utilizando a condi¢@o de nao deslizamento
sabemos que u;(z =0) =u;(z = b) = 0, logo, podemos escrever as solugdes para as Eqgs. (2.7)
e (2.8) na forma vetorial
1

njuj(x7yaz) = EZ(Z—b)Vp](X,y), (29)
comumente chamado de perfil "parabdlico” devido a sua dependéncia quadratica com z. Final-
mente, para obter a equacao para a velocidade média (efetivamente bidimensional) dos fluidos
tiramos uma média transversal da Eq. (2.9) com relacdo a coordenada z, definida por

S| =

b
V= / u;(x,y,z)dz, (2.10)
0
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e entdo chegamos a
bZ
vi= vapﬂ (2.11)
onde v; = v;(x,y) e pj = pj(x,y) sdo a velocidade e pressdo média com relagdo a z, respecti-
vamente. Esta € a conhecida lei de Darcy, que representa a equacao de movimento da interface
fluido-fluido.

Pela lei de Darcy também podemos capturar outra informa¢ao importante sobre o fluxo
em estudo: forcas associadas ao gradiente da pressdo média ndo exercem torque num elemento
de fluido. Por esse motivo iremos considerar o fluxo irrotacional. No entanto, apesar de ser
efetivamente irrotacional, o fluxo pode apresentar uma regido de vorticidade nao nula. Tal
regido € restrita a uma estreita "folha de vorticidade", conhecida como "vortex-sheet". Para
fluxos em uma célula de Hele-Shaw esta vorticidade surge da descontinuidade das componentes
tangenciais do campo de velocidade na interface divisora dos fluidos. Aqui nesta dissertagao
iremos focar apenas nestes fluxos irrotacionais, assim, o campo de velocidade deve satisfazer

V % v; =0. (2.12)

Com isto podemos escrever a velocidade como o gradiente de uma fungdo escalar a qual cha-
maremos potencial de velocidade, dado por

Vj:—V(Pj, (2.13)

onde ¢; € o potencial de velocidade para os fluidos j = 1,2. Podemos entdo agora, a partir das
Egs. (2.13) e (2.11), chegar numa nova lei de Darcy para os potenciais

b2
0; = —lznjpj- (2.14)

Tirando a média tranversal da equacdo da continuidade, Eq. (2.2), concluimos que o potencial
de velocidade deve satisfazer a equacdo de Laplace

V2¢; = 0. (2.15)

Agora, em posse das Egs. (2.14) e (2.15), basta resolvé-las e a dindmica dos fluidos estara
totalmente determinada. No entanto, para solucionar a equagao de Laplace € necessario saber
as condi¢des de contorno que especificam o problema. Neste aspecto, o sistema em questdo ndo
¢ trivial, uma vez que nosso objeto de estudo envolve um contorno, a interface fluido-fluido,
de forma desconhecida e que se move ao longo do tempo. Este é o conhecido "free boundary
problem" que, em geral, ndo possui solu¢do analitica. As condi¢des de contorno constituem
uma parte essencial para nossa manipulacdo, de modo que serdo abordadas em mais detalhes
na proxima sessao.

Antes de prosseguir, vamos dar um pouco mais de atencdo a lei de Darcy na tentativa
de entender melhor a origem fisica da instabilidade de Saffman-Taylor. Por simplicidade,
concentremo-nos no caso extremo em que 717 < 7. Assim, a lei de Darcy nos mostra que
a velocidade ndo nula do fluxo da origem a um gradiente de pressao no fluido 2 extremamente
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Menisco

“ /

Figura 2.4 Diagrama esquemdtico ilustrando o angulo de contato 8, medido entre o menisco (conside-
rado circular) e as placas da célula, onde o fluido da direita esta sendo deslocado pelo da esquerda.

mais intenso que o gerado no fluido 1. Praticamente, como estamos analisando este caso ex-
tremo, podemos considerar a pressao no fluido 1 aproximadamente constante ja que, pela lei de
Darcy, Vp; ~ 1;. Entdo, quando o fluido desloca o outro de maior viscosidade, uma perturba-
¢do na interface tende a aumentar ja que o gradiente de pressao cresce no fluido mais viscoso.
J4 no fluxo reverso, perturbacdes nao tendem a aumentar pois ao deslocar o fluido de menor
viscosidade, o fluido mais viscoso se depara com uma espécie de barreira devido a pressao no
fluido menos viscoso ser aproximadamente constante e uma situagdo estiavel é observada.

2.2.2 As condicoes de contorno

Neste momento, dedicaremos uma secdo a apresenta¢do das condi¢des de contorno que
especificam nosso problema. A primeira delas, a condi¢do de contorno para a diferenca de
pressdo, tem um papel absolutamente fundamental na nossa manipulagdo. No estudo de flui-
dos imisciveis, observa-se que na interface divisora dos fluidos existe uma descontinuidade na
pressdo hidrodinamica. Esta descontinuidade provém da tensdo superficial o existente entre
os fluidos e também desta interface possuir uma curvatura nao nula. A tensdo superficial é
produzida pelas for¢as microscépicas entre 4&tomos e moléculas na interface fluido-fluido [49].
Expressamos a descontinuidade por uma versdao modificada da conhecida condi¢dao de Young-
Laplace

p1—p2=0(X) X. (2.16)

Esta expressdo nos diz que a diferenca de pressao entre os fluidos depende da curvatura média
da interface fluido-fluido,
K=x+kKy, (2.17)

onde K representa a curvatura média no plano da célula [50] e

2
KJ_ZECOSQC (2.18)
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¢ a curvatura constante associada ao perfil da interface na direcdo perpendicular as placas da
célula, definida por meio de 6., o angulo de contato medido entre as placas e o menisco (con-
siderado circular e de raio b/2) (ver Fig. 2.2.2).

Note, na Eq. (2.16), a existéncia de uma tensdo superficial dependente da curvatura da
interface fluido-fluido. Vamos considerar uma dependéncia da seguinte forma

6(X) = o9+ BXK, (2.19)

onde nosso pardmetro de controle 3, pode ser positivo, negativo ou nulo e oy a tensdo superfi-
cial para a interface plana [13,36,37]. Podemos perceber que este parametro de acoplamento
entre a tensdo superficial e a curvatura, tem unidade de forga, ja que, lembrando, uma tensao su-
perficial representa uma forga por unidade de comprimento. Assim, controlando o valor de 3 e
de 6, podemos aumentar ou diminuir a tensdo superficial efetiva alterando assim a estabilidade
da interface.

Neste ponto, é importante discutirmos como relacionar nosso parametro 3 as quantidades
experimentais relevantes como, por exemplo, a concentra¢do de surfactante, c. Quando adi-
cionamos surfactantes aos fluidos a tensdo superficial € alterada de acordo com a equagdo de
estado de Langmuir linearizada [13,51],

o(c)=m— ac, (2.20)

com ) sendo a tensdo superficial para a interface sem surfactante (¢ = 0) e &« = RT, onde R
denota a constante dos gases ideais e T a temperatura. A Eq. (2.20) é vélida no limite em
que ¢ < ¢, onde cw € a concentracdo de maximo empacotamento (ou concetragdo micelar
critica), concentra¢do onde se inicia o processo de formacao das micelas e acima da qual a
adicdo de surfactante tem pouco efeito na tensdo superficial da interface. No contexto do nosso
problema [36,37] podemos expandir a concentragdo até primeira ordem na curvatura como

dc

c(X) :co—ﬁ

X, (2.21)
onde cq € a concentracdo de surfactante para a interface plana. A presenca do sinal negativo no
segundo termo da Eq. (2.21) € justificada pelo fato de ser entropicamente desfarovavel agrupar
moléculas de surfactante em regides de curvatura positiva [36,37]. Substituindo a Eq. (2.21)
na Eq. (2.20) e comparando com (2.19) obtemos que

0o =%W—RTcp, e ﬁ = RTﬁ. (2.22)
dK

Estas expressdes conectam oy e § com quantitades experimentais relevantes do sistema fisico.
Aqui, € importante enfatizar um fato importante visto na introducao deste capitulo. As pre-
visdes tedricas baseadas na variagdo da tensdo interfacial com a curvatura, da forma sugerida
pela Eq. (2.19), originalmente proposta por Guo et al. [36,37], foram investigadas experimen-
talmente para o caso de fluxos em uma célula de Hele-Shaw retangular [38—41]. Nos experi-
mentos, os padrdes interfaciais observados foram bastante similares aos previstos teoricamente
em [36, 37] quando analisaram o fluxo reverso de fluidos viscosos em uma célular retangular
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pré molhada com uma camada de surfactante. Como vimos anteriormente, o grande problema
em afirmar a correspondéncia exata entre teoria [36,37] e experimento [38—41] diz respeito ao
sentido do movimento dos dedos mais pontiagudos. Como mostra a Fig. 2.2, a teoria proposta
em [36,37] prevé o sentido oposto ao observado nos experimentos [38—41]. Sem esquecer
este importante fato mas focando na forma geral dos padrdes, é impossivel negar a incrivel se-
melhanca entre os perfis previstos teoricamente e os reproduzidos nos experimentos. Por este
motivo, acreditamos que o modelo introduzido nas Refs. [36,37] ndo é apenas um exercicio
tedrico mas poderia sim ser observado numa situacao real, associado a um mecanismo fisico
diferente do estudado em [38—41]. Apesar de ndo termos nenhum registro de algum experi-
mento andlogo para a célula de Hele-Shaw radial, a implementacdo experimental do problema
com injecdo, caso abordado nesta dissertacao, € tao plausivel quanto as realizadas em [38—41]
usando uma célula retangular.

Gostariamos também de ressaltar o papel fundamental da Eq. (2.18) em nossa manipula-
cdo. Esta equacdo expressa a contribuicao da terceira dimensao, pois diz respeito a k|, além
de introduzir a acdo do angulo de contato 6,.. O valor de 6, varia com a natureza do fluido a
ser deslocado. Um fluido € dito molhante (completa ou perfeitamente molhante) se o &ngulo de
contato medido € nulo, para fluidos ndo molhantes verifica-se que 6, = 7. Diz-se ainda que o
fluido é parcialmente molhante para casos intermedidrios, ou seja, 0 < 6. < 7, onde 6, = w/2
representa a situacao ideal de assumirmos a interface fluido-fluido exatamente perpendicular as
placas da célula na qual nao ha mais contribui¢des tridimensionais [52]. Este € um ponto onde
nossa andlise vai além das feitas nas Refs. [36,37], uma vez que neles o termo de k; ndo é
considerado. Aqui, também ndo levaremos em conta efeitos de pré-molhamento da célula [53].
Faremos tal qual Ref. [32] ao propor um mecanismo de controle de instabilidades, onde os au-
tores estdo interessados em circunstancias tipicas de fluxos em célula de Hele-Shaw nas quais
tais efeitos podem ser seguramente negligenciados.

Finalmente, para determinar totalmente a condi¢ao de contorno de pressdo basta substituir
as Egs. (2.17)-(2.19) na Eq. (2.16), resultando em
4Bxcos 6,

b )
onde termos constantes ja foram negligenciados. Notemos a estrita relacdo existente entre
nossa tensdo superficial varidvel 6(X) e o termo 3D expresso pela Eq. (2.18): Se estivéssemos
no caso cldssico, onde a tensao superficial é constante ao longo da interface (f = 0), o termo
3D ndo afetaria o movimento da interface, ja que se trata de um termo constante e portanto, seu
gradiente € nulo. No entanto, existindo a dependéncia na tensdo superficial com a curvatura
(B #0), o termo 3D acopla-se ao § ndo nulo e a curvatura K que varia espacialmente no plano
da célula, como mostra o ultimo termo do lado direito da Eq. (2.23). Inspecionando melhor
este termo percebemos a dependéncia com o produto entre 8 e o termo do dngulo de contato
cos 0., ambos livres para variar de sinal, deixando extremamente clara a importancia deste
acoplamento para a manipulagdo da instabilidade de Saffman-Taylor.

Para especificar totalmente o problema precisamos conhecer a segunda importante condi-
¢ao de contorno, conhecida por condi¢cdo de contorno cinemadtica [8]. A fim de determina-la,
vamos descrever a interface I(r,0,¢) como

I(r,0,t) =r—R(0,1) =0, (2.24)

pl—pzzﬁok'-i—ﬁk'z—i- (2.23)
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onde R € a posicdo da interface. Derivando esta equacdo em relacdo ao tempo chega-se a

dl a1

=S+ (V) =0. (2.25)

Escrevendo as velocidades em termo dos potenciais, Eq. (2.13), chegamos a chamada condi¢do

de contorno cinematica
o0R e oR 8¢>j 8¢j
o (ﬁ%%)w B (W e (2-26)

Tendo em vista que o vetor normal a interface é definido por i = VI/|VI|, a equagdo (2.26)
significa dizer que a componente normal do campo de velocidade dos fluidos € continua na
interface

n-V¢; =n-V¢,. (2.27)

Com alei de Darcy (2.2.1) e as duas condicdes de contorno (2.16) e (2.26) em maos, temos
as ferramentas necessdrias para dar continuidade a nossa abordagem fracamente nao linear do
problema.

2.2.3 Teoria de modos acoplados

No intuito de obter a equacao diferencial para a evolug¢do temporal da interface divisora
dos fluidos seguiremos os passos tradicionais usados em estudos fracamente ndo lineares em
célula de Hele-Shaw [7, 8,11, 54].

Descrevemos a interface fluido-fluido perturbada como R(0,7) = R(¢) + {(0,7), onde 6
representa o angulo azimutal e R(#) é o raio ndo perturbado dependente do tempo

t
R(t)=/R3+ % (2.28)
com Ry sendo o raio ndo perturbado em ¢ = 0 (ver Fig. (2.2.1)). Completando a descri¢do da in-
terface temos ainda £ (0,1) =Y.7> __ £,(t)exp (in6) denotando a perturbagio interfacial em ter-

mos das amplitudes de Fourier {,(r) e do niimero de onda azimutal discreto n = 0,4+1,42,....
Nossa teoria mantém termos até segunda ordem em {, diferentemente da andlise perturbativa
executada por Guo et al. [36,37] onde termos até terceira ordem siao considerados. Além disto,
para manter a drea ocupada pelo fluido interno independente de § iremos incluir o modo n = 0.
Usando a conservagdo da massa, este modo pode ser escrito em termos de outros modos de
Fourier da seguinte maneira

1
bo=—5z 2 16O (229)
n#0
Aplicando a lei de Darcy para ambos os fluidos obtemos a equacdo de movimento da

interface 5
A(¢1+¢2) N (¢2—¢1> b*(p1 — p2)
2 )| _a 2

= _rmmp) (2.30)
=R 12(m+m2)|,_x
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onde o parametro adimensional A é o conhecido contraste de viscosidade, dado por
_M—m
m+m

Os potenciais de velocidade ¢; obedecem a equac@o de Laplace, Eq. (2.15). Solucionando
esta equacao chegamos nas seguintes expressoes para 0s potenciais

(2.31)

(~1)/
Rl
¢>] +Z¢,n< ) exp(inf) (2.32)

onde q>§’ vem da exigéncia do campo de velocidade longe da interface, ou seja, em r — 0 e
r — +oo, aproximar-se de um fluxo estaciondrio ndo perturbado. Desta forma, nestes limites o
potencial de velocidade deve se aproximar de q)jo dado por

00 = —2210g <R> +C;, (2.33)

onde C; € uma constante independente de r e 6.

Devemos agora escrever os coeficientes de Fourier dos potenciais em termos das ampli-
tudes da perturbagdo §,. Para isto, usaremos a condi¢do de contorno cinemética, Eq. (2.26).
Substituindo nesta condi¢do ¢; e R, expandindo propriamente até segunda ordem em { e em
seguida tirando a transformada de Fourier, obtemos as expressdes para os potenciais em termos
das amplitudes &,

R
¢1n(t):_m5n 27L'R| |Cn+ é() (Sgn nn | |) Cn (- +2 ) é()sgn nn )G G
(2.34)
€
o) = 1ot Lt T (snl) ) oot 5 s X senlon

/#O /#O
(2.35)
onde pontos a cima da grandeza representam derivadas temporais totais e a fun¢do sgn = +1
dependendo do seu argumento.
O lado direito da Eq. (2.30) estd relacionado a condi¢do de contorno de pressao derivada
na Se¢do 2.2.2. Por este motivo, devemos expressar a curvatura no plano da célula Kk em termos

da perturbagcdo. Em coordenadas polares, esta curvatura serd dada por [55]

(2.36)

para encontrar seu valor na interface devemos avaliar r = R(60,¢). Fazendo isto e guardando
termos até segunda ordem em (, reescrevemos a curvatura como

I
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Finalmente, substituindo a Eq. (2.37) na nova condi¢do de pressdo, Eq. (2.23),e em seguida a
equacdo resultante na Eq. (2.30), tirando a transformada de Fourier e substituindo as expres-
sOes para os potenciais, dados pelas Egs. (2.34) e (2.35) achamos, para n # 0, a equacdo de
movimento para as amplitudes de perturbagio &, (z) [56]

MGt ¥ [Fn) ol w+Glnn) oy | (2.38)
=

Aqui,
A(n) =

é a taxa de crescimento linear, o = b?/[12(1 +12)] e A o contraste de viscosidade.
Os termos de segunda ordem dos modos acoplados sd@o dados por

Fnn) = M{ oA B—sgn(nn')}

(Aln| 1) — I‘;‘ { 2B (2“’59 +l)} In|(n — 1) (2.39)

27R? R

R | 2nR?
- 12‘3 <co+4ﬁ“’se ) {1-’%(3#%)}
— i—fB—n'(Sn'—Frz)+n/2(n—n')2]}, (2.40)
e
Gnn) = %{A|n![l—sgn(rm’)]—1}. (2.41)

A relacdo de dispersdo (2.39) nos dard importantes informacdes sobre a estabilidade
linear da interface, enquanto os termos nao lineares (2.40) e (2.41) permitem que tenhamos al-
guma informacao analitica sobre a morfologia dos padrdes emergentes em estagios fracamente
ndo lineares [7,8, 11,54]. A andlise destes termos serd assunto da préxima se¢ao, mas antes
gostariamos de ressaltar que os valores a serem usados para as quantidades fisicas relevan-
tes do sistema estdo consistentes com valores tipicos usados em experimentos com células de
Hele-Shaw radial [7,8,11,12].

2.3 Manipulacao da instabilidade

2.3.1 Analise Linear

Observando a Eq. (2.39) ja nos deparamos com uma diferenca notavel entre os resultados
obtidos nas Refs. [36,37] e os nossos. Aqui, observamos efeitos da tensdo superficial varidvel
jé a nivel linear. Fato importantissimo ja que pode nos dar, por uma simples andlise linear,
informacdes muito relevantes sobre o papel desta tensao superficial dependente da curvatura
interfacial na estabilidade da interface. Esta contribuicdo linear tem origem no acoplamento
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entre esta tensdo superficial e a curvatura perpendicular ao plano da célula, por isso ressaltamos
vdrias vezes a importancia da consideracio deste termo na nossa manipulagao.

Para comecar, vamos focar no caso usual da configuracdo de maior instabilidade onde um
fluido, ndo-molhante, desloca outro de maior viscosidade e perfeitamente molhante, num fluxo
gerado por injec@o (Q > 0). Vamos analisar o caso extremo onde a viscosidade do fluido 2 é
muito maior que a do fluido 1, isto nos leva a um contraste de viscosidade A = 1. Além disto,
lembrando das consideracdes feitas na Secdo (2.2.2), esta configuracdo esta associada a um
angulo de contato 6, = 0 (cos 8, = 1). Neste caso, o primeiro termo da taxa de crescimento, o
termo de injecdo, € desestabilizante, enquanto o segundo, de tensdo superficial pode contribuir
de maneira a desestabilizar ou estabilizar a interface dependendo do sinal do pardmetro . Cla-
ramente, para § = 0, a relacdo de disperséo se reduz aos resultados ja bem conhecidos [7,8,11]
uma vez que isto representaria uma tensao superficial constante na interface fluido-fluido. Para
B < 0 este termo iria ajudar na desestabilizagio da interface. Porém, como estamos interessa-
dos em manipular a instabilidade ja conhecida, serd mais interessante observar o que acontece
quando consideramos 3 > 0 e af o termo em questao se torna estabilizante. Uma possivel du-
vida sobre esta andlise surge quando olhamos com mais cuidado o termo de tensdo superficial

na Eq. (2.39): — [Go +2p (% + %)} No entanto, lembrando que b é a menor escala de

comprimento do problema, temos, b < R, logo, a contribui¢do na tensdo supercial associada
ao angulo de contato (~ /b) realiza um papel dominante na estabilidade do sistema.

Uma maneira bastante ttil e esclarecedora de organizar os resultados importantes obti-
dos através da andlise linear € plotar um "diagrama de fase" de estabilidade para o sistema.
Uma maneira de fazé-lo é considerar as curvas de estabilidade, definidas como as curvas onde
A(n) = 0. Igualando a Eq. (2.39) a zero e negligenciando o termo proporcional a f3/R nds
obtemos

2 _
_ 2man|(n’ ~ 1) { 4B cos 6. 96] | (2.42)

R —
© Aln|—1 b

Usamos a Eq. (2.42) para plotar o diagrama de fase no espaco de pardmetros QR — f3
mostrado, para esta situacdo, na Fig. 2.4(a). Antes de analisar o diagrama propriamente dito,
notemos a conveniéncia em expressa-lo em termos do parametro QR (taxa de injecao multipli-
cada pelo raio ndo perturbado da interface em movimento). Talvez o leitor ndo tenha notado,
mas a dependéncia explicita de A(n) com raio R(t), faz com que a relagdo dependa também
do tempo. Entdo, as curvas de estabilidade também deveriam depender. Ai é onde entra a
importancia na escolha adequada do espago de parametros. A Eq. (2.42) nos mostra que QR
depende apenas do modo de Fourier n, fazendo o diagrama proposto ser valido para qualquer
valor de R ou, equivalentemente, qualquer intervalo de tempo. Dito isto, voltemos nossa aten-
cdo para a Fig. 2.4(a). As curvas de estabilidade para cada modo de Fourier sdo mostradas em
linhas pretas s6lidas, determinando quando cada modo se torna instadvel. A curva divisora para
o modo n = 2 separa a regido instavel da estdvel do diagrama, nele mostrada em cinza claro.
Com base neste diagrama, nota-se que para cada valor especifico de OR se aumentarmos sufi-
ciente o valor de 3 passamos a fronteira da regido instdvel para a estavel. Ou seja, escolhendo
os valores apropriados de QR e B podemos controlar a situagdo instdvel da instabilidade de
Saffman-Taylor classicamente observada para esses valoresde A=1,0.=0¢e 3 =0.
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Figura 2.5 Diagrama de fase de estabilidade mostrando as curvas de estabilidade (linhas pretas sélidas)
para os casos (a) A=1, 6, =0, and (b) A = —1, 6, = . As dreas em cinza claro mostram as regides
estaveis do diagrama, enquanto a drea em cinza escuro indica uma regido instavel. Aqui, utilizamos
valores tipicos para os parAmetros fisicos usados em experimentos de fluxo radial : 6y = 63 dina/cm,
and b = 0.15 cm. Além disso, a viscosidade do fluido mais viscoso é 5.21 g/(cm s), enquanto o outro
tem viscosidade desprezivel.

Voltando agora as atencdes para a situacdo classicamente estavel do fluxo reverso, onde
o fluido perfeitamente molhante empurra outro menos viscoso nao-molhante. Para este caso
0s parametros assumem os seguintes valores: A = —1 e 8, = 7. Com o cuidado necessério €
possivel perceber que, semelhantemente ao caso anterior, dependendo do valor de 3, o termo
de tensdo superficial realiza um duplo papel. Com (8 < 0) nada surpreendente acontece, uma
vez que isto so estabilizaria mais o sistema. Por outro lado, se considerarmos ( > 0) o acopla-
mente entre este parametro e o angulo de contato pode conduzir o sistema a situagdes instaveis.
Novamente iremos focar na situa¢do mais intrigante, onde a introdugdo de 3 leva a resultados
inesperados, logo, analisaremos os efeitos na evolucdo da interface quando introduzimos um
B > 0. Lembrando que continua vélida nossa dicussdo sobre o termo dominante da parte de
tensao superficial na relacdo de dispersdo (2.39) mas agora, o termo de inje¢do, por envolver o
contraste de viscosidade, torna-se estabilizante. Aqui, também utilizamos o diagrama de estabi-
lidade para tirar conclusdes a nivel linear. Examinando a Fig. 2.4(b) verifica-se a possibilidade
de desestabilizacdo da interface por uma escolha adequada dos pardmetros QR e 3. A regido de
instabilidade € mostrada em cinza escuro. Diferente do caso tratado anteriormente, com A = 1,
o diagrama para situagdo agora em andlise mostra todas as curvas de estabilidade convergindo
para um valor critico de B = B, = opb/4 abaixo do qual a interface permanece estdvel para
qualquer valor de QR. Este B, € facilmente obtido ao tomarmos QR = 0 em (2.42).

Para checar os resultados obtidos via andlise linear, acerca da estabilizacdo ou desestabi-
lizacdo da interface fluido-fluido quando introduzimos uma dependéncia na tensdo superficial
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com a curvatura, onde > 0, avangaremos nossa abordagem a estados fracamente ndo lineares
da evolucdo interfacial.

2.3.2 Estagio fracamente nao linear

As contribui¢des fracamente nio lineares na nossa teoria vem do acoplamento entre modos
de Fourier de diferentes amplitudes de perturbac¢do, como mostra a Eq. (2.38). Por simplicidade
vamos reescrever a equacido de modos acoplados, Eq. (2.39), em termos dos modos cossenos
an, = 4+ ¢_,. E, no intuito de capturar a morfologia desejada do sistema, consideraremos
o acoplamento entre dois modos, um modo fundamental n e o primeiro harmdnico associado
2n. Isto é feito pois, em estdgios fracamente ndo lineares, este simples acoplamente é capaz de
ilustrar o fendmeno da bifurcacéo dos dedos para o caso cldssico onde = 0 [8]. Desta forma,
obtemos as seguintes expressoes para as amplitudes do modo fundamental e sub-harmoénico

don = A(2n) am +% [F(2n,n) + A(n) G(2n,n)] a2, (2.43)

a, = An)ay —I—% {[F (n,2n) + A (2n) G(n,2n)]
+ [F(n,—n)+A(n) G(n,—n)]} apaz,. (2.44)

Mantendo sempre nossa expansdo até segunda ordem na perturbacdo, as equacdes (2.43) e
(2.44) ja foram escritas substituindo termos de derivada temporal como d,, por A (n)a,. Resol-
vendo este sistema de equagdes diferenciais ndo lineares acopladas (2.43) e (2.44), chegamos a
evolucdo temporal da interface fluido-fluido.

Novamente vamos abordar primeiro o caso tradicionalmente instdvel, onde A=1¢e 6, = 0.
A Fig. 2.5 mostra a evolugdo da interface considerando a interacao entre dois representativos
modos cossenos com n = 4 e 2n = 8, para trés valores diferentes de § = 0, 1 dina e 4 dina.
Os valores das outras grandezas fisicas envolvidas sdo os seguintes: Ny =0, 12 = 5.21 g/(cm
s), 0p = 63 dina/cm, Q =27 cmz/s, b=0.15cm, Rg=05cme 0 <7t <10s. Sabemos
da necessidade em expressar as condi¢Oes iniciais das amplitudes, a, € ap, em t = 0 s, para
completar a especificacdo problema. Sdo elas: a, = 0.025 cm e ay, = 0.

Examinando a Fig 2.6(a), entendemos como a interface evolui quando a tensao superfi-
cial nao depende da curvatura, f = 0. A estrutura da interface € marcada por dedos largos
com extremidades rombudas. Claramente é possivel observar em tempos avangados os dedos
se dividindo, mostrando a tendéncia de tais estruturas em bifurcar a medida que evoluimos no
tempo. Isto estd de acordo com resultados cldssicos em célula de Hele-Shaw radial [7,8,11,12].
Este caracteristico cendrio instavel € significantemente modificado quando consideramos a acao
de valores crecentes de 3 > 0. Na Fig. Fig 2.6(b), para 8 = 1 dina, vemos uma interface inicial
praticamente circular evoluindo como uma estrutura de 4 dedos. Para tempos mais avanca-
dos da andlise, o padrdo resultante ainda € constituido de 4 dedos simétricos. Comparando as
Figs. 2.6(a) e 2.6(b) percebemos bem a diferenca dos dois casos no que diz respeito a bifurca-
¢do dos dedos. Em 2.6(a) € clara a tendéncia das estruturas em bifurcar pela divisao dos dedos,
chegando a ver o inicio deste efeito. Ja a Fig 2.6(b) ndo mostra qualquer minima divis@o dos
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(b) ()

Figura 2.6 Inibicéo dos dedos. Instantaneos da evolugdo interfacial, plotados em intervalos de tempos
iguais (At = 0.5 s) mostrando a interacdo entre dois modos cossenos n =4 e 2n =8, quando A =1 (o
fluido interno é menos viscoso), 6, = 0 e Q = 27 cm? /s. Trés valores do parAmetro 3 sdo usados: (a)
0, (b) 1, and (c) 4 dina. Aqui, 0 <t < 10 s. Claramente, o surgimento de instabilidades na interface
(includindo o fendmeno das bifurcacdes) é observado em (a), mas crescentemente suprimido em (b) e

().

dedos, consequentemente, qualquer tendéncia dos dedos em bifurcar, indicando a capacidade
do modelo em deixar o sistema menos instavel. No entanto, mesmo assim, a situagdo mostrada
em 2.6(b) é suficientemente deformada, caracterizando ainda uma situag@o instdvel para a in-
terface. Uma mudanca mais dramdtica € perceptivel quando olhamos para a Fig 2.6(c), onde
a evolugao interfacial é plotada usando B = 4 dina. Neste caso, fica evidente a capacidade
do modelo em suprimir completamente a formagdo dos dedos, pois o que a figura mostra é a
evolucdo de interfaces perfeitamente circulares, concéntricas.

Prosseguindo nossa manipulagdo, vejamos agora a situacao convencionalmente mais estd-
vel do fluxo reverso, na qual um fluido perfeitamente molhante € injetado (Q > 0) sobre outro
menos viscoso, ndo-molhante. Lembre-se da mudanga nos pardmetros relevantes para: A = —1
(m =521gl/lcms)e n, =0)e 6. = m. O restante das grandezas fisicas e condi¢des iniciais
para as amplitudes dos modos sd@o as mesmas usadas na Fig. 2.6. Mostraremos a capacidade
do modelo proposto em estimular o surgimento de instabilidades mesmo nesse caso bastante
estavel classicamente. Para verificar esta capacidade, apresentamos simulagdes fracamente nao
lineares do sistema na Fig. 2.7. Quando B =0e Q = 7/5 cm?/s a interface evolui estavelmente
como circulos perfeitos, assim como podemos ver na Fig. 2.7(a), como deveria ser. Resulta-
dos inesperados surgem quando permitimos a tensdo superficial variar ao longo da interface.
Mantendo a taxa de inje¢do constante (Q = 7/5) e aumentando sistematicamente o valor de
B chegamos numa situacio critica quando este pardmetro atinge o valor 3 = 2.82 dina, acima
do qual o sistema entra em um regime instavel. Para este valor critico observamos a formagao
de dedos bem suaves, Fig. 2.6(b). Este valor critico de 3 pode ser estimado pela teoria linear,
usando a Eq. (2.39), e definindo A(n) = 0. Aumentando ainda mais o valor de 3 para 2.87
dina a interface apresenta uma mudanca significativa em sua estrutura. Como podemos ver na
Fig. 2.6(c), para este acoplamento de 3 e 6. dedos significativos surgem desestabilizando de
vez o sistema, formando uma estrutura tipo estrela. Vale a pena notar a diferenca entre este
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Figura 2.7 Estimulando a formacéo de instabilidades. Instantineos da evolugdo interfacial, plotados
em intervalos de tempos iguais (Ar = 0.5 s) mostrando a interacao entre dois modos cossenos n = 4 e
2n =8, quando A = —1 (o fluido interno é mais viscoso), 6, =T e Q = /5 cm? /s. Trés valores do
pardmetro 3 sdo usados: (a) 0, (b) 2.82, and (¢) 2.87 dina. Aqui, 0 <t < 10s. A cldssica situagdo estavel
é retratada em (a), enquanto em (b) e (¢) uma interface cada vez mais deformada é observada.

padrdo tipo estrela, emergente devido a acdo da tensdo superficial varidvel, e as estruturas ob-
servadas na instabilidade usual. Nossa teoria ndo observou nenhuma tendéncia marcante dos
dedos em bifurcar a medida que o desestabilizamos incrementando o parimetro f3.

Em ambos os casos estudados aqui, € possivel perceber, em primeira ordem, uma compe-
ticdo entre os termos de injecdo e os de tensdo superficial a fim de legitimar ou ndo a desesta-
bilizacdo (estabilizacdo) da interface. Porém neste segundo caso, do fluxo reverso, o balanco
entre os termos apresenta-se de certa forma mais delicada. Enquanto avangdvamos na andlise
de como desestabilizar situagdes classicamente estidveis, observamos um caso inusitado tomar
conta do ambiente. Conseguiamos desestabilizar inicialmente o sistema com um valor de f3,
porém no decorrer do tempo uma recircularizacdo da interface eventualmente era observada.
Verificamos isto ocorrer, por exemplo, para 3 = 2.87 dina, como na Fig. 2.7(c), mas injetando
a uma taxa Q mais alta. Uma ilustracao clara deste efeito é mostrada na Fig. 2.8, onde a insta-
bilidade inicialmente estimulada por um 8 = 4.70 dina, porém nio consegue prevalescer a taxa
de injegdo elevada, Q = 37/2 cm?/s, resultando na recircularizagio da interface. Para plotar
esta figura o restante dos parametros fisicos bem como as condi¢des iniciais foram os mesmos
daqueles utilizados na Fig 2.7. Apesar de inusitado, este fato € consistente com resultados da
Ref. [32], onde os autores mostram que a desestabilizacdo da interface ocorre para regimes
de velocidades baixas ou, equivalentemente, baixos nimeros de capilaridade (o leitor ndo deve
preocupar-se caso nao esteja familiarizado com esta grandeza, iremos comentar um pouco mais
sobre ele ainda neste capitulo).

Com base nos resultados sintetizados nas figuras 2.6 e 2.7, concluimos que nossas previ-
sOes puramente lineares realmente sdo confirmadas e estdo em completo acordo com as simu-
lagdes fracamente ndo lineares. Estes resultados fornecem uma base sélida que fundamentam
nossa idéia de manipular a instabilidade de Saffman-Taylor através de uma tensao superficial
que depende da curvatura da interface fluido-fluido.
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Figura 2.8 Instantaneos da evolugdo interfacial, plotados em intervalos de tempos iguais (At = 0.5 s)
mostrando a interagdo entre dois modos cossenos n =4 e 2n = 8, quando A = —1 (o fluido interno
é mais viscoso) e 0, = 7 para Q = 37/2 cm?/s e B = 4.70 dina. Depois de um perfodo inicial de
desestabilizacdo, a interface tende a recircularizar no decorrer do tempo para valores elevados de Q tais
como este.

2.4 Expandindo um pouco os horizontes

Antes de finalizarmos este capitulo, gostariamos de comentar alguns casos relacionados
ao sistema em estudo, mas com algumas diferencas muito importantes. O primeiro deles, surge
quando, ao invés de injetarmos fluido radialmente na célula, colocamos, ja de inicio, dois flui-
dos de diferentes viscosidades no aparato e sugamos pelo mesmo canal onde era feita a injecdo.
Praticamente, o que muda do caso estudado por nés durante o presente capitulo e essa versdao
apresentada agora € o sinal de Q, sendo ele negativo quando realizamos a suc¢do [11]. Ve-
rificamos que o método aqui apresentado € similarmente aplicdvel para esse caso, fazendo as
devidas alteragdes. Como o sinal de Q € alterado, a situacdo com A = 1 e 6, = 0 se torna estdvel,
pois aqui, isto representa o fluido perfeitamente molhante, mais viscoso deslocar o menos vis-
coso, nao-molhante. Uma possivel desestabilizacdo da interface ocorre quando introduzimos
um B < 0. Analogamente, o caso reverso, determinado por A = —1 e 6, = 7, em que o fluido
interno € o mais viscoso, perfeitamente molhante, pode ser estabilizado se B < 0. Portanto,
a estratégia empregada para o problema com injecdo (Q > 0) e B > 0 é igualmente efetivo se
aplicado ao caso de succdo (Q < 0)e 8 < 0.

Além disso, comentaremos brevemente como nossas expressoes (2.38)-(2.41), para a geo-
metria radial, ficariam se aplicdssemos o método da tensdo superficial varidvel ao fluxo em uma
célula de Hele-Shaw retangular. Esta conversdo de uma geometria para outra € feita aplicando
o conhecido "limite retangular” [8], onde tomamos os seguintes limites: R — oo e Q — oo, man-
tendo a velocidade do fluxo v., = Q/(27R) finita e o nimero de onda da perturbacdo k = n/R
constante. Neste limite a evolucao da interface descreve como se desenvolve o fluxo na geo-
metria retangular, onde

A(n) — || [Avw —ak? (co + 4[3‘;%96)} (2.45)
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F(n,n') — aplk| 2Kk — (kk')? — k'] (2.46)
G(n,n') — Alk| [1 —sgn(kk)] , (2.47)

sdo agora quantidades independentes do tempo. Aqui, fica mais explicita uma observagao feita
anteriormente neste texto: em contraste a relacdo de dispersdo calculada nas Refs. [36, 37]
para o fluxo na geometria retangular, nossa Eq. (2.45) exibe uma dependéncia explicita com o
pardmetro B. Em outras palavras, no problema abordado aqui, os efeitos da tensdo superficial
varidvel aparecem ja em primeira ordem, dispensando a obrigatoriedade de considerarmos o
acoplamento de modos para capturar seus efeitos na estabilidade do sistema. Isto fortalece
mais ainda a €nfase que demos no papel crucial dos efeitos tridimensionais relacionados ao
angulo de contato.

Por fim, antes de concluirmo o capitulo, vale a pena mencionar uma interessante cone-
xao entre nossa relacdo de dispersdo (2.45) e a computada recentemente na Ref. [32] para o
problema em que as placas da célula de Hele-Shaw exibem um espacamento nao uniforme (a
Eq.(2) deles). Para uma comparacdo mais direta reescreveremos a Eq. (2.45) em sua forma

adimensional, )
_ A+1Y (bk) B’ cos 6,
A(k) = |k| [A— ( > ) Ca (1 + b , (2.48)
com "
Ca— (ﬂ) - (2.49)
00
e 48
I _
B’ = oL’ (2.50)

Nessas expressoes, reescalonamos a velocidade por v. € comprimentos por L (comprimento da
célula de Hele-Shaw retangular). Na Eq. (2.48), Ca denota o pardmetro adimensional conhe-
cido por niimero de capilaridade e B’ é 0 nosso 8 reescalonado. Aqui, uma breve pausa se faz
necessdria para recordar o final da secdo 2.3.2, onde relacionamos um baixo nimero de capi-
laridade a um regime de baixas velocidades. Agora o leitor pode ficar mais confortavel com
esta comparacao pois na Eq. (2.49) fica clara a proporcionalidade entre Ca € v... Neste sentido,
podemos encontrar uma velocidade critica, abaixo da qual seria possivel desestabilizar efeti-
vamente o sistema, através de um valor critico de capilaridade, facilmente calculado fazendo
A(n) = 0 na Eq. (2.48). Comparando a Eq. (2.48) apresentada aqui e a Eq. (2) de [32] nota-se
semelhanga entre o acoplamento de ' € 6., em (2.48), e 0 termo na expressdo equivalente que
leva em conta o acoplamento entre o angulo de contato e a variacdo no espacamento. Desta
forma, nosso pardmentro de tensdo superficial B’ tem, em primeira ordem, papel equivalente
ao gradiente de espacamento no que diz respeito a manipulacdo da instabilidade de Saffman-
Taylor. No mais, assim como em [32], esperamos que o nimero de capilaridade realize um
papel fundamental no estimulo ou inibi¢do da formacao de instabilidades.

Em suma, apresentamos neste capitulo uma técnica simples e eficiente capaz de criar
situacOes inusitadas do ponto de vista classico da instabilidade de Saffman-Taylor. Neste
caso, consideramos que a tensdo superficial entre os fluidos varia com a curvatura da inter-
face fluido-fluido. Aplicando este método, conseguimos estabilizar (desestabilizar) situacdes
classicamente instdveis (estdveis), tanto para o inicio da dindmica, via andlise linear, quanto
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para estagios um pouco mais avangados, onde se faz necesséria a introducdo de termos fraca-
mente ndo-lineares. Uma conclusdo mais detalhada dos resultados aqui obtidos serd feita no
ultimo capitulo desta dissertacao.



CAPITULO 3

Controlando instabilidades estimuladas por
rotacao

3.1 Motivacao e descricao fisica do sistema

Ainda imersos no vasto ambito das instabilidades hidrodinamicas é que iniciamos a pro-
xima etapa deste trabalho. Este préximo capitulo versard sobre uma instabilidade diferente,
mas igualmente interessante da tratada no capitulo 2. O novo cendrio vem a tona quando, ao
invés de injetarmos fluido continuamente, permitimos a célula de Hele-Shaw rotacionar com
velocidade angular constante em torno de um eixo vertical que passa pelo seu centro. Este
novo sistema constitui o que comumente chama-se de célula de Hele-Shaw girante [57]. Para
a versdo girante do problema, a interface fluido-fluido pode apresentar deformacdes mesmo
numa situacdo de fluxo reverso. Isto acontece porque agora quem realiza o papel principal na
desestabilizacdo da interface nao é mais o contraste de viscosidade, mas sim a diferenca de
densidade entre os fluidos, caracterizando uma instabilidade induzida por rotagao [17,58-63].
A interface entdo se torna instavel quando giramos a célula onde o fluido viscoso interno € mais
denso que o externo. No entanto, os padrdes observados sdao bem diferentes aos da instabili-
dade de Saffman-Taylor usual. Mais especificamente, ndo mais bifurcacdes sdo observadas mas
agora uma competi¢do entre os dedos do fluido menos denso que penetram o mais denso toma
conta da situagdo. Assim, ao longo do tempo os dedos assumem diferentes tamanhos. Veja,
por exemplo, uma fotografia de um experimento com uma célula girante realizado por [64] na
Fig. 3.1. Através do experimento, podemos ver a diferenca relativa entre o comprimento dos
dedos entrantes, enquanto os dedos saintes tém, claramente, comprimentos bem equivalentes.

A célula de Hele-Shaw girante vem atraindo cada vez mais aten¢do de pesquisadores
nas ultimas duas décadas. Com isto, vdrios trabalhos experimentais [17, 58, 64, 65] e tedri-
cos [17,57,58,66-72] foram desenvolvidos nesta classe de problemas. Nas investigacdes ted-
ricas, estes trabalhos apresentaram estudos analiticos acerca de estabilidade linear [17,57,71] e
fracamente ndo linear [66,71], passando por dinAmica de anéis de fluido [65] e estudos rigoro-
sos de solucdes exatas para tais fluxos [73—77]. Além disso, foram feitas andlises do compor-
tamento de ferrofluidos confinados na célula ao serem submetidos a campos magnéticos exter-
nos [69, 70]. Sofisticadas simulagdes numéricas também foram realizadas envolvendo fluxos
de fluidos misciveis [68] e sistemas com baixo contraste de viscosidade [58]. J4 do lado expe-
rimental, uma vasta gama de situacgdes foi estudada, entre elas fluxos viscosos com baixos [58]
e altos [17] contrastes de viscosidade, deslocamento radial de um anel de fluido [64, 65], entre
outras. Apesar de termos comentado que o contraste de viscosidade ndo mais define a estabili-
dade do sistema, experimentos e simulagdes mostram que ele tem sim seu papel na formacao de
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Figura 3.1 Padrao tipico obtido em experimento com célula de Hele-Shaw girante realizado por [17].
Neste caso, o fluido interno € 6leo de silicone e ar o externo.

padrdes em uma célula girante. Nesta versdo girante do problema, o pardmetro A é importante
para a morfologia dos dedos, fato estudado através de simulacdes numéricas e experimentos
com uma célula girante pré-molhada na Ref. [58] e também analiticamente em [71], onde uma
teoria de modos acoplados foi implementada para fazer previsdes sobre o sistema. As Figs. 3.2
e 3.3, retiradas de [58], mostram resultados experimentais € numéricos, respectivamente, onde
no limite de baixo contraste de viscosidade o fendmeno da competicao entre os dedos pratica-
mente nao aparece.

Esta crescente busca em entender a fenomenologia por trds da célula girante em suas diver-
sas configuracdes [78] estd diretamente relacionada, além de outras coisas, a sua aplicabilidade
a sistemas bioldgicos e tecnoldgicos. No aspecto bioldgico, os fluxos girantes constituem um
6timo protdtipo para modelar, por exemplo, crescimento de tecidos em biorreatores [79], frag-
mentacdo [80] e motilidade [81] celular. J4 no lado tecnoldgico, o sistema aqui em estudo esta
relacionado ao problema de revestimento por rotacdo (ou "spin coating") [82, 83], que consiste
em rotacionar filmes finos de fluidos em ambientes de baixa dimensionalidade.

Apesar do significante niimero de estudos sobre a célula de Hele-Shaw girante, com foco
no surgimento de instabilidades e os padrdes por ela formados, existem situacdes onde a apa-
ricdo de irregularidades interfaciais € fortemente indesejavel. Por exemplo, acabamos de co-
mentar sobre os processos de revestimento por rotacdo [82, 83] e crescimento de tecidos em
biorreatores [60]. Em ambos os casos, o surgimento de deformacdes interfaciais pode resultar
numa cobertura superficial imperfeita e/ou defeituosa. Por este e outros motivos, € de interesse
pratico e académico buscar mecanismos capazes de controlar o crescimento de perturbacoes
interfaciais nesta classe de problemas envolvendo fluxos estimulados por rotacao.

Com isto em mente e motivados pelo sucesso do método apresentado no Capitulo 2, onde,
dentre outras coisas, a consideragao de uma variagao especifica da tensao superficial com a cur-
vatura da interface entre os fluidos nos possibilitou controlar a instabilidade de Saffman-Taylor
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Figura 3.2 Instantaneos do processo de formacao de padrdo no limite de baixo contraste de viscosidade
retirados de um experimento realizado por [58] com uma célula de Hele-Shaw girante.

em células de Hele-Shaw radiais [44], neste presente capitulo vamos investigar a possibilidade
de restringir o surgimento de dedos viscosos em fluxos confinados a uma célula de Hele-Shaw
girante. Novamente, através de uma teoria perturbativa de modos acoplados fracamente nao
linear [8] mostraremos que o acoplamento entre a tensdo superficial varidvel e os efeitos tri-
dimensionais relacionados ao angulo de contato afeta significantemente o cendrio usual com
respeito a formagdo de instabilidades. Analisaremos a eficidcia do nosso método de controle
tanto para estdgios lineares quanto para regimes fracamente ndo lineares da dinamica. Sera
discutido ainda como este modelo pode inibir o fendmeno da competi¢do dos dedos e eventu-
almente estabilizar completamente a interface girante que separa os fluidos.

Figura 3.3 Simulagdes numéricas da evolucdo temporal de uma gota circular em regime de baixo con-
traste de viscosidade (A = 0.4) realizadas em [58] usando uma célula de Hele-Shaw girante.

Antes de apresentar o conjunto de equacdes fundamentais na nossa anélise, vamos antes
descrever fisicamente o sistema, especificando todos os parametros fisicos relevantes. Consi-
dere entdo uma célula de Hele-Shaw de espacamento constante b contendo dois fluidos imisci-
veis, incompressiveis e viscosos, como mostrado na Fig. 3.4. Os fluidos interno e externo tém
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Figura 3.4 Visido em perspectiva de uma célula de Hele-Shaw girante. As placas da célula estio se-
paradas por uma distdncia b e rotaciona com velocidade m em torno de um eixo perpendicular z que
passa pelo seu centro. O fluido mais viscoso e mais denso tem inicialmente raio R e ocupa a regiao
sombreada. Perturbagdes interfaciais sdo denotadas por §, o dngulo azimutal po 6 e a tensdo superficial
varidvel entre os fluidos por ©.

densidades e viscosidades denotadas por pi, 11 € p2, M2, respectivamente. Apesar do nosso
modelo possibilitar uma andlise para quaisquer valores de p e 1, nosso foco serd no caso tra-
dicionalmente instdvel onde p; > py e 1 > M. A célula rotaciona com velocidade angular
constante Q, e na interface entre os fluidos existe uma tensao superficial 6. Assim como visto
anteriormente [36,37,44], consideraremos uma tensao superficial ndo constante, que varia pro-
porcionalmente a curvatura da interface fluido-fluido. Dito isto, vamos agora apresentar as
equagdes bdsicas que governam o fluxo efetivamente bidimensional em uma célula de Hele-
Shaw girante.

3.2 Apresentacio das equacoes

3.2.1 Leide Darcy

Novamente, nosso ponto de partida serd a lei de Darcy, que deverd ser modificada em
relacdo a aqui apresentada anteriormente. Estas mudancas sdo necessdrias para capturar os
efeitos das forcas inerciais que surgem no referencial girante quando rotacionamos a célula.
Essencialmente, estas forcas sdo a for¢a centrifuga e de Coriolis. Aqui, iremos considerar
apenas casos em que os fluidos a serem analisados tém baixa viscosidade cinemadtica (1;/p; <
1), ou baixo nimero de Reynolds. Assim, podemos seguramente desconsiderar a forca de
Coriolis, além de outros efeitos inerciais [58] e analisar as instabilidades estimuladas apenas
pela forca centrifuga. O efeito da for¢a de Coriolis na célula de Hele-Shaw girante foi estudado
teoricamente por Gadélha e Miranda em [72] e outros efeitos inerciais foram levados em conta
em [60,61,63].

A principio, para melhor compreender o que muda no ambiente da célula girante, temos
que entender o papel dessas novas forgas inerciais que surgem neste referencial. A relagcdo
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entre uma variacao no tempo de um vetor qualquer L, vista por um observador num referencial
girante e num fixo é dada por [84]

(@) :(%) LoxL. a1
dt )y \dt )

onde f e g estdo definindo os referenciais fixo e girante. Por exemplo, o campo de velocidade
do fluxo sera visto por um observador girante diferentemente de um expectador em repouso. A
diferenca entre as duas visoes € dada pela relagdo (3.1)

(ﬁ) :(ﬁ) +Qxuy. (3.2)
dt Jpy \dt )

Aplicando a Eq. (3.1) ao vetor posic¢ao, derivando-a em relagcdo ao tempo e substituindo recur-
sivamente a Eq. (3.2), obtemos uma relacdo entre a aceleragdo medida por um observador fixo
e por um girando com velocidade Q

a(f):a(g)+9x(9><r)+2ﬂ><uj, 3.3)

sendo o segundo termo do lado direito proporcional & posi¢do (Q x (Q x r)) relacionado a forca
centrifuga, enquanto o proporcional a velocidade (2Q x u;) vem da forca de Coriolis. Note que
se a célula girar com velocidade angular varidvel outro termo, proporcional a dQ/dt, surgiria
na expressao (3.3). Esta nova contribui¢do estaria associada a uma for¢ca comumente chamada
de forca de Euler. Aqui, consideraremos apenas fluxos onde os fluidos t€ém baixa viscosidade
cinemadtica. Isto, como ja discutimos nesta mesma se¢do, faz com que o termo dominante na
Eq. (3.3) seja o da forga centrifuga e, por isto, poderemos desconsiderar efeitos da forca de
Coriolis na nossa andlise. Dito isto, a transformacdo para aceleracao do fluxo se resume a

ay :a(g)—i—ﬂx (QXI‘). (3.4)

Vejamos, entdo, que a aceleragdo medida num referencial fixo, por exemplo, por um pesqui-
sador que realiza um experimento com uma célula girante num laboratdrio, deve ter corregoes
devido ao fluido sentir novas for¢as inerciais quando o sistema rotaciona. O leitor deve recordar
a Sec¢do 2.2.1, na qual vimos a segunda lei de Newton para fluidos, a equacdo de Navier-Stokes,
e discutimos a necessidade de adicionar termos a ela caso novas forcas estejam "em jogo" além
das provindas da pressdo hidrodindmica e de estresses viscosos. Aqui, isto se faz necessario
devido a essas novas forcas inerciais que acabamos de ver. Desta forma e com todas as con-
sideracOes feitas até aqui, devemos adicionar ao lado direito da Eq. (2.6) a contribuicao da
densidade de forca centrifuga

feemt = —pjQ x (Q xr). (3.5

Tendo em maos a equacdo de Navier-Stokes, podemos obter uma nova lei de Darcy, modifi-
cada pela adicdo do termo centrifugo. Seguindo os mesmos passos expostos na Secao 2.2.1
chegamos na lei de Darcy modificada

b? p;Q*r?
= Vipi—- :
Vi 20, [p, > ] : (3.6)
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que descrevera a dindmica dos fluidos confinados em um ambiente efetivamente bidimensional
girante. Na expressdo (3.6), v; e p; denotam a velocidade e a pressdo média com relagido
a coordenada z. Outra informagao ja implicita em (3.6), é o fato da velocidade angular Q
ser sempre perpendicular a posicao r, calculada a partir do eixo de rotagdo, assim, o produto
vetorial cede lugar ao simples produto entre Q2 e r. Além disso, o fator /2, no lado direito de
(3.6), surge quando colocamos a contribuicao centrifuga (3.5) convenientemente em termos de
um gradiente.

Para completar a descricdo matematica do problema, precisaremos novamente saber quais
condi¢des de contorno especificam nosso sistema. Equivalentemente ao problema analisado
no Capitulo 2, as duas condi¢des de contorno (2.16) e (2.27), apresentadas na Secdo 2.2.2,
devem continuar sendo validas. Isto se deve ao fato de estarmos trabalhando, em ambas as
situacdes, com fluidos imisciveis, logo deve existir uma interface entre eles associada a uma
tensao superficial nao nula, além de serem incompressiveis e ter uma relagao constitutiva dada
pela Eq. (2.5). E importante ressaltar mais uma vez a importancia crucial da condicdo de
contorno de pressdo, Eq. (2.16), para nossa andlise. Anteriormente, vimos que a auséncia
desta condi¢do impossibilitaria a manipulag@o da instabilidade de Saffman-Taylor, proposta no
Cap. 2 [44]. Da mesma forma, sem o acoplamento existente na Eq. (2.16) entre a curvatura
varidvel no plano da célula e o angulo de contato 6., ndo conseguiriamos prosseguir com nossa
proposta de controlar as instabilidades induzidas por rotagao.

Neste ponto, da mesma maneira que no caso radial com inje¢do, adquirimos a lei de Darcy
modificada (3.6) e as duas condi¢des de contorno (2.16) e (2.27) que especificam o problema.
Com isso em maos, podemos dar inicio a nossa abordagem de modos acoplados andloga a
feita no capitulo anterior, porém com as devidas modificacdes. A apresentacdo detalhada desta
teoria € o tema da secdo a seguir.

3.2.2 Equacao diferencial de modos acoplados

No intuito de obter a equacao diferencial para a evoluc@o da interface divisora dos flui-
dos, vamos novamente seguir os passos tradicionais em teoria fracamente ndo linear de modos
acoplados, no ambiente quasi-bidimensional da célula de Hele-Shaw [7,8,11,54].

A interface serd novamente descrita por uma contribui¢do da gota inicial de fluido, que
terd raio R, além da perturbac@o {, dependente do tempo e do dngulo azimutal 0. Esta rela¢do
¢ dada por

R(O,t) =R+ (0,1). 3.7

O leitor deve notar uma diferenca bésica entre esta descricdo e a expressa na Secao 2.2.3.
No problema com injecao, o raio ndo perturbado R cresce com o tempo como mostrado na
Eq. (2.28). Ja no caso atual do problema girante, como ndo hé fluido sendo injetado a todo
instante, o raio R denota o raio inicial da gota, ndo mais dependente do tempo. Temos ainda
que a perturbacdo € mapeada via sua série de Fourier

S
£(6,t) = Z Ga(t)exp (inB), (3.8)

n——oo
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com { /R < 1 e as amplitudes de Fourier complexas da perturbagéo dadas por

2r
o) = —— [ (0. 1)exp (—ind)do. (3.9)
27 Jo
Iremos também resguardar o fato da drea perturbada ser independente da perturbacdo £, com
a inclusdao do modo n = 0. Por isso, a conservacdo da massa nos leva a uma amplitude para o
modo central n = 0 exatamente igual a expressa pela Eq. (2.29).
A incompressibilidade dos fluidos (2.2) juntamente com a irrotacionalidade do fluxo (2.12)
nos leva a introdugdo dos potenciais escalares de velocidade ¢;, os quais devem obedecer a
equacao de Laplace (2.15). Assim, os potenciais de velocidade serdo dados por

NG
¢j:¢>§’+2¢,~n< ) exp(inf). (3.10)

nZ0 r|”|

Aqui, ¢)JQ ¢ independente de r e 6 ja que ndo ha mais fluido sendo injetado a todo instante, logo,

o termo de "fonte", [% log (1%)] , ndo contribuird mais para a dinamica.

Precisaremos ainda da informacgdo adicional de como os coeficientes de Fourier dos po-
tenciais se relacionam com as amplitudes da perturbagio {. Faremos isto através da condi¢do
de contorno cinemadtica (2.27). Inserindo a expressao (3.8) para a perturbacdo juntamente com
a Eq. (3.10) para os potenciais na condi¢ao cinematica (2.27), obtemos a relacao desejada

Onlt) = — ot Y (sgn(nn’) - i) GG (.11)
|n| W0 |
© R 1
(1) = 1 Cut Y (sgn(nn’) + —) G Gn (3.12)
|n| w20 |

onde os pontos representam derivadas temporais totais.

Escrevendo a nova lei de Darcy em termos dos potenciais para cada fluido j = 1,2, sub-
traindo uma expressao da outra e reorganizando os termos da maneira mais conveniente, che-
gamos na equacdo de movimento para a evolugdo interfacial

o1+ ¢ 0 — P
A (%27 ()

B(pl — ) Q¥ — (p1 — Pz)]

r=R
bZ
S 12(n +m)

com A sendo o contraste de viscosidade entre os fluidos (2.31).

Agora, devemos substituir a expressao para a curvatura, Eq. (2.37), na Eq. (2.23) para a
condic¢do de pressdo. Em seguida, pegamos a expressao resultante e a colocamos na expressao
que acabamos de obter para a equa¢do de movimento da interface, Eq. (3.13). Tirando a inversa
de Fourier, substituindo as expressdes dos coeficientes de Fourier dos potenciais, @1, € ¢y, €

: (3.13)
r=R
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tendo sempre em mente que guardaremos sempre termos até segunda ordem em &, chegamos no
objetivo desta secdo, a equacao diferencial adimensional regente do movimento interfacial [56]

G =Gt Y, [Fun) Gy +Glnn) 6] (3.14)
n'#£0

sendo a taxa de crescimento linear A (n) dada pela rela¢do de dispersdo

Aln) = \n|{sgn<U) _S(n?—1) [1+2% (1 + ZC‘ZSGC)} } (3.15)

agora independente do tempo. O pardmetro adimensional

(o))

(.
R3Q?|p; — pa

(3.16)

representa a razao entre a capilaridade (conceito visto no final do capitulo anterior) e forcas
centrifugas,

= — A7
B OoR (3 )

mede a acdo de efeitos provenientes da dependéncia da tensdo superficial com a curvatura
reescalonada por uma certa "for¢a" ligada a tensao superficial para a interface plana e

_ U’R(p1 — po)?

3.18)
20 + 1) (
¢ uma velocidade caracteristica do sistema.
Os termos de acoplamento em segunda ordem sdo dados por
, 1
Fn) = [nl{ Ssen(V)
!/
— s (1 +4%C°SG°‘) {1 - n—(3n’+n)]
b 2
- S%p—n’(5n’+n)+n’2(n—n’)2]}, (3.19)
e
G(n,n') = Aln|[1 —sgn(nn’)]—1. (3.20)

Na Eq. (3.14), comprimentos sdo escalonados pelo raio inicial da gota R e os tempos por R/|U|.
Daqui para frente embasaremos nossa andlise nas versdes adimensionais das funcdes que des-
crevem o movimento interfacial.

A relagdo de dispersdo para a taxa de crescimento linear (3.15) nos dard informacdes re-
levantes a cerca da estabilidade linear da interface, assim como os termos nao lineares (3.19) e
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(3.20) servem para podermos fazer, analiticamente, previsdes morfolégicas de como esta nova
tensao superficial varidvel pode afetar a competi¢do dos dedos em estdgios fracamente ndo line-
ares. Diferentemente do Cap. 2, nosso foco aqui serd apenas a situacdo de maior instabilidade,
na qual sgn(U) =1, A = —1 e 6, = m. Tomamos esta decisdo basicamente por dois motivos
principais. O primeiro deles é que esta configuracdo é a mais comum em experimentos ja exis-
tentes com célula de Hele-Shaw girante. Além disso, caracterizamos desta forma importantes
aplicacdes tecnoldgicas [79—83], para as quais seria de grande importancia o possivel controle
das deformacdes interfaciais estimuladas pela forca centrifuga. Antes de prosseguir, deve-
mos enfatizar que os valores usados para nossos parametros adimensionais estao em completo
acordo com quantidades fisicas usadas em experimentos na célula girante [17,58,59].

3.3 Controlando a instabilidade: regimes linear e fracamente nao linear

Como j4 foi dito anteriormente, nosso objetivo principal neste capitulo é usar o modelo
da tensdo superficial dependente da curvatura da interface fluido-fluido para estabilizar fluxos
usualmente instdveis em uma célula de Hele-Shaw girante. Faremos isto em duas etapas: na
primeira delas, Se¢do 3.3.1, tentaremos retirar informagdes importantes sobre o possivel con-
trole das instabilidades apenas a nivel linear, para os primeiros instantes da evolu¢do interfacial.
Logo em seguida, na Secdo 3.3.2, colocaremos nosso mecanismo de controle em xeque a fim
de testar a robustez das previsdes feitas em estdgios lineares, ampliando a andlise a regimes
fracamente nao lineares da dindmica. Para estes regimes, poderemos verificar como a tensao
superficial varidvel atua no fendmeno da competi¢do dos dedos, caracteristico de fluxos em
célula de Hele-Shaw girante.

3.3.1 Comportamento linear

Comecemos nossa abordagem examinando a origem de cada termo na relacdo de disper-
sdo para a taxa de crescimento linear, Eq. (3.15). Como restringimos nossa anélise ao caso
em que sgn(U) = 1, fica claro o carater desestabilizante do termo relacionado a forca centri-
fuga. Por outro lado, tendo em mente o parametro S, definido acima, o segundo termo do lado

direito de (3.15), proporcional a S(n”> — 1), estd ligado a contribuicdes de tensio superficial.

Observando os termos entre colchetes, 1 + 28 (1 + ZCOTS@'), € possivel notar a relagc@o entre o

primeiro deles e o acoplamento entre a tensao superficial constante 0y e a curvatura K no plano
da célula. Ainda mais, € facil perceber sua contribui¢cdo estabilizante ao sistema, confirmando
um fato ja conhecido sobre o papel deste acoplamento na estabilidade interfacial. Ja o segundo,
proporcional ao parametro que leva em conta a dependéncia da tensdo superficial com a curva-
tura ‘B, apresenta a contribuicao associada a curvatura k| perpendicular ao plano da célula que
depende diretamente do angulo de contato 6., como visto na Eq. (2.18). Lembremos aqui um
fato discutido em detalhes na Secdo 2.3.1: como, para assumir sem perdas fenomelondgicas o
sistema efetivamente bidimensional, o espacamento, agora adimensional, b deve ser a menor
escala de comprimento, b < 1, o termo relacionado ao angulo de contato serd de fato domi-
nante na determinacio da estabilidade linear. Outra percep¢do muito importante é a de qual
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Figura 3.5 Inibi¢do de instabilidades estimuladas por forca centrifuga a nivel linear. Taxa de cresci-
mento linear A (n) em fun¢do do nimero de modos n para diferentes valores de 8. O nimero tipico de
dedos emergentes na interface, dado pelo valor de n que maximiza a fungéo A (n) (1,4, cai conside-
ralmente a medida que o pardmetro de variag@o da tensdo superficial B cresce em méddulo. Os valores
calculados para o nimero de dedos foi n,,,, = 17,11,6 e 1, respectivamente.

sinal de B deveremos utilizar. Como para nés 6. = 7, 5 > 0 levaria a uma desestabiliza¢ao
ainda maior do sistema, porém este ndo € o efeito que estamos buscando. Logo, como nosso
propoésito aqui € controlar o surgimento de deformacdes na interface fluido-fluido, iremos usar
um B < 0 a fim de o sistema mais estdvel e eventualmente sem perturbagdes interfaciais.

O papel de *B no controle da instabilidade, linearmente falando, € ilustrado na Fig. 3.5.
A figura mostra a taxa de crescimento (3.15) em funcdo do modo de Fourier n para diferentes
valores do pardmetro de variacio da tensio superficial 9B: 0, -3.4x 1073, -1.7x1072 e B,.. Este
valor especifico de B denota o valor critico do parametro necessario para eliminar todas as
deformacdes na interface, ou seja, para o qual todos os modos n > 1 se tornam estdveis. Este
valor é previsto pela teoria linear simplesmente fazendo A (n) = 0, assim, chegamos a

] 1 sgn(U) }
B.*(n) = 1, 321
(n) 2<1+20<;9596> |:S(l’l2—l) ( )

ou seja, temos um valor de B*(n) para cada modo n. A fim de estabilizar todos os modos
n > 1 usamos B*(n = 2) = B., como mostrado na Fig. 3.5. Para plotd-la consideramos os
seguintes valores tipicos para os pardmetros S e b: S = 1.14 x 1073 e b = 1072. Estes valores
caracteristicos de S e b serdo usados também para plotar as proximas figuras apresentadas neste
capitulo.

Vamos agora nos debrucar sobre a Fig. 3.5 e tentar retirar todas as informacdes que ela
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pode nos dar. Para ‘B = 0, é evidente uma grande banda de instabilidade, ou seja, quando a
tensdo interfacial entre os fluidos € constante ao longo da interface que os divide, existe uma
vasta regido de modos para os quais a taxa de crescimento é positiva (A (n) > 0). Por isso uma
pequena deformacgdo tenderia a aumentar no tempo, caracterizando uma situacao instavel. O
maximo desta curva representa 0 modo dominante, que comandaria a dindmica da interface
em estagios iniciais, 1,4y, 0 qual podemos obter fixando dA(n)/dn = 0. Para B = 0 este
valor do modo dominante € n,,,, /= 17. Isto significa dizer que nos instantes iniciais da evolu-
cao interfacial, estdgios lineares, irfamos notar um padrao cujo nimero de dedos seria igual a
nmax- Introduzindo agora os efeitos da nossa tens@o superficial varidvel, vejamos o que acon-
tece quando ‘B = —3.4 X 1073. Claramente, a banda de instabilidade diminuiu em relagdo a
observada com ‘B = 0. Além disso, hd um decréscimo na magnitude da taxa de crescimento
para todos os modos e agora o nimero de dedos cai para n,,, ~ 11. Seguindo nossa andlise
sistemadtica, a teoria linear nos leva a crer que podemos eventualmente suprimir totalmente a
instabilidade se aumetarmos o valor de ®B até atingir seu valor critico ‘B, dado pela Eq. (3.21),
fazendo o numero de dedos 7,y cair para 1 (um).

Na realidade, para suprimir totalmente as deformacdes interfaciais seria suficiente garantir
a estabilidade para modos n > 2. Isto se deve ao fato do modo n = 0 ser um modo marginal,
como chamamos comumente, ou seja, A(0) = 0. Assim, seu efeito na dindmica da interface
seria uma expansao uniforme de um circulo. Além dele, quando analisamos o efeito do modo
n = 1, verificamos que na verdade ele ndo introduz nenhuma deformacgdo a interface. A in-
troducao desse modo geraria um deslocamento global do circulo. Entdo, do ponto de vista de
formacdo de dedos, o sistema continuaria completamente estdvel apesar de poder ser tido como
instavel ja que estd ocorrendo uma translacdo da gota.

3.3.2 Estagio fracamente nao linear

Embora os resultados obtidos via andlise linear sejam fortes indicativos de que podemos
usar nosso parametro ‘B para controlar o surgimento de instabilidades induzidas por forca cen-
trifuga, rigorosamente isto ndo garante a eficicia deste controle em niveis mais avangados da di-
namica. Além disso, fendmenos morfoldgicos tipicos, assim como o da competicao dos dedos,
caracteristicos da dindmica interfacial em uma célula girante, sdo efeitos intrinsecamente nao
lineares e ndo podem ser propriamente acessados por uma simples analise linear [20,59,71,85].
Por este motivo, para checar as previsoes lineares discutidas na se¢do 3.3.1, além de esclarecer
os efeitos principais da tensao superficial varidvel na competi¢do dos dedos em um fluxo Hele-
Shaw girante, aprofundaremos nossa andlise a estdgios mais avangados da dinamica, caracte-
rizados por termos fracamente nao lineares. Isto serd feito novamente de maneira sistematica,
concentrando nossa atencdo no papel realizado pelo parametro de controle ‘B no controle da
competicdo e, por fim, na capacidade deste modelo em suprimir completamente as deformagdes
interfaciais.

Agora, a equacdo de modos acoplados (3.14) serd utilizada em sua totalidade a fim de
estudarmos a formacao de padrdes ndo lineares pelo acoplamento de poucos modos de Fourier.
Para simplificar nossa discussdo € conveniente reescrever a perturbacdo complexa em termos
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de modos cossenos e senos
$(0,1)=Co+ ) [an(t) cos(nB) + by(t)sin(nb)], (3.22)
n=1

onde a, =&+, e b, =i(8,— §_,) sdo as amplitudes reais dos modos cosseno e seno,
respectivamente. Sem perda de generalidade, para os fins deste trabalho, escolhemos a fase do
modo fundamental tal que a, > 0 e b, = 0. Assim como proposto na Ref. [8], iremos mensurar
o fendmeno da competicdo através da variabilidade no comprimento dos dedos. Para fazer
tal andlise vejamos o que ocorre quando consideramos a influéncia de um modo fundamental
n, assumindo n par, no crescimento do modo sub-harmdnico n/2 associado. Escrevendo a
Eq. (3.15) em termos de a, e b,, separando o somatdrio, atualmente considerando valores
de n no intervalo (—eo,+o0) com excessao do modo n = 0, em somatdrios nos quais apenas
valores positivos de n sd@o considerados, obtemos a equacdo de movimento para a amplitude da
perturbacdo do sub-harmonico

an/Z = {/l(l’l/Z) + G(n) an} An/2; (3.23)
byjp ={A(n/2) —C(n) an} by, (3.24)
onde C(n) representa o que chamamos de funcdo de competi¢do
1 n o n n
em = c(5:-5)+c(5:n)]: (3.25)
e
C(n,n') = F(n,n')+A(n)G(n,n'). (3.26)

Vejamos, das Egs. (3.23) e (3.24), o papel da fun¢@o de competi¢io no crescimento dos de-
dos. Ao analisar tais equagdes, é possivel notar que um valor de C(n) < 0 ajuda o crescimento
do modo seno do sub-harmdnico b,, /5, inibindo a evolu¢do do modo cosseno a,,,. O resultado
deste crescimento desigual € uma grande variabilidade no tamanho dos dedos do fluido menos
denso que penetram o mais denso. Este fendmeno caracteriza o que chamamos da competi¢dao
dos dedos entrantes. Note ainda que este mecanismo de verificacdo da competicao indica um
sentido preferencial para o aumento desigual dos dedos. Em breve, veremos também a exis-
téncia de uma variabilidade no tamanho dos dedos que saem, ou seja, do fluido mais denso
penetrando o de menor densidade mesmo quando C(n) < 0. No entanto, observaremos que
mesmo existindo competicdo em ambas as dire¢des, a diferenga no tamanho dos dedos que
entram é muito mais significativa. Invertendo o sinal de C(n) reverteria exatamente as conclu-
soes aqui tiradas. Neste caso, o crescimento do modo cosseno seria favorecido e com isso a
competi¢do dos dedos que saem seria mais expressiva.

Para valores tipicos dos parametros fisicos relevantes num fluxo Hele-Shaw girante, ja
usados em experimentos [17,58,62], mostramos que C(n) < 0 indica um crescimento restrito do
modo cosseno do sub-harmdnico a,,, acompanhado de um crescimento favorecido do modo
seno b, /,. Isto € ilustrado na Fig. 3.6, na qual plotamos a evolucdo temporal da interface
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Figura 3.6 Inibicdo de instabilidades centrifugas em estagios fracamente nao lineares. Instantaneos da
evolucgao interfacial plotados em intervalos de tempos iguais (Ar = 0.062) para a interagc@o entre 0 modo
fundamental e seu sub-harmonico. Diferentes valores do pardmetro de tensdo superficial varidvel B:
(a) 0, (b) —3.4x 1073, and (c) —1.7 x 10~2. As curvas tracejadas sdo mostradas para guiar o olho do
leitor em relacdo a competi¢cdo dos dedos. As inserc¢Oes retangulares ilustram visdes de perto das regides
delimitadas pelas linhas tracejadas e cores mais escuras indicam tempos mais avancados.

fluido-fluido girante para diferentes valores do pardmetro de tensdo superficial varidvel *B:
0, —3.4x 1073 e —1.7 x 1072, As interfaces mostradas nesta figura foram calculadas com
ajuda da Eq. (3.22), onde consideramos o acoplamento fracamente ndo linear de dois ndmeros
de onda azimutal. O fundamental n* foi usado como o nimero inteiro, par, mais proximo do
nimero que maximiza a taxa de crescimento linear 7,4y, € 0 sub-harménico associado foi n* /2.
Usamos as condigdes iniciais do problema tais que as amplitudes eram dadas por: a,/, (0) =
b,/2(0) = 1/750 e a,(0) = 1/130. Além disso, as interfaces sdo plotadas para um tempo
adimensional 0 < ¢ < 0.247, onde os intervalos adimensionais entre uma interface e outra sao
0s mesmos e iguais a At = 0.062 e, como ja tinhamos comentado anteriormente, usaremos
sempre S = 1.14 x 1073 e b = 1072, Analisemos agora com cuidado a Fig. 3.6.

Examinando a Fig. 3.6(a), para ‘B = 0, € evidente a diferenca no comprimento dos dedos
entrantes, caracterizando a competi¢do destes dedos. A insercao retangular desta figura, mostra,
em tamanho maior, uma parte dos dedos enclausurada pela linha vermelha tracejada. A linha
foi tracada para ajudar o leitor a perceber, sem duvidas, a diferenca no comprimento dos dedos:
alguns deles tocam a curva enquanto outros ndo. Por outro lado, também com ajuda da curva
tracejada, € possivel perceber os dedos saintes com praticamente os mesmos comprimentos,
confirmando nossas previsdes em que a competi¢do entre esses dedos deve ser bem menos
expressiva. Entdo, concluimos que ao considerar uma tensio superficial constante em toda a
interface fluido-fluido, observamos uma grande competi¢do entre os dedos entrantes, enquanto
que os dedos saintes t€ém comprimentos semelhantes.

Um comportamento diferente é observado na Fig. 3.6(b) para B = —3.4 x 1073: a in-
troducdo da tensao superficial varidvel age de tal forma a ndo s6 reduzir o nimero de dedos
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existentes, reduzindo n,,,, como visto na Se¢do 3.3.1, mas também reduzir consideravelmente
a competicao entre os dedos. Olhando para a insercao desta figura, percebemos dedos vizinhos
com comprimentos bem parecidos, salientando o fato da competi¢do ter diminuido. Final-
mente, incrementando ainda mais o valor de B até um valor 8 = —1.7 x 102, obtemos uma
situacdo bem mais estdvel para a interface que divide os fluidos, na qual o fen6bmeno da compe-
ticdo € dificilmente perceptivel, como podemos ver na inser¢ao da Fig. 2.8(c). Este fato suporta
a idéia da tensdo superficial variar com a curvatura da interface fluido-fluido ser um mecanis-
mos eficaz na repressdao da competicao entre os dedos e das perturbagdes interfaciais em geral,
também em estados fracamente ndo lineares.

A fim de refor¢ar a demonstracao visual a cerca da acdo do pardmetro de tensdo superficial
B no fendmeno da competicio entre os dedos, seguimos em frente ao analisar este efeito de
maneira mais quantitativa, mostrada na Fig. 3.7. Introduzimos entio o pardmetro AR

AR = |R; — Rz, (3.27)

no intuito de medir mais diretamente eventos de competi¢do. Esta nova grandeza expressa o
valor absoluto na diferenca entre posicoes interfaciais de dedos entrantes vizinhos i e i + 1,
com X; sendo a posi¢ao radial da ponta do i-ésimo dedo entrante, enquanto R;. | é a posi¢ao
equivalente para o dedo vizinho. Este aspecto geométrico estd esbog¢ado na Fig. 3.7(a). Note
que AR nos fornece uma medida muito conveniente da variabilidade dos dedos entrantes ou,
equivalentemente, da competi¢do entre eles.
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Figura 3.7 Figuras referentes ao padrdes ilustrados na Fig. 3.6 onde os mesmo valores para os para-
metros fisicos foram usados. A Fig. 3.6(b) mostra a diferenca entre posi¢des interfaciais da ponta dos
dedos entrantes do fluido externo AR (veja Eq. (3.27) e Fig. 3.7) em func¢do do tempo, para diferentes
valores do pardmetro de controle 8. E fécil observar a significativa diminuicdo na competicdo entre os
dedos ao introduzir os efeitos da tensdo superficial dependente da curvatura. Aqui, T = 15A¢, onde At é
o intervalo de tempo adimensional usado para plotar a Fig. 3.6.
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Para finalizar, podemos retirar informac¢des de grande importancia sobre como o compor-
tamento competitivo entre os dedos evolui no tempo quando submetemos o sistema a diferentes
valor de B voltando nossas atenc¢des a Fig. 3.7(b), onde plotamos AR em fung¢io do tempo. Per-
ceba o decaimento nas curvas quando aplicamos uma tensao superficial ndo constante ao longo
da interface, mostrando a diminui¢ao na competicdo entre os dedos a medida que aumentamos
‘8. Isto demonstra de uma maneira quantitativa que o espirito competitivo dos dedos € de fato
afetado pelo parametro de tensdo superficial varidvel ‘B.

Com isto, fincamos um ponto final no capitulo tendo visto a real capacidade do modelo da
tensao superficial variante com a curvatura da interface fluido-fluido em controlar o surgimento
de instabilidades geradas por forca centrifuga em geral, assim como o fendmeno particular
da competicao entre os dedos. Deixaremos, novamente, para sintetizar nossos resultados de
maneira mais detalhada no Capitulo 4, onde faremos juntamente com as conclusdes do estudo
feito no Capitulo 2.



CAPITULO 4

Conclusoes e perspectivas

A habilidade de controlar a classica instabilidade de Saffman-Taylor é essencial tanto no
ambito cientifico quanto no tecnolégico. A versdo convencional do problema, estudada por
Saffman e Taylor mais de meio século atrds, nos diz que o deslocamento de um fluido por
outro de menor viscosidade leva a uma interface instdvel entre eles, ou seja, apresentando de-
formacgdes. Por outro lado, a situacao de fluxo reverso, quando um fluido € deslocado por outro
mais viscoso, € classicamente estdvel e tais deformagdes ndo sdo mais observadas. O surgi-
mento destas paradigmaticas instabilidades resultando na formacao de padrdes diversos, tem
influéncia, entre outras coisas, na eficiéncia de varias técnicas de engenharia. De fato, depen-
dendo da situacdo em questdo, a apari¢do de deformacdes na interface pode ser desejada ou
ndo. Devido a este duplo papel assumido pela instabilidade, desenvolver e compreender técni-
cas tanto capazes de estimular o surgimento de perturbacdes na interface, quanto de controlar
estas instabilidades, é um tépico de grande interesse atual [30-32, 86, 87].

Ao longo desta dissertacdo, usamos o método originalmente proposto por Guo, Hong
e Kurtze [36,37] para ententer como uma tensdo superficial ndo constante pode mudar dras-
ticamente cendrios classicos. Especificamente no Cap. 2, mostramos que a consideragdo de
uma tensao superficial dependente da curvatura da interface fluido-fluido pode levar o sistema
a comportamentos interfaciais fundamentalmente diferentes do problema de Saffman-Taylor
original. Em contraponto aos estudos feitos anteriormente [36,37], onde simula¢des numéri-
cas foram usadas para examinar o efeito da tensdo interfacial varidvel na formacgdo de padrdoes
para o problema da inje¢cdo numa célula de Hele-Shaw retangular, aqui, aplicamos uma teo-
ria perturbativa de modos acoplados relativamente simples, analisando como o acoplamento
entre esta tensdo superficial varidvel e efeitos tridimensionais relacionados ao angulo de con-
tato. Tal acoplamento permite uma manipulacio direta da instabilidade cldssica. Apesar de
sua simplicidade, nosso modelo tedrico [44] é capaz de estabilizar (desestabilizar) situacdes
convencionalmente instdveis (estdveis). Este fato foi verificado tanto para estdgios bem pri-
mordiais da dindmica, via uma teoria linear, quanto para tempos um pouco mais avang¢ados,
pela introdugdo de termos fracamente ndo lineares a equacdo que rege a dinamica interfacial.

Neste sentido, nosso estudo acerca da manipulacdo da instabilidade de Saffman-Taylor
convencional, contribui relevantemente para o crescimento do material j4 existente na literatura
no que diz respeito a controlabilidade de instabilidades interfaciais. Fornecemos assim um
método alternativo capaz de estimular ou inibir o crescimento de protuberancias interfaciais
provenientes da interacdo viscosa entre fluidos confinados numa estreita célula de Hele-Shaw
radial.

Ja no Cap. 3, revisitamos o problema de fluxos em célula de Hele-Shaw girante, focando
nossa atencao no controle de instabilidades induzidas por rotagdo [17,58—63]. Como discutido
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na secao 3.1, a crescente busca por entender a fisica por trds deste novo sistema, estd relaci-
onada com sua grande aplicabilidade tecnoldgica [82, 83], bem como sua destreza em servir
como protdtipo para modelagem de sistemas bioldgicos [60, 80, 81]. Em ambos os casos, o
surgimento de deformagdes interfaciais € indesejado, como discutido previamente. Por este
motivo, deixamos de lado a possibilidade de estimular as instabilidades, analisando apenas a
possibilidade de inibicdo da mesma. Novamente, investigamos o efeito da tensdo interfacial
dependente da curvatura nas propriedades de estabilidade da interface fluido-fluido através de
uma abordagem perturbativa fracamente nao linear da situacdo de fluxo girante, igualmente
simples quando comparada a desenvolvida no Cap. 2.

Nossa andlise [45], possibilita o leitor verificar a eficicia do modelo da tensdo super-
ficial varidvel em controlar deformacdes interfaciais estimuladas por rotagdo, tanto em es-
tdgios puramente lineares da dindmica, como para tempos iniciais de estdgios ndo lineares.
Em particular, mostramos que o fendmeno intrinsecamente nao linear da competi¢do entre os
dedos pode ser sistematicamente reprimido, levando porteriormente a estabilizacdo total da
interface que divide os fluidos. Analogamente, esta segunda etapa do trabalho oferece con-
tribui¢des adicionais para o crescente corpo literdrio de estudos recentes sobre diferentes es-
tratégias que visam o controle de instabilidades hidrodinamicas em geometrias confinadas de
Hele-Shaw [13,26,30-32,45,87-90].

Como ja foi discutido no Cap. 2, ainda é uma questdao em aberto a direta correspondén-
cia entre o modelo tedrico proposto por Guo et al. [36,37] e os experimentos realizados com
surfactantes em [38—41] numa célula de Hele-Shaw retangular, uma vez que o modelo tedrico
prevé um sentido de movimento dos dedos pontiagudos oposto ao observado nos experimen-
tos. Neste contexto, uma extensdo natural deste trabalho seria a investigacdo da influéncia
do nosso modelo de tensdo superficial dependente da curvatura da interface fluido-fluido (in-
cluindo efeitos 3D associados ao angulo de contato) na geometria confinada da célula de Hele-
Shaw retangular. Esta futura andlise, pode nos levar a reinterpretagdo dos resutados tedricos
obtidos anteriormente para o sistema [36,37], dando-nos uma luz sobre as possiveis proprieda-
des morfoldgicas dos padrdes formados, bem como a possibilidade de controlar ou estimular
tais instabilidades no ambiente da célula retangular.

Finalmente, chegamos ao fim deste trabalho na esperanca de que nosso estudo, bem como
os resultados aqui obtidos, motivem investigadores experimentais a checar nossas previsoes
tedricas em relacdo a eficidcia do protocolo de controle de instabilidades hidrodinamicas via
tensdo superficial variando com a curvatura da interface fluido-fluido, tanto no caso da célula
de Hele-Shaw radial induzida por inje¢@o, quanto no sistema envolvendo fluxo girante.
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A variant of the classic Saffman-Taylor instability problem is reported, in which the surface tension at the
fluid-fluid interface depends on the interfacial curvature. We show that the interplay between the variable surface
tension and three-dimensional effects connected to the contact angle significantly modifies the scenario of
instability formation. This allows the manipulation of the Saffman-Taylor instability, leading to the stabilization
(destabilization) of conventionally unstable (stable) situations. This is done analytically through a perturbative
mode-coupling approach, providing relevant information about both linear and weakly nonlinear regimes of

interface evolution.
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I. INTRODUCTION

The Saffman-Taylor instability [1] occurs when a fluid
displaces another of higher viscosity between the narrowly
spaced parallel plates of a Hele-Shaw cell (HSC) [2]. The lower
viscosity fluid penetrates the more viscous one in a pattern
resembling a set of fingers, characterizing a phenomenon com-
monly known as viscous fingering. For typical longitudinal
flow in a rectangular channel (rectangular HSC) [3-7] the
system evolves until a single stable finger forms. On the other
hand, for radial fluid injection (radial HSC) [8-11] the fingers
tend to multiply and develop further into a complex branched
morphology. In the framework of the classic Saffman-Taylor
problem there is no instability when a more viscous fluid
displaces a less viscous one, constituting a stable, reverse flow
displacement. Likewise, conventional Hele-Shaw flow with
viscosity-matched fluids is also stable.

The viscous fingering problem has been actively studied
over half a century and is an archetype for a wide range
of fields, including research in oil recovery processes [12],
dendritic solidification [13], fluid mixing [14], microdis-
charges in plasmas [15], and biodynamics of cell fragmentation
[16]. Despite the large body of literature focusing on the
development of the Saffman-Taylor instability, it is important
to emphasize that, depending on the situation, the emergence
of finger-forming structures can be seen as either a good
or a bad thing. For instance, it is well known that viscous
fingering is a major factor in reducing oil recovery from
underground petroleum reservoirs [12]. Viscous fingering can
be also detrimental to chromatographic separation processes
[17]. Conversely, these instabilities are quite advantageous
to improve mixing in small-scale devices [14]. Therefore,
depending on the circumstances or particular application,
either a stable or an unstable interface can characterize the most
desirable scenario. In this context, it is crucial to understand
how to properly manipulate the growth and decay of these
interfacial instabilities.

Because of the dual role played by the viscous fingering
instability there has been an increased recent interest in
trying to inhibit the conventional destabilizing situation, as
well as to trigger the instability in the stable reverse case.

*jme @df.ufpe.br
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Some interesting strategies have been proposed to stabilize
the interface [18-21]. It has been shown both experimentally
and theoretically [18,19] that the use of a proper injection
rate leads to a minimization of interfacial disturbances in
a radial HSC. By employing such an injection-controlled
procedure instead of typical ramified fingering one obtains
a nearly circular evolving interface. Another stabilization
scheme [20] considered experiments in a modified radial flow
setup where the rigid upper plate of the HSC is replaced by
a flexible membrane. An additional study, now in rectangular
geometry [21], has demonstrated by linear stability analysis
and experiments that the introduction of a small gradient in
the gap of the HSC, so that the plates are not exactly parallel,
can suppress the interfacial instability.

Other research groups [22-31] focused on the prospect of
inducing fingering formation by destabilizing the classically
stable situation of a more viscous fluid displacing a less
viscous one or the stable case in which the fluids have the
same viscosity. Experiments using two miscible fluids of equal
viscosities which react at the interface [22] have been shown to
be unstable, producing a variety of interfacial patterns, includ-
ing mushroom-shaped structures and tentaclelike fingers. A
subsequent theoretical investigation of such a reactive system
has been able to account for some of these anomalous fingering
instabilities [23] by considering the interface as elastic, pre-
senting a curvature-dependent bending rigidity. Sophisticated
numerical simulations have also detected the occurrence of
a reversed Saffman-Taylor instability in miscible viscous
fingering due to double-diffusive effects [24]. Finally, recent
experiments of reaction-driven miscible viscous fingering [25]
confirmed that chemical reactions can indeed destabilize the
classically stable reverse situation.

A particularly interesting example, which does not involve
complicated chemical reactions at the interface, explores the
development of the reversed viscous fingering instability in a
rectangular HSC [26,27]. The so-called surface tension-driven
instability could arise if one considers a curvature-dependent
surface tension model in which the surface tension modifies
in proportion to the local curvature of the evolving interface.
It has been hypothesized that such an instability could occur
if surfactants are added to the moving interface, so that the
presence of the surfactant would cause the surface tension
to vary along the fluid-fluid boundary. In fact, this basic
idea is supported by some experiments in rectangular HSC

©2013 American Physical Society



FRANCISCO M. ROCHA AND JOSE A. MIRANDA

with surfactants [32]. Moreover, a similar variable interfacial
tension approach is utilized in crystal theory where a depen-
dence of the surface tension on the curvature is introduced to
smooth out the crystal corners [33]. Numerical simulations of
the curvature-dependent surface tension system in rectangular
HSC [26,27] predicted the formation of narrow, spiky fingers
pointing in the direction of the interface motion.

Further theoretical and experimental studies on this class
of problem have been executed in Refs. [28-31], but the
experimental search for the instability predicted in [26,27]
was not exactly successful. Reversed flow experiments showed
the development of fingering patterns with blunted fronts
and sharp trailing tails resembling the structures theoretically
predicted in Refs. [26,27], but with the sharp tails pointing in
the direction opposite to the interface motion. The authors
in [28-31] claimed the existence of a somewhat different
type of phenomenon (a surfactant-driven one) in which the
presence of a pre-existing wetting layer of surfactant was a
necessary condition for the onset of the instability. In any case,
from the findings of Refs. [28-31] apparently the curvature-
dependent surface tension model proposed in [26,27] was not
able to correctly predict the correct direction of the fingers
observed in their experiments. However, the theoretical model
carried out in [26,27] captures the most salient morpho-
logical features of the patterns observed experimentally in
Refs. [28-31].

It is worthwhile to note that in the studies of Refs. [26-31]
the emphasis was on the evolution of the interfacial morpholo-
gies and not exactly on controlling the fingering instabilities.
In the present work we revisit the curvature-dependent surface
tension model originally proposed by Guo, Hong, and Kurtze
[26,27] and extend it in several directions. First, in contrast
to [26-31], we focus on either triggering or suppressing the
Saffman-Taylor instability by proposing an augmented version
of the Young-Laplace boundary condition. The modified
condition properly couples the action of a curvature-dependent
surface tension with three-dimensional (3D) effects related to
the wetting contact angle at the interface. In addition, instead
of addressing the simpler rectangular HSC situation examined
in [26-31], we tackle the still unexplored radial flow geometry
case. The problem is particularly well suited to analytical
treatment, permitting a simplified description of important
stability and morphological aspects during linear and early
nonlinear flow stages. All this is done by employing a simple
second-order mode-coupling theory.

II. MODE-COUPLING AND VARIABLE SURFACE
TENSION APPROACH

Consider a HSC of constant gap spacing b containing two
immiscible, incompressible, viscous fluids (see Fig. 1). Denote
the viscosities of the inner and outer fluids, respectively, as 1,
and 1,. Between the two fluids there exists a surface tension o
that can vary along the fluid-fluid interface. Fluid 1 is injected
into fluid 2 at a constant injection rate Q (equal to the area
covered per unit time). We describe the perturbed fluid-fluid
interface as R(0,t) = R(t) + ¢(0,t), where 0 represents the
azimuthal angle, and R(t) = [R} + Qt/m]"/? is the time-
dependent unperturbed radius, with Ry being the unperturbed
radius at t = 0. In addition, ¢(0,1) = :z’ioo £ (1) exp (in6)
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FIG. 1. Schematic representation of a radial HSC.

denotes the net interface perturbation with Fourier amplitudes
£, (t) and integer azimuthal wave numbers 7.

Our perturbative mode-coupling approach keeps terms up
to the second order in ¢ in aradial HSC. This is in contrast to the
third-order perturbative analysis executed by Guo et al. [26,27]
in their rectangular HSC study. In the Fourier expansion
of ¢ we include the n = 0 mode to maintain the area of
the perturbed shape independent of the perturbation ¢. Mass
conservation imposes that the zeroth mode is written in terms
of the other modes as ¢y = —(1/2R) Znaﬁo [C.(0)]2.

For the quasi-2D geometry of the HSC, the equation of
motion of the interface is given by the gap-averaged Darcy’s
law [1,2,8-10],

——Vr), )

where v; and p; represent the gap-averaged velocity and
pressure of fluid j, where j = 1,2. From Eq. (1) and the
incompressibility condition V -v; =0 it can be verified
that the velocity potential ¢; (v; = —V¢;) obeys Laplace’s
equation V2¢; = 0.

The problem is specified by two boundary conditions. The
first one, which is absolutely essential to our manipulation
strategy, is a modified version of the usual Young-Laplace
pressure boundary condition,

p1— p2 =0 (K)K. @)

It expresses that the pressure difference between the fluids is
governed by the mean curvature of the fluid-fluid interface,

K=«+xy, 3)

where « denotes the spatially varying interfacial curvature in
the plane of the HSC [2] and

_2 0 (€]
KL—bCOS A

is the constant curvature associated with the interface profile
in the direction perpendicular to the HSC plates, set by the
static contact angle 6, measured between the plates and the
curved meniscus (assumed to be circular with radius »/2)

In Eq. (2) note the presence of a curvature-dependent
surface tension given by

o (K) =00+ BK, &)

where the control parameter 8 can be positive, negative, or
zero, and oy is the surface tension when g = 0 [26,27,34].
Depending on the values of B and 6., the effective surface
tension can be either reduced or increased when the interface

013017-2
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bulges into the displaced fluid, altering the stability of the
fluid-fluid interface.

Before we proceed, we briefly discuss how the controlling
parameter B can be related to relevant experimental quantities,
such as the surfactant concentration. When surfactants are
present the relation between the surfactant concentration ¢ and
the surface tension is given by a linearized Langmuir equation
of state [34,35],

o(c) =y —ac, (6)

with y being the surface tension for a clean interface (¢ = 0),
o = RT, where R denotes the ideal gas constant and 7 is the
temperature. Equation (6) holds in the limit ¢ < ¢oo, Where ¢
represents the surfactant concentration at maximum packing
(or the critical micellar concentration). In the context of our
problem [26,27] one can expand the concentration to leading
order in curvature as

0
(k) = co — %K, (7)

where ¢ is the concentration at the flat interface. The presence
of the minus sign in front of the second term on the right
hand side of (7) is justified by the fact that it is entropically
unfavorable to pack surfactant molecules in a region of positive
curvature [26,27]. By substituting Eq. (7) into Eq. (6) and
comparing the resulting expression with Eq. (5) we obtain
that

d rT 2

and B = Yo

These expressions connect oy and S with the experimentally
relevant quantities of the physical system.

At this point it is important to emphasize that the theoretical
predictions based on the variation of the interfacial tension with
curvature as given by Eq. (5), originally proposed by Guo et al.
[26,27], have been experimentally investigated for the case
of flow in rectangular HSCs [28-31]. In these experiments,
interfacial patterns very similar to the ones theoretically
computed in [26,27] are obtained, as long as the displacing
liquid is a surfactant solution, and a wetting layer of the
surfactant solution prewets the walls of the rectangular HSC.
As pointed out in Sec. I the major pending issue regarding the
comparison between theory [26,27] and experiments [28-31]
refers to the direction of the motion of the sharp fingers, which
was opposite to the one detected experimentally. However, the
overall shape of the resulting patterns is properly reproduced.
These facts support the idea that, despite the possibility of
the presence of some other physical mechanisms, the situation
introduced in Refs. [26,27] is not a mere theoretical exercise,
but can actually be observed in a real experimental system.
Although we are not aware of any directly related experiments
in a radial HSC, the experimental implementation of the
radial injection-driven problem we present in this work is
as plausible as the ones already performed in rectangular
geometry [28-31].

We stress that the consideration of Eq. (4) is crucial to our
instability manipulation procedure, since it incorporates the
influence of the third dimension through the curvature x, and
accounts for the action of the contact angle 6. The displaced
fluid is said to be wetting (or completely or perfectly wetting) if
the contact angle is zero, nonwetting for 6. = m, and partially

oo = yo — RT ¢y,
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wetting for all other situations. Of course, if the fluid-fluid
interface is is ideally assumed to be perpendicular to the plates,
6. = /2, and the 3D contribution vanishes [5]. We point out
that the contribution of this relevant 3D term has not been taken
into account in Refs. [26,27]. Our analysis does not consider
the effect of a thin wetting film trailing behind the displaced
fluid [4]. As in Ref. [21], we are interested in typical HSC
circumstances under which this effect can be safely neglected.

There exists a subtle interplay between the curvature-
dependent surface tension o () and the 3D term given by
Eq. (4): If the surface tension does not depend on the curvature
(B = 0), since the 3D term is constant (its gradient is zero),
it does not affect the motion of the interface. However, if
B # 0 we have the coupling of B and the spatially varying
in-plane curvature x with the 3D term. This can be more clearly
verified by substituting Eqgs. (3)—(5) into the pressure boundary
condition (2), yielding

pi 2= oo+ i 4 P ®
where irrelevant constant terms have been dropped out. By
inspecting the last term on the right hand side of Eq. (8),
we confirm the appearance of a spatially variable contribution
involving the product of 8 and the contact angle term cos 6,.
Again, since both 8 and cos 6, can change signs, the coupling
between them is a fundamental asset to allow a proper
manipulation of the Saffman-Taylor instability.

The second important boundary condition, known as the
kinematic boundary condition, states that the normal compo-

nents of each fluid’s velocity are continuous at the interface,

n-V¢, =n-Vg,, )

with n= V[r —R@6,)]/|VI[r — R(6,t)]| representing the
unit normal vector at the interface.

To obtain a mode-coupling differential equation for the
interface evolution, we follow standard steps performed in
weakly nonlinear studies in HSC [7,10]: From the solution
of Laplace’s equation we define Fourier expansions for the
velocity potentials. Then, we express ¢; in terms of the
perturbation amplitudes ¢, by considering condition (9).
Substituting these relations, and the modified pressure jump
condition Eq. (8) into Eq. (1), always keeping terms up to
second order in ¢, and Fourier transforming, we find the
equation of motion for the perturbation amplitudes (for n # 0),

by = MG + Y [F1,0)o0 &y + G0 Vo], (10)
n'#£0

where the overdot denotes total time derivative,

An) = T RZ g (Aln| = 1)

7w R2
o 2cos 6, 1 2
—F[ao—i-Z,B( b +E)]|n|(n -1 @an

is the linear growthrate, @ = b%/[12(n; + n2)],and A = (1, —
n1)/(n2 + n1) is the viscosity contrast.
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The second-order mode-coupling terms are given by

Fn,n) = m Q—A 1 — sgn(nn’)
R |27 R2| 2

o cos 6, n o,

b
_ %6[3 —n'(5n’ +n) 4+ n"*(n — n/)Z]} (12)

and
Gn,n) = %{A|n|[1 —sgn(nn)] — 1}. (13)

The sgn function equals £1 according to the sign of its argu-
ment. While the dispersion relation (11) provides important
information about the linear stability of the interface, the
nonlinear terms (12) and (13) offer key analytical insights into
the basic morphology of the emerging patterns at the weakly
nonlinear regime [7,10]. We stress that the values we take for
our physical parameters are consistent with typical quantities
used in real experiments for injection-driven radial viscous
flow [8-11].

III. DISCUSSION

In contrast to what occurred in Refs. [26,27], where the
effect of the variable surface tension could not be detected by
linear analysis, here we can extract very relevant information
about the role played by the curvature-dependent surface
tension on the stability of the interface, already at the linear
regime.

First, we focus on the usual, most unstable configuration in
which a less viscous, nonwetting fluid pushes a more viscous,
perfectly wetting one (A = 1, 6, = 0) in an injection-driven
flow (Q > 0). By inspecting the linear growth rate (11) we see

(a)

Stable Region

0 2 4 6 8 10
B (dyn)
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that in this case the injection term is destabilizing, while the
surface tension term can be either stabilizing or destabilizing
depending on the sign of the parameter 5. Of course, without
the curvature-dependent surface tension (8 = 0), the disper-
sion relation reduces to well-known unstable results [8—10].
If B <O the interface would be further destabilized. As a
matter of fact, the most interesting case occurs when § > 0 so
that the interface could be stabilized. Recall that Hele-Shaw
flows consider a high aspect ratio situation where R >> b
so that the contact angle contribution in the surface tension
term (~B/b) in Eq. (11) dominates over the term proportional
to B/R.

A very useful way of organizing important results at the
linear level is to plot a stability “phase diagram” for the system.
This can be done by considering the stability curves for which
A(n) = 0. By setting Eq. (11) to zero and by neglecting the
surface tension term proportional to 8/ R we obtain

2 _
_ 2maln|(n 1)[ 48 cos@c]. (14)

R =
0 Aln| — 1 b

We use Eq. (14) to plot phase diagrams in QR — 88
parameter space in Figs. 2(a) and 2(b). Notice that the quantity
expressed by the product Q R (injection rate multiplied by the
unperturbed radius of the evolving interface) is a particularly
convenient parameter, making the diagrams valid for all values
of R (or, equivalently, all values of time). Figure 2 shows the
stability curves for each Fourier mode n as solid black lines,
which determine when a given mode becomes unstable. This is
done for the most unstable classical situation (A = 1, 6. = 0)
in Fig. 2(a), while Fig. 2(b) addresses the most stable classical
scenario (A = —1, 6, = 7). The dividing line for mode n = 2
separates the stable and unstable regions of the diagrams (the

2 (b)

5

3n

10
g 5t Stable Region
S

T

10

Unstable Region
0 1 2 3 4 5

B(dyn)

FIG. 2. Linear stability phase diagrams showing the stability curves (solid black lines) for (a) A = 1,6, = 0,and (b) A = —1,6, = 7. The
areas in light gray identify stable regions, while the area in dark gray refers to a unstable region. Here we utilize typical physical parameters
used in radial flow experiments [8,9]: oy = 63 dyne/cm and b = 0.15 cm. Moreover, the viscosity of the more viscous fluid is 5.21 g/(cm s),

while the other fluid has negligible viscosity.
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FIG. 3. (Color online) Inhibition of fingering. Snapshots of the evolving interface, plotted at equal time intervals (At = 0.5 s) for the
interaction of two cosine modes n = 4 and 2n = 8 when A = 1 (inner fluid is less viscous), . = 0, and Q = 27 cm?/s. Three values of the
parameter § are used: (a) O dyne, (b) 1 dyne, and (c) 4 dyne. Here 0 < ¢ < 10 s. Interfacial instabilities (including tip splitting) are clearly

present in (a), but increasingly suppressed in (b) and (c).

stable regions are depicted in light gray). In Fig. 2(a), one can
see that for a specified value of Q R, and by increasing  one
can go from an unstable region to the stable zone. Therefore, by
properly choosing the values of the parameters Q R and § that
lie inside the stable region, one is able to control the classical
Saffman-Taylor instability which occurs when A = 1,6, = 0,
and B =0. On the other hand, Fig. 2(b) shows that the
classically stable (reverse flow) situation characterized by
A = —1,6. =m,and B = 0 could be eventually destabilized
by conveniently choosing the adequate set of parameters in the
phase diagram. In this figure the unstable region is shown in
dark gray. Notice that in Fig. 2(b) all stability lines converge
to a single critical value of 8 = B, = opb/4 below which the
system is stable for all values of QR.

To check the linear predictions discussed above for the
possible stabilization or destabilization of the fluid-fluid
interface when § > 0, in Fig. 3 we present mode-coupling
simulations for the interface evolution. To capture the essential
morphology of the system we consider the coupling of the
fundamental mode n with its harmonic mode 2n. This is
done because this simple coupling is able to illustrate the
emergence of finger tip-splitting events at the weakly nonlinear
regime when 8 = 0 [10]. We rewrite the mode-coupling equa-
tion (10) in terms of cosine modes a,, = ¢, + ¢{_,, considering
the interplay of modes n and 2n, to obtain

ar, = A2n)as, + %[F(Zn,n) + )L(n)G(Zn,n)]arzl, (15)

ay = Mn)a, + ${[F(n,2n) + A2n)G(n,2n)]
+[F(n, —n)+A(m)G(n, —n)l}aaz,.  (16)

For consistent second-order expressions, on the right hand side
of Egs. (15) and (16) we replaced time derivative terms like a,
with A(n)a,. The time evolution of the fluid-fluid interfaces
is obtained by numerically solving the coupled nonlinear
differential equations (15) and (16). Figure 3 illustrates
the interface evolution considering the interaction of two
representative cosine modes (n =4 and 2n = §8), when the
viscosity contrast A = 1,and 6, = 0, for three values of 8 = 0,
1, and 4, where B has units of force (dyne). The values of the
other physical quantities used to plot Fig. 3 are the following

[8,9]: 1 =0, n, =5.21 g/(cm s), 09 = 63 dyne/cm, Q =
2 cmz/s, b=0.15cm, Ry=0.5cm, and 0 <7 <10 s.
The initial amplitudes at t = 0 s are a,(0) = 0.025 cm and
az,(0) = 0.

As one can see by examining Fig. 3(a) the evolution for
B = 0leads to the formation of wide fingers, having blunt tips.
At later times, these grown fingers clearly start to bifurcate,
by splitting at their tips, resulting in typical fanlike patterns.
This characteristic unstable scenario is significantly changed
when we consider the action of increasingly larger values of
B > 0. In Fig. 3(b), for B = 1 dyne, we see a nearly circular
initial interface evolving to a four-fingered structure. At later
times, the resulting patterns are still fourfold symmetric,
presenting the formation of fingering structures which show
no clear tendency toward typical finger tip-splitting formation.
However, the resulting pattern in Fig. 3(b) is sufficiently
deformed to still characterize an unstable situation. A more
dramatic change is depicted in Fig. 3(c), where the evolution
is plotted by considering that § = 4 dyne. In this case, it is
evident that the fingering instability has been completely inhib-
ited, producing the evolution of perfectly circular, concentric
interfaces.

We proceed by investigating the conventionally most stable
injection-driven situation (Q > 0) in which we have a reverse
flow where a more viscous, perfectly wetting fluid displaces a
nonwetting less viscous fluid (note thatnow A = —1,6, = ).
Under such circumstances, from Eq. (11) we readily realize
that injection is now stabilizing, while the surface tension term
has a dual role. If 8 < 0 nothing really surprising happens, and
the interface becomes even more stable. On the other hand, if
B > 0 the coupling between § and the contact angle can drive
the system towards instability.

Now we seek to trigger fingering instabilities in a classically
stable system. In order to verify such a possibility, we present
weakly nonlinear simulations of the system in Fig. 4, assuming
that Q > 0, A = —1 [here n; = 5.21 g/(cm s), and 1, = 0],
0. = m, and B > 0. The remaining physical parameters and
initial conditions are the same as the ones used in Fig. 3.
When 8 = 0and Q = 7/5 cm?/s we have the development of
stable circular interfaces [Fig. 4(a)]. However, if the injection
rate is kept constant (Q = m/5 cm?/s), and B is increased,
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(a) (b)

FIG. 4. (Color online) Triggering the fingering instability. Snapshots of the evolving interface, plotted at equal time intervals (Ar = 0.5 s)
for the interaction of two cosine modes n =4 and 2n = 8 when A = —1 (inner fluid is more viscous), and 6, = & for the following
values injection rate Q and f8: (a) Q = /5 cm?/s, B =0; (b) Q = /5 cm?/s, B = 2.82 dyne; and (c) Q = n/5 cm?/s, B = 2.87 dyne.
Here 0 <t < 10 s. The classically stable situation is depicted in (a), while in (b) and (c) an increasingly deformed interface is

obtained.

a critical situation is reached (at 8 = 2.82 dyne), beyond
which the system becomes unstable, and mild fingering is
observed [Fig. 4(b)]. A linear theory estimate of such a
critical value for 8 can be obtained by using Eq. (11), and
by setting A(n) = 0. However, if 8 assumes a higher value
(B = 2.87 dyne) significant fingering arises [Fig. 4(c)]. It is
worthwhile to note that the starlike morphology of this pattern
is quite distinct from the typical fanlike structure shown in
Fig. 3(a).

Notice that there exists a delicate balance between g
and Q in order to get a legitimate interface destabilization.
There is the possibility that the interface is initially unstable,
but that it eventually recircularizes as time progresses. We
have verified that this indeed happens, for example, for
B = 2.87 dyne [as in Fig. 4(b)], but if a larger value of Q is
used. A clearer illustration of this recircularization process
is provided in Fig. 5, where the fingering instability is not
really sustained when 8 = 4.70 dyne and Q = 37/2 cm?/s,
resulting in an eventual interface stabilization. The physical

FIG. 5. (Color online) Snapshots of the evolving interface, plotted
at equal time intervals (Ar =0.5 s and 0 <7 < 10 s) for the
interaction of two cosine modes n =4 and 2n = 8§, when A = —1
(inner fluid is more viscous) and 6. =7 for Q = 3m/2 cm?/s,
B = 4.70 dyne. After an initial period of destabilization, the interface
tends to recircularize at later times for such high value of Q.

remaining parameters and initial conditions are the same as
the ones utilized in Fig. 4. This is consistent with the results of
Ref. [21] where it has been found that interface destabilization
occurs in the low velocity regime (or for low capillary number
values). On the basis of the findings illustrated in Figs. 3 and
4 we conclude that our purely linear predictions do agree with
our weakly nonlinear simulations. These findings provide a
theoretical ground to substantiate the idea of manipulating
the Saffman-Taylor instability via a variable surface tension
approach.

Although in the course of this work we have been mostly
concerned with the case of positive injection rate (Q > 0), we
point out that the control of the Saffman-Taylor instability via
a curvature-dependent surface tension is similarly applicable
in the case of suction, i.e., when Q < 0 [9]. For instance,
if the injection rate is negative, A =1, and 6, = 0, the
conventional case (8 = 0)isindeed stable. However, the action
of a B < 0 can destabilize the shrinking interface. Conversely,
the conventionally unstable suction situation for A = —1, and
6. = m can be stabilized if 8 < 0. Therefore, the stabilization
strategy employed for Q > 0 and 8 > 0 is equally effective if
0 <0and g < 0.

We close this section by briefly presenting how the radial
geometry second-order expressions (10)—(13) would look if
we consider a curvature-dependent flow in a rectangular HSC.
This can be can be done if we take the “rectangular geometry
limit” [10]: R — oo and Q — o0, such that Q/(27 R) = veo
and n/R = k remain constant, where v, is the flow velocity
at infinity and k denotes the wave number of the disturbance.
In this limit the interface evolution reverts to the evolution of

the rectangular flow geometry, where
4 0,
ﬂ_ﬂ a7

b
F(n,n') — aflk|[2k"k — (kk')*> — k'], (18)
G(n,n'y — Alk|[1 — sgn(kk')], (19)

A(n) — |1<|[Auoo — ak? (cro +

are now time-independent quantities. Note that, in contrast
to the linear growth rate calculated in Refs. [26,27] for the

013017-6



MANIPULATION OF THE SAFFMAN-TAYLOR ...

rectangular geometry flow, our Eq. (17) exhibits an explicit
dependence on the parameter 8. So, in our current problem
the effect of B shows up already at the linear level. This
is due to the consideration of the 3D effects related to the
contact angle. It is worth mentioning an interesting connection
between our growth rate (17), and the linear dispersion relation
recently computed in Ref. [21] for the gradient-gap rectangular
HSC [their Eq. (2)]. To make a clearer connection we rewrite
Eq. (17) in a dimensionless form,

_ A+ 1)\ (bk)? B’ cos b,
A(k)_|k|[A—( 5 )Ca (1+ , )] (20)

where velocity and lengths have been rescaled by v, and
L (width of the rectangular HSC), respectively. In Eq. (20)
Ca = (12n,v0/0p) denotes a capillary number, and g’ =
(4pB)/(opL) is a rescaled B parameter. A critical capillary
number at which the interface undergoes a change in stability
can be readily obtained by setting A(k) = 0. In practical
terms this establishes a critical speed (as a function of B')
that characterizes the transition between stable and unstable
regimes.

By comparing our Eq. (20) with Eq. (2) in Ref. [21] we
notice that the coupling of 8’ and 6. in (20) is similar to the
one between the gradient-gap term and the contact angle in
their equivalent expression. So, in terms of manipulation of
the Saffman-Taylor instability our surface tension parameter
B’ works as their gradient-gap term. Moreover, as in [21] here
we expect the capillary number to be a key ingredient in in-
hibiting or triggering interfacial instabilities. A more thorough
analysis of the curvature-dependent surface tension problem
in rectangular HSC (controlling strategies and morphology of
the emerging patterns) and its connection to Refs. [21,26,27]
is beyond the scope of this work. We plan to study these issues
in a separate publication.

IV. CONCLUSION

The ability to control the classical viscous fingering insta-
bility is essential in science and technology. In the conventional
version of the problem, the displacement of a viscous fluid by
another of lower viscosity leads to interface destabilization.
On the other hand, the reverse situation in which the displaced
fluid is less viscous is classically stable. The emergence of
this paradigmatic pattern-forming instability influences the
efficiency of many engineering techniques, and depending on
the situation it can be something desirable or not. Because
of this dual role, improved understanding and control of
this interfacial instability is a topic of broad current interest
[19-21,36,37].

In this work, we find that the consideration of a curvature-
dependent surface tension can lead to fundamentally different
interfacial behaviors in the Saffman-Taylor problem. By
employing a relatively simple, perturbative mode-coupling
approach we have shown that the interplay between the
variable surface tension and 3D effects connected to the
contact angle allows the manipulation of the Saffman-Taylor
instability. This allows the stabilization (destabilization) of
conventionally unstable (stable) situations. In this sense,
our study contributes to the growing body of literature on
the controllability of interfacial instabilities, providing an

PHYSICAL REVIEW E 87, 013017 (2013)

alternative method to determine the inhibition or triggering
of viscous fluid fingering.

A natural extension of the this work is the investigation
of the influence of our curvature-dependent interfacial tension
model (including 3D effects associated to the contact angle)
in the rectangular HSC problem. This could offer a reinter-
pretation of the previous theoretical results obtained for the
system [26,27], shedding light on the possible morphological
properties of the resulting patterns, as well as offering the
possibility to properly control such instabilities in rectangular
flow geometry. Finally, we hope that our study and results will
motivate experimentalists to check our theoretical predictions
regarding the effectiveness of the variable surface tension
controlling protocol in radial HSC flow.

We conclude by calling the readers’ attention to a suggestive
parallel between our curvature-dependent surface tension
[Eq. (5)] and a similar expression derived by Tolman [38] in a
different context. In 1949, Tolman realized that the surface
tension for small droplets needs curvature corrections. To
leading order in curvature 1/R the corrected surface tension
would be given by

R) = 1—28 21
o —ooo( E*"')’ @

where R denotes the droplet radius, o represents the surface
tension of the planar interface (R — 00), and § is the so-called
Tolman’s length. This would imply a curvature correction in
the pressure difference between the inside and outside of the
droplet. The physical origin of the curvature correction is a
difference between the equimolar surface and the surface of
tension [39,40], being phenomenologically associated with
asymmetry in fluid phase coexistence [41]. Calculations
indicate that the Tolman length is of the order of nanome-
ters, making the correction important for the description
of nucleation phenomena and fluids in microcapillaries or
nanopores [42].

By inspecting our Eq. (5) and Tolman’s expression (21), one
is led to a possible correspondence between the parameters §
and B. As close as the analogy can be, there exist important
distinctions between the situation studied here and the one
investigated by Tolman. For example, contrary to the situation
analyzed in our paper, in Ref. [38] the curved interface
separates different phases (liquid and vapor) of the same
material. Moreover, Tolman’s calculation is valid for a static
case, while here we examined dynamical effects. The fact
is, despite the similarity between Egs. (5) and (21), we have
not been able to find any convincing physical justification
which could link our 8 to Tolman’s §. So, the possibility of
understanding our results via a Tolman’s length interpretation
remains an open question.
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We study the centrifugal fingering instabilities that occur in rotating Hele-Shaw cells containing two different
fluids. A weakly nonlinear analysis of the problem is performed, considering that the surface tension between
the rotating fluids changes with the local curvature of the interface. It is shown that the coupling between the
contact angle and the variable interfacial tension permits the control of the interface disturbances. As a result,
linear perturbations and nonlinear finger competition phenomena can be properly controlled and suppressed.

DOI: 10.1103/PhysRevE.88.033008

I. INTRODUCTION

It is well known that the Saffman-Taylor instability [1]
takes place in the confined geometry of motionless Hele-Shaw
cells, being generated by the viscosity difference between the
moving fluids (viscosity-driven instability). If the less viscous
fluid pushes the more viscous one the interface is unstable, and
patterned structures presenting multiple fingertip splitting are
formed. However, if the more viscous fluid displaces the less
viscous one (reverse viscous flow), the system is stable and no
interfacial instability is observed [2].

A different kind of instability occurs if the Hele-Shaw cell
is allowed to rotate with constant angular velocity around
a vertical axis that passes through its center [3]. In this
rotating version of the problem, the fluid-fluid interface may
become unstable even under reverse viscous flow, due to the
density difference between the fluids. This characterizes a
centrifugally driven hydrodynamic instability [4-10]. If the
inner fluid is denser, centrifugal viscous fingering arise, leading
to the formation of interfacial patterns that are very distinct
from those obtained in the usual viscosity-driven case. Instead
of presenting branched, tip-split fingers, the rotating patterns
exhibit fingers of different lengths, which compete with each
other.

Rotating Hele-Shaw flows have been the object of con-
siderable interest during the past two decades [11]. Among
other things, this particular type of rotating flow has been
serving as a useful prototypical system, with relevance to
the modeling of biological systems involving tissue growth
in rotating bioreactors [12], cell spreading [13], and cell
motility [14]. It is also related to the technological problem of
spin coating [15,16], which involves the rotation of thin fluid
films in low-dimensional environments. On the theoretical
side, researchers have been giving continued attention to
rigorous exact solutions of fluid flows in such confined rotating
systems [17-21].

Despite the significant number of studies examining the
occurrence of interfacial instabilities and complex patterns
in rotating Hele-Shaw cells, and other confined centrifugally
driven systems, there are situations in which the formation
of interfacial irregularities is undesirable. For example, in
rotating bioreactors [12] and spin coating processes [15,16]
the emergence of centrifugally driven instabilities can result in

*jme @df.ufpe.br
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uneven or defective surface coverage. Therefore, it is of both
academic and practical importance to find ways to control the
growth of interfacial disturbances in this class of rotating flow
problems.

As amatter of fact, the development of controlling strategies
to the usual viscosity-driven viscous fingering problem has
been a topic of major recent interest [22—31]. One particularly
simple and efficient controlling method has been proposed
in Ref. [31] which considers a curvature-dependent surface-
tension model [32,33]. Within the context of this model, the
surface tension varies in proportion to the local curvature of the
evolving interface [34]. This strategy allowed the manipulation
of the conventional viscosity-driven Saffman-Taylor instabil-
ity leading to the suppression of fingertip-splitting events, and
ultimate stabilization of the deformed interface.

Motivated by the success of the variable interfacial tension
approach in controlling the usual viscosity-driven instability
in motionless radial Hele-Shaw cells [31], in this work
we investigate the possibility of restraining the emergence
of centrifugal viscous fingering instability in rotating Hele-
Shaw flows. Through the employment of a weakly nonlinear
perturbative scheme [35] we show that the interplay between
the variable surface tension and three-dimensional (3D) effects
connected to the contact angle significantly affects the scenario
of instability formation. The effectiveness of our controlling
protocol is examined at both linear and early nonlinear stages
of the dynamics, indicating inhibition of finger competition
phenomena, and consequent stabilization of the rotating fluid-
fluid interface.

II. GOVERNING EQUATIONS OF THE PROBLEM

Consider a Hele-Shaw cell of gap spacing b containing two
immiscible, incompressible, viscous fluids (Fig. 1). Denote
the densities and viscosities of the inner and outer fluids,
respectively as py, 1 and p,, 12. Although our model is capable
of describing two fluids of densities and viscosities of any
magnitude, we focus on the centrifugally driven motion where
p1 > p2, and 11 > 1. The cell rotates with constant angular
velocity €2, and there exists a surface tension o between
the fluids. As in Refs. [31-33] the interfacial tension is not
constant, and varies along the fluid-fluid interface.

To perform the weakly nonlinear analysis of the system,
we consider that the initial circular fluid-fluid interface is
slightly perturbed (Fig. 1), R = R 4 ¢(6,t), where 6 repre-
sents the azimuthal angle and R is the radius of the initially

©2013 American Physical Society



FRANCISCO M. ROCHA AND JOSE A. MIRANDA

FIG. 1. (Color online) Perspective view of the rotating Hele-Shaw
cell. The plates of the cell have spacing b and rotate about a
perpendicular z axis with angular velocity 2. The more viscous and
more dense fluid has initial radius R and occupies the shaded region.
Interface disturbances are denoted by ¢, azimuthal angle by 6, and
the variable interfacial tension between the fluids is given by o.

circular interface. The interface perturbation is written in the
form of a Fourier expansion ¢(0,t) = ,T:D'ioo La(t)exp (inb),
where (/R K1, ¢,(t) = (1/271)[02” £(0,t)exp (—in6)do
denotes the complex Fourier mode amplitudes, and » is an
integer wave number.

The n = 0 mode is included in our analysis to keep the area
of the perturbed shape independent of the perturbation ¢. Mass
conservation imposes that the zeroth mode is written in terms
of the other modes as {y = —(1/2R) Zn#) |£,(2)]. Note that
in order to address both linear and weakly nonlinear aspects of
the interface dynamics, our perturbative analysis keeps terms
up to the second order in ¢.

The equation of motion of the interface is given by Darcy’s
law [1,2], properly augmented by a centrifugally driven

term [3,4]
»? ;272
=V |p, - P , 1

YT T, [p’ 2 } 0

where v; and p; represent the gap-averaged velocity and
pressure of fluid j, where j = 1,2. In addition, r denotes
the radial distance from the axis of rotation. Equation (1) is
valid in the small Reynolds number limit, where Coriolis and
other inertial effects are negligible [5]. For the inclusion of
such effects into the rotating Hele-Shaw problem, we refer the
reader to Refs. [7,8,10].

From Eq. (1) and the incompressibility condition
V.v; =0, it can be verified that the velocity potential
¢; (v; = —V¢;) obeys Laplace’s equation V2¢j = 0. The
problem is then specified by two boundary conditions at the
interface

p1— p2=0(KOK 2
and
n-V¢, =n-Ve,. 3)

Equation (2) is a modified version of the usual Young-
Laplace pressure jump at the interface [31] with X =« + k.,
where « denotes the spatially varying interfacial curvature
in the plane of the Hele-Shaw cell, and «; = cos6,./(b/2)
is the constant curvature associated with the interface profile in
the direction perpendicular to the Hele-Shaw plates, set by the
static contact angle 6, measured between the plates and the
curved meniscus. In Eq. (2) note the presence of a curvature-
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dependent surface tension given by
o(K) = oy + BK, 4)

where the control parameter 8 can be positive, negative, or
zero, and oy is the surface tension when g = 0 [32,33]. The
possible physical mechanisms involved with this particular
functional form of the variable interfacial tension are related
to the addition of surfactants or polymers at the fluid-fluid
interface, or at the cell walls. These issues have been
thoroughly discussed in Refs. [31-33].

Depending on the values of § and 6., the effective surface
tension can be either reduced or increased when the interface
bulges into the displaced fluid, altering the stability of the
fluid-fluid interface. As in Refs. [27,29] we focus on the
situation in which the displaced fluid is nonwetting (6, = 7).
The second important boundary condition [Eq. (3)], known
as the kinematic boundary condition, states that the normal
components of each fluid’s velocity are continuous at the
interface, with n representing the interface unit normal vector.

At this point we stress that the coupling between the
curvature-dependent surface tension o (XC) and the three-
dimensional (3D) term represented by «, plays a fundamental
role in allowing a proper manipulation of the centrifugal
fingering instability. If the surface tension does not depend
on the curvature (8 = 0), since the 3D term is constant (its
gradient is zero), it does not affect the motion of the interface.
However, if B # 0 we have the coupling of 8 and the spatially
varying in-plane curvature « with the 3D term.

To obtain a mode-coupling differential equation for the
interface evolution, we follow standard steps performed in
previous weakly nonlinear studies in Hele-Shaw cells [31,35]:
from the solution of Laplace’s equation we define Fourier
expansions for the velocity potentials. Then, we express ¢;
in terms of the perturbation amplitudes ¢, by considering
condition (3). Substituting these relations and the modified
pressure jump condition Eq. (2) into Eq. (1), always keeping
terms up to second order in ¢, and Fourier transforming, we
find the dimensionless equation of motion for the perturbation
amplitudes (for n # 0),

é‘n = A(n)gn + Z [F(nJl,);n’Cnfn/ + G(n»n/)é‘n/;nfn’]’ (5)
n'#0

where the overdot denotes total time derivative, and
2 cos 6,
An) = |n| {sgn(U) —Sn?— 1)[1 + 223(1 n C‘;S )} }
(6)

is the (time-independent) linear growth rate. The parameter

00

§=__ % )
R3Q2|p; — ps

represents the ratio of capillary to centrifugal forces, while

B = £ ®)
(I()R
measures the action of curvature-dependent surface-tension
effects. The sgn function equals £1 according to the sign of
its argument.
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The second-order mode-coupling terms are given by
, 1
F(n.n) = In|y 7sgn(U)

6, /
_s (1 n 4%“’2 ) [1 - ”5(311/ n n)i|

— SB[3 —n'(5n' +n) +n*(n — n/)z]} 9

and
G(n,n") = An|[1 — sgn(nn’)] — 1, (10)

where A = (12 — n1)/(n2 + n1) is the viscosity contrast. In
Eq. (5) lengths are rescaled by R, and timeby R/ U, where U =
[B>R(p1 — p2)22]/[12(n1 + 12)] is a characteristic velocity.
From this point on, we will be dealing with the dimensionless
version of the governing equations.

The linear growth rate (6) provides relevant information
about the linear stability of the interface, and the nonlinear
terms (9) and (10) offer key analytical insights into the
response of finger competition events to the action of the
variable interfacial tension at the weakly nonlinear regime.
As pointed out at the beginning of this section, recall that in
this work we focus on the centrifugally unstable situation in
which sgn(U) = 1, A = —1, and 6, = 7. These are the most
common conditions present in existing experiments in rotating
Hele-Shaw cells. Moreover, these are also the conditions of
important technological applications [12—16] where control of
centrifugal fingering could be needed. We emphasize that the
values we take for our dimensionless parameters are consistent
with typical physical quantities used in real experiments for
rotating Hele-Shaw flows [4,5,9].

III. FINGERING CONTROL: LINEAR
AND NONLINEAR REGIMES

As mentioned earlier in this work, our main goal is to use
the curvature-dependent surface-tension approach to stabilize
usually unstable flows in rotating Hele-Shaw cells. First, in
Sec. IITA we try to extract useful information regarding
control of centrifugally driven instabilities at purely linear,
early time stages of the interface evolution. Then, in Sec. III B
we test the robustness of the control strategy verified at the
linear level, turning our attention to the weakly nonlinear
regime. At the nonlinear level, we can examine how the
variable interfacial tension acts on the typical finger com-
petition mechanism which takes place in rotating Hele-Shaw
flows.

A. Linear behavior

We begin our discussion by examining the origin of the
terms in the linear growth rate expression [Eq. (6)]. Since
we concentrate on the situation where sgn(U) = 1, it is clear
that the centrifugal term does act to destabilize the system.
On the other hand, the second term proportional to S(n% — 1)
is related to the surface-tension contributions: the first term
on the square bracket is associated to the surface tension
connected to the in-plane curvature «, and plays a stabilizing
role. The term proportional to the variable surface-tension
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FIG. 2. (Color online) Inhibition of centrifugal fingering at the
linear level. Linear growth rate A(n) as a function of mode number n
for different values of 8. The typical number of interfacial fingers,
given by the maximum of the curves (n,.), drops successively
(Mmax &~ 17,11,6, and 1) as the magnitude of the variable interfacial
tension parameter B is increased.

parameter ‘B presents the contribution due to the transverse
interfacial curvature x, involving the contact angle. Recall
that Hele-Shaw flows consider a high aspect ratio situation
where b < 1 so that the contact angle term is indeed the
dominant one. Finally, notice that since here we consider
that 6, = , B must be negative in order to stabilize the
interface. Of course, if B > 0 the interface would be further
destabilized, but this is not the effect in which we are currently
interested.

The role of B in controlling the instability at the linear
level is illustrated in Fig. 2. This figure plots the linear growth
rate (6) as a function of mode number n for different values
of the variable surface-tension parameter B: 0, —3.4 x 1073,
—1.7 x 1072, and B,, where B, denotes the critical value
for which all modes n > 1 become stable [obtained by setting
A(n) = 0]

c =

1 [ sgn(U) _1] (11
] )

2(1 + ZCZ_S@ S(m? —1)

Figure 2 is plotted by considering the following typical
values of S and b: S =1.14 x 1073 and b =1072. As a
matter of fact, these characteristic parameter values will
also be used to plot the remaining figures appearing in
this work.

By inspecting Fig. 2 it is clear that the system is unstable
when B = 0: there is a large band of unstable modes,
for which A(n) > 0. Note that the maximum of the curve
represents the mode of largest growth np.x [obtained by
setting dA/dn = 0]. For 28 = 0 we find that n,x =~ 17. This
number represents the typical number of fingers that emerges
at the rotating interface in the linear regime. Moreover, Fig. 2
indicates that for 8 = —3.4 x 1073 the interface becomes
more stable compared with the B =0 case: the band of
unstable modes is reduced, the growth rate magnitude is
decreased, and the number of fingers drops (now npyx ~ 11).
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We can also see that by further increasing the magnitude of
B one could stabilize the system quite significantly, making
Nmax drop to one when 28 = B, [Eq. (11)].

In order to suppress any interfacial instability it would
suffice to consider the case n > 2. The mode n = 0 that
corresponds to a uniform expansion of the circle is marginal
[i.e., A(n = 0) = 0] for all values of 5. Note that mode n = 1
does not introduce any interfacial deformations. In fact, it
corresponds to a global off-center shift of the circle. So, it
preserves circular shape but can be unstable in the sense that
it can lead to droplet translation.

B. Weakly nonlinear stage

Although it is encouraging to be able to verify that at the lin-
ear level one could use the parameter ®B to control the degree of
centrifugal fingering, rigorously it does not guarantee that such
a controlling strategy will be really effective during nonlinear
stages of the interface evolution. Additionally, the typical
finger competition phenomenon verified in rotating Hele-Shaw
flows is an intrinsically nonlinear effect and cannot be properly
addressed by purely linear analysis [6,36—38]. Therefore, to
check the linear predictions discussed in Sec. IIT A, and to
elucidate key effects related to finger competition in rotating
Hele-Shaw flow in the presence of a variable interfacial ten-
sion, we proceed by analyzing the weakly nonlinear dynamics
of the system. This is done by concentrating our attention on
the role played by the parameter B in possibly controlling
finger competition events, and ultimately leading to interface
stabilization.

Now the mode-coupling equation (5) is utilized in its
entirety to study the onset of nonlinear pattern formation
through the coupling of a small number of modes. To simplify
our discussion it is convenient to rewrite the complex net
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perturbation in terms of cosine and sine modes,

$(0,1) =%+ Z [an (1) cos(n@) + by (1) sin(nd)],  (12)

n=1

where a, = ¢, + ¢, and b, = i(¢, — ¢_,) are real valued.
Without loss of generality, for the remainder of this work,
we choose the phase of the fundamental mode so that a,, > 0
and b, = 0. We follow Ref. [35] and consider finger length
variability as a measure of the competition among fingers.
Within our approach the finger competition mechanism can be
described by the influence of a fundamental mode n, assuming
n is even, on the growth of its subharmonic mode /2. By using
Egs. (5)—(10) the equations of motion for the subharmonic
mode can be written as

anjp = {An/2) + C(n)an}an2, (13)

bujy = {Mn/2) — C(n)ay b, (14)

where the finger competition function is given by
comy=~le(® ) 4™ (15)
YoM\ 2 2"

Cn,n') = Fn,n)+rn")Gn,n). (16)

and

From Egs. (13) and (14) we verify that a negative C(n)
increases the growth of the sine subharmonic b,,,, while
inhibiting growth of its cosine subharmonic a, /. The result
is an increased variability among the lengths of fingers of the
outer fluid penetrating into the inner one. This effect describes
the competition of inward fingers. Note that our finger
competition mechanism determines the preferred direction
for finger growth and finger length variability. So, when

FIG. 3. (Color online) Inhibition of centrifugal fingering at the weakly nonlinear level. Snapshots of the evolving interface, plotted at equal
time intervals for the interaction of the fundamental mode, and its subharmonic. Different values of the variable interfacial tension parameter
B are used: (a) 0, (b) —3.4 x 1073, and (c) —1.7 x 1072, The dashed curves are added to better guide the eye regarding finger competition.
The insets show close-up views of the regions delimited by the dashed curves. Darker colors mean later times.
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C(n) <0, even though there exists finger competition in
both directions (inward and outward), the competition among
inward moving fingers is much stronger than the competition
among outward moving fingers. Reversing the sign of C(n)
would exactly reverse these conclusions, such that modes a,, />
would be favored over modes b, . In this case, competition
of the outward moving fingers of the inner fluid would have
preferential growth.

For the typical rotating Hele-Shaw flow experimental
parameters used in Refs. [4,5,9] we have found that C(n) < 0
indicating a restrained growth of cosine subharmonic modes
ans2, accompanied by a simultaneous increased growth of
sine subharmonic modes b,,,. These findings are illustrated in
Fig. 3, which plots the time evolution of the rotating fluid-fluid
interface for three different values of B: 0, —3.4 x 1073, and
—1.7 x 1072, The interfaces shown in this figure are calculated
with the help of Eq. (12) and consider the weakly nonlinear
interplay of two wave numbers, namely the fundamental
n = n*, where n* is the nearest even integer to nyax and its
subharmonic 7 /2. We take the initial amplitudes as a,/>(0) =
bu/2(0) = 1/750 and a,,(0) = 1/130. In addition, the interfaces
are plotted for 0 < ¢ < 0.247, at equal time intervals Ar =
0.062. As in Fig. 2, § =1.14 x 1073 and b = 1072, These
parameters are also utilized to plot Fig. 4.

By examining Fig. 3(a) for B = 0 it is evident that the
inward moving fingers of the outer fluid present different
lengths, indicating the presence of finger competition. The
inset of Fig. 3(a) shows a close-up view of part of the
fingers, where competition among inward moving fingers can
be clearly verified: some inward moving fingers touch the
inner dashed line, while other inward moving fingers do not.
On the other hand, the fingers of the inner fluid pointing
outward have nearly similar sizes, confirming the prediction
that competition among these fingers is repressed. So, the fact
is that when the surface tension is constant, one does observe

(a)

AR
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a finger competition phenomenon among inward moving
fingers.

A different kind of behavior is revealed in Fig. 3(b)
for B = —3.4 x 1073: the action of the variable interfacial
tension not only reduces the number of fingers, but also
decreases the competition of the inward moving fingers. By
inspecting the inset of Fig. 3(b) we see that both neighboring
inward moving fingers are very close to the inner dashed
line, indicating weaker competition. Finally, by increasing the
magnitude of B even further [in Fig. 3(c) B = —1.7 x 1072]
we obtain a much more stabilized fluid-fluid interface in which
finger competition events are hardly observable, as illustrated
by the inset of Fig. 3(c). This supports the idea that the variable
interfacial tension approach is effective in suppressing finger
competition events, and interface disturbances in general, also
at weakly nonlinear stages of the dynamics.

In order to reinforce the visual illustration of the restrained
finger competition for larger ‘B discussed in Fig. 3, we go
ahead and analyze this issue more quantitatively in Fig. 4. The
evaluation of finger competition is done by the quantity

AR = |R; — 9{,-+1|, )

which expresses the absolute value of the difference between
the interfacial positions for consecutive inward moving fingers
i and i + 1, where f3; is the radial position of the tip of an ith
inward moving finger and R, is the equivalent position of
the neighboring inward moving finger [or the (i 4 1)th finger].
These geometric concepts are sketched in Fig. 4(a). Note that
AR provides a convenient quantitative measure of the finger
length variability or, equivalently, of the finger competition
events among inward moving fingers.

Useful information about the time evolution of the finger
competition behavior in our system can then be obtained by
analyzing Fig. 4(b) that plots AR as a function of time. Note
that the curves for 28 # 0 are located below the one for 8 = 0

(b)

0.04]
e B=0
003 — B = _34 % ]073 /.
/,.
0.02] ”//
o
ya
4 )
0.01 - .
g B -
s L
—& .1: o ® o
00 T 2T 37 -

FIG. 4. (Color online) Refers to the patterns illustrated in Fig. 3, and uses the same physical parameters. Difference between the interface
positions of the fingertips for consecutive inward moving fingers of the outer fluid AR [see Eq. (17) and Fig. 4(a)] as a function of time, for
different values of ‘B as plotted in Fig. 4(b). One readily observes that finger competition is decreased by the use of variable interfacial tension
of increasingly larger magnitude. Here v = 15A¢, where At is the time interval used in Fig. 3.
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expressing that finger competition decreases as the magnitude
of B is increased. This demonstrates in a quantitative fashion
that finger competition is significantly affected by the variable
interfacial tension parameter 8. This makes it appropriate to
properly tune and control centrifugal fingering in general, and
nonlinear finger competition events in particular.

IV. CONCLUSION

In this work, we revisited the rotating Hele-Shaw flow
problem, and investigated the effect of a curvature-dependent
interfacial tension on the stability properties of the fluid-fluid
interface. This was done by performing a weakly nonlinear
analysis of the rotating flow situation. It enabled us to verify
the effectiveness of the variable interfacial tension approach in
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controlling centrifugal fingering both at purely linear stages of
the dynamics, as well as at the onset of nonlinearities. In partic-
ular, we showed that nonlinear finger competition events can
be systematically suppressed, yielding subsequent interface
stabilization. This work offers an additional contribution to
the growing body of recent studies in the literature addressing
a number of different strategies targeting the control of inter-
facial instabilities in confined Hele-Shaw geometries [22-31].
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