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Escanchado aos quartos de minha mae

Passa por um fato corriqueiro, normalmente levado a sua seriedade real s6 naquelas
situagoes mais tristes, a inaptidao que nos, seres humanos, demonstramos em
viver sozinhos e de depender apenas de nés mesmos. A incapacidade é tanta que
nao faltam na histéria da humanidade e muito menos nos dias de hoje punigoes
baseadas no desterro e no isolamento. Nao é também obra do acaso, embora
num ambito filoséfico mais geral e amplo tudo o possa vir a ser, que tenhamos
ao longo dos tempos transferido simpaticamente nossa atencao e carinho a outras
espécies, ditas companheiras (a predilegao por gatos, contudo, ainda me parece um
contrassenso). Esse anseio por companhia esta tao arraigado nos coragoes humanos
que, no momento em que nos tornamos mais cientes a respeito da estrutura do
cosmos, nos questionamos: estamos sés?

Tente imaginar a que ficaria reduzida a nossa memoria sem a relagao desenvol-
vida entre os nossos pares e entes queridos. Nao estamos sos.

E bonito considerar a vida de cada pessoa um caminho por onde vao se pre-
gando os rastros de vérios pés. A descontinuidade de um desses rastros, pelo
motivo que seja, sempre é penosa e acaba por mexer no arranjo desses caminhos.

Por uma canhestrice natural nossos primeiros passos nunca sao trilhados sem
ao menos um outro par de passos acessoério. E mesmo antes de nos livrarmos da
inseguranca de tirar uma das plantas do chao e caminhar a dois pés de cabeca mais
ou menos erguida, ha 14 alguém que ja nos caminha escarranchado em volta de seu
cachago, abracado ao torso com a cabeca encostada em seu ombro ou escanchado
aos seus quartos; ha muitos outros meios. Suas pegadas sao nossas primeiras.

Se por esse modo ou por outro parecido, nossas vidas se entrelacam com as de
outros, tao cedo e idealmente de maneira tao terna, e o mundo paradoxalmente
se revela, como o faz a todos os seres, um palco de maravilhas sem-fim e um
algoz terrivel, nao me espanta a necessidade que sentimos em compartilhar nossas
alegrias e surpresas, de louvarmos uns aos outros, e de querermos receber, quase
que por merecido, consolo quando um mal nos aflige. A solidao é o pior dos males



porque ela é o mundo, o mundo contra que se depara sozinho.

O traco de minhas préprias pegadas nao sou capaz de recobra-lo. Ninguém
o é, imagino. Entretanto, sentido-me aqui impelido em fazé-lo para reconhecer
os tragos de outros com quem tive a sorte de ir-me misturando ao longo de meu
caminho e tendo que comecar de algum ponto, escolho os passos da vida por onde
cruzei com a minha avd, a quem nunca chamei assim, porque tinha um apelido
que era nome e fazia mais jus a pessoa jovem, invicta e extrovertida que era a
dona Vanda. Nao tenho uma memoéria sequer de minha primeira infancia em que
ela nao esteja presente. Ai se encontra depositada a importancia das coisas que se
vao cedo demais. Penso no orgulho que ela sentiria de mim e, indiretamente, de
minha mae por carregar-me como o fez por tanto tempo. Toda realizagao minha
¢ um feito imediato dessas duas mulheres, as primeiras senhoras do meu passo.

No curso dessa estrada de memérias agora tenho dois tios a lembrar. Um por
ter sido e continuar a ser um modelo distante, quem pouco conheci mas a quem
sou constantemente assemelhado, cujo nome sempre me soa drummondianamente
enigmatico justo por ser de nossos nomes o mais simples, o José. Sua figura para
mim ¢ indissociavel da lembranca de minha v6. Do outro lembro-me bem porque
foi também meu irmao mais velho, um reflexo do que eu considerava fantastico,
e mesmo com toda a distancia que algumas vezes se interpoe entre dois caminhos
ainda o distinguo como o grande e fiel amigo que sempre me foi. Ao meu tio
Eduardo também se deve, diga-se de passagem, a descoberta prematura em minha
personalidade de um viés académico, prematura porque eu mesmo por muito tempo
relutei em desfavor dessa suposta tendéncia. Nao fosse pela persuasao de outros
amigos, em especial, a de meu carissimo Paulo Duarte, eu talvez continuasse a crer
que um diploma de fisico e um emprego como perito na policia federal constituissem
realizacoes profissionais mais do que suficientes na vida de qualquer homem.

H&a de se notar entao o talhe de trés pares de pés pequenos bem préximos
aquelas pegadas deitadas por mim. Em mais de um momento de minha vida, elas
protaganizaram o passeio. Sao as marcas da minha tia Arlete, deixadas com a
simplicidade e a alegria sincera que lhe sao caracteristicas, as da minha tia Ana,
pisadas com a energia feliz e a forga de sua presencga, e, ao seu lado, os passos da
minha tia Liliane, um exemplo inigualavel de docura genuina.

De minhas tias nao posso lembrar sem acrescentar-lhes os meus primos. A
baralhada em minha trilha é de sua culpa, contudo tenho certeza absoluta de
que eles se defenderam dizendo que se algum rastro foi por diversao bagungado
tal rastro é o deles e essa confusao foi incitada por mim. A Neg’a, Marzinho,
Bochecha, Cadu, Cove, Kiko, a loira louca, todos tém um papel fundamental em
minha vida, além do usual e de extrema importancia deixar-me contente e fazer-
me rir. E um tanto mais a frente da linha de meus primos chegam as minhas
duas irmas. Primeiro a minha loira com a sua pose de estrela a indicar nao sé
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o entrelacamento genético que ha nas pessoas mas também o de seus caminhos,
porque ela é uma verdadeira vitamina de liquidificador a base de minha mae e
minhas tias, com uma porc¢ao maior de tia Ana na mistura, eu diria. Pouco apos
entra em cena a minha preta que abre um sorriso e esboca uma postura capazes
de restaurar ao convivio humano o mais dedicado dos anacoretas.

E entre os passos de minhas irmas onde acho os de meu pai. O seu Rocha é
aquilo que o seu nome anuncia. Meu pai é solido, constante, paciente. A sua vida
considero uma ligao. Junto a pedra de meu pai, eu a vejo de novo, minha mae,
que ¢é a agua, as pedras e a propria erosao. Minha mae nao ¢ uma parada, ela é a
linha, a maquina e o trem. Um trem que me diz por vezes que sou uma ponte sem
a qual teria caido num precipicio. Nao sei de que modo poderia servir de suporte
para um veiculo em que sou passageiro, mas adquiri a sensatez ao longo dos anos
de nao discutir e aceitar o que me diz a minha mae.

Como se vé, a lista de passos é extensa. Cada pisada tem o seu proprio peso e
frequéncia. E tudo o que foi dito corresponde a somente um quinhao da familia. E
ao se considerar uma familia, uma pessoa deve considerar também a outra. A outra
sim, porque um homem afortunado nao apenas tem a familia em que nasceu, mas
compoe conjuntamente uma outra em que ele préprio trabalha para a constituir.

Um fato que me comove é o de como uma pessoa com tao poucos dotes de
sociabilidade, eu, possa gozar de um circulo de amigos tao admiraveis. Nao sou
capaz de me conhecer sem que eu olhe fundo e tente descobrir eu mesmo em meus
amigos. Eles me ensinam e me motivam a aprender. Apontam os meus defeitos,
reconhecem as minhas qualidades e de um todo dividem comigo as gracas e a carga
do mundo.

Tenho muitas mengoes honrosas: Paulo Duarte, Bruno Verissimo, Henrique Vi-
cente, Tiago Saraiva, Marcel Moura, Humberto Barbosa, Marilia, Daniel Miranda,
Gabriel Guimaraes, Paulo D’Avila, André Gomes e mais recentemente Leo Soares,
Ramon Domingues e Bruno Camerano. Desejo nao me falta de deixar-lhes regis-
trado alguma palavrinha para embelezar ainda mais os seus nomes, no entanto, o
que se pode fazer para aprimorar o perfeito? ;)

Enfim, o falar de amigos me carrega a um lugar mais do que especial, onde
encontro junto aos meus passos um outro par, de pisadas firmes que se alternam
entre as minhas e me guarnecem da inquietacao de estar-me dirigindo por um mal
caminho. Minha guia, minha senhora, minha esposa e minha namorada, o temor
da humanidade é o meu, s6 que em meu caso ele estd consubstanciado na sua
auseéncia.

E, reduzindo a vida a isto: um passeio entre familia e amigos e mais de um
cachorro, este humilde trabalho é apenas mais um passo ou, menos ainda, a ponta
de um outro passo que nao posso considerar s6 meu. Tomé-lo para mim seria
uma apropriacao indevida e uma desfeita a quem por tamanho tempo e apesar
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de tanto esteve junto de mim, imprimindo pegadas num solo mais depressa que a
maré certa consiga de todo as lavar. Se jamais estive s6, nao vejo razao para me
destacar agora. Eu sinceramente agradeco a todos que tentam ou tentaram me
proibir do mundo aquele fuso que ha de pior.
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Resumo

Um esquema central em volumes finitos para a solucao numérica de problemas
hiperbdlicos escalares bidimensionais, definido sobre dominios computacionais dis-
cretizados por malhas triangulares nao-estruturadas, é proposto. O método é bi-
partido (staggered), de modo que é definida uma malha dual e auxiliar & malha de
triangulos original para que se alternem a posigao dos graus de liberdade numéricos
entre duas iteragoes sucessivas. Neste sentido, o esquema proposto é hibrido, po-
dendo ser encarado como um método centrado na células triangulares da malha,
a forma escolhida neste trabalho, ou centrado em seus nés. O esquema é também
conservativo, o que significa que deriva diretamente da lei de conservacao da qual
o problema diferencial provém, e assim esta apto a aproximar satisfatoriamente
solugoes generalizadas. O método é inicialmente desenvolvido para lidar com leis
de conservacao convectivas nao-lineares e uniformes. Uma extensao, entretanto, é
realizada para que ele seja também aplicavel a problemas que envolvam a equagao
de transporte. Sao apresentadas tanto uma formulagao de baixa ordem quanto
uma variagao de alta resolucao. Essa ultima criada a partir de reconstrucoes poli-
nomiais lineares por partes, célula a célula, limitadas geometricamente e nao pelo
uso de funcgoes limitadoras. Por fim, esquemas derivados segundo o processo pro-
posto sao aplicados para solucao de problemas hiperbdlicos simples que possuam
solucao exata conhecida. A conformidade dos resultados obtidos sugere que a con-
vergéncia desses esquemas nao pode ser peremptoriamente refutada. Além disso,
a ordem com que essa convergéncia é estabelecida é estimada através de testes.

Palavras-chave: leis de conservacao, problemas hiperbédlicos escalares, esquema
central em volumes finitos de alta resolugao, limitagao de inclinagoes geométrica.



Abstract

A finite volume central scheme for the numerical solution of bidimensional scalar
hyperbolic problems made discrete over non-structured triangular meshes is pro-
posed. The method is staggered, in such a way a dual auxiliary mesh is defined
from the original one composed of triangles to make possible the displacement
required by the numerical degrees of freedom between successive iterations. The
proposed scheme is hybrid in a sense that it may be regarded as a cell-centered
method, the choice in this work, or a node-centered one. The scheme is also con-
servative, which means it is generated by the use of that specific conservation law
from which the differential problem stems, therefore making it capable of satis-
factorily approximating generalized solutions. The method is initially developed
to deal with non-linear uniform convective conservation laws. An extension of it,
however, is made to tackle appropriately those problems which make use of the
transport equation. Both low order and high resolution formulations are presen-
ted. The latter is created from piecewise linear polynomial reconstructions whose
inclination vectors are geometrically limited. At last, schemes derived from the
proposed process are applied to simple hyperbolic problems for which an exact
solution is available in order to assess the conformity of the numerical solutions
generated by the schemes. Moreover, the order of convergence of the method is
estimated through tests.

Keywords: conservation laws, scalar hyperbolic problems, finite volume central
schemes.
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Introducao

Esquemas computacionais de alta resolucao sao necessarios para um tratamento
numérico adequado daqueles problemas hiperbdlicos de que se espera solucoes
descontinuas ou nao continuamente diferencidveis. O surgimento de oscilacoes
espurias na vizinhanga de descontinuidades de uma solugao é um evento facilmente
observado quando métodos de alta ordem sao utilizados na tentativa de producao
de um substituto numérico que aproxime a solucao exata com erros menores e
mais alta ordem de convergéncia. Um teorema por Godunov,[28], estabelece que
nenhum esquema numeérico linear de ordem mais alta que 1 é capaz de produzir tais
substitutos, isso porque a geracao dessas oscilagoes, ou a violagao de monotonici-
dade, nome pelo qual o fenomeno é conhecido, é uma propriedade intrinseca desses
esquemas. A teoria subsequentemente desenvolvida [30], [31], [32], [33], [6], ainda
restrita a problemas unidimensionais, visa a proposicao de esquemas nao-lineares
para contornar essa falha, acompanhando as linhas gerais de confeccao de esque-
mas conservativos, introduzidas pelo método de Godunov, [14], e generalizadas
por Van Leer, culminando no desenvolvimento de esquemas de tipo MUSCL, [34].
Conceitos como métodos TVD (Total Variation Diminishing), [19], limitadores de
inclinagao e limitadores de fluxo, [29], sdo oriundos dessa teoria.

Uma vez delineados a estrutura das principais ideias e o papel dos conceitos,
o processo de formulacao de métodos numéricos em volumes finitos segue o de-
nominado algoritmo REP, [25], [23]. O algoritmo subentende conhecimento exato
ou aproximado da estrutura caracteristica da reconstrucao utilizada, [10], entre
instantes sucessivos da iteragao. Isso justifica a profusao de trabalhos publicados
propondo aproximagoes, correspondentemente, definindo esquemas em si, disposta
na literatura. Em geral, as estratégias adotadas categorizam os métodos em duas
classes: uma em que o problema original é substituido por outro de uma estrutura
caracteristica mais simples, contudo, de maneira determinadamente equivalente,



que permita a evolugao exata do problema de Riemann generalizado, [17], [28], e
outra em que a dificuldade introduzida pela possivel complexidade da estrutura
caracteristica de um problema hiperbédlico é contornada por meio de um uso judi-
cioso da lei de conservacao do qual o problema é derivado. Os chamados métodos
baseados em solugoes de problemas de Riemann (Riemann Solvers), concernem a
primeira classe. A segunda classe de métodos recebe a denominacao de central,
23], [27], [21].

Tanto solucionadores de Riemann quanto métodos centrais revelam-se bem-
sucedidos. Os primeiros exibem geralmente uma melhor ordem de convergéncia,
mas tendem a apresentar um custo computacional mais elevado do que os esque-
mas centrais. Estes, por outro lado, gozam de nao necessitar da solucao local de
um problema de Riemann, o que os torna conceitualmente mais simples e mais
facilmente implementéveis.

No que concerne ao desenvolvimento de métodos para problemas hiperbdlicos
bidimensionais, a proposta de esquemas baseados na evolugao da estrutura carac-
teristica de reconstrucoes utilizadas encerra um problema de grande dificuldade,
explicando parcialmente a falta de rigor encontrada em tantos trabalhos existentes
na literatura que adotam essa linha de construcao. A ideia geral é a de pressupor
ou, efetivamente, a de abarcar numa unica expressao todos os possiveis resul-
tados de um problema de Riemann local, tendo como base conceitual a teoria
unidimensional desses problemas. As maneiras como isto é feito sao diversas e
dependem fortemente do tipo de discretizagao do dominio utilizada. Para malhas
estruturadas quadrangulares LeVeque, [25], sumariza boa parte dos métodos e das
ideias presentes na literatura. Edwards, [13], faz uso deles em um artigo razo-
avelmente recente no contexto da simulacao de escoamentos bifasicos em meios
porosos, o que demonstra como essas ideias continuam atuais. Para malhas nao-
estruturadas, principalmente para aquelas compostas de elementos triangulares, o
nimero de trabalhos é similar ou superior, produzindo resultados mais ou menos
conformes e sendo principalmente justificados pela maleabilidade dessas malhas
na discretizagdo dos dominios, [5], [26], [12].

Quanto a formulagao de esquemas centrais para semelhantes problemas mul-
tidimensionais, a proposta de tais métodos é enormemente facilitada pelo uso da
lei de conservagao e mesmo susceptivel a uma andlise numérica a priori. Pos-
sivelmente, o primeiro esquema central para a solugdo numérica de problemas
hiperbdlicos bidimensionais, com efeito nao somente para estes mas também para
qualquer problema derivado de uma lei de conservagao, a ser proposto ¢ a extensao
dos esquemas de Lax-Friedrichs e de Nessyahu-Tadmor apresentada por Arminjon
et al., [2], [1]. Desde entao, outros esquemas e otimizagdes desses esquemas fo-
ram e vem sendo propostas. Extensoes que comportem malhas com caracteristicas
diferentes das malhas usadas na formulacao original, reconstrucoes de grau mais



alto, limitagoes de inclinagoes mais adequadas, etc. sao melhorias introduzidas,
3].

Este trabalho visa contribuir para o crescimento da lista desses tltimos métodos.
O esquema central aqui proposto lida satisfatoriamente com problemas hiperbédlicos
nao-lineares uniformes e nao-uniformes, no sentido de que as solugdes numéricas
por ele produzidas apresentam um bom acordo com as solucoes exatas, fortes e
fracas, dos problemas considerados.

Por fim, na organizacao do texto, admite-se uma disposicao que naturalmente
influa na formulacao do esquema proposto:

Capitulo 1 Leis de conservagao e EDP hiperbdlicas
Sao introduzidos os principais conceitos e a metodologia da modelagem ma-
temaética de corpos materiais, seguindo a linha das referéncias: [15], [18]. O
estudo é considerado importante, uma vez que traca a estrutura matematica
subjacente a qualquer problema que envolva EDP. Enfase ¢ dada, sobretudo,
aqueles modelos de que se conclui o comportamento hiperbdlico, ou de onda,
nas equagoes diferenciais parciais resultantes.

Capitulo 2 Rudimentos da teoria de problemas hiperbdlicos

Esboca-se um tratamento de alguns problemas de valor inicial baseados nes-
sas equagoes, visando introduzir os principais atributos de suas solucoes.
Apresenta-se em contraponto o conceito de solugoes generalizadas para tais
problemas a fim de conciliar seus requisitos com as algumas propriedades des-
sas novas solugoes. Com o intuito de uma exposicao mais didatica possivel,
solugoes de um bom nuimero de problemas sao deduzidas como exemplo.
Espera-se ainda que as dificuldades apontadas neste trecho do trabalho jus-
tifiquem suficientemente a necessidade de um tratamento numérico de seme-
lhantes problemas.

Capitulo 3 Métodos numéricos em volumes finitos
Os principais conceitos e ideias referentes a formulacao de métodos em volu-
mes finitos sao formalmente expostos.

Capitulo 4 Um esquema central para leis de conservagao hiperbdlicas em malhas
nao-estruturadas triangulares
Todas as variantes do método central proposto sao desenvolvidas e explicadas
em detalhe nesta seccao do texto. O esquema de baixa ordem é o primeiro
a ser apresentado apds dispostas algumas defini¢oes cabiveis, sendo seguido
pela formulacao de alta resolugao e logo adiante pela extensao do método
apropriada a lidar com problemas que envolvem a equacgao de transporte.

Capitulo 5 Aplicacoes e teste de resultados
Esses esquemas sao aplicados na solugao numérica de problemas para os quais



se dispoe de uma solugao exata e os resultados sao devidamente confrontados.
Uma estimativa da ordem de convergéncia dos esquemas ¢ realizada.



CAPITULO 1

Leis de Conservacdo e EDP hiperbdlicas

1.1 O conteudo fisico de uma lei de conservacao

A modelagem de corpos materiais, no que concerne aos fend6menos macroscopicos,
estda fundamentalmente embasada na hipotese do continuo. Ela permite que se
identifique com o corpo, em cada instante de tempo ¢, um dominio B; do espaco
euclidiano 3, denominado a configuracao do corpo nesse instante.

Subjacente a essa ideia estd a nocao de que um corpo material é com efeito
composto de um incontavel nimero de particulas, que, no decurso de algum evento,
ocupam posigoes distintas em um determinado instante ¢ das que ocupavam pre-
viamente. Esse deslocamento pode acarretar em uma mudanca de configuragao
do corpo, no entanto, nao necessariamente. KEssa ultima observacao sugere que
a definicao de configuracao de um corpo, embora util, é insuficiente para uma
descricao unica e inequivoca de seu movimento.

Faz-se necessario, portanto, introduzir o conceito de deslocamento de um corpo
entre duas configuragoes. Com tal intuito, sejam By e B duas configuracoes de um
corpo material, podendo inclusive serem idénticas, por um deslocamento do corpo
entre essas configuragoes entende-se um mapa bijetivo ¢ : By — B que preserva
a orientacao de qualquer sistema de eixos conjugado ao corpo. Uma sequéncia
continua de deslocamentos, ¢;, define uma evolucao, ou, também chamado, um
movimento do corpo.



O axioma de conservagao

A construcao do sistema fisico que servira de modelo a um evento qualquer
se desenvolve a partir desse ponto com a identificacao daquele grupo especifico
de grandezas atribuidas ao corpo que predominam a descricao do evento e se
segue na determinacao das relagoes que esses parametros apresentam um com o0s
outros. Quanto a essas relacoes uma classe de principios predomina na Fisica, todos
partindo do axioma fundamental que o valor assumido por uma certa propriedade
de um corpo isolado nao se altera no curso da dinamica desse corpo.

A aditividade de grandezas

O enunciado resume o compreendido por conservacao de uma grandeza. Ele
também subentende a hipdtese de que cada grandeza consiste de algo que de fato
pode ser medido e o valor que lhe corresponde é proprio do corpo, ou seja, inde-
pendente de sua configuracao. Assim, denotando por U uma grandeza conservada
qualquer, o axioma de conservacao ¢ equivalentemente escrito como

d
~U[B] =0, (1.1)

qualquer que seja o movimento ¢; a que o corpo se encontra submetido. Mais
ainda, a capacidade de se atribuir propriedades a corpos materiais obviamente se
estende a todos os corpos materiais, e, uma vez que U se encontra definida sobre
um corpo qualquer, a cada parte desse mesmo corpo, na medida que cada parte
define um corpo material em si, cabe um valor dessa propriedade. Supoe-se que
esse valor é Unico e isso resulta na aditividade de uma grandeza entre as partes de
um todo. Implicando entao que para qualquer particao P de uma configuracao B
de um corpo, tem-se

UlB] = Z Ule], (1.2)

onde a soma é tomada sobre todos os elementos €2; de P. A aditividade permite
do mesmo modo que se considere uma familia de particao e refinamentos e que se
carregue a soma (1.2) sobre o refinamento-limite da parti¢do, quando o maior dos
volumes das regioes definidas pelo particionamento tende a zero. O procedimento
nesse caso resulta na variante integral da equacao (1.2):

UlB] = /B du. (1.3)

Campos materiais

Escrever o valor de uma grandeza associada a um corpo material como uma
integral definida sobre os pontos de uma configuragdo do mesmo possibilita ainda



a introducao de novas grandezas, associadas, por exemplo, nao mais ao corpo
em si, mas as particulas que o compoem, identificadas nesta escala com pontos
geométricos. Posto que volume é uma propriedade sempre atribuida a corpos
materiais, convém expressar as demais propriedades por meio de uma distribuicao
volumétrica. Isso leva a definicao de campos materiais sobre os pontos de uma
configuracao.

Rigorosamente a definigdo de tais campos se dd da seguinte maneira, [15]: seja
U uma grandeza qualquer associada a um corpo cuja configuracao instantanea
é B, e considere uma familia de volumes s(x), todos incluidos em By, com a
propriedade 25(x) — 0 a medida que 6 — 0 e x € Q5(x) para todo § > 0, entao
assume-se que o limite abaixo existe e ainda que é indiferente a familia de volumes
25(x) utilizada, definindo portanto o campo u associada a U e ao volume

L U95(x), 4]
ulx,t) = lim

A introdugao do campo u : By — R permite assim que se escreva para qualquer
Q C B;.

U, t] :/u(x,t)dV. (1.4)

Lei de conservacao definida sobre regioes fixas do espaco

A definicao de campos materiais sugere uma nova maneira de lidar com grande-
zas e porquanto um modo diferente de seguir com a modelagem fisica e matematica
de sistemas.

Seja €2 uma regiao fixa do espago tal que para algum movimento ¢, esta contida
em toda configuracdo por que passa o corpo. Ao se considerar a equagao (1.1),
entretanto, evidenciando a contribuicao associada a parte do corpo identificada
por ) num instante t e a contribuicao devida ao resto do corpo, obtém-se uma
equacao de balanco entre as taxas com que a propriedade U varia em cada regiao,

ou seja,
d d
&U[Q,t] = —&U[Bt — Q,t]. (1.5)

A interpretacao da equacao acima é evidente: a taxa com que o valor de U
atribuido a regiao €2 diminui, ou aumenta, é igual a taxa com que o valor dessa
mesma grandeza associado ao restante do corpo aumenta, ou respectivamente dimi-
nui. Contudo, consideragoes a respeito do lado direito da equagao (1.5) requerem
um conhecimento pleno do movimento a que o corpo material esta sujeito, inclusa
a participacao que a propriedade U tem na dinamica desse movimento. Dado que
se deseja quantificar a taxa que aparece no lado esquerdo da equacao, faz-se preciso
determinar seu valor por outras vias.



Dois mecanismos sao assumidamente aceitos em substituicao a taxa no lado
direito da equagao (1.5). O primeiro considera que o valor de uma grandeza numa
regiao é susceptivel a mudanca se a grandeza esta de alguma forma sendo produ-
zida ou consumida no interior da regiao. O segundo supoe que o valor de uma
grandeza também ¢é alterado quando hé transporte da propriedade através dos li-
mites da regiao. Em ambos processos nao ¢ dificil se identificar a mesma origem,
a saber, o movimento das particulas materiais, ou, mais propriamente, o continuo
deslocamento de diminutos corpos sobre os quais o valor da propriedade é virtu-
almente homogéneo. Movimento esse pressuposto em analise, todavia, impossivel
de se determinar tendo por base somente o axioma de conservagao.

Cada um desses mecanismos por sua vez insere novas grandezas no objeto da
analise e as hipdteses que necessariamente tém de ser feitas sobre suas naturezas
definem uma dinamica para U. Consequentemente, essa dinamica pode nao ser,
e normalmente nao é, exata, no sentido de que ao se agrupar todas as grandezas
que se infere ter participagao na evolucao de um corpo e, em sua posse, reproduz-
se o movimento executado por ele, os dois movimentos nao serao estritamente os
mesmos. A sua semelhanca, ou a sua diferenca, serve a avaliacao dos modelos
escolhidos.

Formalmente, introduz-se uma funcao ¢ : Q x [0,7] — R, T" > 0, usualmente
denominada termo de fonte, que responde pelas variacoes da propriedade no in-
terior da regido, e um campo vetorial f : Q x [0,T] — R?, conhecido pelo nomes
densidade de fluxo, fluxo local, ou simplesmente, quando este uso nao gera am-
biguidade, fluxo. O modo com que essas grandezas substituem o termo no lado
direto da equacao (1.5) equivale ao postulado da lei de conservagao:

d
LU 1= —jégf(x, t) - n(x)dA + /Qq(x, t)av,

0 que em conjunto com a equacao (1.4) resulta na equacdo base da modelagem
matematica da dinamica de qualquer grandeza,

% Qu(x, tHydV = — ig f(x,t) -n(x)dA + /Qq(x, t)dV. (1.6)

A lei (1.16) ainda nao resolve o problema de como uma grandeza U esta dis-
tribuida na regiao ou qual o seu valor. Conforme mencionado, é necessario tomar
ainda algumas suposigoes acerca de f e q. Essas hipoteses tém um papel funda-
mental na teoria e recebem por isso a denominagao especial de leis ou relacoes
constitutivas do modelo. Uma exposi¢ao mais detalhada de algumas delas é feita
na sec¢ao que se segue.

A lei de conservagao (1.6) possui a vantagem de nao mais exigir referéncia ao
corpo material sobre o qual a grandeza U esta de fato definida. A introducao do



campo material, fluxo local e termo de fonte permite que se interprete tais grande-
zas como fungoes definidas diretamente sobre os pontos do espago. Em um grande
nimero de aplicagoes, principalmente naquelas em que o corpo material é assu-
mido permear todo o espaco, tal procedimento nao gera infortinios e, porque de
fato é mais simples considerar valores cambiantes de uma grandeza numa posi¢ao
fixa do espaco a valores possivelmente cambiantes sobre pontos de alguma familia
de trajetérias de um grupo inumeravel de particulas, esse formalismo é na pratica
o mais utilizado.

1.2 Relacoes Constitutivas

Considerando que o campo material u é de fato a variavel de interesse, uma
vez que, se determinado, o valor de U em cada instante para qualquer subconjunto
de €2 pode ser obtido através de uma integragao volumétrica, a lei de conservagao
(1.6) é determinante apenas quando f e ¢ sao fungoes conhecidas. Quando nao,
outras equagoes, que relacionem o fluxo local e os termos de fonte com o campo em
questao, ou mesmo com campos materiais associados a outras grandezas, precisam
ser suplementadas a fim de que se obtenha finalmente um sistema determinado.
Quando essa interdependéncia introduz novas grandezas, suas leis de conservagao
aparecem acopladas e o problema é dito possuir um caracter vetorial; o caso mais
simples, onde nenhuma outra grandeza precisa ser aduzida e logo tanto fluxo local
quanto termo de fonte apresentam uma relacao funcional apenas com o campo
material © ou também com algumas de suas derivadas, é denominado um problema
escalar.

1.2.1 Termos de fonte

Na maioria das aplicagoes esses termos sao introduzidos como fungoes conhe-
cidas definidas sobre o dominio de u. Sendo assim, sua lei de definicao exerce o
papel de equacao suplementar. Entretanto, existem casos onde a taxa com que uma
grandeza varia dentro de uma determinada regiao depende do valor instantaneo
da grandeza; a energia de substancias que exibem decaimento radioativo é um
exemplo comum.

A relacao constitutiva entre o termo de fonte de uma propriedade e o seu campo
material, para o caso escalar, é entao geralmente escrita como

q(x,t) = Q(x,t,u(x,t)), (1.7)

onde @) representa uma funcao conhecida dos parametros envolvidos.



1.2.2 Fluxos locais

A relagao que o fluxo local de uma propriedade tem com o seu campo ma-
terial é o atributo mais distintivo do modelo em construcao. Do ponto de vista
fisico-macroscopico, o laco funcional entre essas grandezas é desenvolvido fenome-
nologicamente, visando certos processos observados, ou esperados, na dinamica de
U. Apesar de variados boa parte desses processos se encaixa formidavelmente em
uma das duas seguintes classes de mecanismos, ou num misto de ambas, a saber:
conveccao e difusao. Cada uma dessas classes subentende uma relacao constitu-
tiva prototipica de onde um ajuste particular a cada caso de interesse determina
o caracter do modelo.

Relagoes constitutivas convectivas

A relacao-protétipo do processo de conveccao assume que o fluxo local de uma
grandeza U ¢é uma funcao vetorial do campo material dessa grandeza, contudo,
para que a dinamica resultante se dé por processos puramente convectivos algumas
condicoes devem ser adicionadas ao enunciado.

O caso mais simples de algum interesse que se pode propor é o denominado
fluxo convectivo linear:

f(x,t) = a(x, t)u(x,t), (1.8)

onde a é um campo vetorial solenoidal definido sobre o dominio de u. Os corpos
ou sistemas modelados por essa relacao recebem diversos nomes a depender dos
critérios a que satisfaz a. Esse campo em si é denominado velocidade de con-
veccao de v em virtude de, como esta demonstrado no Capitulo 2, o valor dessa
propriedade no ponto (x,t) ser propagado com tal velocidade.

Uma outra relacao de maior interesse e complexidade é a do caso quasilinear
homogéneo onde o fluxo local é exclusivamente uma fungao vetorial do campo
material, isto é,

f(x,t) = F(u(x,1)). (1.9)

Quando F e u sado campos diferencidveis, o campo-derivada F'(u) estd definido e
executa o mesmo papel do campo a no caso linear. Propor um método numérico
que produza solugoes aproximadas satisfatérias aquelas equagoes derivadas do uso
dessa relacao e de sua extensao heterogénea define o propédsito deste trabalho.
Enfim, a relacao constitutiva convectiva mais geral é a do caso quasilinear
heterogeéeneo:
f(x,t) = F(x,t,u(x,t)),

1.10
Vx-F=0. ( )
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Relagoes constitutivas difusivas

Embora as relagoes constitutivas convectivas sejam tuteis por apresentar bons
resultados quando se espera um transporte orientado da propriedade modelada, o
modelo oriundo dessas relagbes nao é o mais fidedigno possivel, pois na dinamica
de grandezas atribuidas a corpos materiais é recorrente o mecanismo de dissipacao,
no entanto, relacao convectiva alguma é capaz de simular tal processo. Fenome-
nologicamente processos dissipativos, ou difusivos, sao introduzidos por uma lei
constitutiva conhecida como lei de Fick, [8], que atesta que o fluxo local de uma
determinada propriedade é proporcional a, e se da na dire¢ao oposta ao gradiente
do campo material, ou seja,

f(x,t) = —xVu(x,1), (1.11)

o parametro x possui muitos nomes, indicando a amplidao do espectro de aplicacoes
dessa relacao. Neste texto, adota-se o termo difusividade de wu.

Generalizacoes e extensoes da relacao constitutiva acima existem e tém aplicagao
direta na modelagem de escoamentos multifasicos envolvendo uma fase gasosa e
na disciplina da Reologia, entretanto, para o que se presta este trabalho, a simples
introducao da lei de Fick com s uniforme e constante é suficiente.

1.3 Equacoes diferenciais parciais

A lei de conservagao (1.6) representa a estrutura bésica de derivacao de equagoes
diferenciais condizentes com a dinamica da propriedade de interesse do corpo fisico
modelado. Munida das relagoes constitutivas apresentadas na seccao 1.2 a lei de
conservagao em si ja manisfesta uma equagao integral, alids, de importancia fun-
damental na analise de problemas onde o critério usual de diferenciabilidade de
suas solugoes nao ¢ atendido.

Se tal critério, no entanto, é assumido para todo o dominio do campo mate-
rial u (perceba que o critério de diferenciabilidade depende do cardcter da relacao
constitutiva; relagoes difusivas necessariamente assumem que os campos ja sao
continuamente diferencidveis, enquanto relagoes convectivas supoem a priori so-
mente a integrabilidade do campo sobre o seu dominio) a lei de conservacao pode
ser reduzida a uma equacao diferencial parcial.

Na demonstragao dessa reducao, contudo, faz-se uso de um resultado conhecido
por Teorema da Localizagao, [15].

Proposicao 1.1. Considere B um conjunto aberto em E? e ¢ : B — R uma
funcao continua. Se para todo aberto Q2 C B

/Q 6(x)dV = 0,
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entao

o(x) =0, VxeB.

Demonstracao. A prova é facilmente estabelecida por contradi¢ao. Assuma que
exista algum y € B tal que ¢(y) # 0, por exemplo, assuma que ¢(y) = 26 e § > 0.
O caso § < 0 ¢ tratado de maneira andloga. Entao, porque ¢ é continua, deve
existir uma vizinhanca 2 C B em torno de y tal que ¢(x) > 0 para todo x € Q.
Sobre esse conjunto tem-se

/ o(x)dV > dvol[Q)] > 0,
Q

o que contradiz a hipdtese do teorema. Portanto ¢(x) =0, Vx € B. O

Em posse do resultado acima enuncia-se a redugao:

Proposicao 1.2. Sewu e f sdo funcoes continuamente diferencidveis sobre o aberto
reqgular B C 3 em cada instante t € [0,T], T > 0, e g € uma fungdo continua
sobre esse mesmo dominio, entao a lei de conservagio (1.6) € equivalente a equagao
diferencial parcial

0

&u(x, t)+ V- f(x,t) = q(x,t), (1.12)

no sentido de que ambas possuem o mesmo conjunto de solugoes.

Demonstragao. Seja 2 em (1.6) um aberto regular arbitrario contido em B cujo
contorno 0f) é suave por partes. Uma vez que f é continuamente diferencidvel
sobre (), o teorema da divergéncia estabelece a identidade entre as integrais:

ﬁgf(x, £) - n(x)dA = /Q V- £(x, £)dV.

Uma vez que a regiao €2 é fixa no espaco e u é continuamente diferenciavel em ¢
o intercambio entre as operacoes de derivacao e integracao no primeiro termo da
equacao é permitido. Assim,

d 9
< /Q u(x, )V = /Q o V.

Finalmente, trazendo todos os termos, ja substituidos, para o lado esquerdo da
equacao, obtém-se

/Q <%“<X’ t)+ V- f(x,t) —q(x, t)) AV = 0.

Fazendo uso da arbitrariedade de 2, aplica-se portanto o teorema da localizacao
sobre o termo entre parénteses para se determinar a redugao. Assim, se u satisfaz
a lei de conservagao (1.6) e, conjuntamente com f e ¢, atende os requisitos da
proposigao, entao u é solu¢ao da EDP (1.12). a
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1.3.1 Equacoes hiperbdlicas e equagoes parabdlicas

A inser¢ao de uma relac¢do constitutiva na equagao (1.12) encerra o problema
da modelagem. Nao obstante todas as equacoes assim derivadas provirem de uma
estrutura comum, a distingao entre as classes de relagoes constitutivas, apresentada
na seccao 1.2, transfere uma distingao equivalente as solugoes das equacoes de
que lhe fazem uso. Pode-se inclusive argumentar que a aceitacao de uma relagao
constitutiva estd na qualidade das solucoes de sua respectiva equacao diferencial e
portanto fica estabelecida somente a posteriori. De fato, o argumento é plausivel e
suficiente. Porém, semelhantes relagoes constitutivas sao normalmente oriundas de
outros modelos; por exemplo, para lei de Fick ha uma dedugao mecanico-estatistica
de onde, alids, se conclui que uma preferéncia estocastica por alguma direcao no
deslocamento de particulas introduz o elemento convectivo. Tais modelos ratificam
o uso dessas relacoes e, mais importante, o sucesso de suas respectivas equacoes.

Na teoria classica de equagoes diferenciais parciais distinguem-se as equagoes
pelo comportamento de suas solugoes. Certas equagoes, denominadas hiperbélicas,
produzem solucoes de onda, as relagoes constitutivas convectivas produzem equaco-
es desse tipo; outras sao satisfeitas por solucoes de caracter difusivo ou acumula-
tivo, essas sao chamadas de parabdlicas; e ha ainda uma terceira classe de equacoes
cujas solugoes modelam distribuigoes estaticas, recebendo o nome de elipticas. Esse
trabalho limita-se ao estudo de equacoes hiperbdlicas, no entanto, mengoes ao caso
parabdlico sao ocasionalmente pertinentes.

De tal forma, substituindo a rela¢ao (1.10) na equacdo (1.12), obtém-se uma
EDP quasilinear hiperbdlica de primeira ordem bastante geral, excluindo
termos de fonte:

0
&MX? t)+V-F(x,t,u(x,t)) = 0. (1.13)
A condicao de F ser solenoidal sobre as variaveis espaciais implica em
0 OF
au(x, t) + D Vu(x,t) = 0. (1.14)

Caso particulares da equacao anterior de especial interesse sao:

Equacao de convecgao linear uniforme

au(x, t)+a-Vu(x,t) =0, (1.15)
onde a é um vetor constante.
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Equacao de convecgao linear nao-uniforme

0
au(x, t) +a(x,t) - Vu(x,t) =0, (1.16)

onde a é um campo vetorial solenoidal.

Equacao de convecgcao nao-linear uniforme

0 /
Eu(x, t) + F'(u(x,t)) - Vu(x,t) = 0, (1.17)

onde F é uma funcao vetorial de wu.

Equacao de transporte

%u(x, t) 4+ f'(u(x,t))v(x,t) - Vu(x,t) =0, (1.18)

onde f é uma alguma funcao continuamente diferencidvel de v e v é um campo
solenoidal.

Como mencionado, relagoes constitutivas convectivas produzem equagoes cujas
solugoes sao incapazes de reproduzir o fenomeno de dissipagao; em outras palavras,
solugoes de EDP hiperbdlicas nao exibem difusao. Dado que qualquer sistema na-
tural apresenta algum mecanismo de dissipacao, ainda que pequeno, essa é uma
falta consideravel do modelo. Uma corregao espontanea é a de simplesmente in-

troduzir o processo difusivo na relagao constitutiva, isto é, adicionar o termo de
Fick a relacao (1.10),

f(x,t) = F(x,t,u(x,t)) — kVu(x,t). (1.19)

Tal procedimento é satisfatério, entretanto, tem consideravel impacto na teoria
das equacoes diferenciais parciais que dele resultam. A nao-linearidade do termo
convectivo introduz sérias dificuldades a tal teoria, algumas contudo capazes de ser
transpostas quando as equacoes sao hiperbdlicas, ou seja, x é nulo. A presenca do
termo difusivo impede tais avancos e sugere a necessidade de uma teoria distinta
para o tratamento das novas equacoes. De toda forma, o modelo hiperbdlico se
demonstra razoavel quando a difusividade da propriedade é pequena e, assumindo
continuidade das solu¢oes com os parametros de suas respectivas equagoes, é bas-
tante sensato olhar para as solucoes de problemas hiperbdlicos como casos-limites
das solugoes dos problemas parabdlicos a eles associados quando k tende a zero.
Tal observacao, embora pareca frivola, é o ponto fundamental naquilo que concerne
a unicidade das solucoes dos problemas hiperbdlicos nao-lineares.
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1.4 Escoamento bifasico em meios porosos: um
exemplo de modelagem

Da multitude de EDP hiperbdlicas nao-uniformes, um caso de especial interesse
é o da equacao de transporte. A equacao é particularmente recorrente no campo da
dinamica de fluidos devido a ampla aplicabilidade dos campos de velocidade sole-
noidais. O nome da equacao deriva do fato de que ela modela o transporte de uma
grandeza u ao longo do escoamento definido por v. A convecgao da propriedade,
no entanto, é controlada por uma funcao, o que resulta na relacao constitutiva
F = f(u)v e por conseguinte na equacao (1.18). As equagoes (1.15) e (1.16) sao
obviamente casos particulares da equacao de transporte quando essa funcao de
controle é proporcional a propriedade.

Uma area em que a nao linearidade dessas funcoes tem importancia fundamen-
tal é a teoria de escoamentos bifdsicos em meios porosos.

1.4.1 A lei de Darcy

Na fisica de meios porosos, a relacao fenomenoldgica que o campo de veloci-
dades de uma fase material, denotada por «, tem com o seu campo de pressao é
estabelecida pela famosa lei de Darcy, [9].

ke
v, = ——2KVP,. (1.20)
Lo

A relacao acima é mais geralmente enunciada quando em vez do campo de pressao
se introduz o potencial hidraulico da fase. Todavia, para que efeitos gravitacio-
nais nao venham complicar a exposicao, assume-se que influéncias decorrentes da
gravidade sao despreziveis. O parametro K, chamado de permeabilidade absoluta,
¢ uma propriedade intrinseca ao meio poroso, isto é, nao depende da natureza
dos fluidos que o preenchem, usualmente concebida como um tensor de segunda
ordem. Meios porosos em que K nao varia espacialmente sao denominados ho-
mogéneos e aqueles em que tal propriedade pode ser satisfatoriamente modelada
como um tensor escalar denomina-se isotropicos. A permeabilidade absoluta é um
parametro muito dificil de ser modelado dada a complexidade do sistema do qual
provém. Mais ainda, os melhores modelos sao em geral estocasticos, o que profun-
damente dificulta a anélise dos problemas baseado na equacao (1.20). Por essas
razoes, imagina-se na exposicao que se segue o parametro do modo mais simples
possivel, logo restringindo o meio poroso ao caso homogeéneo e isotrépico.

Dentre os demais parametros, u, representa a viscosidade dinamica da fase,
bem como P, e k, simbolizam respectivamente sua pressao e sua permeabilidade
relativa. O chamado campo de velocidades darciano, denotado por v, na verdade
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representa a vazao volumétrica média, por unidade de area, da fase «, na me-
dida que a lei de Darcy nao modela o escoamento real de fluidos através de meios
porosos, mas um escoamento quantitativamente equivalente a este, segundo algu-
mas premissas de regime, definido sobre um meio continuo munido de grandezas
préprias e oriundas do processo de homogenizacao que estabelece a conexao entre
o modelo de escoamento real e o de Darcy.

Saturacao e permeabilidade relativa

A permeabilidade relativa de uma determinada fase é um parametro de in-
dicagao do quao mével é a fase em questao dentro das possibilidades do meio. A
esse respeito, é impossivel conceber a conducao de uma fase fluida num meio po-
roso sem aludir a grandeza de maior distincao da teoria: a porosidade, ou seja, a
razao entre o volume ocupado por todas as fases fluidas e o volume da regiao efe-
tivamente identificada com o meio poroso. Sendo uma simples razao volumétrica,
no entanto, a porosidade nao carrega consigo informacoes a respeito da topologia
desses volumes, um dado de grande importancia também na modelagem de per-
meabilidades. Se vista como uma grandeza atribuida a todo o meio, a porosidade
perde bastante utilidade no arcaboucgo da teoria. Por essa razao, quando convém
ao tratamento tedrico, o parametro é definido com um campo material nos mesmos
moldes da equagao (1.4). O mesmo é valido para as outras grandezas da teoria.

Embora o corpo modelado seja na verdade o meio poroso-equivalente, ou o meio
homogeneizado, imagens conceituais do meio poroso real e de sua dinamica sao
bastante tuteis principalmente porque elas revelam ou indicam a maneira com que
certas propriedades estao vinculadas entre si. Um bom exemplo deste fato é ofe-
recido pelo escoamento estacionario bifasico em um meio poroso. Caso se assuma
que a permeabilidade de um meio é uma funcao de sua porosidade, entao o que
se conclui é que nesse tipo de regime a permeabilidade relativa a uma dada fase é
uma fung¢ao do volume poroso ocupado por ela, logo, uma fungao da fracao da po-
rosidade correspondente aquela fase. Isto porque em um escoamento estacionario
se supoe que cada fase se distribui ao longo do meio segundo uma topologia fixa, o
que na visao dinamica da outra fase contribui como se o meio que ela efetivamente
ocupa tem a porosidade reduzida pelo volume ocupado fase distinta. Denotando-se
a porosidade do meio poroso por ¢, tem-se entao

K =K(¢),
implicando que a permeabilidade relativa a fase o é
Ko = Ko (Sa0).

O parametro S, é denominado de saturacao da fase « e indica a fragao do vo-
lume poroso ocupado efetivamente por ela. Supoe-se que todo o volume poroso é
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ocupado por alguma fase fluida, logo a equacao
Si+ S, =1 (1.21)

decorre para o escoamento bifasico.

A hipétese entao estendida sobre a permeabilidade relativa a uma fase é a de
que ela é composta do produto entre a permeabilidade do meio, termo que carrega
toda a dependéncia com a porosidade, e uma funcao da saturacao denominada
permeabilidade relativa da fase, ou seja,

Ko = ka(Sa)K(9), (1.22)

supoe-se ainda que tal relacao permanece valida para um regime nao-estacionario
de escoamento.

1.4.2 Equacgoes de conservacao de massa

Com todas as grandezas do modelo apresentadas, a lei de conservagao (1.6)
fornece a estrutura béasica para a derivacao das equagoes do modelo. O principio
a ser utilizado é o da conservacao de massa de cada fase participante. Em meios
nao-porosos a massa de um corpo material delimitado por uma regiao €2 é dada
consoante a equagao (1.14), onde a propriedade extensiva U toma o papel da
massa e o seu campo material u introduz o campo de densidade do corpo. Quando
o0 meio é poroso, entretanto, o volume da regiao nao corresponde ao volume de
um tunico corpo fisico; massas fluidas ocupam apenas o volume poroso e uma dada
fase somente uma fracao deste volume, fragao esta determinada pela respectiva
saturacao. De modo que o campo material correspondente a massa de uma fase
fluida nao abrange apenas a densidade da fase, mas também sua saturacao e a
porosidade do meio. Portanto,

ML [0 = /Q paSadV. (1.23)

Conforme sugerido no comego desta secgao, a relacao constitutiva que modela o
fluxo local de cada fase saturante de um meio poroso é aquela de que resulta a
equacao de transporte, onde o campo de velocidades por esta relagao introduzido
advém da lei de Darcy, (1.20). Dessa forma reduz-se a lei de conservagao 1.6 ao
caso em questao,

d d ko(Sa)
M) = < /Q paSaddV ]gﬂpa K ()VE, nd

17



e, dada a equivaléncia entre a lei de conservagao e a equacao diferencial (1.12)
quando seus parametros representam funcoes continuamente diferenciaveis, tem-

se
ka(Sa)

[e%

0
a(pasa(ﬁ) -V (pa

Muitas outras hipoteses costumam ainda ser assumidas sobre a equagao acima.
Para regimes de escoamento onde nao se espera uma compactacao ou dilatagao
do meio poroso, a porosidade é com boa aproximacao constante. Fases liquidas
também apresentam pouca variagao em suas densidades em respeito as variagoes na
pressao a que se sujeitam. Essas duas observagoes simplificam consideravelmente as
equagoes-modelos, definindo em contraponto as equagoes do escoamento bifasico
de fases incompressiveis em um meio poroso rigido. Além disso, se o meio é
considerado homogéneo em termos de sua porosidade, é permitido escrever a lei
de conservacao local de cada fase simplesmente como uma equacao de transporte

de sua saturacao:
05, o (ka<sa> K(9)

~2ygp,) =0
ot o ¢v“)0

A obtencao da distribuicao da saturacao de uma fase em um meio poroso que
atende as premissas levantadas até este ponto representa o maior objetivo da mo-
delagem de um escoamento bifasico em tais sistemas. Em maos de semelhante
distribuicao, tem-se o conhecimento do conteiido de cada fase numa regiao es-
pecificada, do fluxo de cada fase, ou seja, informacao a respeito do modo e da
intensidade de suas irrupgoes e erupcoes no meio, e, subjacente, a distribuicao de
saturagdo da outra fase, uma vez que ambas atendem a identidade (1.21). Este
ultimo fato permite constatar que o campo de velocidade total, isto é, a soma dos
campos de velocidade de cada fase, é solenoidal. Dado que

K(gzb)VPa) = 0.

89S, 9S,
ot + o 0,
tem-se
v. (/ﬁ(Sl)MVPl) LV (kQ(SQ)MVPg) _9,
%51 o L2 ¢

o que implica

Quando efeitos associados a tensao superficial entre as fases fluidas podem ser
desprezados, pode-se definir um tnico campo de pressao das fases fluidas, P, o
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que simplifica tanto a expressao para v quanto a equagao que este campo satisfaz.
Assim, reescreve-se

e (k1<51> | ka(S)
H1 M2
o termo em parénteses é denominado mobilidade total das fases fluidas, sendo cada
parcela conhecida pelo nome de mobilidade da fase. Para esse caso simplificado,
a velocidade de cada fase é proporcional a velocidade total, permitindo que se
reescreva a equacgao de transporte para a saturagao de uma fase como

5 (150 g

) K(¢)VP, (1.24)

ot ¢
. (1.25)
_ pi1 k(1 — S51)
- (4 m)

A definicao do campo de velocidade total, em conjunto com o fato de que tal
campo é solenoidal na auséncia de fontes, e a equagao (1.25) constituem o mo-
delo matematico basico do escoamento bifdsico em meios porosos, conforme as
restricbes assumidas na derivacgdo. A funcao f, reguladora do transporte da fase
cuja saturacao foi escolhida por parametro, é chamada de fluxo fracional e, obvi-
amente, faz-se necessario suprir o modelo com as duas relagoes de permeabilidade
relativa para que se possa enfim fecha-lo. Relagoes do tipo lei de poténcia sao bas-
tante usuais, ja que na pratica sao obtidas de ajustes de dados obtidos de ensaios
laboratoriais.
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\ k15
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Figura 1.1: Permeabilidade relativa e fluxo fracional para um lei de poténcia pa-
rabdlica, ko, = S2, e M = =1

O tema permeabilidade relativa é contudo bastante intricado, posto que a ex-
tensao feita sobre aquele raciocinio vélido apenas para o regime estacionério (ver
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equagao (1.22)) tem diversas implica¢oes. Adentrar neste assunto entretanto vai
além do desejado para o presente trabalho. Ao leitor interessado, indica-se a obra
Movimiento de fluidos en reservorios de hidrocarburos,[11].
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CAPITULO 2

Rudimentos da teoria de problemas hiperbdlicos

Neste capitulo é desenvolvida uma parte da teoria de equagoes lineares hi-
perbdlicas enquanto sao apresentadas aquelas ideias-chaves que orientam a cons-
trucao do esquema numérico proposto no trabalho. Algumas defini¢oes sao in-
troduzidas e algumas proposigoes gerais, que concernem as solugoes exatas das
equacoes diferenciais, sao apresentadas e provadas. Uma mencao a respeito da
notacao utilizada a partir desse ponto por todo o resto do trabalho deve ser feita.
Embora a notagao compacta introduzida no capitulo 1 ofereca uma economia vi-
sual as equacoes, seu uso, na opiniao do autor, empobrece a didatica da exposicao.
Por esse motivo adota-se uma notacao aberta e que explicitamente identifica a
dimensao geométrica dos problemas. Abandona-se majoritariamente o uso de par-
ciais na notacao, substituindo-os por subscritos. Uma vez que as duas notagoes sao
de uso comum, acredita-se que a troca de uma notagao pela outra quando conveni-
ente nao gera maiores infortinios. Assume-se que todos os parametros envolvidos
estao definidos sobre o espago de triplas R? x [0, +00), ou, quando explicitamente
mencionado, sobre algum subconjunto do mesmo.

Todas as proposicoes apresentadas neste capitulo, bem como as suas respecti-
vas provas, sao proprias do autor. Muitas sao pequenas extensoes de resultados
comumente encontrados em qualquer tratado da teoria. A falta por todo possivel
equivoco ou incongruéncia cometido ao longo do texto, no entanto, deve cair sobre
aquele que o comete.
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2.1 A equacao de conveccao linear

Considere o problema de Cauchy composto da equacao da conveccao linear em
conjunto com a condicao inicial ug : R? — R.

Uy + auy +buy, =0, a,b € R

u(z,y,0) = ug(z,y) (2.1)

A solucgao de tal problema é bastante sugestiva quando se analisa a equagao como
um problema geométrico em seu dominio. O vetor (uy,u,, u;)” representa o gradi-
ente de uma fungao u(z,y,t) que se supoe definida sobre R? x [0, +00). A equagao
do problema (2.1) é equivalente entao a condi¢ao de ortogonalidade

(aa b7 1) ' (u:wuyaut) = 0.

Logo, o gradiente de uma solucao da equagao é ortogonal ponto a ponto ao vetor
(a,b, 1), em outras palavras, a derivada direcional de u ao longo da diregao definida
por esse vetor ¢ nula, o que por sua vez sugere que a solucao é constante ao longo
de cada uma das curvas da familia de retas paralelas de inclinacao definida pelo
vetor. As retas no entanto partem todas do plano t = 0, onde uma condigao inicial
estd definida. De maneira que a solugao do problema é determinada simplesmente
pela propagacao do valor da condicao uy sobre um ponto desse plano ao longo da
reta da familia que se origina nele.

O procedimento descrito acima para obten¢ao de uma solugao para o problema
simples apresentado, embora qualitativo, introduz alguns dos principais conceitos
da teoria das equagoes diferenciais parciais hiperbdlicas: primeiramente, a nogao
de propagacao da condicao inicial, ou correspondentemente a natureza ondulatéria
das solugoes de um problema hiperbdlico, e, em segundo lugar, a indicagao de uma
estrutura geométrica ao longo da qual essa propagacao ocorre.

Com o intuito de introduzir algum rigor no solucionamento do problema e de,
inclusive, tornar evidente os pontos essenciais da teoria, demonstra-se abaixo o
que se entende por tal estrutura.

2.1.1 Curvas caracteristicas

Seja u : R? x [0,+00) — R uma solugao do problema (2.1), supondo que
de fato existe uma solugao, e seja X : [0,+00) — R? x [0, +00) a reta X(s) =
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(z(s),y(s),t(s))T definida pela solucao do problema

Z'(s)=a
y'(s) =0
t'(s) =1
£(0) = (2.2)
y(0) = yo
£0) = 0

onde x( e yy sao coordenadas de um ponto arbitrario de R2.
Ao se diferenciar a composicao u o X, obtém-se entao

%U(X(S)) = ua(X(9))2'(s) + uy (X (5))y'(s) + we (X (s))t'(s)

= atg (X (s)) + buy (X(s)) + u (X (s)).

Uma vez que u é assumidamente uma solugao de (2.1), o termo do lado direito da
equacao acima ¢ nulo, de onde se conclui que v nao muda de valor ao longo da
reta parametrizada por X. Logo

u(z(s),y(s),t(s)) = u(xo, Yo, 0) = uo(zo, v0), Vs > 0.
O resultado acima sugere a seguinte proposicao:

Proposicao 2.1. O problema de Cauchy para a equacdo de convecgdo linear,
sumarizado em (2.1), tem solugao unica.

Demonstracao. A existéncia da solucao foi estabelecida acima. Os valores da
condicao inicial sao propagados ao longo das retas definidas como a solucao do
problema (2.2). Uma vez que todas as retas sdo paralelas, em cada ponto do
dominio de u passa apenas uma tnica reta, implicando que a cada ponto um tnico
valor de u estd associado. Tal procedimento é exatamente o motivado pela dis-
cussao anterior a essa subseccao. A prova da unicidade da solucao assim produzida
é trivial, uma vez que a solucao de um problema de Cauchy com condigao inicial
identicamente nula é identicamente nula. O]

As retas ao longo das quais a condicao inicial é propagada sao denominadas
curvas caracteristicas, ou simplesmente caracteristicas do problema (2.1).
Conforme mencionado e se tentara evidenciar no decorrer deste capitulo, o conceito
¢ de grande valia no desenvolvimento de uma teoria para problemas hiperbélicos.
Outro conceito de fundamental importancia advém da observacao que, para todos
os pontos de uma caracteristica, o valor que assumem depende somente da condicao
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inicial do problema em questao e do ponto de que parte a curva. O conjunto
constituido por este tinico ponto é chamado de dominio de dependéncia dos
pontos por que passa a caracteristica que emana dele. Por sua vez o conjunto dos
pontos que possuem um mesmo ponto em seu dominio de dependéncia compoe a
zona de influéncia deste ponto.

2.1.2 Condicoes iniciais descontinuas e solugoes generali-
zadas

O método das caracteristicas, como a partir deste ponto sera conhecido o pro-
cedimento de se derivar uma solugdo para o problema (2.1), ou para qualquer
outro problema hiperbdlico apresentado neste trabalho, propagando-se os valores
da condicao inicial ao longo de suas curvas caracteristicas, permite que se escreva
explicitamente a solucao do problema em termos dos parametros que nele apare-
cem.

Seja (x,y,t) um ponto arbitrario do dominio da solu¢ao do problema (2.1),
considere entao a caracteristica que passa por ele. De (2.2) decorre que

T = xg + at,
y:y0+bta

onde se faz uso da igualdade entre s e t.
Uma vez que u(x,y,t) = uo(xg, yo), tem-se entao

u(z,y,t) = up(r — at,y — bt) (2.3)

por solucao geral do problema (2.1). Pictoricamente, cada instantaneo da solugao
se identifica com o grafico da funcao uy deslocado ao longo da direcao do plano
definida pelo par (a,b).

No desenvolvimento das ideias acima, supos-se que a solucao u era continua
e diferenciavel, o que, em razao do método proposto, se obtém caso a condicao
inicial ug atenda a essas condigdes. O método das caracteristicas no entanto, bem
como a férmula (2.3), ndo parece requeré-las. Com efeito, caso se assuma que ug é
uma funcao diferenciavel por partes, suponha por exemplo que as regioes onde ug é
continua e diferencidvel dividem o plano R? em duas regioes disjuntas e ilimitadas,
separadas por uma curva suave por partes, entao por meio do método se constroi
uma fungao u cujas regioes de diferenciabilidade, a cada t > 0, também dividem
o plano em duas regioes ilimitadas separadas por uma curva suave por partes.
Além disso, u satisfaz a equacao da conveccao linear em cada uma dessas regioes
e atende a férmula (2.3).

Fungoes com essas propriedades nao sao solugoes do problema (2.1) no sentido
estrito. Presumivelmente, por se tratar de um problema diferencial suas solugoes
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devem ser diferenciaveis. No entanto, a equacao da conveccao linear nao é o ele-
mento de significado fundamental do modelo. Como se demonstra no capitulo 1 do
presente trabalho, ela deriva de uma lei de conservacao sobre a qual adicionalmente
se supoe diferenciabilidade dos parametros envolvidos. Tal requisito, contudo, nao
¢é necessario a todas as solucoes da lei de conservacao.

Proposigao 2.2. Seja u(z,y,t) = ug(x — at,y — bt), onde ug : R? — R ¢ uma
fungao integravel sobre todo o dominio, diferencidvel por partes e cujas regioes
de diferenciabilidade definem uma particio Py do plano com um nimero finito
de elementos, suponha também que as fronteiras dessas regioes sao formadas por
curvas suaves por partes, entao para todo aberto @ C R? de fronteira 052 suave por
partes, u satisfaz a lei de conservagao

d

G | onar==4 (.0 @y (2.4)

com v = (a,b)T.

Demonstracao. O primeiro ponto da prova consiste em se mostrar que a cada
instante, ¢ > 0, v também define uma particao P; do plano onde cada elemento
da particao se identifica com uma regiao onde u é diferenciavel. Para tanto, basta
perceber que para cada instante as caracteristicas compoem um mapeamento entre
pontos do plano. Para qualquer ponto do plano (xg, o) e algum ¢ > 0 existe um
tnico outro ponto (z,y) do plano. Assim, P; pode ser visualizada como um simples
deslocamento de Py ao longo da diregao definida por v. Considere entao a parti¢ao
de ) definida pela interseccao do conjunto com os elementos de P;. A equacao
(2.4) pode entdo ser reescrita por

d
O EZ: /Q u(z,y,t)dA = — zl:jgg (u(z,y,t)v) - n(z,y)dl,

onde €2; simboliza cada um do elementos da particao restrita a €2. Permutando-se
a soma com a diferenciacao e fazendo uso do fato de que u é diferencidvel em cada
uma das regioes, resulta em

;/Q (%U(%yat) +V- (u(x,y,t)v)) dA = 0.

Para completar a demonstragao, note que u(x,y,t) = ug(x — at,y — bt) anula cada
um dos integrandos acima. O

E evidente que as condigoes impostas a condicao inicial ug na proposicao acima
nao exaurem as possibilidades de solu¢ao para (2.4); provar, no entanto, que a
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conservagao é estabelecida por uma fungao u(z,y,t) = ug(z — at,y — bt), ug sendo
uma funcao integravel qualquer, ¢ uma tarefa um tanto mais complicada. Fungoes,
como a que decorre da Proposicao (2.2), que falham em satisfazer o critério de
diferenciabilidade, ndo sendo, portanto, estritamente solugoes do problema (2.1),
mas que atendem a conservagao descrita por (2.4) em qualquer aberto €2 de seu
dominio, sao denominadas de solugoes generalizadas do problema, ou solugoes
fracas, aludindo ao fato de que estas solugoes nao preenchem rigorosamente os
requisitos impostos as solugoes de (2.1). A importéancia fundamental que a inclusao
dessa classe de solugoes tem dentro da teoria geral é facilmente identificada quando
se trata de equacoes mais complexas.

2.1.3 A equacgao de conveccao linear nao-uniforme

O caso onde o campo de velocidade convectivo é nao-uniforme, isto é, a e b em
(2.1) ndo sao constantes mas fungdes definidas sobre o R? x [0, +00), nao difere
consideravelmente do caso uniforme, tratado aqui em detalhe. A condicao que tais
funcoes sao diferencidveis por todo o dominio garante a existéncia das solugoes
do problema (2.2) para todo ¢t. A construgao da solugao segue portanto de forma
muito semelhante a apresentada acima. Algumas distincoes, contudo, sao dignas
de nota. A propagacao da condigao inicial nao se da mais por uma familia de retas
paralelas mas por uma familia de curvas a dois parametros, a saber, coordenadas
do plano sobre que estd definida a condicao inicial. A estrutura caracteristica do
problema em todo caso existe e estd bem definida. Uma férmula explicita para a
solucao geral do problema nao estara disponivel em geral, porém do ponto de vista
quantitativo o valor da solucao em qualquer ponto estd determinado. Por ultimo,
solucoes generalizadas sao similarmente definidas, no entanto, a cinematica de uma
curva de descontinuidade neste caso é normalmente bastante complexa.

2.2 Equacoes hiperbdlicas quasilineares

No capitulo 1 se discutiu a natureza das leis de conservacao e como, a partir
de uma estrutura comum a todas elas, sao derivadas diversas equacoes diferenciais
parciais. O elemento responsavel pela distingao de uma equagao particular as ou-
tras é a relacao constitutiva atribuida ao modelo, ou seja, a dependéncia funcional
que o fluxo local f tem com a variavel u. Ainda naquele capitulo, foi mencionado
que apenas nas equacoes onde essa relagao constitutiva é uma fungao vetorial ex-
clusiva dos parametros (z,y,t,u) se deduz o caracter hiperbdlico, ou de onda, das
solugoes. No que se segue, pretende-se evidenciar o porqué da afirmacao.

A equagao (1.13) representa, como se pos no ultimo capitulo, um caso mais
geral de EDP quasilinear hiperbdlica de primeira ordem. Demonstrar que qualquer
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problema de Cauchy envolvendo tal equacao possui uma estrutura caracteristica ao
longo da qual os valores da condigao inicial sao propagados constitui o problema
central da teoria das equacoes hiperbdlicas. Tal problema é substancialmente
complicado pela nao-linearidade, atributo nao introduzido na andlise da secgao
anterior. B possivel entretanto redeclarar o problema de um modo que facilite a
argumentacao e nao necessite da solu¢ao de um problema tao complexo a priori.

Proposicao 2.3. Considere o problema abaizo

Uy + fuucz: + Gully = 07

u(z,y,0) = uo(z,y). (2.5)

Se existe uma solucdo u definida sobre todo o dominio para o problema acima, o
problema entao possui um estrutura caracteristica bem definida de onde se conclui
o comportamento ondulatorio de sua solugao.

Demonstragao. Visto que a solucao existe, note que ela é constante ao longo das
curvas integrais do problema:

'(t) = fulz(t), y(t), t,ult]),
y/(t) = gu(x(t)a y(t)a t [t] )
u'[t] =0,

z(0) = o,

y(0) = o,

onde ult] = u(x(t),y(t),t). A existéncia da solugao portanto implica na existéncia
da estrutura caracteristica do problema. O]

A adicao de termos de fonte nao altera a classe da EDPs envolvidas desde
que a ordem do termo seja igual ou inferior a ordem da equacao. Para o caso
das EDPs hiperbdlicas quasilineares de primeira ordem, termos de fonte do tipo
(1.7) podem ser facilmente introduzidos sem que a hiperbolicidade das equagoes
seja perdida. Perceba que na presenca de termos de fonte o valor que a solugao
do problema assume sobre uma curva caracteristica deixa de ser constante para
obedecer uma evolucao ao longo de cada caracteristica do problema. A introducao
de um elemento difusivo, entretanto, se interpretada como a adi¢ao de um termo
de fonte na equagao, impossibilita uma construcao semelhante. Perceba que na
presenga de um termo dissipativo a EDP do problema (2.5) é reescrita como

U+ fully + Gutly = K (Ugg + Uyy) -
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A aplicagao do método das caracteristicas a esse tipo de problemas nao os reduz a
solucao de um sistema de equacoes ordinarias como antes, bem como nao introduz
a nocao de que exista uma familia de curvas ao longo das quais a condicao inicial
seja propagada.

A questao da existéncia de solugoes para o problema (2.5) se revela muito
intricada para o caso geral, de campo nao-linear e heterogéneo, de modo que uma
simplificacao bastante sensata e possivelmente recompensadora neste sentido, uma
vez (ue o caso linear nao apresenta dificuldades, é o de introduzir a nao-linearidade
de maneira uniforme.

2.3 Equacao de conveccao nao-linear uniforme

Considere um problema de Cauchy envolvendo a equacdo (1.17) , onde F =
(f,9)T é uma fungao vetorial exclusiva de u, e uma condigao inicial suave g :
R? — R, ou seja,

u+ f'(uw)uz + g'(w)uy, =0,
U(iL‘, Y, O) = Uo(.ﬁK, y)
Como argumentado na sec¢ao passada, o problema acima é hiperbdlico e por isso
se presta a aplicacao do método das caracteristicas. Se se supoe entao a existéncia
de u : R? x [0, +00) — R uma solugao do problema e se considera, X : [0, +00) —
R? x [0, +00), a curva X (t) = (z(¢),y(t),t)" definida pela solugdao do problema

(2.6)

2'(t) = f(u(X(1))),

y'(t) = g'(u(X(t))),

£(0) = o, (2.7)
y(0) = yo,

onde z¢ e 1 sao coordenadas de um ponto arbitrario de R?, novamente, diferenciando-
se a composicao v o X com respeito a t, obtém-se

%U(X(S)) = ua(X ()2 (s) + uy (X (5))y' (s) + u(X () (s)

= [ (u(X(5)))uz(X(5)) + ¢’ (u(X(5)))uy (X (5)) + u(X(5)),

uma vez que u é uma solucao de (2.6). O valor da solugao é consequentemente
constante ao longo das curvas integrais de (2.7). Note ainda que, como u(X (t)) =
uo(zo, yo), Yt > 0, f'(w(X(t))) e ¢'(u(X(t))) também sdo constantes ao longo de
uma curva integral; tais curvas sao portanto semirretas.

Diferentemente do caso com a equacgao de conveccao linear, curvas integrais
distintas podem agora concorrer a algum ponto (z,y,t). Esse cruzamento dificulta
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a identificacao dessas curvas com as caracteristicas do problema, impossibilitando
assim a construcao de uma solucao para (2.6) para todo ¢ positivo como se supunha.
A solucao porém pode existir até um determinado tempo 7" > 0, o instante em
que o primeiro cruzamento entre duas ou mais curvas ocorre, conhecido pelo nome
de tempo de quebra do problema. Uma familia de curvas a dois parametros
pode entao ser construida até 7', isto é, a correspondéncia entre curvas integrais
do problema (2.7) e curvas caracteristicas do problema pode ser estabelecida até
esse instante.

A proposicao a seguir determina esse tempo T a partir dos parametros do
problema.

Proposicao 2.4. O problema (2.6) tem solugdo inica ¥t > 0 se a fun¢ao, definida
sobre todo R?,

1/ a ! a
O(xo,y0) = f (Uo(ﬁo,yo))a—%uo(xo,yo) +9 (Uo(xoayo)a—youo(xoyyo)

¢ nao-negativa. Caso contrdrio:
i) O problema ainda terd solugao inica, embora definida apenas para o intervalo
[0,T), com T determinado por
-1
T= mn ———.
(0.90)€R2 O(Z0, Yo)
se a funcao © € estritamente negativa.
it) O problema ndao tem solugao.

Demonstra¢ao. Em contrapartida a expressao do resultado, a prova é razoavel-
mente simples; ela se baseia na ideia de se considerar a estrutura caracteristica
de um determinado problema como uma familia de mapeamentos de pontos do
plano em pontos do plano. Obviamente, esse mapeamento é bijetivo enquanto nao
houver cruzamento de curvas caracteristicas.

Suponha que nao ha cruzamento entre caracteristicas até um certo instante
T > 0. Entao para todo t € [0,T") as equagoes

x = xo + f'(u(zo, yo))t
y = yo + g (u(zo, y0))t

definem um mapa bijetivo entre o par de pontos (o, o) e (z,y) de R% Como
u(x,y,t) = uo(xo, yo),Vt € [0,T) e ugp é continuamente diferencidvel; a diferencia-
bilidade de u é regida pela continuidade dos termos das equagoes abaixo

0 . 0 8270 0 0y0
%u(%yat) = 8_x0u0(x0’y0)% + a—youo(xmyo)%
0 B 0 Oxg 0 Yo
8_yu<x’y’t) = GxOUO(xO’yO) By + 8y0u0($0’y0) dy
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Diferenciando implicitamente as equagoes do mapeamento, obtém-se o sistema
linear

(1 +fﬁ(u(xmyo))ﬁixouo(xmyo)t) 8;0 + (f ( (xoayo)az (x()ay(])t) %o =1
(1 —I—f”(u(xmyo))ﬁixouo(%?yo)t) 88—9;0 + (f (u(x OvyO) o(Zo, Yo t) %?;0 =
<9”(U(9€0,yo))aixouo(%,yo)t) % + (1 + 9" (u (xo,y0> o(Zo, Yo t) %yo =
(9”(“(9307yo))%“o(%ﬂoﬁ) %_xyo + (1 + 9" (u (ifojyo) o(o, Yo t) %i =
cuja solucao fornece

dxy (1 + " (u(zo, Yo) 5= o Uo(To, Yo )t )

dx <1 + (f”( (fco,yo))aiouo(%,yo) + 9" (u(wo, yo)ayouo(%,yo)) t>

% _ _g ( (-IO?yO)axOuO(x )

O (1 (£ (ulwo, o)) w0 (wo,uo) + " (u(wo, o) s o0, o) ) )

Oy _ —f"(u ($o,yo)ayo uo (o, Yo)t

0y (1 + (f"( (20, Y0)) 7= 3z o (20, Yo) + 9" (u(wo, Yo) 1= Uo(l‘myo)) t)

Yo (1 + [ (w0, Yo) 52 uo(To, Yo 1 )

Py <1 + <f"(u($0,yo))3%)uo($o7yo) + 9" (u(wo, yo)ayouo(l'o,yo)> t)
Note que todos os termos acima possuem um denominador comum; da mesma

forma as derivadas 2% e 2% s30 inversamente proporcionais a esse termo. Para um
By

ox
dado ponto (g, o) € R? esse denominador se anula para um valor de ¢ determinado

por
—1

(f”(u(ivo,yo))axouo(iﬁo, Yo) + 9" (u(wo, yo)ayouo(l"o,yo)>

Portanto, se, para todo (xg,yo) € R?, tem-se a expressao acima negativa, a ma-
triz jacobiana do mapa definido pela estrutura caracteristica do problema é nao-
singular para todo t > 0, o que significa que as caracteristicas nunca se cru-
zam e que a solucao obtida pelo método é diferencidavel. Equivalentemente, faz-se
T — +o00. Por outro lado, se a expressao é estritamente positiva, uma vez que se
supoe u diferencidvel V¢ € [0,T), obtém-se

/! a
uo (0, Y0) + g" (u(zo, yO)a—

(z0,y0) ER? 0 Yo

I'=— min (f”(u(l"o,yo))% U0(930>y0)) :
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Por fim, se a expressao nao é nem estritamente positiva, nem nao-positiva, o
problema nao tem solucao no sentido usual da palavra, uma vez que o tempo de
quebra correspondente é nulo. O enunciado da proposicao resume essas ideias. [

Perceba que a funcao © definida na proposicao é idéntica ao divergente do
campo de velocidade inicial (f'(ug), ¢ (up)). Esse resultado oferece uma inter-
pretacao interessante para a proposicao 2.4: somente problemas cujo campo de
velocidade inicial tem divergéncia nao-negativa admitem solucao unica para todo
t > 0. E f4cil ver inclusive que essa condicao sobre o divergente do campo se
estende para toda a solugdo, ou seja, a cada instante o campo (f'(u), ¢’ (u)) tem
divergéncia nao-negativa. A prova dessa afirmacao decorre do fato de que um
problema de valor inicial que use a solugao num determinado instante 7 como
condicao inicial tem estagios idénticos ao problema de condigao inicial original wuy,
apenas deslocados no tempo de 7. Se esse problema entao violasse a condicao de
divergéncia nao-negativa o problema nao teria solugao para todo t, o que implicaria
0 mesmo para o problema original.

Uma outra propriedade das solugoes do problema (2.6) é a maneira com que
essas solugoes preservam os valores extremos da condigao inicial ug. O significado
preciso do que se afirma acima é escrito na préxima proposi¢ao, no entanto, a
ideia subjacente é o fato de que, uma vez que a solugao é obtida pelo método
das caracteristicas, os valores assumidos pela condigao inicial sao simplesmente
propagados ao longo das caracteristicas, de maneira que todo valor assumido por
u é um valor assumido por ug, o que inclui os seus extremos globais. O resultado
a seguir, contudo, é um pouco mais abrangente.

Proposicao 2.5. Seja u(x,y,t) uma solugdo do problema (2.6). Entao, para todo
instante t no qual a solucao estd definida, u e a condi¢ao inicial uy tém o mesmo
conjunto de valores extremos locais.

Demonstra¢ao. Suponha que u possui um extremo local em (x,y,t). Esse ponto
estd relacionado com um unico ponto (zg,yo,0) através de alguma curva carac-
teristica do problema. E, por isso, tem-se u(x,y,t) = ug(zo,yo). O fato de que
uo(zo, yo) é também um extremo local de ug decorre da continuidade do mapea-
mento caracteristico. Novamente, fixado ¢, considere a estrutura caracteristica do
problema como um mapeamento bijetivo de pontos do plano em pontos do plano.
Como esse mapeamento é continuo, Ve > 0 dado, existe um § > 0, tal que

(20, 90) — (20, 90)| <& = [(z',¢) = (z,9)] <e,

onde (z},y4) € R* e (2,y) = (x4, ) + £'(uo(xf, yp))t. Como (z,y) é um ponto
extremo, suponha que u(z,y,t) seja, por exemplo, um méximo, entdo deve existir
um ¢’ tal que

(2", y) = (z,9)] <0 = u(x,y,t) > u(z’,y,1).
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Faga ¢ = ¢’ para obter a implicacao

(20, %) — (w0, 90)| < 6 = u(x,y,t) = u(@',y', 1),

que resulta em

(20, y0) — (w0, 90)| < 8 = uo(zo, yo) > uo(xg, Yo)-

Logo, para todo maximo local de v num instante ¢ existe um maximo correspon-
dente em ug. Para o caso em que o valor extremo é minimo, a prova segue de
maneira analoga. Ainda, como o mapeamento caracteristico é bijetivo, pode-se
carregar o problema inverso de partir da solucao num dado instante ¢ e retrocede-
la a condicao inicial uy de tal maneira que os papéis de u e ug no demonstrado
acima se intercambiam, implicando portanto que todo valor extremo local de ug é
também um valor extremo local de wu. O]

A proposicao acima informa que solucoes do problema hiperbdlico proposto
nao podem ultrapassar as cotas maxima e minima estabelecidas pela condigao
inicial. Esse resultado, uma caracteristica fundamental e distintiva das solugoes
de problemas hiperbdlicos, naturalmente decorre da auséncia de um mecanismo de
dissipagao no modelo. Note que nao se espera o mesmo das solugoes de problemas
parabdlicos, ou seja, com caracter difusivo. Ainda, perceba que na demonstragao
da proposicao apenas continuidade local da solucao ¢ assumida, o que sugere uma
extensao do resultado para solugoes generalizadas do problema (2.6).

2.3.1 Solucoes generalizadas

O desenvolvimento de solugoes generalizadas para o problema (2.6), ou para o
problema semelhante de condicao inicial nao-diferencidvel, ou mesmo descontinua,
fazendo uso do método das caracteristicas, nao é simples. Uma teoria geral dessas
solugoes para problemas verdadeiramente bidimensionais vai muito além do que se
deseja apresentar neste trabalho. Por isso, restringe-se a exposicao, a partir desse
ponto, a problemas simples em cuja definicao dos parametros se procura uma
estrutura caracteristica nao muito complexa e que apresente algo de fundamental.
Nesse sentido, a escolha de uma condicao inicial adequada constitui o primeiro
passo essencial.

Considere o problema (2.6) com a condigao inicial

U_ sexyg<0

(2.8)
U, sexy>0

Uo(l'm yo) =

com U_ e U, reais distintos. O problema de Cauchy munido de uma condigao
inicial desse tipo é conhecido por problema de Riemann. Apesar da simplicidade
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de ug, o comportamento das solucoes generalizadas para este tipo de problema
¢ bastante variado, uma vez que a estrutura caracteristica do problema ainda
depende das funcoes f e g, que definem o fluxo.

Linhas de deslizamento

Talvez a solucao generalizada menos probleméatica de um problema de Riemann

é obtida quando f é uma funcao identicamente nula de u. Neste caso, o problema
é formalmente escrito por

Uy _'_ g(u)y = 07

u(m, Y, O) = UO(ZE, y)
onde uy é dado por (2.8). Rigorosamente, tal formulagdo apresenta problemas
desde que nao se pode garantir a priori a diferenciabilidade de u. Nao obstante,
considere a estrutura caracteristica do problema. A condicdo inicial divide R? em
dois semiplanos. As caracteristicas que partem de um mesmo semiplano sao todas
retas paralelas determinadas pelas equagoes

(2.9)

T = X
Y = yo + g (uo(o, yo))t
t=1¢t

de modo que os valores da condigao inicial sao simplesmente propagados paralelo
a linha que separa os semiplanos. A solucao fornecida pelo método é portanto
idéntica a condicao inicial:
U_ sex <0

u(z,y,t) = { U, sex>0 (2.10)
Entretanto, para aceita-la como uma solucao generalizada do problema ¢ preciso
ainda verificar se ela satisfaz a lei de conservagao integral, da qual a EDP foi
derivada, para todo aberto  C R%. A demonstracao desse fato é trivial e nao sera
apresentada nesse texto.

A simplicidade da condigao inicial utilizada entretanto eclipsa o atributo mais
préprio desse tipo de problema. Suponha por exemplo que, em vez de constantes,
U_ e Uy sejam fungoes independentes de zo e os produtos ¢”(U_(yo))U’ (yo) €
" (Us(yo))U! (yo) sao ambos nao-negativos. Entao, fazendo uso do método das

caracteristicas e aplicando uma versao unidimensional da proposi¢ao 2.4, obtém-
se uma solucao para o problema dada por:

u(x,y,t) = { U_(¢-(y, 1)) sex <0

Uy (Vi (y,t) sex >0 (2.11)
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onde ¥_(y,t) e ¥, (y,t) satisfazem respectivamente

y=v¢_(y,t) + g (U-(¢_(y, 1))t
y =1y, t) + g (U (g (y, 1))t

Cada ramo da solugao (2.11) ent@o evolui independentemente do outro separados
por uma linha de deslizamento, que para este problema coincide com a linha de
separacao dos ramos da condicao inicial. Essa estrutura é recorrente em diversas
solugoes generalizadas do problema nao-linear.

Ondas de choque

Considere o problema de Riemann

Ut+f(u)z =0,

u(z,y,0) = uo(z,y), (2.12)

onde f é uma funcao convexa de u. Suponha também que U_ > U, na condigao
inicial.

A aplicagao direta do método das caracteristicas sobre este problema é frus-
trada pelo cruzamento das curvas integrais do problema auxiliar. A concorréncia
de retas com valores distintos a um mesmo ponto indica que nao se pode esperar
obter uma solucao continua para o problema. Ainda, o modo com que se deve
lidar com tais solugoes nao é ébvio e com efeito nao pode ser concluido a partir de
uma andlise carregada exclusivamente sobre a EDP do problema.

Como mencionado, solugoes fracas rigorosamente nao sao solugoes de EDP,
uma vez que diferenciabilidade continua no dominio nao é um atributo dessas
solucoes. Elas antes satisfazem a lei de conservacao integral de onde provém a
equacao diferencial de interesse. E sensato, por isso, procurar uma indicacao de
como proceder com solucoes descontinuas analisando os critérios que uma solugao
de tal tipo deve atender para ser uma solu¢ao da lei de conservagao. Sendo inte-
grabilidade a propriedade-chave de qualquer uma dessas solucoes, assume-se que
os saltos em valor, exibidos por elas, sao todos finitos e estao dispostos de modo
que a sua densidade, definida sobre uma regiao qualquer do plano, é nula. Essas
hipéteses levam a ideia de que solugoes fracas descontinuas apresentam curvas de
descontinuidade diferenciaveis por partes, dividindo pequenas vizinhancas de seus
pontos em duas regioes, uma a montante do salto, também chamado choque, e
outra a jusante dele.

Suponha que se tenha conhecimento da evolucao de um pequeno segmento de
uma curva de descontinuidade. Isto é, identifica-se uma curva de descontinuidade
num dado instante ¢ com o elemento correspondente de uma familia de curvas a
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um parametro, (z(s,t),y(s,t),t). Olhar para a evolugao de uma curva de descon-
tinuidade no plano, portanto, é equivalente a considerar uma seccao de superficie
no espago R? x [0, +00) definida por tal familia. Seja 2 entao um dominio retan-
gular do plano tal que, entre instantes ¢ e ¢t + 7, h4 um segmento de uma curva
de descontinuidade contido na regiao e considere a lei de conservacao, da qual a
EDP do problema ¢ derivada, sobre €). Integrando a lei de conservacao no tempo
tem-se

/Q (u(z,y,t +7) —u(z,y,t)) dA + /tHT 7{@9 F(u(z,y,t)) - n(z,y)dddt = 0.

O lado esquerdo da equacgao acima é equivalente a integral de superficie do campo
definido por (F(u), u) sobre o contorno da caixa 2 x [t,t+7]. E, devido ao suposto,
existe uma seccao contida nesta caixa que separa duas regioes onde a solucao é
continuamente diferenciavel. A condicao que a lei de conservacao naturalmente
impoe sobre esta superficie é que o fluxo do campo (F(u), u) seja continuo através
da mesma, ou seja,

[Py ) Ny = [ (B, w) - Nee.g

r r

onde I' denota a seccao, N seu campo normal e u_ e uy os valores da solugao
respectivamente a montante e a jusante do choque. Desde que I' é parametrizada
pela familia (z(s,t),y(s,t),t), (ys, —Ts, Tsys — ys) é paralelo a seu campo normal,
0 que permite reescrever a equagao acima como

/F{[f(m) = f(u)]ys = lg(us) — g(u)]ws + [uy —u](zsye — 2eys)} dA = 0.

Fazendo uso de uma variac¢ao do teorema da localizagao (proposigao 1.1), conclui-se
portanto que ao atravessar choques uma solugao fraca do problema deve satisfazer

[f(ug) = flu)]ys — [9(ug) — g(u)]zs + [ug — u](zsy: — 21ys) = 0.

A fim de tornar o conteido geométrico do resultado acima mais evidente, perceba
que v. = (zy,y;) representa a velocidade da curva de descontinuidade no ponto
(x(s,t),y(s,t)), enquanto (ys, —xs) representa um vetor ortogonal a curva neste
mesmo ponto. Sendo um vetor, no caso bidimensional, essa velocidade possui duas
componentes: uma tangencial a curva, denominada velocidade de deslizamento, e
outra ortogonal, chamada efetivamente de velocidade de choque. Introduzindo a

notacao [[f(u)]] = f(uy) — f(u_), reescreve-se entdo a iltima equagao
o [F)
v =V, o (2.13)



forma que evidencia a natureza da condi¢ao que deve satisfazer o salto em uma
solucao generalizada.

Em problemas hiperbélicos unidimensionais a equagao (2.13) é conhecida pelo
nome de relagcao de Rankine-Hugoniot em reconhecimento ao trabalho pioneiro
desses dois cientistas no campo de ondas de choque em escoamentos unidimensio-
nais.

De volta ao problema (2.12), observa-se entao que a condi¢ao (2.13) sugere a
criacao de uma onda de choque cuja velocidade é dada por

W0~ fU)
S U+ _ U_ I
e a solugao
U_ < vt
u(z,y,t) = { ersy (2.14)
U, sex > vst

A funcao acima de fato é uma solucao fraca do problema de Riemann posto. Ela
satisfaz a equacao diferencial nas regides onde é continuamente diferencidavel e
atende a relacao de Rankine-Hugoniot, logo é realmente uma solucao da lei de
conservacao da qual a EDP do problema ¢é derivada. No entanto, perceba que,
enquanto a existéncia de solucoes para o problema foi claramente estabelecida, a
questao acerca da unicidade dessa solugao é um tanto mais complexa. Com efeito,
unicidade é um problema central na teoria de solucoes generalizadas de leis de
conservacgao hiperbdlicas. Alguns argumentos para a elucidacao desse problema
sdo apresentados mais adiante ainda neste mesmo capitulo (ver sec¢ao 2.4), mas
vale aqui a mencao de que a solugao encontrada ¢ de fato unica.

Problemas nao-tinicos necessitam de um critério de escolha para torna-los bem-
postos. No caso da teoria de leis de conservacao hiperbélicas tal critério € introdu-
zido a partir do procedimento sugerido no final do ultimo capitulo. A solucao fisica
de um problema hiperbdlico, como é denominada a solugao tnica e estavel a pe-
quenas pertubagoes, é a solucao-limite do problema parabdlico associado, tomada
quando a difusividade k deste problema tende a zero. Nao é dificil demonstrar que
a solucao encontrada (2.14) é estdvel a pequenas pertubagoes da condigao inicial.
Demonstrar que ela é a solugao-limite do problema parabdlico

up + f(u)y = Klgy,

u(x7y70) = Uo(%y):

também nao é complicado, uma vez que se supoe que a solucao do problema é
suave e da forma w(x — vgt), onde w é uma fungao suave e v, é a velocidade de
choque da solugao do problema hiperbdlico. (Ver [25, pagina 29]).
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Ondas de rarefagao e ondas de choque instaveis

Considere novamente o problema de Riemann proposto em (2.12), supondo
agora, porém, que U_ < U,. Tendo em vista o desenvolvimento do item anterior,
uma ideia natural é propor uma solugao idéntica a (2.14). Contudo, perceba
que, diferentemente do tultimo caso tratado, tal solucao nao é estavel a pequenas
pertubagoes na condicao inicial. Substituindo, por exemplo, o salto inicial por um
gradiente abrupto de extensao €, ou seja, tomando

U- sex <0
ug(z,y) = U_+(U+—U_)§ se0<x<e

U sex > ¢

Jr

obtém-se um problema que pode ser facilmente resolvido pelo método das carac-
teristicas. Com efeito a solucao encontrada é

U- sex < f{(U_)t

— t
u(z,y,t) = 3 f (%) se U<z <e+ f(U
I sex>e+ f(ULt
+
onde f'~! denota a funcao inversa a f’, lembrando que f é uma funciao convexa,
logo f"(u) > 0,V u, e xo(x,t), o mapa solucao do problema

z =20+ f (U_ + (U, — UJ%) t,

Y = Yo.

Note como a solugao (2.14) e a solugao perturbada acima sao drasticamente dife-
rentes. Nao ha saltos na solucao perturbada, alids, a perfil encontrado é continuo.
O gradiente abrupto inicial é ao longo do tempo suavizado, um resultado bastante
intuitivo uma vez que ondas com valores mais altos de u se propagam com maior
velocidade. E bastante interessante olhar para estrutura caracteristica da solugao
perturbada a medida que o parametro de extensao do gradiente, €, tende a zero.
O feixe de retas caracteristicas tem progressivamente seus pontos de origem res-
tritos a um intervalo menor. No caso limite, é de se esperar que todos os pontos
(x,t) do dominio do mapa, olhando apenas um tnico perfil desde que o problema
é verdadeiramente unidimensional, convergirem para o ponto (0,0). Tal procedi-
mento eficazmente produz uma solugao para o problema (2.12) estével a pequenas
pertubagoes na condigao inicial, a saber,

U- sex < f{(U-)t
ulw,yt) =9 f7H(T) s FUN S < fULE (2.15)
U, se x> (U )t
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Figura 2.1: Estrutura caracteristica e solu¢ao do problema de Riemann perturbado
para o fluxo de Burgers, f(u) = %, comU_=0eU, =1,e=0.1. O gréfico da
solucao é apresentado em trés instantes diferentes.

=0
—— =045
t=08

Figura 2.2: Estrutura caracteristica e solucao do problema de Riemann para o

2 , ~ ’
fluxo de Burgers, f(u) = %, com U_ = 0 e U, = 1. O gréfico da solugao ¢
apresentado em trés instantes diferentes.

A solugao (2.15) exibe um outro atributo comum das solugdes generalizadas
de leis de conservacao hiperbdlicas conhecido pelo nome de onda de rarefagao,
denominacao motivada pela teoria unidimensional da dinamica de gases, e a sua
estrutura tem particular importancia na teoria dessas solugoes por representar a
contrapartida fisicamente aceitavel de um choque instavel.

38




Problemas de Riemann e o principio da similaridade

Uma propriedade dos problemas de Riemann tratados até este ponto desta-
cada pelas solugoes apresentadas é a invariancia desses problemas sob uma trans-
formacao de escala. Em termos precisos, considerando a priori o problema unidi-
mensional (2.12), aplique sobre o problema, equagao e condigao inicial, a trans-
formacao

r — ax,
t — ot,

U — U,

com « > ( arbitrario, e constate que o problema ¢ inalterado pela transformacao.
Isto implica que se u(z, ) é uma solugao generalizada do problema, entao u(aw, at)
também ¢é uma semelhante solucao. Naturalmente, para aqueles problemas onde
se espera uma unica solucdo, u(azx,at) = u(z,t), o que por sua vez sugere a in-
trodugao de uma fungao ¢, tal que u(z,t) = ¢ (%), quando t > 0. O procedimento
reduz a EDP a uma equacao diferencial ordinaria; para o problema-exemplo, tem-
se

(f'(e(2)) = 2)¢'(2) =0 = [f'(¢(2)) = 2 =0 ou ¢'(2) =0,

onde z = ¥. A equacao acima ¢ valida enquanto a solugao ou trecho da solugao
é diferenciavel, portanto é particularmente util na construcao de solucgoes dife-
renciaveis por partes. Perceba que todas as solugoes apresentadas para o problema
(2.12) satisfazem alguma das condigoes trecho a trecho.

Fluxos nao-convexos e o problema de Buckley-Leverett

Um 1ltimo ponto a respeito das solucoes de problemas de Riemann precisa
ainda ser apresentado. Em todos os problemas expostos, a solucao exibe apenas
um dos atributos: onda de choque, onda de rarefagao, linha de deslizamento. Isso
advém da restrigoes impostas aos problemas e nao de sua propria natureza. E
bastante facil a propésito propor um problema de Riemann que exiba uma onda
de choque onde a curva de descontinuidade seja uma linha de deslizamento. Para a
aparicao conjunta de ondas de choque e ondas de rarefacao em um mesmo problema
basta, por exemplo, que se relaxe a condi¢ao da fun¢dao componente do fluxo, f,
ser convexa.

O exemplo mais famoso que demonstra essa situagao é o problema de Buckley-
Leverett, [7], que consiste de um problema de Riemann cuja condigao inicial é

dada por
(2,y) = 1 sexz<0
Yo\ Y) = 0 sex>0
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e, adicionadas algumas simplificagoes paramétricas, da equacao de transporte
(1.25) munida de um campo de velocidades uniforme v = (v, 0) e um fluxo fracional

u2

f(u):u2+M(1—u)2’ M > 0.

O fato de f ser nao convexa e ter inclinacao zero sobre os dois valores da
condicao inicial torna dificil inferir a estrutura caracteristica de uma solucao. Note
que um choque estacionario apesar de satisfazer a equacao diferencial do problema
parte a parte nao é uma solucao generalizada do problema, posto que uma onda
de choque de velocidade nula nao satisfaz a relagao de Rankine-Hugoniot deste
problema. Por outro lado um choque de velocidade constante igual a unidade
satisfaz a condi¢ao, mas nao é estavel a pequenas perturbacoes, como se demonstra
a seguir. Uma boa pratica, nem sempre facilmente realizavel, é a de introduzir
uma pequena pertubacao na condigao inicial como feito antes nesta secgao. Nao
s6 o procedimento aduz mais informacao a respeito da estrutura caracteristica de
uma solucao do problema em questao, como também sugere a solucao do problema
estavel a pequenas variagoes da condigao inicial.

A estrutura caracteristica do problema de condicao inicial perturbada sugere
a formacao de uma onda de rarefacao na proximidade de x = 0, uma vez que a
inclinagao das retas caracteristicas decai no sentido de crescimento das abcissas.
Por f nao ser convexa essa tendéncia nao é seguida por todas as retas oriundas
do intervalo [0, €]; a partir de algum Z pertencente ao intervalo e correspondente
ao valor de inflexao do fluxo, as inclinagoes comecam a crescer gradativamente até
voltarem totalmente a vertical em = > e. Assim, ap6és um tempo 7(€), todas as
caracteristicas a direita do choque tém o mesmo valor, u = 0. Isso permite escrever
as equagoes cinematicas do salto como

Te="—-—"—

v

"

parat > 7(¢), j4 usando o fato de que as caracteristicas ao lado esquerdo do choque

devem provir da regiao de gradiente abrupto da condicao inicial. O sistema resulta
numa equacao diferencial ordinaria em termos de u_:

M} vy (_6 + f"(u_)3t> i =0,

re=¢—eu_+ f'(u_)

) -

u- | ¢ ¢
que pode ser escrita como uma equacao diferencial ordindria exata, introduzindo-
se um fator integrante © = u_. A solucao do problema acima é dada entao
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implicitamente por

(u_f'(u_) — f(u)) %t - EUQ_ =a, a€RVt>r7(e),
no caso de u_ f'(u_) — f(u_) # 0, ou
~ M
O Vg 72

em caso contrario.

Deixando de lado a discussao do porqueé as solucoes nao-estacionarias nao repre-
sentam o choque pés-transiente para o limite desejado do parametro €, a estrutura
caracteristica resultante do problema, pois, é composta de uma onda de rarefagao
seguida de uma onda de choque de salto e velocidade varidveis até o instante
especifico 7 quando salto e velocidade passam a ser constantes.

A medida que o parametro e é reduzido, dado que a regiao transiente onde
o choque é variavel é envelopada pela estrutura da onda de rarefacao e pelas
caracteristicas que partem da regido x > € (perceba que essa regiao esté contida no
intervalo [0, €] x [0, 7]), o comportamento transiente da onda de choque se restringe
a uma regiao cada vez menor do espaco estendido, desaparecendo completamente
no caso-limite do problema de Buckley-Leverett.

Desse modo, a solucao estavel a pertubacoes da condicao inicial para tal pro-
blema é constituida de uma onda de rarefacao cujas caracteristicas colapsam sobre
as caracteristicas verticais provenientes da regiao x > 0. A curva de desconti-
nuidade formada coincide com caracteristica da rarefacao que propaga o valor ,
logo

v
ve = f'(u)-.
)¢
A solucao do problema de Buckley-Leverett é descrita entao por
1 sex <0
1 ¢$
w(z,y,t) =< frosr oy se 0 <z < wgt (2.16)
v
0 se x > vgt

_ . ! . . ~ .
onde @ representa o valor encontrado acima e f,~! simboliza a fungio inversa de

f’ quando restrita ao intervalo [u, 1]. No caso mais simples com M = 1, tem-se
7= L
u= e

(2.17)

1 —22 — v1+4 1
———l—\/ FoEtAYIT Z, VzE{—,l]
2 V2

fre_s}fr.(z) - 22
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Figura 2.3: Perfil da solu¢ao do problema de Buckley-Leverett em trés instantes

distintos, exibindo a onda de rarefacao seguida pela onda de choque, % =1.

O problema de injecao

Uma variagao do problema de Buckley-Leverett verdadeiramente bidimensio-
nal, porém bastante facilitada pela simetria, é o que pode ser chamada de problema
de injegao. Considere novamente a equagao de transporte (1.25) munida desta vez
de um campo de velocidades com simetria radial dado por

. Q

v=—|r
2mr2’

onde r denota a distancia de um ponto a partir de uma origem (para o caso deste
problema especifico, o ponto de injegao), r representa o vetor posicdo em relacao
a este ponto e (), a taxa de injecao. O campo acima é solenoidal para todo o
plano, salvo a origem. Suponha também que o fluxo fracional é definido como
anteriormente para o problema de Buckley-Leverett aqui apresentado.

Tomando por condicao inicial

uo(r):{l ser=20

0 ser>0

assume-se a existéncia de uma solucao generalizada para o problema, u(r,t), por-
tanto que satisfaca a EDP abaixo nos trechos onde essa funcao é diferenciavel:

f'(w)@

R 2mor =
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Q 9

Perceba contudo que o problema proposto sugere a adocao da variavel z =
de modo que a equacgao acima ¢é reescrita numa forma mais simples

ug + f'(u)u, =0,

reduzindo entao o problema de injecao ao problema de Buckley-Leverett. Isso
implica que a mesma linha de raciocinio que gerou (2.16) permanece valida e de
fato pode se esperar uma fungao similar como solugao do problema de injegao
definido em termos da variavel z.

Com efeito a solucao do problema de injecao é dada por

1 ser=20

u(r,t) =< fiol (%) se 0 <r <+/f'(u)at (2.18)
0 ser>+/f(u)at

com o = 7%

Note que a solucao do problema de injecao consiste também de uma onda de
rarefacao seguida de uma onda de choque como no problema de Buckley-Leverett.
As rarefacoes contudo apresentam silhuetas diferentes nos dois problemas, embora
sejam geradas a partir da mesma funcao de fluxo fracional. Isso advém da razao
no argumento de f.... Ainda, mesmo mantendo-se o valor do salto nos dois
problemas, a velocidade da onda de choque no problema de injecao nao é constante;

decai a medida que a frente se distancia do ponto de injecao.

2.4 Condicoes de entropia e unicidade de proble-
mas hiperbdlicos

A escolha de um critério de unicidade para solugoes generalizadas de problemas
hiperbdlicos é uma das questoes mais interessantes da teoria. A literatura que
atende a natureza dessa escolha é vasta e as condi¢oes adicionais a serem impostas a
estes problemas com o intuito de garantir a unicidade de suas solugoes sao diversas.
No estado presente da teoria, entretanto, todos esses requisitos extras convergem
para ideia de que a solugao fisicamente aceitdavel de um problema hiperbdlico é
na verdade a solucao-limite de um problema parabdlico quando a difusividade do
modelo de que advém a EDP do problema tende a zero (ver equagdo (1.19)). A
suposicao impoe certas propriedades sobre a solugao-limite, propriedades estas que
podem ser recriadas, ou colocado de uma forma mais apropriada, reimpostas em
termos de outras condigoes que nao necessitem a introducao de problemas de um
caracter distinto, qual o é os problemas de natureza parabdlica, a teoria. Esse
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Figura 2.4: Perfil radial da solu¢ao do problema de injecao em trés instantes
distintos, exibindo a onda de rarefacao seguida pela onda de choque, a = 1.

raciocinio é o que justifica a definicao de funcoes de entropia e o proprio critério
de unicidade para problemas hiperbdlicos em termos dessas funcoes. A respeito
dessas condicoes de entropia, indica-se ao leitor interessado uma das referéncias
23] e [25] deste trabalho.

Esse procedimento entretanto nao é o adotado neste trabalho, tendo em vista
que a condicao assumida aqui, a de estabilidade a pequenas perturbacoes da
condigao inicial, é mais simples e didatica por requerer menos a introducao de
novos conceitos, e porquanto novas definicoes. Sua exposicao contudo é pouco
rigorosa, no sentido que nao se determina precisamente o que se entende por uma
pequena perturbacao da condigao inicial do problema. Perceba por exemplo que,
para o problema (2.12), se somente o valor do salto é perturbado sem que se o subs-
titua por um gradiente abrupto, os problemas perturbado e original apresentam
estruturas caracteristica plenamente similares e de maneira alguma se esclarece
a duvida que motiva a perturbacao do problema. Na medida que se guarda em
mente que as solugoes de interesse provém de um limite de func¢oes continuamente
diferenciaveis, dado que sao solugdes de um problema parabdlico, a alternativa
mais precisa que se pode dar a frase estavel a pequenas pertubacoes da condi¢do
inicial é a de que a solugao entropica do problema original deve ser a func¢ao-limite
das solugoes de problemas hiperbdlicos cujas condic¢oes iniciais pouco diferem da
condicao inicial original e sao continuamente diferenciaveis. Essa resolucao parece
ser mais estrita do que necessario, uma vez que se pode determinar unicamente,
até o tempo de quebra da solucao, a estrutura caracteristica de um problema em
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que a condicao inicial é continua e somente diferenciavel por partes, porém permite
uma exposicao mais clara do pretendido.

A nocao de pouca diferenca entre condicoes iniciais necessita analogamente
ser enunciada com mais precisao; a maneira como se determina a proximidade de
duas funcgoes influencia o que se chama de pequeno. Dessa forma uma pequena
perturbacao no valor do salto de um problema de Riemann, por exemplo, pode
ser devidamente tomada como uma pequena perturbacao na condicao se a medida
de desvio é pontual, porém sera infinita se essa medida de desvio for definida
considerando todo o dominio.

Deixando essas questoes a parte, para um problema de Riemann logo uma classe
sugestiva de condigoes iniciais perturbadas sao fungoes sigmoidais que aproximem
razoavelmente os patamares da condicao inicial original e substituam o salto por
um gradiente abrupto. O tratamento desses problemas seguindo essa nova linha de
pensamento, entretanto, nao aduz outros resultados além daqueles ja apresentados
na sec¢ao anterior, fato justificado pela ressalva feita dois paragrafos acima.
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CAPITULO 3

Métodos numéricos em volumes finitos

Neste capitulo sao apresentados os principais conceitos relacionados a for-
mulacao de métodos numéricos que produzam aproximacoes razoaveis a solugoes
de problemas hiperbdlicos. A exposicao é simples e informal, visando apenas cor-
roborar as ideias utilizadas na criacao do método proposto no capitulo seguinte.
A nenhuma das proposicoes apresentadas aqui, espera-se ter dado uma prova con-
tundente. A intencao, todavia, é de que tanto essas proposicoes quanto suas de-
monstragoes fornecam um arcabouco intuitivo para aqueles que se enveredam pela
formulagao de métodos numéricos em volumes finitos para problemas multidimen-
sionais onde a teoria matematica existente é escassa.

Uma referéncia merece distingao entre todas: Finite volume methods for hyper-
bolic problems por Randall J. LeVeque, [25]. Este capitulo é uma mera transcri¢ao
de algumas de suas ideias, possivelmente, defeituosa naquelas partes onde o trans-
crito deriva na direcao das ideias e nocoes préprias a este autor.

3.1 Discretizacao, métodos numéricos e leis de
conservacao

Subjacente a formulacao de qualquer método numérico, encontra-se a ideia
da discretizagao de dominios e por decorréncia a da discretizagao de parametros.
Especificamente no que concerne a métodos numéricos para equagoes diferenciais
parciais hiperbdlicas, esse processo envolve a introdugao de uma particao especifica
do espago estendido, R" x [0, +00), e um procedimento com que se substitui, ou
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mais propriamente, se aproxima uma solugao exata do problema dentro do ele-
mento da particao por um correspondente numérico. Este ultimo passo pode ser
feito de diversas maneiras. Por exemplo, pode-se considerar como valor represen-
tativo de cada elemento algum valor da solugao na regiao ou mesmo uma média
sua sobre a regiao definida. O método numérico entao estara definido uma vez que
se proponha um mecanismo de evolucao para esses valores, isto ¢, uma lei iterativa
que estabeleca como valores numéricos representativos num nivel de iteracao n de-
terminam, ou sao determinados pelos valores de um nivel posterior. Quando a lei
relaciona valores posteriores com valores anteriores, o método ¢é dito ser explicito,
quando do contrario, implicito. Métodos de ambas naturezas possuem vantagens
e desvantagens proprias, contudo, dado o caracter da EDP envolvida no problema,
um tipo particular de método pode ser mais adequado ou naturalmente sugestivo.

Restringindo a exposi¢cao para o caso bidimensional, assume-se uma particao
P do plano cujos elementos possuem area finita e contorno suave por partes, sao
ordenados de maneira arbitraria e rotulados conforme. Uma particao é definida
também sobre o intervalo [0, +00), o que introduz os niveis de iteracdo. Seja u
entao uma solucao de um dado problema hiperbdlico, supondo a integrabilidade
de u por todo o dominio, o niimero

_ 1
gr— L / w(, y, t)dA, (3.1)
A o,

define a projecao da solucao sobre o elemento €2; no nivel n. A lista desses valores
representa a solugao do problema no dominio, dentro das competéncias da particao;
espera-se que essa representacao se torne progressivamente melhor naquelas regioes
onde u ¢é continua a medida que a area dos elementos diminui.

Suponha entao que o problema em questao é regido pela lei de conservacao
(1.6) munida do fluxo local (1.10), desconsiderando o termo de fonte. Integrando
essa lei, restrita a uma regiao €);, entre os niveis n e n+1 e fazendo uso da defini¢ao
acima, obtém-se

_ _ 1 [ine
gt =gr — _/ % F(z,y,t,u(z,y,t)) - n(z,y)ddt. (3.2)
Ai tn o00Q;

Perceba como a identidade acima insinua a definicao de uma lei recorréncia em
termos dos graus de liberdade numéricos; basta que se conheca, ou se aproxime a
integral ao lado direito em termos das projecoes {U[‘} ou {Ui”“} e possivelmente
de alguns parametros geométricos para gerar um esquema numérico que atenda
exata ou aproximadamente a lei de conservagao.

Tais métodos compoem uma classe importante. Enquanto solugoes fortes de
problemas hiperbdlicos satisfazem uma equagcao diferencial, que pode muitas vezes
ser comum a mais de uma lei de conservacao, solucoes generalizadas do mesmo
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problema atendem a uma lei de conservacao especifica. Assim, desejando-se pro-
por um método numérico capaz de aproximar também semelhantes solugoes, a lei
de conservacao, e, portanto, nao a EDP, deve ser o alicerce em que estd baseado o
desenvolvimento do algoritmo. A observacao nao somente da destaque a equagao
(3.2), j& que qualquer lei iterativa dela derivada estard atendendo o critério, mas
também ratifica a escolha das projecoes da solucao exata sobre os elementos de al-
guma particao como bons valores representativos. Os métodos que atendem a essa
condicao, os unicos de interesse neste trabalho, sao denominados conservativos.

Além dos requisitos ja impostos sobre a particao, soma-se o de cada elemento €2;
de P ter uma fronteira constituida por um nimero finitos de segmentos. Dado que
todo segmento este é retificavel, porque é suave, conclui-se entao que a fronteira de
cada elemento possui perimetro finito e esse resultado permite decompor a integral
ao lado direto da equacdo (3.2) na soma

Ni tn+1 N,L
j=1 7t L i=1

com 0€; = J ; I'; e N; simbolizando o nimeros dos segmentos, introduzindo assim

os fluxos numéricos médios Fj;. Note que cada um destes termos corresponde a

média da componente normal do fluxo local sobre o produto I'; X [t,, tp41].
Levando (3.3) a equagao (3.2), obtém-se o molde da lei de iteracdo de um

esquema conservativo:

L Aty

n+tl _ g _
Ui - Uz Az

F;. (3.4)

j=1
O desenvolvimento desses métodos e consequentemente suas distingoes seguem
entao da determinacao dos fluxos numéricos em termos das variaveis computacio-
nais e dos parametros geométricos introduzidos pela discretizacao. Tendo vista o
exposto no capitulo anterior, no que concerne os problemas hiperbdlicos, sabe-se
que os valores dos fluxos numéricos estao fixados pela estrutura caracteristica do
problema. Essa observacao tem diversas implicagoes, contudo, a que se deseja
referir neste ponto é o fato de que, em um problema que condicao inicial e fluxo
impoem uma estrutura de velocidades caracteristicas limitadas, para At, peque-
nos, apenas o dado daqueles elementos mais préximos pode intervir no computo
dos fluxos numéricos. Isto ¢, cada Fj; tem dependéncia funcional somente com as
algumas variaveis de {U;} e ndo com a lista inteira desses valores, como poderia
se supor a priori. No caso dos métodos explicitos, esse grupo de células, elemen-
tos da discretizacao, que podem contribuir com o fluxo numérico, e portanto com
o valor representativo seguinte, de um elemento especificado, define o dominio
de dependéncia computacional do elemento, DDC. Para métodos implicitos,
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aquele grupo de células que tomam parte no calculo dos fluxos delimita a zona
de influéncia computacional desse elemento.

Quando se lida apenas com leis de conservagao lineares, esquemas de natureza
explicita ou implicita podem ser propostos razoavelmente com a mesma facilidade.
A intromissao da nao-linearidade num modelo, entretanto, favorece a formulagao
de métodos explicitos, uma vez que um método implicito requer uma inversao das
funcoes que definem os fluxos numéricos antes que o esquema possa ser iterado.
Métodos implicitos por outro lado sao mais estaveis que métodos explicitos no
sentido que é apropriadamente definido nas secgoes seguintes. Isso por sua vez
permite simulacoes baseadas em At, maiores, o que na pratica implica em um
menor nimero de iteragoes.

Apenas métodos numéricos explicitos sao de interesse neste trabalho, de modo
que se derruba o denotativo no restante desta exposicao.

3.2 Convergéncia, consisténcia e estabilidade

O padrao apresentado na equagao (3.4) foi estabelecido assumindo conheci-
mento da solucao exata de uma lei de conservacao entre os niveis n e n + 1 da
iteracao. Obviamente, tal conhecimento, se disponivel, dispensaria a formulacao
de um método numérico. Entretanto, a construcao é util na medida que introduz
e evidencia o papel dos parametros numéricos numa estrutura que imita aquela
obedecida pelos valores médios de uma solucao exata.

Desde que problemas hiperbdlicos evoluem a partir de suas condicoes iniciais,
é valido imaginar a formulacao do problema numérico nos primeiros niveis de
iteracao. Partindo da condicao inicial, poder-se-ia definir as projecoes iniciais
sobre essa propria funcao. Contudo, a integracao de uma funcao arbitraria sobre
um dominio qualquer pode em si encerrar um problema numérico. Mais ainda, no
calculo dos fluxos numéricos, admite-se a propagacao caracteristica da condicao e
novamente o computo de uma nova integral. Todos esses passos sugerem, em vista
de que se procura verdadeiramente uma solugao aproximada para o problema, a
introducao de uma aproximacao ja na condi¢ao inicial que facilite simultaneamente
as integragoes envolvidas e a sua evolugao local.

3.2.1 Reconstrucao, evolucao e projecao

O feito é obtido com a substituicao da condicao inicial por uma outra, usual-
mente, continuamente diferenciavel até uma ordem estipulada, sobre cada célula
da particdo. A substituicao é realizada de maneira que cada uma dessas funcoes
aproxime com um erro determinado a restricao da condicao inicial a cada um dos
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elementos da discretizacao do dominio. Exigéncias quanto a continuidade e a dife-
renciabilidade dessas reconstrugoes nas fronteiras das células nao sao essenciais.

A nocao de reconstrucao interessa uma posicao fundamental aos problemas
de Riemann na formulacao de métodos numéricos, dado que a reconstrucao mais
simples que se pode efetuar sobre qualquer fungao é uma constante por partes.
Além disso, a evolugao de semelhantes problemas é amplamente estudada e de
andlise favorecida por seu comportamento similar. (Ver subsec¢do 2.3.1)

Os fluxos numéricos médios provindos da evolucao dos problemas locais de
Riemann definidos por uma reconstrucao constante por partes introduzem a nogao
de fungoes de fluxo numérico, ou seja, as relagoes entre as projecoes daquelas células
pertencentes ao dominio de dependéncia computacional da célula em questao com
os seus fluxos numéricos. Um caso simples, por exemplo, é aquele em que tais
relagoes sao expressas em termos de fungoes que envolvem apenas as projecoes das
células que compartilham um segmento do contorno,

Fy — Fi; (U7, U, (3.5)
o que resulta na recorréncia
N.
< Atolyi
= v0- 3 B o)
=1

Se suposto que as funcgoes de fluxo numérico expressam o valor exato dos fluxos
numéricos médios, entao a projecao definida acima representa o valor exato da
projecao da evolugao da reconstrucao da condicao inicial. Em vez entao de
progredir a condicao inicial caracteristicamente até um segundo nivel de tempo
to, o que poderia resultar num problema tao complicado quanto o original, a ideia
central da formulagao de métodos numéricos em volumes finitos é a de que essa
nova lista de projegoes {U}'} define em ¢; uma nova reconstrugao que similarmente é
evoluida pela lei iterativa definida por (3.4) munida das fungoes de fluxo numérico,
gerando assim a lista de projegoes do segundo nivel de iteracao. Essa sequéncia
de reconstrucgoes, evolugoes e projecoes segue indefinidamente, resultando em

Y At
Ut = U = Y = U U (3.6)
j=1

O procedimento descrito acima é conhecido na literatura por algoritmo de
Godunov em honra ao autor do trabalho seminal, [14], que o introduziu.

3.2.2 Convergéncia

Conjectura-se que a reconstrucao gerada a partir da lista de valores {U"} apro-
xime satisfatoriamente a solucao exata do problema hiperbdlico proposto no ins-
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tante t,. Certamente, o procedimento introduzido pelo algoritmo de Godunov
de se evoluir a reconstrucao de um nivel n em contrapartida a continuar com a
evolucao daquela do nivel n — 1 soma outros erros a formulagao; o mais comum
e facil de se identificar pelo tratamento de problemas de Riemann simples é a
exibicao de um comportamento difusivo ou dispersivo, ou de ambos, na solugao
numérica; comportamento este nao compartilhado pela solucao exata do problema
hiperbdlico. Na medida que difusao e dispersao sao fenomenos acumulativos, nao
se espera, portanto, que a aproximacao fornecida pelo método numérico persista
como sendo razoavel para tempos muito longos, ou, equivalentemente, para um
nimero muito elevado de iteracoes. KEssa observagao introduz uma cota 71" na
simulagao e porquanto reformula a questao de quao bem a solugao provida pelo
esquema numérico aproxima uma solugao exata do problema hiperbdlico proposto.

A definicao de convergéncia

Seja P uma particao do plano que atenda os requisitos introduzidos na seccao
3.1 e seja P’ um refinamento de P que cumpra os mesmos requisitos dessa particao.
Obviamente, semelhante refinamento concede mais maleabilidade as reconstrugoes,
pois permite uma melhor adequacao das variagoes daquelas funcoes que essas re-
construcoes substituem. Logo, parece sensata a ideia de que formular métodos em
particoes progressivamente mais finas acarreta em aproximagoes melhores.

A introducao de um refinamento contudo nao se da sem implicacoes. Perceba
que diferentemente do dominio de dependéncia real de uma célula, DDR, isto
é, aquela regiao de onde provém as caracteristicas que verdadeiramente contri-
buem com o fluxo na fronteira da célula em questao entre os instantes ¢, e t,.1,
seu dominio de dependéncia computacional é uma escolha passivel de alguma ar-
bitrariedade e feita por quem propoe o método.

Note que um esquema tal qual (3.6) sé é valido enquanto At,, corresponde a um
intervalo de tempo em que a informacao propagada por caracteristicas oriundas
de regioes nao incluidas no dominio de dependéncia computacional da célula i
tem pouca ou nenhuma participacao no computo do fluxo exato através de seu
contorno, isto é, enquanto o fato de negligenciar a participacao dessas células na
defini¢cao das fungoes de fluxo numérico introduz erro algum ou um erro pequeno.

O comentario acima sugere a seguinte proposicao:

Proposicao 3.1 (Condic¢ao de Courant-Friedrichs-Lewy, CFL). E uma condi¢do
necessaria a convergéncia de um método numérico a inclusao de um subconjunto
preponderante do dominio de dependéncia real de cada célula, isto €, aquele
determinado pela estrutura caracteristica da solucao exata do problema hiperbolico
definido entre passos contiguos de uma iteracao, em seu dominio de dependéncia
computacional.
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Demonstragcao. Os argumentos das fungoes de fluxo numérico propostas para cada
célula definem o seu DDC. Supondo que se obtenha o valor exato dos fluxos
numéricos definidos pelo problema hiperbdlico composto da lei de conservacao
e da reconstrucao n entre os instantes ¢, e t,,1, uma descrigao desses valores nao
podem ser feita sem que se tome em consideracao o valor das projegoes {U j”} da-
quelas regioes de onde as caracteristicas envolvidas provem. Em outras palavras,
supoe-se que os fluxos numéricos exatos sao funcoes daquelas projegoes em cujas
células ha um subconjunto do dominio de dependéncia real do problema. Desse
modo, necessariamente, as funcoes de fluxo numérico de uma célula devem tomar
essas mesmas projecoes como argumento, senao todas, ao menos aquelas que tém
maior peso no valor final. Eis a razao da ressalva subconjunto preponderante no
enunciado da proposicao. O

Seja P uma particao. A area do maior elemento de P define o crivo da particao,
0. Uma sequéncia de refinamentos de P pressupoe uma sequéncia de crivos pro-
gressivamente menores. Um mesmo esquema numérico aplicado sucessivamente
sobre cada particao de uma tal sequéncia nao seré convergente se todas as varian-
tes usarem a mesma particao temporal. Partindo da suposicao que a norma dessa
particao At,,.. € Otima para o esquema definido sobre P, no sentido de que, se
em qualquer um dos passos do método um intervalo At, > At,,.. for utilizado,
a proposicao 3.1 deixa de ser satisfeita, na medida que uma diminuicao do crivo
0 da particao implica numa reducao do DDC de cada célula, para que o método
seja convergente, o DDR dessa mesma célula precisa ser reduzido conforme. Esta
ultima reducao entretanto implica na necessidade de se delimitar aquelas carac-
teristicas que contribuem com o fluxo real da célula a uma regiao mais proxima
dela, o que implica em tempos de propagagao menores e por conseguinte numa
diminuicao da norma At,,,. Este resultado encontra-se resumido na proposicao
abaixo.

Proposicao 3.2. A norma da particao temporal, At,,q., utilizada por um esquema
numérico convergente € limitada ao crivo 6 da particio P sobre a qual o esquema
esta definido, no sentido de que At,,qp — 0 a medida que 6 — 0.

O conceito de convergéncia nao pode ser estabelecido quantitativamente sem
que se introduza uma medida que caracterize o desvio da solucao aproximada,
fornecida pelo esquema numérico, a solucao exata do problema. O erro cometido
por um método numérico nao é susceptivel a uma unica definicao. Uma vez que
reconstrugoes sao fungoes definidas por todo o dominio, pode-se, por exemplo,
definir o erro ponto a ponto do dominio num nivel n,

E(:Eyyatn) - U($7yatn) - U(%%%);
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Ou o erro por célula baseado na lista das projecoes
E)=U"-U]

Os dois erros podem ser relacionados se imposto a todas as reconstrugoes a pro-
priedade

1
Ul = —/ Ul(z,y,t,)dA. (3.7)
A Jo,

Desse modo, tém-se que o erro por célula num dado nivel é a projecao do erro
ponto a ponto na célula em questao.

Mais interessante para a analise de convergéncia de métodos numéricos, con-
tudo, é o erro global cometido pela aproximacao. A relacao entre tal erro e alguma
das definigdes de erro local é estabelecida através da ado¢ao de uma norma |-|. No
decorrer deste capitulo, toma-se o erro por célula como a definicao de erro local, de
forma que as normas utilizadas sao portanto definidas sobre o espaco das projecoes
P(P) de fungoes integraveis sobre o plano. Logo, uma norma avalia, sob algum
critério de definicao, a distancia de dois elementos desse espaco; precisamente, a
informagao desejada de uma estimativa de erro global. Logo a definicao

En=[{EM = {U" = U}, (3.8)

com as chaves simbolizando o fato que nao se esta tomando o valor absoluto de
cada erro local mas a norma de um elemento de P(P).

Em posse dessas ideias, pode-se enfim dar um significado quantitativo ao con-
ceito de convergéncia de um esquema numérico.

Definicao 3.1. Seja T > 0 um tempo fixado e considere uma sequéncia de refi-
namentos de uma particao P que atenda os requisitos introduzidos na sec¢ao 3.1.
Denotando por | -| alguma norma e supondo conhecida uma solug¢ao u do problema
hiperbolico para a qual o esquema numérico fornece uma solu¢ao aprorimada, o
método € dito convergir em T para u sequndo a norma escolhida, se

Ene) — 0 a medida que 0 — 0,

onde N(§) denota o nivel da iteragdo correspondente ao tempo T, ou seja,
N(5)
T = Z At,,.
n=0

E bastante interessante caracterizar a maneira com que essa convergencia €
estabelecida, assim, diz-se que um método é convergente de ordem r quando

Eng) = O(0").
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3.2.3 Consisténcia

A definicao de convergéncia apresentada e a nogao de ordem de convergéncia
sao uteis, contudo, somente a avaliacao de qualidade dos métodos propostos. Es-
quemas de ordem mais alta cometem erro globais menores do que aqueles de ordem
mais baixa sobre uma mesma sequéncia de refinamentos de alguma particao. Es-
sas ideias porém nada acrescentam naquilo que concerne a proposta de métodos
convergentes.

De volta aquela linha de raciocinio que gerou a proposicao 3.1, percebe-se a
importancia de se propor fungoes de fluxo numérico que emulem satisfatoriamente
as propriedades da lei de conservagao em sua forma integral introduzindo assim
um erro pequeno a cada iteracao. Qualquer condi¢ao que possa ser imposta sobre
essas funcoes com tal intuito é dita ser uma condi¢ao de consisténcia do método
numérico.

Uma condigdo de consisténcia fundamental é sugerida pela equagao (3.2) e
refletida sobre (3.3) quando se assume a propagagao caracteristica de uma condicao
inicial constante e uniforme por todo o dominio. Analogamente, quando todas as
células do dominio de dependéncia computacional de uma célula possuem o mesmo
valor de projecao, requer-se

ZEj[U]fij =0, (3.9)

onde U ¢ o valor da projecao das células.

No estudo da consisténcia e, como se vé na subseccao seguinte, da estabilidade
de esquemas explicitos convém representar a lei de recorréncia que define o método
em termos do operador numérico N : P(P) — P(P). Dessa maneira, o esquema
mais geral pode ser escrito como

Ut = N(U™), (3.10)

com U™ = {U"}. Uma boa medida de consisténcia de um método é portanto o
erro que o operador N produz quando aplicado as projecoes da solucao exata do
problema

€ =N(UO") — U™, (3.11)

com efeito, o método serd consistente com a lei de conservacao até uma iteracao
N(9), se, para quaisquer solugoes fortes u, as nicas de que se pode esperar uma
convergéncia ponto a ponto das reconstrugoes no limite, o nimero

€= max |6,
0<n<N(3)

€ — 0 amedida que ¢ — 0.
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3.2.4 Estabilidade

Tratando-se de métodos numéricos, um atributo fundamental e necessario a
convergencia é a capacidade de nao amplificar os erros introduzidos a cada iteragao.

A importancia de um critério de estabilidade para esquemas numeéricos é su-
gerida quando se compara a evolucao do erro global da solugao numérica pelo
operador V.

Seja U™ = U™ + E™. Da aplicacao do operador, tem-se

En+1 — Un+1 _ Un—i—l
— N(U" + B — (N(U") — &)
= (N(U" + E™) = N(U")) + €n,

o que demonstra como o erro numérico evolui a cada iteracao, a primeira contri-
buigao advindo da evolugao do erro numérico do passo anterior pelo operador (a
interpretagao é facilmente sugerida se se supde um operador linear) e a segunda
introduzida pelo aqui chamado de desvio de consisténcia do operador no nivel
n.

Uma teoria de estabilidade visa o controle do primeiro desses termos, uma vez
que o segundo ¢é regido pela consisténcia do método.

Operadores coercivos

Um operador numérico N é dito ser coercivo segundo alguma norma | - |, dado
que
IN(U) =N < U= U, (3.12)
para quaisquer U e U’ pertencentes a P(P).

Proposicao 3.3. Se um método proposto é consistente e introduz um operador
coercivo, entao, o erro global En(s) € limitado e porquanto o método proposto € dito
ser estavel.

Demonstracao. Da definicao do erro global &,,; e da equagao de evolugao dos
erros, tems-se

Eni1 S IN(U™ + E™) = N(U™)] + el

Sendo o operador N coercivo, tome U = U" + E" e U’ = U™ na equacao (3.12) e
leve o resultado a equacao acima para obter

5n+1 S |En| + ’6n|
< &, + |en)
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Recursivamente, obtém-se

N(6)
Eney <&+ Z |€nl.
n=0

A consisténcia do método implica em desvios de consisténcia limitados, tem-se

€= max |e,],
0<n<N(6)
e logo
EN((;) <& + N(5)6

]

O termo &, representa o erro global inicial e provém da aproximagao intro-
duzida pela reconstrucao da condigao inicial do problema. Para solugoes fortes
do problema hiperbdlico, espera-se que o erro tenda a zero a medida que o crivo
da particao também tende a zero, ou seja, a medida que os valores das projecoes
progressivamente se confundem com os proprios valores da condicao inicial real do
problema. Assim, consisténcia e estabilidade sao suficientes para provar que um
esquema é convergente no caso de solugoes fortes do problema hiperbdlico. Este
resultado quando restrito a problemas lineares representa o conhecido teorema da
equivaléncia de Laz, [22].

3.2.5 Convergéncia de solucoes generalizadas

Embora convergéncia possa ser estabelecida para solugoes numéricas que apro-
ximam solucgoes fortes de um problema hiperbdlico, o critério nao estabelece a que
solugao se esta convergindo quando um mesmo método é aplicado a problemas de
solugao fraca. A observagao sugere que convergéncia puramente nao é suficiente
quando do tratamento de problemas hiperbdlicos quaisquer.

Uma teoria de convergéncia de métodos numéricos a solugoes fisicamente aceité-
veis ou entropicas deve ser construida. Resultados apropriados ao espectro de
semelhante teoria vai muito além do escopo deste trabalho, no entanto, um ou
dois comentarios podem ser inseridos aqui a fim de tranquilizar o desenvolvedor
de esquemas numéricos no que diz respeito a este problema. O primeiro deles é
que uma boa reconstrucao de uma condicao inicial pode ser encarada como uma
pertubacao desta ultima o que pode levar a convergéncia entre solugao numeérica
e solucao entrépica do problema original a medida que o crivo da particao tende a
zero. O segundo, concerne a difusao mencionada no comeco deste capitulo criada
pelo procedimento de evolugao no algoritmo de Godunov; essa difusao pode ser
suficiente para trazer as solucoes do problema parabdlico resultante mais perto da
solucao fisica procurada do problema hiperbdlico.
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3.3 O algoritmo REP

O algoritmo de Godunov introduz a ideia de que a formulagao de um método
em volumes finitos para problemas hiperbdlicos deve abranger cada um dos trés
processos: reconstrucao, evolucao e projecao, repetidamente a cada iteracao. A
esse respeito foi também mencionado que a reconstrugao mais simples com que se
pode trabalhar é constante por partes sobre cada célula da particao usada. Obvi-
amente, reconstrucoes mais complexas podem ser introduzidas e, intuitivamente,
espera-se que, a propor¢ao que essas reconstrucoes oferecem um melhor ajuste as
fungoes (condigoes iniciais de cada iteragao) que se deseja evoluir, os métodos que
delas resultam fornecam solugdes numéricas que aproximem com mais precisao
solugoes exatas do problema.

De fato, o principal efeito que reconstrugoes mais sofisticadas apresentam sobre
esquemas numéricos ¢ uma melhora na ordem de convergéncia para aqueles proble-
mas cuja solucao exata esperada é forte. Por outro lado, o uso dessas reconstrugoes
em métodos cujas solugoes visadas aproximam solucoes generalizadas descontinuas
pode ser catastrofico se devidas precaucoes nao forem tomadas. Isso porque em
tais casos costumam surgir oscilagoes espirias nas solucoes numéricas. Para enten-
der como as reconstrucoes sao responsaveis por semelhantes eventos, indica-se a
referéncia base de todo este capitulo, [25]. Métodos de alta resolugao, como sao
chamados aqueles esquemas que apresentam uma ordem de convergéncia mais ele-
vada e nao exibem oscilagoes espiirias, no entanto, sao possiveis através do uso de
limitadores. Esses conceitos reaparecem no proximo capitulo dentro do contexto
do método proposto neste trabalho.

Os pontos apresentados conferem ao algoritmo de Godunov a propriedade de ser
estendido a reconstrugoes mais intricadas que a constante por partes, a construgao
¢ conhecida na literatura pelo acronimo REP em referéncia as iniciais dos trés
passos do algoritmo.

Definigao 3.2 (Algoritmo REP). Dada uma particao P do plano e um problema
hiperbélico composto de uma lei de conservag¢io e uma condigdo inicial uy(zx,y),
partindo da lista de projecoes U° de o,

i) Reconstrua uma fung¢do polinomial por partes U™(x,y) a partir da lista de
projecoes U™ que atenda a condi¢ao (3.7),

ii) Evolua o problema hiperbdlico exata ou aprozimadamente tomando U™(x,y)
como condi¢do inicial de t, até t, 1 para obter U™(z,y,t,11),

iii) Projete essa fun¢ao sobre cada célula de P para obter um novo conjunto de
projecoes U™,
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CAPITULO 4

Um Esquema Central para Leis de Conservacao Hiperbdlicas
em Malhas Nao-Estruturadas Triangulares

4.1 Esquemas Centrais

Da multitude de resultados geométricos baseados na estrutura caracteristica de
problemas de Riemann, que produziram ou auxiliaram a criacao de tantos métodos
numéricos satisfatérios para o caso unidimensional, apenas a intuicao que eles su-
gerem parece ser de grande utilidade quando se depara com a complexidade dos
problemas de dimensées mais altas. Qualquer tentativa de se manipular de modo
rigoroso uma extensao do problema de Riemann com o intuito de se desenvolver um
esquema em volumes finitos, genérico, para a resolucao de problemas bidimensio-
nais, por exemplo, se revela uma tarefa bastante dificil e mesmo contraproducente.

E por tal razao que ideias nao relacionadas particularmente com a estrutura
caracteristica de um problema sao tao estimadas.

O método de Lax-Friedrichs [23], o esquema central de alta resolugao de
Nessyahu-Tadmor [27] e, seu melhoramento, o esquema de Kurganov-Tadmor [21],
todos caem na categoria de serem métodos numéricos nao baseados na solucao de
problemas de Riemann (non-Riemann solvers), no sentido que esses métodos nao
sao elaborados a partir da aplicacao do método das caracteristicas em tais pro-
blemas, e portanto nao é surpreendente que seu conteudo essencial e sua filosofia
oriente a busca por métodos sélidos ainda mais gerais.

Arminjon et al. [2] propéem uma extensao bem-sucedida dos esquemas centrais
de Lax-Friedrichs e Nessyahu-Tadmor para problemas bidimensionais em malhas
triangulares nao-estruturadas. O procedimento deles, no entanto, é centrado nos
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nés da rede (node-centered) uma vez que os graus de liberdade do esquema sao
dispostos na posicao desses pontos.

O maior propdsito deste trabalho é o de propor um esquema similar, entretanto,
um em que, em contrapartida, as variaveis sejam atribuidas as células triangulares
da malha.

4.2 Introducao ao método proposto

O raciocinio impulsivo por tras de todo esquema central é o uso judicioso da lei
de conservagao para suprir aquela informacao que, em um método baseado em solu-
cionadores de Riemann, viria da estrutura caracteristica do problema. Um avanco
fundamental compartilhado por todos é a biparticao do intervalo de iteracao entre
passos sucessivos; isso com efeito introduz passos intermediarios a computacao. A
maneira com que a insercao desses passos ¢ feita especifica o esquema central.

4.2.1 Dominios computacionais e a proposta do problema

A simplicidade dos problemas de valor inicial frente a problemas com fronteiras
e que por isso exigem a defini¢ao de condi¢oes de contorno nao pode ser estendida
aos métodos computacionais. Dominios computacionais sao necessariamente limi-
tados. Mais ainda, esses conjuntos possuem uma forma propria em decorréncia dos
algoritmos que os geram; sao em geral regides poligonais. Tais regioes por sua vez
apresentam a vantagem analitica de sempre ser possivel definir-lhes uma particao
finita composta exclusivamente de outras regioes poligonais limitadas. Porquanto,
no desenvolvimento do método numérico neste trabalho, faz-se uso das seguintes
definigoes:

Definicao 4.1. Por um dominio computacional, entende-se uma regidao poligonal
limitada, II, de R?.

Definicao 4.2. Seja II um dominio computacional, uma triangulacao T, € um
conjunto finito de regioes triangulares T; que satisfaz os critérios:

ii) Se i e j sao indices distintos e quaisquer, entdo T; N'T; ou € vazio, ou é
constituido de um unico vértice comum a duas regioes, ou € constituido de
uma unica aresta comum a duas regioes.

A Ty, estd associado o conjunto de pontos {(xa,y.)} de R? que definem os vértices
dos triangulos.
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Métodos numéricos em volumes finitos sao derivados com base nao em equagoes
diferenciais parciais mas sim nas leis de conservacao em sua forma integral das quais
essas EDP provém. Esse ponto de partida concede ao esquema final a prerrogativa
de suas solucoes serem capazes de aproximar com determinada precisao solucoes
fracas do problema de interesse e garante a conservagao local (célula a célula) da
propriedade modelada numericamente.

Considere u portanto uma solucao de um problema hiperbdélico qualquer, de-
finido sobre um dominio computacional II arbitrario, ou seja, u é uma funcao
definida sobre 17 x [0,T], com T' € R e T > 0, tal que, para todo Q2 C I1, u satisfaz

d

T u(z,y,t)dA=— @ f(u(z,y,t))n. + glu(z,y,t))n, dl, (4.1)
tJo o9

onde f e g sdo fungdes diferencidveis sobre R e (n,, n,) sdo componentes do campo
normal n definido sobre os pontos de 02, bem como u deve satisfazer simultane-
amente as condicoes inicial e de contorno do problema.

Condigoes de contorno

As condicoes de contorno encontradas na maioria dos problemas sao de apenas
dois tipos: de valor prescrito ou condigoes de Dirichlet e de fluxo prescrito. Em
consequéncia, é conveniente assumir que as condicoes de contorno estao definidas
sobre dois subconjuntos de 9II denotados por OIIp e OII; sobre os quais estao
definidas respectivamente as condigoes de valor prescrito e aquelas de fluxo pres-
crito. Isso introduz as fungoes hp : OIIp x [0, 7] — Re hy: 011y x [0,T] — R tais
que, sendo u uma solugao do problema,

u(z,y,t) = hp(z,y,t), V(x,y,t) € dllp x [0,T]
f(u(xa%t))nx + g(u(x,y,t))ny = hf<I7yat)7 V(l’,y,t) € a]Yf X [07T]

No caso dos problemas hiperbélicos existe ainda um terceiro subconjunto de 911,
denotado 01I;, tal que nenhuma condicao de contorno lhe é especificada. Neste
trabalho é assumido que as condigoes impostas sobre u na fronteira de Il sao
somente dos tipos aduzidos aqui. Por fim, I = 0IIp U 011y U OII; e obviamente
todos os trés subconjuntos sao disjuntos.

Descricao dos parametros

A cada elemento T; de T,(II) relaciona-se um conjunto N; dos indices dos
vértices da triangulacao presentes na célula. Inversamente, a cada vértice o de
Tn(II) relaciona-se um conjunto N, dos indices dos triangulos que possuem «
como vértice. Dada essas relagoes introduz-se a nocao de uma malha auxiliar em
II associada a Tj,.
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Definicao 4.3. Denota-se por D(T,(II)) a parti¢iao tinica de II de regides poli-
gonais cujos vértices sao os baricentros dos triangulos de legenda N, e os pontos
médios das arestas de T, que compartilham o ndé «, se ele proprio nao € um
ponto de OII; em caso contrdrio, as regioes sao definidas da mesma maneira,
acrescentando-se apenas o proprio ponto o como um vértice. D é denominada a
malha dual de II com respeito a Ty

Figura 4.1: Uma triangulacao de um dominio computacional II qualquer com a
malha auxiliar, definida por D(T,(IT)), sotoposta.

Neste trabalho se faz um uso exaustivo de coordenadas e indices de pontos. Por
uma questao de economia textual, frequentemente, como na definicao acima, se
intercambia os sentidos do indice e do ponto a que ele serve de legenda, utilizando
um termo pelo outro, obviamente, quando esse uso nao carrega problemas de
entendimento. Mais ainda, uma distin¢ao entre indices, ja sugerida no texto, é
adotada. Caracteres latinos fazem referéncia a elementos da malha definida por
Tr: a érea do elemento T;, A(T;) ou A;, o baricentro (x;,y;), etc. Em contraponto
e similarmente, caracteres gregos indicam nés da malha original ou elementos
da malha auxiliar definida por D(7,(II)), logo escreve-se: o vértice (zg,y5), O
elemento de D, P,.

Por fim, sao recorrentes no desenvolvimento dos esquemas consideragoes a res-
peito dos conjuntos de pontos 0P, N'T; e dT; N P,. Em especial, cada um desses
conjuntos se identifica com dois segmentos de retas cujos vetores normais e com-
primentos sao parametros indispensaveis. Convém, portanto, introduzir a notagao
(cl;,sk.), (2, s%;) para representar as componentes dos vetores normais referentes
a 0P, N'T;, bem como ¢!, e (2. para os comprimentos dos segmentos, e (cl.,, sl.),
(c2,,82), L1 e (2, em se tratando de OT; N P,.

o) [Xe'2
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4.2.2 Motivacao e delineamento do método

A construcgao de qualquer método em volumes finitos que produza uma solucao
numérica sensata para aproximar u deve seguir o algoritmo REP (ver sec¢ao 3.3).
Cada estagio do algoritmo apresenta certas arbitrariedades e dificuldades proprias
que em si mesmas irao definir o esquema a ser proposto. Conforme sugerido na
abertura desta seccao, esquemas centrais bipartidos requerem o dobro do nimero
de iteracoes a contar do passo inicial. Para alguma particao 0 = t5 < t; <

. <ty_1 <ty =T, introduz-se de fato um refinamento 0 = t5 < t1 <t <..<
t N1 <ty 1 <ty= =T, de maneira que nao se definem apenas reconstrugoes sobre
tempos de fndices inteiros mas também aos de legenda fracionaria e o procedimento
com que se as define ndo é mesmo para tempos sucessivos. Essa distin¢ao requer a
introducao da particao secundaria de I7, todavia, ainda intimamente relacionada a
Tn, D. A necessidade de tais voltas é justificada pelo que concerne ao segundo passo
do algoritmo, a evolucao, desde que se negligencia o uso da informagao oriunda da
estrutura caracteristica do problema em questao na obtencao dos fluxos em favor
de uma resolucao mais simples dos mesmos que priorize a lei de conservacao que
define o problema. Cada estdgio sera apresentado em detalhes no que se segue.

Primeira reconstrugao

O primeiro estagio do algoritmo REP consiste de uma reconstrucao polinomial
por partes a partir dos valores médios das células. Restringindo a reconstrugao a
polinémios lineares por partes, toma-se

U%x,y) = U+ aj(x — ;) + b (y — ), V (z,y) € T}, (4.2)

com U? = A%» sz‘ ug(x,y) dA, ug sendo a condicao inicial do problema de interesse
e (a?,b?) definindo as inclinagoes da reconstrugao. Esses dois tiltimos parametros
sao fungoes do conjunto {UP} e das coordenadas dos nés da malha; essa relagao
funcional é um ponto fundamental na construcao do método e é, portanto, discu-
tida separadamente no decorre deste capitulo, sendo aqui suficiente supor a sua

existéncia.

Evolucao e projecao auxiliar

A reconstrucao definida em (4.2) ndo é necessariamente continua e diferenciavel,
com efeito, usualmente, paras aplicagoes de interesse ela nao sera. Esse fato torna
o segundo estagio do algoritmo REP um passo bastante dificil se se pretende exe-
cuta-lo de modo exato, ou mesmo, visando uma evolugao aproximada por meio de
algum procedimento que faca uso da estrutura caracteristica do problema. Ainda
que u, a solucao exata do problema original, seja uma funcao diferenciavel e, pois,
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uma solugao forte do problema (2.6), o problema, do qual a solu¢ao numérica
que a aproxima deriva, parte de uma condicao inicial, tipicamente, apenas dife-
renciavel por partes. A estrutura caracteristica de tal problema pode entao ser
complexa a ponto de inviabilizar o uso de uma solucao exata, ainda que ela exista,
na proposicao de um método geral.

O argumento acima favorece a formulacao de esquemas centrais, uma vez que
para tais métodos o conceito de curvas caracteristicas de um problema é apenas
acessorio e aquilo que possui significancia e utilidade sao os resultados diretamente
provenientes da lei de conservacao integral. No que concerne a elaboracao de
métodos em volumes finitos, as dificuldades associadas com a evolugao do problema
sao equivalentes as relacionadas com a determinagao da integral

/ " b U@+ Uyt dit (4.3)

onde U™(x,y,t) : I X [t,,t,+1] — R representa a evolugao exata da reconstrugao
U™(x,y). A introducdo de uma malha auxiliar definida por D e da biparticao do
método visa contornar essas dificuldades.

Considere entao a reconstrucao determinada por (4.2) e suponha conhecida
sua evolugao exata U°(x,y,t) até um tempo t'. Desde que todas as curvas carac-
teristicas do problema tém velocidades finitas de propagacao, independentemente
do que aconteca na vizinhanca dos pontos da fronteira de uma célula i qualquer
e uma vez que o dado inicial é diferenciavel por partes, existe uma vizinhanga em
torno do baricentro, (x;,y;), contida em T;, com a propriedade de que, dentro de
um suficientemente pequeno intervalo de tempo [0, t’%] tal que t% < t', a restricao

de U°(x,y,t) ao produto dessa vizinhanca e o intervalo ¢ diferencidvel. Esse ponto
sugere que se, como uma alternativa as integrais definidas por (4.3), cdlculos se-
melhantes pudessem ser levados para o interior das células na vizinhanca de seus
baricentros, uma aproximacao dessas novas integrais apelando para a diferencia-
bilidade local de U°(z, y,t) seria razodvel. Note que, tal como definida D(T (1)),
qualquer fronteira, 0P,, de uma célula da malha auxiliar atende o sugerido requi-
sito.

Faca entdo ¢, = minti e considere U%(z,y,t); fazendo Q = P, em (4.1) e

integrando a equa(;ao resultante de 0 a t1 obtém-se

/Uo(as y.t)dA - /0(70(”5’”“: (4.4)

1

/2 F(U°(z,y,t))n, + g(U°(z,y,t))n, dl dt.
0P,

A partir do primeiro termo do lado esquerdo da equagao anterior se define a
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projecao auxiliar
1

1
7 _ L 0
Ut = /P Uty A (4.5)

e o segundo termo ¢ calculado explicitamente nas préximas seccoes deste capitulo.
A integral do lado direito é similar a apresentada em (4.3), no entanto, com a dife-
renga que, agora, em uma parte substancial (assume-se) da regiao de integragcao,
o integrando é uma funcao diferenciavel. Ainda, a segunda e a terceira integrais
sao respectivamente iguais as somas

Z/PHT. Ux,y)dA e (4.6)

1€ENq

t1
> ?’g (FU @, 5, 0)em + g,y H)sm) dlde. (47)
i€N, 0 PaNT;
m={1,2}

Aproximagao fundamental do método

Neste ponto é preciso introduzir a hipétese central do esquema proposto:

No céomputo da integral (4.7), supde-se que os valores assumidos pela fungao
U%z,y,t) sobre os pontos de cada segmento da fronteira OP, N T; no intervalo
[0, t%} sdo determinados respectivamente pela propagacao dos valores de U°(z,y) ao
longo de curvas caracteristicas que emanam da célula T;, ou equivalentemente, para
todo (x,y,t) € 0P, N T; X [O,t%], existe um ponto (xq,yo) € T; tal que U°(x,y,t) =

U°(z0,40) € _
x =0+ f'(U%(z0,0))t

y = yo+ 9 (U°(x0,40))t-

A suposicao acima é claramente nao verdadeira, pois as caracteristicas que inter-
ceptam pontos proximos as arestas de uma dada célula da malha original podem
muito bem provir de células vizinhas em cuja interface com a célula em questao
ondas de choque ou ondas de rarefacao, por exemplo, sao formadas. Contudo,
escolhendo-se propriamente o intervalo ot = t% — 0, a contribuicao dessas outras
células no célculo da integral (4.7) talvez possa ser consideravelmente reduzida,
tornando a hipétese acima uma boa aproximagao. O procedimento sobretudo in-
troduz erros adicionais na computacao e pode inclusive afetar a consisténcia do
método proposto neste trabalho. Todas essas questoes infelizmente precisam de
um tratamento a posteriori. A respeito do desvio de consisténcia introduzido pela
aproximacao, entretanto, pode-se constatar que ele tende a zero a medida que
0t — 0, dada a limitacao no médulo das velocidades caracteristicas.
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Segunda reconstrucao

Em posse dos valores das integrais (4.6) e (4.7), aproximados nesta tltima,
1
deduz-se o valor das projecoes {Uo?} a partir da equagao (4.4) e da definigao
(4.5). Uma nova reconstrugao polinomial linear por partes ¢ entao introduzida
sobre as células de D(T,(I1)), isto é, define-se uma funcao

0 (x,y) = U + ad(z — 7a) + b3y — va), ¥ (2,y) € Pa, (4.8)

11
onde novamente o par (ad,bd) representa o vetor de inclinagoes da reconstrugao,

1
que sao fungoes do conjunto {Ué} e das coordenadas dos nés da malha 7j,.

Segunda evolugao e projecao principal

Semelhante ao feito na primeira evolugao, supoe-se conhecida a fungao U 2 (x,y,1),
obtida da evolucdo de U %(3:, y), definida entre os instantes t1 e 1, esse ultimo es-
colhido segundo orientagoes equivalentes as que determinam o primeiro, aplica-se
a lei de conservacao (4.1) sobre cada célula T; da malha original e integra-se a
equagcao resultante, o que produz a equacao

Ti Ti

N

t1 | (49)
[ 4 s+ g Uy ) it
ty oT;
Similarmente, define-se a projecao principal por
1
i / U3 (2,5, 41) dA (4.10)
A Jr,
e identifica-se as integrais restantes com as somas

Z/PQT.Ué(x,y)dA e (4.11)

aEN;
b 1 1
S [ ) (0w o) dide (412)
aEN; t% OT;NP,
m={1,2}

O problema referente ao calculo de (4.12) é tratado de maneira semelhante ao da
integral (4.7). A denominada aproximagcao fundamental é facilmente estendida e,
obviamente, assumida para toda iteracao do método, bastando trocar os papéis
desempenhados pelas funcoes U°(x,y,t) e U%(x,y) em seu enunciado, bem como
o do intervalo [0, ¢ 1 ], por fungoes e intervalos andlogos.
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4.2.3 Estrutura geral do esquema

A recursividade dos passos delineados acima define o plano geral do método
proposto. Perceba que apesar de reconstrucoes lineares por partes terem sido ex-
plicitamente aduzidas no texto, sua introdugao nao ¢ de maneira alguma essencial
as suposicoes tomadas para aproximagao do calculo das integrais de fluxo (4.7) e
(4.12), a parte mais problemadtica no desenvolvimento do esquema numérico. Com
efeito, a estrutura que se apresenta abaixo depende somente do fato de que as
reconstrugoes utilizadas sao polinomiais por partes, a primeira exigéncia do algo-
ritmo REP. A apresentagdo de uma reconstrucao linear tanto em (4.2) quanto em
(4.8) foi motivada duplamente pelo uso que lhe é feito na literatura e neste trabalho
e pelo impulso didatico de se fornecer um exemplo aquela posicao do texto.

A estrutura geral do esquema é resumida portanto no par de equagoes

ntl 1 _
Ua'? = — / 0" dA—
Aa Z ( PoNT;

(4.13)
2
3 / f U )ezs + g(U™) st )l dt) ,
— (OP.NT)),,
1 -
Uptt = — / U"+§ dA—
(4.14)

ntl 1 1
Z / 74 (P + g@m+hysm) atat ).
OT;NPy),,

onde se subentende as variaveis proprias de cada func¢ao nos integrandos em favor
de uma exposi¢ao mais concisa.

4.3 A variagao de baixa resolucao

Nesta seccao introduz-se efetivamente a primeira variacao do esquema proposto
neste trabalho. Ela é baseada numa reconstrucao constante por partes nos dois
estagios de cada iteracao, o que reduz enormemente ambos desenvolvimento e
exposicao do método. Uma distingao sempre deve ser feita no tratamento das
células de contorno, isto é, células que possuem ao menos uma de suas arestas
na fronteira de I, e, por isso, a apresentacao do esquema se divide entre as duas
subseccoes seguintes.
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4.3.1 Tratamento de células internas

Seja P, uma célula interna da malha definida por D(7,(II)) e suponha que
nenhuma aresta de T, tal que i € N,, seja uma aresta de contorno. Considere a
equacao (4.13) para tal a.

Se U"(x,y) é uma reconstrucao constante por partes, entdao U"(z,y) = UP,

YV (z,y) € T;. A aproximagao fundamental do método portanto impoe que f(U"(z,y,t)) =
fur) e g(U(z,y,t)) = g(U") para todo ponto do segmento da fronteira de 0F,
incluso em T;, o que permite facilmente calcular as integrais de fluxo e obter

n+%7 Al n
Ua't =Y <3Aan -

1€EN

(4.15)
At,

Aa

(‘an(cizzgclxz + C?xigii) + G?(Siigclxi + Sizgiz)) ) )

onde F7' = f(U?), G} = g(U}"), Aty = t, 1 —ly, e se faz uso do fato de que
AP, NT;) = % para quaisquer P, e Tj.

Similarmente, seja T; uma célula interna da malha definida por 7, (I1), suponha
que nenhuma aresta de P,, tal que a € N;, seja uma aresta de contorno, e considere
a equacao (4.14) para tal 1.

Novamente, se U”*é(x,y) ¢ uma reconstrucao constante por partes, entao
_ 1
U”*é(:c, y) = U2+2, Y (z,y) € P,. A aproximagao fundamental do método impde

1 1
JU™E(2,y,0)) = [(US ) e gU™E(2,y,1)) = g(Ua"?) para todo ponto de
0T; N P,, implicando em

oY (o

a€EN;

(4.16)

n+1 n4i n+1
A+2 (Fa+2 (Czlag%a + C?agzzo) + GO‘+2 (Silag'}a + Szzag'?a)) ) )

n+3 n+i nt+i n+i
com Fa 2 :f(Ua 2)7 Ga 2 = (Ua 2),Atn+%:tn+1_tn+%

4.3.2 Condicoes de contorno

No tratamento das células de contorno, admite-se que cada aresta de T (II) no
contorno estd incluida inteiramente em um dos conjuntos 0IIp, 0Il¢, 01;. Essa
hipotese é essencial para uma aplicacao consistente das condigoes de contorno do
problema. Perceba que as equagoes (4.13) e (4.14) quando aplicadas as células
de contorno produzem exatamente as equagoes (4.15) e (4.16) com a adigao de
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dois novos termos, cada um deles advindo de uma aresta de contorno da célula.
Constate que qualquer que seja a malha em uso numa iteracao do método, uma
célula de contorno admite no maximo duas arestas na fronteira de I1. A forma
desses termos depende obviamente do tipo de condicao a que as arestas estao
submetidas e decorre naturalmente da lei de conservacao.

Arestas com valor prescrito

Suponha que uma célula P, ou T; possua uma aresta, denotada por I'p, per-
tencente a OIIp. Uma vez que sobre os pontos dessa aresta a solucao exata do
problema satisfaz u(z,y,t) = hp(z,y,t), naturalmente exige-se que a solugao re-
construida satisfaca

U'(x,y,t) = hp(z,y,1),

ou, respectivamente,

l\J\»—\

U”*é(a:, y,t) B

(':C? y? t)7
1

T nts < ~ s ~ ~
onde h}, e hp, * sao funcoes compativeis com evolucao da reconstrucao e que
satisfazem de modo exato ou aproximado as relagoes:

/ttw% /F (f(BE)CD + g(ﬁ%)sD)dl dt ~
/tt“% /F (f(hD)CD + g(hD)3D>dl dt,

n+1
/ / 2ep + gk )sD)dl dt ~
I'p
tn+1
/ / F(hp)ep + g(hD)sD)dz dt,

onde (cp, $p) sao as componentes do vetor normal & aresta. Perceba também que
I'p nao indica o mesmo conjunto de pontos em cada caso.

Do ponto de vista computacional, contudo, essas fungoes sao pouco importan-
tes, uma vez que os parametros de real interesse sao os valores das integrais de
fluxo sobre I'p X [t,,t, +%] oul'p x[t, L1 tn11] e esses valores podem ser obtidos
diretamente das integrais que compoem o lado direito das duas relagoes acima.

Em suma, no caso de alguma célula P,, ou T;, apresentar uma aresta de con-
torno I'p C 011, acrescenta-se a soma dos fluxos no lado direito da equacao (4.15),

u (4.16), o termo

— At eD( Tep + GD3D> (4.17)
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ou termo

Fora Atn+1€D< Frtie, + G s ) (4.18)
onde
Fp = (hp)dldt Gp = (hp)dldt,
Fp AtED/ , Jhp)dide e AMD/ /p )
ntt ntl .
e I, 2, G ? sao definidos analogamente.

Arestas de fluxo prescrito

Bastante parecido é o tratamento das arestas onde se prescreve uma condicao
de contorno com imposi¢ao no valor do fluxo. Desde que se impoe uma condigao
de contorno da forma f(u)cs 4+ g(u)sy = hy a solugao exata do problema, pode-se

1

introduzir funcoes B;% e B?i que compatibilizem uma condi¢ao de contorno seme-
lhante com as evolugoes das reconstrucoes e satisfacam relagoes de fluxo similares
as duas anteriores.

Novamente, essas fungoes pouco importam para o problema computacional e o
que resulta é a adi¢ao de cada um dos termos apresentados abaixo a contribuigao
dos fluxos nas equagoes (4.15) e (4.16) respectivamente:

"= At HY (4.19)

n+% n—&—%
Fi = At 0 H] (4.20)

com

H 1 /t“%/ hedid Jiia: ! /tnﬂ/ hedld
n_ b e s_ L ‘.
f Atngf tn Ff f f Atn—}—%g‘f tn+% Ff f

Arestas livres de prescricao

O tltimo caso é o das arestas ['; € 911;. Impor condi¢bes de contorno a toda a
fronteira do dominio de um problema hiperbdlico ou torna o problema mal-posto,
ou, quando as condigoes sao compativeis com a evolucao do problema, torna dis-
pensavel sua definicao para todo o contorno. Na analise das solugoes exatas de
problemas bem-postos pouca atencao é dada ao pontos de 0II;, uma vez que ne-
nhuma condicao lhes é imposta e sua situagao decorre naturalmente da estrutura
caracteristica do problema. Isso, no entanto, nao se da da mesma maneira no
tratamento computacional dessas arestas. Um erro comum entre principiantes de
modelagem computacional é a negligéncia com o comportamento da solugao neste
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tipo de fronteira; impensadamente, acredita-se que pela falta de uma condigao
funcional de contorno, simplesmente, basta tratar das arestas internas e adicio-
nar as contribuicoes das arestas de Dirichlet ou das de fluxo prescrito as férmulas
(4.15) e (4.16) quando lhes fizer sentido. O procedimento, contudo, é equivalente
a atribuicao de um fluxo nulo as arestas I';, o que resulta na observacao de uma
acumulagao ou espécie de represamento da solucao numérica encontrada na vizi-
nhanca dessas arestas, onde normalmente se espera um transito ou escoamento
desimpedido dos valores.

Com efeito, o tratamento correto desses pontos, cuja condicao de contorno
é realmente a auséncia de uma identidade funcional e nao a auséncia plena de
condicao de contorno, é feito de maneira muito semelhante ao trato das outras
condicoes de contorno ja apresentadas. Por cada aresta I'; € 0T; ou segmento de
'y N OP,, adiciona-se a (4.16), ou (4.15), respectivamente, os termos

1
n+2

5 :An+1€z( RN ) (4.21)

Fr = At 0, (Fl”c, + G?s,>, (4.22)

onde

"dlde 4 ™)dl dt,
s At&/ FlfU) e Gi At&/ /FD (v

n+% n—l—% ~ .
e I, *, G, ? sao definidos analogamente.

O computo das equagoes acima requer o uso de alguma aproximacao, pois a
evolugao exata das reconstrugoes ¢ apenas um dado suposto. Como antes, faz-se
entao uso da aproximacao fundamental introduzida neste capitulo, o que para o
esquema de baixa ordem implica em F* = f(U") e G} = g(U!"), se I'y € 9T}, e

1 1 1
n+2 n+2 n+2

F, 2= f(Us?), G 7:g(U3+%) para I'; N OP,.

4.4 O esquema de alta resolucao

Todos os esquemas centrais referenciados na seccao 4.1 tém uma outra propri-
edade em comum: apresentam muita difusao numérica. Os esquemas propostos
neste trabalho, pertencendo a mesma familia, nao fogem da regra e sua prépria
construgao sugere a razao para tanto. O uso da lei de conservagao para contornar
o problema do céalculo dos fluxos nas arestas da malha efetivamente homogeniza a
informagao da estrutura caracteristica do problema dentro da regiao tomada como
DDC de uma célula. Esse atributo impede os esquemas centrais, por exemplo,
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de obterem uma convergéncia melhor na vizinhanca de ondas de choque. Usu-
almente, duas providéncias sao possiveis numa tentativa de atenuar esses efeitos:
introduz-se uma reconstrucao de maior grau, técnica que produz magnificos resul-
tados na teoria de problemas unidimensionais e se define novas malhas, auxiliares,
cuja configuracao permita a criacao de iteracoes menos difusivas.

4.4.1 A definicao das inclinacoes

Introduzir uma reconstrucao polinomial linear por partes da varidvel de inte-
resse sobre as células de ambas as malhas, original e auxiliar, como ja mencio-
nado, estabelece o problema de definir o vetor de inclinacoes em cada célula como
uma funcao das projecoes da varidvel sobre a malha em questao e de parametros
geométricos dessa ultima. O problema ¢ ainda mais grave pelo fato de inexistir
um teorema central na teoria de problemas bidimensionais, tal qual o é o teorema
de Harten [19] na teoria unidimensional, a ditar sobre que condi¢oes se obtém
um método que goze de uma ou outra certa propriedade de interesse. Mesmo a
utilidade da extensao de conceitos de uma teoria para outra parece problematica.
Tome por exemplo o conceito de métodos de variagao total decrescente (Total Va-
riation Diminishing) em que o préprio teorema supracitado estd baseado e que é
tao util na confeccao de métodos de alta resolucao para problemas 1D; Goodman
e LeVeque [16] demonstram que qualquer esquema conservativo para a solugao de
problemas hiperbdlicos escalares em duas dimensoes, que seja de variacao total
decrescente, é no maximo de primeira ordem em convergéncia, logo um método de
baixa resolugao.

Dentro desse cenario, pouco se sabe para que se exija algo das inclinacoes de
reconstrugoes lineares. Todavia, uma condigao se destaca no intuito de tornar essas
reconstrugoes mais fidedignas nas aproximacgoes que lhes fazem uso. Conforme
proposto no Capitulo 2, solugoes fortes de uma lei de conservagao hiperbdlica
preservam os valores de seus extremos. Uma prova dessa afirmativa para solucoes
fracas nao segue as linhas da demonstracao apresentada naquele capitulo para o
caso forte, uma vez que esta se baseia na continuidade desse tipo de solugao. No
entanto, mesmo solucoes generalizadas possuem uma estrutura caracteristica e,
porquanto, assumem valores pertencentes a imagem da condicao inicial. Se esse
conjunto ¢é limitado, tem-se por exemplo que qualquer solugao generalizada de uma
lei de conservacao possui a imagem limitada e contida na imagem de sua condigao
inicial. Portanto, um maximo global de u é inferior ou igual ao maximo global de
up; um minimo da solugao, por sua vez, é igual ou superior ao minimo da condigao
inicial.

A conservacao dos extremos nas solucgoes fortes e sua contraparte sugerida
acima para solucoes fracas introduzem o denominado principio dos extremos locais
na determinacao do vetor das inclinacoes de uma reconstrugao polinomial linear
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por partes de um esquema.

Principio dos extremos locais

Seja {U"} o conjunto das projecoes da varidvel numérica U sobre a malha
definida pela triangulacio Tn(II) e seja Z; o conjunto das células vizinhas a uma
célula interna arbitrdaria T; € T,(II), entdo o par (al,b}) € tal que a reconstrug¢do
U™ satisfaz

1 m<ur n — n —q) < n
I]HGIII}(UJ ) — Uz + az (‘Tﬁ xl) + bz (yﬁ yl) — IjneaIiC(UJ )7

para todo [ vértice de T;.

O principio obviamente se estende as malhas auxiliares, onde se introduz Z,,
de modo semelhante, como o conjunto de células vizinhas a uma célula arbitraria
P, € D(Tn(II)), e se substitui (xg,ys), as coordenadas dos vértices da célula T;,
pelas coordenadas (z;, y;) do baricentros das células que compartilham o né a, bem
como se acrescentam as coordenadas dos pontos médios das arestas que emanam
deste né como suporte no calculo. No caso de células de borda do dominio em
cujas arestas de contorno se prescreve uma condi¢ao de Dirichlet, o ponto médio
da aresta, (xp,yp), e o valor da condigao, hp(zp,yp,t,), sdo incluidos de forma
similar.

Note que o principio do extremos nao estabelece a maneira com que se deve
obter o vetor das inclinagoes ou a relagao funcional do mesmo com projecoes e
parametros geométricos da malha, somente, limita definicao desse vetor dentro
do universo de suas possibilidades. Consequentemente, nao revoga o elemento
de arbitrariedade que persiste na escolha das inclinagoes de uma reconstrucao. O
principio, no entanto, possui uma enunciagao geométrica equivalente que é bastante
util a resolucao dessa falta de unicidade.

Proposicao 4.1. Interpretando o par (al',b) como as coordenadas de um ponto
em R?, o conjunto universo de vetores de inclinacio de uma célula T; se identifica
entdao com o plano inteiro. Para cada B vértice de T;, cada condi¢ao exigida pelo
principio dos extremos locais restringe as inclinacoes que a satisfazem, tomadas
1somorficamente por pontos do plano, a um semiplano. A interseccao de todos
0s semiplanos referentes a uma mesma célula i, por sua vez, define em R? um
dominio poligonal convexo, P;, de inclinagoes limitadas.

Demonstracao. O conjunto de todas as inclinagoes possiveis para uma recons-
trucao é o conjunto de todos os pares (al,bl’), portanto o R% Dessa maneira,
olhando para toda inclinagao possivel como um ponto do plano, cada condicao do
principio é equivalente a definicao de um semiplano em R?. Perceba que para cada
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célula vizinha a 7 o principio determina duas condigoes. Note que a igualdade na
condicao define uma reta cujo vetor normal é dado pelo par (x5 — x;,ys — ¥:). Se
a condicao é a de minimo entao o semiplano em questao é composto por todos os
pontos acima dessa reta, onde o sentido esta definido pelo sentido daquele vetor.
Se é a de maximo, o semiplano é o abaixo da reta. Isto é, todas as inclinagoes
(pontos do plano) pertencentes a um desses semiplanos satisfazem a condigao que
os define. Constate que um semiplano é um conjunto convexo: entre quaisquer
dois pontos de um semiplano se pode definir um segmento de reta de pontos do
semiplano, caso contrario ter-se-ia um semiplano menos um conjunto de pontos,
ou seja, um nao-semiplano.

Agora, use o fato de que a interseccao de dois conjuntos convexos é sempre
um conjunto convexo. Uma prova por contradicao dessa afirmativa é bastante
simples. Suponha que a interseccao de dois conjuntos convexos seja nao convexa.
Logo, existem ao menos dois pontos pertencentes a interseccao que nao podem ser
conectados por um segmento de reta cujos pontos sao todos pontos deste conjunto.
Entretanto, esses mesmos dois pontos sao pontos de dois conjuntos convexos, por-
tanto o inico segmento de reta do plano que une esses dois pontos é composto de
pontos de ambos os conjuntos, logo é composto de pontos da interseccao.

Assim, como o principio em questao equivale a interseccao de varios semiplanos,
o conjunto final é convexo. O fato de ser um poligono decorre de nao entrar na
construcao outras curvas que nao sejam retas. O

Fazendo uso de uma proposi¢ao semelhante a 4.1, Lipnikov et al. [26] propdem
inclinacoes limitadas baseadas num problema de minimizacao de solugao unica.
Todavia, a construcao adotada por esses autores, apesar de atender a uma variante
do principio dos extremos locais, falha em limitar satisfatoriamente as inclinagoes
na medida que parte de um principio de extremos onde a limitacao é imposta
sobre os baricentros das células vizinhas. O requerimento portanto nao exige
uma limitagao estrita sobre os vértices da célula e por isso, facilmente, se propoe
casos onde a reconstrugao sobre um dos vértices ultrapassa os limites definidos
para célula pelo principio. Um efeito dessa violacao observado comumente em
simulagoes de problemas de cuja solucao se pressupoe uma imagem limitada é a
projecao da reconstrucao excedendo um majorante ou indo aquém do valor de um
minorante confiavel ou fisicamente exigido.

O principio do extremos locais enunciado neste capitulo utilizado em conjunto
com a metodologia introduzida por aqueles autores corrige tais problemas.

Proposicao 4.2. Considere a fun¢ao

1
Ea b)) = 5 D [UF +ai(e; —w) + Wiy —w) ~ U} (4.23)

JEL;
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e assuma que a condi¢cao

2

S wi—a)? ) (D i —w)? ) = | D (@i —x)yy—w) | >0

JETL; JETL; JETL;

¢ verdadeira para todo T; € T,. Entdo existe um tinico par, denotado por (a?,bl),
que minimiza £ sobre P;.

Demonstragao. Dadas a forma funcional de £ e a condigao exigida pela proposicao,
tem-se estabelecida a existéncia de um tunico ponto critico da fungao em todo
plano, e, de fato, um minimo. Se tal ponto é um ponto de P;, basta denotéa-lo
por (a?,b?). Se por outro lado o minimo global de £ ndo é um ponto de P;, o
ponto do conjunto em que a funcao apresenta seu valor minimo pertence & alguma
curva de nivel da funcao de valor superior. A existéncia de algum ponto com essa
propriedade decorre da aplicacao do teorema dos valores extremos a restricao de
E a P;. Perceba que a restricao é continua e seu dominio, compacto. Para a
prova da unicidade desse ponto, primeiro, constate que um ponto interior de P;
nao pode ser um ponto de minimo da funcgao sem que seja um ponto critico da
mesma, portanto, como o enunciado da proposicao impoe a existéncia de um tinico
ponto critico da funcao e se supoe, neste caso, que ele é externo ao conjunto, um
ponto de minimo de £ em P; nao é um ponto interior. Por consequéncia é um
ponto de fronteira. Segundo, perceba que as curvas de nivel da funcao sao elipses
e que os valores assumidos por £ nos pontos interiores a regiao delimitada por
uma curva de nivel sua qualquer sao menores que o valor assumido pela funcao
na curva. Admita entdo que a curva de nivel cujo valor minimiza a funcao em
P; intercepte o conjunto em dois pontos. O segmento de reta que une esses dois
pontos é secante a elipse, logo interno a regiao que a tem como fronteira. Pela
convexidade de P; esse segmento é também composto de pontos do conjunto. Mas
assim conclui-se que hé pontos de P; sobre os quais £ assume valores menores que
o valor que minimiza a funcao no conjunto, uma contradi¢ao. Portanto o ponto
de minimo de £ é um tunico ponto de JP;. O

A proposicao acima é escrita de maneira obviamente similar para reconstrugoes
sobre a malha auxiliar. Ainda, em caso de T;, ou P,, ser uma célula de contorno
em que a alguma de suas arestas de fronteira é prescrita uma condigao de contorno
tipo Dirichlet, o ponto médio da aresta em questao, bem como o valor da condigao
de contorno no ponto e no instante da reconstrucao, é incluido qual um dos pontos
da vizinhancga de 1.

A proposicao 4.2 define portanto um vetor de inclinagbes para reconstrucao
polinomial linear baseado na minimizacao de uma funcao. Esse vetor é tunico e
respeita o principio dos extremos locais. As projecoes dessa reconstrucao sobre a
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malha distinta aquela em que foi definida sao parametros essenciais do esquema e
se identificam com as somas

1 / — 1 / _ 1
— U'dA e — Utz dA
A Z PoNT; AZ Z PoN'T;

@ ieN, a€N;

apresentadas nas equagoes (4.13) e (4.14).
Conforme mencionado, as integrais envolvidas sao passiveis de cdlculo exato.
De fato,

_ A, _
/ U”dA:(Ul-”—a?xi—b?yi)—jLEL?(/ a:dA)—i—b?(/ ydA).
PyNT; 3 P,NT; P,NT;

As duas ultimas integrais sao proporcionais as coordenadas do baricentro da regiao
P, N T;. Respectivamente, sao iguais a

Sro + Tx;\ A; 5Ya + Tyi \ A;
12 3 ° 12 3

o que resulta em

/pamn oraa = (Uin * 1_52“?(% — i) + %&’(ya - yﬂ) A? (4.24)
Similarmente,
/ U7 dA = g%%_
PaNT;
(la2+§(xa C )+ 153+%(ya yz)) A (4.25)
12 5 -

4.4.2 Evolucao

Definidas as reconstrucoes, passa-se ao calculo das integrais de fluxo, o que,
conforme discutido na subseccao 4.2.2, nao se pretende neste trabalho faze-lo de
forma exata.

Mesmo assumindo uma reconstrucao linear por partes e a aproximagcao funda-
mental do método proposto, o computo de integrais como

tn+%
/ jé FUmdide,
tn (0PaNTy),,
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apresenta ainda algumas dificuldades. Recorde que a aproximacao consiste em
atribuir aos pontos de (0F, N T;),, em cada instante t € [t,, tn+%],

tal que (g, yo) satisfaz (ver aprozimacgao fundamental do método)

v =x0+ f (U +al(zo — ;) + 0" (yo — 1)) (t — tn),
y=uyo+ g U"+a(xo— ;) + b (yo — y:)) (t — tn).

Para se determinar a evolucao, aprorimada, da reconstrucao, e a partir dela
as integrais de fluxo, é preciso portanto encontrar os pontos {(xg,y0)} de onde
proveém as caracteristicas da solucao. Nao obstante, resolver o sistema de equacgoes
acima nao é uma tarefa trivial, considerando-se f e g arbitrarios. Faz-se necessario
entao, querendo-se manter alguma simplicidade na formulagao final, introduzir
novas aproximacoes, desta vez sobre as func¢oes que definem o fluxo, com o fim de
solucionar o problema da determinacao desses pontos.

Funcoes de fluxos quadraticas

A esse respeito, perceba que se ambas, f e g, forem funcées quadraticas, uma
vez que U" é uma funcdo linear quando restrita a uma célula, as composicoes
/(U™ e ¢(U™) serao também funcdes lineares. Isso permite que se determine
facilmente as coordenadas de um ponto (zg,yo) dada uma tripla (z,y,t). Desse
modo, suponha que

f(u) = B+ Fi(u—u*) + Fy(u — u*)?

g(u) = Gy + Gy (u — u*) + Golu — u*)?, (4.26)

onde os parametros em letras maitisculas e u* representam constantes reais. Obtém-
se entao do sistema linear decorrente

[1+2Gobr(t —t,)] @ — 2Fobl (t — t,)y

T T 2R (t— 1) + 2Gobi (t — t)
[2(G1Fy — GoFy) b — (Fy + 2Fok}!)] (t — ta)
1+ 2Far(t — t,) + 2Gobr (t — t,)
(4.27)
o = —2Goal(t — tp)x + [1 4+ 2Fpal (t —t,)]y

1+ 2Fap(t —t,) + 2Gob(t — t,)
2(G1Fy — GoFy) al + (G1 + 2Gok})| (t — t,)
1+ 2Fpal(t — t,) + 2Gob(t — t,,) ’
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onde k' = U — u* — alz; — bly;.

Assumindo que as expressoes tém sentido para todo ¢ € [t,,t,, %] independen-
temente da célula em questao e, assim, carregando-as para dentro da reconstrucao,
fornece-se uma expressao aproximada para a evolucao do problema. O célculo de
uma integral de fluxo como a apresentada no comeco desta seccao pode entao ser
facilmente realizado em cada segmento da fronteira. Contudo, a expressao obtida
para essas integrais, resolvendo-as exatamente, é extensa e envolve logaritmos dos
parametros. Dado que se tem a necessidade de tornar o intervalo de tempo pe-
queno, nada mais natural do que usar essa condi¢ao para aproximar um calculo,
que, apesar de exato, nao passa de uma aproximagao. Com esse propoésito, toma-
se 07 = 2 (Fpal + Gob}) , e denota-se §, = max|¢}'| para introduzir a condigao
necessaria

1 _
tn+%—tn<<a, se 6, #0.

Tal critério ndo somente torna as expressoes (4.27) vélidas para toda célula como
permite sua simplificacao e a simplificagoes das expressoes subsequentes. De fato,

tem-se _
zo = — [Fy + 2F, (k' +ajx + bl'y)] (t — to)+

2(G1Fy — GoFy) 0P (t — t,) + O([t — t,]°)
(4.28)
Yo =y — [G1 +2G, (K} + @'z + by)] (t —t,)—
2(G1Fy — GoFy) @t — t,) + O([t — t,]°).

Levando entao essas expressoes a reconstrucao e posteriormente esta as equacoes
(4.26), finalmente, reduz-se o problema a integragao das aproximagoes

fU") = [Fo — Fi(o] - £1)(t — t,)] +
[ = 2Fy (o) - £1) (¢ — 1) — 2F1 (0] - £0)(L — )] 5 (2, y)+
Fy [1—4(o] - f0)(t — tn)] ¢ (2, 9)* + O([t — t.]"),
(4.29)
gU") = [G2 — Gi(o7 - £1)(t — tn)] +
[G1 = 2Go (0} - £1)( — tn) — 2G1 (0" - £o) (¢ — tn)] 7' (@, )+
Go [1 —4(07 - £o)(t — t)] 7 (z,9)* + O([t — t]"),

com p"(z,y) = k' + al'z + l_)?y, ol -fo=alFo + E?GO eol - fy =al'F) + l_)?Gl.

Os pontos ao longo de um segmento (0P, N T;),, estdao dispostos ao longo da
reta de diregao definida pelo vetor (—1)™(—s", ¢™) que cruza o baricentro (z;, y;),

at) Can
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por isso
x=ux;— (—=1)"sh L,
y=yi+ (=" L,

onde ¢ € [0,¢7]. A parametriza¢do permite escrever
i (z,y) = @i (0) = AU + (07 - t53) £,

onde se introduz a notagao o -t = (—1)™ (—EL{”SZ; + B;”ch;), AU = Ul — u”.
A inserc@o dessa expressao nas equagoes (4.29) e a integracao das mesmas sobre
(0P, N'T;),, X [tn,t, +%] leva as defini¢oes dos termos de fluxo do método para o

caso especifico de fungoes quadraticas

At,
2

(AUZL + uégi) |iF1 — 2F0(O'? . f1> — 2F1(O'? . f(]) :| gTanl_i_

2 2 2
(4.30)
n, gm)?
(AU{” + AUP (oF - t1) 00 + (ot ta) 3 ai) eﬁ) X
At
{1 —4(o - ) 2”} Fol™ 4+ O(A2),
At,
QZZ = |:G2 — Gl(O'? . fl) 2 :| €$+

n.gm At, At
(AUZ-" i UTafg) [Gl — 2Go(o} - £1) 5 — 26 (0] - )5 | Cant
. (4.31)
<AU:2 +AUP (of - t) 07+ "Taegﬂ) x

At,
2

Tomando as expressoes definidas acima em conjunto com a equagao (4.24) e
substituindo-as pelas integrais que lhes correspondem em (4.13), apresenta-se abaixo
a primeira formula de recursao do método de alta ordem proposto, embora restrito
a fluxos quadraticos:

[1 —4(ol - £y) } Goll + O(AL2).

wrl 1 A; 5 5
Ua+2:_ = U —a; a — 4 —b; a — Yi -
Aai§<3(l+12a,<x 2 + S~ )

At,, 22: (e + g;%g;)) .

m=1

(4.32)
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O segundo estagio do método é derivado de maneira semelhante. As recons-
trucoes sao definidas sobre P, em de vez de T; e passo a passo consideragoes equi-
valentes sao tomadas, culminando em expressoes bastante similares para JF] e G/”,
os fluxos aproximados através da fronteira definida pelo segmento (07; N P,), ., as
demonstradas em (4.30) e (4.31); basta que se permute « e i e se substitua n por
n+ % para se obter as formulas que definem tais fluxos. De maneira que a segunda
recursao do método é escrita como

1 n+i T _ntl 7 _n+d
n+l __ 2 2 2
U = 5 (5 (Ua Pl (Ta — i) — 19 (Yo — yz)) -

aEN;
1 2
n+3 E m _m m _m
A (‘Eacia + giasia :
4 _
m=1

Por fim, as condic¢oes de contorno sao implementadas segundo as técnicas descritas
na subsecgao 4.3.2.

Interpolagao

A imposicao de fungoes de fluxos quadraticas no apresentado acima é particu-
larmente importante por duas razoes. A primeira delas é didatica, uma vez que
por meio dessas funcoes simples se apresenta muito bem a problematica da de-
terminacao de uma aproximacao sensata dos fluxos; alids, casos classicos como o
fluxo convectivo linear e fluxo de Burgers sao também contemplados. A segunda
razao é pratica. Fungoes quaisquer podem, sempre e com a precisao que se queira,
ser interpoladas dentro de algum intervalo. Uma interpolagao permite entao que
se trabalhe localmente com funcoes de fluxo quadraticas, validando e fazendo uso
de todo o tratamento supracitado.

Suponha que U* nao é um extremo de sua vizinhanca, define-se entao o inter-
valo

I' = |Upin = min(U}'), max(U}') = Upaz| ondej € T;.
JEL; JEL;
Note que U € I. Dadas f e g quaisquer, introduz-se as funcoes quadraticas f7*
e g definidas sobre I" e obtidas por interpolagao parabdlica sobre os respectivos
suportes

{<Umin7 f(Umm>> ’ (Uznv f(Uzn)) ’ (Umam7 f(Umam>>} )
{(Umim g(Umm)) ) (Uzna g(Uzn)) ) (Umaaca g(Umax))} :

Especificamente, tem-se

fl(w) = f(U) + Fi(u— U + Fo(u—UP')

3 (u) = 9(U?) + Gru = UF) + Golu— U7, (4.3
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onde Fj e F estao definidos pela solucao do sistema linear

((Um = U7 (Unas — UF) ) (Fo) _ (f(Umm - f(UZ‘))
e similarmente estao definidos Gy e Gy.

Os parametros apresentados em (4.34) quando entao inseridos corresponden-
temente no lugar dos parametros em vista nas expansoes (4.30) e (4.31) fornecem
uma aproximacao para os fluxos do caso geral. As férmulas (4.32) e (4.33) per-
manecem validas, uma vez que o tratamento para a segunda recursao do método
nao é distinto do apresentado acima, caso o erro introduzido pela interpolacao ao
computo dos fluxos nao seja de ordem maior do que o erro cometido na derivagao
do método para o caso de fluxo quadratico.

4.5 Generalizacao do esquema proposto para sua
aplicacao a equacao de transporte

A fim de tornar o esquema aqui proposto aplicavel a problemas que envol-
vam a equagao de transporte, (1.18), deve-se considerar no computo dos fluxos
numéricos a heterogeneidade dos fluxos locais introduzida pelo campo de veloci-
dades v(x,y,t). Seguindo pari passu a construgdo adotada na subsecgao 4.4.2,
assume-se a priori que a fung¢ao reguladora do transporte, f(u), é quadrética. O
caracter vetorial do fluxo local deste modelo advém inteiramente do campo de
velocidades.

Embora o solucionamento do problema equivalente ao que fornece a equacao
(4.27) para o caso uniforme seja bastante mais complicado para o caso geral da
equacao de transporte, uma aproximacao simples pode ser introduzida de maneira
que toda a formulagao apresentada até este ponto a partir da equagao (4.27), e
incluindo-a, seja satisfatoriamente utilizavel para a construcao de um esquema que
proponha solucoes numéricas a problemas de transporte.

Perceba que a estrutura caracteristica de problema de transporte é definida
pelo sistema

a' = f/(U)’Ul(SE, Y, t)a

y, = f/(U)UQ(ZL‘, Y, t)'
Independentemente do fato do sistema acima ser facilmente solucionavel ou nao,
tudo o que hé interesse de se determinar é como o par de pontos (zg,yo) e (z,y)
sao conectados pela estrutura caracteristica do problema dentro do intervalo de
tempo [t,,t,+1]. Como tal intervalo é suposto pequeno, o préprio sistema (4.35)
fornece uma maneira de se estabelecer aproximadamente a relagao entre esses dois
pontos.

(4.35)
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De fato, tem-se

vo = — /(U +a}' (z0 — @) + b} (yo — ) )Jvr(w, 9, )(t — ) + O(AL),

Yo =y — f/(U +a (wg — i) + 0] (yo — i) )va (@, y, 1) (£ — tn) + O(AL). (4.36)

Desse ponto em diante as férmulas (4.27), (4.28), (4.29) sao todas validas desde

que se substitua
Fa — ’U1(33, y>t)fa7

Ga — U?(xayat)faa

com f,, a = {0, 1,2}, simbolizando os coeficientes do polinomio que define a fungao
reguladora do transporte, f(u) (ver equagdo (4.26)). A integracao das equagoes
(4.29) resulta em férmulas idénticas a (4.30) e (4.31) com o campo de velocidades
integrado sobre os segmentos que compoem os conjuntos P, NT; ou d1; N P,. O
procedimento introduz o problema da quadratura desse campo sobre essas regioes.
O modo usado neste trabalho utiliza a regra do trapézio para a aproximagao deste
calculo.

Dessa maneira nas férmulas (4.30) e (4.31), os simbolos F, ¢ G, devem ser
substituidos por

4

Ul(xzmy yzrnatn) + U1<miayi7tn) + Ul(x;n7y;na tn+l) + Ul(xia yi7tn+l)
Gy — : — | Jas

U1 (x;n, yzrnv tn) + U1 (mia Yi, tn) + (%1 (1’?17 y;n’ tn+l) + vl(xia Yi, tn+l)
F,— : — | Jas

4

onde (", y™), com m = {1,2}, simboliza as coordenadas dos pontos médios das
arestas de T; que concorrem ao nd a.

Formulas equivalentes sao escritas para a segunda evolucao, substituindo t,
por tn+%, tn% por t,41 € ¢ por v nas expressoes acima.

4.6 O algoritmo IMPES

Na modelagem de escoamentos bifasicos em meios porosos, o campo de velo-
cidade total, definido pela equacao (1.24), estd relacionado com o gradiente de
pressao do meio. Reforcando a condicao de que v € solenoidal, tem-se a equagao

() )

Dado que nao existe dependéncia temporal explicita na equacao acima, qual-
quer problema proposto em seus termos e que subentenda um campo de saturagao
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para meio, ainda que instantaneo, define um problema eliptico para a variavel
P. Tais problemas, sendo de outra natureza, requerem tratamentos analitico e
numérico distintos dos apresentados ao longo deste texto cujo foco incide sobre
problemas hiperbdlicos. Dado o acoplamento das variaveis S e P, na simulacao de
escoamentos bifdsicos em meios porosos, uma estratégia tem de ser adotada para
que se trate os problemas eliptico e hiperbdlico separadamente. Do ponto de vista
computacional, a auséncia do elemento temporal sugere a formulacao de esquemas
implicitos para a sua solucao numérica, isto é, esquemas em que nao se estabelece
um mecanismo de iteragao baseado num conjunto conhecido ou proposto de valo-
res. Nao ha entretanto nenhum impedimento a proposicao de métodos explicitos
para o tratamento numeérico desses problemas. Métodos de tipo falso-transiente
ou métodos de relaxagao, ambos explicitos, sao titeis e comumente utilizados, [20].

Problemas elipticos dispensam condicoes iniciais e, pois, sao inteiramente fixa-
dos pelas condigoes de contorno prescritas. Um esquema implicito, proposto para
tais problemas, em geral, tem a forma de um sistema linear

Ax=Db

onde todos os graus de liberdade numéricos compoem o vetor x, as componentes
de b sao expressoes das condi¢oes de contorno e termos de fonte, quando eles
existem, e a matriz A constitui o analogo numérico dos operadores diferenciais,
ou integrais, que tomam parte no problema exato. A solu¢ao numérica é portanto
determinada por

x = A"'b,

desde que a matriz seja nao singular, um critério necessario em problemas de
solugao tunica. Para o problema em questao o acoplamento entre as variaveis
de interesse resulta numa dependéncia de A, e possivelmente numa dependéncia
também de b, com {SI'}, ou seja, com as projecoes da varidavel numérica que
corresponde a saturacao, o analogo computacional a distribuicao de saturacao no
meio poroso.

As pressoes { P"} obtidas da inversao de tal sistema definem portanto o campo
de pressao numérico que corresponde a distribui¢ao {S!"} e conjuntamente a dis-
tribuicao de permeabilidades e a de porosidades fornecidas. Esses valores de P
podem ser entao pos-processados de maneira que se obtenha um correspondente
numérico do campo de velocidades v, ou, como ¢ a situacao de muitos esquemas,
a vazdo média através das arestas da malha (o produto v - n/) é fornecida como
um resultado imediato da simulacao. Naturalmente, o problema hiperbdlico asso-
ciado a equacdo (1.25) pode ser agora resolvido entre dois niveis de iteracdo, n e
n+ 1, interpolando-se o campo de velocidades ou, dependendo do método, fazendo
uso direto das vazoes pelas arestas. Em posse da distribuicao { Sz-"“}, uma nova
lista de projecoes {Pf“} pode ser novamente gerada pelo esquema implicito, de
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modo que se tem estabelecido o algoritmo para o tratamento de problemas em
escoamentos bifasicos em meios porosos, conhecido na literatura pelo acronimo de
lingua inglesa IMPES (implicit pressure and explicit saturation).
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CAPITULO 5

Aplicacoes e testes com resultados

Neste capitulo sao apresentadas algumas aplicacoes do método proposto, bem
como testes de convergéncia sobre os esquemas de baixa e alta resolucao. A prin-
cipal intengao desses testes é a de estimar a ordem de convergéncia dos métodos
e a partir disto avaliar o ganho de se introduzir um esquema de alta resolugao
para a solugao de um problema. Testes de convergéncia presumem a adocao de
uma norma com que se compute o erro numérico global (ver Capitulo 3). Para
as analises carregadas aqui toma-se por padrao a norma L, ou simplesmente a
norma 1, definida pela expressao

1

UL =) |UA;,

i=1

com U; denotando a projecao em cada célula e A; a drea de cada triangulo.
Sob tal escolha de norma tem-se por definicao do erro global a expressao

I
Ex =Y |U; = Uil A, (5.1)

=1

onde N representa o ntimero de iteracoes e U; a projecao da solucio exata do
problema em questao. Também, naqueles problemas cujas solugoes sao fortes, faz-
se uso da norma maxima, F.,. Tal norma é simplesmente definida como o valor
absoluto do maior componente da lista, o que implica em FE,, expressar a maior
diferenca em valor absoluto entre as projecoes da solucao numérica e da solucao
exata.
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5.1 Equacao da conveccgao linear

Considere a aplicacao do esquema, proposto sobre o problema

1 1
U + —=u, + —=u, =0,
RV RV

u(z,y,0) = e~ @+,

Abaixo, apresenta-se um comparativo entre os esquemas de baixa resolucao
e de alta resolucao quando definidos sobre uma malha triangular estruturada de
crivo 6 = 0.005, I = 20000. O dominio computacional é um quadrado de lado 10
centrado na origem, em que nao se prescreve condi¢oes de contorno na fronteira.

=10 T=1.0

Figura 5.1: Comparativo entre esquemas de baixa resoluc¢ao (coluna esquerda) e
de alta resolugao (coluna direita). Numero de iteragoes duplas, N = 34, At =
0.02 4 0.01.

E notavel a diferenca entre as solugoes providas pelos esquemas. Primeira-
mente, o esquema de alta resolugao exibe uma diminuicao satisfatoria da difusao
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numérica quando comparado com o esquema de baixa resolugao. Para uma melhor
visualizacao, considere o corte ao longo da diagonal x = y, apresentado na figura
a seguir.

Convecgéo Linear, T = 1.0
1 T T
+ o+

T
Solugdo numérica de baixa resolugdo
+ + +  Solugdo exata

09 + o+

+
+

07 .- C 4

0.6—

0.3

02—

0.1— + + -

! \ ki \ \
I - Jl . Solugdo numérica de alta resolugdo
N +  Solugdo exata

0.9~ + +
0.8— + +
0.7— n +
0.6—

D 05—

0.2

+4
++

0.1— + +

Figura 5.2: Corte na diagonal do dominio exibindo as projecoes das células calcu-
ladas para ambos esquemas e para solucao exata.
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A segunda propriedade do esquema de alta resolucao é a de, virtualmente,
eliminar a anisotropia numérica apresentada pela solucao computada através do
esquema de baixa resolugao.

A precisao de ambos os esquemas em torno do extremo da solucao é baixa; um
ponto, entretanto, ja esperado tendo em vista a reconstrucao do esquema de baixa
ordem e a maneira com que ¢ feita a limitacao no esquema de alta resolucao.

5.1.1 Teste de convergéncia

A aplicacao sucessiva dos esquemas em malhas de crivos gradativamente meno-
res permite estimar a ordem de convergéncia do método proposto. Os parametros
pertinentes a essa estimativa das simulacoes realizadas encontram-se sumarizados
nas tabelas abaixo.

) At £y Es
0.5000 | 0.3000 | 3.0933 | 0.6986
0.0488 | 0.1000 | 1.3612 | 0.4280
0.0050 | 0.0300 | 0.5891 | 0.2103

Tabela 5.1: Parametros de simulagao tendo por uso o esquema de baixa resolugao.

Os erros E; e E, sao referentes ao tempo final da simulacao 7' = 1.0. Cada
At é com efeito composto de duas parcelas; a primeira delas é a usada naquelas
iteragoes onde a discretizacao do dominio é feita pela malha dual e, para o caso
estruturado apresentado aqui, compoe exatamente dois tercos de At.

Os valores introduzidos na tabela 5.1 exibem os seguintes ajustes:

At = 0.4334 691999
By = 3.9908 §9-3001 (5.2)
E., = 0.8697 §%-26%5

A relacao entre At e  nao é surpreendente. A ordem de convergéncia segundo a
norma L4 é um tanto maior do que a ordem obtida pela norma maxima. Isto se
deve ao fato de que os erros definidos por essa norma sao profundamente afetados
pela baixa precisao do esquema no entorno de extremos. Para a norma 1, tal
efeito é menos marcante, uma vez que o erro computado provém de contribuigoes
de todas as células. Para mais detalhes a esse respeito, considere [25, Sec. 8.5].
Contudo, a observacao mais interessante a ser feita ¢ a de que o método de baixa
resolucao nao é de primeira ordem no sentido estrito do termo. Perceba que tal
nomenclatura advém do desenvolvimento de métodos para problemas unidimen-
sionais, logo, pode-se esperar alguma inadequacgao dessa importagao de termos e
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conceitos. De fato, ainda que se introduza algum parametro h, comprimento crivo-
equivalente, a fim de que se traduza os expoentes de ordem obtidos para nimeros
mais comuns a analise de problemas unidimensionais, o esquema de baixa resolucao
ainda serd de ordem inferior a um (2 x 0.3601 = 0.7202, segundo a norma Ly, por
exemplo). A priori, pode-se conjecturar que semelhante incompatibilidade pode
ser resolvida através da adogao de norma mais propria, porém, dada a equivaléncia
entre normas, o resultado variard pouco e entre os limites definidos pelas ordens
ja demonstradas aqui, caso tal medida venha ser tomada.

Dessa forma, a melhor justificativa para os resultados provém do fato de que
o esquema proposto é central. O dominio de dependéncia computacional que o
método define para cada célula, sendo uma vizinhanca de células a sua volta, é
envolve mais regiao do que é realmente necessario para o computo dos fluxos. Esse
atributo introduz por sua vez difusao numérica excessiva ao esquema e consequen-
temente afeta sua convergencia.

Espera-se que essas e outras falhas do esquema de baixa ordem sejam parci-
almente corrigidas com sua substituicao pelo esquema de alta resolugao. Abaixo,
apresenta-se os dados

) At Ey Es
0.5000 | 0.3000 | 2.2572 | 0.5955
0.0488 | 0.1000 | 0.3683 | 0.2039
0.0050 | 0.0300 | 0.0843 | 0.0539

Tabela 5.2: Parametros de simulagao tendo por uso o esquema de alta resolucao.

De onde se calculam os ajustes

At = 0.4334 6499
E, = 3.52196%™4 (5.3)
E., = 0.8957 %7214,

Da razao entre os respectivos expoentes de ordem, tem-se o ganho computa-
cional do esquema de alta resolucao em relacao ao de baixa naquilo que concerne
a ordem de convergéncia desses métodos. Pode-se, inclusive, dar um novo sentido
ao termo de sequnda ordem, na medida que os expoentes de ordem estimados para
o esquema de alta resolugao sao com boa aproximacao o dobro daqueles estimados
para o de baixa.
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5.2 O problema de Buckley-Leverett

O problema de Buckley-Leverett, apresentado na ultima parte da seccao 2.3.1,
tem importancia fundamental na teoria de transportes bifasicos em meios porosos.
Do ponto de vista da andlise computacional de métodos numéricos, o problema é
rico porque a sua solugao, equagao (2.16), simultaneamente, exibe dois elementos
préprios de solugoes generalizadas das equagoes hiperbdlicas lineares: uma onda
de rarefacao e uma onda de choque. A fim de que se possa comparar as solucoes
numéricas obtidas através do método proposto com a solucao exata do problema
sem introduzir tantas dificuldades, assume-se a escolha de parametros que resultam
na solugao (2.17).

O problema exato entao é descrito conforme

Uy + f/(u)u$ = 07
u(x7y70) - uO(xvy)v

1 sex<0

/ — _2u(l-w) =
com f (U> T 21?2 ¢ uo(x,y) - {() sex >0

5.2.1 Malha estruturada sobre dominio estendido

O problema numérico, por sua vez, trata da lei de conservacao do qual a
EDP acima deriva sobre um dominio computacional I/ definido pelo retangulo
de vértices {(—1,0),(2,0),(2,1),(—1,1)} no plano. Diferentemente do problema
de Cauchy de onde a solugao exata deriva, o problema numérico-equivalente deve
ser munido também de condi¢oes de contorno. Ao segmento de reta da fronteira
contido na reta x = —1, prescreve-se a condi¢do u(z,y,t) = 1. No segmento
oposto, x = 2, por se tratar de um problema escalar hiperbdlico, nao se impoe
condicao alguma. Enfim, por se tratar de um problema de fato unidimensional, a
auseéncia de fluxos paralelos ao eixo das ordenadas implica na prescricao de uma
condigao de fluxo prescrito nula, hy = 0, nos segmentos da fronteira restantes.

E notério o efeito da malha em ambas solucdes (Ver 5.3 ¢ 5.4). A estru-
turagao causa uma espécie de deriva na direcao y que resulta do modo com que os
dominios de dependéncia computacional de cada célula estao definidos. Perceba
que as células que compoem o triangulo inferior de cada quadrado sao atingidas
pela onda de choque antes das células triangulo-superior. O DDC daquelas células
possui um elemento a montante e dois a jusante, todos triangulos superiores, sendo
que um desses tltimos encontra-se numa linha de células inferior. O método entao
forca com que cada célula contribua com uma célula da linha inferior a sua, expli-
cando assim a deriva. O efeito é menos expressivo na linha superior do dominio
justamente porque nao existem células linha acima. O método de alta resolucao

89



T=0
,
[~
o.r
U
e
0.0
—omm
»
[
o
—nzm
R
T e o2
20 o3 0.0 0.5 10 e
¥
T=0.624
o.r
U
|
0.0
—omm
»
[
o
—nzm
e Lom i
T 2 an o2
20 o3 0.0 0.5 10 e
¥
T=1.25

Figura 5.3: Solucao numérica para o problema de Buckley-Leverett segundo o
esquema de baixa resolucao proposto. Malha triangular estruturada.
0 = 0.00125, I = 2400, N = 104, At = 0.08 4+ 0.04.

atenua o fenomeno, entretanto, é incapaz de extingui-lo, uma vez que opera de
maneira semelhante sobre as células da malha. Persistindo-se no uso de malhas
estruturadas, o problema pode ser corrigido caso alterado o tipo das condicoes de
contorno nas fronteiras paralelas ao eixo das abcissas. Uma condi¢ao de contorno
periddica em de vez das condicoes de fluxo nulo prescritas sao também compativeis
com o problema exato e resolvem bem a questao da deriva numérica.
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Figura 5.4: Solucao numérica para o problema de Buckley-Leverett segundo o
esquema de alta resolucao proposto. Malha triangular estruturada.
0 = 0.00125, I = 2400, N = 104, At = 0.08 4+ 0.04.

Teste de convergéncia

Tomando um faixa horizontal no centro do dominio, figura 5.5, pode-se com-
parar efetivamente os resultados dos esquemas com a solucao exata do problema.
Note como o esquema de alta resolucao nao somente resolve melhor o choque e a
rarefacao, mas também a cuspide da solugao exata em x = 0. Esse trecho introduz
uma zona de baixa precisao, semelhante a que resulta de um choque, na medida
que a derivada da solucao em relacao a x ao longo dessa linha nao é continua.

Dado que a regiao definida pela onda de rarefacao apresenta limites problematicos
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Figura 5.5: Comparativo entre as duas solucoes numéricas obtidas para o problema
de Buckley-Leverett com a sua solucao exata.

do ponto de vista numérico, nao é de se espantar que os esquemas apresentam uma
baixissima ordem de convergéncia.
Os resultados estao resumidos na tabela a seguir:
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5 At Ei)ai:r:a Eizlta
0.0200 | 0.0500 | 0.0820 | 0.0491
0.0050 | 0.0270 | 0.0552 | 0.0301
0.0013 | 0.0120 | 0.0404 | 0.0172

Tabela 5.3: Parametros de simulacao. Os erros sao calculados sobre a faixa definida
pelos limites exatos da onda de rarefagao, isto é, [0,1.5] x [0, 1], em T = 1.25.

Implicando nos ajustes:

At = 0.3869 %5147
By = 0.2196 6%, (5.4)
Eizlta — 02183 50.3783,

que sugerem enfim um ganho de ordem de convergéncia de 1.482 do esquema de
alta resolucao perante o esquema de baixa resolugao.

5.2.2 Malha nao-estruturada sobre dominio restringido

Duas modificacoes podem ser feitas sobre a simulacao acima com o intuito de
mitigar alguns atributos indesejados da solu¢ao numérica. A primeira delas diz
respeito a malha utilizada no célculo. Um particionamento do dominio que, tendo
em vista o mecanismo de computo das solugoes numeéricas, nao introduza uma
deriva numérica sistematica deve sanar o problema apresentado pelas solucoes da
seccao anterior, sem que tenha a necessidade de se alterar a natureza das condicoes
de contorno. Porquanto, a adogao de uma malha nao-estruturada parece ser uma
medida mais sensata quando do tratamento de problemas via esquemas centrais.
A segunda modificacao surge da constatacao que o trecho da solucao anterior a
onda de rarefacao é de pouco interesse, uma vez que se constata facilmente que
a solugao por essa regiao é constante. Ainda, restringindo o dominio a zona de
rarefacao e a pds-choque, poderia se assumir a exclusao do problema o problema
de resolucao da cuspide.

As figuras 5.6 e 5.7 ilustram como a deriva sistematica exibida em 5.3 e 5.4 é
eliminada nas simulacoes sobre malhas nao-estruturadas. A restricao do dominio,
entretanto, nao corrige o problema na cuspide da onda de rarefagao. A solugao
obtida ainda subestima as proje¢oes préoximo a z = 0. A simulagao apresentada
aqui na figura 5.8 foi feita trocando a implementacao da condi¢ao de contorno de
Dirichlet nas iteracoes definidas sobre a malha dual. Em vez de se considerar o
fluxo associado aos valores prescritos (ver Subsec. 4.3.2), toma-se esses valores
como as projecoes de cada um dos nés do contorno respectivo. O resultado é um
melhor ajuste da onda de rarefagao na vizinhanga da cispide, contudo, observa-se
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Figura 5.8: Comparativo entre as duas solucoes numéricas obtidas para o problema
de Buckley-Leverett com a sua solucao exata.

Teste de convergéncia

Dispoem-se os seguintes dados para um teste de convergéncia usando as modi-
ficacoes introduzidas.
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5 At Eijaixa Eizlta
0.0104 | 0.0300 | 0.0209 | 0.0314
0.00330 | 0.0150 | 0.0191 | 0.0158
0.000663 | 0.00750 | 0.0121 | 0.00810

Tabela 5.4: Parametros de simulacao. Os erros sao calculados sobre a faixa definida
pelos limites exatos da onda de rarefagao, isto é, [0,1.5] x [0, 1], em T = 1.25.

Perceba como o erro global para o esquema de baixa resolucao ¢ menor do que
o do esquema de alta resolucao na simulagao que usa o crivo mais grosso. Tal
comportamento € sistematicamente observado em simulacoes com crivos grossos;
isto se deve ao fato de que préximo a x = 0 ha uma superestimacao dos valores
em ambos os esquemas, sendo inclusive um pouco mais nitida no esquema de alta
resolucao dada a menor difusao numérica, entretanto, por ser mais difusivo, a
solugao de baixa ordem cruza a linha da solugao exata ainda na regiao pré-choque,
enquanto a solugao de alta ordem permanece superestimando-a. Esse salto das
solugoes contudo decai com a diminui¢ao do crivo da malha utilizada, a partir de
um certo valor, tem-se portanto o comportamento esperado dos erros de ambos os
métodos.

Dos dados da tabela 5.4, obtém-se os seguintes ajustes

At = (.2885 504991
Ebeire — 00,0625 602041 (5.5)
Eolte = (0.2449 504875,

Percebe-se um grande ganho em ordem de convergéncia entre os dois esquemas,
embora as constantes de proporcionalidade entre os erros nao sejam compativeis
a ponto de justificar uma comparacao fidedigna. Acredita-se que essa diferenca
advenha também do comportamento distinto das solugoes. E possivel porém con-
frontar o erro do esquema de alta ordem para o caso de malha estruturada, equagao
(5.4), e o erro do esquema de alta ordem definido acima. O ganho é de quase 29%
deste ultimo em relagao ao prévio.

5.3 Rotacao de corpo rigido

Um problema hiperbdlico linear e de campo de velocidades heterogéneo razoa-
velmente simples é o chamado problema de rotacao de corpo rigido. Trata-se de
um problema de valor inicial, determinado pela equacao

Up + WYty — wruy = 0.
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Para a simulacao demonstrada neste trabalho, toma-se w = 27 e utiliza-se a
condigao inicial
1

wo(x,y) = .
ol y) 1+ 10(y/422 + 2 — 1)?2

A solucao exata de tal problema é bastante simples: a condicao inicial wug
rotacionada no sentido horario por um angulo igual a 277"

Para a simulacao utilizou-se um dominio computacional definido por um qua-
drado [—2,2] x [-2,2]. A malha adotada é nao-estruturada, porém composta
majoritariamente de triangulos equilateros (ver figura 5.9). O tempo total da si-
mulagao é de 0.25 unidades de tempo, o que corresponde a uma rotacao por um
angulo 7 da condigao inicial.
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Figura 5.9: Comparativo entre as solugdes numéricas para o problema de rotagao
de corpo rigido. Trés instantaneos da solucao de baixa resolugao estao desenhados
na coluna esquerda, enquanto o mesmo para a solucao de alta resolucao pode ser
visualizado na coluna direita. Parametros da simulagao: 6 = 0.0056, I = 3548,
N =42, At = 0.004 + 0.002.
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O método se demonstra razoavel também para esse problema linear hete-
rogéneo. A convergéncia na vizinhanga de extremos locais é consistentemente
afetada pela técnica de limitacao das inclinagoes utilizadas, contudo o esquema de
alta resolucao é capaz de conter bastante a difusao numérica quando comparado
com o esquema de baixa ordem, fato facilmente observado pela perseveranca do
minimo local da solug¢ao dentro do intervalo de tempo considerado.

Nenhum teste de convergéncia é apresentado para este caso. Entretanto os
erros segundo as normas L; e L., sao apresentados para ambos os esquemas res-
pectivamente nas figuras 5.10, para o esquema de baixa resolucao, e 5.11, para
o de alta. Apesar de ser bastante difusivo, o método exibe relativamente pouca
dispersao e nenhum erro de fase, a julgar pelos graficos das solucoes, é manifestado.

Rotagdo de corpo rigido, T = 0.25
! ! T I T =T
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Figura 5.10: Cortes longitudinal e transversal do dominio exibindo o perfil da
solucao numérica de baixa ordem. F; = 1.3109 e F,, = 0.5696.
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Figura 5.11: Cortes longitudinal e transversal do dominio exibindo o perfil da
solugao numérica de alta resolucao. Fy = 0.5774 e E,, = 0.3867.
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Observacdes e consideracdes finais

Métodos em volumes finitos, no que diz respeito ao tratamento de problemas
hiperbdlicos nao-lineares multidimensionais, padecem da falta de uma teoria ma-
tematica robusta, desde a escolha e o fechamento de um conjunto especifico de
conceitos, considerados fundamentais para o desenvolvimento de semelhante teo-
ria, até uma escassez de resultados gerais de que se constituiria tal teoria em si. O
cunho artesanal presente em tantos esquemas propostos na literatura, principal-
mente naqueles baseados em solucionadores de Riemann, nao eximindo, contudo,
esquemas centrais (sem escusas, inclusive, para o proposto neste trabalho), é con-
sequéncia direta desse fato.

E desconhecido por este autor um corpo qualquer de proposi¢oes que permita
a um desenvolvedor de métodos numeéricos tirar conclusoes a prior: das solucoes
de um esquema em estudo ou que o guie de uma forma matematicamente rigorosa
na construcao de um método.

Assim, toda tentativa de rigor pretendida neste trabalho é frustada dado o
contraste da necessidade de uma exposicao breve e de rapida execucao com a
dificuldade natural dos problemas envolvidos. Nao obstante, acredita-se ter con-
seguido expressar os resultados dentro de um nivel satisfatorio e respeitando as
formalidades julgadas necessarias.

Algumas questoes permanecem abertas e portanto constituem objetos de es-
tudo futuro. A mais premente concerne a estabilidade do método proposto.

Para problemas lineares uma prova de que os esquemas que derivam do método
sao todos estaveis, dado que o passo de tempo seja especificamente limitado, existe.
O resultado nao foi incluido neste trabalho, como se pretendia originalmente, em
parte pelo fato de que nao se fez uso de seu principal produto em nenhuma das
simulacoes de problemas lineares apresentadas: a determinacdao do At,,., a ser
usado em cada iteracao a fim de que o esquema permaneca estavel. A prova
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segue de modo muito parecido ao apresentado na referéncia [1], estabelecendo que
os esquemas propostos sao coercivos segundo a norma L., desde que o At seja
limitado por um valor determinado. Uma condicao semelhante para problemas
nao-lineares ainda nao foi encontrada e por essa razao os passos de tempo utilizados
nas simulagoes exibidas neste trabalho foram todos fixados por tentativa e erro. A
falta de uma estimativa mais expedita para o At inviabiliza, por exemplo, a entrada
de campos de velocidade explicitamente dependentes do tempo nos esquemas, caso
o limite do médulo desse campo varie bastante a cada iteracao, uma vez que assim
o passo de tempo tem de ser ajustado manualmente a cada iteracao.

Por 1ltimo, sendo de grande interesse pratico a equacao da saturacao, ha a
necessidade de se acoplar o esquema explicito de alta resolugao aqui proposto a al-
gum esquema implicito que resolva o problema da pressao e paralelamente forneca
o campo de velocidades, com o intuito de se obter um simulador de escoamentos
bifasicos em meios porosos.
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