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Resumo

Nesta tese estudaremos a dinamica de vacinagao do modelo epidémico discreto SIR em
que sao consideradas individuos de um universo em trés categorias possiveis; suscetivel,
infectado e recuperado em relagao a algum estado prédefinido. Um aspecto importante
do trabalho é o ponto de vista distinto para estudar o modelo epidemiologico SIR, que
concorda com os modelos continuos e é mais pratico para aplicar os dados reais. Este
trabalho esta dividido em duas partes.

Na primeira parte, foi desenvolvido um modelo matematico SIR baseado nos dados
biologicos discretos. O modelo inclui a estrutura etaria da populacao humana através da
dindmica da matriz de Leslie.

Na segunda parte, aplicamos dois tipos de estratégias de vacinagao, vacinagao con-
stante e vacinagao em pulso, e comparamos os resultados obtidos nestas estratégias.
Mostramos que, sob um regime previsto a vacinacao em pulsos o sistema converge para
uma solucao estavel, com nimero de individuos infecciosos sendo igual a zero. Mostramos
também que a vacinacao em pulsos implicard na eliminacao de epidemias se certas
condigoes a respeito da magnitude da taxa de vacinagao e da duragao dos pulsos forem
observadas.

Os resultados teoricos sao confirmados por simulagoes numéricas. A introducao basica
de variagoes sazonais no modelo SIR conduz a dinamica periddica e cadtica da epidemia.
E mostrado que, sob a variacdo sazonal, apesar da complexa dinamica do sistema, leva a
vacinagao para a erradicacao das epidemias. Deduzimos as condig¢oes para a erradicagao
da epidemia sob diversas restricoes e estudamos a eficacia e o custo do vacinacao em

pulso, também comparamos as politicas de vacinagao constantes e mistas.

Palavras-chave: Epidemia; Sistema de Equacoes Diferenca; Modelos Epidémicos SI,

SIS e SIR; Solugoes de Equilibrio; Infeccao; Taxa de Contato; Reprodutividade Basal,

viil



RESUMO

Estratégia de Vacinagao constante; Estratégia de Vacinagao em Pulsos.
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Abstract

In this thesis we study vaccination dynamics of a discrete SIR epidemiological data.
A significant aspect of the work is the discrete point of view for studying the SIR epi-
demiological model that approves the continues models and is more pratical to apply to
real data. This work is divided in two parts.

In the first part, we developed a mathematical SIR model based on discrete biolog-
ical data. The model includes the age structure of the human population through the
dynamics of the Leslie matrix.

In the second part two vaccination strategics are compared; Constant vaccination
and pulse vaccination. We show that under a planned pulse vaccination regime, the
system converges to a stable solution, the number of infectious individuals being equals
to zero. We also show that the pulse vaccination will lead to the elimination of epidemics
if certain conditions regarding the magnitude of the rate of vaccination and the duration
of the pulses are observed.

Our theoretical results are confirmed by numerical simulations. The introduction of
seasonal variation in the basic SIR model leads to periodic and chaotic dynamics of the
epidemic. It is shown that under the seasonal variation, despite the complex dynamics of
the system, vaccination leads to the eradication of the epidemics. We derived conditions
for the eradication of the epidemic under various constraints and studied the effectiveness

and cost of pulse. Constant and mixed vaccination policies are compared.

Keywords: Epidemic; Difference equation system; SI epidemic models SI, SIS and SIR;
Epidemic equilibrium; Infection-free equilibrium; rate Contact; Reproducibility Basal;

Vaccination strategies constant; Vaccination strategies Pulse.



ABSTRACT

Lista de Siglas e Abraviagoes

A: Taxa de infec¢ao.

B: Taxa de recuperagao dos individuos infectados.

p: Taxa de vacinagao dos individuos suscetiveis.

Bo: Probabilidade de infec¢ao para cada contato.

b: Taxa de natalidade .

w: Taxa de mortalidade.

¢r: Taxa de contato.

Rp: Ntumero de Reproducao Basico.

Ey: Equilibrio livre de doenga.

E.: Equilibrio endémico.

Si: Ntmero de suscetiveis na faixa etéria i no instante n.
: Namero de infectados na faixa etéria i no instante n.
: Mumero de recuperados na faixa etéria i no instante n.
T!: Total de populagao na faixa etaria i no instante n.
F': Fecundidade na faixa etaria i.

u': Mortalidade na faixa etaria i.

P': Sobrevivéncia na faixa etaria i.

a(n): Idade média de aquisi¢ao da primeira infecgao.
(OPAS): Organizacao Pan-americana de satde.

(SRC): Rubéola congénita.

(MIF): mulheres em idade fértil.

(

VTV): vacina triplice viral.
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INTRODUCAO

Este trabalho propoe a aplicacao das equacgoes de diferencas finitas na resolucao de
modelos matematicos deterministicos em tempo discreto. Essa proposta acontece por
considerar a importancia de tais modelos no entendimento das relacoes epidemiologicas,
especialmente nas interacgoes entre individuos suscetiveis e infectados, e o amplo alcance
da matematica para estudo de diversas areas do conhecimento permite a construcao,
analise e interpretacao de modelos simples e complexos.

A medida que trabalhamos com varidveis continuas ou um conjunto de valores dis-
cretos, os modelos também podem ser formulados na forma continua ou discreta. Este
trabalho restringe-se a um tempo discreto, ou seja, periodos de tempo, e as mudancas
nas variaveis dependentes dentro desses periodos.

Esta tese leva em consideragao que modelos discretos podem ser introduzidos nos
primeiros anos da Universidade como motivadores didaticos a partir do momento que sao
utilizados de maneira apropriada com um menor nimero de pré-requisitos matematicos.
De acordo com esse entendimento, o proprio trabalho pode servir de subsidio para pro-
fessores na abordagem de problemas de modelagem de disciplinas. Apesar de simples,
por ser pioneiro, os modelos apresentados buscam contribuir para descri¢ao e analise da
epidemia de doencgas endémicas em uma regiao limitada.

O objetivo deste Trabalho é um estudo detalhado dos modelos SI, SIS e SIR, e no caso
do modelo SIR analisamos com estrutura etaria, e introduzimos campanhas de vacinagao
(vacinagao constante e vacinagao em pulsos). Também implantamos no modelo as cam-
panhas de vacinagao realizadas no Brasil contra Rubéola.

O trabalho esta organizado da seguinte forma: No primeiro capitulo sera apresen-
tada conceitos basicos de epidemia,um breve histérico da modelagem de epidemias. No
segundo capitulo apresenta conceitos epidemiologicos, bases dos estudos epidemioldgicos

matematicos e seus objetivos em tempo discreto e apresentamos os modelos discretos ST
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(Suscetivel-Infectado), SIS (Suscetivel-Infectado-Suscetivo) e SIR (Suscetivel-Infectado-
Recuperado) e analisamos os pontos de equilibrio e estabilidade deles. O terceiro capitulo,
apresenta o modelo especifico SIR no tempo discreto com estrutura etaria, e compara-
mos este modelo com a matriz de Leslie e algumas simulagoes numéricas. E, no quarto
capitulo, analisamos o mesmo modelo com introducao de vacinagao constante e vacinagao
em pulsos. Por fim, serao abordadas a histéria de epidemia da Rubéola no Brasil e no
mundo e Implantada no modelo as campanhas de vacinacao realizadas no Brasil.

As simulagoes dos algoritmos apresentados nos capitulos 3, 4 e 5 todos foram escritos

na linguagem Matlab.



CAPITULO 1

Modelagem Matematica em Epidemiologia

Neste capitulo faremos um estudo sobre conceitos fundamentais da epidemiologia e
algumas estimacgoes para modelar estas epidemias em linguagem matematica, destacando,
em cada caso, a forma compartimental do modelo e definigoes de termos importantes
usados na epidemiologia das doencas infecciosas. Também serda apresentado um breve

historico da modelagem de epidemia.

1.1 Introducao

O estudo matematico da representacao de uma epidemia se constroi através da base
dos modelos epidemioldgicos: hipotese e quantificagao de aspectos biologicos na interacao
hospedeiro-parasita somando as finalidades dos modelos matematicos na descrigao dos
fenomenos e efeitos de mecanismos de intervencao no sistema em relagao homem e doenca
[34]. Isso significa dizer que a criagdo do modelo matemético de uma epidemia necessita
de um estudo minucioso e abrangente de questoes biologicas e sociais presentes em todo
o processo de transmissao da doenca de maneira a revelar os aspectos mais influentes
e passiveis de controle e modelagem. Para serem mais verdadeiros e proveitosos esses

modelos devem ser aprimorados continuamente segundo as descobertas médico bioldgicas.

1.2 Conceitos Basico de Epidemiologia

A palavra epidemiologia é do grego que significa estudo sobre populacao. O objetivo
da epidemiologia matemaética é descrever quantitativamente o fendmeno e fornecer infor-

macoes epidemioldgicas e dados estatisticos sobre os parametros envolvidos, como forga
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de infecgao, razao de reprodutividade basal e a taxa de contato. Estes parametros, por
dependerem do formalismo matematico considerado, tem papel importante na aquisicao
de infeccao e desenvolvimento de uma doenca e sao obtidos a partir das equagoes do
modelo matematico adotado.

Apresentamos, a seguir, os principais termos epidemiolédgicos utilizado neste trabalho;

Endemia: Nivel de infeccao estavel em uma comunidade.

Epidemia: Nivel de infecgao crescente em uma comunidade.

Incidéncia: Taxa de aparecimento de casos novos numa populagao.

Infecgao: Replicacao de um agente em seu hospedeiro, podendo haver ou nao doenga.

Periodo de incubacao: Intervalo de tempo entre o momento de infecgao e o apareci-
mento de sintomas da doenca.

Periodo de infeccio: E o periodo subsegiiente ao perfodo de incubacao no qual doentes
sao capazes de transmitir a infec¢ao para qualquer hospedeiro suscetivel.

Periodo latente: Intervalo de tempo entre o momento de infecgao e a existéncia ma-
terial da infec¢ao no organismo do individuo suscetivel.

Recuperado: Individuo retirado da interagao suscetivel-infeccioso por recuperagao com
imunidade temporaria ou permanente, por isolamento até a cura e a conquista da imu-
nidade ou por morte.

Taxa de contato: Os encontros entre suscetiveis e infecciosos. Medido em individuos
por unidade de tempo.

Transmissao: Processo pelo qual um agente passa de uma fonte de infeccao para um
novo hospedeiro.

Prevaléncia: ou morbilidade é a taxa de portadores de determinada doenca em re-

lacao & populacgao total estudada, em determinado local e em determinado momento.
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1.3 Histéria da Modelagem de Epidemia

O interesse pelo estudo de epidemiologia de doengas infecciosas tem
seu registro ja na obra Epidemia de Hipocrates (458 - 377 a.C.), mas
um marco considerado na aplicagao sistematica de matemética como

suporte de estudo e entendimento das doencas infecciosas foi o trabalho

"Essai d’une nouvelle analyse de la mortalité causée par la pepite vérole ol
et des adavantages de linoculation pour la prevenir"de Daniel Bernoulli (17;)0 - 1782)
publicado em 1760; cujo objetivo principal era influenciar a politica de saide publica.

O primeiro a utilizar modelos para o entendimento de um processo
foi Thomas Robert Malthus (1766 - 1834) em 1798, em seu publicagao
"An Essay on the principe of Pupulation". Depois desste trabalho,

outros mais abragentes foram propostos. Assim somente depois de

decorridos 110 anos foram formuladas teorias especificas sobre trans-

missao de doencgas infecciosas em uma expressao matematica simples nos modelos de

W.H. Hamer em 1906 e Ronauld Ross (1857-1932) em 1908 [18|.

Em 1906 W.H. Hamer postulou que o desenvolvimento de uma epidemia depende
de alguns fatores, como o nimero de suscetiveis, o nimero de infectados e a taxa de
contato entre suscetiveis e infectados que resultando em um dos conceitos mais impor-
tantes na epidemiologia matematica, o principio da acao das massas. Este principio
foi originalmente formulado em um modelo em que se considerava tempo discretizado,

mas Ronald Ross transladou-o para o modelo de malaria com tempo continuo [18].

Ronauld Ross, ao estudar a dinamica de transmissao da malaria,
formulou a hipotese se existir um valor limite de densidade de
mosquitos abaixo do qual ocorreria a extingao natural da doenca. Este
pode ter sido o prentncio do Teorema do limiar, proposto por Ker-

mack (1898-1970) e McKendrick (1876-1943) em 1926, segundo o qual

h& uma densidade critica de individuos suscetiveis, abaixo da qual a introdugao de ca-

sos infecciosos em uma comunidade nao provoca uma epidemia. Tal densidade de limiar
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depende de fatores como infectividade, recuperacao da doenca e taxa de mortalidade rel-
ativa & epidemia [4]. Posteriormente as idéias de Hamer e Ross foram desenvolvidas em
detalhes por Soper (1893-1977), em 1929, que estudou os mecanismos responsaveis pela

periodicidade das epidemias.

Os trabalhos de Hamer e Ross foram baseados em modelos deterministicos. Em 1956

Bartlett propos modelos baseados em consideragoes estocasticas.

Em 1929, Kermack e McKendrick publicaram uma série de artigos
nos quais relatam a dinamica de transmissao de uma doenca em termos
de um sistema de equagdes diferenciais (Kermack e McKendrik 1991a,
Kermack e McKendrik 1991b, Kermack e McKendrik 1991¢) onde in-

troduzem matematicamente o conceito de imunidade e de vacinacao.

Nestes trabalhos demonstram que o vacinagao total de um populacao e —
nao e necessaria para a erradicagao de uma doenca. Esta teoria provou o seu valor du-
rante a erradicagao de Variola em 1970: A vacinagao de cerca de 80 porcento de toda a

populagao mundial foi suficiente para a erradicacao desse virus [26].

Outros aspectos foram acrescentados ao longo do tempo, tais como
a extensao da teoria do valor limiar, por Whiter em 1955, levando em
consideragao modelos deterministicos mais complexos. Em 1986, An-
derson e May mostraram a importancia da heterogeneidade da trans-
missao das infec¢oes no trabalho "The invasion, persistence and spread

of infectious diseases within animal and plant communities", marcando

significativos avangos 4 Epidemiologia Matematica.

1.4 Diferentes Modelos Epidemiolégicos

A maioria dos modelos epidémicos baseia-se na divisao da populacao do hospedeiro

(o homem no caso desta tese) em compartimentos. Os compartimentos sdo definidos
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levando em consideragao as caracteristicas ou propriedades fisicas e epidemiologicas de
cada doenca especifica [14].

O modelo associado ao processo epidémico que introduziremos é um sistema de
equagoes a diferencas finitas em tempo discreto "Um sistema de compartimentos consiste
essencialmente de um nimero finito de sistemas interligados, chamados compartimentos,
que trocam entre si e com o meio ambiente, quantidade ou concentracao de material"|[7].

As doengas infecciosas podem ser classificadas em duas grandes categorias: aquelas
que sdo causadas por virus, bactérias e vermes (helmintos, protozoérios) e sao transmi-
tidos atravez de circulo de transmicao como Homem-Homem, Homem-Vetor-Homem e
Homem-Vetor-Hospedeiro-Vetor-Homem. [27].

Nesta tese apresentamos alguns dos modelos classicos de microparasitas infecciosos.
O modelo associado ao processo epidémico refere-se a uma populacao T dividida em com-
partimentos (classes) disjuntos. Por exemplo, usaremos trés compartimentos que refletem

o estado em que os individuos se encontram no desenvolvimento da doenga:

e Suscetiveis: pessoas que nao tém imunidade contra o agente infeccioso, assim

podem ser infectados com facilidade, se forem expostas.

e Infecciosas: as pessoas que estao infectadas e podem transmitir a infeccao para

individuos suscetiveis.

e Recuperados: individuos que sao imunes a infeccao e, consequentemente, nao

afetam de nenhuma forma a dindmica de transmissao.

E tradicional usarmos S, I e R, para denotar o numero de individuos em cada um
desses compartimentos respectivamente. As populacoes de cada classe varia com o tempo,

e serao denotadas por
S(n) =8y, I(n)=1,eR(n) =R,.
Assim o tamanho da populagao total no instante n é dado por:
,=S,+1,+R,, Vn>0.

As caracteristicas da doencga determinam o tipo de modelo a ser escolhido, por exem-

plo nos modelos SI (suscetivel-infectado), ndo ha imunidade dos individuos infectados.
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Os suscetiveis passam a classe dos infectados pelo contato com individuos ja infectados.
Um caso tipico de doengas que podem ser representada através deste modelo é SIDA,
causada por agente viral.

O esquema compartimental do modelo SI (sem dindmica vital) é representado pela

figura 1.1.
S A I
suscetiveis Infectados

Figura 1.1 Esquema com compartimentos de uma epidemia (modelo SI)

na figura lambda representa a taxa de transmissao dos individuos suscetiveis para

infectados (taxa de infec¢ao) que é proporcional ao o ntimero de contato.

Nos modelos SIS (suscetivel-infectado-suscetivel), existe recuperagao dos individuos,
mas nao hé imunidade em relagao a doenga. Os individuos passam a classe dos infec-
tados pelo contato com individuos ja infectados e apés um periodo de tempo (periodo
de infecgao) passam a ser suscetiveis novamente. Porem adquirdo imunidade especifica
para cada sorotipo. As doencas que podem ser modeladas através deste modelo sao:
Meningite, DST (doengas sexualmente transmissiveis) (causadas por agente bactérial) ou
maléria e dengue (causadas por virus).

A representagao compartimental do processo epidemiologico SIS (sem dindmica vital)
é mostrada na Figura 1.2, em que A é a taxa de transmissao dos individuos suscetiveis
para infectados (taxa de infec¢ao) e B é a taxa de recuperacao dos individuos infectados

(sem imunidade).

Ja nos modelos SIR (suscetivel-infectado-recuperado), que estudaremos mais detal-
hadamente nos proximos capitulos, os infectados recuperam-se e adquirem imunidade &
doenga (ou morrem) passando assim para a categoria dos recuperados. As doencas que

podem ser modeladas através deste modelo sao doengas causadas por agente viral que
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S |
Infectados

Figura 1.2 FEsquema com compartimentos de uma epidemia (modelo SIS)

ocorrem com maior freqiiéncia na infancia, como Rubéola [Apéndice C].

O processo epidemiologico compartimental, sem dindmica vital para o modelo SIR
pode ser esquematizado pela Figura 1.3 em que A é a taxa de transmissao dos individuos
suscetiveis para infectados (taxa de infec¢ao) e B é a taxa de recuperagdo ou remogao

dos individuos infectados.

S A I B R
suscetiveis Infectados Recuperados

Figura 1.3 Esquema com compartimentos de uma epidemia (modelo SIR)

Nos modelos anteriores, podem ser introduzidos alguns tipos da campanhas de vaci-
nacao para diminuir a concentracao de individuos suscetiveis no compartimento S, para
resultar em menos infectados no compartimento /. Por exemplo, no caso do modelo SIR
se introduzirmos uma campanha de vacinagao constante, temos a seguinte representagao
compartimental do processo em que A e B ¢é a taxa de infeccdo e a taxa de recuperacao

respectivamente e p é a taxa de vacinacao dos individuos suscetiveis.

Analisaremos no capitulo 4 de forma mais detalhada o efeito de vacinagao nos mod-
elos SIR. No proximo capitulo desenvolveremos um modelo SIR com tempo discreto e
populagao constante, cujo objetivo é explicar os dados de incidéncia, que mostram a imu-

nizacao de grande parte da populagao a partir de certa idade.
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Figura 1.4 Esquema com compartimentos de uma epidemia (modelo SIR) com vacina¢dao

Lembrando em consideracao que a vacinacao nao garante imunidade em 100% dos
vacinados, devido & eficiéncia das vacinas utilizadas, portanto (p) apenas quantifica a

porcentagem de individuos realmente imunizados.



CAPITULO 2

Modelos Epidémicos Discretos

Neste capitulo, propomos as etapas de desenvolvimento de modelos matematicos
baseado em conhecimentos bioldgicos. Numa versao aperfeicoada incluimos a dinamica
vital para descrever sistemas SI, SIS e SIR. Também estao sendo fornecidas as condi¢oes
necessarias para a solugao do sistema dindmico com populagao constante, e analisamos a

estabilidade das solucoes em cada modelo.

2.1 Introducao

A vantagem de se criar um modelo discreto advém da simplicidade, na facilidade da
modelagem computacional, na facilidade de compreensao por bidlogos, médicos, agente
de saude, gestores publicos, etc. Também se adapta melhor a incorporagao dos dados
epidemiologicos. Assim sendo, apos a criagao do modelo preliminar, podemos de fato
analisar alguns aspectos numéricos do modelo. Além disso, procuramos fazer algumas
variacoes do modelo, de forma a tentar aumenta a sua capacidade de explicar as partic-
ularidades do sistema epidemiologico.

O modelo matematico fornece uma descrigao precisa dos movimentos dos comparti-
mentos: Suscetiveis (S), Expostos (E), Infectados (I) e Recuperados (R). Os fluxos destes
movimentos sao fluxo de nascimento (no compartimento dos individuos suscetiveis), mor-
talidade (em todos os compartimentos), transmissao de infecgao (fluxo de suscetiveis para
expostos e consequentemente em infectados) e recuperacao (fluxo de infectados para re-

cuperados).

O processo epidemioldgico para o modelos SEIR sera esquematizado de acordo com a

11
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Figura abaixo.

b S A E o I B R
suscetiveis Expostos Infectados Recuperados
S? u qm du Tu
q
! ! ! !

Figura 2.1 Esquema com compartimentos de uma epidemia (modelo SEIR) com dindmica vital

2.2  Conceitos Biologicos

O conhecimento biolégico da interagao hospedeiro-parasita possibilita que a matemaética
crie um modelo do processo de propagacgao da doenca. A seguir, observamos alguns desses
conhecimentos.

Sabemos que as doencas infecciosas causadas por virus ou bactérias sao transmitidas
através de contato fisico, direto ou contato indireto. O individuo é denominado infectado
quando inoculado pela agente infeccioso. O organismo, percebendo a infeccao, produz
anticorpos que combatem o virus até leva-lo a uma concentragdo quase nula (cura), im-
pedindo a sua propagacao para o meio ambiente. Denotaremos por B~ o tempo de re-
cuperagao (infec¢ao) do individuo, tal que apos esse periodo o individuo se torna imune.
O parametro 8 é chamado taxa de recuperacao [26].

O virus precisa infectar um novo individuo suscetivel provocando nova infecgao. O
numero de vezes que um individuo infectado entra em contato com outros individuos em
uma unidade de tempo é definida como taxa de contato, que consideramos proporcional

ao nimero total de individuos e representamos por @r, e descreve dois pontos importantes

[18]:
e A maneira como os individuos de uma comunidade estao interagindo entre si.

e A capacidade de infectividade do virus.
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A intensidade dessa taxa dependera das variacoes de diversos fatores. Tempo e espaco,
convivio dos individuos, diversidade genética do virus e do hospedeiro e distribuicao de-
mografica dos individuos. A taxa de contato seréd mais simples quando nao considerarmos
nenhum tipo de heterogeneidade. Suponhamos que a probabilidade de infec¢ao para cada
contato seja By entdao a fungao Py@r demonstra a capacidade de um individuo infectado
infectar outras pessoas. Sabendo que este individuo nao pode infectar outros componentes
a nao ser suscetiveis, portanto esta capacidade serd dada por

BoorS
T

chamada de razao de infecgao. Assim a quantidade de novos infectados em unidade de

tempo n é
BoerS(n)I(n)
T(n)
e chamada a incidéncia da doenca que representa a transferéncia dos individuos da classe
suscetivel para classe infectado.

Quando a taxa de contato é proporcional a populacao total, ¢r = kT obtemos a taxa

de incidéncia como

BS(n)I(n),

em que fB = Bok é chamada coeficiente de transigao.
Quando a taxa de contato ¢ constante, isto ¢ @r =k, a incidéncia sera

AS(n)I(n)

) (2.1)

em que A = Bk’ chamada incidéncia padrao [35]. E importante observar que este modelo

pressupoe que a populacao estd uniformemente distribuida.

2.3 A Reprodutibilidade Basal

Quando queremos avaliar se uma determinada doenga causard um surto epidémico ou

nao, usamos o numero de reprodutibilidade basal que é indicado por Ry e definido como
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o numero esperado de casos secundarios gerados a partir de um caso priméario que um
individuo infectado produz durante todo o seu periodo de infeccao entre uma populacao
suscetivel. (Diekmann et al 1990 ; Diekmann and heesterbeek 2000).

A Teoria a respeito do parametro Ry, denominado também de valor limiar, foi es-
tabelecida pelos estudos dos britanicos, Kemack e Mckendrick em 1927 |28, em um
trabalho intitulado de Contribuicao para a Teoria Matematica de Epidemias. Eles foram
os primeiros pesquisadores a estudar os modelos mateméticos em epidemiologia e os seus
respectivos trabalhos sao os precursores nesta area.

A importancia de Ry reside, principalmente, no fato de que pode ser usado para se
calcular a propor¢ao minima necessaria para se aplicar a vacinacao de forma que doenca
seja eliminada.

A razao de reprodutividade basal é um parametro virtual, no sentido da impossibili-
dade de estimé-lo experimentalmente. Entretanto, este parametro pode ser determinado
matematicamente [18|. Existem varias maneiras de se estimar o Ry de uma dada doenca.
A principio, Ry pode ser determinado para cada modelo de doenca infecciosa e pode ser
estimado em termos biolégicos.

O fator importante a ser levado em conta é que a razao de reprodutividade basal de-
pende da forma considerado para a taxa de contato; isto é do niimero médio de contatos
de um individuo infeccioso (A1) em unidade do tempo, com individuos de todas as classes
(S,1,R) da populagao.

Na escolha da unidade do tempo podemos escolher a medida como dia, ou outras
unidades de tempo, desde que a populagao seja suficientemente grande para que os
parametros A e I nao se alterem muito durante a unidade escolhida. Se a taxa de mortal-
idade de infectados (i) ou a taxa de recuperagao (f) for muito forte, os individuos nao
permanecerao muito tempo dentro do periodo de infeccao portanto, o periodo médio de

estadia no estado infeccioso sera curto. [35]. Assim

_
(L+B)

Para saber qual o niimero médio de contatos de um individuo infeccioso, é necessario

periodo médio de infec¢ao = (2.2)

multiplicar A por (2.2). O nimero médio de contatos, por infeccioso, é entao
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A
u+p
Observamos que Ry tem um valor fundamental em epidemiologia, pois mede a veloci-

Ry (2.3)

dade inicial de crescimento da epidemia. Quando Ry é maior que um, cada individuo
infectado substitui-se por mais de uma nova pessoa infectada e, portanto, a doenca tem
capacidade para invadir uma populagao totalmente suscetivel. Se Ry for menor que um,
a doenca acaba por desaparecer.

Do ponto de vista matematico, geralmente quando Ry < 1 o modelo tem no plano de
fase apenas um equilibrio livre de doenca, representado nesta tese por Ep, que é glob-
almente assintoticamente estavel. Quando Rgp > 1 o equilibrio Ey torna-se instavel e,
geralmente obtemos outro equilibrio (E) que é chamado endémico, que neste caso é es-
tavel. Portanto se todos os membros de uma populagao foram suscetiveis, entao Ry =1 é
geralmente um limiar para saber se a doenga se extinguiré ou se tornara endémica [35].
Devido a uma combinagao de eventos no inicio da difusao da doenga, Ry > 1 nao significa
necessariamente que haver & uma epidemia, pois a probabilidade de extingao do agente
infeccioso é positiva, assim como, Ry < 1 simplesmente significa que pode nao haver uma

epidemia [11].

Infecgao Localizacao tempo | Ry

Sarampo | Inglaterra e Pais de Gales | 1956-68 | 13

Sarampo EUA (Vérios lugares) | 1910-30 | 12-13

Catapora | EUA (Vérios lugares) | 1913-21 | 9-10

Difteria EUA (Varios lugares) | 1910-47 | 4-6
( )

1912-16 | 4-7

Caxumba EUA (Vérios lugares

Tabela 2.1 As estimativas da taza intrinseca de reproducdao Ry para doencas humanas e as
correspondentes localidades e tempos [American Scientist, Journal of Sigma Xi, "Parasitic In-

fections as Regulator of Animal Populations,"by Robert M. May, 71:36-45 (1983)].
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2.4 O Modelo S7

Nesta secao, construimos um modelo simples com dinamica vital, dividindo a popu-
lagdo em duas classes: suscetiveis (S) e infecciosos (I). Este modelo é denominado modelo
SI.

Consideramos as seguintes hipoteses:

i) Todos os individuos nascem suscetiveis. Esta condigao reflete a nao-transmissao de
anticorpos maternos para o feto, portanto todos os recém-nascidos ingressam na

classe dos suscetiveis.

1) Tamanho da populagao é constante. Isto resulta que a taxa de natalidade é igual a
taxa de mortalidade; denotada por pu (0<p<1). Portanto o nimero de individuos
que morrem em classes S e I no periodo (n,n+ 1) sdao uS, e ul, respectivamente,

que é igual ao ntimero de individuos que nascem suscetiveis no mesmo periodo. [15]

i11) Nao existe a recuperacao na classe de infectados; isto é, nao existe a passagem de

infectados para suscetiveis.
iv) Consideramos a interagao entre os dois componentes na forma homogénea.
v) A doenga se espalha em um ambiente fechado, sem emigragao e imigragao.

Um esquema compartimental com dinamica vital é representado pela figura a baixa.

S A I
suscetiveis Infectados

éu féu

Figura 2.2 Esquema com compartimentos de uma epidemia (modelo SI) com dindmica vital

Desse modo, de acordo com as hipéteses acima estabelecemos um modelo de epidemia

em tempo discreto da seguinte forma:

Sn+1 =S +.uTn -

?L%,lln . .uSn

(2.4)
L =In+MTZI”—N1n
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Neste sistema temos: pois a probabilidade de extinsao do agente infeccioso é positiva
T, : total populacao no tempo n,

S, : numero de suscetiveis no tempo n,

I, : nimero de infectados no tempo n,

U : taxa de natalidade e mortalidade, 0 < u <1

onde n

A : taxa de transmissdo (que é proporcional ao contato entre os individuos),

Sabendo que no sistema (2.4) a taxa de natalidade ¢ igual a taxa de mortalidade (i),

se somamos as duas equacgoes deste sistema obtemos
Tn—H = Sn—H +In+l =8, + .uan - .usn +1I, — .UIn =Th.
Assim a populacao total sempre sera constante e denotaremos esta constante por T.

T =T, =T Vn.

2.4.1 Pontos de equilibrio

Os pontos de equilibrio do sistema (2.4) representam solugoes em que todas as variaveis
(S,I), ndo dependem do tempo. Esta situagdo pode ser obtida quando consideramos no
sistema  Sg,41) = Sy € l41) = {(n). Portanto, se considerarmos (S,I) um ponto de

equilibrio do sistema (2.4), temos

T2 _us=o,
S (2.5)
@ —ul=0.
Neste modelo a Reprodutibilidade Basal sera dada por
A
Ro=—. 2.6
" (2.6)

Para encontrar as solugbes do sistema (2.4), ou seja, os pontos de equilibrio do nosso

modelo, apresentaremos a proposicao a seguir
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Proposigao 2.1. Se Ry < 1 o sistema (2.5) admite um tnico equilibrio chamado de
equilibrio livre de doenga dado por; Ey = (7,0). Caso contrario o sistema admite dois
pontos de equilibrio, equilibrio livre de doenca E( e equilibrio endémico dado por;

b (5 T8,
Demonstracao. Pela segunda equagao do sistema (2.5) resulta;

_uT

I=0 S
ou 1

no caso I =0 temos o primeiro ponto de equilibrio (equilibrio livre de doenga),

Eo = (T,0). (2.7)
No caso contrario, isto é quando
ut
S="— 2.8
l (23)

substituimos (2.8) na primeira equacao do sistema (2.5) e encontramos:

ut
I=T-2~
A‘ )
sabendo que;
A
RO - 7
u

E, = (1 M) (2.9)

Observamos que quando Rg > 1, temos um valor positivo para o numero de individuos
infectados e portanto existe o segundo equilibrio (E}), e o caso contrario, quando Ry < 1,
somente temos equilibrio livre de doenga (Ep), portanto a doenga acaba desaparecendo.

]

2.4.2 Estabilidade dos pontos de equilibrio

O sistema (2.5) possui dois pontos de equilibrio (solugdes) (2.7) e (2.9). A anélise

de estabilidade dos pontos de equilibrio é feita a partir da matriz Jacobiana do sistema
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(2.5). Se considerarmos f(S,I) =S+ uT — % —uS eg(S,I) =1+ % — ul teremos

| Dsf Dif | | 1M S
Dsg Dig # 1+%—N

Sabemos que um ponto de equilibrio é estavel no sistema de equacgao das diferencas
se, todos os autovalores da matriz Jacobiana possuem valor em modulo menor que um.
A seguir analisaremos as estabilidades dos pontos de equilibrios (2.7) e (2.9) com

relagao a reprodutividade basal.
Proposicao 2.2. O ponto de equilibrio Ey sera estavel se Ry < 1 e sera instavel se Ry > 1.

Demonstragao. Para analisar a estabilidade da solu¢ao Ey = (7,0) usaremos polindémio

caracteristico da matriz Jacobiana neste ponto, que é dado por:

1—u —A

JT,0) = 0 I1+A—p

Assim:

det[J(T,0) — XI] = bmp—X -
0 I+A—u—X
Ou seja, o polindmio caracteristico (Pyr,)(X)) serd
(1—p—X)(1+A—p—X),
logo teremos os seguintes autovalores:
Xi=1—-u
Xo=14+1—p.
O ponto de equilibrio (7,0) é estavel se,
Xi|<1lel|Xy|<1
Analisando os pontos de equilibrio X; e X, para o valor de Ry < 1 encontramos,

X < 1.
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Pois, X; =1 —u, sabemos que 0 < u < 1, multiplicamos a desigualdade por -1 e
somando 1 em todos os lados da desigualdade chegaremos o resultado esperado para Xj.

Para o segundo ponto de equilibrio X, = 1+ A — u, com hipotese,

A
Ry=—<1,
u
teremos:
A—u<o;
A—u+1<l.

Isso prova que, X < 1. Por outro lado, sabemos que 0 < <1 e A > 0 portanto temos
A—u>—1+A Segue que X, > A > 0.

No caso Ry > 1, o autovalor X; continua tendo o valor em modulo menor que um e
X, =14+ A —u, em modulo, tem valor maior que um e, portanto, Eqy é localmente instavel.

]

Proposicao 2.3. Se Ry > 1 entao E| é um ponto critico localmente estavel.

Demonstragao. Para analisarmos a estabilidade da solugao
T  Ry—1
El =\ 5 > T( )
Ry Ro

calculamos o polinémio Caracteristico no ponto E;

1-A-X -
det[J(Ey — XI] — H
A—u  1-X

Teremos o seguinte polindmio caracteristico,

Para mostrar que autovalores deste polinémio caracteristico tem moédulo menor que 1,
usaremos o critério de Jury [Apéndice B]. Consideremos aj =4 —2eay =1—A+pud — u?,

provamos as seguintes desigualdades
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e l4+aj+a >0,
e l—aj+a >0,
e l—a >0.
A primeira desigualdade é verdadeira pois, apos substituicao a; e ap e simplificar temos
WA —p)
que é positivo pois Ry > 1. Para a segunda desigualdade temos
424+ uA—pu)

também é maior que zero, pois Ry > 1e 0 <A < 1. E para analisar a terceira desigualdade,

apo6s substituir o ponto a, temos

21— )+ p2

sabendo 0 < p < 1 segue a desigualdade desejada. Portanto |X;2| <1 e Ej é um ponto

de equilibrio localmente estavel. Il

A anélise feita pelo modelo (2.4) nos produz os seguintes resultados mostrados na

tabela abaixo;

Reprodutividade basal | Ponto de Equilibrio | Ponto de Equilibrio
Ro Ep Trivial E; Nao Trivial
Ry <1 Estavel 7
Ro>1 Instéavel Estavel

Tabela 2.2 Resultados obtidos pelo modelo (2.4)

2.5 0O Modelo SIS

Apresentamos agora um modelo SIS com dinamica vital. Este modelo é utilizado

quando a recuperacao da doenga nao confere imunidade ao individuo. Nestes casos,
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um individuo que passa da classe dos suscetiveis (S) para a classe dos infectados (I)
posteriormente pode retornar suscetivel (), apos sua recuperagao. A representa¢ao com-

partimental do processo epidemiologico (SIS) é mostrado na figura abaixo.

e
h—— S I
~ |suscetiveis N Infectados
bu ou
¢ ¢

Figura 2.3 FEsquema com compartimentos de uma epidemia (modelo SIS) com dindmica vital

Neste modelo consideramos um total de populacao 7, dividida em dois subpopulagoes,
suscetiveis e infectados. Os individuos suscetiveis tornam-se infecciosos pela "Lei da Agao
das Massas em Epidemiologia", ou seja, a taxa na qual os individuos suscetiveis tornam-
se infecciosos é proporcional ao nimero de encontros entre os suscetiveis e infectados.
Também consideramos as mesmas hipoteses do modelo SI escrito na secao anterior.

Assim o modelo discreto para o sistema (SIS) com dinamica vital é dado pelo sistema

Suit = Su+ T, — 230 — s, + BI, 2.10)

In—H - In + A%In - ,UIn - Bln

em que A, U e B sdo constantes positivas menores que um, chamadas de taxa de transmis-
sdo, taxa de mortalidade (e natalidade) e a taxa de recuperagao respectivamente. e Sy,
I, e T,, sao numero de suscetiveis, nimero de infectados e niimero total de individuos no
tempo n, respectivamente. Sendo que os individuos recuperam-se a uma taxa f3, portanto
B~ é periodo de tempo no qual os individuos permanecem infectados.

A seguir encontramos os pontos de equilibrio do sistema (2.10) e estabilidades deles

através de fator reprodutividade basal.
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2.5.1 Pontos de equilibrio

Se (S,I) € um ponto de equilibrio do sistema (2.10), Portanto S,+1 =S, =S e I,11 =
I, =1 e teremos

T—20 _uS+Br=o0
uE =57 —uS+p (2.11)

AL ul—BI=0

Assim como foi mostrado na se¢ao (2.3) a Reprodugao é dada por;

A
u+p

Proposicao 2.4. Se Ry < | entao o sistema (2.11) admite um tnico equilibrio chamado

Ro

de equilibrio livre de doenga dado por Ey = (T,0). Caso contrario o sistema admite dois

pontos de equilibrio, equilibrio livre de doenca e equilibrio endémico dado por

Demonstracao. Da segunda equagao do sistema (2.11) resulta;
T
I=0 ou S:I(ﬁ—l—,u)

No caso I =0 temos o primeiro ponto de equilibrio (equilibrio livre de doenga),

Ey = (T,0). (2.12)

Neste ponto de equilibrio nao teremos infectados e todos os individuos sao suscetiveis.

No caso I # 0 temos,
T

Substituindo (2.13) na primeira equagao do sistema (2.11) encontraremos;
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sabendo que;

A

TN
portanto obteremos o segundo ponto de equilibrio como,

E| = (1% : T(RI‘;—O_U). (2.14)

Observamos que quando Ry > 1, temos um valor positivo para o nimero infectados

Ry

em equilibrio E; e portanto o segundo equilibrio (E}) tem significado biolégico. Caso

contrario, quando Ry < 1 somente temos equilibrio livre de doenca (Ep). O

2.5.2 Analise de Estabilidade dos pontos de equilibrio

O sistema (2.10) possui dois pontos de equilibrios (solugdes) (2.12) e (2.14). A anélise
de estabilidade dos pontos de equilibrio é feita a partir da matriz Jacobiana do sistema

(2.11). Se considerarmos

(S, 1) =S+uT—23L —us+BI

g(S, ) =1+2L —pur— 1
Entao teremos;

Dsf Dif | 4 —u R
Dsg Dig AL 1+45 B

Desta forma temos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.5. O ponto de equilibrio Ey sera estavel se Ry < 1 e sera instavel se Ry > 1.

Demonstragao. Para analisar a estabilidade da solu¢ao Ep = (T,0) usaremos polinémio

caracteristico da matriz Jacobiana neste ponto, que é dado por

l—u—X —A+B

det[J(T,0) — XI| =
0 1+A—B—pu—X
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Ou seja,
PX)=(1-p—-X)(1+A—-B—-pu—-X)=0.
Teremos os seguintes autovalores
Xi=1-u,

Xo=14A-B—u.
Para provar a estabilidade do ponto equilibrio (7,0) temos que mostrar

X1 <le|X| <.

Analisando os pontos de equilibrio X; e X; para o valor de Ry < 1 encontraremos,
X <1,

pois X; = 1 —u e sabemos que 0 < u < 1, portanto o resultado ¢ garantido.

E para X, =1+ A — B — u, sendo:

A
Ry=-—"—<1,
0 B+u‘

teremos
A=B—u<0;

Isso prova que, Xp < 1.

Por outro lado, sabemos que A >0 e B+ <2, se somarmos as duas desigualdades

e somando 1 aos membros da desigualdade obteremos;

1<14+A-B—p,

25

de onde segue que X, > —1, para Ry < 1, assim temos |[Xp| < 1 e ponto de equilibrio Ey

sera estavel. No caso Ry > 1, o ponto de equilibrio X; continua tendo o valor em moédulo

menor que um e X, = 1 +A — B — u em modulo tem o valor maior que um, o que garante

que o ponto é instavel.

]

Proposigao 2.6. Se Ry > 1 e0< A <2 entao E; é um ponto critico localmente estavel.

Comentario: De fato a limitacao de A na pratica nao altera os resultados
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Demonstracao. :

Para analisarmos a estabilidade da solugao

- (L, T0)

Ry’ Ry

calculamos o polindmio Caracteristico no ponto E;

A(Ro—1) X —A
_ | TR TH T _
det[J(E; — XI] = AT " 0 o= 0.
B ke
Sabendo que,
A

RO —n . .

B+u

substituindo na matriz obteremos,

I—A+B-X -
detlJ(Ey — X1] = P Koo,
A—u—p 1-X

portanto teremos a seguinte polindmio caracteristico,
PX)=X>+A-2-B)X+1—-2A+B—pu?>+ur—up.

Usaremos o critério de Jury para mostrar que os autovalores tem em moédulo valor menor

que 1 (as raizes de P(X) satisfazem |Xj 2| < I se e somente se 1+a;+a; >0, 1 —a;+ax >0

el—ay>0,emque aj=A—-2, ap0=1-A+puA—p?),emqueaj =A—-2—-fB ea, =

1 —A+pB—u?>+ui —pup. Substituindo a; e ap na primeira desigualdade obtemos

l+ai+a=uA—u—p)
que é maior que zero pois Ry > 1. Para a segunda desigualdade temos

l—a1+a=4—22+2B+u(A—(u+p))

como Ry > 1 e A <2 portanto esta expressao serd maior que zero. E finalmente para

provar a terceira desigualdade temos

l—ay=A-B—pA—p-p)
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sabendo Ry > 1 entdo A > p + B multiplicando os dois lados da desigualdade por 0 <
(1—p) <1 temos

Al—p)>pu+B—(u+B)>B—u(u+p)

portanto
A—Ap>B—pu*—up
e segue o resultado. O]

A analise feita pelo modelo (2.10) nos produz os seguintes resultados mostrados na

tabela abaixo;

Reprodutividade basal | Ponto de Equilibrio | Ponto de Equilibrio
Ry Ep Trivial E; Nao Trivial
Ry <1 Estavel 7
Ro>1 Instéavel Estavel

Tabela 2.3 Resultados obtidos pelo modelo (2.10)

2.6 O Modelo SIR Simples

Apresentamos agora um modelo SIR simples com dindmica vital. Este modelo é uti-
lizado quando a recuperacao da doenca causa a imunidade ao individuo. Neste caso
dividimos a populagao em trés classes: suscetiveis (§), infectados (I) e recuperados (R).

Neste modelo também consideramos as mesmas hipoteses dos modelos anteriores com
a diferenca de que os individuos ganham imunidade para determinada doenga, uma vez
que foram infectados e recuperados; isto é, nao existe a passagem de recuperados para

suscetiveis.

A representacao compartimental do processo epidemiologico (SIR) é mostrado na

Figura abaixo.
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) S |l 1 |8 R
suscetiveis| |Infectados| |Recuperados
u I Tu
! ! }

Figura 2.4 FEsquema com compartimentos de uma epidemia (modelo SIR) com dindmica vital

Desse modo, de acordo com as hipoteses consideradas estabelecemos um modelo de

epidemia em tempo-discreto da seguinte forma:

Sn+1 =8+ .UTn - lSnf(ln) - .usm
Liv1 =1L+ AS,f(I,) — ul, — BI,, (2.15)

Rus1 = Ry+ BI, — UR,.

Com coeficientes: u,A,B,f(I,) >0e f(0) =0 em que:

S, : namero de suscetiveis no tempo n,
I, : nimero de infectados no tempo n,
R, : nimero de recuperados no tempo n,
f(I,) : termo de interacdo para uma epidemia, f é uma funcao continua, tal que 0 <
F(h) < 1e £(0) =0,
b, 1 : taxa de natalidade e mortalidade, respectivamente. (b= )
A : taxa de transmissao (proporcional ao contato entre os individuos),

B : taxa de recuperagao.

Somando as trés equagoes do sistema (2.15) e considerando que a taxa de natalidade

¢ igual a taxa de mortalidade (i), entao obtemos;
Tn+1 = Sn+1 ‘|’In+l +Rn+1 =5 —l—‘LLT - .uSn + 1 — ,UIn +R,— .uRn =Ty.

Portanto temos a populagao total constante. Isto é 7,;.1 =T, = T para todo n.

Além disso, sendo a populagao total constante, podemos eliminar a terceira equacao

do sistema (2.15). Usando que R =T — S — I, isto significa que uma variavel, digamos R,
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sempre pode ser eliminada de forma que o modelo pode ser escrito em termos de duas
equacoes

Sn1=Sn+ UL — ASuf(In) — 1Sn

L1 = 1o+ ASuf(L,) — ul, — BI,

Por outro lado para que o sistema tenha sentido biol6gico, é necessario garantir que:

(2.16)

0<Sy,1,Ry <T.

Mais precisamente, devemos garantir que isso aconteca para n =k + 1, caso ja tenha

acontecido para n = k. Assim temos o seguinte lema:
Lema 2.7. Considere
0<Af(R) <1, 0<pu+B<l.
Entao as solugoes do sistema (2.15) satisfazem,
0<8,,1,,R, <T Vn.

Demonstracao. A demonstragao é por inducao em n. Sabemos que S, +1,+ R, =T. Pela

hipétese indutiva temos que
0<S5,,0<51I,e 0<R,.

Portanto temos que

S, <T,1,<T e R,<T. (2.17)
Por outro lado, por hipdtese 0 < u <1 entao
uSy < uT.

Sabendo que Af(I,) —1 <0 logo
(Af(Ip) —1)S, < 0. (2.18)

Somando as inequagoes (2.17) e (2.18) temos,

(Af(In) = 1)Su+ 1S, < uT
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que resulta
Sn+1 > 0.

Usando inducao sobre variavel n podemos concluir que o resultado vale para todo ntmero
natural.

Analogamente podemos determinar os mesmos resultados para I, e R,, isto é;
Iiv120 e Ry > 0.

]

Na proxima segao encontramos os pontos de equilibrios do sistema (2.16) e suas esta-

bilidades.

2.6.1 Pontos de Equilibrio

Para calcular os pontos de equilibrio do sistema (2.16), consideremos (§,7) é um ponto

de equilibrio. Portanto,

-2 —us =
uT —ASf(I) —puS=0 (2.19)

ASF(I) — I — BI =0

Se considerarmos o sistema livre de infec¢do (I =0) ent@o obteremos ponto
(8,1) = (T,0)

como um ponto de equilibrio trivial.

Na proxima proposicao temos as condi¢oes necessarias para que o termo de interagao

f(I) de uma epidemia fornega um equilibrio nao trivial.

Definicao 2.8. Definimos no modelo SIR, a taxa de reprodutividade basal, Ry, é dada
por:
dh(0)
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em que

niy = 2> [T—(ﬁﬂmf(l). (2.21)

Proposigao 2.9. Considere que f € C'[0,1]. Entdo o sistema (2.19), possui equilibrio

2
nao trivial se Ry > 1. Alem Disso se %T]; < 0 este ponto é tnico.

Demonstragao. Se existem individuos infectados no sistema (2.19), isto é I # 0, apos

somar as duas equagoes do sistema obtemos;

s—r_ P, (2.22)
Substituindo (2.22) na segunda equacao do sistema (2.19), obteremos
A B+u
T—\——|I|f)=1 2.23
(B+u)[ (55w (2.23)

Chamaremos o primeiro membro da equacao (2.23) de h(I) e mostramos que admite uma

raiz I, tal que 0 <7< 1.

De fato, Observe que f(I) >0 e f(0) =0, por hipotese e temos;

h0)=0 e h(=*—T)=0

B+u

ou

h(I) >0 para I¢ [o,(ﬁ)T]

A derivada de h(I) é dada por;

=)+ [T - (] (2.24)

1. h(0)=0 e h(z~T)=0,

2. 94(0) = (5A)T9(0) > 1. Pois Ry= 4% > |
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h(n) T

T/ (a+B)

Figura 2.5

32

O que implica que o grafico de h(I) e de I tem pelo menos uma intersecgdo entre

(0, ﬁT) Como por hipotese

neste interseccao é tinico.

Exemplo 2.10. Considere;

Obtemos,

além disso

of v - *f -y
W_TET >0 e

0’ f
ﬁ<0
fh=1-cF
f(0)=0

21 12°¢

Equilibrio endémico serd zero da equagao (2.23).

(B+wu)

U

T <0

A [T—ﬁﬁ+“540—e?)

(2.25)
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em que;
of Y
=7
entao
dh A Y Ay
—0)=5—|T-0| ==
a1 +u[ ]T B+u 0
Portanto, se
dh
Ro=—=—(0)>1
0 (91( ) >
Temos um ponto de equilibrio endémico, e se
dh
Ro=—=—(0) <1
0 81( ) <

nao existe ponto endémico.

Em seguida analisaremos alguns modelos para a fungao de interacao.

2.7 O Modelo SIR com Termo de Interacao Definida

Neste modelo consideramos as mesmas hipoteses do modelo anterior (2.15), porém
;—”. Assim temos o modelo SIR da seguinte forma

com a incidéncia da forma f(I,) =

Sn+1 =S5,+ ‘UTn — A%In — ,LLSn

In+1 :In‘f‘ASTZIn_uIn_BIn (2‘26)
Rn+1 =R, + Bln - .URn
Com coeficientes
w,A,B>0 e h(I) que sera dado por,
A
_(BER)y, (2.27)

1
"= "

e a reprodutibilidade basal sera dada por,

Il
QJlQJ
~| S
—
=)
~—
Il
=
o
=

Ro
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2.7.1 Pontos de Equilibrio

Para calcularmos os pontos de equilibrio do sistema (2.26), assim como na se¢ao an-

terior, consideremos o seguinte sistema;

Syt = Sy uT — 2l g
SRR (2.28)
L :1,1+“szf—u1n—ﬁln
Se (8,7) é um ponto de equilibrio do sistema (2.28) Portanto teremos;
T2 us=0
S (2.29)
AL ui—BI=0

Proposicao 2.11. Se Ry <1 entao o sistema (2.29) admite um tnico equilibrio chamado
de equilibrio livre de doenga dado por Ey = (T,0). Caso contrario o sistema admite dois

pontos de equilibrio, equilibrio livre de doenca e equilibrio endémico dado por

_ T n Ryp—1
EV-(m’EﬁﬂﬁﬁﬁT)-

Demonstrag¢ao. Da segunda equagao do sistema (2.29) resulta
I=0 ou % =B+ u.

No caso I =0, temos o primeiro ponto de equilibrio (equilibrio livre de doenga),

Ey = (T,0). (2.30)

Para este ponto de equilibrio nao teremos infectados e todos os individuos sao suscetiveis.

Caso contrario, teremos

_BHu
§=——T. (2.31)

Substituindo (2.32) na primeira equagao do sistema (2.29) encontraremos

_uT B+u
1_———(——7—)

B+u
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Sabendo que
_ A
Ro=3%p

(T B (Rl
E1_<R0,ﬁ+u( e )T) (2.32)

Observamos que quando Ry > 1, temos um valor positivo para o nimero de infectados

obtemos

e, portanto, existe o segundo equilibrio (E}), e o caso contréario quando (Rp < 1) somente

temos equilibrio livre de doenca (Ep). O

2.7.2 Analise de Estabilidade dos Pontos de Equilibrio

O sistema (2.29) possui dois pontos de equilibrio (solugoes) (2.30) e (2.32). A anélise
de estabilidade dos pontos de equilibrio é feita a partir da matriz Jacobiana do sistema

(2.29). Se considerarmos f(S,1) =S+ uT — % —uS eg(S,I)=1+ % —ul — BI entédo

teremos;
af df _M —AS
J— | ds ar | _ i T
dg dg A AS
s a F R i

Sabemos que um ponto de equilibrio é estavel se, todos os autovalores da matriz Ja-

cobiana possuirem médulo menor que 1. Desta forma temos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.12. O ponto de equilibrio Ej sera estavel se Ry < 1 e sera instavel se

Ry > 1.

Demonstragao. Para analisarmos a estabilidade da solugao Ey = (7T, 0) usaremos polinémio

caracteristico da matriz jacobiana neste ponto, que é dado por:

1—u —A

J(T,0) =
,0) 0 1+A-B—u

O polinémio caracteristico sera
PX) = (1—u—X)(1+A—B—p—X) =0,

Observamos que este polindmio caracteristico ¢ o mesmo do modelo (SIS), O
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portanto o resultado segue na forma analoga.
Proposicao 2.13. Se Ry > 1 e entao E| é um ponto critico localmente estavel.

Demonstracao. :

Para analisarmos o comportamento da solugao

_(u+PB i Ro—1
El_( v Bral Ry >T)

calculamos o determinante da matriz jacobiana no ponto E; obteremos:

Bl)—u—x T
det[J(E; — XI] = ljw L
(B ) I+&-B-u-X
com
A
Ro= "0

simplificando a matriz obteremos,

I—uRy—x Z

det|J(E; —XI| =
URo—p  1-X
portanto teremos o seguinte polindmio caracteristico,

P(X)=X?+(uRy—2)X +1—uRo+ui —

com autovalores,

_ _ [2R2_ 4k
X172: (URo—2)%/H>RE—4Ap A+ Ry

2

Para demonstrar que autovalores em modulo possuem valor menor que um, analisaremos

os Lemas a seguir.

Lema 2.14. Se Ry>1 e O<pu , A <1 entao;

2R3 —4pd + %2 < 2R
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Demonstracao. A demonstracao da lema é direta, pois pela hipétese como Ry > 1 entao

4ui

Lema 2.15. Se Roy>1, O0<pu,A<1 e ,qu%—4[.L7L+%>O entao

|X172’ < 1.

Demonstracao. De fato pela lema anterior temos;

“URy < \/u2R3 —4ud+%2 < R

se dividirmos todos os lados da desigualdade por dois e somarmos —(%) obteremos.

I —uRy<Xjp <1
Analogamente se subtraimos —(%_2) obtemos;

1 <Xjp<uRp—1.
em que para Ry < % ~ 2 x 10° temos,

-1 <Xp<1

isto é,

|X1,2| < 1.

Portanto o ponto de equilibrio

_(ntB K Ro—1
E1_<( LAY N )T)

serd estavel para Ry > 1.

Lema 2.16. Se Ry>1,0< i, A <1 e >R} —4pl + %2 <0 entdo;

|X172| < 1.
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Demonstracao. De fato teremos,

f(uR072)ii\/fu2R%+4ulf%

Xip= 5
Portanto
X12X12= —(“RO4_2)2 - % + # — @7
ou seja,

X1/> = 1— Ry — & + A
Sabendo que A <1 e Ry > 1 entao;
A <R()—|—Rio,

se multiplicarmos por u e somarmos um dos dois lados da desigualdade teremos o resul-

tado desejado. n

Pelos resultados dos trés lemas apresentados, podemos terminar a demonstragao da

proposigao (2.5) e obtemos o ponto de equilibrio E; um ponto de equilibrio estavel. [
No caso Ry < 1 usaremos os mesmos lemas anteriores para Ry < 1 e obteremos;
|X172| > 1.

Assim podemos concluir que o ponto de equilibrio E; é uma solucao instavel para Ry < 1.
A analise feita pelo modelo (2.26) nos produz os seguintes resultados mostrados na

tabela abaixo;

Reprodutividade basal | Ponto de Equilibrio | Ponto de Equilibrio
Ry Ep Trivial E; Nao Trivial
Ry <1 Estavel 3
Ry >1 Instavel Estavel

Tabela 2.4 Resultados obtidos para modelo (2.26)



CAPITULO 3

Modelo SIR Discreto com Estrutura Etaria

Neste capitulo, criamos um modelo SIR com estrutura etaria. Tal modelo seré criado de
forma a incorporar o modelo de crescimento populacional de Leslie (ver apéndice A) e o

modelo SIR discreto estabelecido no capitulo 2.

3.1 Introducgao

No caso da maioria dos modelos de crescimento populacional, a taxa precapta de
nascimento esta relacionada de alguma forma com a populagao total. Entretanto, os gru-
pos da populacao que participam na reproducao sao aqueles que atingiram a maturidade
sexual e tém a capacidade de reproducao. Portanto, o nimero de recém nascidos esta
relacionado ao niimero de individuos capazes de produzi-los.

Temos ainda que (fato que nao seré considerado aqui) a taxa de crescimento nao é
constante para todas os individuos em uma determinada faixa de de fecundidade.

Embora existam muitos antecessores em respeito do estudo da dinamica de populacao
com estrutura etaria, um importante método para lidar com esse problema é atribui-lo a

Leslie (1945-1948)(apéndice A).

3.2 Conceitos Basicos em Estrutura Etaria

Vamos supor que a idade méxima em anos atingida para uma comunidade seja de
® anos. Consideremos a populagao dividida em @ faixa etérias, cada uma com um
ano de duragao. Dessa forma, o modelo considera uma comunidade dividida em trés

compartimentos nao interceptantes S}, I}, R!, que sao, respectivamente, a distribuicao

39
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etaria dos individuos suscetiveis, infectados e recuperados no instante do tempo n e idade
i.
Desta forma no ciclo de vida de um individuo consideraremos duas varidveis, Tempo

(n) e idade (i)

tempo(n) 1 2 n

idade(3) 0 1 o-—1 0]

Conhecendo a quantidade da populagao em cada faixa etéaria no instante inicial n = 0,

podemos entao definir respectivamente a distribuicao etaria para os trés componentes,

Ccomo
So = (53,55, .-.,59),
Io=(I},13,....10),
Ro = (R},R},....R?)
(§

Sy = (S} 82,...,89),
L= (I}12,..,I?),

n»nn:

R, = (R.,R2,....R®).

n

Aqui, S}, , I}, e R, sao nimeros de suscetiveis, infectados e recuperados na faixa etéria i e

no tempo n. Assim a populacao total de cada faixa etaria sera
T,= (T, T?, ..T%),
em que

Ti=S +I'+R, para 0<i<®
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representa a populacao total. Na figura abaixo podemos ver esta distribuigao total

em relagao ao tempo.

Tempo : n nt1 n—+K
| | | |
I I 1 I
Tn1 Tnl—i-l T”1+ K
2 2 2
Tn Tn+1 Tn+K
Total da populacao : T3 Tn3Jrl Tn3+1(
an Tn(i)i-l Tn({)H('

3.3 Taxa de Contato e Forca de Infeccao

A relagao de taxa de contato entre os individuos de uma comunidade (entre os compar-
timentos suscetiveis, infectados e recuperados) é complexa. Uma hipotese mais simples é
dada pela encontro aleatério entre os individuos suscetiveis e infectados distribuidos de
forma homogénea em uma populagao. Desta hipotese resulta que a incidéncia é propor-
cional ao produto da quantidade dos individuos suscetiveis e infectados, ou seja, a lei de
acao das massas ¢ valida.

Esta lei fala da proporcionalidade entre a incidéncia dos casos de infeccao e a quantidade
de individuos suscetiveis r infectantes. Dividindo-se o niimero de incidéncia pelos indivi-
duos suscetiveis, encontraremos a incidéncia percapta que depende apenas a quantidade
de individuos infectados que é chamada de forca de infeccao. A taxa de contato é vista
por este prisma como a constante de proporcionalidade entre incidéncia e o nimero de

individuos suscetiveis e infectados. Definiremos a forca de infeccao por
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(0]
A=Y B

i'=0
Na equagao acima f3 i ¢ a taxa de contato entre individuos suscetiveis e infectados, w é a
longevidade e I,’,Z ¢ o nimero de individuos infectados da idade i’ no instante n. A forca de
infecgdo A mede o risco de infecgdo a que individuos suscetiveis estdo submetidos devido

a carga virdtica expelida por todos os individuos infectantes. Assim,
i+1 qi+1 i qi
A’n Sn - )'nSn

¢ o numero de novos casos da infeccao entre os individuos suscetiveis localizados entre

idade a e a+ 1 por unidade de tempo. densidade de incidéncia é dada por

w
28, =5, Y B

=

Logo a incidéncia total é dada por

@ .. @ ® . PR
Y Aisi=Y Y s
i=0 i=0{'=0

que representa a soma dos novos casos de infeccao em todas as idades por unidade de
.y - N . . . .
tempo. A taxa de contato B** é uma funcao de transferéncia de uma doencga dos indivi-

duos infectados na idade i para os individuos suscetiveis na idade i.

Se a taxa de contato ¢ um valor constante para todas as idades i e i/, isto é
.o
L _— R/
ﬁ = ﬁ )
entao a forca de infeccao também sera constante em todas as idades e dada por

o
Am)=B"Y I,
=0
3.4 Equacgoes e Condigoes de Validade

Para formulagao do modelo estruturado, consideremos os seguintes parametros

Si: namero de suscetiveis na faixa etéria i no instante n.

I: nimero de infectados na faixa etaria i no instante n.
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R!: ntmero de recuperados na faixa etaria i no instante n.

T!=S! +1I + R = total de populacio na faixa etaria i no instante n.

Desta forma se somarmos todas as idades, teremos o nimero total de individuos em

um compartimento, Assim

(0] (0] (0] w
So=Y. S =Y 1L R=YR eT,=)T,
i=1 i=1 i=1 i=1
representam o nimero total de individuos em cada compartimento. Definiremos os vetores

S:n = (S,ll,S%,...,Sg)), Zl = (11 Iy Iy) e I_én = (R,ll,R%,...,R,?).

nytnyooin

Alguns dos coeficientes também serao considerados com distribuigao etaria, a saber
e F'= fecundidade na faixa etaria i,

e u‘= mortalidade na faixa etaria i,

e P'=1—u' — sobrevivéncia na faixa etaria i.

Os demais coeficientes permanecem constantes para cada faixa etaria, ou seja, a doencga

nao diferenciara individuos de faixa etérias diferentes. Dito isso, as equacoes do modelo

sao:
Sy =F'T!+ .+ FOT®
I}iﬂ =0 (3.1)
1
Rn—|—l — O’
e?

St = Pisi — 2hpig

IIYh =PI+ 2 pisi — BPIL (3:2)
RN = PRI+ BILP Para 1 <i< .

A primeira equagao no sistema (3.1) representa nascimento de novos suscetiveis a
partir da presenca de fecundagao, a segunda e a terceira equagao deste sistema de fato

nos apresenta imunidade por infecgao vertical, considerando as hipoteses do modelo. O
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sistema (3.2) incorpora dindmica vital e dindmica de infec¢gdo no modelo [26].

Para que as equagoes tornem-se validas do ponto de vista biologico é necessario garan-

tir que

0<S IR <TiVn,i.

n»“n’

Assim teremos o seguinte lema:

Lema 3.1. Para que as solug¢ées do sistema (3.2) estejam na regido positiva do plano de

fase entao os parametros devem satisfazer as seguintes condigoes;

0<F' <I,
0<A <,
Demonstragao. De fato isto a partir da primeira equagdo do sistema (3.2) obtemos
Sit = Pisi — 2hpigi >0
logo,
Al
7 <1

Segue o resultado.

3.4.1 Modelo de Leslie

O modelo de Leslie é baseado em uma populagao com estrutura etaria onde este

modelo é descrito a partir das seguintes observagoes:

e O nitimero de suscetiveis na faixa etéria 1 no instante n é igual a soma dos nimeros

de nascidos em cada faixa etéria entre os tempos n—1 e n. Isto é:

St =(F'S! | F?S% |,...,F®S? )

n—1> n—1s-*

em que; F' é o valor de fecundidade na faixa etéaria i
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e O ntmero de suscetiveis na faixa etaria i+ 1 no instante n é igual ao produto da
fracao de suscetiveis da faixa etéria i que sobrevive e passa para faixa i+ 1 pelo

numero de suscetiveis na faixa etaria i no instante n. Isto é

Siill =P's,

em que; P! se refere aos sobreviventes da faixa i que passa para a faixa i+ 1.
Neste modelo, se somarmos todos os componentes Sﬁl i1 I}; 1€ R; 41 obteremos;
T, =F'T. +..+F°T?

n+1°

i+1 _ pipi
T = PIT.

Com estas informagoes, matricialmente obteremos um sistema interativo que é repre-

sentado como

Too1=LT, n=0,1,2,... (3.3)

em que L é a matriz de Leslie (apéndice A) representada por

FF b F - Fy
Pl 0 0 -~ 0
L= 0 P2 0 -~ 0
0o 0  pol 9

A equagao (3.3) produz a dindmica da distribuigao etaria da populagao. Féacil ver que
detL = (—1)°t FuP\Py...Py 4

Entao se as sobrevivéncia (P;) e fecundidade da tultima faixa etaria forem diferentes de
zero entdo a equagao (3.3) certamente ¢ um fluxo [20], [14]. De fato isso é importante pois
se a matriz L fosse singular (detL = 0) ent@o pela equagao (3.3) temos que a distribuigao
etaria da populacao no futuro, mas nao pode dizer nada sobre o passado da populagao.
A equacao (3.3) implica que, se a distribuigao etaria da populacdo é conhecida no tempo

inicial (n =0) entao distribui¢ao de idade ap6s n+ 1 tempo sera
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Tn—l—l = Ln+1 TO.

L1 é a n+1 poténcia da matriz Leslie com n=0,1,2,3,... Portanto se a distribuicao é

conhecida no tempo n podemos determinar a distribuicao inicial como;
To=L"T,.

Observamos que a distribuigao etaria independe das questoes epidemioldgicas do mod-

elo e além disso, se somarmos T, =Y T! |, obteremos

+D
w . . a) . .
T =Y F'T,+) PT,
i=1 i=1
e assim, obteremos
Tn+1 == (fn +§1)Tn == (1 +ﬁn _.En)Tn-

em que F,, P, e I, sao a fecundidade, a sobrevivéncia e a mortalidade médias da populacao
respectivamente, ponderadas pelas populagoes por faixa etarias respectivamente. No caso
que as populacoes etarias nao variam, Fy,, P, e I, serao considerados constantes. Também

observamos o caso em que F, = lI,, o T, ser4 fixo.

3.4.2 A Matriz de Leslie

Nas implementagoes numéricas do modelo simples, foi utilizado o intervalo entre os
instantes n e n+1 das iteragoes corresponde ao tempo de 1 dia, aqui também foi feito
o mesmo, mas isso se reflete também na faixa etaria. Cada faixa etaria coresponde a
1 dia. Deste modo, se consideramos que uma populagao vive até 100 anos de idade,
teremos @ = 36500 faixas etarias. Assim é necesséario determinar taxas de fecundidade e
de mortalidade diarias. O problema que enfrentamos entao é, dado uma matriz de Leslie
L100x100 correspondente as fecundidades e mortalidades anuais, como encontrar uma nova
matriz de Leslie L3gs00x36500 correspondente as fecundidades e mortalidades diarias
Consideramos;

T!= popula¢do na faixa etaria de i dias, 1 <i < 36500,
t! = populacdo na faixa etaria de i anos, 1 <i < 100,

Fi= fecundidade diaria na faixa etéria i, 1 <i<36500,
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fi= fecundidade anual na faixa etaria i, 1 <i < 100,
P'= sobrevivéncia diaria na faixa etéaria i, 1 <i < 36500,
p'= sobrevivéncia anual na faixa etaria i, 1 <i < 100.
Se inicialmente temos a populagao ja estudada como taxas anuais, temos Tn+365 = (T, Vn.

Queremos encontrar L de modo que 7,1 = LT, Vn, com:

fril _ Tn365(i—1)+1 _|_Tn365(i—1)+2+._'+Tn365i7; 1<i<100 (3.4)

e expressar f em termos de T através de uma matriz S100x36500 que soma os coeficientes
de T, de 365 em 365
L1 = ST, Vn. (3.5)

Suponhamos que ja tenhamos a relagao acima para n = ng. Para que o mesmo acon-
teca para n = ngy3es (e dedutivamente para todo n) devemos encontrar L de modo que
¢S = ST365. Esta relacao coresponde a versao matricial do problema. (Onde / e L sao ma-
trizes de Leslie). Consideramos Tn—H = AT, Vn, onde A representa crescimento diario da
populacio dado por A = F + P (o fator de crescimento anual devera ser 136%). Neste caso

o método para determinar a fecundidade e sobrevivéncia diarias é dado por algoritmo

e Comecamos com f e P.

1365

e Determinamos e fp a partir das equacoes A = F +P e tl’jfll =Pirletl = A363¢i

e Interpolamos 7, e obtemos 7. Assim teremos T, normalizando 7, de modo a obter

a mesma populacao total.

i+1
- B - ~ e i+l _ pidi i+l _ piid o pi — 3 Lo
e Determinamos P a partir das equagoes: =P, =Pt eP = QLTO,-.

e Determine F a partir da equacdao A = F + P.

e Interpolamos f e obtemos F’. Assim teremos F normalizando 7 de modo a obter

a fecundidade média F.

Assim obtemos F ,I3 e Ty de modo a podermos montar L respeitando as condigoes (3.4)

e (3.5).
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3.5 Comparagao do Modelo Simples com a Matriz de Leslie

[0

Se somarmos os S, = Z St I, = Zl’ eR,= ZR,,, e as equagoes (3.2) encontramos :
i=1

Sui1 = PSS, — 2 PSS, + BT,
Iyt = Pl + 5 PYs, — BPLI, (3.6)
Rus1 = PRy + BRI,
em que P> Pl PR ¢ F, sdo respectivamente médias de sobrevivéncia por faixa etéria,
ponderadas pelos i , I' e R Isto é:

pS __ Zz ][71 Dl Z 1[71 n DR __ ZiwzlpiRiz o ,(i]FtTr:
pS =TS pr_ Eoeh pR_ LEgpf o g BEATL

n

Podemos ver as seguintes diferencas entre estas equagoes e as equagoes de modelo simples;

e Em modelos populacionais nao estruturados nos podemos assumir (P =P, = ... =

Py=1—u) e portanto (PS> =Pl =PR=1—p) e (F,=pu).

e Os coeficientes nao sao constantes. Apesar disso, os testes numéricos nao apresen-

taram grandes variacoes qualitativos nos resultados.

e A presenca de P em mais locais das equacdes. Tal diferenca se deve a uma escolha,

de fato o modelo poderia ter sido formulado sem a presenca dos p' nos termos

M" P3S, e BP!I, das equacgoes do modelo, mas este escolha sera ttil para simplificar.

3.6 Distribuicao Final dos Recuperados

Além da anélise da infeccao como funcao do tempo, o modelo permite a anélise da

infecgao como funcao da faixa etaria.

Teorema 3.2. Considerando que, a doenca esteja em equilibrio, ou seja, (§n+1 ,7n+l,l_én+1) =
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-

(S"n,ln,l_én) = (§j,fé) Vn entao;

. i . i . i .
emque,l//:%, ss=5 =L ¢ /J=K >0,

49

Demonstracao. Considerando que a populacao esteja em equilibrio de proporgoes etarias

e com fator de crescimento 1, ou seja, T,,H =7T,=T Vn e também que a doenca esteja

em equilibrio, segue que:

S'=FIT! + . 4+ FOT®
'=0

R'=0

1 pici M pici
SH— = PiSt — TPlSl
Ii-l-]:PiIi_’_%Pisi_BPili

R+ = PIRI 4+ BPIT Paral <i< .

Ja temos que T = PT!. Seja

i S I i _ R .
= t'=mer =5 com i>1.

s
portanto a total populacao é
ss+ti+r=1 i>1.

Dividindo as equagdes do sistema (3.9) por T"! = PT, obtemos:
S = BS (1 - AL
T+l — pTi T
Ii-H Pi : Al ci
T = ﬁ<(1 —ﬁ)l’+7S‘>

i+1 P -
T = (R + BI)

(3.8)

(3.9)

(3.10)
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[0
No equilibrio assintético teremos que I = Zt’ é constante. Considerando ’% =y
i=0
temos;
it — si(l _ l/’)
£+ = (1 B)ri + ys' (3.11)
Pt = Bl 4yl
Podemos agora resolver as recorréncias a partir das condicoes iniciais s' = ;—11 =1,
t' =0 e r' =0. Iterando a primeira equacao obtemos
st =1 —y) Vi>1.
Se dividirmos a segunda equacio por (1 —B)*! e consideramos
Uit = m, (3.12)
obtemos; .
. ; st
Ut =U 4 3.13
g 19

Iterando U’ e somando o expressao obtida chegaremos a
1 = e (1= BY = (1= y)').
Do fato de que s' +t'+r' = 1 obtemos
A= 1= (1= ) = e (1= B = (1 9)).
obtermos a solucao assintotica quando n — oo dado por
Si-l—l — (1 - ‘l/)l
i+l _ Y CRY (1 — )i 14
1= G (=B = (1—y)') (3.14)
(19— 2 (1 BY — (1 ).

ri—i—l —1—

]

Resta nos determinar o valor de v = ’ITI Para tanto precisamos do valor de I no

[0
equilibrio mas I = Zt’
i=0
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Observamos neste sistema que s' — 0, — 0 e ¥ — 1 quando i — co. Este é exatamente
o comportamento esperado, pois a chance de uma pessoa estar imunizada aumenta com
a idade.

Assim noés temos a distribuicao final de suscetiveis, infectados e recuperados depen-

dendo somente de dois parametros: () taxa de recuperagao, e Yy = AT

3.7 Idade Média de Aquisicao da primeira Infeccao

As intervengoes ambientais podem levar no futuro préximo a uma diminui¢ao na in-
tensidade de transmissao da doenga e a um aumento na idade média da primeira infeccao.
Isto tem implicacOes na area de saude publica, uma vez que a Hepatite A pode se apre-
sentar sob formas mais graves na idade adulta ou Rubéola que transforma em Rubéola
congénita nas mulheres gravidas, nesse contexto, programas de vacinacgao especificos po-

dem ser necessarios.

A idade média em que se adquire a doenca é inversamente proporcional & incidéncia da
doenga. Por sua vez, a vacinacao ocasionard reducao da incidéncia que causara aumento
da idade média de aquisi¢ao da doenga (ou seja, com menos agentes que causam a infecgao
por decorréncia da vacinacao, as pessoas em geral demorarao mais tempo para serem
contaminadas), que seré analisada no proximo capitulo. Observamos também que a forga

de infeccao esta corelacionada & idade média de primeira infeccao.

Definigao 3.3. Denotamos a idade média de Primeira infec¢ao com a(n) e definido por
o .
Y is,
_ =l
@ .
XS,
i=1

Teorema 3.4. A expressao do valor da idade média de aquisi¢ao da primeira infec¢ao

a(n) (3.15)

sera de
(@ DAY(1—A) + (1 - A®)
aln) = (1—A)(1—Ae-T) ’

(3.16)

em que A = —%
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Demonstracao.

am:EL——f—. (3.17)

Podemos escrever

7 L0
- .:O
a(n) = — 5
(1-y)’
i=0
considerando A =1 — ¥ obtemos
d S
v LA
_ i=0
aln) = -
YA
i=0
e usando,
o 1 _Aa)+l
-1
i=0 1-A
obtemos
_ —(0+1DA?(1-A)+(1-A?)
= 1
atn) (I—A)(1—A®T) (3.18)
A
onde A=1-— T[

pois A< 1 e ®=36500. Logo a(n) ~ %

Observagao 3.5. Para ® muito grande a(n) ~ #

tem dimencao de tempo

3.8 Simulacoes Numéricas

Nesta segao, serao realizadas diversas simulagoes de modelo epidémico com os paramet-
ros A e B conhecidos. os pardmetros utilizados sdo A = 0.375, B =0.1428 com a taxa de

fecundidade F = 0.0002 concentrado na faix etaria de idades ente 15 (F;) a 30 (Fy).
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Municipio Populacao
Olinda 375.559
Caruaru 314.951
Paulista 300.611
Petrolina 294.081
Cabo de Santo Agostinho | 185.123

Tabela 3.1 Lista de alguns municipios de Pernambuco e populagao (2010) [19]

Na Tabela (3.1) e apresentada a populagdo em alguns municipios de Pernambuco.
Baseado com esta tabela Considera a populacao total de um municipio de 300.000 habi-
tantes. Com este hipotese que todos os individuos sao suscetiveis no inicio da simulacao.
Consideramos a populacao total (T) constante isto é, a taxa de natalidade e mortali-
dade é igual para todo tempo n, como uma fungao exponencial exp(—0.00000014 %) com
n=20,1,...,36500, e um tempo de simulacao de 100 anos.

A simulagao comega com um tunico individuo infectado na idade 15 anos. E através
do modelos (3.8) e (3.9) ela mostra as variagoes dos individuos suscetiveis, infectados
e recuperados durante 100 anos e também mostra o nimero de individuos suscetiveis,
infectados e recuperados com seus respectivos idades apos 100 anos. Estes resultados nos
apresentam informacoes sobre o nivel de doenca e a faxe taria de idade onde possui a

intensidade maior de infecgao.

O algoritmo para a simulagao é da seguinte forma:

1. Seja n =1 o inicio da simula¢ao. Sabemos que toda a populacao é suscetivel.

2. Através do sistema (3.8) (modelo de Leslie) encontramos S'(1), I'(1) e R'(1) [em

que (S'(n)) é a suscetiveis de idade i em tempo n.

3. Através do sistema (3.9) que é dindmica vital e dindmica da infecgdo no modelo

encontramos S7T1(1), I'*1(1) e RF1(1) através S(1), I'(1) e Ri(1) respectivamente
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e as taxas de transicao de infeccao, recuperacao e natalidade.
4. este simulagao continua até n = 36500.

Uma estimativa importante para se fazer durante a modelagem de epidemias é a
estimativa da taxa de reprodutibilidade basal. Tal taxa, conforme ja dito, é o nimero
esperado de casos infectados secundérios que um caso infectado primario pode produzir
numa populagao totalmente suscetivel. Consideremos a taxa de reprodutibilidade basal

deste modelo como:

A
n+p

Temos o interesse nesta medida devido ao fato que, para grandes populagoes, grandes

Ry

epidemias ocorrem se, e somente se, Ry > 1 .

Em nossos resultados através destas simulacoes temos informagao sobre a idade média
de primeira infec¢ao que sera apresentado nos graficos abaixo.

Iniciamos as simulagoes considerando toda populacao suscetivel exceto um individuo

infectado com idades 15 anos. Apods 100 anos temos os seguintes resultados.
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NUmero de recuperados apos 100 anos
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Figura 3.2 Numero de Suscetiveis, Infectados e Recuperados apds 100 anos



CAPITULO 4

Efeito da Vacinacao no Modelo Epidémico SIR

Discreto

Neste capitulo, usamos o modelo epidémico SIR discreto. Considerando a taxa
de contato constante para todas as idades e sem nenhum tipo de heterogeneidade. Apli-
caremos uma vacinacao da forma continua (vacinagao constante) e em tempos periodicos
afetando somente uma fragao de total populagao suscetiveis (vacinagdo em pulse), Uma
analise qualitativa do modelo é feita determinando-se seus pontos de equilibrios e a esta-
bilidade destes pontos. Mostramos que sobre um regime de vacinagao em pulso o sistema
converge para uma solucao estavel com ntmero de individuos infectados igual a zero.
Também mostramos que a vacinagao em pulsos leva a diminuicao das epidemias se cer-
tas condigoes a respeito da porcentagem da populagao vacinada e o periodo entre as

campanhas de vacinagao foram respeitados.

4.1 Introducao

Historicamente, as doencas infecciosas tém sido uma das principais causas de mor-
bidade e mortalidade. A melhoria das condi¢oes de saneamento e de vida sao alguns dos
maiores fatores de reducao da incidéncia de doengas infecciosas. Mas outra intervencao
que tem impacto em escala global é a vacinacao.

No final do século XVII Edward Jenner (1749 -1823) naturalista e médico britanico
que clinicava em Berkeley, ficou conhecido pela invenc¢ao da vacina contra a Variola (a
primeira imunizacao deste tipo na histéria). Em 1956, a organizacdo mundial da satde
(OMS) realizou grande esfor¢o para erradica¢ao dessa doenga. Em 1982, a OMS declarou

oficialmente a erradicacao global de variola (200 anos ap6s descoberta da primeira vacina).

57
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Posteriormente, durante o século XX, foi desenvolvida uma variedade de outras vaci-
nas contra doengas infecciosas. A importancia do uso da vacinagdo como forma de pro-

tecao contra muitas doengas pode ser fundamentada em duas vertentes:
e A diminuigao de novos casos de doengas infecciosas;
e O baixo custo da vacina comparado ao tratamento da doenca.

Em muitas situagoes, deseja-se induzir uma protegao contra um agente patogénico, nao
somente para poupar os individuos isoladamente contra as formas graves da doenca, mas
tendo também como objetivo o controle da doencga na comunidade. Para tanto, buscam-se
estratégias de vacinagao que melhor respondam quanto a erradicacao ou manutencao da
prevaléncia da infec¢ao em niveis baixos, toleraveis. Portanto, uma melhor compreensao
dos efeitos que uma vacinagao pode produzir na coletividade deve ir além do conhecimento
biologico da interacao vacina-individuo. Uma estratégia de vacinagao deve também levar
em consideracao o quanto uma populagao necessita ser vacinada para que a cadeia de
transmissao da doenga venha a ser interrompida. Os modelos mateméaticos sao de grande
utilidade no sentido de fornecer subsidios para responder a esta questao, visto que os
experimentos em campo nao sao possiveis de serem realizados.

A vacinagao pode fornecer tanto a reducao direta do risco de infeccao quando toda
a populagao é vacinada, como a indireta, por meio da vacinacao de uma determinada
proporcao, reduzindo assim o risco de infeccao também para os nao vacinados. Esta
protecao indireta produz um aumento no intervalo epidémico e, portanto, um aumento
também na idade média de infecgao[26].

A necessidade de proteger individuos contra uma infeccao surge mesmo quando uma
doenca independentemente de sequelas. Por exemplo, a Rubéola mesmo que seja uma
doenca benigna, quando infecta mulheres gréavidas pode resultar em maformacao con-
génita na crianga, apresentando sequelas como a surdez. Da mesma forma, o sarampo
pode ser considerado uma doenga benigna, porém em criangas mal-nutridas pode levar a
morte. Portanto, a imunizacao nao somente evita formas graves da doenca, como tam-
bém transfere os individuos suscetiveis diretamente para o compartimento dos individuos
recuperados, quebrando a cadeia de transmissao da doenca.

Atualmente, as orientacoes em diversas areas do mundo para imunizagao contra o
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sarampo recomendam uma primeira dose de vacinagao ao 15 meses de idade e uma se-
gunda dose em torno de 6 anos [18]. Recentemente, uma nova estratégia de vacinagao
contra o sarampo, a vacinagao em pulso, foi proposta. Esta politica baseia-se na sugestao
de que o controle de epidemia do sarampo pode ser mais eficiente quando o processo
natural temporal da epidemia é antagonizado por outro processo temporal [1],[21]. Os
resultados tedricos mostram que a estratégia de "vacinagao em pulso"pode distinguir as
estratégias convencionais de lideranga para a erradicacao da doenca em valores relativa-
mente baixos de vacinagao [1]. Em contrapartida, prevé-se que estratégias de vacinagao
convencional conduzem a erradicagao da epidemia, se a proporc¢ao dos individuos vacina-
dos com sucesso é maior que um certo valor critico.

Um exemplo de aplicacao desta estratégia foi no Reino Unido, onde, em novembro de
1994, foi oferecido um tinico campanha de vacinagao em pulso para criancas com idade de
5 a 16 anos, sob a forma de uma combinacao das vacinas de sarampo e rubéola. Cober-
tura de 90 porcento ou mais foi atingida em 133 de 172 autoridades distritais de saude,
e a cobertura média na Inglaterra e Pais de Gales foi de 92 porcento. Como resultado
desta politica, o nimero de casos de sarampo notificados ao Servico da Populacao dos
Censos e Inquéritos caiu significativamente. Como consequéncia, verificou-se que a vaci-
nacao em pulso de todas as criancas em idade escolar teve um efeito significativo sobre
a transmissao do sarampo desde ha varios anos e impediu uma parcela substancial de
mortalidade [5].

No entanto, algumas questoes podem surgir em relagao ao impacto esperado da es-

tratégia.

4.2 Forca e Idade Média de Aquisicao da Primeira Infeccao

Nesta parte introduzimos campanhas de vacinagdo no modelo (2.15). Inicialmente
para obtermos um modelo mais simples, aplicamos uma vacinagao do tipo constante em
individuos suscetiveis. A partir do modelo obtido podemos estudar os efeitos de uma
estratégia de vacinacao em uma populagao.

Sabemos que qualquer perturbacao no sistema agente-hospedeiro, tal como a vaci-
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nagao, pode resultar em oscilagao na forga de infecgao [21]. Mesmo que a incidéncia da
infeccao em média seja menor em uma populacao vacinada quando comparada com a
mesma populacao antes da introducao da vacina, as oscilacoes induzidas pela mesma po-
dem resultar, esporadicamente, em picos de epidemias. Entretanto, a diminui¢ao substan-
cial na forca de infeccao, que é um dos efeitos desejados quando da aplicagao de vacina,
¢é alcancada. Esta diminuicao na forca de infecgao eleva a idade média de aquisi¢ao da
primeira infecgao [18].
De fato se consideramos a forca per capita de infec¢ao como,
A= %

que representa a taxa de aquisicao da doenga numa populagao constante entao % repre-
senta a idade média da primeira infeccao ou tempo médio de espera no compartimento
suscetivel antes de adquirir a doenga. Agora temos que, um programa de vacinagao tende
a reduzir o nimero de infectados, logo reduz A e consequentemente aumenta o valor de
idade média da primeira infecgao.

Para muitas doengas infecciosas este fenémeno praticamente é de nenhuma importan-
cia. Mas, se a vacinagao tem por objetivo o controle da Rubéola, entao o aumento na
idade média de aquisicao da primeira infeccao pode resultar na elevagao do nimero de
casos de mé formacao fetal, a chamada sindrome da Rubéola congénita (SRC), quando
a infeccao ocorre nas gestantes durante o primeiro trimestre de gravidez. No proximo
capitulo estudaremos com mais detalhes a doenca Rubéola, as campanhas de vacinagao

e seu efeito no Brasil e no mundo [21].

4.3 A Reprodutibilidade Basal

Para erradicar uma doenca podemos reduzir ou eliminar a incidéncia de infecgao,
mesmo quando apenas parte da populagao recebe o tratamento. Um efeito direto de vaci-
nacao é que aqueles individuos que foram vacinados serao protegidos contra a infecgao e
um efeito secundéario é que, desde que os individuos vacinados sao essencialmente removi-

dos da participacao na transmissao da doenca, havendo assim menos pessoas infectadas
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e, portanto, uma reducao dos suscetiveis nao vacinados que entrarao em contato com a
doenca.

Administrar uma campanha onde toda a populacao deve ser vacinada pode ter um
custo muito elevado. Entretanto a erradicagao da doenga pode ser alcancada vacinando-se
uma porcentagem p de populagao desde que a populagao restante (1 —p)7 nao ultrapasse
o limite necesséario para desenvolver a doenca. Isto é a taxa de Ry da infeccao deve ser
reduzida abaixo de 1 [21]. A seguir calcularemos a fragao p dos imunizados.

Sendo Ry a taxa intrinseca de reproducao da doenca, e p a fragao imunizada logo
obtemos, (1 —p)T total da populac¢do que participa na transmissdo da doenga e assim a

taxa de reproducao da doenga (ap6s imunizagao) seré,
Ro = (1—p)Ro. (4.1)
Assim se I/QE < 1, o progresso da infecgao caminhara em dire¢ado a uma populagao sem
doenca em equilibrio. Ou seja a infeccao nao pode invadir a populagao. Portanto pela
equagao (4.1) temos (a eficacia da vacinagao);

1
p>1— Ry’ (4.2)

Portanto quanto maior a reprodutividade basal (Rp), maior parte da populacao que
deve ser vacinada a fim de se eliminar uma infec¢ao da populagao.

Decorre que a eliminacao pode ser alcangada sem se vacinar toda a populacao. A
razao é que, com uma densidade crescente de pessoas imunes na populacao, o risco para
aquelas que ainda nao sao vacinadas diminui. Este efeito de producao indireta de indivi-
duos suscetiveis aumenta o nivel de imunidade de populacao, além disso aumenta a média
de idade da primeira infec¢cao na populagao. Isto pode levar a um aumento da incidéncia
de efeitos adversos apos a infecgao, se a cobertura de vacinagao nao for suficiente elevada.
Por exemplo, para uma infec¢ao como a varfola com um ntmero estimado de reprodugao
basal de 5 pela equacao (4.2), é necessaria uma cobertura de 80% para a eliminagao da
doenga. Enquanto que para o Sarampo, com um numero de reproducgao basal de 20,
a cobertura tem que ser pelo menos de 96%. Isto proporciona uma explicagao para o
fato de que era possivel erradicar a variola na década 1970. Entretanto ainda ha alguns

paises que estao muito longe da erradicagao do sarampo, e também paises que foram bem
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sucedidos na eliminagao com base em uma alta a cobertura de vacinagao.
Uma analise da estabilidade local do equilibrio do modelo SIR com vacinag¢ao con-
stante, revela que ha uma proporc¢ao critica de vacinagao pg, que governa a dinamica do

sistema da seguinte forma:

e Para os niveis de vacinacao relativamente grande, ou seja, p > pg, o ponto de

equilibrio livre de infeccao é estavel.

e Para a vacinagao relativamente fraco, ou seja, p < pg, o ponto de equilibrio epidémico

¢é estavel e tem novas coordenadas, que serao calculadas na préxima segao.

A tabela (4.1) apresenta varias doengas comuns com seus fatores de Ry e py corre-

spondente.

Infecgao Localizagao tempo | Ry | po(%)

Sarampo | Inglaterra e Pais de Gales | 1956-68 | 13 92

Sarampo EUA (Varios lugares) | 1910-30 | 12-13 | 92
( ) 1191321 9-10 | 90

Difteria EUA (Varios lugares) | 1910-47 | 4-6 | ~80
( )

Catapora EUA (Varios lugares

1912-16 | 4-7 | ~80

Caxumba EUA (Varios lugares

Tabela 4.1 As estimativas da taxa intrinseca de reproducao Ry para doencas humanas e as cor-
respondentes localidades, tempos e percentagem minima da populacao po que deve ser protegida
pela imunizagao para alcangar erradicagao. [American Scientist, journal of Sigma Xi, "Parasitic

Infections as Regulator of Animal Populations, "by Robert M. May, 71:36-45 (1983).]

4.4 Estratégia de vacinacgao

Existem varios tipos de estratégias para vacinagao, a seguir analisaremos os dois tipos

mals comuns.
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O primeiro tipo é, vacinagao constante. Neste tipo de vacinagao nosso objetivo é
vacinar continuamente toda populacao ou todos os recém-nascidos ou ambos com maior
ntmero possivel. O segundo tipo é vacinagao em pulso onde vacinamos um percentual da
populacao em certa faixa etéaria de idade em periodos constantes de tempo. No primeiro
caso o processo epidemioldgico pode ser esquematizado pelo sistema compartimental da

figura abaixo.

pu
b S R I | B R
suscetiveis| |Infectados| ~|Recuperados
Hu b Tu
¢ ! ¢

Figura 4.1 Esquema com compartimentos de uma epidemia (modelo SIR) com dindmica vital

€ Vacinacao

4.5 Campanhas de Vacinacao Constante

Nesta campanha, vacinamos toda populagao exceto recém-nascidos. Seja p a pro-

por¢ao dos vacinados com sucesso (0 < p < 1). Na primeira equagao de (2.15) temos
Sn+1 =8, + .UTn - )vSnf(In) - [.LSn - pSn

Assim o novo sistema SIR com vacinagao constante fica;
Sni1 = Sp+ W — ASp f(In) — USp — PSn,

L1 = I+ AS.f(I,) — ul, — B, (4.3)

Ryi1 =R, +BL,— UR,+pS,.

Neste sistema denotamos a fragao da populagao que sao vacinados por p, entao tere-

mos uma taxa de (1 —p) no compartimento suscetiveis, e um crescimento p na compar-
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timento dos recuperados.

4.5.1 Solugao de equilibrio

Nos pontos de equilibrio do sistema (4.3) estamos em uma situagdo em que todas
as variaveis (S,I,R), ndo dependem do tempo, esta situacao pode ser obtida quando
consideramos no sistema  Sg,11) = S(u), Lnr1) =1y Rug1) = R

Além disso de forma semelhante ao modelo simples consideremos o termo de interacao

como

Sendo a populagao total constante (T), podemos reduzir o sistema (4.3) no sistema,

Sn+1 :Sn+uTn_ A%In _,USn_pSm (4 4)
L =In+“T’;I"—uln—ﬁln-
Portanto se considerarmos (S,/) um ponto de equilibrio do sistema (4.3) temos;
ASI
UT — 5~ —uS—pS=0,
d (4.5)

ASL_ui—BI=0.

Para encontrar as solugoes do sistema anterior ou seja os pontos de equilibrio do nosso

modelo, consideramos a segunda equacao

AS
152 - B)=0 (1.6)
que tem em duas possibilidades. A primeira possibilidade, I = 0 que resulta pela
primeira equagao do sistema (4.5) em § = % Assim temos a primeira solugdo ou o
equilibrio livre de doenga (equilibrio trivial) dado por
T
Eo= (“—,0>. (4.7)
H+p

A segunda possibilidade nos da § = (ﬁ/lﬂ)T que apoOs a substituicao na primeira

equagao (4.5) nos fornece
ur

I=——
u+p

(L+p).

>
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Portanto temos a segunda solucao ou equilibrio nao trivial dado por

[ (Btu B utp
El—((T>T,T(“+ﬁ— - )). (4.8)
Definindo a taxa de reprodutividade basal
Au
Ry = 4.9
R TR IRy 4
obtemos
Eo= ((“zﬂz’,o). (4.10)
(§
u T u Ro—1
Ei=((——)— T). 4.11
=GR g Cr 7 (4.11)

Observamos que se a taxa de reprodutividade basal for menor que um, isto é

Ap
TEDET IR

entdo nao existird o segundo ponto de equilibrio (Ej) pois

__MuT T

A seguir analisaremos as estabilidades destes pontos de equilibrios.

4.5.2 Analise do Ponto de equilibrio (Ej)

O sistema (4.4) possui dois pontos de equilibrio (4.7) e (4.8). As proximas Proposigoes

analisam as estabilidades do ponto de equilibrio (4.7) em relagao Ry.

Proposicao 4.1. Seja Ry = ( Al entao o ponto de equilibrio Ey sera estavel se

u+B)(u+p)
Ry < 1 e sera localmente instavel se Ry > 1.

Demonstracao. De fato consideremos

FS,D)=S+uT -2 _us—pS e g(S,1) =1+ —pur—Bi
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entao teremos;

df  df Al ~AS
y_|a a|_|1-7T-#-pP T

d d Al AS

s di T I+7 -B-u

Para analisar a estabilidade da solucao Eqy usaremos polinémio caracteristico da matriz

Jacobiana neste ponto, que é dado por:

Au
1 —u— —Au
J(Ey) = H—=p MiH—p
0 1+m—,u—ﬁ
Assim:
—A(u—p)
l—p—p—X
detli(Boy—x1=| H 7P !
0 1+W_“_B_X

Ou seja, o polinémio caracteristico sera

PX) = (1—p~X)(1+ 5 — 1~ B) =0,

logo teremos os seguintes autovalores:

Xp=1-p—p,
Ap
X =14+ —"——u—
2 wtp u—pB

Sabemos que um ponto de equilibrio é estavel se, todos os autovalores da matriz Jaco-

biana possuem em moédulo valor menor que 1.

’X1|<1 e |X2|<1
Inicialmente consideramos o autovalor X;. Como 0 < u <1 e 0<p <1 portanto temos
—2<—-p—-u<O0. (4.12)
Somando um em todos os lados da desigualdade (4.12) portanto

—1I<l—-p—-pu<l (4.13)
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Isto é |X;| < 1. Para mostra que |X;| < 1, de fato, temos pelo hipotese Ry < 1, isto &;

A
(+p)(u+B)
ou seja,
Ap
S5 (u+B) <0
ntp ( )
somando a um em dois lados de desigualdade obtemos
Ap
+———(u+p)<1
H+p (L+pB)
ou seja
X, < 1.
Por outro lado
—u—p>-2
Au
sendo que o > 0 portanto
Ap
———u—pB>-2
n+p
somando um temos que
Ap
———u—-p>-1
n+p
ou seja
X, > —1
Assim temos
’Xz‘ < 1.

Portanto o ponto de equilibrio E é estavel se Ry < 1.

Para mostrar a segunda parte da proposigao temos que o primeiro autovalor (X;) da
matriz jacobiana no ponto equilibrio de Ey em médulo sempre tem valor menor que um.
Para mostrar que Ej é instéavel, basta mostrar que |X;| ndo tem valor em modulo menor
que um, isto € X > 1 ou Xp < —1.

Sabendo que Ry > 1 entao;

A
m—(ﬂ+ﬁ)>0
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somando um em os dois lados da desigualdade temos

Ap
1+ ———(u+B)>1
ntp (u+pB)

logo
X> > 1.

4.5.3 Analise do Ponto de equilibrio (E))

Para analisar a estabilidade do ponto de equilibrio E| (4.8), temos a seguinte matriz

jacobiana neste ponto,

-t —(u+p)

J(E)) = Y
AR
wp —H—P !
com polinémio caractristico;
Pyt () =X+ (2 opop—oyx s A gty p(Brptp—2)+p(B-2)
YD) TR n+p

Observamos que nao é facil analisar Limitagoes para os autovalores da matriz J(E;) por
isso usaremos métodos numéricos para analisar as limitacoes dos auto valores X; e X, da
matriz J(E|) em rela¢do a cobertura de vacinagao (p).

Consideramos a populagao total de T = 300000, A = 0,675,  =0,1428, u =0.08 e p
variando de zero a um com Ry = m onde Ry = M%.
Os graficos das partes reais de X| e X, apresentado na figura abaixo mostram que

Rp > 1 quando p varia de zero a 0.1 e para cobertura de vacina¢ao maior que 0.1 temos

Ry < 1. Que resulta a instabilidade do ponto de equilibrio E; pois |X; > 1].
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X1, XaMM

o]

ooo00
noN®eR

5.0
80

Figura 4.2 Os grdficos de |Xi| e |Xa2| em relagao a p .
4.6 Campanhas de Vacinagao Constante para Recém Nascidos

De acordo com a estratégia convencional da vacinacao constante, todos os recém-

nascidos devem ser vacinados. Seja p a proporgao dos vacinados com sucesso de recém
nascidos (0 < p < 1). Na primeira equacdo de (2.15) temos

Assim o novo sistema SIR com vacinagao constante fica;

Sut1 = Su+ Ty — 23 — 1S, — puT,
Ins1 = Iy + ASuf (In) = ithy = Bln, (4.14)
Ryt1=Rn+ Bly— 1Ry +puT,.
Neste sistema denotamos a fragao de recém-nascidos que sao vacinados imediatamente

ap6s nascimento por p, entao em vez de termos uma taxa (i) de acréscimo de suscetiveis

teremos uma taxa de (1 —p)U no compartimento suscetiveis, e um crescimento py em

compartimento dos recuperados.
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4.6.1 Solucgao de Equilibrio

Sendo a populagao total constante (7'), podemos reduzir sistema o (4.14) a um sistema

de duas equagoes.

St = S+ UTy — 2 — S, — puT, (4.15)

Ly =1+ A%In — i, — ﬁln
Portanto se considerarmos (S,I) um ponto de equilibrio do sistema (4.14) temos;

ur—24—yus—put, =0

(4.16)
AL ui—BIr=o0

Para encontrar as solugoes do sistema anterior ou seja os pontos de equilibrio do nosso
modelo, consideramos a segunda equagao

AS
I(T—,u—ﬁ):O (4.17)
Se consideramos I = 0 neste equacao e substituimos na primeira equacao do sistema
(4.16) temos S = (1 —p)T. Assim obtemos a primeira solugao ou o equilibrio livre de

doenga (equilibrio trivial) dado por

Ey=((1-p)T,0). (4.18)

A segunda possibilidade nos da § = (ﬁli)T que apoOs a substituicao na primeira

equagao (4.16) nos fornece
_ (=p)uT uT
u+p A

Portanto temos a segunda soluc¢ao (Ej) ou equilibrio nao trivial dado por

s (B8 (ST -4 419

Considerando a taxa de reprodutividade basal como
Au
Ry = .
(H+B)(n+p)

Portanto temos para Ry < 1 nao teremos o equilibrio (Ej), pois

11— T T
]Elzﬂ_‘u’_<0.

u+p A

A seguir analisaremos as estabilidades destes pontos de equilibrios.

(4.20)
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4.6.2 Analise do Ponto de Equilibrio (Ep)

O sistema (4.15) possui dois pontos de equilibrio (4.18) e (??). A seguir analisamos

a estabilidade dos pontos de equilibrio (4.18).

Proposicao 4.2. Seja Ry = M% entao o ponto de equilibrio Ey sera estavel se

Ry < 1 e sera localmente instavel se Ry > 1.

Demonstracao. De fato consideremos
fSD) =8+ (1—p)uT -2 —us e g(S,1) =1+ 2 — ul - BI

entao teremos;

af df _ A —AS
Jo | s ar | _ T M T

dg dg Al AS _p_

as di T 1+ -p—u

Para analisar a estabilidade da solucao Ey usaremos polindmio caracteristico da matriz

Jacobiana neste ponto, que ¢ dado por:

J(Eo) = l—u —A(1-p)
0 1+A(1-p)—pn-p
Assim:
det[J(Eo) — XI] = bop—X —Al=p) —0.

0 1+A(l—p)—u—-p—-X
Ou seja, o polinémio caracteristico sera;
P(X)=(1—p-X)(1+A(1—p)—p—B—X) =0,
logo teremos os seguintes autovalores:
Xp=1-u,
X =14A(1—p)—pu—p.

O ponto de equilibrio Ej é estéavel se
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Xi|<1le|X|<1

Inicialmente consideramos o autovalor X;. Como 0 < u < 1 portanto temos

0<l—pu<l. (4.21)
Isto é
|X1| < 1.
Afirmamos agora que
|X2| < 1.

De fato, temos pelo hipoétese Ry < 1, isto é;

Ap
TETET

Sabendo que (1 —p) < u entdo,

A(1=p) A

ED I ET I

isto é
Al=p)<(u+B)(u+p)<(u+B)

logo
A(l—p)—(u+p)<0

onde segue X, < 1.
Por outro lado temos A(1—p) > 0 e sabendo que —u — 8 > —2 segue,

I+A(1—p)—(u+p)>—1

isto é Xo > —1.

Portanto o ponto de equilibrio E é estavel se Ry < 1.

Para demostrar a segunda parte da proposicao basta mostrar que autovalor X, nao
possui valor em moédulo menor que um para Ry > 1.

De fato se Ry > 1 entao
Ui

TETE
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Sabendo que u > (1 —p) segue,

A(l—p)
(u+B)u+p)
ou seja,
Al—p)—(u+B)+1>1.
Isto é Xp > 1.

4.6.3 Analise do Ponto de Equilibrio (E;)

Para analisar a estabilidade do ponto de equilibrio E| (4.19), temos a seguinte matriz

jacobiana neste ponto,

J(Ey) =

—p)A
B -oe 1

com polinémio caractristico,

(I—p)ui

(1—p)ui
pu+p

—2u+1.
pu+p H

P(x) = X*+] 2~ 20X+ pA[(1 - p)A — (1 +B)] -

Assim como na sec¢ao anterior analizamos as limitagoes de autovalores da matriz jacobiana
em ponto de equilibrio E; no gréfico abaixo.

Consideramos a populagao total de T = 300000, A = 0,675, u = 0,081 e fazemos
uma variacao em p de zero a um. Observamos que Ry > 1, ou seja existe equilibrio
E; (epidémico) para cobertura de vacinac¢ao entre zero a 0.2 e Ry < 1 na cobertura de

vacinagao maior que 0.2.
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Figura 4.3 Os grdficos de |Xi| e |Xz2| em relagao a p .
4.7 Campanhas de Vacinagao Constante para toda Populacao

Neste estratégia da vacinagao, toda a populacao incluindo recém-nascidos devem ser

vacinados. Seja p a propor¢ao dos vacinados com sucesso (0 < p < 1). Na primeira
equagao de (2.15) temos
Suit = Su+ 1T, — 23 — S, — pS, — puT,

Assim o novo sistema SIR com vacinagao constante fica;

Sni1 = Sp+ WTy — 23 — S, — pSy — puTh,
It = I+ ASuf (1) = dn — B, (4.22)
Ryt1 =Rp+ Bly— URy+pSy+ puT,.
Neste sistema denotamos a fragao de recém-nascidos que sao vacinados imediatamente
apos nascimento por p, assim como toda populacao. Entao em vez de termos uma taxa

(1) de acréscimo de suscetiveis teremos uma taxa de (1 —p)u e —(u+p) no comparti-

mento de suscetiveis, e um crescimento py e p no compartimento dos recuperados.
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4.7.1 Solugao de Equilibrio
Sendo a populagao total constante (7), podemos reduzir sistema (4.22) obtendo.

Sn—H = Sn"‘.u'Tn_ ASTZIn

— WSy —pSn—puTy

(4.23)
Lisi :1,1+“T;’n—uln—ﬁln

Portanto se considerarmos (S,7) um ponto de equilibrio do sistema (4.22) temos;

ur—28 —us—pS—put, =0

4.24
A1 gy (4.24)
7 W —=BI=0

Para encontrar as solugoes do sistema anterior ou seja os pontos de equilibrio do nosso

modelo, consideramos a segunda equacao

AS
I(——-u—p)=0
(5 —1—B)
que resulta em duas possibilidades. A primeira Possibilidade, I =0 que ap6s substituir na

(1—p)uT

primeira equacao do sistema (4.24) fornece S = ETEv Assim temos a primeira solugao
ou a equilibrio livre de doenga (equilibrio trivial) dado por
1— T
- (ﬂ,O) (4.25)
H+p

A segunda possibilidade nos da § = (ﬁ#)T que apo6s substitui¢ao na primeira equagao

(4.24) nos fornece
_ (I=p)uT T(u+p)
u+p A

Portanto temos a segunda soluc¢ao ou equilibrio nao trivial (E;) dado por

o= (P2 T 120

Considerando a taxa de reprodutividade basal como

Au(l—p)
TETED (4.27)

Portanto temos que o se Ry < 1 nao existira o ponto de equilibrio E; pois,

1— T T
IEIZ( PIUT _T(u+p) _

u+p A

Ro=
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De fato ,
L U=puT Tw _ pT [(1_ )_L]
‘ p+B  Ro(u+pB) u+p Ro
Portanto
,uT Ro—1
hﬁ<ﬂ+ﬁ[ Ro]’

que serd menor que zero quando Ry < 1.

A seguir analisaremos a estabilidade destes pontos de equilibrios.

4.7.2 Analise do Ponto de Equilibrio (Ey)

O sistema (4.23) possui dois pontos de equilibrio (4.25) e (4.26). A Proposi¢ao abaixo
analisa a estabilidade dos pontos de equilibrio (4.25).

Proposicao 4.3. Seja Ry = % entao o ponto de equilibrio Eqy sera estavel se

Ry < 1 e sera localmente instdvel se Ry > 1.
Demonstracao. De fato consideremos
FS ) =S+(1-p)uT 2L —uS—pS e g(S1)=1+2"—ur—pI

entao teremos;

af df Al —AS
J— | @ ar | _ |71 HTP T

d d Al AS

s dl T I+ —p—-u

Para analisar a estabilidade da solucao Ey usaremos polindmio caracteristico da matriz

Jacobiana neste ponto, que é dado por:

E)=1 " imle_, g
urp M
Assim:
—Au(l-p)
l—pu—p—X —Auilop)
det|J(Ep) — XI| = ” (l_pﬁ)‘ﬂ’ =0.
0 1+ 2022y B—X

utp
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Ou seja, o polinémio caracteristico sera
Au(l1—
P(X)=(1—p—p-X)(1+280)_y B —x)=0,

logo teremos os seguintes autovalores:
X) = 1— u—p,

]+M_“_ﬁ_

X, =
? ntp

O ponto de equilibrio Ej é estéavel se

IXi|<1e|Xy| <1,

Inicialmente consideramos o autovalor X;. Como 0 < u<1e0<p <1 temos

0>—p—u>-2. (4.28)

Somando um em todos os lados da desigualdade (4.28)
—1<l—-p—pu<l (4.29)

Isto prova a primeira parte.
Afirmamos agora que
1X2| < 1.
De fato, temos pelo hipbétese Ry < 1, isto é;
pA(L=p) <(B+u)(p+u).

Portanto temos

Xy <1
Por outro lado se Ry > 1 isto é
Ap(l—p) > (u+B)(1+p)
logo

(1 =p) > (1+B)(H+p) > (+B—2)(1+p)

pois 0 < u < 1 e |beta > 0 isto é,
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Ap(l—p) . _

Assim temos
Xl <1

portanto o ponto de equilibrio Ey é estavel se Ry < 1.
Para mostrar a segunda parte da proposigao, em relagao a autovalor X temos |X;| < 1,
pois ele é independente da escolha de Ry. Para o segundo autovalor (X;), com Ry > 1,

temos resultados analogos como a primeira parte da lema. n

4.7.3 Analise do Ponto de equilibrio (E))

Para analisar a estabilidade do ponto de equilibrio E; (4.26), temos a seguinte matriz

jacobiana neste ponto,

| — AP —(1+B)
_ u+p
JED = | ja(—p)—(urp)u+p) |
u+p

Calculamos os autovalores da matriz J(E;) para a populacao total de T = 300000,
- — — Cach _ _Au(l-p)
A =0,675, B =0,1428, u = 0,081 e p vacinagao de zero a um com Ry = TESSITEIR
Observamos que Ry > 1, ou seja existe equilibrio Ej (epidémico) para variagao de p entre
zero a 0.1. E se p > 0.1 temos Ry < 1.
Portanto o ponto de equilibrio E; é estével se a cobertura de vacinagao for menor que

0.1. O grafico abaixo mostra as limitagoes dos autovalores da matriz J(Ey).

4.8 Modelo Estruturado Com Vacinagao

Para montagem do modelo estruturado consideremos os mesmos parametros da se¢ao
(3.4), assim temos dois sistemas onde a primeira equagao representa nascimento de novos
suscetiveis com presenga de vacinagdo para recém nascidos (com cobertura de um per-

centual p porcentos) e a segunda equagao representa a dinamica vital e a presenga de
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X1, x21

00000

noN®oR
X
N

Figura 4.4 Os grdficos de |Xi| e |Xz2| em relagao a p .

individuos infectados no modelo.

St =(F'T)+ ...+ F°T®)(1-p)

L., =0 (4.30)
1
R, =0
St = Pis, — Zhpi]
I =PI+ 2 Pisi — BPI] (4.31)
RN = PR+ BILP Paral <i< .

Para analisar a taxa de oncidéncia por faixa etaria com presenca de vacinacao con-

stante provaremos a seguinte teorema.

—

Teorema 4.4. Considerando que a doenga esteja em equilibrio, ou seja, (Ty+1 = T,= T)

entao o modelo estruturado serd da forma
st =(1-p)(1- )
fitl ﬁ o < (1- (1— y) ) (4.32)
—(1-

rH—
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_AM G_ S G_ I i _ R
emque, Y=%, 8 =5, '=5xz er=x5 t>0.

Observagao 4.5. No caso em que ¥ = B segue os resultados como no capitulo anterior.

Demonstracao. Considerando que a populagao esta em equilibrio (de proporgoes etarias)
e com fator de crescimento 1, ou seja, Tyey =T, =T Vn e também que a doenca esteja
em equilibrio, se dividirmos a equacdo (4.31) por T**! = PT?, onde P é a taxa de sobre-

vivéncia obtemos:

gitl —&(l—ﬂ)

THT = PTI T
i+ i . ;
%Z%((l—ﬁ)ll‘f‘%y) (4.33)
Rit1 pi ; i
771 = (R +BI')
w .
No equilibrio assintético teremos que I = Zt’ é constante. Considerando % =V
i=0
temos
SH—] — Si(l _ ll])
i+ = (1— B + ys' (4.34)
rH—l — Btl _|_ri

) i o 1
Podemos agora resolver as recorréncias a partir das condicoes iniciais s' = % =1,

t' =0 e r' =0. Iterando a primeira equacéo obtemos
sth=(1-p)1—y) Vi>1.

Se dividirmos a segunda equacdo por (1 —B)*! e consideramos

i+l ti+1
Ut = W, (4.35)
obtemos;
Ut =U 4 ys'.

Iterando U’ e somando o expressio obtida chegaremos a
i+l _ _ ¥ —B)—(1—w)
= Y (= BY = (1 w)).

Do fato de que s' +t'+ 7' =1 obtemos
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A =1 (1= ) = Y (1= B) = (1 - w)').

Obtermos a solugao assintética quando n — oo dado por

st =(1-p)(1—y)
= Y (=B = (1 - w) (436)

O

Assim temos a distribuicao final de suscetiveis, infectados e recuperados. Na proxima
secao encontramos uma expressao para idade média de primeira infeccao, e o efeito de

vacinagao constante sobre esta fungao.

4.8.1 A Idade Média da Primeira Infeccao com Esforgo de Vacinagao p

Para encontrar uma expressao para idade média da primeira infeccao nas campanhas

de vacinagao constante de recém nascidos, usaremos a definigao (3.3) e consideramos

s'=(1=p)(1—y)~".

Assim obtemos,

a(n) =" (4.37)
Y (1-p)(1—y)~!
i=1
Podemos escrever o
2y (1w
an) = —=° —. (4.38)
Y (1—y)
i=0
Sendo
) (1 — o\ 0+1
;)(1 _yyi= ! (i — :Z; (4.39)
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Obtemos

L —(@+1AC(1—A)+ (1—A®)
aln) = (1= A)(1—A0-T)

(4.40)
em que Y = MeA—l—I// [

Observamos que neste tipo da campanha de vacinagao a idade média de primeira
infecgdo nao muda com variagao da cobertura de vacinagao(p), pois a expressao (4.40) é
independente da cobertura de vacinagao. Porem em relagao a idade média de vacinagao
no modelo (SIR) sem presenga de vacinagao o valor de idade média da primeira infecgao
aumenta (apesar de ter a mesma formula). Isto é devido a reducdo de nimero de in-

ll

fectados apds da campanha de vacinagao, que reduz o valoe Yy = %= e consequentemente

aumenta A e a(n).

Observacao 4.6. No caso de idade média da perimeira infeccao na campanha de vaci-

nagao é constante na faixa etaria [a,b] temos;

s'=(1—y)~ (1—p)> . (4.41)
Portanto podemos escrever
w .
ZlSl—f—Zl (1—p)~matlsi 4 Y st
a(n) = A (4.42)
ZSI+Z ba+lsl+ Z Sl
i=b+1

Apé6s subistituir (4.41) obtemos;

i(1-p) 1y Y- p) (1) Y i1 p) e (1 )

C_l(l’l) _ i:1_l i=a i:c[;—H
(1=p) () Y=Y (=) Y (1) 1y

i=1 i=a i=b+1
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4.9 Vacinacao em Pulsos

A teoria da vacinagao em pulsos foi descrita por Agur et al. (1993) e Nokes e Swinton
(1995). O principio desta estratégia é, aplicar pulsos de vacinagao em frequéncia sufi-
ciente, de modo a evitar que a populacao de infectados cresca. Ao invés de se vacinar uma
proporcao extremamente elevada de todos os recém-nascidos, o esquema de vacinagao em
pulsos propoe a vacinacao de uma fragao de toda a populagao suscetivel, em um tnico
pulso, por exemplo, aplicando a cada T anos.

Essa estratégia garante (a principio) que I, é uma fungao decrescente em relagdo ao
tempo, e a populacao de infectados acaba desaparecendo ou fica com um nivel muito
abaixo para causar epidemias.

Incorporamos a estratégia de vacinagao em pulsos no modelo SIR simples através das

equagoes

Sust = Su+ T, — 25k — S, —p ¥ S, (nT~)8(t —nT),
Lypt = I+ 2588 — 1, — B, (4.44)

Rn—H = Rn +ﬁln - ,uar +P Z?ZOSn(nT_)S(t — I’lT)

em que, S,(nT~) =limg_0S,(nT —€), € >0. E (r) ¢ o funcdo 6 : Z — {0,1} (delta de
Dirac) tal que.

I, se t=0,
o(t)= (4.45)

0, se t#0.
Neste sistema a vacinacao em pulsos ¢ aplicada no momento t =nT paran=0,1,2,... e
consideremos o momento antes do n-ésima vacinacao como t =n7 . Os impulsos gerados

pela funcdo 6 em (4.44) cria descontinuidades na variavel S(¢), que de repente diminui a

proporc¢ao p sempre que t =nT .
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4.10 Simulagoes Numéricas para Vacinagao Constante Recém

Nascidos

Nesta secao analisamos algumas campanhas de vacinacao constantes, realizadas no
modelo SIR, para recém nascidos apresentado na se¢do (4.6) em modelo estruturado.
Nestas simulagoes consideramos A = 0,375, B =0,1428, T = 300000 e uma cobertura de
95%, 80% e 50% respectivamente da populacao de recém nascidos.

Nos gréficos da Figura (4.2) apresentados abaixo, temos o nimero de suscetiveis e a
idade média da primera infeccao em simulagoes com eficiéncias definidas. Observamos
que a idade média da primeira infeccdo permanece constante em todas as campanhas
isto ¢, devido a equacgao (4.40) que mostra que a idade média da primeira infec¢ao (a(r))

independe da cobertura de vacinagao(p).

Idade média da primeira infeccéo NUmero de Suscetiveis
T T T T 15 T T T T

13000

12000 -

11000 -

10000 -

9000 -

8000 -

[19.anos |

7000

6000 . . . . . . . . . . . . .
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
Tempo (dias) x10* Tempo (dias) x10°

Figura 4.5 Nuadmero de Suscetiveis, e Idade média da primeira infeccao em vacinag¢do constante

para recém nascidos com cobertura de 95%, numa simulag¢ao de 50 anos.
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Idade média da primeira infeccao Numero de Suscetiveis
9500 T T T T T T T 6 T T T T T T T

9000

8500

8000

7500

7000
19 anos

6500 I I I I I I I 0 I I I I . I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

Tempo (dias) x 10° Tempo (dias) x10°

Figura 4.6 Numero de Suscetiveis, e Idade média da primeira infeccao em vacinagao constante

para récem nascidos com cobertura de 80%, numa simulacao de 50 anos.

Idade média da primeira infeccéo NUmero de Suscetiveis
7300 T T T T T T T 15 T T T T T T T

7200

7100

7000

6900

6800

19 anos

6700 . . . . . . . 0 . . . . . .
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

Tempo (dias) x10° Tempo (Dias) x 10"

Figura 4.7 Numero de Suscetiveis, e Idade média da primeira infeccao em vacinag¢do constante

para récem nascidos com cobertura de 50%, numa simulag¢ao de 50 anos.

4.11 Campanhas de Vacinagao em Pulsos

Neste secao analisamos algumas campanhas de vacinacao em pulsos, realizadas no
modelo SIR, em varias faixas etarias dos suscetiveis apresentado na segdo (4.9) num
modelo estruturado. Nestas simulagoes também consideramos os mesmos parametros

apresentados na secao anterior. A seguir aplicamos varias campanhas de vacinagao em
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pulsos apresentado no modelo (4.44) num modelo estrururado com intervalos de um, dois

e quatro anos e também em faixas etarias de 1 a 20, 20 a 40 e 40 a 60 anos.

Consideramos A = 0,375, B = 0,1428, T = 300000 ¢ uma eficiéncia de 95%, 80% e

50% respectivamente da populac¢ao de recém nascidos.

Nos graficos apresentados abaixo, temos o niimero de suscetiveis e a idade média da

primeira infeccao em simula¢oe com eficiéncias definodas. Observamos que a idade média

de primeira infec¢ao permanece constante em todas as

(4.40) onde mostra que a idade média da primeira infecgao (a(z)) independe da cobertura

de vacinagao(p).

campanhas isto ¢ devido a equagao

4.11.1 Campanhas de Vacinagao Anual

Neste vacinagao consideramos o intervalo entre uma campanha e outra de um ano e

coberturas de vacinagao de 95% com total de 30 campanhas, onde obtemos as seguintes

distribuicoes e graficos para infectados e a idade média da primeira infecgao.

Nimero de Suscetiveis
T T T 2500

2000

1500

. . . . .
15 2 25 3 35 4
Tempo (dias) x10*

Figura 4.8 Nudmero de suscetiveis e idade média da primeira infeccao em wma campanha de

1000 |

500 -

Idade média da primeira infec¢éo
T T T

. . . . . . .
0.5 1 15 2 25 3 35 4
Tempo (dias) x 10°

vacinag¢ao em pulsos com periodicidade de um ano com cobertura de 95% (30 campanhas )
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4.11.2 Campanhas de Vacinagao em Cada dois anos

Neste vacinagao consideramos o intervalo entre uma campanha e outra de dois anos
e uma cobertura de 95% com total de 30 campanhas, onde obtemos as seguintes dis-

tribuigoes e gréaficos para infectados e a idade média da primeira infecgao.

Nimero de Suscetiveis
T

Idade média da primeira infecg&o
T T T T 2500 T T T T

2000

1500

1000

500

15 2 25 3 35 4 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
Tempo (dias) 4 Tempo (dias) @

Figura 4.9 Numero de Suscetiveis e idade média da primeira infeccio em uma campanha de

vacinagao em pulsos com periodicidade de dois anos com cobertura de 95% (30 campanhas )

4.11.3 Campanhas de Vacinacao em cada quatro anos

Neste vacinacao consideramos o intervalo entre uma campanha e outra de quatro
anos e uma cobertura de 95% com total de 30 campanhas, onde obtemos as seguintes

distribuigoes e graficos para infectados e a idade média da primeira infecgao.
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NUmero de Suscetiveis Idade média da primeira infec¢éo
T T T T T 2200 T T T T T T T

d 2000 -

1800

1600

1400

1200

1000

800

600 -

7] 400+

2 ’ . 2 8
Tempo (dias) x10* Tempo (dias) x10*

Figura 4.10 Nudmero de Suscetiveis e Idade média da primeira infeccao em uma campanha de

vacinag¢ao em pulsos com periodicidade de quatro anos com cobertura de 95% (15 campanhas )

4.11.4 Campanhas de Vacinagao em Diferentes Faixas Etarias

Nesta parte vamos considerar os mesmos numeros de campanhas e as mesmas cober-

turas em diferentes faixas etarias dos suscetiveis.

Observamos que 11% de suscetiveis na faixa etéaria de 1 a 20 anos coresponde a 80%
de suscetiveis na faixa etaria de 20 a 40 e 100% de suscetiveis na faixa etéaria de 40 a 60.
Portanto nas simulacoes sempre consideramos estas porcentagens para as faixas etarias
apresentadas. Assim tratamos todas as varia¢oes de faixas etarias com o mesmo nimero

de suscetiveis num total populacao de 7' = 10000.

De fato, o nimero maximo de infectados na vacinacao em pulso para idade entre 20
a 40 anos é 4,7 apdés 300 anos com 50 campanhas, para idade de 40 a 60 anos é de 50
pessoas e na faixa de idade entre 1 a 20 é menor que um.

Observamos que a eficiéncia da vacinagao para o mesmo numero de suscetiveis na
faixa etéria entre a idade de 1 a 20 anos é maior de forma que desaparece a doenca, mas
o mesmo esfor¢co para outras faixas de idade nao é tao eficaz pois apos 300 anos ainda se

encontra infectados no modelo.
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25 3 35 4 . 25 3 35 4
x10* x10*
Idade média da primeira infecgéo

0.7 4500 T T T T T

4000 i
0.6 q

3500 q
3000 b

2500

2000

1500

3.5 anos |

1000 1
] 2.5 anos
500 b
L 0 . . . . . . .
35 4 0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4
x 10* Tempo (dias) x 10°

Figura 4.11 Nuamero total de Suscetiveis, Infectados e Recuperados e Idade média da primeira

infeccao com vacinagao de 11 porcento na faiza de 1 a 20 anos.
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15 2 25 3 35

idade media 20 40
5000 T T

4500+

4000

3500

3000

2500

2000

1500

1000

3.5 4 0 0.5 1 15 2 25 3 3.5

Figura 4.12 Numero total de Suscetiveis, Infectados e Recuperados e Idade média da primeira

infeccao com vacinagao de 80 porcento na faixa de 20 a 40 anos.
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2 25 3 35 4 2 25 3 35 4
x10* x10*
idade media 40 60
0.7 5000 T T T

4500 B

0.6 q
4000 4
0.5r b 3500 4
3000 B

041 q
2500 q

0.3r b
2000 b
0.2 4 1500 4
1000 q

0.1 b
500 b

0 . . . . n L 0 . . . . . . .

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4
x 10" x 10"

Figura 4.13 Numero total de Suscetiveis, Infectados e Recuperados e Idade média da primeira

infeccao com vacinagao de 100 porcento na faiza de 40 a 60 anos.



CAPITULO 5

Rubéola no Brasil

Resumo do capitulo

Neste capitulo analisamos as campanhas de vacinacao para Rubéola que foram
realizadas no Brasil e mundo e introduzimos as campanhas realizadas no Brasil, em nosso
modelo. Também analisamos que tipo de campanhas serd mais eficaz para erradicar a

rubéola no Brasil.

5.1 Introducao

A Rubéola foi descrita pela primeira vez no século VXIII por autores alemaes, e foi
conhecida como a terceira doenca até o inicio do século XIX, uma variante ou combi-
nacao do sarampo e a escarlatina. Rubéola é derivada do latim "rubellus", que significa
avermelhado [30]. Em 1941, Dr Norman MacAlister Gregg (1892 - 1966), oftalmologista
australiano, relatou a ocorréncia de Rubéola congénita entre criancas nascidas de mul-
heres que apresentaram rubéola no inicio da gravides, apés um surto da doenga em 1940
ele levantou hipoteses de que a rubéola inibiu o desenvolvimento fetal e quando mais cedo
a mulher for infectada, maior o prejuizo para o feto.

O homem é o tnico hospedeiro natural do virus da rubéola e a transmissao ocorre
através do contato direto com secre¢oes ou através de objetos contaminados com secrecao
de individuos infectados. Cerca de 25% a 50% das infec¢oes sao assintométicas. Apos a
ocorréncia da rubéola, a protecao conferida para longa duragao.

Nao ha um tratamento especifico para pessoas que adquirem Rubéola, o que se tem é
o tratamento dos sintomas como febre e artrite. Nos casos de rubéola congénita o trata-
mento estd direcionado as medidas de suporte as criancas e as corregoes das alteragoes

quando possiveis [25].

92
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O Grupo Técnico Assessor da Organizagdo Pan-americana de satide (OPAS) em re-
uniao realizada em 1999 no Canada, formulou estratégia acelerada de controle da rubéola
e prevencao da Rubéola congénita para a regiao das Américas, tendo por base a vaci-
nacao de mulheres e homens adultos combinados a introducao da vacina conta a rubéola
nos programas nacionais de vacinacao infantil. Essa estratégia tem por objetivo a réapida
redugao da circulacao do virus da rubéola, prevenindo, ao mesmo tempo, a doenca em
adultos jovens suscetiveis, particularmente em mulheres em idade fértil. Para os paises
que pretendem obter somente o controle rapido da Rubéola congénita, foi proposta a

condugao de campanha de vacinacao contra a rubéola em mulheres de 5 a 39 anos de

idade [25].

5.2 Rubéola e a Rubéola Congénita

Por ser uma doenga exantemética aguda, de etiologia viral, e de alta transmissibil-
idade a rubéola tem uma importancia epidemiolégica relacionada a Rubéola congénita
(SRC). Os custos diretos e indiretos da sindrome podem se tornar muito elevados quando
a infeccao acontece durante uma gestagao, pois os riscos de abortos, natimortos e de mal
formagoes congénitas, cardiopatias, catarata e surdez sao grandes.

Grande parte destes curtos sao gerados pela necessidades de um tratamento mais
especializado e de procedimentos e diagnoésticos, devido a cronicidade e gravidade nas
manifestagoes. Quando se fala em atengao médica de um caso SRC, os custos podem ser
calculados em torno de 120 a 200 mil délares, durante a toda a vida [25].

Desse modo quando se compara o elevado custo da assisténcia e a alta eficacia e o
baixo custo da vacina contra a rubéola considera-se a vacinagao como algo bastante pos-
itivo. Segundo pesquisas ja realizadas pode se chegar a um registro de 20 mil casos da
SRC ao ano nas americas se ndo houver uma estratégia de eliminacao |8].

No caso SRC, isto é quando a doenca acomete a mulher durante a gravidez, a gravi-
dade dos efeitos do virus da rubéola sobre o feto vai depender do gestacao em que a

infecgao ocorre, provavelmente em decorréncia das deficientes respostas imunitarias, pla-
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centaria e fetal, nos estagios precoces da gestacao. A infeccao da mulher nas primeiras
12 semanas de gravidez é mais perigosa. A infec¢ao no inicio da gravidez tende a resultar

em sérias doencgas oculares, e entre a 16 e 20 semanas, em surdez [25].

5.3 Situacao epidemiologica da rubéola e da SRC no Brasil

A estratégia utilizada pelo Brasil para implantacao da vacina triplice viral (VTV) con-
tra sarampo, caxumba e rubéola de modo gradativo, comegou em 1992, e foi concluida,
em todo o pais, no ano 2000. Inicialmente, o publico-alvo foi de criancas de um a 11
anos de idade, ampliando-se, posteriormente, para o grupo de mulheres em idade fértil
(MIF) que foi realizado campanhas em duas fases. A primeira fase ocorreu em Novembro
de 2001, em 13 estados e a segunda fase de campanha ocorreu entre Junho e Julho de
2002, sendo foram vacinadas em todo o pais 28 milhoes de mulheres pelas unidades de
satdes. A cobertura de vacinacao em média nesses dois momentos foi de 93,5%, mas
nao foi homogénea entre os municipios [24]. Isto causou um acumulac¢do dos suscetiveis

e contribuindo para ocorréncia dos surtos de 2006 e 2007.

Esse conjunto de agoes de vacinacao, dirigido a diversos grupos etarios, sem duavida,
provocou importante redugao na incidéncia da doenga e modificou o ciclo e extensao dos
surtos de rubéola no pais, mas nao foi capaz de interromper a circula¢ao do virus, como

pode ser visto na Figura 5.2.

Foi realizado, em 2006, um estudo da populacao nao vacinada para rubéola entre
1997 e 2006. Para a realizagao do estudo foi utilizada a base de dados do Sistema de
Informacao de Avaliacao que disponibiliza o registro por faixa etéaria e estratégia adotada
(rotina ou campanha). Observando-se que os nao vacinados localizam-se, especialmente,
na faixa acima de 20 anos, numa proporcao de 61% nos homens de 21 a 25 anos. Nas
mulheres, embora a propor¢ao de nao vacinadas seja menor, em razao das campanhas

anteriores, é possivel observar um acimulo de nao vacinadas no grupo de 36 a 40 anos
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Figura 5.1 Impacto das estratégias de eliminacao do sarampo e da rubéola nas Américas, 1980-

2006

que alcangava um indice de 62% [30].

Assim, em fungao desses dados, foi definida a faixa etéria de 20 a 39 anos como a popu-
lacao suscetivel para vacinacao contra rubéola em todo o pais. Nos estados do Maranhao,
Minas Gerais, Mato Grosso, Rio Grande do Norte e Rio de Janeiro, foram acrescentados
ao grupo a vacinar homens e mulheres de 12 a 19 anos de idade, que, conforme a analise

citada, registrava alta susceptibilidade nesses estados.

5.4 Campanha de vacinagao

O objetivo primério do programa de imunizacao da rubéola é a prevencao da SRC. O
maior componente da estratégia de eliminacao de rubéola e da SRC é alcancar e manter
altos niveis de imunizagao para criancas e adulto, especialmente para mulheres em idade
fértil, adequadas vigilancia para rubéola e SRC e empreender prontamente medidas de

controle quando o surto da rubéola ocorrer [9].
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No Brazil a vacinacao foi indiscriminada, independentemente do antecedente de vaci-

nacao ou nao de doenca. A campanha foi proposta e estruturada na perspectiva de dois

objetivos fundamentais:

e interromper a transmissao endémica do virus da rubéola no territério brasileiro;

e alcancar a meta de eliminagao da rubéola e SRC, deixando o pais livre dessa doenca.

No caso das criangas recém nascidas a primeira dose de vacina contra a rubéola esta

indicada para criancas entre 12 a 15 meses de idade e a segunda dose deve ser admin-

istrada rotineiramente entre quatro a seis anos de idade. A recomendacao a segunda dose

se deve ao fato de que alguns pessoas permanecem suscetiveis a doenca devido a falha

primaéria da vacina e, secundariamente, para promover um reforco aqueles cujos titulos de

anticorpo tenham caido para nivel mais baixos [9]. A vacina deveria ser evitada durante

a gravidez, principalmente durante o primeiro trimestre, com o objetivo de minimizar os

riscos para o desenvolvimento fetal e o risco da ocorréncia de aborto.
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125].
5.5 Diferentes Estratégias de vacinagao

Em um encontro internacional sobre imunizagao, estratégias e vigilancia para a SRC,
organizado pela OMS (Organizagao Mundial de Saude), em Janeiro de 2000 e uma re-
visao de diferentes estratégias de vacinagao para o controle da SRC em paises do mundo,
realizada por Robertson et at. (1997), foi destacado as consideragoes diferentes estraté-
gias de vacinagao contra rubéola e sobre as vantagem e desvantagem destas estratégias

por exemplo:
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faixza etdria e sexo-Brasil, 2007

e Vacinacao seletiva de escolares do sexo feminino, tem por objetivo proteger a mul-
her antes da primeira gestagao, e com vantagem de ser realizada na escola a um
custo baixo custo. Entretanto, tem o inconveniente de que seu impacto sobre SRC
demora pelo menos 10 anos até que as mulheres vacinadas alcancem a idade fértil
e com efeito nulo na transmissao da rubéola. Se a essa estratégia for adicionada
a vacinacao das mulheres no pos-parto, ocorreria direta protecao das mulheres em

idade fértil com a vantagem de nao causar risco da vacinac¢ao na gravidez [16].

e A vacinagao de escolares no sexo feminino e mulheres em idade fértil protege a

mulher antes da primeira gravidez como, também, confere protecao imediata para
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as mulheres em idade fértil. Tem como desvantagem a dificuldade em atingir altas
coberturas vacinais entre as mulheres em idade fértil e o aconselhamento sobre

gravidez anteriormente & aplicacdo da vacina [16].

e A vacinacao de rotina na infancia requer alta cobertura vacinal e que a mesma seja
mantida por longo tempo para que possa interromper a transmissao da rubéola,
mas nao garante protecao indireta das mulheres em idade fértil, como ha também

o risco de levar ao actimulo de suscetiveis na populacao adulta.

e A vacinagao combinada de criancas e mulheres em idade fértil promove a protecao
imediata da mulher, com impacto imediato sobre a SRC e com possibilidade de
eliminagao de rubéola a longo prazo. Com esta estratégia e dificil assegurar altas
coberturas vacinais em ambos dos grupos, além de altos custos e necessidade de

realizar o aconselhamento em relagao a gravidez [16].

e A vacina contra a rubéola em campanha de vacinagao de massa para criangas e
adolescentes pode interromper a transmissao da rubéola em um curto intervalo de
tempo, mas com desvantagem de favorecer o aparecimento de adultos suscetiveis

nao protegidos com o risco de surgimento de rubéola em adultos [16].

A vacinacao de todas as criancas poderé erradicar a SRC em 30-40 anos, a vacinacao
de escolares do sexo feminino poderéd erradicar a SRC em 10-20 anos, a cobertura de
vacinacao de 100% da populacao adulta, podera erradicar a SRC imediatamente. Para
que se decida qual a estratégia a ser adotada em cada pais, deve-se realizar estudos para
se determinar o nivel de suscetibilidade das mulheres da idade fértil, o peso da doenca
devido & SRC, o fortalecimento do programa basico de imunizagao, com garantia de
infra-estrutura e recursos, analise da situacao epidemiologica do conjunto das doencas

imunopreveniveis, a fim de que prioridades sejam definidas [16].

No proximo secao seré analisadas as campanhas nacionais realizadas no Brasil numa

regiao limitado (municipio).
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5.6 Simulagoes Numeéricas

Neste secao, introduzimos as campanhas realizadas no Brasil contra Rubéola e sarampo
des de 1992 de acordo som a Figura 5.2. Os parametros A e B serdo considerados as mes-
mas nas simulagoes anteriores. Isto é A =0.375, B =0.1428 com uma taxa de fecundidade

de F =0.0002 concentrado na faixa etaria de idades entre 20 (F;) a 40 (Fy) anos.

Municipio Populacao
Olinda 375.559
Caruaru 314.951
Paulista 300.611
Petrolina 294.081
Cabo de Santo Agostinho | 185.123

Tabela 5.1 Lista de alguns municipios de Pernambuco e populagao em 2010, [19].

A Tabela 5.1 mostra a estatistica da populagao em alguns municipios de Pernambuco,
baseado com esta tabela podemos Consideramos a populagao total (7) de um municipio
de 300.000 habitantes, com todos os individuos suscetiveis no inicio da simula¢ao. Con-
sideramos a taxa de natalidade e mortalidade igual para todo tempo ¢. Sera considerado
também a taxa de natalidade como uma fungao exponencial exp(—0.00000014 xn) com
n=20,1,...,36500, com tempo de simulag¢ao de 100 anos.

A simulac¢ao comega em ano 1983 com cinco individuos infectados na idade 50 anos.
E ap6s nove anos (em 1992) aplicamos as campanhas de vacinagao para as criangas recém
nascidos da forma continua com cobertura de 93%, e em 2001 e 2002 (ou seja, 18 anos
apos inicio de simulagao) introduzimos duas campanhas de vacina¢ao em pulse para mul-
heres na idade fértil (MIF) de 20 a 40 anos com uma cobertura de 46% e intervalo de
um ano. Estas simulagoes continuam mais quatro anos e nos apresentam total nimero
de individuos Suscetiveis, Infectados e Recuperados no ano 2006, e também mostram

numero de Suscetiveis, Infectados e Recuperados em cada faixa etéria neste ano, junto
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com a idade média de primeira infeccao.
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CAPITULO 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

No inicio deste trabalho, estudamos os modelos discretos da forma SI, SIS e SIR, mais
detalhadamente o modelo estruturado SIR. Deu-se destaque aos conceitos importantes
para o entendimento de modelos discretos, como pontos criticos, estabilidades, reprodu-
tividade basal e idade média de primeira infeccao. No passo seguinte, discutimos o efeito
das campanhas de vacinacao, seja como campanhas constantes ou em pulses, no modelo
estruturado discreto SIR Foram analisadas as alteracoes em pontos de equilibrios, o valor
de reprodutividade basal, estabilidades de pontos criticos e a idade média de primeira

infeccao.

Os modelos foram explorados também através de simulagoes numéricas considerando
a propagacao de epidemia a partir de um foco de doenga. Vimos que as campanhas de
vacinagao em pulses em faixa etaria de idades distintas tem resultados diferentes. Fizer-
mos simulagoes variando a faixa etéria de 01 a 20 anos, 20 a 40 anos e 40 a 60 anos com
uma cobertura de 11%, 80% e 100%, que representa a mesma quantidade de pessoas em
cada faixa etaria. Observamos que quando a faixa etaria de vacinagao ocorre na idade

menos avancada teremos mais sucesso em combate a doenga.

No final foi desenvolvido um modelo para descrever a dindmica da transmissao da
rubéola. Quando adotamos um tipo de vacinacao como estratégia de vacinagao ou cont-
role. Por exemplo o MMR (Sarampo, Caxumba e Rubéola) em criangas que nao possuem

registro na carteira de vacinagao, ou de forma indiscriminada.
E muito embora o modelo tenha sido simples sob o ponto de vista matemético, o

resultado epidemiologico mostrou que um modelo matemaéatico pode ser um instrumento

importante para fornecer subsidios quando ha mecanismos de controle de doencas na
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comunidade. Vale notar que o sucesso depende de implementagao de politica publica
eficientes e voltadas nao apenas ao combate da doenca isoladamente, mais também &
erradicacao das condigoes sociais desfavordveis como falta de saneamento basico, desnu-

tricao, analfabetismo e pobreza entre outras.

Portanto como trabalhos futuros, tenta-se propor as hipéteses e condi¢oes melhores
do modelo SIR, por exemplo tomando-se um crescimento detalhado para populacao, het-
erogeneidade da doenga na comunidade, considerar a for¢a de infeccao variavel em relagao
ao o tempo e idade dos individuos. Outra modificacao no modelo que podera ser estu-
dada é utilizar o modelo SEIR ao invés do modelo SIR, pois é importante se considerar o
periodo de laténcia na modelagem de epidemias. Também analisar o comportamento de

um modelo SIR discreto espacialmente estruturado do tipo redes em uma populagao.



APENDICE A

Matriz de Leslie

O crescimento de uma populagao com estrutura etaria pode ser projetado utilizando-se
algebra matricial. As matrizes de Leslie contém informagao sobre as taxas de natalidade
e mortalidade de diferentes classes etarias de uma populacao e compoem uma forma
de calcular o crescimento populacional e fazer projecoes da populagao para diferentes
cenarios.

A matriz de Leslie, desenvolvido por Patrick Leslie na década de 1940 e foi proposta
formalmente em 1948. O modelo de Leslie baseada-se no vetor T(n) que descreve o
estado de uma populag¢ao (normalmente o nimero de individuos) no instante de tempo

n. O vetor tem i componentes que correspondem as idades, e tem a forma,
T(n) = [Tnl ) Tn27 ey an]7

em que T, é o niimero de pessoas com idade no intervalo (i — 1,i) no instante n. A variacdo
no tamanho da populacao no intervalo de tempo entre n e n+ 1 depende das funcoes de

fecundidade e de mortalidade e esta transicao tem a forma geral,
T(n+1)=LT(n).

em que L é a matriz que compreende as func¢oes de fecundidade e de sobrevivéncia da
populagao, conhecida como matriz de Leslie.

A funcao de fecundidade F; é a probabilidade de uma mulher dar & luz uma crianca em
cada ano de sua vida. O vetor de estado no instante n+ 1, T, pode ser entao calculado

a partir do produto de duas matrizes,
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— - B [ . . — - — -
T, Z‘iF’Tn’ F B F - Fy T!
2 = 2
Ty T p 0 O - 0 T;
T”“’l = Tn3—|—l - P2 Tn2 - 0 P2 0 o 0 Tn3
L Tnail ] pw—lanil L 0 0 Pa)_l 0 1L Tna) ]
Ou seja;
Tpiy = LT,

E assim sucessivamente para todos os intervalos subseqiientes. Desta forma, a matriz
de Leslie permite a estimativa da dinamica populacional, ou seja, do crescimento de uma

populagao etariamente estratificada em intervalos de tempo discretos [22].



APENDICE B

Critério de Jury

O critério de Jury ¢é a versao discreta do critério de Routh-Hurwitz, desenvolvido pelo
Eliahu I. Jury (1971), engenheiro americano nascido em 23 de maio de 1923 em Bagda
(Iraque), que e um critério algébrico baseado nos coeficientes de polinémio caracteristico
Permite que determinemos se todas as raizes de um polindmio estao dentro do circulo
unitario, sem que se precise calcular explicitamente as raizes. Este critério nao da a lo-
calizagao das raizes instaveis [13].

Consideremos o polinomio P(A1) de grau n dado por

P(A) = apA" +an A"+ ap 2" P4+ ard tag , ay > 0.

Definirmos as seguintes combinagoes de parametros:

an an—1 | Apn—2 az | aj | ap
by—1| bp—2 by | bg
Cpn—2 | Cp—3 ... | €0

21 <20

wo

com os coeficientes by dados por

by—1=ay,—koay , by_2=a,_1—koay, .. by=a—koa,—1
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com
— %
ko =
E com os coeficientes ¢, dados por
Ch2=by1—kiby , cp-3=by2—kib,.. co=b1—kia,2
com
_ b
kl o bn—l

e assim por diante.

A condicao necessaria e suficiente para que as raizes estejam no interior do circulo
unitario é que todos os coeficientes da primeira coluna da tabela sejam positivos. Além
disso, o numero de elementos com coeficientes negativos na primeira coluna indica o

numero de raizes fora do circulo unitéario.

Exemplo: A tabela de Jury associada ao polinémio

P(A) = lz-i-dll +ag

é dada por
1 al | Qo
b1 | bo
€0
com

(1—ap)a,

— — 2 — —
ky=ap , by=1—ag , bo=a—apar , ki = 1—a

1— 1—a2)2—((1— 2
co = b] —k]b() =1 —a%— —( l_ag()z)al ((11 —aoal) = ( ao) 1£(a(2) aO)al)

As condigbes necessarias e suficientes para que as raizes estejam no interior do circulo

unitario sao dadas por
e by >0=lap| < 1

o co>0=|1—a}|>|(1—ap)ail.



APENDICE C

Rubéola

A rubéola é uma doenca infecciosa imunoprevenivel de transmissao respiratoria, a
infeccao é causada pelo virus da rubéola que, frequentemente, produz manifestacoes disc-
retas ou ausentes. A doenca geralmente tem evolugao benigna e é mais comum em
criancas, mas pode ocorrer em adultos susceptiveis. Durante a gravidez, a infeccao pelo
virus pode resulta em aborto, parto prematuro e mal-formagoes congénitas. A rubéola
ocorre apenas uma vez na vida.

O ser humano é o tnico hospedeiro natural do virus, o periodo de transmissao da
rubéola comeca uma semana antes e vai até cinco a sete ap6s o aparecimento do man-
chas avermelhadas na pele. A transmissao para uma pessoa susceptivel ocorre através do
contato com as secregoes respiratorias de um individuo infectado. Apos a transmissao, o
virus se replica na mucosa da nasofaringe e nas ganglios linfaticos regionais. Entre cinco e
sete dias apos a infecgao,ocorre disseminagao do virus através da corrente sanguinea. Nas
gestantes existe possibilidade de transmissao com risco de mal-formagoes congénitas. A
gravidade é maior quando a infecgao ocorre durante o periodo de formagao do embriao que
corresponde ao primeiro trimestre de gestagao. Os recém nascidos com rubéola congénita
podem eliminar o virus nas secregoes respiratorias e na urina por tempo prolongado (um
ano ou mais), e podem transmitir a infecgao para os individuos ndo imunes.

No Brasil, a rubéola passou fazer parte da lista de doencas de notificagao compulsoria
apenas em 1996. Entre 1997 e 2005 foram registrado no pais 78.215 casos de rubéola e
com 334 de rubéola congénita, a maioria na Regido Sudeste [12]. Em seguida temos a

tabela de casos confirmados de doencga no Brasil em periodo entre 1997-2005.
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Regiao/Ano | 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 Total
Norte 668  3.919  3.404 267 62 42 37 26 8945
Nordeste 697  4.785 6.871 1.862 356 105 80 75 17.549
Sudeste 27733 3193 4498 3.245 662 359 275 151 36.558
Sul 1.392 462 321 156 152 25 29 26 7.386
Centro-oeste | 1.304  2.143 409 337 248 32 24 48 7777
Total 6.794 14.502 15413 5.567 1.480 563 445 326 78.215

Tabela C.1 Numero de casos da Rubéola no Brasil 1998-2005, [25]




APENDICE D

Programas em linguagem Matlab

Modelo SIR com dinamica vital,
Pardmetros Iniciais

Populagao Total(T)=10000;
Longevidade(®)=100*365;
lambda(A)=1;
Taxa de recuperagao(beta)=0.1428,;
Taxa de infeccao(A;)=0.375;
Fecundidade inicial(F;)=20*365;
Fecundidade final(Fy)=40%365;
Tempo de Simulagao(7;)=300*365;

Dindmica Vital

soma—0.0;

S(1)=0.5;

for k=1:1:w

I(k)=0;

R(k)=0;

P (k)=exp(-0.000000014*k);
soma—=soma-+S(k);
S(k+1)= S(k)*P(k);

if k< Fy;/ and ; /k > F
F(k)=0.0002;

else

F(k)=0;

end
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end

F(w+1)=0;
soma=soma-+S(w+1);
S=(S.*TOTAL)/soma;
sumal=sum(S.*F);

F1=(S(1)*F)/sumal;

matriz de Leslie
N=diag(P);
for i=1:1:w
f(1)=0;
end
M=|N f’|.*lambda;
L=[F1;M];

Dindmica de Infecgcao
T=S;
T1=sum(T);

S(1)=S(1)-1;
I[(1)=1;
for k=1:1:Ts

cd=sum(I);
cc=sum(I)/T1;

S(1)=sum(F1.*T);
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AD=P(1:w).*S(1:w)-lambdal*cc*P(1:w).*S(1:w);
BD=P(1:w).*I(1:w)+lambdal*cc*P(1:w).*S(1:w)-beta.*P(1:w).*I(1:w);
CD=P(1:w).*R(1:w) + beta.*P(1:w).*I[(1:w);

SD=[S(1) ADJ;
ID—[I(1) BDJ;
RD—[R(1) CD;

T—SD + ID + RD:;
T1=sum(T);

SRELATIVO = SD ./ T;
IRELATIVO = 1D ./ T;
RRELATIVO = RD ./ T;

S=SD;
I=1D;
R=RD;

end



APENDICE E

Vacinas Recomendadas pelos pediatras

Além das vacinas contra tuberculose, difteria, tétano, coqueluche e sarampo, que ja
fazem do calendario de vacinagao adotado no Brasil, as criangas saudaveis menores de 5

anos devem receber:
e a vacina triplice viral (sarampo, caxumba e rubéola);
e vacina contra hepatite B;
e vacina contra Haemophilus influenzae do tipo b.

Se possivel, as criancas devem receber também a vacina contra varicela e hepatite A,

conforme recomendagao da Sociedade Brasileira de Pediatria (tabela).

Observacao E.1. 1. BCG - Vacina contra a tuberculose. Se nao for aplicada ao

nascer, aplicar o BCG durante o primeiro més de vida.

2. Vacina HB - Vacina contra hepatite B. Idealmente, a vacina HB deve ser aplicada
dentro das primeiras 12 horas de vida, ou, pelo menos, antes da alta. Se nao for
aplicada na idade preconizada, deve ser feita em qualquer idade, num total de trés
doses, com intervalo de um més entre a primeira e a segunda, e de seis meses entre

a primeira e a terceira dose.

3. Vacina DPT - Vacina contra difteria, tétano e coqueluche. Quando disponivel, pode
ser utilizada a vacina acelular contra a coqueluche (DTaP) desde o inicio do es-
quema; recomenda-se substituir a vacina DPT de células inteiras pela vacina DTaP
se a crianga apresentou evento adverso como episodio hipoténico-hiporrensponsivo

ou convulsao apés a administracao da vacina celular.
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Idade Vacinacao
ao nascer BCG (obs1) + HB (0bs.2)
1 més Hepatite B
2 meses DTP (0bs.3) + IPV (0bs.4) + Hib (0bs.5)
4 meses DPT + Polio + Hib
6 meses DPT + Polio + Hib + HB
9 meses Sarampo + Febre amarela (0bs.6)
12 a 15 meses Triplice viral (0bs.7)
15 meses DPT + Polio + Hib
4 - 6 anos DPT + Pdlio
4 a 10 anos Triplice viral (0bs.8)
6 a 10 anos BCG (0bs.9)
14 a 16 anos Dupla tipo adulto dT (obs. 10)

Tabela E.1 Calenddrio Vacinal recomendado pela Sociedade Brasileira de Pediatria SBP - ano

2000.

4. Vacina contra a poliomielite (paralisia infantil). Podem ser utilizadas as vacinas oral
(Sabin) ou inativada (IPV). Na rotina, utilizar a vacina oral; em imunodeprimido,

deve-se utilizar somente a vacina inativada contra a polio.

5. Vacina contra o Hib. Se for utilizada a vacina conjugada com a proteina da mem-
brana externa do meningococo B (PRP-OMP), o esquema é de duas doses, com
refor¢o aos 12-15 meses; se forem utilizadas as vacinas conjugadas com o toxoéide
tetanico (PRP-T) ou proteina CRM197. Apos os 12 meses, criangas nao vacinadas

previamente devem receber dose tinica.

6. A vacina contra febre amarela é obrigatéria para individuos que viajam para zona

de risco; refor¢o a cada 10 anos.

7. A vacina contra varicela é recomendada em dose tinica até os 12 anos; individuos
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com 13 anos ou mais devem receber duas doses, com intervalo de 4 a 8 semanas.

8. Uma segunda dose da vacina triplice viral é recomendada na idade escolar, a fim

de evitar acimulo de suscetiveis de sarampo

9. A aplicagao da segunda dose de BCG deve obedecer a politica de saude (Estad-
ual, Municipal), enquanto sao aguardados estudos sobre a eficicia e efetividade da

revacinacao.

10. Refor¢o da dT a cada 10 anos.
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