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Resumo

A análise de dados simbólicos (ADS) é uma abordagem estatística bastante utili-

zada em grandes bases de dados e tem como característica agregar dados em grupos de

interesse. Esses tipos de dados podem ser representados por intervalos, conjuntos de cate-

gorias, distribuição de frequência, distribuição de probabilidade, entre outros tipos. Neste

trabalho abordaremos dados simbólicos do tipo intervalo que são comumente utilizados

em aplicações �nanceiras, mineração de dados, tráfego de redes, dados con�denciais, etc.

Inicialmente, um modelo de regressão elíptico bivariado intervalar que considera a cor-

relação entre os limites inferiores e superiores de uma variável simbólica intervalar foi

proposto. Derivamos a função escore e a matriz de informação de Fisher. O método

de máxima verossimilhança foi desenvolvido para estimação dos parâmetros do modelo

proposto. Estudos de simulação de Monte Carlo em que avaliamos a sensibilidade do erro

de previsão quanto a presença de intervalos outliers foram apresentados. Os resultados

mostraram que o modelo t−Student bivariado intervalar é menos sensível na presença de

intervalos outliers do que o modelo normal bivariado intervalar. Um conjunto de dados

reais foi utilizado para ilustrar a metodologia abordada.

Palavras-chave: Análise de dados simbólicos. Intervalos outliers. Modelo de regressão

elíptico bivariado intervalar.



Abstract

The symbolic data analysis (SDA) is a statistical approach widely used in large data-

bases and that is characterized by aggregate data into interest groups. These data types

may be represented by intervals, sets of categories, frequency distribution, probability dis-

tribution, among other types. In this paper we discuss symbolic data of interval type that

are commonly used in �nancial applications, data mining, network tra�c, con�dential

data, etc. First, an interval bivariate elliptical regression model that considers the corre-

lation between the upper and lower limits of an interval symbolic variable was proposed.

We derive the score function and the Fisher information matrix. The maximum likelihood

method was developed to estimate the parameters of the proposed model. Monte Carlo

simulation studies was performed to evaluate the sensitivity of the predictive error for

the presence of outliers intervals. The results showed that the interval bivariate t-Student

model is less sensitive in presence of outliers intervals than the interval bivariate normal

model. A real datasets was used to illustrate the discussed methodology.

Keywords: Symbolic data analysis. Outliers intervals. Interval bivariate elliptical re-

gression model.
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CAPÍTULO 1

Introdução

Esse capítulo descreve uma breve fundamentação sobre a análise de dados simbólicos,

a motivação e os objetivos em relação ao trabalho proposto e por �m, descrever a estrutura

da dissertação.

1.1 Motivação

Nos dados clássicos, as variáveis são classi�cadas como numérica e/ou categórica e

estas podem assumir um único valor para cada indivíduo. Como por exemplo, veri�car

idade, nível de instrução e renda dos clientes em um determinado banco. Entretanto,

pode ocorrer do pesquisador não ter interesse em veri�car as observações individuais, mas

sim grupos de unidades com características em comum ou observar informações ao longo

do tempo ou em outras circunstâncias. Por exemplo, de�nir um grupo de pessoas pela

idade, altura, nível de instrução, instituição de ensino, ou outros. Quando isso acontece, a

abordagem clássica torna-se um pouco restrita por não considerar a variabilidade inerente

dos dados.

Para lidar com tal situação é usual reduzir os dados considerando medidas de tendência

central, como a média, a mediana ou a moda, consequentemente isso levaria a uma perda

de informação. Uma outra forma de lidar com esse tipo de problema seria utilizar a análise

de dados simbólicos (ADS), que possibilita agregar esses dados em grupos de interesse.

Conforme Fagundes (2013), ao usar ADS é possível estudar os grupos considerando a

descrição de grupos de indivíduos e as variações dentro desses grupos.

Os dados simbólicos foram tratados inicialmente por Edwin Diday no �m da década

de 80 e as primeiras pesquisas sobre esse tipo de dados continham os princípios básicos

dessa nova abordagem, Diday (1988), Diday (1989) e Diday & Brito (1989). Esses da-

dos tem como característica expressar intervalos, conjuntos, distribuição de frequências e

15
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distribuição de probabilidades.

Ao longo dos anos Billard & Diday (2003) atentou-se para o elevado crescimento

dos dados simbólicos e notou a necessidade de ampliar novas técnicas para tratar esses

tipos de dados. A partir disso, Billard & Diday (2006a) e Diday & Noirhomme-Fraiture

(2008) introduziram novos conceitos e métodos estatísticos capaz de manusear os dados

simbólicos. Atualmente esses métodos são encontrados na literatura, como por exemplo

análise de agrupamento para dados simbólicos, análise exploratória, análise de regressão,

entre outros.

No contexto de análise de regressão para dados intervalares, Billard & Diday (2000)

estende o conceito o modelo de regressão linear clássico (MRLC) para dados simbólicos

do tipo intervalo, que utiliza o método do mínimos quadrados para obter as estimativas

dos valores médios dos intervalos. Billard & Diday (2002) de�ne uma nova abordagem

que considera dois MRLC independentes, um para o limite inferior e outra para o limite

superior dos dados intervalares. Neto & de Carvalho (2008) propuseram o método do

centro e da amplitude para dados simbólicos intervalares sendo que esta nova representa-

ção obteve um comportamento de predição melhor que os propostos por Billard & Diday

(2000) e Billard & Diday (2002).

Os trabalhos citados anteriormente não garantem a coerência matemática de que o

valor previsto do limite inferior seja menor que o do limite superior. Dessa forma, Neto

& de Carvalho (2010) propuseram um novo método de ajustar modelos de regressão para

dados simbólicos intervalares, em que incorpora restrições nos valores da amplitude, com

a �nalidade de assegurar a coerência matemática.

Os primeiros estudos sobre regressão simbólica intervalar não consideravam suposições

de distribucionais para os erros. Domingues et al. (2010) propuseram um modelo de

regressão para dados intervalares que assumem distribuições de probabilidade simétrica

para os erros. Souza et al. (2011) propuseram um modelo de regressão linear logística para

dados simbólicos intervalares. Fagundes et al. (2013) propuseram um modelo de regressão

robusto para dados simbólicos intervalares em que esse modelo apresentou ser menos

sensível a presença de outliers. No contexto de regressão não paramétrica, Fagundes et al.

(2014) propuseram um modelo regressão Kernel intervalar que pode ser ajustado quando

as suposições distribucionais dos erros e/ou da forma funcional dos modelos paramétricos

não são veri�cadas.

Todos os trabalhos citados acima, consideram dois modelos de regressão independentes

para realizar a análise de regressão intervalar. Entretanto, essa relação de independên-

cia pode in�uenciar de alguma forma o ajustamento. Dessa forma, Neto et al. (2011)

propuseram um modelo de regressão bivariado da família exponencial para dados simbó-

licos intervalar que modela a correlação entre limites inferiores e superiores do intervalo.

Contudo, esse modelo de regressão é sensível a presença de intervalos aberrantes.
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1.2 Objetivos

O principal objetivo desse trabalho é propor um modelo de regressão elíptico bivariado

intervalar que considera os erros do modelo como pertencentes a família de distribuições

elípticas.

Este modelo tem como principal característica considerar uma possível relação entre

limite inferior e superior da variável simbólica intervalar. Além, de assegurar a coerência

matemática de que os valores previstos do limite inferior sejam menores que a do limite

superior, ao ajustar o modelo considerando a representação do centro e amplitude dos

intervalos.

Um outro objetivo desse trabalho é avaliar a sensibilidade do erro de previsão quanto

a presença de intervalos outliers no dados.

1.3 Estrutura da dissertação

O presente trabalho é constituído por seis capítulos. No Capítulo 1, uma breve in-

trodução a respeito da motivação e objetivos da dissertação é discutida. No Capítulo

2 são apresentados os conceitos de análise de dados simbólicos, os respectivos tipos de

variáveis e as medidas descritivas para variáveis intervalares. No Capítulo 3 introduzimos

o modelo de regressão elíptico bivariado intervalar (MREBI) e sua representação centro

e amplitude, assim como a função escore, matriz de informação de Fisher e estimação

dos parâmetros. No Capítulo 4 são apresentados estudos de simulações para duas repre-

sentações estudadas em que veri�camos a qualidade de previsão na presença ou não de

outliers. No Capítulo 5 discutimos a modelagem de um conjunto de dados reais em que

a metodologia apresentada é utilizada. Por �m, no Capítulo 6, as principais conclusões

desse trabalho são discutidas.



CAPÍTULO 2

Dados simbólicos

Esse capítulo tem como �nalidade explanar sobre as principais características de dados

simbólicos, as áreas de aplicações, os tipos de variáveis para dados dessa natureza e

descrever a estatística descritiva para dados simbólicos intervalares.

2.1 Análise de dados simbólicos (ADS)

Os dados simbólicos são capazes de descrever indivíduos levando em consideração, ou

não, imprecisão e incerteza e são classi�cados como dados mais complexos do que os dados

clássicos, visto que eles possuem uma estrutura interna.

Ao analisar dados dessa natureza é possível descrever grupos de indivíduos e a variação

dentro desses grupos considerando intervalos, histograma, distribuição de probabilidade

e frequência. Eles ainda podem ser usados para representar os limites de um conjunto

de possíveis valores de um item ou a variação da extensão de uma variável através da

redução de conjuntos de dados, em um número reduzido de pequenos grupos de infor-

mação (Domingues et al., 2010). Contudo, essa característica de diminuir o tamanho de

grandes conjuntos de dados pode acarretar em um problema de perda de precisão e/ou

variabilidade.

Atualmente, a análise de dados dessa natureza vem sendo bastante estudada, uma vez

que os trabalhos Diday (1988) e Diday & Brito (1989) tiveram grande impacto e os avan-

ços tecnológicos tiveram um crescimento elevado nos últimos anos. A ADS tem grande

relação com a análise multivariada, banco de dados, inteligência arti�cial, regressão, clas-

si�cação, entre outros. Nos últimos anos diversos estudos com dados dessa natureza foram

propostos e podemos citar como exemplos: Carvalho (1995) propôs a construção de his-

togramas para ADS; Gordon (2000) propôs um algoritmo iterativo de agrupamento para

dados simbólicos que minimiza a soma potencial das descrições dos grupos; Billard &

18
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Diday (2000) propuseram um modelo de regressão para dados intervalares baseado no

conceito do modelo de regressão linear clássico (MRLC); Billard & Diday (2006a) propu-

seram novos conceitos sobre ADS tais conceitos abordam análise descritiva, componente

principal, clustering e regressão; Carvalho et al. (2007) propuseram agrupamento de da-

dos simbólicos intervalares baseado na distância Hausdor� adaptada; Maia et al. (2008)

propuseram um modelo de séries temporais que investiga a previsão de dados simbólicos

intervalares; Neto & de Carvalho (2008) propuseram um modelo com nova representação

para dados intervalares baseado no centro e na amplitude dos dados intervalares e Carva-

lho & de Souza (2010) propuseram um método de particionamento para dados simbólicos

do tipo de recurso misto usando a euclidiana ao quadrado.

2.2 Tipos de variáveis simbólicas

Variáveis são classi�cadas nos estudos estatísticos como sendo os valores que assumem

determinadas características dentro de uma pesquisa.

Assim, como nos dados clássicos existe uma classi�cação dos tipos de variáveis para os

dados simbólicos. Segundo Bock & Diday (2000), as variáveis simbólicas de dividem em

dois grupos: variáveis modais e não modais. Esses tipos de variáveis são de�nidas com

mais detalhes nas próximas seções.

2.2.1 Variável do tipo modal

De�ne-se Y como sendo uma variável simbólica modal se ela descrever um objeto

usando par(c, π), em que c é o conjunto de categorias que a variável pode assumir e π é

um vetor de frequência, pesos ou probabilidades que correspondem a cada categoria do

conjunto c.

Exemplo: Seja Y os cursos superiores com alunos reprovados na disciplina de estatís-

tica em k universidades. Tem-se que para uma determinada universidade t, Y (t) =

{(Farmácia, Ciências Contábeis, Administração, Eng. Mecânica); (0, 4; 0, 25; 0, 25; 0, 1)},
ou seja, a probabilidade dos alunos do curso de Eng. Mecânica reprovar a disciplina de es-

tatística nessa universidade é de 0, 1, Administração e Ciências Contábeis é de 0, 25 e Far-

mácia 0, 4. Já em uma universidade u o objeto par é de�nido como: Y (u) = {(Matemática,

Fisíca, Eng. Alimentos, Farmácia); (0, 1; 0, 1; 0, 3; 0, 5)}.

2.2.2 Variável do tipo não modal

As variáveis não modais são classi�cadas como do tipo multivalorada e intervalares,

em que a variável multivalorada é dividida em categórica nominal, categórica ordinal e

quantitativa. As de�nições dessas variáveis são dadas a seguir
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• Variável multivalorada nominal: descreve as categorias de um determinado

objeto, em que nessas categorias não existe uma ordenação. Exemplo: seja Y

o nome da companhia aérea de um determinado grupo k de passageiros, então

Yk = Avianca, Gol, Tam;

• Variável multivalorada ordinal: descreve as categorias de um determinado ob-

jeto, em que nessas categorias existe uma ordenação. Exemplo: seja Y o ní-

vel de escolaridade de um grupo k de indivíduos de uma empresa, então Yk =

Ensino Fundamental, Ensino Médio, Graduação, Pós-Graduação;

• Variável multivalorada quantitativa: assume um conjunto �nito de números

reais não ordenados. Exemplo: seja Y o número de apartamentos vendidos por

uma determinada empresa k em um mês especí�co, então Y (k) = {15, 35, 20, 50, 45};

• Variável intervalar: Essa variável tem como característica está de�nida em um

intervalo. Uma variável Y será de�nida como variável intervalar se para todo k ∈ E

o subconjunto Y (k) = [a, b], em que a ≤ b. Exemplo: Uma empresa de pesquisas

está interessada em saber o gasto com impostos de um conjunto de empresas, onde E

representa o conjunto de empresas, Y o valor gasto com impostos e k uma empresa

qualquer. Assim o Y (k) = [1500, 00; 4500, 00], ou seja, uma empresa k teve gastos de

impostos em um intervalo de R$ 1500, 00 a R$ 4500, 00. Conforme Campos (2008),

ao de�nir Y como sendo uma variável intervalar seria interessante criar histograma

a�m de visualizar a distribuição de frequências dos valores. Esse tipo de variável é

bastante utilizada em aplicações �nanceiras, mineração de dados, análise de tráfego

de redes, aplicações com dados con�dencias em que o interesse é apenas conhecer a

extensão dos valores, dentre outras. Esse tipo de variável é o objeto deste estudo.

2.2.3 Exemplo de tabelas para dados simbólicos

Dados dessa natureza podem ser apresentados em tabelas, nestas as linhas correspon-

dem aos indivíduos ou grupos de indivíduos e as colunas são as variáveis simbólicas que

os descrevem.

Exemplo: Nove países foram divididos em três grupos, a partir desses foram observados

na Tabela 2.1 os valores do intervalo do PIB (Produto Interno Bruto) em milhões de

dólares e a proporção da população que fala mais de uma língua. Note que a variável

PIB é classi�cada como simbólica intervalar, a variável nome dos países como simbólica

multivalorada nominal e a variável mais de uma língua é considerada simbólica modal

(representado por uma distribuição de pesos).
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Tabela 2.1: Exemplo de Tabela para dados simbólicos

Grupo PIB Nome dos países + de uma língua
A [0,31;4,28] Bélgica, Japão e Suíça (3/4) Sim, (1/4) Não
B [0,37;1,98] Argentina, Brasil e Uruguai (1/6) Sim, (5/6) Não
C [0,16;14,02] EUA, França e Chile (2/5) Sim, (3/5) Não

Fonte: Salazar (2008)

2.3 Análise descritiva de variáveis simbólicas intervala-

res

O conceito de estatística descritiva para dados simbólicos é similar aos dos dados clás-

sicos. Carvalho (1994), Carvalho (1995) e Chouakria et al. (1998) propõem métodos para

construir histograma para variáveis intervalares. Já Bertrand & Goupil (2000) introduzi-

ram métodos para determinar a distribuição de frequência para uma variável simbólica e

ampliaram os conceitos de média, mediana e desvio padrão. Em Billard & Diday (2006b)

são abordados média, mediana, variância e histograma para dados do tipo não modais.

Dessa forma, essa seção é designada a obtenção de média, variância e histograma para va-

riáveis intervalares, visto que o objetivo desse estudo é trabalhar com variáveis simbólicas

intervalares. Assim, foi utilizado o conjunto de dados Futebol nessa seção para ilustrar

essas medidas.

Conjunto de dados Futebol: é composto pelas informações dos jogadores pro�ssionais

de 20 times da França, em que cada jogador é descrito pelas variáveis altura, idade e

peso. Esse conjunto já foi analisado em Fagundes (2013) e pode ser obtido em https:

//www.ceremade.dauphine.fr/touati/foot2.htm. Esses dados são vistos na Tabela 2.2

e representam os valores intervalares dos times Franceses em cada uma das três variáveis.

A Figura 2.1 interpreta os retângulos dos intervalos das variáveis do conjunto Futebol.

Nela é possível notar um comportamento homogêneo dos quadrados e que não há indícios

de possíveis outliers.
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Tabela 2.2: Dados Futebol

Time Peso (Y ) Altura (X1) Idade (X2)

1 [58,00;85,00] [164,00;192,00] [21,00;35,00]
2 [67,00;84,00] [171,00;190,00] [20,00;30,00]
3 [65,00;88,00] [170,00;186,00] [18,00;36,00]
4 [60,00;83,00] [162,00;188,00] [19,00;31,00]
5 [60,00;84,00] [170,00;189,00] [18,00;34,00]
6 [67,00;83,00] [173,00;190,00] [18,00;36,00]
7 [69,00;90,00] [176,00;193,00] [19,00;34,00]
8 [65,00;85,00] [170,00;193,00] [19,00;31,00]
9 [63,00;84,00] [168,00;188,00] [18,00;34,00]
10 [58,00;88,00] [167,00;197,00] [19,00;35,00]
11 [62,00;86,00] [164,00;191,00] [18,00;34,00]
12 [62,00;80,00] [168,00;189,00] [19,00;35,00]
13 [63,00;85,00] [167,00;190,00] [18,00;31,00]
14 [65,00;95,00] [168,00;196,00] [20,00;35,00]
15 [63,00;83,00] [170,00;187,00] [18,00;35,00]
16 [60,00;87,00] [170,00;197,00] [18,00;37,00]
17 [67,00;85,00] [168,00;190,00] [18,00;32,00]
18 [62,00;83,00] [169,00;192,00] [18,00;35,00]
19 [63,00;84,00] [172,00;192,00] [18,00;33,00]
20 [63,00;85,00] [169,00;194,00] [20,00;34,00]

Figura 2.1: Grá�co 3D entre as variáveis Peso (B), Altura (A) e Idade (C)
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Conforme Billard & Diday (2006b), para obter os valores descritivos das variáveis

intervalares desse conjunto de dados é importante de�nir inicialmente os conceitos de

descrição individual e virtual.

2.3.1 Descrição individual e virtual

Descrição individual é um valor de uma variável que pode assumir muitos outros va-

lores, essa descrição individual é denotada por x. Com relação a variáveis intervalares é

um intervalo que irá pertencer a um intervalo principal. Exemplo: Considerando (T,W )

variável intervalar bidimensional, onde T = [58, 00; 85, 00] representa o peso de um time

e W = [164, 00; 192, 00] representa altura de um time do conjunto Futebol. Então, a des-

crição individual x = (x1, x2) estão contido no retângulo [58, 00; 85, 00]× [164, 00; 192, 00].

De acordo com Billard & Diday (2006b), esses valores são utilizados para obter os

histogramas simbólicos. Já que as frequências desse histograma envolve a contagem do

número de descrições individuais que tornam verdadeira uma determinada dependência

lógica nos dados.

A dependência lógica pode ser representada pela equação (2.1), onde x ∈ X (X é o

conjunto de todas as descrições individuais possíveis presente em uma tabela simbólica)

e A ⊆ D,B ⊆ D. De acordo com Billard & Diday (2006b), υ retornará um valor binário,

ou seja, �0� caso a dependência lógica para x for falsa, ou �1� caso seja verdadeiro.

υ : [x ∈ A]⇒ [x ∈ B]. (2.1)

Descrição virtual de um vetor d é um conjunto de todos os elementos x presentes que

satisfazem todas as dependências lógicas em X. Essa descrição é dada pela equação (2.2)

vir(d) = x ∈ D; v(x) = 1,∀ ∈ Vx. (2.2)

Suponha que haja interesse em uma variável Yj ≡ Z e que o valor observado de um

objeto w nessa variável é um intervalo Z(w) = [aw, bw], para w ∈ E = {1, . . . ,m}, os
valores dos vetores de descrição individuais x ∈ vir(dw) são distribuídos uniformemente

sobre o intervalo Z(w). Portanto, para cada ξ tem-se que:

P [x ≤ ξ|x ∈ vir(dw)] =


0, se ξ ≤ aw;
ξ−aw
bw−aw , se aw ≤ ξ ≤ bw;

1, caso contrário

(2.3)

O vetor de descrição individual x vai contar com os valores globalmente em
⋃
w∈E

vir(d)w,

em que cada um desses objetos vai contar com a mesma probabilidade (p = 1/m) de ser

considerado no experimento. Ao considerarmos as variáveis do conjunto de Futebol, temos

que m = 20, w = 1 . . . , 20 e ZY (w), ZX1(w) e ZX2(w) correspondem ao intervalo w de

suas respectivas variáveis nesse conjunto, que podem ser observadas na Tabela 2.2.
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2.3.2 Funções de distribuição e de densidade empírica para inter-

valos

A função de distribuição empírica é obtida a partir de um determinado experimento.

Para os dados intervalares a função FZ(ξ) é composta pela distribuição dasm distribuições

uniformes nos m intervalos Z(w) = [aw, bw], em que w ∈ E. Assim, a função empírica

intervalar é dada por:

FZ(ξ) =
1

m

∑
w∈E

P [x ≤ ξ|x ∈ vir(dw)]

=
1

m

 ∑
ξ∈Z(w)

(
ξ − aw
bw − aw

)
+ |(w|ξ ≥ bw)|

 (2.4)

Exemplo: No conjunto de dados Futebol ao fazer suposições de um ξ = 76, 5 para variável

peso, ξ = 179, 5 para altura e ξ = 27, 5 para idade, temos que as funções empíricas dessas

variáveis são expressadas por:

FY (76, 5) =
1

20

(
76, 5− 58

85− 58
+

76, 5− 67

84− 67
+

76, 5− 65

88− 65
+

76, 5− 60

83− 60
+

+
76, 5− 60

84− 60
+

76, 5− 67

83− 67
+

76, 5− 69

90− 69
+

76, 5− 65

85− 65
+

+
76, 5− 63

84− 63
+

76, 5− 58

88− 58
+

76, 5− 62

86− 62
+

76, 5− 62

80− 62
+

+
76, 5− 63

85− 63
+

76, 5− 65

95− 65
+

76, 5− 63

83− 63
+

76, 5− 60

87− 60
+

+
76, 5− 67

85− 67
+

76, 5− 62

83− 62
+

76, 5− 63

84− 63
+

76, 5− 63

85− 63

)
=

1

20
(12, 1018) = 0, 6050,

FX1(179, 5) =
1

20

(
179, 5− 164

192− 164
+

179, 5− 171

190− 171
+

179, 5− 170

186− 170
+

179, 5− 162

188− 162
+

+
179, 5− 170

189− 170
+

179, 5− 173

190− 173
+

179, 5− 176

193− 176
+

179, 5− 170

193− 170
+

+
179, 5− 168

188− 168
+

179, 5− 167

197− 167
+

179, 5− 164

191− 164
+

179, 5− 168

189− 168
+

+
179, 5− 167

190− 167
+

179, 5− 168

196− 168
+

179, 5− 170

187− 170
+

179, 5− 170

197− 170
+

+
179, 5− 168

190− 168
+

179, 5− 169

192− 169
+

179, 5− 172

192− 172
+

179, 5− 169

194− 169

)
=

1

20
(9, 5215) = 0, 4760,
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FX2(27, 5) =
1

20

(
27, 5− 21

35− 21
+

27, 5− 20

30− 20
+

27, 5− 18

36− 18
+

27, 5− 19

31− 19
+

27, 5− 18

34− 18
+

27, 5− 18

36− 18
+

27, 5− 19

34− 19
+

27, 5− 19

31− 19
+

27, 5− 18

34− 18
+

27, 5− 19

35− 19
+

27, 5− 18

34− 18
+

27, 5− 19

35− 19
+

27, 5− 18

31− 18
+

27, 5− 20

35− 20
+

27, 5− 18

35− 18
+

27, 5− 18

37− 18
+

27, 5− 18

32− 18
+

27, 5− 18

35− 18
+

27, 5− 18

33− 18
+

27, 5− 20

34− 20

)
=

1

20
(11, 7929) = 0, 5896.

A função de densidade empírica existirá se a equação (2.4) poder ser derivada em

relação a ξ, em que esta pode ser expressada por:

f(ξ) =
1

m

∑
w:ξ∈Z(w)

1

bw − aw
. (2.5)

A equação (2.5) pode ser reescrita de uma outra forma, pois o somatório lida apenas

com os objetos w e para ξ ∈ Z(w). Assim, é possível obter a seguinte forma:

f(ξ) =
1

m

∑
w∈E

Iw(ξ)

||Z(w)||
, ξ ∈ <, (2.6)

em que Iw(ξ) é uma função indicadora e indica se ξ está ou não em Z(w). Então, caso

ξ ∈ Z(w) retornará valor 1 e 0 caso contrário. Já ||Z(w)|| representa a amplitude do

intervalo Z(w) ∈ E, onde ||Z(w)|| = bw − aw.
Exemplo:Utilizando as suposições de que os valores de ξ são equivalentes ao da função

de distribuição, tem-se que a função de densidade empírica das variáveis do conjunto de

Futebol são de�nidas por:

fY (76, 5) =
1

20

(
1

85− 58
+

1

84− 67
+

1

88− 65
+

1

83− 60
+

+
1

84− 60
+

1

83− 67
+

1

90− 69
+

1

85− 65
+

+
1

84− 63
+

1

88− 58
+

1

86− 62
+

1

80− 62
+

+
1

85− 63
+

1

95− 65
+

1

83− 63
+

1

87− 60
+

+
1

85− 67
+

1

83− 62
+

1

84− 63
+

1

85− 63

)
=

1

20
(0, 9248) = 0, 0462,
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fX1(179, 5) =
1

20

(
1

192− 164
+

1

190− 171
+

1

186− 170
+

1

188− 162
+

+
1

189− 170
+

1

190− 173
+

1

193− 176
+

1

193− 170
+

+
1

188− 168
+

1

197− 167
+

1

191− 164
+

1

189− 168
+

+
1

190− 167
+

1

196− 168
+

1

187− 170
+

1

197− 170
+

+
1

190− 168
+

1

192− 169
+

1

192− 172
+

1

194− 169

)
=

1

20
(0, 9250) = 0, 0462,

fX2(27, 5) =
1

20

(
1

35− 21
+

1

30− 20
+

1

36− 18
+

1

31− 19
+

1

34− 18
+

1

36− 18
+

1

34− 19
+

1

31− 19
+

1

34− 18
+

1

35− 19
+

1

34− 18
+

1

35− 19
+

1

31− 18
+

1

35− 20
+

1

35− 18
+

1

37− 18
+

1

32− 18
+

1

35− 18
+

1

33− 18
+

1

34− 20

)
=

1

20
(1, 3517) = 0, 0675.

2.3.3 Média e Variância intervalar

Como já se conhece a densidade empírica de uma variável intervalar, é possível en-

contrar o valor médio dessa variável. Dessa forma, a média empírica de Z em termos da

função de densidade empírica é dada por:

Z =

∞∫
−∞

ξf(ξ)dξ.

Substituindo a equação (2.6), obtém-se o seguinte resultado:

Z =
1

m

∑
w∈E

∞∫
−∞

Iw(ξ)

||Z(w)||
ξdξ =

1

m

∑
w∈E

1

bw − aw

∫
ξ∈Z(w)

ξdξ

=
1

2m

∑
w∈E

b2w − a2w
bw − aw

=
1

m

∑
w∈E

bw + aw
2

. (2.7)
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De maneira similar ao cálculo da média empírica é possível encontrar a variância

amostral intervalar dos dados em termos da função de densidade empírica. Portanto, a

variância amostral da variável é de�nida por:

S2 =

∞∫
−∞

(ξ − Z)2f(ξ)dξ

ao calcular a equação acima, está é equivalente a seguinte equação

S2 =

∞∫
−∞

ξ2f(ξ)dξ − (Z)2.

Note que a primeira parcela da variância amostral corresponde ao segundo momento

da função de interesse. Calculando o segundo momento da função, obtém-se o seguinte

resultado:

M2 =

∞∫
−∞

ξ2f(ξ)dξ =
1

m

∑
w∈E

∞∫
−∞

ξ2

||Z(w)||
dξ

=
1

m

∑
w∈E

b3w − a3w
3||Z(w)||

=
1

3m

∑
w∈E

(b2w + bwaw + a2w). (2.8)

Dessa forma, a variância amostral intervalar é dada pela seguinte forma:

S2 = M2 − Z
2

=
1

3m

∑
w∈E

(b2w + bwaw + a2w)− 1

4m2

(∑
w∈E

bw + aw

)2

(2.9)

em que Z e M2 foram de�nidos em (2.7) e (2.8).

Exemplo:Com base nos conceitos de�nidos sobre média e variância intervalar, tem-se que

para as variáveis Peso (Y ), Altura (X1) e Idade (X2) são descritas por:

E(Y ) =
1

20

(
85 + 58

2
+ . . .+

85 + 63

2

)
= 74, 2250,

S2
Y =

1

20

(
852 + (85)(58) + 582

3
+ . . .+

852 + (85)(63) + 632

3

)
− 74, 22502 = 47, 9827,

E(X1) =
1

20

(
192 + 164

2
+ . . .+

194 + 169

2

)
= 180,
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S2
X1

=
1

20

(
1922 + (192)(164) + 1642

3
+ . . .+

1942 + (194)(169) + 1692

3

)
−1802 = 48, 4166,

E(X2) =
1

20

(
35 + 21

2
+ . . .+

34 + 20

2

)
= 26, 275,

S2
X2

=
1

20

(
352 + (35)(21) + 212

3
+ . . .+

342 + (34)(20) + 202

3

)
− 26, 2752 = 20, 491,

A média intervalar dos 20 times franceses para variável peso é de 74, 225kg, para

variável altura é 180cm e para variável idade é 26, 275 anos. Já os valores das variâncias

foram respectivamente de 47, 9827, 48, 4166 e 26, 275 para as variáveis peso, altura e idade.

2.3.4 Histograma intervalar

Ao construir um histograma para uma variável simbólica do tipo intervalar, é impor-

tante considerar I = [minaw|w∈E;maxbw|w∈E] em que todos os valores possíveis de Z estão

contidos em U , e também particiona-los em r subintervalos Ig = [ξg−1; ξg), g = 1, . . . , r−1

e Ir = [ξr−1; ξr] com g = r. Portanto, o histograma para Z será dada pela representação

grá�ca da distribuição de frequência {(Ig, pg)g = 1, . . . , r} onde:

pg =
1

m

∑
w∈E

||Z(w) ∩ Ig||
||Z(w)||

. (2.10)

Nesse caso pg, para g = 1, . . . , r, representa a área da barra vertical da base de qual é

o intervalo de Ig pertencente ao eixo horizontal do histograma, Billard & Diday (2006b).

Dessa maneira, pg nada mais é que a probabilidade de uma descrição individual w está

no intervalo Ig.

Utilizando as variáveis intervalares do conjunto de dados Futebol, tem-se que o inter-

valo global I das variáveis Peso, Altura e Idade são respectivamente, [58; 95], [162; 197] e

[18; 37]. Para produzir os histogramas intervalares dessas variáveis, é de suma importân-

cia de�nir o número classes a ser utilizada e o intervalo de cada classe. A �m de obter o

número de classes intervalares, será utilizado a de�nição de Sturges (1926) dado por:

K = log2(n) + 1

onde K representa o número de classes e n o número de intervalos em uma determinada

variável. Então, ao fazer uma aproximação do valor de K, cada variável irá conter 6

classes de intervalos nos seus respectivos histogramas. Os intervalos de cada classe são

obtidos a partir do intervalo global da variável e do tamanho da amplitude de cada classe, a

amplitude de cada classe é obtida por Imax−Imin

K
. As classes do histograma dessas variáveis

são de�nidas na Tabela 2.3.

Após de�nir as classes de cada variável, tem-se que a frequência relativa da primeira
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Tabela 2.3: Intervalo das classes das variáveis do conjunto Futebol

Peso (Y ) Altura (X1) Idade (X2)

I1 = [58, 0; 64, 2) I1 = [162, 00; 167, 85) I1 = [18, 00; 21, 15)
I2 = [64, 2; 70, 4) I2 = [167, 85; 173, 70) I2 = [21, 15; 24, 30)
I3 = [70, 4; 76, 6) I3 = [173, 70; 179, 55) I3 = [24, 30; 27, 45)
I4 = [76, 6; 82, 8) I4 = [179, 55; 185, 40) I4 = [27, 45; 30, 60)
I5 = [82, 8; 89, 0) I5 = [185, 40; 191, 25) I5 = [30, 60; 33, 75)
I6 = [89, 0; 95, 0] I6 = [191, 25; 197, 00] I6 = [33, 75; 37, 00]

classe da variável Peso é representada por:

p1 =
1

20

[(
64, 2− 58

85− 58

)
w=1

+ 0 + 0 +

(
64, 2− 60

83− 60

)
w=4

+

(
64, 2− 60

84− 60

)
w=5

+

+ 0 + . . . 0 +

(
64, 2− 63

84− 63

)
w=9

+

(
64, 2− 58

88− 58

)
w=10

+

(
64, 2− 62

86− 62

)
w=11

+

+

(
64, 2− 62

80− 62

)
w=12

+

(
64, 2− 63

85− 63

)
w=13

+ 0 +

(
64, 2− 63

83− 63

)
w=15

+

+

(
64, 2− 60

87− 60

)
w=16

+ 0 +

(
64, 2− 62

83− 62

)
w=18

+

(
64, 2− 63

84− 63

)
w=19

+

+

(
64, 2− 63

85− 63

)
w=20

]
=

1

20
(1, 5514) = 0, 0775.

A frequência relativa da primeira classe da variável Altura é dada por:

p1 =
1

20

[(
164− 167, 85

192− 164

)
w=1

+ 0 + 0 +

(
162− 167, 85

188− 162

)
w=4

+ 0 + . . .+

+ 0 +

(
167− 167, 85

197− 167

)
w=10

+

(
167, 85− 164

191− 164

)
w=11

+

+ 0 +

(
167, 85− 167

190− 167

)
w=13

+ 0 + . . .

]
=

1

20
(0, 5703) = 0, 0285.
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Já a frequência relativa da primeira classe da variável Idade é de�nida por:

p1 =
1

20

[(
21, 15− 21

35− 21

)
w=1

+

(
21, 15− 20

30− 20

)
w=2

+

(
21, 15− 18

36− 18

)
w=3

+

+

(
21, 15− 19

31− 19

)
w=4

+

(
21, 15− 18

34− 18

)
w=5

+

(
21, 15− 18

36− 18

)
w=6

+

+

(
21, 15− 19

34− 19

)
w=7

+

(
21.15− 19

31− 19

)
w=8

+

(
21, 15− 19

34− 18

)
w=9

+

+

(
21, 15− 19

35− 19

)
w=10

+

(
21, 15− 18

34− 18

)
w=11

+

(
21, 15− 19

35− 19

)
w=12

+

+

(
21, 15− 18

31− 18

)
w=13

+

(
21, 15− 20

35− 20

)
w=14

+

(
21, 15− 18

35− 18

)
w=15

+

+

(
21, 15− 18

37− 18

)
w=16

+

(
21, 15− 18

32− 18

)
w=17

+

(
21, 15− 18

35− 18

)
w=18

+

+

(
21, 15− 18

33− 18

)
w=19

+

(
21, 15− 20

34− 20

)
w=20

]
=

1

20
(3, 2092) = 0, 1604.

A frequência relativa das outras classes são calculadas de forma similar e podem ser

veri�cadas na Tabela 2.4.

Tabela 2.4: Frequência relativa das 6 classes intervalares das variáveis do conjunto Futebol

Classes
Frequência relativa

Peso (Y ) Altura (X1) Idade (X2)

I1 0,0775 0,0285 0,1604
I2 0,2454 0,1860 0,2129
I3 0,2867 0,2638 0,2129
I4 0,2789 0,2705 0,2099
I5 0,0989 0,2030 0,1549
I6 0,0123 0,0480 0,0489

A Figura 2.2 descreve o comportamento dos histogramas das três variáveis Peso, Altura

e Idade no conjunto Futebol. Além disso, as 6 classes dos histogramas de cada variável

contém os 20 intervalos dessas respectivas variáveis.
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Figura 2.2: Histograma das variáveis intervalares do conjunto Futebol
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CAPÍTULO 3

Modelo de regressão elíptico bivariado intervalar

Análise de regressão é uma técnica estatística bastante utilizada quando o pesquisador

tem interesse em descrever a relação entre uma variável resposta e uma ou mais variáveis

explicativas. Nessas duas últimas décadas os modelos de regressão com erros elípticos

tiveram grandes avanços na literatura, Liu (2000) desenvolveu o método da in�uência

local no modelo de regressão linear elíptico. Liu (2002) derivou o método de diagnóstico

no modelo de regressão linear multivariado elíptico. Díaz García et al. (2003) propuseram

novos métodos de diagnóstico para os modelos de regressão multivariado elíptico, como

distância de Cook, análise de resíduos, in�uência local, entre outros. Savalli et al. (2006)

propuseram os modelos mistos lineares elípticos, Ibacache-Pulgar et al. (2012) propuseram

o modelo linear misto semiparamétrico com erros elípticos e abordaram a técnica de

in�uência local nesse modelo, Alcantara & Cysneiros (2013) propuseram um modelo de

regressão linear com erros elípticos slash, entre outros.

Os trabalhos iniciais sobre modelos de regressão intervalar não consideram uma relação

entre o limite inferior e superior de uma variável simbólica intervalar, entretanto essa

relação pode de fato existir e in�uenciar de uma certa maneira as estimativas do modelo.

Com base nisso, Neto et al. (2011) propuseram um modelo linear generalizado bivariado

para variáveis intervalares que considera uma possível correlação entre o limite inferior e

superior. Supondo que as variáveis respostas pertencem a família exponencial bivariada.

Esse capítulo tem como objetivo propor um modelo elíptico intervalar bivariado le-

vando em consideração a relação do limite inferior e superior das variáveis intervalares,

em que as variáveis respostas pertencem a família de distribuições elípticas.

32
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3.1 Distribuição elíptica

A classe da família de distribuições elípticas foi introduzida por Kelker (1970), es-

tas foram conceituada como sendo uma generalização da família normal multivariada e

tem como característica abranger todas as distribuições contínuas simétricas. Cambanis

et al. (1981) de�ne a classe elíptica univariada como sendo semelhante a da família de

distribuições simétricas.

As distribuições elípticas representam uma família de distribuições, em que essas tem

a característica de ter caudas mais pesadas ou mais leves que a distribuição normal.

Dessa forma, essa família tem sido bastante utilizada na modelagem estatística quando o

conjunto de dados possuem pontos aberrantes.

São exemplos de distribuições pertencente a família de distribuições elípticas a distri-

buição t-Student, Exponencial Potência, Logística, Cauchy, entre outras.

Conforme Cambanis et al. (1981), as distribuições elípticas são de�nidas da seguinte

forma:

De�nição: Supondo um vetor aleatório Y q×1 com um vetor de médias µq×1 e uma matriz

de variância e covariância Σq×q > 0, Y tem distribuição elíptica q-variada se sua função

característica for dada por:

ϕY (t) = E
(
eit
>Y
)

= eit
>µih(t>Σt) (3.1)

em que µµµ ∈ Rn um parâmetro de locação, ΣΣΣ ∈ Rn×n um parâmetro de escala e h(·) : R→
[0, ∞) é tal que

∫∞
0
u

np
2
−1h(u)du < ∞ e h(·) é conhecida como função geradora de

densidades, de acordo com Fang et al. (1990). Dessa maneira se a função característica

de Y é representada pela equação (3.1), então Y ∼ El(µ; Σ, h).

Sabendo que a variável Y tem distribuição elíptica, quando sua função de densidade

e probabilidade existe ela é dada pela seguinte forma:

f(y) = |Σ|−
1
2h(u) (3.2)

onde u = (y−µ)>Σ−1(y−µ) é a distância de Mahalanobis e h(·) é uma função geradora

de densidades. Quando essa distribuição existe tem-se que E(Y ) = µ e Var(Y ) = kΣ,

onde k é obtido a partir da função característica na equação (3.1). Assim, k = −2ϕ′(0),

em que ϕ′(ttt) = ∂ϕ/∂t|t = 0.

A Tabela 3.1 é referente a algumas das distribuições elípticas citadas a cima e suas

respectivas funções geradoras de densidade.
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Tabela 3.1: Função geradora de densidade de distribuições elípticas

Distribuições Função geradora de densidades

Normal h(u) = c1 exp (−u/2), u ≥ 0
t-Student (ν) h(u) = c2(1 + u

ν
)−(ν+m)/2, u ≥ 0

Exponencial Potência h(u) = c3 exp (−uα/2), u ≥ 0

Logística h(u) = c4
exp (−u)

[1+exp (−u)]2 , u ≥ 0

Cauchy h(u) = c5(1 + u)−(m+1)/2, u ≥ 0

Fonte: Galea et al. (2000)

em que, os c's representam constantes normalizadas, α e ν parâmetros extras, m a dimen-

são da distribuição e u distância de Mahalanobis.

3.1.1 Propriedades da distribuição elíptica

Muitos autores provaram que a maioria das propriedades da distribuição normal tam-

bém são válidas para a família de distribuições elípticas (por exemplo, Fang et al. (1990),

Arellano-Valle (1994) e Ferreira (2008)). Para obter as propriedades abaixo é importante

supor que Y = (Y1, . . . , Yq)
> ∈ Rq, Y ∼ Elq(µ,Σ, h), o posto(Σ) = k ≤ q e que Σ 6= 0.

1. Quando µ = 0 e Σ = Iq, em que Iq é uma matriz identidade (q × q), temos que Y

segue distribuição elíptica padrão;

2. Cov(Y ) = E[(Y − µ)(Y − µ)>] = −2h′(0)Σ, em que h′(0) é a primeira derivada

da função geradora de densidade h aplicada no ponto 0;

3. Y ∗ é um vetor encontrado a partir da combinação linear de Y dada por Y ∗ =

AY + b, onde Aq×q é uma matriz não singular e bq×1 um vetor. Assim Y ∗ ∼
El(Aµµµ+ b;AΣA>;h);

4. Considerando as seguintes partições

y =

(
y(1)

y(2)

)
, µ =

(
µ(1)

µ(2)

)
e Σ

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
,

onde os sub-vetores y(1) e µ(1) tem dimensões (p× 1) e y(2) e µ(2) tem ((q− p)× 1),

em que p < q. As distribuições marginais de y são dadas por:

y(1) ∼ Elp(µ
(1); Σ11;h)

e

y2 ∼ Elq−p(µ
(2); Σ22;h).
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Já a distribuição condicional tem a seguinte estrutura:

y(1)|y(2)
0 ∼ Elq−p(µ

(1∗); Σ∗11;h2)

onde µ(1∗) = µ(1) +Σ12Σ
−1
22 (y

(2)
0 −µ(2)), Σ∗11 = Σ11−Σ12Σ

−1
22 Σ21 e h2 é uma função

obtida a partir de h. A distribuição condicional de y(2)|y(1)
0 é obtida de forma

similar.

Para mais detalhes sobre as distribuições elípticas veri�car Cambanis et al. (1981),

Anderson et al. (1986), Anderson & Fang (1990), Fang et al. (1990), Arellano-Valle (1994),

entre outros.

3.2 Modelo elíptico bivariado intervalar

3.2.1 Representação limite inferior e superior

As variáveis respostas e explicativas a serem estudadas neste trabalho são do tipo

simbólicas intervalares.

Seja uma variável aleatória bidimensional Y com densidade elíptica dada pela equação

(3.2), em que Y = (YI , YS)>, YI ≤ YS, YI é o limite inferior do intervalo e YS é o limite

superior do intervalo, com matriz de locação µ = (µI , µS)> e matriz escala Σ2×2 dada

por:

Σ =

[
φ11 φ12

φ21 φ22

]
,

em que φ12 = φ21 e Y ∼ El(µ,Σ, h).

Temos o modelo de regressão elíptico bivariado intervalar de�nido por(
YIi

YSi

)
=

(
µIi

µSi

)
+ Σ1/2

(
εIi

εSi

)
i = 1, . . . , n (3.3)

em que Σ1/2 é uma matriz tal que Σ = Σ1/2 ×Σ1/2, εi são vetores aleatórios bivariados

identicamente distribuídos com εi =

(
εIi

εSi

)
∼ El2(0, I, h). A relação do vetor de médias

com o preditor linear são de�nidas por

ηIi = gI(µIi) = xIi1βI1 + . . .+ xIipβIp e ηSi = gS(µSi) = xSi1βS1 + . . .+ xSipβSp

com XI e XS sendo as matrizes de valores observados das variáveis XIj e XSj (j =

1, . . . , p), respectivamente, βI = (βI1, . . . , βIp)
> e βS = (βS1, . . . , βSp)

> são os vetores

de parâmetros a serem estimados, ηI = (ηI1, . . . , ηIn)> e ηS = (ηS1, . . . , ηSn)> são os

preditores lineares, µI = (µI1, . . . , µIn)> e µS = (µS1, . . . , µSn)> são respectivamente as

médias das variáveis respostas yIi e ySi, em que yIi é o limite inferior do i-ésimo intervalo e
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ySi é o limite superior do i-ésimo intervalo. Temos ainda que gI(µIi) e gS(µSi) são funções

monótonas e diferenciais, denominadas funções de ligações. Essas funções relacionam a

média da variável resposta ao preditor linear , sendo na representação limite inferior e

superior a função identidade.

A função de verossimilhança associado ao modelo (3.3) é dada por:

L(θ) =
n∏
i=1

|Σ|−
1
2h(ui)

onde |Σ| = φ11φ22 − φ2
12 . A partir dessa função tem-se que o logaritmo da função de

verossimilhança do modelo (3.3) pode ser escrita pela seguinte expressão

l(θ) = log

(
n∏
i=1

|Σ|−
1
2h(ui)

)

=
n∑
i=1

[
−1

2
log(φ11φ22 − φ2

12) + log[h(ui)]

]
(3.4)

onde ui = (yi −µi)>Σ−1(yi −µi) representa a distância de Mahalanobis, yi =

(
yIi

ySi

)
,

µi =

(
µIi

µSi

)
e θ = (β>I ,β

>
S , φ11, φ22, φ12)

> os parâmetros do modelo a serem estimados.

3.2.2 Representação centro e amplitude

A equação (3.3) com função de ligação identidade não garante a coerência matemática

em que os valores previsto do limite superior sejam maior que o inferior. Dessa forma,

propomos a representação centro e amplitude de�nida por Y ∗ =

(
Yc

Ya

)
, sendo

Yc =
YI + YS

2
e Ya = YS − YI

As variáveis Yc e Ya representam respectivamente os valores dos centros e das amplitu-

des da variável intervalar Y ∗. Da mesma forma, temos a representação centro e amplitude

para as variáveis explicativas intervalares de�nida por Xc = XI+XS

2
e Xa = XS −XI em

que XS é o limite superior do intervalo da variável explicativa e XI é o limite inferior do

intervalo da variável explicativa. Conforme a propriedade 3 mencionada na seção 3.1.1,

a variável Y ∗ segue uma distribuição El(Aµ,AΣA>, h), em que A =

[
1/2 1/2

−1 1

]
é

uma matriz não singular. Com base nisso, o vetor de médias e a matriz escala dessa nova

variável são de�nidas por:
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µ∗ = Aµ =

(
µc

µa

)
=

[
1/2 1/2

−1 1

]
×

(
µI

µS

)
=

(
µI+µS

2

µS − µI

)

e

Σ∗ = AΣA> =

[
φ∗11 φ∗12

φ∗21 φ∗22

]
=

[
1/2 1/2

−1 1

]
×

[
φ11 φ12

φ21 φ22

]
×

[
1/2 −1

1/2 1

]

=

[
1
4
(φ11 + 2φ12 + φ22)

1
2
(φ22 − φ11)

1
2
(φ22 − φ11) φ11 − 2φ12 + φ22

]
.

De forma similar temos que a matriz Σ também pode ser reescrita em termos dos

parâmetros da matriz Σ∗ da seguinte forma

Σ =

[
φ∗11 +

φ∗22
4
− φ∗12 φ∗11 −

φ∗22
4

φ∗11 −
φ∗22
4

φ∗11 +
φ∗22
4

+ φ∗12

]
.

Baseado na relação acima podemos apresentar os seguintes resultados:

• Para representação limite inferior e superior

φ11 = φ∗11 +
φ∗22
4
− φ∗12;

φ22 = φ∗11 +
φ∗22
4

+ φ∗12;

φ12 = φ21 = φ∗11 −
φ∗22
4
.

• Para representação centro e amplitude

φ∗11 = 1
4
(φ11 + 2φ12 + φ22);

φ∗22 = φ11 − 2φ12 + φ22;

φ∗12 = φ∗21 = 1
2
(φ22 − φ11).

De uma forma geral temos que

1. Quando φ11 = φ22 temos que φ∗12 = 0 ∀φ12 ∈ R;

2. Quando φ11 > φ22 temos que φ∗12 < 0 ∀φ12 ∈ R;

3. Quando φ11 < φ22 temos que φ∗12 > 0 ∀φ12 ∈ R;

4. Quando φ∗11 = φ∗22 temos que φ12 > 0 ∀φ∗12 ∈ R;

5. Quando φ∗11 > φ∗22 temos que φ12 > 0 ∀φ∗12 ∈ R;

6. Quando φ∗22 > 4φ∗11 temos que φ12 < 0 ∀φ∗12 ∈ R;

7. Quando φ∗22 = 4φ∗11 temos que φ12 = 0 ∀φ∗12 ∈ R.
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em que esses resultados foram utilizados nos estudos de simulação.

Portanto, o modelo com a nova representação centro e amplitude é de�nido por:(
Yci

Yai

)
=

(
µci

µai

)
+ Σ∗1/2

(
εci

εai

)
i = 1, . . . , n (3.5)

em que Σ∗1/2 é uma matriz tal que Σ∗ = Σ∗1/2×Σ∗1/2, ε∗i são vetores aleatórios bivariados

identicamente distribuídos com ε∗i ∼ El2(0, I, h). A nova relação do vetor de médias com

o preditor linear são de�nidas por

ηci = gc(µci) = xci1βc1 + . . .+ xcipβcp e ηai = ga(µai) = xai1βa1 + . . .+ xaipβap

comXc eXa sendo as matrizes de valores observados das variáveisXcj eXaj (j = 1, . . . , p),

respectivamente, βc = (βc1, . . . , βcp)
> e βa = (βa1, . . . , βap)

> são os vetores de parâmetros

a serem estimados, ηc = (ηc1, . . . , ηcn)> e ηa = (ηa1, . . . , ηan)> são os preditores lineares,

µc = (µc1, . . . , µcn)> e µa = (µa1, . . . , µan)> são respectivamente as médias das variáveis

respostas yci e yai, em que yci é o centro do i-ésimo intervalo e yai é amplitude do i-ésimo

intervalo.

Neste caso ao considerar a função de ligação gc(µci) identidade e ga(µai) qualquer

função positiva, garantimos a coerência matemática que os limite inferior é menor que

limite superior. Nesse trabalho iremos utilizar ga(µai) como sendo uma função logarítma.

A função de verossimilhança associado ao novo modelo (3.5) é dada por:

L(θ∗) =
n∏
i=1

|Σ∗|−
1
2h(u∗i )

onde |Σ∗| = φ∗11φ
∗
22 − φ∗212. A partir dessa função, temos que o logaritmo da função de

verossimilhança do modelo (3.5) pode ser escrita por

l(θ∗) = log

(
n∏
i=1

|Σ∗|−
1
2h(u∗i )

)

=
n∑
i=1

[
−1

2
log(φ∗11φ

∗
22 − φ∗212) + log[h(u∗i )]

]
(3.6)

em que u∗i = (y∗i − µ∗i )>Σ∗−1(y∗i − µ∗i ) representa a distância de Mahalanobis, y∗i =(
yci

yai

)
, µ∗i =

(
µci

µai

)
e θ∗ = (β>c ,β

>
a , φ

∗
11, φ

∗
22, φ

∗
12)
> os parâmetros do novo modelo a

serem estimados, e yci é o valor do centro do i-ésimo intervalo e yai o valor da amplitude

do i-ésimo intervalo.
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3.2.3 Função Escore e Informação de Fisher

A função suporte é chamada de função (ou vetor) escore, essa é de�nida como sendo a

primeira derivada do logaritmo da função de verossimilhança com relação aos parâmetros

de interesse do modelo. A função escore é de�nida por:

U(θ∗) =
∂l(θ∗)

∂θ∗
,

onde θ∗ é o vetor de parâmetros a ser estimado no modelo. Nesse trabalho o vetor

θ∗ = (β>c ,β
>
a , φ

∗
11, φ

∗
22, φ

∗
12)
>. Portanto, as funções escore dos parâmetros do modelo (3.5)

são calculadas a partir da equação 3.6 dadas por

U(βc) = (Uβc1
, . . . ,Uβcp

)>

em

U(βcj) =
∂l(θ∗)

∂βcj

=
n∑
i=1

{
h′(u∗i )

h(u∗i )

∂u∗i
∂βcj

}
,

em que ∂u∗i
∂βcj

é derivada de ui com relação a βcj, j = 1, . . . , p. Então,

U(βcj) = −2
n∑
i=1

{
h′(u∗i )

h(u∗i )
t>cjiΣ

∗−1(y∗i − µ∗i )
}
,

onde o vetor t>cji =
∂(y∗i−µ∗i )>

∂βcj

= (xcjig
′−1
c (ηci), 0). De forma similar, tem-se que as funções

escore's dos outros parâmetros �cam de�nidas como

U(βaj) =
∂l(θ∗)

∂βaj

=
n∑
i=1

{
h′(u∗i )

h(u∗i )

∂u∗i
∂βaj

}
= −2

n∑
i=1

{
h′(u∗i )

h(u∗i )
t>ajiΣ

∗−1(y∗i − µ∗i )
}
,
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onde o vetor t>aji =
∂(y∗i−µµµ∗i )>

∂βaj

= (0, xajig
′−1
a (ηai)).

U(φ∗11) =
∂l(θ∗)

∂φ∗11

=
n∑
i=1

{
−1

2
tr

(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗11

)
− h′(u∗i )

h(u∗i )

∂u∗i
∂φ∗11

}
=

n∑
i=1

{
−1

2
tr

(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗11

)
− h′(u∗i )

h(u∗i )
(y∗i − µ∗i )>Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗11
Σ∗−1(y∗i − µ∗i )

}
,

U(φ∗22) =
∂l(θ∗)

∂φ∗22

=
n∑
i=1

{
−1

2
tr

(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗22

)
− h′(u∗i )

h(u∗i )

∂u∗i
∂φ∗22

}
=

n∑
i=1

{
−1

2
tr

(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗22

)
− h′(u∗i )

h(u∗i )
(y∗i − µ∗i )>Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗22
Σ∗−1(y∗i − µ∗i )

}
,

U(φ∗12) =
∂l(θ∗)

∂φ∗12

=
n∑
i=1

{
−1

2
tr

(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗12

)
− h′(u∗i )

h(u∗i )

∂u∗i
∂φ∗12

}
=

n∑
i=1

{
−1

2
tr

(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗12

)
− h′(u∗i )

h(u∗i )
(y∗i − µ∗i )>Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗12
Σ∗−1(y∗i − µ∗i )

}
.

A matriz de Informação de Fisher do modelo é de�nida como

Kθ∗θ∗ = E[U(θ)U(θ)>] =



Kβcβc
Kβcβa

0 0 0

Kβaβc
Kβaβa

0 0 0

0 0 Kφ∗11φ
∗
11

Kφ∗11φ
∗
22

Kφ∗11φ
∗
12

0 0 Kφ∗22φ
∗
11

Kφ∗22φ
∗
22

Kφ∗22φ
∗
12

0 0 Kφ∗12φ
∗
11

Kφ∗12φ
∗
22

Kφ∗12φ
∗
12


.

O elemento (1, 1) da matriz de informação é de�nido como

Kβcβc
= E

(
∂l(θ∗)

∂βcj

∂l(θ∗)

∂βck

)
=

n∑
i=1

{
4E[Wh(u

∗
i )

2(y∗i − µ∗i )>Σ∗−1tcjit
>
ckiΣ

∗−1(y∗i − µ∗i )]
}
,
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onde Wh(u
∗
i ) =

h′(u∗i )

h(u∗i )
e Zi = Σ∗−1/2(y∗i − µ∗i ). Então,

Kβcβc
=

n∑
i=1

{
4E

[
W 2
h (u∗i )||Zi||2

Z>i
||Zi||

Σ∗−1/2tcjit
>
ckiΣ

∗−1/2 Zi
||Zi||

]}
=

n∑
i=1

{
4E

[
E

[
W 2
h (u∗i )||Zi||2

Z>i
||Zi||

Σ∗−1/2tcjit
>
ckiΣ

∗−1/2 Zi
||Zi||

| ||Z||
]]}

=
n∑
i=1

{
4E

[
W 2
h (u∗i )||Zi||2E

[
Z>i
||Zi||

Σ∗−1/2tcjit
>
ckiΣ

∗−1/2 Zi
||Zi||

| ||Z||
]]}

,

em que E
(
Z>

||Z||A
Z
||Z|| | ||Z||

)
= 1

k
tr(A) e a matriz A tem dimensão (k×k) em Lange et al.

(1989). Assim,

Kβcβc
=

n∑
i=1

{
4E

[
W 2
h (u∗i )||Zi||2

1

2
tr
(
Σ∗−1/2tcjit

>
ckiΣ

∗−1/2
)]}

,

onde E [W 2
h (u∗i )||Zi||2] = dhi e tr(AB) = tr(BA). Portanto,

Kβcβc
=

n∑
i=1

2dhitr(t
>
cjiΣ

∗−1tcki)

=
n∑
i=1

2dhit
>
cjiΣ

∗−1tcki

=
n∑
i=1

2dhit
>
cjiΣ

∗−1tcki.

De forma similar são calculados os elementos (2 × 2), (1 × 2) e (2 × 1), em que os

elementos (1× 2) e (2× 1) são equivalentes.

Kβaβa
=

n∑
i=1

2dhit
>
ajiΣ

∗−1taki,

Kβcβa
=

n∑
i=1

2dhit
>
cjiΣ

∗−1taji,
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O elemento (3, 3) da matriz de informação é de�nido como

Kφ∗11φ
∗
11

= E

(
∂l(θ∗)

∂φ∗11

∂l(θ∗)

∂φ∗11

)
=

n∑
i=1

{
E

[(
−1

2
tr

(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗11

)
− h′(u∗i )

h(u∗i )
(y∗i − µ∗i )>Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗11
Σ∗−1(y∗i − µµµ∗i )

)
×(

−1

2
tr

(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗11

)
− h′(u∗i )

h(u∗i )
(y∗i − µ∗i )>Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗11
Σ∗−1(y∗i − µ∗i )

)]}
=

n∑
i=1

{
E

[
1

4
tr

(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗11

)
tr

(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗11

)
+

1

2
tr

(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗11

)
×

Wh(u
∗
i )Z

>
i Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗11
Σ∗−1/2Zi +

1

2
tr

(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗11

)
×

Wh(u
∗
i )Z

>
i Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗11
Σ∗−1/2Zi +W 2

h (u∗i )Z
>
i Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗11
Σ∗−1/2Zi ×

Z>i Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗11
Σ∗−1/2Zi

]}

onde c1 = tr
(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗11

)
tr
(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗11

)
. Então,

Kφ∗11φ
∗
11

=
n∑
i=1

{
c1
4

+ tr

(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗11

)
× E

[
Wh(u

∗
i )Z

>
i Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗11
Σ∗−1/2Zi

]
+

+ E

[
W 2
h (u∗i )Z

>
i Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗11
Σ∗−1/2ZiZ

>
i Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗11
Σ∗−1/2Zi

]}

onde E
(
Z>

||Z||A
Z
||Z||B

Z>

||Z|| | ||Z||
)

= 1
k(k+2)

[2tr(AB) + tr(A)tr(B)], de acordo com Lange

et al. (1989). Assim,

Kφ∗11φ
∗
11

=
n∑
i=1

{
c1
4

+
1

2
tr

(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗11

)
tr

(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗11

)
E
[
Wh(u

∗
i )||Zi||2

]
+

+
1

8

[
2tr

(
Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗11
Σ∗−1/2Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗11
Σ∗−1/2

)
+

+tr

(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗11

)
tr

(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗11

)]
× E

[
W 2
h (u∗i )||Zi||4

]}
=

n∑
i=1

{c1
4

+
c1
2
E
[
Wh(u

∗
i )||Zi||2

]
+

+
1

8

[
2tr

(
Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗11
Σ∗−1/2Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗11
Σ∗−1/2

)
+ c1

]
×

×E
[
W 2
h (u∗i )||Zi||4

]}
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em que E (W 2
h (u∗i )||Zi||4) = fhi e E (Wh(u

∗
i )||Zi||2) = −k

2
= −2

2
= −1. Portanto,

Kφ∗11φ
∗
11

=
n∑
i=1

{
−c1

4
+
fhi
8

[
2tr

(
Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗11
Σ∗−1/2Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗11
Σ∗−1/2

)
+ c1

]}
.

De forma análoga, tem-se que as informações de Fisher restantes são de�nidas como

Kφ∗22φ
∗
22

=
n∑
i=1

{
−c2

4
+
fhi
8

[
2tr

(
Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗22
Σ∗−1/2Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗22
Σ∗−1/2

)
+ c2

]}
,

Kφ∗12φ
∗
12

=
n∑
i=1

{
−c3

4
+
fhi
8

[
2tr

(
Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗12
Σ∗−1/2Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗12
Σ∗−1/2

)
+ c3

]}
,

Kφ∗11φ
∗
22

=
n∑
i=1

{
−c4

4
+
fhi
8

[
2tr

(
Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗11
Σ∗−1/2Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗22
Σ∗−1/2

)
+ c4

]}
,

Kφ∗11φ
∗
12

=
n∑
i=1

{
−c5

4
+
fhi
8

[
2tr

(
Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗11
Σ∗−1/2Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗12
Σ∗−1/2

)
+ c5

]}
,

Kφ∗22φ
∗
12

=
n∑
i=1

{
−c6

4
+
fhi
8

[
2tr

(
Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗22
Σ∗−1/2Σ∗−1/2 ∂Σ∗

∂φ∗12
Σ∗−1/2

)
+ c6

]}
.

onde c2, c3, c4, c5 e c6 são constantes e são de�nidas como c2 = tr
(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗22

)
tr
(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗22

)
,

c3 = tr
(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗12

)
tr
(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗12

)
, c4 = tr

(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗11

)
tr
(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗22

)
,

c5 = tr
(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗11

)
tr
(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗12

)
e c6 = tr

(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗22

)
tr
(
Σ∗−1 ∂Σ∗

∂φ∗12

)
. Conforme

Lange et al. (1989), os elementos da matriz de informação de Fisher (1, 3), (1, 4), (1, 5),

(2, 3), (2, 4), (2, 5), (3, 1), (3, 2), (4, 1), (4, 2), (5, 1) e (5, 2) são iguais a zero, desde que

||Zi|| �xado em ∂l(θθθ∗)
∂β∗

seja uma função par de Z e ∂l(θθθ∗)
∂φ∗

seja uma função ímpar de Z.

3.2.4 Estimação

Para obter as estimativas dos parâmetros via o método de máxima verossimilhança

é necessário recorrer a um processo iterativo, visto que pelo método da máxima verossi-

milhança não é possível obter uma forma analítica para o estimador. Atualmente existe

na literatura vários métodos interativos. São exemplos, o de Newton-Rapshon, Escore

de Fisher, EM, BHHH, Método Quasi-Newton (BFGS), entre outros. Neste trabalho

utilizaremos o método Quasi-Newton (BFGS).
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Método Quasi-Newton BFGS

Suponha que o objetivo é maximizar uma determinada função, F : Θ −→ R, em que

Θ é um subespaço de Rp. Sendo F uma função quadrática, podendo ser escrita como

F (θ∗) = a+ b>θ∗ − 1

2
θ∗>Cθ∗,

em que a é uma constante, b é um vetor de constantes de dimensão (p × 1) e C é uma

matriz positiva-de�nida (p× p).
Na condição de primeira ordem para a maximização de F , tem-se:

∂F (θ∗)

∂θ∗
= b− 1

2
2Cθ∗ = 0⇒ b− Cθ∗ = 0⇒ θ̂∗ = C−1b,

resultado obtido com a condição de que C é positiva-de�nida, o que garante a existência

de uma matriz inversa C. Nesse caso, a solução possui forma fechada. No entanto, a

maioria dos problemas encontrados são aqueles em que a condição de primeira ordem

forma um sistema de equações não-lineares que não apresenta solução em forma fechada.

Para solucionar problemas como esse é proposto um esquema iterativo dado por

θ∗t+1 = θ∗t + λt∆t.

Partindo de θ∗0, se na iteração t o valor máximo de θ∗ não tiver sido alcançado,

calcula-se ∆t o vetor direcional de dimensão (p × 1) e λt o �tamanho do passo�. Assim,

um problema auxiliar de otimização é encontrado, pois em cada passo deve-se encontrar

o valor máximo do tamanho do passo mais adequado. Esse processo é conhecido como

busca em linha. A ideia consiste em encontrar o valor de λt que resolva a equação abaixo:

∂F (θ∗t + λt∆t)

∂λt
= d(θ∗t + λt∆t)

>∆t = 0,

em que d é um vetor de derivadas parciais de F.

Do ponto de vista computacional, a utilização de buscas em linha em algoritmos

de otimização não-linear é custosa. Dessa forma, uma proposta menos trabalhosa é a

substituição desse processo por um conjunto de regras ad hoc.

A classe mais utilizada de algoritmos iterativos é a classe de métodos gradiente. Sendo

∆t = Qtdt, o esquema iterativo tem a seguinte representação:

θ∗t+1 = θ∗t + λtQtdt,

em que Qt é uma matriz positiva-de�nida e dt = dt(θ
∗) =

∂F (θ∗t)

∂θ∗t
é o gradiente da

função F.
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A classe Quasi-Newton propõe a construção da seguinte sequência de matrizes:

Qt+1 = Qt + Et,

tal que Et é uma matriz positiva-de�nida. Assim, todos os elementos da sequência são

matrizes positivas-de�nidas.

O nome da classe Quasi-Newton se deve ao fato de que a matriz hessiana não é

utilizada, e sim, uma aproximação para ela feita por iterações. Nessa classe, o método

mais utilizado é o BFGS, proposto por Shanno (1985).

Seja κt = γ>t Qtγt, δt = θ∗t+1 − θ∗t e γt = d(θ∗t+1)− d(θ∗t), o método BFGS é dado

por

Qt+1 = Qt +
δtδ

>
t

δ>t γt
+
Qtγtγ

>
t Qt

γ>t Qtδt
− κt

(
δt

δ>t γt
− Qtγt
γ>t Qtγt

)(
δt

δ>t γt
− Qtγt
γ>t Qtγt

)>
.

Portanto, Qt é sempre positiva-de�nida, desde que a sequência se inicie com uma ma-

triz de mesma propriedade. Assim, além de não envolver o cálculo de segundas derivadas

e a necessidade de inverter a matriz hessiana, soluciona-se o problema apresentado no

método de Newton-Raphson, onde Qt poderia não ser positiva-de�nida quando distante

do ponto máximo da função.

Então, com o interesse de estimar θ∗ = (β>c ,β
>
a , φ

∗
11, φ

∗
22, φ

∗
12)
> temos

θ̂∗ = argmaxθ∗L(θ∗).



CAPÍTULO 4

Estudo de simulação

Um estudo de simulação, a �m de veri�car o comportamento do erro previsão do

modelo de regressão elíptico bivariado intervalar (MREBI) na presença de outliers nos

dados foi proposto. O estudo foi realizado considerando o uso das distribuições Normal e

t-Student (ν = 4) para o componente aleatório do modelo (4.1).(
Yci

Yai

)
=

(
µci

µai

)
+ Σ∗1/2

(
εci

εai

)
i = 1, . . . , n (4.1)

Em cada cenário foram considerados quatro diferentes tamanhos amostrais n = 30,

40, 60 e 100 e cinco diferentes correlações entre as variáveis respostas do modelo (ρ ou

ρ∗) = 0; 0, 3; 0, 5; 0, 7 e 0, 9. Foram considerados 1000 réplicas de Monte Carlo para cada

cenário

4.1 Erro de previsão do modelo

Um dos objetivos do modelos de regressão é avaliar a performace do modelo quando

a previsão de novas observações. Nesse trabalho utilizaremos o Mean Absolute Error

(MAD) que pode ser encontrando em diversos trabalhos, tal como Momeni et al. (2010)

sendo descrito pela equação (4.2).

MAD =
1

n

n∑
i=1

|yi − ŷi| (4.2)

em que yi corresponde ao verdadeiro valor da observação i e ŷi corresponde ao valor

estimando da observação i no modelo.

46
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Para o modelo de regressão elíptico bivariado intervalar dado por (4.1), de�nimos o

Mean Absolute Error Interval (MADI) como

MADI =
1

n

n∑
i=1

erroi

em que erroi = |(yci − ŷci)| + |(yai − ŷai)|, yci é o verdadeiro valor do centro do i-ésimo

intervalo e ŷci = g−1c (η̂ci) o valor estimado do centro do i-ésimo intervalo, yai é o verdadeiro

valor da amplitude do i-ésimo intervalo e ŷai = g−1a (η̂ai) o valor estimado da amplitude

i-ésimo intervalo.

4.2 Simulações

Os experimentos consistem em gerar n observações intervalares para as variáveis res-

postas e explicativas, a partir dessa geração o conjunto de dados foi dividido em dois

subconjuntos. O primeiro subconjunto foi de�nido como os dados de treinamento e o

segundo como os dados de teste. Os dados de treinamento correspondem aos 75% das

observações e foram utilizadas para compor a base de ajustamento do modelo. Já os

dados de teste corresponderam a 25% das observações que compuseram a base que foi

utilizada para fazer previsões do modelo.

As variáveis explicativas Xc1 = 1, Xa1 = 1, Xc2 ∼ U [10, 20], Xa2 ∼ U [1, 5], os βcj e βaj
foram gerados de U [0.9, 1.1], em que j = 1 e 2 , sendo mantidos �xados nas 1000 réplicas

de Monte Carlo. As variáveis respostas foram geradas a partir do modelo (4.3)(
Yci

Yai

)
=

(
µci

µai

)
+ Σ∗1/2

(
εci

εai

)
i = 1, . . . , n (4.3)

em que o vetor

(
εci

εai

)
∼ N2(0, I), µci = g−1c (ηci), µai = g−1a (ηai), ηci = x>ciβc, ηai = x>aiβa,

x>ci = (xci1, xci2), x>ai = (xai1, xai2), βc = (βc1, βc2)
>, βa = (βa1, βa2)

>, a matriz escala Σ∗

foram de�nidas em cada cenário de forma diferente.

Foram de�nidos sete cenários, em que cada um desses corresponde a uma das relações

apresentadas na seção 3.2.2. Nos sete cenários descritos posteriormente consideramos 0%,

5%, 10% e 15% de outliers nas 75% das observações da variável resposta Y c. O número

de observações outliers to são calculados e selecionados a partir do tamanho da amostra

n e dos percentuais de outliers considerados. Após obter os conjuntos de dados (yci, xci)

e (yai, xai) (i = 1, . . . , n) em cada um dos cenários, selecionar o (yci, xci) em ordem

crescente e obtenha o último elemento que corresponde ao primeiro elemento to ordenado

de yci. Os outliers de centro nesses cenários são obtidos por yci = yci + 6 ∗
√
V ar(yc),

em que i = 1, . . . , to. A partir disso, ajustou o MEBI e observou o comportamento do

erro de previsão a medida que o percentual de outliers aumentava 1000 vezes em cada
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um dos sete cenários. Em cada réplica de monte carlo o modelo (4.1) foi ajustado e o

MADI foi calculado. Para cada cenário foi calculado o MADI =
1000∑
B=1

MADIB
1000

e sMADI =√
1

999

1000∑
B=1

(MADIB −MADI)2.

As correlações entre as variáveis respostas na representação limite inferior e superior,

centro e amplitude foram calculadas em cada cenário pelas expressões

ρ =
φ12√
φ11φ22

e

ρ∗ =
φ∗12√
φ∗11φ

∗
22

.

4.2.1 Cenário 1

Nesse cenário iremos utilizar a relação de quando φ11 = φ22 temos que φ∗12 = 0 ∀φ12 ∈
R. Então, iremos supor que os parâmetros φ11 = φ22 = 10 e ρ = 0; 0, 3; 0.5; 0, 7 e 0, 9 entre

as variáveis yI e yS. Dado que temos os valores de φ11, φ22 e φ12 e a partir das relações

de�nidas na seção 3.2.2, os valores de φ∗11, φ
∗
22, φ

∗
12 e ρ

∗ foram obtidos e podem ser vistos

na Tabela 4.1. Note que nesse cenário as variáveis yc e ya não são correlacionadas, os

valores de φ∗11 aumentam e φ∗22 diminuem a medida que a correlação entre yI e yS cresce.

Tabela 4.1: Valores assumidos pelos parâmetros φ∗11, φ
∗
22, φ

∗
12 e ρ

∗ no Cenário 1

Parâmetros
ρ

0 0,3 0,5 0,7 0,9

φ∗11 5,0 6,5 7,5 8,5 9,5
φ∗22 20,0 14,0 10,0 6,0 2,0
φ∗12 0 0 0 0 0
ρ∗ 0 0 0 0 0

A Tabela 4.2 mostra o comportamento dos valores médios e desvio padrão do MADI de

previsão no cenário 1 quando consideramos normalidade e t-Student(4) para a componente

aleatória. Ao considerar o modelo sob normalidade podemos observar que ao �xar um

tamanho de amostra e um percentual de outliers de 0%, o erro de previsão não sofreu

variações a medida que a correlação entre yI e yS aumentava. Quando esse percentual

aumenta, os erros de previsão também aumentam. Já com um percentual de outliers

e correlação �xados, o erro de previsão diminuiu a medida que o tamanho da amostra

aumenta. Como por exemplo, considerando o percentual de outliers de 0% e um tamanho

de amostra 60, notou-se que com ρ = 0 o erro de previsão foi 5, 1481, com ρ = 0, 3 o
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erro foi 5, 1523, com ρ = 0, 5 foi 5, 1720, com ρ = 0, 7 foi 5, 1563 e com ρ = 0, 9 foi

5, 1404, indicando pequenas variações a medida que ρ crescia. Já com um percentual de

outliers de 5%, notou-se que com ρ = 0 o erro de previsão foi 6, 4666, com ρ = 0, 3 o erro

foi 6, 5509, com ρ = 0, 5 foi 6, 5956, com ρ = 0, 7 foi 6, 6466 e com ρ = 0, 9 foi 6, 6990,

indicando um aumento dos erros a medida que ρ cresce. Quando �xamos um percentual

de outliers e correlação em 0% e ρ = 0, 3 respectivamente, o erro de previsão foi 5, 3413

com n = 30, 5, 2023 com n = 40, 5, 1523 com n = 60 e 5, 0941 com n = 100, indicando

uma diminuição dos valores dos erros a medida que o tamanho da amostra cresce.

Nessa Tabela ao consideramos t-Student(4) para a componente aleatória, podemos

observar que ao �xar um tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de

previsão não sofreu variações a medida que a correlação entre yI e yS aumentava. Quando

o percentual de outliers e correlação foram �xados, o erro de previsão diminuiu a medida

que o tamanho da amostra aumenta. Como por exemplo, considerando o percentual de

outliers de 5% e um tamanho de amostra 40, notou-se que com ρ = 0 o erro de previsão

foi 5, 2835, com ρ = 0, 3 o erro foi 5, 2421, com ρ = 0, 5 foi 5, 2327, com ρ = 0, 7 foi 5, 2626

e com ρ = 0, 9 foi 5, 2449, indicando pequenas variações no erro a medida que ρ aumenta.

Já para um percentual de outliers e correlação �xados em 5% e ρ = 0 respectivamente, o

erro de previsão foi 5, 3552 com n = 30, 5, 2835 com n = 40, 5, 2118 com n = 60 e 5, 1556

com n = 100, indicando uma diminuição dos valores dos erros a medida que o tamanho

da amostra crescia.

Ao veri�car o erro de previsão MADI nos dois modelos, notou que com o aumento

do percentual de outliers o modelo normal sofreu uma in�uência maior que o modelo

t-Student(4) a medida que esse percentual crescia. Esses comportamentos podem ser

veri�cados ao considerar um tamanho de amostra 30 e ρ = 0.9, o erro de previsão do

modelo normal foi 5, 2438 com 0% de outliers, 7, 7058 com 5%, 9, 5320 com 10% e 11, 7486

com 15%. Já para modelo t-Student(4) o erro foi 5, 3016 com 0% de outliers, 5, 4202 com

5%, 5, 3427 com 10% e 6, 6279 com 15%, mostrando que o modelo normal sofreu uma

in�uência maior com o aumento do percentual de outliers.

Ao analisar o desvio padrão do erro MADI de previsão desses modelos, veri�cou um

comportamento semelhante ao erro médio de previsão. Ao �xar um tamanho de amostra

e um percentual de outliers, o desvio do erro de previsão sofreu variações a medida que a

correlação entre yI e yS aumenta. Já com um percentual de outliers e correlação �xados,

o desvio do erro de previsão diminuiu a medida que o tamanho da amostra aumenta. Com

relação ao aumento do percentual de outliers, o desvio padrão do modelo normal sofreu

uma in�uência maior que o modelo t-Student(4) a medida que esse percentual crescia.
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4.2.2 Cenário 2

Nesse cenário iremos utilizar a relação de quando φ11 > φ22 temos que φ∗12 < 0 ∀φ12 ∈
R. Então, iremos supor que os parâmetros φ11 = 15, φ22 = 10 e ρ = 0; 0, 3; 0.5; 0, 7 e 0, 9

entre as variáveis yI e yS. Dado que temos os valores de φ11, φ22 e φ12 e a partir das

relações de�nidas na seção 3.2.2, os valores de φ∗11, φ∗22, φ
∗
12 e ρ

∗ foram obtidos e podem

ser vistos na Tabela 4.3. Note que nesse cenário as variáveis yc e ya são correlacionadas

e negativamente, os valores de φ∗11 aumentam e φ∗22 diminuem a medida que a correlação

entre yI e yS cresce.

Tabela 4.3: Valores assumidos pelos parâmetros φ∗11, φ
∗
22, φ

∗
12 e ρ

∗ no Cenário 2

Parâmetros
ρ

0 0,3 0,5 0,7 0,9

φ∗11 6,25 8,08 9,31 10,53 11,76
φ∗22 25,00 17,65 12,75 7,85 2,95
φ∗12 -2,50 -2,50 -2,50 -2,50 -2,50
ρ∗ -0,20 -0,21 -0,23 -0,27 -0,42

A Tabela 4.4 mostra o comportamento dos valores médios e desvio padrão do MADI de

previsão no cenário 2 quando consideramos normalidade e t-Student(4) para a componente

aleatória. Ao considerar o modelo sob normalidade podemos observar que ao �xar um

tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de previsão sofreu variações ou

em alguns caso nenhuma a medida que a correlação entre yI e yS aumenta. Já com um

percentual de outliers e correlação �xados, o erro de previsão diminuiu a medida que o

tamanho da amostra aumenta. Como por exemplo, considerando o percentual de outliers

de 0% e um tamanho de amostra 100, notou-se que com ρ = 0 o erro de previsão foi

5, 6922, com ρ = 0, 3 o erro foi 5, 6957, com ρ = 0, 5 foi 5, 6770, com ρ = 0, 7 foi 5, 6793

e com ρ = 0, 9 foi 5, 6594, indicando pequenas variações a medida que ρ crescia. Quando

�xamos um percentual de outliers e correlação em 10% e ρ = 0, 5 respectivamente, o erro

de previsão foi 9, 8765 com n = 30, 9, 7665 com n = 40, 9, 6761 com n = 60 e 8, 5769 com

n = 100, indicando uma diminuição dos valores dos erros a medida que o tamanho da

amostra crescia.

Nessa Tabela ao consideramos t-Student(4) para a componente aleatória, podemos

observar que ao �xar um tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de

previsão sofreu variações ou em alguns caso nenhuma a medida que a correlação entre

yI e yS aumenta. Quando o percentual de outliers e correlação foram �xados, o erro de

previsão diminuiu a medida que o tamanho da amostra aumenta. Como por exemplo,

considerando o percentual de outliers de 15% e um tamanho de amostra 30, notou-se que

com ρ = 0 o erro de previsão foi 7, 3371, com ρ = 0, 3 o erro foi 7, 3395, com ρ = 0, 5 foi

7, 3171, com ρ = 0, 7 foi 7, 3813 e com ρ = 0, 9 foi 7, 3508, indicando pequenas variações

a medida que ρ aumenta. Já para um percentual de outliers e correlação �xados em 5%
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e ρ = 0 respectivamente, o erro de previsão foi 5, 9620 com n = 30, 5, 8883 com n = 40,

5, 7964 com n = 60 e 5, 7329 com n = 100, indicando uma diminuição dos valores dos

erros a medida que o tamanho da amostra cresce.

Ao veri�car o erro de previsão MADI nos dois modelos, notou que com o aumento

do percentual de outliers o modelo normal sofreu uma in�uência maior que o modelo

t-Student(4) a medida que esse percentual crescia. Esses comportamentos podem ser

veri�cados ao considerar um tamanho de amostra 40 e ρ = 0, o erro de previsão do modelo

normal foi 5, 8080 com 0% de outliers, 8, 2313 com 5%, 9, 4472 com 10% e 10, 7021 com

15%. Já para modelo t-Student(4) o erro foi 5, 8484 com 0% de outliers, 5, 8883 com

5%, 5, 9476 com 10% e 6, 9994 com 15%, mostrando que o modelo normal sofreu uma

in�uência maior com o aumento do percentual de outliers.

Ao analisar o desvio padrão do erro MADI de previsão desses modelos, veri�cou um

comportamento semelhante ao erro médio de previsão. Ao �xar um tamanho de amostra

e um percentual de outliers, o desvio do erro de previsão sofreu variações a medida que a

correlação entre yI e yS aumenta. Já com um percentual de outliers e correlação �xados,

o desvio do erro de previsão diminuiu a medida que o tamanho da amostra aumenta. Com

relação ao aumento do percentual de outliers, o desvio padrão do modelo normal sofreu

uma in�uência maior que o modelo t-Student(4) a medida que esse percentual crescia.
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4.2.3 Cenário 3

Nesse cenário iremos utilizar a relação de quando φ11 < φ22 temos que φ∗12 > 0 ∀φ12 ∈
R. Então, iremos supor que os parâmetros φ11 = 10, φ22 = 15 e ρ = 0; 0, 3; 0.5; 0, 7 e 0, 9

entre as variáveis yI e yS. Dado que temos os valores de φ11, φ22 e φ12 e a partir das

relações de�nidas na seção 3.2.2, os valores de φ∗11, φ∗22, φ
∗
12 e ρ

∗ foram obtidos e podem

ser vistos na Tabela 4.5. Note que nesse cenário as variáveis yc e ya são correlacionadas

e positivamente, os valores de φ∗11 aumentam e φ∗22 diminuem a medida que a correlação

entre yI e yS cresce.

Tabela 4.5: Valores assumidos pelos parâmetros φ∗11, φ
∗
22, φ

∗
12 e ρ

∗ no Cenário 3

Parâmetros
ρ

0 0,3 0,5 0,7 0,9

φ∗11 6,25 8,08 9,31 10,53 11,76
φ∗22 25,00 17,65 12,75 7,85 2,95
φ∗12 2,50 2,50 2,50 2,50 2,50
ρ∗ 0,20 0,21 0,23 0,27 0,42

A Tabela 4.6 mostra o comportamento dos valores médios e desvio padrão do MADI de

previsão no cenário 3 quando consideramos normalidade e t-Student(4) para a componente

aleatória. Ao considerar o modelo sob normalidade podemos observar que ao �xar um

tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de previsão sofreu variações ou

em alguns caso nenhuma a medida que a correlação entre yI e yS aumenta. Já com um

percentual de outliers e correlação �xados, o erro de previsão diminuiu a medida que o

tamanho da amostra aumenta. Como por exemplo, considerando o percentual de outliers

de 0% e um tamanho de amostra 40, notou-se que com ρ = 0 o erro de previsão foi

5, 8639, com ρ = 0, 3 o erro foi 5, 8174, com ρ = 0, 5 foi 5, 8436, com ρ = 0, 7 foi 5, 8924

e com ρ = 0, 9 foi 5, 8178, indicando pequenas variações a medida que ρ crescia. Quando

�xamos um percentual de outliers e correlação em 10% e ρ = 0 respectivamente, o erro

de previsão foi 9, 3945 com n = 30, 9, 5260 com n = 40, 9, 3299 com n = 60 e 8, 2740 com

n = 100, indicando uma diminuição dos valores dos erros a medida que o tamanho da

amostra crescia.

Nessa Tabela ao consideramos t-Student(4) para a componente aleatória, podemos

observar que ao �xar um tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de

previsão sofreu variações ou em alguns caso nenhuma a medida que a correlação entre

yI e yS aumenta. Quando o percentual de outliers e correlação foram �xados, o erro de

previsão diminuiu a medida que o tamanho da amostra aumenta. Como por exemplo,

considerando o percentual de outliers de 5% e um tamanho de amostra 60, notou-se que

com ρ = 0 o erro de previsão foi 5, 7988, com ρ = 0, 3 o erro foi 5, 7933, com ρ = 0, 5 foi

5, 7355, com ρ = 0, 7 foi 5, 8135 e com ρ = 0, 9 foi 5, 7229, indicando pequenas variações

no erro a medida que ρ aumenta. Já para um percentual de outliers e correlação �xados
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em 10% e ρ = 0, 3 respectivamente, o erro de previsão foi 5, 9523 com n = 30, 5, 9346 com

n = 40, 5, 8391 com n = 60 e 5, 7233 com n = 100, indicando uma diminuição dos valores

dos erros a medida que o tamanho da amostra cresce.

Ao veri�car o erro de previsão MADI nos dois modelos, notou que com o aumento

do percentual de outliers o modelo normal sofreu uma in�uência maior que o modelo

t-Student(4) a medida que esse percentual crescia. Esses comportamentos podem ser

veri�cados ao considerar um tamanho de amostra 100 e ρ = 0, 9, o erro de previsão do

modelo normal foi 5, 7026 com 0% de outliers, 7, 1736 com 5%, 8, 6840 com 10% e 10, 9737

com 15%. Já para modelo t-Student(4) o erro foi 5, 7109 com 0% de outliers, 5, 7294 com

5%, 5, 6944 com 10% e 6, 3558 com 15%, mostrando que o modelo normal sofreu uma

in�uência maior com o aumento do percentual de outliers.

Ao analisar o desvio padrão do erro MADI de previsão desses modelos, veri�cou um

comportamento semelhante ao erro médio de previsão. Ao �xar um tamanho de amostra

e um percentual de outliers, o desvio do erro de previsão sofreu variações a medida que a

correlação entre yI e yS aumenta. Já com um percentual de outliers e correlação �xados,

o desvio do erro de previsão diminuiu a medida que o tamanho da amostra aumenta. Com

relação ao aumento do percentual de outliers, o desvio padrão do modelo normal sofreu

uma in�uência maior que o modelo t-Student(4) a medida que esse percentual crescia.
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4.2.4 Cenário 4

Nesse cenário iremos utilizar a relação de quando φ∗11 = φ∗22 temos que φ12 > 0 ∀φ∗12 ∈
R. Então, iremos supor que os parâmetros φ∗11 = φ∗22 = 10 e ρ∗ = (0; 0, 3; 0, 5; 0, 7 e 0, 9)

entre as variáveis yc e ya. Dado que temos os valores de φ∗11, φ
∗
22 e φ∗12 e a partir das

relações de�nidas na seção 3.2.2, os valores de φ11, φ22, φ12 e ρ foram obtidos e podem

ser vistos na Tabela 4.7. Note que nesse cenário as variáveis yI e yS são correlacionadas

e positivamente, os valores de φ11 diminuem e φ22 aumentam a medida que a correlação

entre yc e ya cresce.

Tabela 4.7: Valores assumidos pelos parâmetros φ11, φ22, φ12 e ρ no Cenário 3

Parâmetros
ρ∗

0 0,3 0,5 0,7 0,9

φ11 12,50 9,50 7,50 5,50 3,50
φ22 12,50 15,50 17,50 19,50 21,50
φ12 7,50 7,50 7,50 7,50 7,50
ρ 0,60 0,62 0,65 0,72 0,86

A Tabela 4.8 mostra o comportamento dos valores médios e desvio padrão do MADI de

previsão no cenário 4 quando consideramos normalidade e t-Student(4) para a componente

aleatória. Ao considerar o modelo sob normalidade podemos observar que ao �xar um

tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de previsão sofreu variações

a medida que a correlação entre yc e ya aumenta. Já com um percentual de outliers

e correlação �xados, o erro de previsão diminuiu a medida que o tamanho da amostra

aumenta. Como por exemplo, considerando o percentual de outliers de 5% e um tamanho

de amostra 30, notou-se que com ρ∗ = 0 o erro de previsão foi 8, 1140, com ρ∗ = 0, 3 o

erro foi 8, 0580, com ρ∗ = 0, 5 foi 8, 0294, com ρ∗ = 0, 7 foi 8, 0387 e com ρ∗ = 0, 9 foi

7, 8852, indicando variações a medida que ρ∗ crescia. Quando �xamos um percentual de

outliers e correlação em 0% e ρ∗ = 0 respectivamente, o erro de previsão foi 5, 8146 com

n = 30, 5, 8570 com n = 40, 5, 7629 com n = 60 e 5, 7575 com n = 100, indicando uma

diminuição dos valores dos erros a medida que o tamanho da amostra crescia.

Nessa Tabela ao consideramos t-Student(4) para a componente aleatória, podemos

observar que ao �xar um tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de

previsão sofreu variações a medida que a correlação entre yc e ya aumenta. Quando o

percentual de outliers e correlação foram �xados, o erro de previsão diminuiu a medida

que o tamanho da amostra aumenta. Como por exemplo, considerando o percentual de

outliers de 5% e um tamanho de amostra 30, notou-se que com ρ∗ = 0 o erro de previsão

foi 5, 9774, com ρ∗ = 0, 3 o erro foi 5, 8812, com ρ∗ = 0, 5 foi 5, 8554, com ρ∗ = 0, 7

foi 5, 5983 e com ρ∗ = 0, 9 foi 5, 4206, indicando uma diminuição do erro a medida que

ρ∗ aumenta. Já para um percentual de outliers e correlação �xados em 5% e ρ∗ = 0, 3

respectivamente, o erro de previsão foi 5, 8812 com n = 30, 5, 8037 com n = 40, 5, 7790



Capítulo 4. Estudo de simulação 58

com n = 60 e 5, 6827 com n = 100, indicando uma diminuição dos valores dos erros a

medida que o tamanho da amostra cresce.

Ao veri�car o erro de previsão MADI nos dois modelos, notou que com o aumento

do percentual de outliers o modelo normal sofreu uma in�uência maior que o modelo

t-Student(4) a medida que esse percentual crescia. Esses comportamentos podem ser

veri�cados ao considerar um tamanho de amostra 40 e ρ∗ = 0, 7, o erro de previsão do

modelo normal foi 5, 5641 com 0% de outliers, 8, 4875 com 5%, 9, 9350 com 10% e 11, 3100

com 15%. Já para modelo t-Student(4) o erro foi 5, 6421 com 0% de outliers, 5, 6397 com

5%, 5, 7027 com 10% e 6, 7584 com 15%, mostrando que o modelo normal sofreu uma

in�uência maior com o aumento do percentual de outliers.

Ao analisar o desvio padrão do erro MADI de previsão desses modelos, veri�cou um

comportamento semelhante ao erro médio de previsão. Ao �xar um tamanho de amostra

e um percentual de outliers, o desvio do erro de previsão sofreu variações ou em alguns

caso nenhuma a medida que a correlação entre yc e ya aumenta. Já com um percentual

de outliers e correlação �xados, o desvio do erro de previsão diminuiu a medida que o

tamanho da amostra aumenta. Com relação ao aumento do percentual de outliers, o

desvio padrão do modelo normal sofreu uma in�uência maior que o modelo t-Student(4)

a medida que esse percentual crescia.
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4.2.5 Cenário 5

Nesse cenário iremos utilizar a relação de quando φ∗11 > φ∗22 temos que φ12 > 0 ∀φ∗12 ∈
R. Então, iremos supor que os parâmetros φ∗11 = 15, φ∗22 = 10 e ρ∗ = (0; 0, 3; 0, 5; 0, 7 e 0, 9)

entre as variáveis yc e ya. Dado que temos os valores de φ∗11, φ
∗
22 e φ∗12 e a partir das

relações de�nidas na seção 3.2.2, os valores de φ11, φ22, φ12 e ρ foram obtidos e podem

ser vistos na Tabela 4.9. Note que nesse cenário as variáveis yI e yS são correlacionadas

e positivamente, os valores de φ11 diminuem e φ22 aumentam a medida que a correlação

entre yc e ya cresce.

Tabela 4.9: Valores assumidos pelos parâmetros φ11, φ22, φ12 e ρ no Cenário 5

Parâmetros
ρ∗

0 0,3 0,5 0,7 0,9

φ11 17,50 13,82 11,37 8,92 6,47
φ22 17,50 21,17 23,62 26,07 28,52
φ12 12,50 12,50 12,50 12,50 12,50
ρ 0,71 0,73 0,76 0,82 0,92

A Tabela 4.10 mostra o comportamento dos valores médios e desvio padrão do MADI

de previsão no cenário 5 quando consideramos normalidade e t-Student(4) para a compo-

nente aleatória. Ao considerar o modelo sob normalidade podemos observar que ao �xar

um tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de previsão sofreu variações

a medida que a correlação entre yc e ya aumenta. Já com um percentual de outliers e

correlação �xados, o erro de previsão diminuiu a medida que o tamanho da amostra au-

menta. Como por exemplo, considerando o percentual de outliers de 15% e um tamanho

de amostra 60, notou-se que com ρ∗ = 0 o erro de previsão foi 13, 0538, com ρ∗ = 0, 3 o

erro foi 13, 0559, com ρ∗ = 0, 5 foi 13, 0082, com ρ∗ = 0, 7 foi 12, 8512 e com ρ∗ = 0, 9 foi

12, 6902, indicando uma diminuição do erro a medida que ρ∗ crescia. Quando �xamos um

percentual de outliers e correlação em 0% e ρ∗ = 0, 5 respectivamente, o erro de previsão

foi 5, 8507 com n = 30, 6, 8129 com n = 40, 6, 7464 com n = 60 e 6, 6688 com n = 100,

indicando uma diminuição dos valores dos erros a medida que o tamanho da amostra

crescia.

Nessa Tabela ao consideramos t-Student(4) para a componente aleatória, podemos

observar que ao �xar um tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de

previsão sofreu variações a medida que a correlação entre yc e ya aumenta. Quando o

percentual de outliers e correlação foram �xados, o erro de previsão diminuiu a medida

que o tamanho da amostra aumenta. Como por exemplo, considerando o percentual de

outliers de 0% e um tamanho de amostra 100, notou-se que com ρ∗ = 0 o erro de previsão

foi 6, 8281, com ρ∗ = 0, 3 o erro foi 6, 7407, com ρ∗ = 0, 5 foi 6, 6410, com ρ∗ = 0, 7

foi 6, 5246 e com ρ∗ = 0, 9 foi 6, 3671, indicando uma diminuição do erro a medida que

ρ∗ aumenta. Já para um percentual de outliers e correlação �xados em 10% e ρ∗ = 0
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respectivamente, o erro de previsão foi 7, 0759 com n = 30, 6, 9741 com n = 40, 6, 8927

com n = 60 e 6, 7258 com n = 100, indicando uma diminuição dos valores dos erros a

medida que o tamanho da amostra cresce.

Ao veri�car o erro de previsão MADI nos dois modelos, notou que com o aumento

do percentual de outliers o modelo normal sofreu uma in�uência maior que o modelo

t-Student(4) a medida que esse percentual crescia. Esses comportamentos podem ser

veri�cados ao considerar um tamanho de amostra 30 e ρ∗ = 0, 9, o erro de previsão do

modelo normal foi 6, 4751 com 0% de outliers, 9, 0204 com 5%, 10, 9295 com 10% e 13, 1182

com 15%. Já para modelo t-Student(4) o erro foi 6, 4820 com 0% de outliers, 6, 5634 com

5%, 6, 5271 com 10% e 7, 6999 com 15%, mostrando que o modelo normal sofreu uma

in�uência maior com o aumento do percentual de outliers.

Ao analisar o desvio padrão do erro MADI de previsão desses modelos, veri�cou um

comportamento semelhante ao erro médio de previsão. Ao �xar um tamanho de amostra

e um percentual de outliers, o desvio do erro de previsão sofreu variações ou em alguns

caso nenhuma a medida que a correlação entre yc e ya aumenta. Já com um percentual

de outliers e correlação �xados, o desvio do erro de previsão diminuiu a medida que o

tamanho da amostra aumenta. Com relação ao aumento do percentual de outliers, o

desvio padrão do modelo normal sofreu uma in�uência maior que o modelo t-Student(4)

a medida que esse percentual crescia.
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4.2.6 Cenário 6

Nesse cenário iremos utilizar a relação de quando φ∗22 > 4φ∗11 temos que φ12 < 0 ∀φ∗12 ∈
R. Então, iremos supor que os parâmetros φ∗11 = 3, φ∗22 = 15 e ρ∗ = (0; 0, 3; 0, 5; 0, 7 e 0, 9)

entre as variáveis yc e ya. Dado que temos os valores de φ∗11, φ
∗
22 e φ

∗
12 e a partir das re-

lações de�nidas na seção 3.2.2, os valores de φ11, φ22, φ12 e ρ foram obtidos e podem ser

vistos na Tabela 4.11. Note que nesse cenário as variáveis yI e yS são correlacionadas e

negativamente, os valores de φ11 diminuem e φ22 aumentam a medida que a correlação

entre yc e ya cresce.

Tabela 4.11: Valores assumidos pelos parâmetros φ11, φ22, φ12 e ρ no Cenário 6

Parâmetros
ρ∗

0 0,3 0,5 0,7 0,9

φ11 6,75 4,73 3,39 2,05 0,71
φ22 6,75 8,76 10,10 11,44 12,78
φ12 -0,75 -0,75 -0,75 -0,75 -0,75
ρ -0,11 -0,11 -0,12 -0,15 -0,24

A Tabela 4.12 mostra o comportamento dos valores médios e desvio padrão do MADI

de previsão no cenário 6 quando consideramos normalidade e t-Student(4) para a compo-

nente aleatória. Ao considerar o modelo sob normalidade podemos observar que ao �xar

um tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de previsão sofreu variações

a medida que a correlação entre yc e ya aumenta. Já com um percentual de outliers e

correlação �xados, o erro de previsão diminuiu a medida que o tamanho da amostra au-

menta. Como por exemplo, considerando o percentual de outliers de 15% e um tamanho

de amostra 60, notou-se que com ρ∗ = 0 o erro de previsão foi 9, 5631, com ρ∗ = 0, 3 o erro

foi 9, 6751, com ρ∗ = 0, 5 foi 9, 6898, com ρ∗ = 0, 7 foi 9, 6398 e com ρ∗ = 0, 9 foi 9, 5779,

indicando variações do erro a medida que ρ∗ crescia. Quando �xamos um percentual de

outliers e correlação em 0% e ρ∗ = 0, 3 respectivamente, o erro de previsão foi 4, 3537 com

n = 30, 4, 2262 com n = 40, 4, 1989 com n = 60 e 4, 1358 com n = 100, indicando uma

diminuição dos valores dos erros a medida que o tamanho da amostra crescia.

Nessa Tabela ao consideramos t-Student(4) para a componente aleatória, podemos

observar que ao �xar um tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de

previsão sofreu variações a medida que a correlação entre yc e ya aumenta. Quando o

percentual de outliers e correlação foram �xados, o erro de previsão diminuiu a medida

que o tamanho da amostra aumenta. Como por exemplo, considerando o percentual de

outliers de 10% e um tamanho de amostra 30, notou-se que com ρ∗ = 0 o erro de previsão

foi 4, 4278, com ρ∗ = 0, 3 o erro foi 4, 3554, com ρ∗ = 0, 5 foi 4, 3237, com ρ∗ = 0, 7

foi 4, 1329 e com ρ∗ = 0, 9 foi 3, 7365, indicando uma diminuição do erro a medida que

ρ∗ aumenta. Já para um percentual de outliers e correlação �xados em 5% e ρ∗ = 0, 9

respectivamente, o erro de previsão foi 3, 7051 com n = 30, 3, 6548 com n = 40, 3, 5965
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com n = 60 e 3, 5583 com n = 100, indicando uma diminuição dos valores dos erros a

medida que o tamanho da amostra cresce.

Ao veri�car o erro de previsão MADI nos dois modelos, notou que com o aumento

do percentual de outliers o modelo normal sofreu uma in�uência maior que o modelo

t-Student(4) a medida que esse percentual crescia. Esses comportamentos podem ser

veri�cados ao considerar um tamanho de amostra 100 e ρ∗ = 0, 7, o erro de previsão do

modelo normal foi 3, 8832 com 0% de outliers, 5, 4770 com 5%, 6, 9393 com 10% e 9, 0529

com 15%. Já para modelo t-Student(4) o erro foi 3, 8811 com 0% de outliers, 3, 8790 com

5%, 3, 9094 com 10% e 5, 1426 com 15%, mostrando que o modelo normal sofreu uma

in�uência maior com o aumento do percentual de outliers.

Ao analisar o desvio padrão do erro MADI de previsão desses modelos, veri�cou um

comportamento semelhante ao erro médio de previsão. Ao �xar um tamanho de amostra

e um percentual de outliers, o desvio do erro de previsão sofreu variações ou em alguns

caso nenhuma a medida que a correlação entre yc e ya aumenta. Já com um percentual

de outliers e correlação �xados, o desvio do erro de previsão diminuiu a medida que o

tamanho da amostra aumenta. Com relação ao aumento do percentual de outliers, o

desvio padrão do modelo normal sofreu uma in�uência maior que o modelo t-Student(4)

a medida que esse percentual crescia.
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4.2.7 Cenário 7

Nesse cenário iremos utilizar a relação de quando φ∗22 = 4φ∗11 temos que φ12 = 0 ∀φ∗12 ∈
R. Então, iremos supor que os parâmetros φ∗11 = 5, φ∗22 = 20 e ρ∗ = (0; 0, 3; 0, 5; 0, 7 e 0, 9)

entre as variáveis yc e ya. Dado que temos os valores de φ∗11, φ
∗
22 e φ

∗
12 e a partir das relações

de�nidas na seção 3.2.2, os valores de φ11, φ22, φ12 e ρ foram obtidos e podem ser vistos

na Tabela 4.11. Note que nesse cenário as variáveis yI e yS não são correlacionadas, os

valores de φ11 diminuem e φ22 aumentam a medida que a correlação entre yc e ya cresce.

Tabela 4.13: Valores assumidos pelos parâmetros φ11, φ22, φ12 e ρ no Cenário 7

Parâmetros
ρ∗

0 0,3 0,5 0,7 0,9

φ11 10 7 5 3 1
φ22 10 13 15 17 19
φ12 0 0 0 0 0
ρ 0 0 0 0 0

A Tabela 4.14 mostra o comportamento dos valores médios e desvio padrão do MADI

de previsão no cenário 7 quando consideramos normalidade e t-Student(4) para a compo-

nente aleatória. Ao considerar o modelo sob normalidade podemos observar que ao �xar

um tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de previsão sofreu variações

a medida que a correlação entre yc e ya aumenta. Já com um percentual de outliers e

correlação �xados, o erro de previsão diminuiu a medida que o tamanho da amostra au-

menta. Como por exemplo, considerando o percentual de outliers de 0% e um tamanho

de amostra 40, notou-se que com ρ∗ = 0 o erro de previsão foi 5, 2606, com ρ∗ = 0, 3 o

erro foi 5, 1716, com ρ∗ = 0, 5 foi 5, 0501, com ρ∗ = 0, 7 foi 4, 8607 e com ρ∗ = 0, 9 foi

4, 4011, indicando uma diminuição do erro a medida que ρ∗ crescia. Quando �xamos um

percentual de outliers e correlação em 0% e ρ∗ = 0, 9 respectivamente, o erro de previsão

foi 4, 4365 com n = 30, 4, 4011 com n = 40, 4, 3459 com n = 60 e 4, 3168 com n = 100,

indicando uma diminuição dos valores dos erros a medida que o tamanho da amostra

crescia.

Nessa Tabela ao consideramos t-Student(4) para a componente aleatória, podemos

observar que ao �xar um tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de

previsão sofreu variações a medida que a correlação entre yc e ya aumenta. Quando o

percentual de outliers e correlação foram �xados, o erro de previsão diminuiu a medida

que o tamanho da amostra aumenta. Como por exemplo, considerando o percentual de

outliers de 15% e um tamanho de amostra 40, notou-se que com ρ∗ = 0 o erro de previsão

foi 6, 2736, com ρ∗ = 0, 3 o erro foi 6, 6337, com ρ∗ = 0, 5 foi 6, 3458, com ρ∗ = 0, 7 foi

6, 2544 e com ρ∗ = 0, 9 foi 6, 1529, indicando variações do erro a medida que ρ∗ aumenta.

Já para um percentual de outliers e correlação �xados em 5% e ρ∗ = 0 respectivamente, o

erro de previsão foi 5, 3552 com n = 30, 5, 2835 com n = 40, 5, 2118 com n = 60 e 5, 1556
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com n = 100, indicando uma diminuição dos valores dos erros a medida que o tamanho

da amostra cresce.

Ao veri�car o erro de previsão MADI nos dois modelos, notou que com o aumento

do percentual de outliers o modelo normal sofreu uma in�uência maior que o modelo

t-Student(4) a medida que esse percentual crescia. Esses comportamentos podem ser

veri�cados ao considerar um tamanho de amostra 30 e ρ∗ = 0, 5, o erro de previsão do

modelo normal foi 5, 0889 com 0% de outliers, 7, 1094 com 5%, 8, 8835 com 10% e 10, 7219

com 15%. Já para modelo t-Student(4) o erro foi 5, 1137 com 0% de outliers, 5, 1534 com

5%, 5, 2711 com 10% e 6, 9262 com 15%, mostrando que o modelo normal sofreu uma

in�uência maior com o aumento do percentual de outliers.

Ao analisar o desvio padrão do erro MADI de previsão desses modelos, veri�cou um

comportamento semelhante ao erro médio de previsão. Ao �xar um tamanho de amostra

e um percentual de outliers, o desvio do erro de previsão sofreu variações ou em alguns

caso nenhuma a medida que a correlação entre yc e ya aumenta. Já com um percentual

de outliers e correlação �xados, o desvio do erro de previsão diminuiu a medida que o

tamanho da amostra aumenta. Com relação ao aumento do percentual de outliers, o

desvio padrão do modelo normal sofreu uma in�uência maior que o modelo t-Student(4)

a medida que esse percentual crescia.
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CAPÍTULO 5

Análise de dados reais

Esse capítulo tem como objetivo fazer uma análise detalhada de um conjunto de dados

reais ilustrando a metodologia apresentada. O conjunto de dados Futebol introduzido no

Capítulo 2 não será analisado, pois esse não mostrou conter intervalos outliers e tam-

bém as variáveis respostas na representação centro e amplitude mostraram não serem

correlacionadas.

5.1 Dados de Cardiologia

Medidas clínicas de 59 pacientes foram coletadas pelo Departamento de Nefrologia do

hospital del Valle Naln, na cidade de Langreo, Espanha. Em cada paciente foram feitas

três medições da pressão arterial sistólica, pressão arterial diastólica e taxa de pulso. Estes

dados já foram analisados por Neto & de Carvalho (2008), Fagundes (2013), entre outros

pesquisadores.

As variáveis taxa de pulso, pressão arterial sistólica e pressão arterial diastólica do con-

junto cardiologia são classi�cadas como variáveis simbólicas intervalares, e a Tabela 5.1

descreve os resultados de duas medidas intervalares para essas variáveis. A média interva-

lar das variáveis taxa de pulso, pressão arterial sistólica e pressão arterial diastólica dos 59

pacientes foram respectivamente 74, 5169 batimentos/minuto, 146, 7034 mmHg e 83, 4491

mmHg. Sendo as variâncias intervalares nessas variáveis foram 274, 8288, 761, 0363 e

371, 1994 respectivamente. A Figura 5.1 mostra os histogramas intervalares de cada variá-

vel desse conjunto de dados, esses histogramas intervalares indicaram um comportamento

simétrico em todas as variáveis.

A Figura 5.2 representa em três dimensões os intervalos das três variáveis do conjunto

de dados Cardiologia. Nesta �gura a um retângulo destoante dos demais, indicando um

possível outlier.

69
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Tabela 5.1: Análise descritiva intervalar das variáveis do conjunto Cardiologia

Variáveis
Medidas
x̄ s2

Taxa de pulso 74,5169 274,8288
Pressão arterial sistólica 146,0363 761,0363
Pressão arterial diastólica 83,4491 371,1994

Figura 5.1: Histograma das variáveis intervalares do conjunto Cardiologia
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Figura 5.2: Grá�co 3D entre as variáveis Taxa de Pulso (A), Pressão Arterial Sistólica
(B) e Pressão Arterial Diastólica (C)
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Um dos objetivos desse conjunto de dados foi veri�car a in�uência das variáveis pressão

arterial sistólica e pressão arterial diastólica sobre taxa de pulso. Veri�camos também que

o coe�ciente de correlação linear de pearson entre o limite inferior e superior da variável

taxa de pulso é de 0, 41. Na representação centro e amplitude temos ρ̃∗ = 0, 485. Esse

comportamento também podem ser observado na Figura 5.3, que representam elipsóides

com 95% de con�ança obtidas a partir do vetor de médias e matriz escala da variável

taxa de pulso. A Figura 5.3 também indicou três pontos fora da elipsóide de contorno,

indicando possíveis outliers.

Nesse sentido, propomos ajustar um modelo de regressão elíptico bivariado intervalar

com representação centro e amplitude para descrever a relação entre a variável resposta

taxa de pulso e as variáveis explicativas: pressão diastólica e pressão sistólica. O MREBI

é de�nido por: (
tpci

tpai

)
=

(
µci

µai

)
+ Σ1/2

(
εci

εai

)
i = 1, . . . , 59 (5.1)

em que tpci é a taxa de pulso centro do i-ésimo intervalo, tpai é taxa de pulso amplitude do

i-ésimo intervalo, µci = βc1+βc2xc2i+βc3xc3i, xc2 representa a variável pressão arterial sis-

tólica centro e xc3 pressão arterial diastólica centro, e µai = exp (βa1 + βa2xa2i + βa3xa3i),

xa2 representa a variável pressão arterial sistólica amplitude e xa3 pressão arterial diastó-

lica amplitude.
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Figura 5.3: Elipsóide com 95% de con�ança da variável taxa de pulso
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Inicialmente, foi considerado uma distribuição normal bivariada para o modelo (5.1).

Esse modelo resultou um AIC de 922, 2273, as estimativas e desvio padrão dos parâmetros

desse modelo são vistos na Tabela 5.2, em que ρ̂∗ =
φ̂∗12√
φ̂∗11φ̂

∗
22

.

Tabela 5.2: Estimativas e desvio padrão do MREBI considerando distribuição Normal
para os dados de Cardiologia

Parâmetros Estimativas Erro padrão

βc1 70, 5223 0, 4063
βc2 5, 8150 1, 3614
βc3 4, 2324 1, 0633
βa1 3, 6214 0, 0093
βa2 -0, 2671 0, 0392
βa3 0, 4393 0, 0284
φ∗11 116, 1814 2, 7668
φ∗22 207, 0231 4, 9563
φ∗12 79, 0590 2, 5099
ρ∗ 0, 5099 0, 0151

O MREBI sob distribuição normal obteve um MADI intervalar de previsão de 21.2645

com desvio padrão de 12.7548.

O resíduo ordinário de um modelo mensura a diferença entre o valor observado e o

ajustado e é dado por

ri = yi − ŷi i = 1, . . . , 59

em que ri representa o resíduo da i-ésima observação.
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Para resíduos intervalares temos as seguintes expressões

rIi = yIi − ŷIi

e

rSi = ySi − ŷSi

em que rIi representa o resíduo da i-ésima observação do limite inferior e rSi representa

o resíduo da i-ésima observação do limite superior.

Pelo histograma intervalar dos resíduos (Figura 5.5(a)) indicou que os resíduos tem

média próximo de zero e com comportamento aproximadamente simétrico. Em relação

ao grá�co dos retângulos (Figura 5.5(b)) indicaram não haver correlação dos retângulos

e um comportamento homogêneo.

Figura 5.4: Resíduos intervalares do MREBI sob distribuição normal
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Como os dados apresentaram indícios de um possível retângulo outlier, um modelo

MREBI sob distribuição t-Student é proposto com o objetivo de obter um modelo me-

nos sensível a presença de retângulos outliers. Os graus de liberdade ν considerado no

MREBI com distribuição t-Student foi escolhido baseado no menor valor do critério de

Akaike(AIC) dentre uma grade de valores. Pela Tabela 5.3, o MREBI t-Student com 6

g.l apresentou o menor valor de AIC.

Na Tabela 5.4 é apresentado as estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros

β̂∗'s, φ̂∗'s e erros padrões assintóticos desse modelo. Ao analisar esses valores, temos que as

estimativas dos β∗'s foram bem próximas aos do modelo normal. Contudo, as estimativas

dos φ∗'s tiveram valores menores.

O MADI de previsão do MREBI sob distribuição t-Student(6) foi de 21, 2366 com

desvio padrão de 12, 8403.
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Tabela 5.3: Valores do AIC supondo distribuição t-Student nos modelos para os dados de
Cardiologia

Modelo AIC

t-Student (3) 922, 0649
t-Student (4) 920, 3099
t-Student (5) 919, 5853
t-Student (6) 919, 2936
t-Student (10) 919, 4087

Tabela 5.4: Estimativas e desvio padrão do MREBI considerando distribuição t-
Student(6) para os dados de Cardiologia

Parâmetros Estimativas Erro padrão

βc1 70, 0278 0, 4137
βc2 5, 1339 1, 5944
βc3 5, 2851 1, 2135
βa1 3, 5768 0, 0099
βa2 −0, 1050 0, 0348
βa3 0, 3125 0, 0255
φ∗11 95, 6972 5, 0123
φ∗22 140, 5114 10, 0813
φ∗12 67, 0476 5, 5149
ρ∗ 0, 5778 0, 0188
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Analisando o comportamento dos resíduos intervalares desse modelo nas Figuras 5.6(a)

e 5.6(b), observamos comportamento semelhante ao do modelo normal. Visto que, o

grá�co dos retângulos mostram não haver indícios de resíduos correlacionados e também

um comportamento homogêneo.

Figura 5.5: Resíduos intervalares do MREBI sob distribuição t-Student(6)
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CAPÍTULO 6

Considerações �nais

No desenvolvimento desta dissertação, foi feito uma revisão sobre dados simbólicos,

principais metodologias abordadas para analisar dados dessa natureza e análise descritiva

de dados simbólicos intervalares. Introduzimos o modelo de regressão elíptico bivariado

intervalar que considera a dependência entre o limite inferior e superior do intervalo, e

que assegura a coerência matemática ao considerar a representação centro e amplitude

com uma função de ligação log no componente sistemático da amplitude.

Foram propostos estudos de simulações de Monte Carlo sob distribuição normal e t-

Student(4) para o componente aleatório. Consideramos diferentes cenários e adicionamos

diversos percentuais de outliers no conjunto de ajustamento para veri�car o comporta-

mento do erro de previsão médio e desvio padrão MADI. Nessas simulações, vimos que,

em geral, o erro de previsão médio e desvio padrão MADI possuem comportamento seme-

lhante nos dois modelos, ambos diminuem com o aumento do tamanho amostral quando

a correlação e percentual de outliers foram �xados. Ao �xar um tamanho de amostra e

percentual de outliers, os erros médios e desvio padrão sofreram variações com o aumento

da correlação em todos os cenários. Contudo, em algumas ocasiões os erros médios não

sofreram variações como nos cenários 1, 2 e 3. Já o desvio padrão não apresentou es-

sas variações nos cenários 4, 5, 6 e 7. Ao analisar o aumento do percentual de outliers

com correlação e tamanho �xados, observou que o erro médio e desvio padrão MADI do

MREBI sob distribuição normal é mais sensível que o MREBI sob t-Student(4).

Além das simulações, aplicação a um conjunto de dados reais foi feita para o MREBI

sob distribuição normal e t-Student. Ao ajustar os modelos, pudemos observar os valores

estimados e erro padrão dos parâmetros, os erros médios e desvio padrão de previsão

MADI e análise de resíduo intervalar em cada um dos modelos. Ao comparar o erro

médio de predição do MREBI sob distribuição normal e t-Student(6), observamos que os

erros foram bem próximos.
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