UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
DEPARTAMENTO DE ESTATISTICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ESTATISTICA

MODELO DE REGRESSAO ELIPTICO BIVARIADO
INTERVALAR

LAURA VICUNA TORRES DE PAULA

DISSERTACAO DE MESTRADO

VIRIUS |PADA
vy v 9

Recife
2015



LAURA VICUNA TORRES DE PAULA

MODELO DE REGRESSAO ELIPTICO BIVARIADO
INTERVALAR

ORIENTADOR: PROF. DR. FrRANCISCO JOSE DE AzZEVEDO CYSNEIROS
CO-ORIENTADORA: PROFA. DRA. RENATA MARIA CARDOSO RODRIGUES DE SOUZA

Area de Concentracio: Estatistica Aplicada

Dissertagao apresentada ao programa de Pos-graduagao
em Estatistica do Departamento de Estatistica da Univer-
sidade Federal de Pernambuco, como requisito parcial para
obtencao do grau de Mestre em Estatistica.

Recife
2015



Catalogacéo na fonte
Bibliotecaria Joana D’ Arc Ledo Salvador CRB4-532

P324m Paula, Laura Vicuina Torres de.
Modelo de regresséao eliptico bivariado intervalar / Laura Vicufia Torres
de Paula. — Recife: O Autor, 2015.
80 f.: fig., tab.

Orientador: Francisco José de Azevédo Cysneiros.

Dissertagdo (Mestrado) — Universidade Federal de Pernambuco.
CCEN, Estatistica, 2015.

Inclui referéncias.

1. Estatistica aplicada. 2. Analise de regresséo. |. Cysneiros, Francisco
José de Azevédo (Orientador). Il. Titulo.

519.5 CDD (22. ed.) UFPE-MEI 2015-103




LAURA VICUNA TORRES DE PAULA

MODELO DE REGRESSAO ELIPTICO BIVARIADO INTERVALAR

Dissertacdo apresentada ao Programa de
Pé6s-Graduacdo em  Estatistica da
Universidade Federal de Pernambuco,
como requisito parcial para a obtencéo do
titulo de Mestre em Estatistica.

Aprovada em: 31 de julho de 2015.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Francisco José de Azevédo Cysneiros
UFPE

Prof. PhD. Getulio José Amorim do Amaral (Examinador Interno)
UFPE

Prof.2 Dra. Roberta Andrade de Araujo Fagundes (Examinador Externo)
UPE



Dedico esse trabalho

A Deus acima de tudo

A minha mae Engracia, por seu apoio
incondicional

Aos meus irmaos, Emanuel, Emanuela,

Vivianny e Luiz Antonio.



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus, por sempre iluminar meu caminho com satde, sa-
bedoria, determinacao e por guiar pessoas especiais para minha vida, que sempre me
apoiaram nas minhas escolhas e que estao sempre comigo nos momentos bons e ruins da
minha vida.

A minha mae Engracia, por ter me dado a oportunidade de estar aqui hoje. Pelo seu
esforco para que nunca me faltasse nada, sua forca, carinho e dedicacao. Por seu apoio
incondicional. Agradeco pelos seus sorrisos e lagrimas de alegria e satisfacao que estarao
sempre gravados em meu coragao.

Aos meus tios Liicia e Luiz, por todos os seus ensinamentos, carinhos e conselhos. Sou
muito grata por tudo.

Ao meus orientadores Francisco Cysneiros e Renata Souza, por suas orientacoes e paci-
éncia na elaboracao desse trabalho. Sou muito grata pelo apoio, confianca, compreensao,
carinho e dedicacao.

A grande amiga Roberta Fagundes, que me auxiliou bastante na elaboracio desse
trabalho, principalmente com os estudos de simulacao. Obrigada por tudo.

Agradeco aos meus irmaos Emanuel, Emanuela, Vivianny e Luiz Anténio pelo carinho,
disposicao e toda forca dada. Por serem meus amigos ou amigas e tudo mais que uma
pessoa pode ser a outra.

Aos meus sobrinhos lindos, Ana Luzia, José Guilherme e Maria Tereza, por serem
criancas adoraveis e carinhosas. Por me terem em seus coracdes e por me permitirem
fazer parte de suas vidas.

Agradeco a todos os professores do programa de pés graduacao do Departamento de
Estatistica, principalmente aqueles que tive o contato em sala de aula, pois pude aprender
muito com vocés, nao s6 no estudo mas como pessoa também.

As funcionarios Valeria Bittencourt e Lodino Serbim, que sempre tiveram muita pa-
ciéncia e simpatia, e por sempre me ajudar, quando estava ao seu alcance. Meu muito

obrigada.



Aos amigos de mestrado e doutourado Allison, Carolina, Enai, Fernanda, Jennifer,
Jonas, Jessica, Luana, Marcio, Pedro, Raquel, Renan (Bacaninha), Rodrigo (Din), Ro-
drigo (Goaino), Sébastian, Sténio, Terezinha e aos amigos cearenses Jucelino, Hildemar
(Calixtinho), Rodney e Yuri. Que estiveram nessa caminhada juntos comigo, sempre me
ajudando e incentivando.

As amigas Evelyne, Raphaela e Wanessa que estiveram nessa caminhada de dois anos
de mestrado comigo. Agradeco por todos os momentos de alegria, alivio, tristeza, horas
de estudo compartilhado e palhacadas. Espero que a distancia nao seja um empecilho e
que possamos continuar nos comunicando.

As minhas grandes amigas Janaina, Kelly e Raquel que mesmo na distancia sem-
pre estiveram comigo, me apoiando, incentivando e dando forca com os meus sonhos e
objetivos.

A FACEPE, pelo apoio financeiro.



“A educacao é a arma mais poderosa
que vocé pode usar para mudar o

mundo.”

Nelson Mandela

“A educacao tem raizes amargas, mas

os seus frutos sao doces.”

Aristoteles



Resumo

A andlise de dados simbolicos (ADS) é uma abordagem estatistica bastante utili-
zada em grandes bases de dados e tem como caracteristica agregar dados em grupos de
interesse. Esses tipos de dados podem ser representados por intervalos, conjuntos de cate-
gorias, distribuicao de frequéncia, distribuicao de probabilidade, entre outros tipos. Neste
trabalho abordaremos dados simbolicos do tipo intervalo que sao comumente utilizados
em aplicacoes financeiras, mineracao de dados, trafego de redes, dados confidenciais, etc.
Inicialmente, um modelo de regressao eliptico bivariado intervalar que considera a cor-
relacdo entre os limites inferiores e superiores de uma variavel simbolica intervalar foi
proposto. Derivamos a funcao escore e a matriz de informagao de Fisher. O método
de maxima verossimilhanca foi desenvolvido para estimacao dos parametros do modelo
proposto. Estudos de simulacao de Monte Carlo em que avaliamos a sensibilidade do erro
de previsao quanto a presenca de intervalos outliers foram apresentados. Os resultados
mostraram que o modelo t—Student bivariado intervalar ¢ menos sensivel na presenca de
intervalos outliers do que o modelo normal bivariado intervalar. Um conjunto de dados

reais foi utilizado para ilustrar a metodologia abordada.

Palavras-chave: Anélise de dados simbolicos. Intervalos outliers. Modelo de regressao
eliptico bivariado intervalar.



Abstract

The symbolic data analysis (SDA) is a statistical approach widely used in large data-
bases and that is characterized by aggregate data into interest groups. These data types
may be represented by intervals, sets of categories, frequency distribution, probability dis-
tribution, among other types. In this paper we discuss symbolic data of interval type that
are commonly used in financial applications, data mining, network traffic, confidential
data, etc. First, an interval bivariate elliptical regression model that considers the corre-
lation between the upper and lower limits of an interval symbolic variable was proposed.
We derive the score function and the Fisher information matrix. The maximum likelihood
method was developed to estimate the parameters of the proposed model. Monte Carlo
simulation studies was performed to evaluate the sensitivity of the predictive error for
the presence of outliers intervals. The results showed that the interval bivariate t-Student
model is less sensitive in presence of outliers intervals than the interval bivariate normal

model. A real datasets was used to illustrate the discussed methodology.

Keywords: Symbolic data analysis. Outliers intervals. Interval bivariate elliptical re-

gression model.
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CAPITULO 1

Introducdo

Esse capitulo descreve uma breve fundamentacao sobre a anélise de dados simbélicos,
a motivacao e os objetivos em relacao ao trabalho proposto e por fim, descrever a estrutura
da dissertacao.

1.1 Motivacao

Nos dados classicos, as variaveis sdo classificadas como numeérica e/ou categorica e
estas podem assumir um tnico valor para cada individuo. Como por exemplo, verificar
idade, nivel de instrucao e renda dos clientes em um determinado banco. Entretanto,
pode ocorrer do pesquisador nao ter interesse em verificar as observacoes individuais, mas
sim grupos de unidades com caracteristicas em comum ou observar informacoes ao longo
do tempo ou em outras circunstancias. Por exemplo, definir um grupo de pessoas pela
idade, altura, nivel de instrucao, instituicao de ensino, ou outros. Quando isso acontece, a
abordagem cléssica torna-se um pouco restrita por nao considerar a variabilidade inerente
dos dados.

Para lidar com tal situacao ¢ usual reduzir os dados considerando medidas de tendéncia
central, como a média, a mediana ou a moda, consequentemente isso levaria a uma perda
de informacao. Uma outra forma de lidar com esse tipo de problema seria utilizar a analise
de dados simbélicos (ADS), que possibilita agregar esses dados em grupos de interesse.
Conforme Fagundes (2013), ao usar ADS é possivel estudar os grupos considerando a
descricao de grupos de individuos e as variacoes dentro desses grupos.

Os dados simbolicos foram tratados inicialmente por Edwin Diday no fim da década
de 80 e as primeiras pesquisas sobre esse tipo de dados continham os principios basicos
dessa nova abordagem, Diday (1988), Diday (1989) e Diday & Brito (1989). Esses da-

dos tem como caracteristica expressar intervalos, conjuntos, distribuicao de frequéncias e
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Capitulo 1. Introducao 16

distribuicao de probabilidades.

Ao longo dos anos Billard & Diday (2003) atentou-se para o elevado crescimento
dos dados simboélicos e notou a necessidade de ampliar novas técnicas para tratar esses
tipos de dados. A partir disso, Billard & Diday (2006a) e Diday & Noirhomme-Fraiture
(2008) introduziram novos conceitos e métodos estatisticos capaz de manusear os dados
simbolicos. Atualmente esses métodos sao encontrados na literatura, como por exemplo
analise de agrupamento para dados simbdlicos, analise exploratoria, analise de regressao,
entre outros.

No contexto de analise de regressao para dados intervalares, Billard & Diday (2000)
estende o conceito o modelo de regressao linear classico (MRLC) para dados simbolicos
do tipo intervalo, que utiliza o método do minimos quadrados para obter as estimativas
dos valores médios dos intervalos. Billard & Diday (2002) define uma nova abordagem
que considera dois MRLC independentes, um para o limite inferior e outra para o limite
superior dos dados intervalares. Neto & de Carvalho (2008) propuseram o método do
centro e da amplitude para dados simbdlicos intervalares sendo que esta nova representa-
¢ao obteve um comportamento de predicao melhor que os propostos por Billard & Diday
(2000) e Billard & Diday (2002).

Os trabalhos citados anteriormente nao garantem a coeréncia matematica de que o
valor previsto do limite inferior seja menor que o do limite superior. Dessa forma, Neto
& de Carvalho (2010) propuseram um novo método de ajustar modelos de regressao para
dados simbolicos intervalares, em que incorpora restri¢coes nos valores da amplitude, com
a finalidade de assegurar a coeréncia matemética.

Os primeiros estudos sobre regressao simbolica intervalar nao consideravam suposicoes
de distribucionais para os erros. Domingues et al. (2010) propuseram um modelo de
regressao para dados intervalares que assumem distribuicoes de probabilidade simétrica
para os erros. Souza et al. (2011) propuseram um modelo de regressao linear logistica para
dados simboélicos intervalares. Fagundes et al. (2013) propuseram um modelo de regressao
robusto para dados simboélicos intervalares em que esse modelo apresentou ser menos
sensivel a presenca de outliers. No contexto de regressao nao paramétrica, Fagundes et al.
(2014) propuseram um modelo regressao Kernel intervalar que pode ser ajustado quando
as suposigoes distribucionais dos erros e/ou da forma funcional dos modelos paramétricos
nao sao verificadas.

Todos os trabalhos citados acima, consideram dois modelos de regressao independentes
para realizar a anélise de regressao intervalar. Entretanto, essa relacao de independén-
cia pode influenciar de alguma forma o ajustamento. Dessa forma, Neto et al. (2011)
propuseram um modelo de regressao bivariado da familia exponencial para dados simbo-
licos intervalar que modela a correlacao entre limites inferiores e superiores do intervalo.

Contudo, esse modelo de regressao é sensivel a presenca de intervalos aberrantes.
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1.2 Objetivos

O principal objetivo desse trabalho é propor um modelo de regressao eliptico bivariado
intervalar que considera os erros do modelo como pertencentes a familia de distribuicoes
elipticas.

Este modelo tem como principal caracteristica considerar uma possivel relacao entre
limite inferior e superior da variavel simboélica intervalar. Além, de assegurar a coeréncia
matematica de que os valores previstos do limite inferior sejam menores que a do limite
superior, ao ajustar o modelo considerando a representacao do centro e amplitude dos
intervalos.

Um outro objetivo desse trabalho é avaliar a sensibilidade do erro de previsao quanto

a presenca de intervalos outliers no dados.

1.3 Estrutura da dissertacao

O presente trabalho é constituido por seis capitulos. No Capitulo 1, uma breve in-
trodugao a respeito da motivagao e objetivos da dissertacao é discutida. No Capitulo
2 sao apresentados os conceitos de analise de dados simbolicos, os respectivos tipos de
variaveis e as medidas descritivas para variaveis intervalares. No Capitulo 3 introduzimos
o modelo de regressdo eliptico bivariado intervalar (MREBI) e sua representagao centro
e amplitude, assim como a fungao escore, matriz de informacao de Fisher e estimacao
dos parametros. No Capitulo 4 sao apresentados estudos de simulacoes para duas repre-
sentacoes estudadas em que verificamos a qualidade de previsao na presenca ou nao de
outliers. No Capitulo 5 discutimos a modelagem de um conjunto de dados reais em que
a metodologia apresentada é utilizada. Por fim, no Capitulo 6, as principais conclusoes
desse trabalho sao discutidas.



CAPITULO 2

Dados simbdlicos

Esse capitulo tem como finalidade explanar sobre as principais caracteristicas de dados
simbolicos, as areas de aplicagoes, os tipos de varidveis para dados dessa natureza e
descrever a estatistica descritiva para dados simboélicos intervalares.

2.1 Analise de dados simboélicos (ADS)

Os dados simbolicos sao capazes de descrever individuos levando em consideracao, ou
nao, imprecisao e incerteza e sao classificados como dados mais complexos do que os dados
classicos, visto que eles possuem uma estrutura interna.

Ao analisar dados dessa natureza é possivel descrever grupos de individuos e a variacao
dentro desses grupos considerando intervalos, histograma, distribuicao de probabilidade
e frequéncia. Eles ainda podem ser usados para representar os limites de um conjunto
de possiveis valores de um item ou a variacao da extensao de uma variavel através da
reducao de conjuntos de dados, em um nimero reduzido de pequenos grupos de infor-
magao (Domingues et al., 2010). Contudo, essa caracteristica de diminuir o tamanho de
grandes conjuntos de dados pode acarretar em um problema de perda de precisdo e/ou
variabilidade.

Atualmente, a analise de dados dessa natureza vem sendo bastante estudada, uma vez
que os trabalhos Diday (1988) e Diday & Brito (1989) tiveram grande impacto e os avan-
¢os tecnologicos tiveram um crescimento elevado nos tltimos anos. A ADS tem grande
relagdo com a analise multivariada, banco de dados, inteligéncia artificial, regressao, clas-
sificacao, entre outros. Nos tltimos anos diversos estudos com dados dessa natureza foram
propostos e podemos citar como exemplos: Carvalho (1995) propos a construgao de his-
togramas para ADS; Gordon (2000) propos um algoritmo iterativo de agrupamento para
dados simboélicos que minimiza a soma potencial das descricoes dos grupos; Billard &

18
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Diday (2000) propuseram um modelo de regressao para dados intervalares baseado no
conceito do modelo de regressao linear classico (MRLC); Billard & Diday (2006a) propu-
seram novos conceitos sobre ADS tais conceitos abordam anélise descritiva, componente
principal, clustering e regressao; Carvalho et al. (2007) propuseram agrupamento de da-
dos simboélicos intervalares baseado na distancia Hausdorff adaptada; Maia et al. (2008)
propuseram um modelo de séries temporais que investiga a previsao de dados simbdlicos
intervalares; Neto & de Carvalho (2008) propuseram um modelo com nova representagao
para dados intervalares baseado no centro e na amplitude dos dados intervalares e Carva-
lho & de Souza (2010) propuseram um método de particionamento para dados simbolicos
do tipo de recurso misto usando a euclidiana ao quadrado.

2.2 Tipos de variaveis simbélicas

Variaveis sao classificadas nos estudos estatisticos como sendo os valores que assumem
determinadas caracteristicas dentro de uma pesquisa.

Assim, como nos dados classicos existe uma classificacao dos tipos de variaveis para os
dados simbolicos. Segundo Bock & Diday (2000), as varidveis simbolicas de dividem em
dois grupos: variaveis modais e nao modais. Esses tipos de variaveis sao definidas com

mais detalhes nas proximas secoes.

2.2.1 Variavel do tipo modal

Define-se Y como sendo uma varidvel simboélica modal se ela descrever um objeto

usando par(c,7), em que ¢ é o conjunto de categorias que a variavel pode assumir e 7 é
um vetor de frequéncia, pesos ou probabilidades que correspondem a cada categoria do
conjunto c.
Exemplo: Seja Y os cursos superiores com alunos reprovados na disciplina de estatis-
tica em k universidades. Tem-se que para uma determinada universidade ¢, Y (¢) =
{(Farmacia, Ciéncias Contéabeis, Administra¢ao, Eng. Mecanica); (0,4;0,25;0,25;0,1)},
ou seja, a probabilidade dos alunos do curso de Eng. Mecanica reprovar a disciplina de es-
tatistica nessa universidade é de 0, 1, Administracao e Ciéncias Contabeis é de 0, 25 e Far-
maécia 0,4. J4 em uma universidade u o objeto par é definido como: Y (u) = {(Matemaética,
Fisica, Eng. Alimentos, Farméacia); (0,1;0,1;0,3;0,5)}.

2.2.2 Variavel do tipo nao modal

As varidveis ndo modais sao classificadas como do tipo multivalorada e intervalares,
em que a variavel multivalorada é dividida em categorica nominal, categorica ordinal e

quantitativa. As defini¢oes dessas variaveis sao dadas a seguir
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e Variavel multivalorada nominal: descreve as categorias de um determinado
objeto, em que nessas categorias nao existe uma ordenacao. Exemplo: seja YV
o nome da companhia aérea de um determinado grupo k de passageiros, entao
Y. = Avianca, Gol, Tam;

e Variavel multivalorada ordinal: descreve as categorias de um determinado ob-
jeto, em que nessas categorias existe uma ordenacao. Exemplo: seja Y o ni-
vel de escolaridade de um grupo k de individuos de uma empresa, entao Y, =
Ensino Fundamental, Ensino Médio, Graduacgao, Pos-Graduacao;

e Variavel multivalorada quantitativa: assume um conjunto finito de nimeros
reais nao ordenados. Exemplo: seja Y o ntimero de apartamentos vendidos por
uma determinada empresa k em um més especifico, entao Y (k) = {15, 35, 20, 50, 45};

e Variavel intervalar: Essa variavel tem como caracteristica estd definida em um
intervalo. Uma varidvel Y sera definida como variavel intervalar se para todo k € FE
o subconjunto Y (k) = [a,b], em que a < b. Exemplo: Uma empresa de pesquisas
estd interessada em saber o gasto com impostos de um conjunto de empresas, onde £
representa o conjunto de empresas, Y o valor gasto com impostos e k uma empresa
qualquer. Assim o Y (k) = [1500, 00; 4500, 00], ou seja, uma empresa k teve gastos de
impostos em um intervalo de R$ 1500, 00 a R$ 4500, 00. Conforme Campos (2008),
ao definir Y como sendo uma variavel intervalar seria interessante criar histograma
afim de visualizar a distribuicao de frequéncias dos valores. Esse tipo de variavel é
bastante utilizada em aplicagoes financeiras, mineracao de dados, anéalise de trafego
de redes, aplicacoes com dados confidencias em que o interesse é apenas conhecer a
extensao dos valores, dentre outras. Esse tipo de varidvel é o objeto deste estudo.

2.2.3 Exemplo de tabelas para dados simbélicos

Dados dessa natureza podem ser apresentados em tabelas, nestas as linhas correspon-
dem aos individuos ou grupos de individuos e as colunas sao as variaveis simbodlicas que
os descrevem.

Exemplo: Nove paises foram divididos em trés grupos, a partir desses foram observados
na Tabela 2.1 os valores do intervalo do PIB (Produto Interno Bruto) em milhoes de
dolares e a proporcao da populacao que fala mais de uma lingua. Note que a varidvel
PIB é classificada como simbdélica intervalar, a variavel nome dos paises como simbélica
multivalorada nominal e a varidvel mais de uma lingua é considerada simbodlica modal

(representado por uma distribui¢do de pesos).
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Tabela 2.1: Exemplo de Tabela para dados simbdlicos

Grupo PIB Nome dos paises + de uma lingua
A [0,31;4,28] Bélgica, Japao e Suiga (3/4) Sim, (1/4) Nao
B [0,37;1,98]  Argentina, Brasil e Uruguai (1/6) Sim, (5/6) Nao
C [0,16;14,02] EUA, Franca e Chile (2/5) Sim, (3/5) Nao

Fonte: Salazar (2008)

2.3 Analise descritiva de variaveis simbolicas intervala-

res

O conceito de estatistica descritiva para dados simbolicos é similar aos dos dados clas-
sicos. Carvalho (1994), Carvalho (1995) e Chouakria et al. (1998) propdem métodos para
construir histograma para variaveis intervalares. Ja Bertrand & Goupil (2000) introduzi-
ram métodos para determinar a distribuicao de frequéncia para uma variavel simbolica e
ampliaram os conceitos de média, mediana e desvio padrao. Em Billard & Diday (2006b)
sao abordados média, mediana, variancia e histograma para dados do tipo nao modais.
Dessa forma, essa secao é designada a obtencao de média, variancia e histograma para va-
riaveis intervalares, visto que o objetivo desse estudo é trabalhar com variaveis simbolicas
intervalares. Assim, foi utilizado o conjunto de dados Futebol nessa secao para ilustrar
essas medidas.

Conjunto de dados Futebol: é composto pelas informacoes dos jogadores profissionais
de 20 times da Francga, em que cada jogador é descrito pelas varidveis altura, idade e
peso. Esse conjunto ja foi analisado em Fagundes (2013) e pode ser obtido em https:
//www.ceremade .dauphine.fr/touati/foot2.htm. Esses dados sao vistos na Tabela 2.2

e representam os valores intervalares dos times Franceses em cada uma das trés variaveis.

A Figura 2.1 interpreta os retangulos dos intervalos das variaveis do conjunto Futebol.
Nela é possivel notar um comportamento homogéneo dos quadrados e que nao ha indicios

de possiveis outliers.
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Tabela 2.2: Dados Futebol

Time |

Peso (Y)

| Altura (X;) | Idade (X3)

Y S S
© 0TI W RO © P WND -

]
jas)

[58,00;85,00]
67,00;84,00]
[65,00:88,00]
[60,00;83,00]
[60,00;84,00]
[67,0083,00]
69,00:90,00]
[65,00:85,00]
[63,00;84,00]
[58,00;88,00]
[62,00;86,00]
62,00;80,00]
[63,00:85,00]
[65,00:95,00]
[63,00;83,00]
[60,00;87,00]
67,00:85,00]
[62,00:83,00]
[63,00;84,00]
[63,00;85,00]

[164,00;192,00]
[171,00;190,00]
[170,00;186,00]
[162,00;188,00]
[170,00:189,00]
[173,00:190,00]
[176,00;193,00]
[170,00;193,00]
[168,00;188,00]
[167,00:197,00]
[164,00;191,00]
168,00;189,00]
[167,00;190,00]
[168,00;196,00]
[170,00:187,00]
[170,00:197,00]
168,00;190,00]
[169,00;192,00]
[172,00;192,00]
[169,00;194,00]

[21,00;35,00]
[20,00;30,00]
[18,00;36,00]
[19,00;31,00]
[18,00;34,00]
[18,00;36,00]
[19,00;34,00]
[19,00;31,00]
[18,00;34,00]
[19,00;35,00]
[18,00;34,00]
[19,00;35,00]
[18,00;31,00]
[20,00;35,00]
[18,00;35,00]
[18,00;37,00]
[18,00;32,00]
[18,00;35,00]
[18,00;33,00]
[20,00;34,00]

Figura 2.1: Grafico 3D entre as variaveis Peso (B), Altura (A) e Idade (C)
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Conforme Billard & Diday (2006b), para obter os valores descritivos das variaveis
intervalares desse conjunto de dados é importante definir inicialmente os conceitos de

descricao individual e virtual.

2.3.1 Descricao individual e virtual

Descricao individual é um valor de uma variavel que pode assumir muitos outros va-
lores, essa descri¢ao individual é denotada por x. Com relacao a varidveis intervalares é
um intervalo que ird pertencer a um intervalo principal. Exemplo: Considerando (7', W)
variavel intervalar bidimensional, onde T = [58,00; 85, 00] representa o peso de um time
e W = [164, 00; 192, 00] representa altura de um time do conjunto Futebol. Entao, a des-
crigao individual z = (1, x2) estdo contido no retangulo [58,00; 85, 00] x [164, 00; 192, 00].

De acordo com Billard & Diday (2006b), esses valores sao utilizados para obter os
histogramas simboélicos. Ja que as frequéncias desse histograma envolve a contagem do
nimero de descricoes individuais que tornam verdadeira uma determinada dependéncia
logica nos dados.

A dependéncia logica pode ser representada pela equacao (2.1), onde © € X (X é o
conjunto de todas as descri¢oes individuais possiveis presente em uma tabela simbolica)
e AC D,B C D. De acordo com Billard & Diday (2006b), v retornara um valor binario,
ou seja, “0” caso a dependéncia logica para x for falsa, ou “1” caso seja verdadeiro.

v:x e Al=[re B (2.1)

Descrigao virtual de um vetor d é um conjunto de todos os elementos x presentes que
satisfazem todas as dependéncias logicas em X. Essa descrigao é dada pela equagao (2.2)

vir(d) =z € Dyv(z) =1,V € V. (2.2)

Suponha que haja interesse em uma varidvel Y; = Z e que o valor observado de um
objeto w nessa variavel é um intervalo Z(w) = [ay, by, para w € E = {1,...,m}, os
valores dos vetores de descri¢ao individuais x € vir(d,,) sdo distribuidos uniformemente

sobre o intervalo Z(w). Portanto, para cada £ tem-se que:

O, se £ < Qs
Plx < |z € vir(dy,)] = %, se ay <& < by; (2.3)
1, caso contrario

O vetor de descrigao individual x vai contar com os valores globalmente em | J vir(d).,,
weE
em que cada um desses objetos vai contar com a mesma probabilidade (p = 1/m) de ser

considerado no experimento. Ao considerarmos as variaveis do conjunto de Futebol, temos
que m =20, w =1...,20 e Zy(w), Zx,(w) e Zx,(w) correspondem ao intervalo w de
suas respectivas variaveis nesse conjunto, que podem ser observadas na Tabela 2.2.
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2.3.2 Funcoes de distribuicao e de densidade empirica para inter-

valos

A funcao de distribuicao empirica é obtida a partir de um determinado experimento.
Para os dados intervalares a funcao Fz (&) é composta pela distribuicao das m distribuicoes
uniformes nos m intervalos Z(w) = [ay, by], em que w € E. Assim, a fun¢do empirica

intervalar é dada por:

FA§) = 3 Pl s élo € vir(da)

wek

- Y () ez ) 2.4

m
§€Z(w)

w w

Exemplo: No conjunto de dados Futebol ao fazer suposicoes de um £ = 76, 5 para variavel
peso, £ = 179, 5 para altura e £ = 27,5 para idade, temos que as funcoes empiricas dessas

variaveis sao expressadas por:

Py (76,5) — | (76,5-58  76,5-67 76,565 76,560
VIS o0\ U8558 © 84—67 | 88—-65 « 83—60
76,5—60 76,5—67 76,5—69 76,5— 65
+ + +
84—60 ' 83—67 ' 90—69 ' 85—65
76,563 76,5—58 76,5—62 76,5— 62
+ + +
84—63 ' 88—-58 ' 86—62 = 80— 62
76,563 76,5—65 76,5—63 76,5— 60
+ + +
85—63 = 95-65 @ 83—63 87— 60
76,567 76,5—62 76,5—63 76,5— 63
+ + +
85— 67 ' 83—-62 @ 84—-63 85— 63
1
= —(12,1018) = 0,6050
20( b ) ) )
1 /179,5—164 179,5—171 179,5—170 179,5 — 162
F 1 — . ) ) ) )
% (179, ) 20( 192164 ' 190171 | 186—170 ' 188 — 162

179,5-170 179,5-173 179,5—-176 179,5—170

189 — 170 - 190 — 173 * 193 — 176 i 193 — 170
179,5—-168 179,5—-167 179,5—164 179,5— 168

188 — 168 i 197 — 167 T 191 — 164 i 189 — 168
179,5—-167 179,5—-168 179,5—170 179,5—170

190 — 167 * 196 — 168 * 187 — 170 * 197 — 170
179,5 —-168 179,5—-169 179,5—-172 179,5 — 169>

190 — 168 i 192 — 169 * 192 — 172 * 194 — 169

1
= —(9,5215) = 0,4760
25 (0,5215) = 0,760,
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1 /27,5—-21 27,5—-20 27,5—18 27,5—19
FX2 (27’ 5) - ) ) ) 9
20\ 35—-21 30 — 20 36 — 18 31—-19
27,5—-18 27,5—-18 27.5-19 27,5—-19
34— 18 36 — 18 34 —19 31 —19
27,5—-18 27,5—-19 27.5—-18 27,5—19
34 — 18 35—19 34 — 18 35—19
27,5—-18 27,5—-20 27,5—-18 27,5—18
31 —18 35— 20 35— 18 37— 18
27,5—-18 27,5—-18 27,5—18 27,5—20
32— 18 35— 18 33 —18 34 —20

1
—(11,7929) = .
75 (11, 7920) = 0,5896

A fungao de densidade empirica existirad se a equacao (2.4) poder ser derivada em

relacao a &, em que esta pode ser expressada por:

S

f&) =

w:€€Z(w)

1

w — Qu

(2.5)

A equagdo (2.5) pode ser reescrita de uma outra forma, pois o somatorio lida apenas

com os objetos w e para £ € Z(w). Assim, é possivel obter a seguinte forma:

1 L,(§)
f(f)—a%mafeﬁ

(2.6)

em que [,(£) é uma fungio indicadora e indica se & estd ou ndo em Z(w). Entao, caso
¢ € Z(w) retornara valor 1 e 0 caso contrario. Ja ||Z(w)|| representa a amplitude do
intervalo Z(w) € E, onde ||Z(w)|| = by — G-

Exemplo:Utilizando as suposicoes de que os valores de £ sao equivalentes ao da funcao
de distribuicao, tem-se que a funcao de densidade empirica das variaveis do conjunto de
Futebol sao definidas por:

1 1 1 1 1
Jr(16,5) = 2_0(85—58+84—67+88—65+83—60+

1

1

1

1

+84 — 60

1
+

+
1

83—67+

90 — 69
1

+

85—65+

1

1

84—63jL

1

88—58+
_l’_

1

86—62jL
_|_

+

80 — 62

1

3

1
+

5—063

+

95 — 65

1

83 — 63
1

87—60+

1
20

8567  83-62
(0,9248) = 0, 0462,

84 — 63

L1
85 — 63
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fors) = (-t 4 b b1
X 7 20 \192—164 190 —171 186 — 170 188 — 162

| 1
189170 T 190 —173 T 193 — 176 T 193 — 170 ©
1 ) 1 1

+188 — 168 * 197 — 167 * 191 — 164 * 189 — 168 *

1 1 1 1
190 — 167 * 196 — 168 * 187 — 170 - 197 — 170 N

1 1 1 1
+19O — 168 * 192 — 169 * 192 — 172 * 194 — 169)

+

1
55 (0:9250) = 0, 0462,

f@75) = (oL
RS T 20\35-21 T30-20 3618 31— 19

SRR U R
3418 3618  34—19 3119

1 1 1 1

34—18+35—19+34—18+35—19+
1 1 1 1

3118 3520 3518 3718
1 1 1 1
+ + +

32—-18 35-18 33—-18 34-20

1
= 1,3517) = 0,0675.
20( ) Y

2.3.3 Meédia e Variancia intervalar

Como ja se conhece a densidade empirica de uma varidvel intervalar, é possivel en-
contrar o valor médio dessa variavel. Dessa forma, a média empirica de Z em termos da
funcao de densidade empirica é dada por:

= /Ooff(f)df

Substituindo a equagao (2.6), obtém-se o seguinte resultado:

R T NI 1
7= méfnzwmfdg P D ey | e

§€Z(w)

by —|— aw
wekE

wEE
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De maneira similar ao cilculo da média empirica é possivel encontrar a variancia
amostral intervalar dos dados em termos da funcao de densidade empirica. Portanto, a

variancia amostral da variavel é definida por:

o0

52 = / (€~ 2P f(e)de

—0o0

ao calcular a equagao acima, estd é equivalente a seguinte equagao

5= [ eree - @

Note que a primeira parcela da variancia amostral corresponde ao segundo momento
da funcao de interesse. Calculando o segundo momento da funcao, obtém-se o seguinte

resultado:

R S s
My = /5 §ds = m§/112<w>|\d5
b —ad
- méarzmm

1
= 3~ (b2 + byay, + a2). (2.8)
werR

Dessa forma, a variancia amostral intervalar ¢ dada pela seguinte forma:

2

S2 - M2—7
2
1
= 3~ (b2 + byay + a2) 2 (Zb —l—aw> (2.9)
wek wek

em que Z e M, foram definidos em (2.7) e (2.8).
Exemplo:Com base nos conceitos definidos sobre média e variancia intervalar, tem-se que
para as variaveis Peso (Y), Altura (X;) e Idade (X53) s@o descritas por:

1 (85+58 85 + 63
E(Y) = ( i cot i

— 74,2250
20\ 2 ) S

1 /852 + (85)(58) + 582 52 4 (85)(63 2
_(8 + )3( )+58 8 +(5>3( )+63>—74,22502:47,9827,

192 + 164 194 + 169
B(X)) = 5 (T+"‘+T) — 180,
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1 /1922 192)(164 1642 1942 194)(169 1692
53(12%( * )3( )+ +...+ + )3( )+ )—1802:48,4166,
1 /35+21 34 + 20
EF(X5) = — o = 26,2
1 (35° 39)(21 212 342 34)(20 202
;2:2—0( +( )?)( >+ +...+ +( )3( )+ )—26,2752:20,491,

A média intervalar dos 20 times franceses para variavel peso é de 74,225kg, para
varidvel altura ¢ 180cm e para variavel idade é 26,275 anos. Ja os valores das variancias
foram respectivamente de 47,9827, 48,4166 e 26, 275 para as variaveis peso, altura e idade.

2.3.4 Histograma intervalar

Ao construir um histograma para uma variavel simboélica do tipo intervalar, é impor-
tante considerar I = [min,, jwep; maty, jwep) em que todos os valores possiveis de Z estao
contidos em U, e também particiona-los em r subintervalos [, = [{,-1;&,), g =1,...,r—1
e I, =[&_1;&] com g = r. Portanto, o histograma para Z sera dada pela representagao
grafica da distribuicao de frequéncia {(/,,py)g = 1,...,r} onde:

1 |1 Z(w) N 1|
Py = — _— (2.10)
"= )]
Nesse caso p,, para g = 1,...,r, representa a area da barra vertical da base de qual é

o intervalo de I, pertencente ao eixo horizontal do histograma, Billard & Diday (2006b).
Dessa maneira, p, nada mais é que a probabilidade de uma descri¢ao individual w esta
no intervalo /.

Utilizando as varidveis intervalares do conjunto de dados Futebol, tem-se que o inter-
valo global I das variaveis Peso, Altura e Idade sao respectivamente, [58;95], [162;197] e
[18;37]. Para produzir os histogramas intervalares dessas variaveis, é de suma importan-
cia definir o nimero classes a ser utilizada e o intervalo de cada classe. A fim de obter o
namero de classes intervalares, sera utilizado a definicdo de Sturges (1926) dado por:

K =logy(n) + 1

onde K representa o ntimero de classes e n o nimero de intervalos em uma determinada
varidvel. Entao, ao fazer uma aproximacao do valor de K, cada variavel ird conter 6
classes de intervalos nos seus respectivos histogramas. Os intervalos de cada classe sao
obtidos a partir do intervalo global da variavel e do tamanho da amplitude de cada classe, a
amplitude de cada classe é obtida por % As classes do histograma dessas variaveis
sao definidas na Tabela 2.3.

Apos definir as classes de cada variavel, tem-se que a frequéncia relativa da primeira
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Tabela 2.3: Intervalo das classes das variaveis do conjunto Futebol

Peso (Y) \ Altura (X;) \ Idade (X3)
I, = [58,0;64,2) | I = [162,00;167,85) | I; = [18,00;21, 15)
I = [64,2;70,4) | I, = [167,85; 173, 70) 12 = [21,15; 24, 30)
I; = [70,4; 76, 6) 3 = [173,70;179,55) | Iy = [24,30;27, 45)
I, = [76,6;82,8) 4 — [179, 55; 185, 40) 14 — [27,45; 30, 60)
I5 = [82,8:89,0) 5 — [185,40;191,25) | I5 = [30,60; 33, 75)
Is = [89,0;95,0] | Is = [191,25;197,00] | Is = [33,75;37, 0]

classe da variavel Peso é representada por:
1 64,2 — 58 64,2 — 60 64,2 — 60
bro= 2_0[( 85 — 58 )w:1+0+0+(83—60 )w:4+<84 60 )w:5+
+0—|—...0—|—(64’2_63> +<64,2—58) (64 2—62)
84 —63 ), g 88 —58 /10 86 — 62
n (64,2 — 62) N (64,2 — 63) L0+ <64 2 — 63> n
80 —62 ), 19 85—63 /13 83—63 /15
n (64,2 —60) 04 (64,2—62) n (64,2—63) n
87T —60 /16 83 —-62 ), s 84 —63 ), 1o

64,2 — 63 1
R 1,5514) = 0,0775.
+( 85 — 63 ) 20] 5012514 =0,

A frequéncia relativa da primeira classe da variavel Altura é dada por:

_ L [[1e4-167.85\ . (162-167.85\
Pr=50 [\"12-164 ), 188 -162 ),

Lo+ 167 — 167,85 167,85 — 164 n
we 10 191 — 164 S

197 — 167
+0+. ]

(167 85 — 167)
+0+

190 — 167

w=13

1
= —(0,5703) = 0,0285.
20( ) ) Y
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Ja a frequéncia relativa da primeira classe da variavel Idade é definida por:

_ L[f2u15-21\ 211520\ (2L15-18)
br= 35—21 ) . 30—20 )., 36-18 ) .

21,15 — 19 21,15 — 18 21,15 — 18
( 31— 19 )w:f( 34— 18 )w:5+( 36 — 18 )w:6+
21,15 — 19 21.15 — 19 21,15 — 19

+< 34— 19 ) < 31— 19 >w8+( 34— 18 >w:9+
21,15 — 19 21,15 — 18 21,15 — 19

+( 35— 19 ) +( 34— 18 ) o ( 35— 19 )
21,15 — 18 21,15 — 20 21,15 — 18

TR ) +( 35— 20 ) _— ( 35— 18 )
21,15 — 18 21,15 — 18 21,15 — 18

+< 37—18) +(32—18>_17 ( 5—18)
21,15 — 18 21,15 — 20

Catw) o Gois )

1

= 5;(3:2092) = 0,1604.

A frequéncia relativa das outras classes sao calculadas de forma similar e podem ser
verificadas na Tabela 2.4.

Tabela 2.4: Frequéncia relativa das 6 classes intervalares das variaveis do conjunto Futebol

Classes Frequéncia relativa
Peso (Y) | Altura (X;) | Idade (X3)
L 0,0775 0,0285 0,1604
Iy 0,2454 0,1860 0,2129
I 0,2867 0,2638 0,2129
I, 0,2789 0,2705 0,2099
I 0,0989 0,2030 0,1549
Ig 0,0123 0,0480 0,0489

A Figura 2.2 descreve o comportamento dos histogramas das trés varidveis Peso, Altura
e Idade no conjunto Futebol. Além disso, as 6 classes dos histogramas de cada varidvel

contém os 20 intervalos dessas respectivas variaveis.
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Figura 2.2: Histograma das variéveis intervalares do conjunto Futebol
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CAPITULO 3

Modelo de regressdo eliptico bivariado intervalar

Anaélise de regressao é uma técnica estatistica bastante utilizada quando o pesquisador
tem interesse em descrever a relacao entre uma varidvel resposta e uma ou mais variaveis
explicativas. Nessas duas tultimas décadas os modelos de regressao com erros elipticos
tiveram grandes avancos na literatura, Liu (2000) desenvolveu o método da influéncia
local no modelo de regressao linear eliptico. Liu (2002) derivou o método de diagndstico
no modelo de regressdo linear multivariado eliptico. Diaz Garcia et al. (2003) propuseram
novos métodos de diagnostico para os modelos de regressao multivariado eliptico, como
distancia de Cook, analise de residuos, influéncia local, entre outros. Savalli et al. (2006)
propuseram os modelos mistos lineares elipticos, Ibacache-Pulgar et al. (2012) propuseram
o modelo linear misto semiparamétrico com erros elipticos e abordaram a técnica de
influéncia local nesse modelo, Alcantara & Cysneiros (2013) propuseram um modelo de
regressao linear com erros elipticos slash, entre outros.

Os trabalhos iniciais sobre modelos de regressao intervalar nao consideram uma relacao
entre o limite inferior e superior de uma variavel simboélica intervalar, entretanto essa
relacao pode de fato existir e influenciar de uma certa maneira as estimativas do modelo.
Com base nisso, Neto et al. (2011) propuseram um modelo linear generalizado bivariado
para variaveis intervalares que considera uma possivel correlagao entre o limite inferior e
superior. Supondo que as variaveis respostas pertencem a familia exponencial bivariada.

Esse capitulo tem como objetivo propor um modelo eliptico intervalar bivariado le-
vando em consideracao a relacao do limite inferior e superior das varidveis intervalares,

em que as variaveis respostas pertencem a familia de distribuicoes elipticas.

32
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3.1 Distribuicao eliptica

A classe da familia de distribuigoes elipticas foi introduzida por Kelker (1970), es-
tas foram conceituada como sendo uma generalizacao da familia normal multivariada e
tem como caracteristica abranger todas as distribui¢oes continuas simétricas. Cambanis
et al. (1981) define a classe eliptica univariada como sendo semelhante a da familia de
distribuicoes simétricas.

As distribuicoes elipticas representam uma familia de distribuicoes, em que essas tem
a caracteristica de ter caudas mais pesadas ou mais leves que a distribuicao normal.
Dessa forma, essa familia tem sido bastante utilizada na modelagem estatistica quando o
conjunto de dados possuem pontos aberrantes.

Sao exemplos de distribuicoes pertencente a familia de distribuicoes elipticas a distri-
buicao t-Student, Exponencial Poténcia, Logistica, Cauchy, entre outras.

Conforme Cambanis et al. (1981), as distribui¢oes elipticas sao definidas da seguinte

forma:

Definic¢ao: Supondo um vetor aleatorio Y ;1 com um vetor de médias p,,; ¢ uma matriz
de variancia e covariancia 3,., > 0, Y tem distribuicao eliptica g-variada se sua funcao
caracteristica for dada por:

oy (t)=E (e"tTY> — et B¢ TSt (3.1)

em que g € R™ um parametro de locagdo, ¥ € R™*"™ um parametro de escalae h(-) : R —
[0, o0) é tal que [;u? 'h(u)du < oo e h(-) é conhecida como funcdo geradora de
densidades, de acordo com Fang et al. (1990). Dessa maneira se a funcdo caracteristica
de Y é representada pela equagao (3.1), entao Y ~ El(u; X, h).

Sabendo que a variavel Y tem distribuicao eliptica, quando sua funcao de densidade
e probabilidade existe ela é dada pela seguinte forma:

fly) = =] 2h(u) (3.2)

onde u = (y—pu) "X (y — ) é a distancia de Mahalanobis e h(-) ¢ uma funcio geradora
de densidades. Quando essa distribuigao existe tem-se que E(Y) = p e Var(Y) = kX,
onde k & obtido a partir da fungio caracteristica na equagao (3.1). Assim, k = —2¢/(0),
em que ¢'(t) = dp/0t|t = 0.

A Tabela 3.1 é referente a algumas das distribuicoes elipticas citadas a cima e suas
respectivas funcgoes geradoras de densidade.
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Tabela 3.1: Funcao geradora de densidade de distribuicoes elipticas

Distribuicoes \ Funcao geradora de densidades
Normal h(u) = ¢y exp (—u/2), u >0
t-Student (v) h(u) = co(1+ 2)~0HFm/2 gy >0
Exponencial Poténcia | h(u) = czexp (—u®/2), u >0
Logistica h(u) = 04%, u>0
Cauchy h(u) = c5(1 4+ u)~m+D/2 4 >0

Fonte: Galea et al. (2000)

em que, os ¢’s representam constantes normalizadas, o e v parametros extras, m a dimen-

sao da distribuicao e u distancia de Mahalanobis.

3.1.1 Propriedades da distribuicao eliptica

Muitos autores provaram que a maioria das propriedades da distribuicao normal tam-
bém sao validas para a familia de distribuigoes elipticas (por exemplo, Fang et al. (1990),
Arellano-Valle (1994) e Ferreira (2008)). Para obter as propriedades abaixo é importante
supor que Y = (Vy,....Y,)" € R, Y ~ El (u, X, h), o posto(E) =k < g e que I # 0.

1. Quando p=0e X = I,, em que I, é uma matriz identidade (¢ x ¢), temos que Y
segue distribuicao eliptica padrao;

2. Cov(Y) = E[(Y — u)(Y —p)"] = =20 (0)X, em que //(0) é a primeira derivada
da funcao geradora de densidade h aplicada no ponto O;

3. Y™ é& um vetor encontrado a partir da combinacao linear de Y dada por Y* =
AY + b, onde A,,, ¢ uma matriz nao singular e b,y ; um vetor. Assim Y* ~
El(Ap +b; A A" h);

4. Considerando as seguintes particoes

y — y(l) o= H(l) > Y Y
y(z) 7 H(2) So By )]
onde os sub-vetores y™ e ) tem dimensdes (p x 1) e y® e pu® tem ((¢ —p) x 1),
em que p < ¢q. As distribui¢oes marginais de y sao dadas por:
?J(l) ~ Elp(ﬂ(l); 3 h)
e

Ya ~ Elq—p(//’l(Q); DIPOR h)~
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Jé& a distribuigao condicional tem a seguinte estrutura:
2 * *
y(l)‘yé N Elq—zv(ﬁ‘(1 ) 3115 he)

onde p = p® + 3,50 (yl? — u?@), B, = 5, — 81,55 501 e hy ¢ uma funcio
obtida a partir de h. A distribuicdo condicional de y(Q)\yél) é obtida de forma

similar.

Para mais detalhes sobre as distribuigoes elipticas verificar Cambanis et al. (1981),
Anderson et al. (1986), Anderson & Fang (1990), Fang et al. (1990), Arellano-Valle (1994),

entre outros.

3.2 Modelo eliptico bivariado intervalar

3.2.1 Representacao limite inferior e superior

As variaveis respostas e explicativas a serem estudadas neste trabalho sao do tipo
simboélicas intervalares.

Seja uma variavel aleatoria bidimensional Y com densidade eliptica dada pela equagao
(3.2), em que Y = (Y7, Y5)", Y; < Yg, Y7 é o limite inferior do intervalo e Yg é o limite
superior do intervalo, com matriz de loca¢io p = (pr, uS)T e matriz escala Yoy dada

> $11 P12 ’
P21 P22
em que g0 = @2l e Y ~ El(pu, X, h).
Temos 0 modelo de regressao eliptico bivariado intervalar definido por

S I R S N i=1,...,n (3.3)
Ysi Hsi €si

em que X2 ¢ uma matriz tal que T = X2 x B2, ¢, siio vetores aleatorios bivariados

por:

€ri ~ , 1
identicamente distribuidos com €; = ! ) ~ Ely(0,1,h). A relagao do vetor de médias

€Si
com o preditor linear sao definidas por

Ny = 91(y) = 2B + ...+ xfipﬁlp e Mg = 9s(kg;) = vsiaBsy + ... + xSiPIBSp

com X; e Xg sendo as matrizes de valores observados das variaveis X;; e Xg; (j =

1,...,p), respectivamente, B, = (Br,...,01,)" e Bs = (Bs1,.--,Bsp) sdo os vetores
de parametros a serem estimados, m; = (Nr1,...,0m)' € Ng = (Ns1,---,7Nsn) | S0 08
preditores lineares, p; = (fr1, ..., firm)' € pg = (fis1, ..., ftsn)  S30 respectivamente as

médias das varidveis respostas yy; e ys;, em que yz; € o limite inferior do i-ésimo intervalo e
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ysi € o limite superior do i-ésimo intervalo. Temos ainda que g;(py;) e gs(pg;) sdo funcoes
monotonas e diferenciais, denominadas fungoes de ligagoes. Essas fungoes relacionam a
média da variavel resposta ao preditor linear , sendo na representacao limite inferior e
superior a funcao identidade.

A funcao de verossimilhanca associado ao modelo (3.3) é dada por:

n

L(6) = [TI=172h(w)

=1

onde |X| = @110 — @2, . A partir dessa fungao tem-se que o logaritmo da fungao de

verossimilhanga do modelo (3.3) pode ser escrita pela seguinte expressao

i) = log (H |2|-%h<ui>>

= Z {—%l09(¢11¢22 — ¢ly) + log[h(ui)]} (3.4)

i=1

onde u; = (y; — p;) " X7 (y; — p;) representa a distancia de Mahalanobis, y; = < yri )7
Ysi

;= ( Hri ) e 0= (8],8%, d11, P22, b12) " 0s parametros do modelo a serem estimados.
Hsi

3.2.2 Representacao centro e amplitude

A equacdo (3.3) com funcao de ligacdo identidade ndo garante a coeréncia matemética

em que os valores previsto do limite superior sejam maior que o inferior. Dessa forma,

Y.
propomos a representacao centro e amplitude definida por Y* = ( v >, sendo

Y +Ys

Ye
2

¢ Y, =Ys— Y

As variaveis Y, e Y, representam respectivamente os valores dos centros e das amplitu-
des da variavel intervalar Y*. Da mesma forma, temos a representacao centro e amplitude
para as variaveis explicativas intervalares definida por X. = % e X,=Xs— X;em
que Xg é o limite superior do intervalo da variavel explicativa e X; é o limite inferior do

intervalo da variavel explicativa. Conforme a propriedade 3 mencionada na secao 3.1.1,
1/2 1/2

a variavel Y* segue uma distribuicio El(Au, ALA' h), em que A = /1 { é

uma matriz nao singular. Com base nisso, o vetor de médias e a matriz escala dessa nova

variavel sao definidas por:
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¢ 1/2 1/2 Litis
p=Ap = : = / / [ FT ) = 2
Ha -1 1 s U

L AEAT:[(le ¢T2]:[1/2 1/2]x[¢11 ¢12]X[1/2 —1]

P31 P39 -1 1 P21 P22 /2 1

_ 1(011 42010 + 622)  5(d22 — é11)
(P22 — d11) G11 — 2012 + P22

De forma similar temos que a matriz X também pode ser reescrita em termos dos

parametros da matriz 3* da seguinte forma

#5 ?5
Pt -

X= « b v, b .
o1 — 22 i D

Baseado na relacao acima podemos apresentar os seguintes resultados:

e Para representacao limite inferior e superior
b = b1 + P — O
11 = P11 4 123
% P39 * .
P22 = 011 + 22 + Ol

¢*
P12 = P21 = Q71 — 5=
e Para representacao centro e amplitude

P11 = }l(gbn + 2012 + P2);
P39 = P11 — 2012 + P23;
Pla = P31 = %(%2 - ¢11)-

De uma forma geral temos que
1. Quando ¢11 = ¢og temos que @], =0 Vo2 € R;

2. Quando 92511 > ¢22 temos que ¢T2 < 0 v¢12 € R;

wo

. Quando ¢11 < @92 temos que ¢7, > 0 Voi2 € R;

=~

. Quando ¢3; = ¢}, temos que ¢ > 0 Voi, € R;

Ut

. Quando ¢}, > ¢}, temos que ¢z > 0 Voi, € R;

j=p}

. Quando ¢}, > 4¢7, temos que ¢ < 0 Vi, € R;

-~J

. Quando ¢4, = 4¢3, temos que ¢12 =0 Vo3, € R.
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em que esses resultados foram utilizados nos estudos de simulacao.
Portanto, o modelo com a nova representacao centro e amplitude é definido por:

chi ct ci .
( ):<,u >+Z*1/2(6 > i=1,...,n (3.5)
Yo Hai €ai

em que >*1/2 ¢ uma matriz tal que X* = /2 2*1/2, €; sao vetores aleatorios bivariados
identicamente distribuidos com € ~ El3(0, I, h). A nova relagdo do vetor de médias com

o preditor linear sao definidas por

Nei = gC(l"'ci) = xCil/Bcl +.t 'TCip/gcp € My = ga(l"'ai) = wail/gal +.oF xa’ipﬁap

com X, e X, sendo as matrizes de valores observados das variaveis X.; e X,; (j =1,...,p),
respectivamente, B, = (Be1, .-+, Bep) | € By = (Bat, - -, Bap) | 580 0s vetores de pardmetros
a serem estimados, 17, = (Me1, .-, Nen) ' € My = (Na1, -+, Man) ' sd0 os preditores lineares,
e = (fers -y phen) € g = (fat, - - - flan) ' SA0 respectivamente as médias das varidveis
respostas 9. € Yqi, em que y.; ¢ o centro do i-ésimo intervalo e y,; é amplitude do i-ésimo
intervalo.

Neste caso ao considerar a func¢do de ligagdo g.(p,;) identidade e g,(p,;) qualquer
funcao positiva, garantimos a coeréncia matemética que os limite inferior é menor que
limite superior. Nesse trabalho iremos utilizar g,(p,;) como sendo uma fungao logaritma.

A funcao de verossimilhanga associado ao novo modelo (3.5) ¢ dada por:

L") = [ 1572 h(u)
i=1
onde |X*| = @t ¢35, — @12, A partir dessa fungio, temos que o logaritmo da funcao de

verossimilhanga do modelo (3.5) pode ser escrita por

o) = log (Hrzﬂéhm;))

= 3 |-glon(oti6, - o) + lglnlu)] (55)

i=1
em que uf = (y: — pu’)'S* Yy — pu’) representa a distancia de Mahalanobis, yf =

Yei , = et ) ¢ 9% = (B, B}, 611, 5y, 0%,) T 08 parametros do novo modelo a
Yai Hai
serem estimados, e y.; é o valor do centro do i-ésimo intervalo e y,; o valor da amplitude

do 7-ésimo intervalo.



Capitulo 3. Modelo de regressao eliptico bivariado intervalar 39

3.2.3 Funcao FEscore e Informacao de Fisher

A funcdo suporte é chamada de funcao (ou vetor) escore, essa é definida como sendo a
primeira derivada do logaritmo da fungao de verossimilhanga com relacao aos parametros
de interesse do modelo. A funcao escore é definida por:

al(0")
U@’ =—-,
) =%
onde 8" é o vetor de parametros a ser estimado no modelo. Nesse trabalho o vetor
0° = (8),8), ¢, ¢5, ¢%,) . Portanto, as funcdes escore dos parametros do modelo (3.5)

sao calculadas a partir da equacao 3.6 dadas por

U(IBC) = (U/Bd’ SR >U/B )T

cp

em
al(0")
UBy) = 5~
¢ 850]’
_ zn:{h’(UZ‘) Ou; }
— | h(u;) 0B )
em que ggq é derivada de u; com relagao a 3., j = 1,...,p. Entao,
— [N (W) 7 guct
U(B.) = -9 DA )T w1 s
(/BC]) Zzl { h(u;k) cjt (y'L MZ) Y
onde o vetor t;; = % = (@ig. " (Nei), 0). De forma similar, tem-se que as fung¢oes

escore’s dos outros parametros ficam definidas como

01(6")

U(ﬁflj) aﬁ]
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onde o vetor t'.. =

U(on)

U(¢3)

U(¢1,)

o1(6")
0671

o1(6")
095,

o1(6")
0Pis

. 1 ox*
= ——tr [ ! )—
{1
- 1 ox*
= ——tr [ Z*7? )—
> (=

i=1

_ Oyizm
aji 8/3(”_

)T

- (0, Xajig:z_l (nai))'

— ¥y — ui‘)},

A matriz de Informacao de Fisher do modelo é definida como

Koo = EUOUO)] = | 0

Kgp. Kgpg, 0 0 0
Kgg Kgg 0 0 0

0 K o1, Kopos, Koo,
0 0 Kosor, Koo, Koo,
0 0 Kyior, Koo, Kororn,

O elemento (1, 1) da matriz de informacao ¢ definido como

Kgpg =

4

n

o1(6") AI(6%)

850]’ 8ﬁck

)

> AEWL W) (yf — pf) "= it Byl — m)])

i=1
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onde Wj,(uf) = Ml o 7, = »*U2(yx — ¥, Entio,

h(u¥)
n r 7
K. ~ {4E 2| 2P s e D H
B.8. 2_; ||Z|| Tk 1 Zil]
n r Z
— AE E[ 2(y, )|yZ||2 A 3 T HZ||H}
Z{ _ ||Z|| N VAT
n r Z .
- AE Wz(uj)||ZiH2E{ 12T w12 2y HZHH},
Z{ _h [ P

em que F < ‘ZZHA é\l | HZH) = +tr(A) e a matriz A tem dimensao (k x k) em Lange et al.
(1989). Assim,

n

Kpp = 2 {4E [W;?(umzinﬁtr (=2t 1/2)] } ,
i=1
onde E [W2(u)||Zi||*] = dpi e tr(AB) = tr(BA). Portanto,
Kgg = iZdhitr (oS ters)
=1
= Zn: 2dlpit ;i B ek

= ) 2dpit [T Mo

De forma similar sdo calculados os elementos (2 x 2), (1 x 2) e (2 x 1), em que o0s
elementos (1 x 2) e (2 x 1) sdo equivalentes.

_ T x—1
KIBaﬁa = Zl thlth toki,

_ T x—1
K/Bcﬁa = z_; 2dmtcﬂE toji,
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O elemento (3,3) da matriz de informagao ¢ definido como

B E(@l(g*)fﬂ(@*))
B 0¢1, 091,
o

= E —_— 2 1 _ K * TE -1 2 1 ;
;{ K 2tr< 8¢1‘1> Ry Y ) o = Wi )X

1 x—1 62* . h/(U:) * R\ T gk — 1a 3 *x—1 *
(_5”(2 wfl) O R L VL ))”
u 1 ox* ox* 1 oX*
_ E - 2*—1 2* 1 E* 1
Z{ [4”( aqﬁl) < a¢11)+ ( 3¢11>X

Ky 61,

=1
ox* 1 ox*
W, U: Zi—l—z*fl/2 I 1/2Z + —tr (2*1 ) %
) 0611 2 991
* 3
Wh(u;k)ZZTE*flﬂa - 1/2Z +Wh( )Zz—l—z*fl/Qa - 1/2Z
8¢11 a¢11

Z«TE*_I/Q@E*_I/QZi] }
' P,

onde ¢; = (E* 182 )tr (2* 1%% ) Entao,

- ox* ox*
Ky, = > q—+tr (5! E Wy (up) 2 5725712 7,1 +
e {4 ( 8¢11> - [ W), 01

=1

+E [WE(UZ‘)Z;E*‘I/2§2* SNV AD ol 1/222*2* 1/22]}
11 11

T T
onde F <HZZHAHZHBHZZH | ||ZH> = k(k” j[2tr(AB) + tr(A)tr(B)], de acordo com Lange

et al. (1989). Assim,

_ N Ja Ll (50 s 037 NI
K¢9{1¢T1 = 2{4 + 2tT (2 aqﬁ{l) tr <E 8@25’{1 E [Wh(ul)HZlH } +

i=1

1 X ox*
4+ |2tr (2*1/2 o 1/22* 127~ 2*1/2) +
8 |: 6¢T1 8¢11

*182* *182* 2/ % 4
vir (28 Yo (2002 ) | B 0]}

n

= S {S+ SEmIZIP) +

=1

1 ox* ox*
= |2tr (Z*—I/Q - 1/22* 127~ - 1/2) +C:| %
8 { 061, 061, 1

< B [Wy ()| Zi]I"] }



Capitulo 3. Modelo de regressao eliptico bivariado intervalar 43

em que E (W2(u)||Z||*) = fni e E(Wih(u)||Zi||*) = —g = —% = —1. Portanto,

= fhl *— 1282 *—1/2 *71282 x—1/2
K%«%‘FZ{_Z*? otr ([ B /a w125 /6%2 ) 4o b

i=1 i

De forma anéloga, tem-se que as informacoes de Fisher restantes sao definidas como

fhz *— ox* .— — ox* .
K¢32¢22 = Z {__ 4+ = 2%tr [ B 127~ » 1/22 1/2a b 1/2 + ey :
¢22 ¢22

- i 71/282 1/2 1294 2y 1/2
K 4« = —— 4 = | 2tr [ X* DRTHENHT X*
12972 ; { 4 + 8 r a¢12 8¢12 + C3 )

- i 1294 0¥ —1/25—1/294 2y 1/2
K * Ik = - P 2t E* E* E* E*
11932 - { 4 + 8 r ¢11 a¢22 + ¢y )

7

3

i 71/282* 1/2 1/282* 1/2
K * Ik = - P 2t 2* 2* E* E*
Pindi 1{ I 51, 061 el

7

. fhl 71/282 1/2 1/27~ az 1/2
K 4« = —— 4 = | 2tr [ X* DFTHENHT X* )
50975 22_1: { 4 + 8 r a¢22 a¢12 + Ce

onde ¢, C3, ¢4, C5 € cg SA0 constantes e sao definidas como ¢y = tr (2* 1oX* > tr <E* L1oX*

\_/

0pi, O0d3q
_ x—1923* x—1923* _ x—1923* x—1923"
03—157’(2 m)tr(x 8%2),04—157‘(2 a¢;1)tr<z a¢;2>7
_ x—1922% x—102* _ x—102* x—192*
Cy — tr (2 ot ) tr (2 Wﬁ) e Cg — tr <2 WEQ) tr (2 W . Conforme

Lange et al. (1989), os elementos da matriz de informagao de Fisher (1,3), (1,4), (1,5),
(2,3), (2,4), (2,5), (3,1), (3,2), (4,1), (4,2), (5,1) e (5,2) sdo iguais a zero, desde que
)

[
12:|| fixado em 2% ne

seja uma funcao par de Z e

seja uma funcao fmpar de Z.

3.2.4 Estimacao

Para obter as estimativas dos parametros via o método de méxima verossimilhanca
é necessario recorrer a um processo iterativo, visto que pelo método da méxima verossi-
milhanca nao é possivel obter uma forma analitica para o estimador. Atualmente existe
na literatura varios métodos interativos. Sao exemplos, o de Newton-Rapshon, Escore
de Fisher, EM, BHHH, Método Quasi-Newton (BFGS), entre outros. Neste trabalho
utilizaremos o método Quasi-Newton (BEFGS).
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Método Quasi-Newton BFGS

Suponha que o objetivo é maximizar uma determinada funcao, F' : © — R, em que
© é um subespaco de RP. Sendo F' uma funcao quadratica, podendo ser escrita como

1
FO0*)=a+b'6"— 59”09*,

em que a é uma constante, b é um vetor de constantes de dimensao (p x 1) e C' é uma
matriz positiva-definida (p x p).
Na condicao de primeira ordem para a maximizacao de F', tem-se:

OF(6%)

1 A
- 2 —h—- =92 o — _ * * -1
g =0 52007 =020 00" =0=6"=C""h,

resultado obtido com a condicao de que C' é positiva-definida, o que garante a existéncia
de uma matriz inversa C'. Nesse caso, a solucao possui forma fechada. No entanto, a
maioria dos problemas encontrados sao aqueles em que a condicao de primeira ordem
forma um sistema de equacoes nao-lineares que nao apresenta solucao em forma fechada.

Para solucionar problemas como esse é proposto um esquema iterativo dado por
0% 1= 0"+ NA,.

Partindo de 6*j, se na iteracao t o valor maximo de @* nao tiver sido alcancado,
calcula-se A, o vetor direcional de dimensao (p x 1) e A; o “tamanho do passo”. Assim,
um problema auxiliar de otimizacao ¢ encontrado, pois em cada passo deve-se encontrar
o valor maximo do tamanho do passo mais adequado. Esse processo é conhecido como
busca em linha. A ideia consiste em encontrar o valor de \; que resolva a equacao abaixo:

OF (6%, + M A,)
O\

= d(@*t + )\tAt)TAt - O,

em que d é um vetor de derivadas parciais de F.

Do ponto de vista computacional, a utilizacao de buscas em linha em algoritmos
de otimizacao nao-linear é custosa. Dessa forma, uma proposta menos trabalhosa é a
substituicao desse processo por um conjunto de regras ad hoc.

A classe mais utilizada de algoritmos iterativos ¢ a classe de métodos gradiente. Sendo

A; = Qd;, 0 esquema iterativo tem a seguinte representacao:

0% = 0% + \Qudy,

OF(6%,)
26*,

em que (; é uma matriz positiva-definida e d; = d,(0*) = é o gradiente da

funcao F.
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A classe Quasi-Newton propde a construcao da seguinte sequéncia de matrizes:

Qi1 = Q¢ + £,

tal que E; é uma matriz positiva-definida. Assim, todos os elementos da sequéncia sao
matrizes positivas-definidas.

O nome da classe Quasi-Newton se deve ao fato de que a matriz hessiana nao é
utilizada, e sim, uma aproximacao para ela feita por iteragoes. Nessa classe, o método
mais utilizado é o BFGS, proposto por Shanno (1985).

Seja r; = v, Qi 6; = 0% 1 — 0% ey = d(0*,,1) — d(0*;), o método BFGS é dado

por

Qi1 = Q; + 5155: Qe Qu ~ Ry ( 0y Quye ) (6515 Quye )T.

+ —_ —_
8, v Qi6¢ o v Qi Ty % Quw

Portanto, (; é sempre positiva-definida, desde que a sequéncia se inicie com uma ma-
triz de mesma propriedade. Assim, além de nao envolver o calculo de segundas derivadas
e a necessidade de inverter a matriz hessiana, soluciona-se o problema apresentado no
método de Newton-Raphson, onde @); poderia nao ser positiva-definida quando distante
do ponto maximo da funcao.

Entéio, com o interesse de estimar 8* = (3, 3}, ¢*,, ¢35y, %) temos

~

0" = argmax,. L(6").



CAPITULO 4

Estudo de simulacdo

Um estudo de simulacao, a fim de verificar o comportamento do erro previsao do
modelo de regressao eliptico bivariado intervalar (MREBI) na presenca de outliers nos
dados foi proposto. O estudo foi realizado considerando o uso das distribuicoes Normal e
t-Student (v = 4) para o componente aleatorio do modelo (4.1).

chi ci ci .
( ):<“ >+E*1/2<6 ) i=1,....n (4.1)
Yai Hai €ai

Em cada cenario foram considerados quatro diferentes tamanhos amostrais n = 30,
40, 60 e 100 e cinco diferentes correlagoes entre as variaveis respostas do modelo (p ou
p*) =0;0,3;0,5;0,7e0,9. Foram considerados 1000 réplicas de Monte Carlo para cada

cenario

4.1 Erro de previsao do modelo

Um dos objetivos do modelos de regressao é avaliar a performace do modelo quando
a previsao de novas observacoes. Nesse trabalho utilizaremos o Mean Absolute Error
(MAD) que pode ser encontrando em diversos trabalhos, tal como Momeni et al. (2010)
sendo descrito pela equagao (4.2).

1 n
=y — i (4:2)

i=1

em que y; corresponde ao verdadeiro valor da observacao i e g; corresponde ao valor
estimando da observacao ¢ no modelo.

46
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Para o modelo de regressao eliptico bivariado intervalar dado por (4.1), definimos o
Mean Absolute Error Interval (MADI) como

n

1
MADI = — ;
- Zerro

i=1
em que erro; = |(Yei — Yei)| + |(Yai — Yai)|, Yei € 0 verdadeiro valor do centro do i-ésimo
intervalo e .; = g, ' (7)) o valor estimado do centro do i-ésimo intervalo, y4; ¢ o verdadeiro
valor da amplitude do i-ésimo intervalo e 4 = g, '(f4) 0 valor estimado da amplitude

i-ésimo intervalo.

4.2 Simulacoes

Os experimentos consistem em gerar n observacoes intervalares para as varidveis res-
postas e explicativas, a partir dessa geracao o conjunto de dados foi dividido em dois
subconjuntos. O primeiro subconjunto foi definido como os dados de treinamento e o
segundo como os dados de teste. Os dados de treinamento correspondem aos 75% das
observagoes e foram utilizadas para compor a base de ajustamento do modelo. Ja os
dados de teste corresponderam a 25% das observacoes que compuseram a base que foi
utilizada para fazer previsoes do modelo.

As variaveis explicativas X = 1, X1 = 1, X9 ~ U[10,20], Xo2 ~ U[1,5], 08 Se; € Ba;
foram gerados de U[0.9,1.1], em que j = 1 e 2, sendo mantidos fixados nas 1000 réplicas
de Monte Carlo. As variaveis respostas foram geradas a partir do modelo (4.3)

Y;i ct ct .
( ):<“ >+2*1/2<6 ) i=1.....n (4.3)
Yai Hai €ai

€ci _ _
em que o vetor ~ No(0,I), trei = 9. (Mei)s tai = Gy (Mai)s Mei = T Ber Nai = T3 Ba

€ai
chl = (Icﬁ,%m), x; = (%ih%ﬁ% Be = (ﬁchﬁcz)Ta Ba = (6[1176@2)—'—7 a matriz escala 3*

foram definidas em cada cenario de forma diferente.

Foram definidos sete cenarios, em que cada um desses corresponde a uma, das relagoes
apresentadas na secao 3.2.2. Nos sete cenarios descritos posteriormente consideramos 0%,
5%, 10% e 15% de outliers nas 75% das observacoes da variavel resposta Y .. O nimero
de observacoes outliers t, sao calculados e selecionados a partir do tamanho da amostra
n e dos percentuais de outliers considerados. Apos obter os conjuntos de dados (ye;, Zc;)
e (Yai» Tai) (1 = 1,...,n) em cada um dos cenérios, selecionar o (y.;, =) em ordem
crescente e obtenha o tltimo elemento que corresponde ao primeiro elemento ¢, ordenado
de y.. Os outliers de centro nesses cenérios sdo obtidos por Yo = ye + 6 * /Var(y.),
em que ¢ = 1,...,t,. A partir disso, ajustou o MEBI e observou o comportamento do

erro de previsao a medida que o percentual de outliers aumentava 1000 vezes em cada
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um dos sete cenarios. Em cada réplica de monte carlo o modelo (4.1) foi ajustado e o
1000

MADI foi calculado. Para cada cenério foi calculado o MADI = Mfég)OIB € SMADI =

1000

o BZI(MAD]B — MADI)?.

As correlacoes entre as variaveis respostas na representacao limite inferior e superior,

centro e amplitude foram calculadas em cada cendrio pelas expressoes

¢12
V1102

* ¢T2

p = .
V11939
4.2.1 Cenario 1

Nesse cenério iremos utilizar a relagao de quando ¢11 = ¢ag temos que ¢7, = 0 Vo2 €
R. Entao, iremos supor que os parametros ¢1; = ¢2 = 10e p = 0;0,3;0.5;0,7 e 0,9 entre
as variaveis yr e ys. Dado que temos os valores de ¢11, oo € @12 € a partir das relacoes
definidas na segao 3.2.2, os valores de ¢7;, ¢5,, @75 € p* foram obtidos e podem ser vistos
na Tabela 4.1. Note que nesse cenario as variaveis y. e y, nao sao correlacionadas, os

valores de ¢}, aumentam e ¢3, diminuem a medida que a correlacao entre y; e yg cresce.

Tabela 4.1: Valores assumidos pelos parametros ¢3;, ¢5,, @75 € p* no Cenario 1

4 P

Parametros 0 ‘ 03 ‘ 05 ‘ 07 ‘ 0.9
11 50| 6,5 7,5|18519,5
D59 20,0 | 14,0 | 10,0 | 6,0 | 2,0
Pl 0 0 0 0 0
p* 0 0 0 0 0

A Tabela 4.2 mostra o comportamento dos valores médios e desvio padrao do MADI de
previsao no cenario 1 quando consideramos normalidade e t-Student(4) para a componente
aleatéria. Ao considerar o modelo sob normalidade podemos observar que ao fixar um
tamanho de amostra e um percentual de outliers de 0%, o erro de previsdo nao sofreu
variacoes a medida que a correlacao entre y; e ys aumentava. Quando esse percentual
aumenta, os erros de previsao também aumentam. Ja com um percentual de outliers
e correlacao fixados, o erro de previsao diminuiu a medida que o tamanho da amostra
aumenta. Como por exemplo, considerando o percentual de outliers de 0% e um tamanho

de amostra 60, notou-se que com p = 0 o erro de previsao foi 5,1481, com p = 0,3 o
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erro foi 5,1523, com p = 0,5 foi 5,1720, com p = 0,7 foi 5,1563 e com p = 0,9 foi
95,1404, indicando pequenas variacoes a medida que p crescia. J4 com um percentual de
outliers de 5%, notou-se que com p = 0 o erro de previsao foi 6,4666, com p = 0,3 o erro
foi 6,5509, com p = 0,5 foi 6,5956, com p = 0,7 foi 6,6466 e com p = 0,9 foi 6,6990,
indicando um aumento dos erros a medida que p cresce. Quando fixamos um percentual
de outliers e correlacdo em 0% e p = 0,3 respectivamente, o erro de previsao foi 5,3413
com n = 30, 5,2023 com n = 40, 5,1523 com n = 60 e 5,0941 com n = 100, indicando
uma diminui¢ao dos valores dos erros a medida que o tamanho da amostra cresce.

Nessa Tabela ao consideramos t-Student(4) para a componente aleatoria, podemos
observar que ao fixar um tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de
previsao nao sofreu variacoes a medida que a correlacao entre y; e ys aumentava. Quando
o percentual de outliers e correlagao foram fixados, o erro de previsao diminuiu a medida
que o tamanho da amostra aumenta. Como por exemplo, considerando o percentual de
outliers de 5% e um tamanho de amostra 40, notou-se que com p = 0 o erro de previsao
foi 5, 2835, com p = 0,3 o erro foi 5, 2421, com p = 0,5 foi 5,2327, com p = 0,7 foi 5, 2626
e com p = 0,9 foi 5, 2449, indicando pequenas variacoes no erro a medida que p aumenta.
Ja para um percentual de outliers e correlacao fixados em 5% e p = 0 respectivamente, o
erro de previsao foi 5, 3552 com n = 30, 5,2835 com n = 40, 5,2118 com n = 60 e 5, 1556
com n = 100, indicando uma diminuicao dos valores dos erros a medida que o tamanho
da amostra crescia.

Ao verificar o erro de previsao MADI nos dois modelos, notou que com o aumento
do percentual de outliers o modelo normal sofreu uma influéncia maior que o modelo
t-Student(4) a medida que esse percentual crescia. Esses comportamentos podem ser
verificados ao considerar um tamanho de amostra 30 e p = 0.9, o erro de previsao do
modelo normal foi 5, 2438 com 0% de outliers, 7, 7058 com 5%, 9, 5320 com 10% e 11, 7486
com 15%. Ja para modelo t-Student(4) o erro foi 5,3016 com 0% de outliers, 5,4202 com
5%, 5,3427 com 10% e 6,6279 com 15%, mostrando que o modelo normal sofreu uma
influéncia maior com o aumento do percentual de outliers.

Ao analisar o desvio padrao do erro MADI de previsao desses modelos, verificou um
comportamento semelhante ao erro médio de previsao. Ao fixar um tamanho de amostra
e um percentual de outliers, o desvio do erro de previsao sofreu variacoes a medida que a
correlacao entre y; e yg aumenta. J& com um percentual de outliers e correlacao fixados,
o desvio do erro de previsao diminuiu a medida que o tamanho da amostra aumenta. Com
relacao ao aumento do percentual de outliers, o desvio padrao do modelo normal sofreu
uma influéncia maior que o modelo t-Student(4) a medida que esse percentual crescia.
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4.2.2 Cenario 2

Nesse cendrio iremos utilizar a relagao de quando ¢11 > @99 temos que ¢, < 0 Vo9 €
R. Entao, iremos supor que os parametros ¢11 = 15, g2 =10 ¢ p = 0;0,3;0.5;0,7 ¢ 0,9
entre as variaveis y; e ys. Dado que temos os valores de ¢11, ¢92 € ¢1o € a partir das
relacoes definidas na secao 3.2.2, os valores de ¢7,, ¢5,, @], e p* foram obtidos e podem
ser vistos na Tabela 4.3. Note que nesse cenario as variaveis y. e y, sao correlacionadas
e negativamente, os valores de ¢j; aumentam e ¢3, diminuem a medida que a correlacao

entre y; e yg cresce.

Tabela 4.3: Valores assumidos pelos parametros ¢3;, ¢35, ¢ € p* no Cenério 2

A P

Parametros 0 ‘ 03 ‘ 05 ‘ 07 ‘ 0.9
X 6,25 | 8,08 | 9,311 10,53 | 11,76
D59 25,00 | 17,65 | 12,75 | 7,85 | 2,95
1 -2,50 | -2,50 | -2,50 | -2,50 | -2,50
p* -0,20 | -0,21 | -0,23 | -0,27 | -0,42

A Tabela 4.4 mostra o comportamento dos valores médios e desvio padrao do MADI de
previsao no cenario 2 quando consideramos normalidade e t-Student(4) para a componente
aleatoéria. Ao considerar o modelo sob normalidade podemos observar que ao fixar um
tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de previsao sofreu variagoes ou
em alguns caso nenhuma a medida que a correlagao entre y; e ys aumenta. J4 com um
percentual de outliers e correlagao fixados, o erro de previsao diminuiu a medida que o
tamanho da amostra aumenta. Como por exemplo, considerando o percentual de outliers
de 0% e um tamanho de amostra 100, notou-se que com p = 0 o erro de previsao foi
5,6922, com p = 0,3 o erro foi 5,6957, com p = 0,5 foi 5,6770, com p = 0,7 foi 5,6793
e com p = 0,9 foi 5,6594, indicando pequenas variacoes a medida que p crescia. Quando
fixamos um percentual de outliers e correlacao em 10% e p = 0,5 respectivamente, o erro
de previsao foi 9, 8765 com n = 30, 9, 7665 com n = 40, 9,6761 com n = 60 e 8, 5769 com
n = 100, indicando uma diminuicao dos valores dos erros a medida que o tamanho da
amostra crescia.

Nessa Tabela ao consideramos t-Student(4) para a componente aleatoria, podemos
observar que ao fixar um tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de
previsao sofreu variagoes ou em alguns caso nenhuma a medida que a correlagdo entre
yr € ys aumenta. Quando o percentual de outliers e correlacao foram fixados, o erro de
previsao diminuiu a medida que o tamanho da amostra aumenta. Como por exemplo,
considerando o percentual de outliers de 15% e um tamanho de amostra 30, notou-se que
com p = 0 o erro de previsao foi 7,3371, com p = 0,3 o erro foi 7,3395, com p = 0,5 foi
7,3171, com p = 0,7 foi 7,3813 e com p = 0,9 foi 7,3508, indicando pequenas variacoes
a medida que p aumenta. Ja para um percentual de outliers e correlagao fixados em 5%
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e p = 0 respectivamente, o erro de previsao foi 5,9620 com n = 30, 5,8883 com n = 40,
5,7964 com n = 60 e 5,7329 com n = 100, indicando uma diminuicao dos valores dos
erros a medida que o tamanho da amostra cresce.

Ao verificar o erro de previsao MADI nos dois modelos, notou que com o aumento
do percentual de outliers o modelo normal sofreu uma influéncia maior que o modelo
t-Student(4) a medida que esse percentual crescia. Esses comportamentos podem ser
verificados ao considerar um tamanho de amostra 40 e p = 0, o erro de previsao do modelo
normal foi 5,8080 com 0% de outliers, 8, 2313 com 5%, 9,4472 com 10% e 10,7021 com
15%. Ja para modelo t-Student(4) o erro foi 5,8484 com 0% de outliers, 5,8883 com
5%, 5,9476 com 10% e 6,9994 com 15%, mostrando que o modelo normal sofreu uma
influéncia maior com o aumento do percentual de outliers.

Ao analisar o desvio padrao do erro MADI de previsao desses modelos, verificou um
comportamento semelhante ao erro médio de previsao. Ao fixar um tamanho de amostra
e um percentual de outliers, o desvio do erro de previsao sofreu variacoes a medida que a
correlacao entre y; e yg aumenta. J& com um percentual de outliers e correlacao fixados,
o desvio do erro de previsao diminuiu a medida que o tamanho da amostra aumenta. Com
relacao ao aumento do percentual de outliers, o desvio padrao do modelo normal sofreu
uma influéncia maior que o modelo t-Student(4) a medida que esse percentual crescia.
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4.2.3 Cenario 3

Nesse cendrio iremos utilizar a relagao de quando ¢ < @92 temos que @75, > 0 Vo9 €
R. Entao, iremos supor que os parametros ¢11 = 10, g0 =15 ¢ p = 0;0,3;0.5;0,7 ¢ 0,9
entre as variaveis y; e ys. Dado que temos os valores de ¢11, ¢92 € ¢1o € a partir das
relacoes definidas na secao 3.2.2, os valores de ¢7,, ¢5,, @], e p* foram obtidos e podem
ser vistos na Tabela 4.5. Note que nesse cendario as variaveis y. e y, sao correlacionadas
e positivamente, os valores de ¢]; aumentam e ¢35, diminuem a medida que a correlacao

entre y; e yg cresce.

Tabela 4.5: Valores assumidos pelos parametros ¢7,, @3, @75 € p* no Cenéario 3

A P

Parametros 0 ‘ 03 ‘ 05 ‘ 07 ‘ 0.9
X 6,25 | 8,08 | 9,311 10,53 | 11,76
D59 25,00 | 17,65 | 12,75 | 7,85 | 2,95
1 2,50 | 2,50 2,50 | 2,50 | 2,50
p* 0,20 | 0,21 | 0,23 | 0,27 | 0,42

A Tabela 4.6 mostra o comportamento dos valores médios e desvio padrao do MADI de
previsao no cenario 3 quando consideramos normalidade e t-Student(4) para a componente
aleatoéria. Ao considerar o modelo sob normalidade podemos observar que ao fixar um
tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de previsao sofreu variagoes ou
em alguns caso nenhuma a medida que a correlagao entre y; e ys aumenta. J4 com um
percentual de outliers e correlagao fixados, o erro de previsao diminuiu a medida que o
tamanho da amostra aumenta. Como por exemplo, considerando o percentual de outliers
de 0% e um tamanho de amostra 40, notou-se que com p = 0 o erro de previsdao foi
5,8639, com p = 0,3 o erro foi 5,8174, com p = 0,5 foi 5,8436, com p = 0,7 foi 5,8924
e com p = 0,9 foi 5,8178, indicando pequenas variacoes a medida que p crescia. Quando
fixamos um percentual de outliers e correlacdo em 10% e p = 0 respectivamente, o erro
de previsao foi 9, 3945 com n = 30, 9, 5260 com n = 40, 9, 3299 com n = 60 e 8, 2740 com
n = 100, indicando uma diminuicao dos valores dos erros a medida que o tamanho da
amostra crescia.

Nessa Tabela ao consideramos t-Student(4) para a componente aleatoria, podemos
observar que ao fixar um tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de
previsao sofreu variagoes ou em alguns caso nenhuma a medida que a correlagdo entre
yr € ys aumenta. Quando o percentual de outliers e correlacao foram fixados, o erro de
previsao diminuiu a medida que o tamanho da amostra aumenta. Como por exemplo,
considerando o percentual de outliers de 5% e um tamanho de amostra 60, notou-se que
com p = 0 o erro de previsao foi 5, 7988, com p = 0,3 o erro foi 5,7933, com p = 0,5 foi
5,7355, com p = 0,7 foi 5,8135 e com p = 0,9 foi 5,7229, indicando pequenas variacoes

no erro a medida que p aumenta. Ja para um percentual de outliers e correlagao fixados
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em 10% e p = 0, 3 respectivamente, o erro de previsao foi 5,9523 com n = 30, 5,9346 com
n = 40, 5,8391 com n = 60 e 5, 7233 com n = 100, indicando uma diminui¢ao dos valores
dos erros a medida que o tamanho da amostra cresce.

Ao verificar o erro de previsao MADI nos dois modelos, notou que com o aumento
do percentual de outliers o modelo normal sofreu uma influéncia maior que o modelo
t-Student(4) a medida que esse percentual crescia. Esses comportamentos podem ser
verificados ao considerar um tamanho de amostra 100 e p = 0,9, o erro de previsao do
modelo normal foi 5, 7026 com 0% de outliers, 7,1736 com 5%, 8, 6840 com 10% e 10,9737
com 15%. Ja para modelo t-Student(4) o erro foi 5,7109 com 0% de outliers, 5, 7294 com
5%, 5,6944 com 10% e 6,3558 com 15%, mostrando que o modelo normal sofreu uma
influéncia maior com o aumento do percentual de outliers.

Ao analisar o desvio padrao do erro MADI de previsao desses modelos, verificou um
comportamento semelhante ao erro médio de previsao. Ao fixar um tamanho de amostra
e um percentual de outliers, o desvio do erro de previsao sofreu variacoes a medida que a
correlacao entre y; e yg aumenta. J4 com um percentual de outliers e correlacao fixados,
o desvio do erro de previsao diminuiu a medida que o tamanho da amostra aumenta. Com
relacao ao aumento do percentual de outliers, o desvio padrao do modelo normal sofreu
uma influéncia maior que o modelo t-Student(4) a medida que esse percentual crescia.
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4.2.4 Cenario 4

Nesse cendrio iremos utilizar a relagao de quando ¢7; = @3, temos que ¢12 > 0 VoI, €
R. Entao, iremos supor que os parametros ¢j; = ¢s, = 10 € p* = (0;0,3;0,5;0,7 ¢ 0,9)
entre as variaveis y. e y,. Dado que temos os valores de ¢7,, ¢35, e @], e a partir das
relacoes definidas na secao 3.2.2, os valores de ¢11, @22, @12 € p foram obtidos e podem
ser vistos na Tabela 4.7. Note que nesse cenario as variaveis y; e yg sao correlacionadas
e positivamente, os valores de ¢;; diminuem e ¢9 aumentam a medida que a correlacao

entre y. e y, cresce.

Tabela 4.7: Valores assumidos pelos parametros ¢11, @92, ¢12 € p no Cendrio 3

. p*
Parametros 0 ‘ 03 ‘ 05 ‘ 07 ‘ 0.0
b1 12,50 | 9,50 | 7,50 | 5,50 | 3,50
P22 12,50 | 15,50 | 17,50 | 19,50 | 21,50
P12 7,50 | 7,50 | 7,50 | 7,50 | 7,50
) 060 062]| 0,65| 0,72| 0,86

A Tabela 4.8 mostra o comportamento dos valores médios e desvio padrao do MADI de
previsao no cenario 4 quando consideramos normalidade e t-Student(4) para a componente
aleatoria. Ao considerar o modelo sob normalidade podemos observar que ao fixar um
tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de previsao sofreu variagoes
a medida que a correlacao entre y. e y, aumenta. J& com um percentual de outliers
e correlacao fixados, o erro de previsao diminuiu a medida que o tamanho da amostra
aumenta. Como por exemplo, considerando o percentual de outliers de 5% e um tamanho
de amostra 30, notou-se que com p* = 0 o erro de previsao foi 8,1140, com p* = 0,3 o
erro foi 8,0580, com p* = 0,5 foi 8,0294, com p* = 0,7 foi 8,0387 e com p* = 0,9 foi
7,8852, indicando variacoes a medida que p* crescia. Quando fixamos um percentual de
outliers e correlacao em 0% e p* = 0 respectivamente, o erro de previsao foi 5, 8146 com
n = 30, 5,8570 com n = 40, 5,7629 com n = 60 e 5, 7575 com n = 100, indicando uma
diminui¢ao dos valores dos erros a medida que o tamanho da amostra crescia.

Nessa Tabela ao consideramos t-Student(4) para a componente aleatoria, podemos
observar que ao fixar um tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de
previsao sofreu variacoes a medida que a correlacao entre y. e y, aumenta. Quando o
percentual de outliers e correlacao foram fixados, o erro de previsao diminuiu a medida
que o tamanho da amostra aumenta. Como por exemplo, considerando o percentual de
outliers de 5% e um tamanho de amostra 30, notou-se que com p* = 0 o erro de previsao
foi 5,9774, com p* = 0,3 o erro foi 5,8812, com p* = 0,5 foi 5,8554, com p* = 0,7
foi 5,5983 e com p* = 0,9 foi 5,4206, indicando uma diminuicao do erro a medida que
p* aumenta. Ja para um percentual de outliers e correlacao fixados em 5% e p* = 0,3
respectivamente, o erro de previsao foi 5,8812 com n = 30, 5,8037 com n = 40, 5,7790
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com n = 60 e 5,6827 com n = 100, indicando uma diminuicao dos valores dos erros a
medida que o tamanho da amostra cresce.

Ao verificar o erro de previsao MADI nos dois modelos, notou que com o aumento
do percentual de outliers o modelo normal sofreu uma influéncia maior que o modelo
t-Student(4) a medida que esse percentual crescia. Esses comportamentos podem ser
verificados ao considerar um tamanho de amostra 40 e p* = 0,7, o erro de previsao do
modelo normal foi 5, 5641 com 0% de outliers, 8,4875 com 5%, 9, 9350 com 10% e 11,3100
com 15%. Ja para modelo t-Student(4) o erro foi 5,6421 com 0% de outliers, 5,6397 com
5%, 5,7027 com 10% e 6,7584 com 15%, mostrando que o modelo normal sofreu uma
influéncia maior com o aumento do percentual de outliers.

Ao analisar o desvio padrao do erro MADI de previsao desses modelos, verificou um
comportamento semelhante ao erro médio de previsao. Ao fixar um tamanho de amostra
e um percentual de outliers, o desvio do erro de previsao sofreu variacoes ou em alguns
caso nenhuma a medida que a correlacao entre y. e y, aumenta. Ja& com um percentual
de outliers e correlacao fixados, o desvio do erro de previsao diminuiu a medida que o
tamanho da amostra aumenta. Com relacao ao aumento do percentual de outliers, o
desvio padrdo do modelo normal sofreu uma influéncia maior que o modelo ¢-Student(4)
a medida que esse percentual crescia.
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4.2.5 Cenario 5

Nesse cendrio iremos utilizar a relagao de quando ¢7; > @3, temos que ¢12 > 0 VoI, €
R. Entao, iremos supor que os parametros ¢, = 15, ¢5, = 10e p* = (0;0,3;0,5;0,7¢0,9)
entre as variaveis y. e y,. Dado que temos os valores de ¢7,, ¢35, € @], e a partir das
relacoes definidas na secao 3.2.2, os valores de ¢11, @22, @12 € p foram obtidos e podem
ser vistos na Tabela 4.9. Note que nesse cenario as variaveis y; e yg sao correlacionadas
e positivamente, os valores de ¢;; diminuem e ¢9 aumentam a medida que a correlacao
entre y. e y, cresce.

Tabela 4.9: Valores assumidos pelos parametros ¢11, ¢, ¢12 € p no Cenério 5

A p*
Parametros 0 ‘ 03 ‘ 05 ‘ 07 ‘ 0.0
o1 17,50 | 13,82 | 11,37 | 8,92 | 6,47
P22 17,50 | 21,17 | 23,62 | 26,07 | 28,52
P12 12,50 | 12,50 | 12,50 | 12,50 | 12,50
p 0,71 0,73 | 0,76 | 0,82 | 0,92

A Tabela 4.10 mostra o comportamento dos valores médios e desvio padrao do MADI
de previsao no cenario 5 quando consideramos normalidade e t-Student(4) para a compo-
nente aleatoria. Ao considerar o modelo sob normalidade podemos observar que ao fixar
um tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de previsao sofreu variacoes
a medida que a correlacao entre y. e y, aumenta. Ja com um percentual de outliers e
correlacao fixados, o erro de previsao diminuiu a medida que o tamanho da amostra au-
menta. Como por exemplo, considerando o percentual de outliers de 15% e um tamanho
de amostra 60, notou-se que com p* = 0 o erro de previsao foi 13,0538, com p* = 0,3 o
erro foi 13,0559, com p* = 0,5 foi 13,0082, com p* = 0,7 foi 12,8512 e com p* = 0,9 foi
12,6902, indicando uma diminuicao do erro a medida que p* crescia. Quando fixamos um
percentual de outliers e correlacdo em 0% e p* = 0,5 respectivamente, o erro de previsao
foi 5,8507 com n = 30, 6,8129 com n = 40, 6,7464 com n = 60 e 6,6688 com n = 100,
indicando uma diminuicao dos valores dos erros a medida que o tamanho da amostra
crescia.

Nessa Tabela ao consideramos t-Student(4) para a componente aleatoria, podemos
observar que ao fixar um tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de
previsao sofreu variacoes a medida que a correlacao entre y. e y, aumenta. Quando o
percentual de outliers e correlacao foram fixados, o erro de previsao diminuiu a medida
que o tamanho da amostra aumenta. Como por exemplo, considerando o percentual de
outliers de 0% e um tamanho de amostra 100, notou-se que com p* = 0 o erro de previsao
foi 6,8281, com p* = 0,3 o erro foi 6,7407, com p* = 0,5 foi 6,6410, com p* = 0,7
foi 6,5246 e com p* = 0,9 foi 6,3671, indicando uma diminui¢cao do erro a medida que
p* aumenta. J& para um percentual de outliers e correlacdo fixados em 10% e p* = 0
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respectivamente, o erro de previsao foi 7,0759 com n = 30, 6,9741 com n = 40, 6,8927
com n = 60 e 6,7258 com n = 100, indicando uma diminuicao dos valores dos erros a
medida que o tamanho da amostra cresce.

Ao verificar o erro de previsao MADI nos dois modelos, notou que com o aumento
do percentual de outliers o modelo normal sofreu uma influéncia maior que o modelo
t-Student(4) a medida que esse percentual crescia. Esses comportamentos podem ser
verificados ao considerar um tamanho de amostra 30 e p* = 0,9, o erro de previsao do
modelo normal foi 6, 4751 com 0% de outliers, 9,0204 com 5%, 10,9295 com 10% e 13,1182
com 15%. Ja para modelo t-Student(4) o erro foi 6,4820 com 0% de outliers, 6,5634 com
5%, 6,5271 com 10% e 7,6999 com 15%, mostrando que o modelo normal sofreu uma
influéncia maior com o aumento do percentual de outliers.

Ao analisar o desvio padrao do erro MADI de previsao desses modelos, verificou um
comportamento semelhante ao erro médio de previsao. Ao fixar um tamanho de amostra
e um percentual de outliers, o desvio do erro de previsao sofreu variacoes ou em alguns
caso nenhuma a medida que a correlacao entre y. e y, aumenta. J& com um percentual
de outliers e correlacao fixados, o desvio do erro de previsao diminuiu a medida que o
tamanho da amostra aumenta. Com relacao ao aumento do percentual de outliers, o
desvio padrao do modelo normal sofreu uma influéncia maior que o modelo ¢-Student(4)

a medida que esse percentual crescia.
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4.2.6 Cenario 6

Nesse cendrio iremos utilizar a relacao de quando ¢, > 4¢7, temos que ¢12 < 0 Voi, €
R. Entao, iremos supor que os parametros ¢, = 3, ¢35, = 15 e p* = (0;0,3;0,5;0,7¢0,9)
entre as variaveis y. e y,. Dado que temos os valores de ¢7;, ¢35 € ¢, € a partir das re-
lacoes definidas na secao 3.2.2, os valores de ¢11, @22, P12 € p foram obtidos e podem ser
vistos na Tabela 4.11. Note que nesse cenario as variaveis y; e yg sao correlacionadas e
negativamente, os valores de ¢, diminuem e ¢9o aumentam a medida que a correlacao

entre y. e y, cresce.

Tabela 4.11: Valores assumidos pelos parametros ¢11, ¢o2, ¢12 € p no Cenario 6

A p*

Parametros 0 ‘ 03 ‘ 05 ‘ 07 ‘ 0.9
011 6,75 | 4,73 | 3,39 | 2,05 | 0,71
P22 6,75 | 8,76 | 10,10 | 11,44 | 12,78
P12 -0,75 | -0,75 | -0,75 | -0,75 | -0,75
) -0,11 | -0,11 | -0,12 | -0,15 | -0,24

A Tabela 4.12 mostra o comportamento dos valores médios e desvio padrao do MADI
de previsao no cenario 6 quando consideramos normalidade e t-Student(4) para a compo-
nente aleatoria. Ao considerar o modelo sob normalidade podemos observar que ao fixar
um tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de previsao sofreu variacoes
a medida que a correlacao entre y. e y, aumenta. Ja com um percentual de outliers e
correlacao fixados, o erro de previsao diminuiu a medida que o tamanho da amostra au-
menta. Como por exemplo, considerando o percentual de outliers de 15% e um tamanho
de amostra 60, notou-se que com p* = 0 o erro de previsao foi 9, 5631, com p* = 0, 3 o erro
foi 9,6751, com p* = 0,5 foi 9,6898, com p* = 0,7 foi 9,6398 e com p* = 0,9 foi 9,5779,
indicando variagoes do erro a medida que p* crescia. Quando fixamos um percentual de
outliers e correlacdo em 0% e p* = 0, 3 respectivamente, o erro de previsao foi 4, 3537 com
n = 30, 4,2262 com n = 40, 4,1989 com n = 60 e 4, 1358 com n = 100, indicando uma
diminuicao dos valores dos erros a medida que o tamanho da amostra crescia.

Nessa Tabela ao consideramos t-Student(4) para a componente aleatoria, podemos
observar que ao fixar um tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de
previsao sofreu variacoes a medida que a correlacao entre y. e y, aumenta. Quando o
percentual de outliers e correlacao foram fixados, o erro de previsao diminuiu a medida
que o tamanho da amostra aumenta. Como por exemplo, considerando o percentual de
outliers de 10% e um tamanho de amostra 30, notou-se que com p* = 0 o erro de previsao
foi 4,4278, com p* = 0,3 o erro foi 4,3554, com p* = 0,5 foi 4,3237, com p* = 0,7
foi 4,1329 e com p* = 0,9 foi 3,7365, indicando uma diminuicao do erro a medida que
p* aumenta. Ja para um percentual de outliers e correlacao fixados em 5% e p* = 0,9
respectivamente, o erro de previsao foi 3,7051 com n = 30, 3,6548 com n = 40, 3,5965
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com n = 60 e 3,5583 com n = 100, indicando uma diminuicao dos valores dos erros a
medida que o tamanho da amostra cresce.

Ao verificar o erro de previsao MADI nos dois modelos, notou que com o aumento
do percentual de outliers o modelo normal sofreu uma influéncia maior que o modelo
t-Student(4) a medida que esse percentual crescia. Esses comportamentos podem ser
verificados ao considerar um tamanho de amostra 100 e p* = 0,7, o erro de previsao do
modelo normal foi 3, 8832 com 0% de outliers, 5,4770 com 5%, 6,9393 com 10% e 9, 0529
com 15%. Ja para modelo t-Student(4) o erro foi 3,8811 com 0% de outliers, 3,8790 com
5%, 3,9094 com 10% e 5,1426 com 15%, mostrando que o modelo normal sofreu uma
influéncia maior com o aumento do percentual de outliers.

Ao analisar o desvio padrao do erro MADI de previsao desses modelos, verificou um
comportamento semelhante ao erro médio de previsao. Ao fixar um tamanho de amostra
e um percentual de outliers, o desvio do erro de previsao sofreu variacoes ou em alguns
caso nenhuma a medida que a correlacao entre y. e y, aumenta. Ja& com um percentual
de outliers e correlacao fixados, o desvio do erro de previsao diminuiu a medida que o
tamanho da amostra aumenta. Com relacao ao aumento do percentual de outliers, o
desvio padrdo do modelo normal sofreu uma influéncia maior que o modelo ¢-Student(4)
a medida que esse percentual crescia.
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4.2.7 Cenario 7

Nesse cendrio iremos utilizar a relagao de quando ¢35, = 4¢3, temos que ¢12 = 0 Vo, €
R. Entao, iremos supor que os parametros ¢f; = 5, ¢35, = 20 e p* = (0;0,3;0,5;0,7¢0,9)
entre as variaveis y. e y,. Dado que temos os valores de @7, @5, e ¢7, e a partir das relacoes
definidas na secao 3.2.2, os valores de ¢11, @22, @12 € p foram obtidos e podem ser vistos
na Tabela 4.11. Note que nesse cenario as variaveis y; e ys nao sao correlacionadas, os
valores de ¢1; diminuem e ¢95 aumentam a medida que a correlagao entre y. e y, cresce.

Tabela 4.13: Valores assumidos pelos parametros ¢q1, ¢o2, ¢12 € p no Cendrio 7

*

5 P
Parametros 0 ‘ 03 ‘ 05 ‘ 07 ‘ 0.0
b1 ] 7] 5] 3] 1

P22 10| 13 15| 17| 19

d12 0 0 0 0 0

0 0| o o] 0| 0

A Tabela 4.14 mostra o comportamento dos valores médios e desvio padrao do MADI
de previsao no cenério 7 quando consideramos normalidade e t-Student(4) para a compo-
nente aleatoria. Ao considerar o modelo sob normalidade podemos observar que ao fixar
um tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de previsao sofreu variacoes
a medida que a correlagao entre y. e y, aumenta. Ja com um percentual de outliers e
correlacao fixados, o erro de previsao diminuiu a medida que o tamanho da amostra au-
menta. Como por exemplo, considerando o percentual de outliers de 0% e um tamanho
de amostra 40, notou-se que com p* = 0 o erro de previsao foi 5,2606, com p* = 0,3 o
erro foi 5,1716, com p* = 0,5 foi 5,0501, com p* = 0,7 foi 4,8607 e com p* = 0,9 foi
4,4011, indicando uma diminuicao do erro a medida que p* crescia. Quando fixamos um
percentual de outliers e correlacao em 0% e p* = 0,9 respectivamente, o erro de previsao
foi 4,4365 com n = 30, 4,4011 com n = 40, 4,3459 com n = 60 e 4,3168 com n = 100,
indicando uma diminuicao dos valores dos erros a medida que o tamanho da amostra
crescia.

Nessa Tabela ao consideramos t-Student(4) para a componente aleatoria, podemos
observar que ao fixar um tamanho de amostra e um percentual de outliers, o erro de
previsao sofreu variacoes a medida que a correlacao entre y. e y, aumenta. Quando o
percentual de outliers e correlacao foram fixados, o erro de previsao diminuiu a medida
que o tamanho da amostra aumenta. Como por exemplo, considerando o percentual de
outliers de 15% e um tamanho de amostra 40, notou-se que com p* = 0 o erro de previsao
foi 6,2736, com p* = 0,3 o erro foi 6,6337, com p* = 0,5 foi 6,3458, com p* = 0,7 foi
6,2544 e com p* = 0,9 foi 6, 1529, indicando varia¢oes do erro a medida que p* aumenta.
Ja para um percentual de outliers e correlacao fixados em 5% e p* = 0 respectivamente, o
erro de previsao foi 5, 3552 com n = 30, 5,2835 com n = 40, 5,2118 com n = 60 e 5, 1556
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com n = 100, indicando uma diminuicao dos valores dos erros a medida que o tamanho
da amostra cresce.

Ao verificar o erro de previsao MADI nos dois modelos, notou que com o aumento
do percentual de outliers o modelo normal sofreu uma influéncia maior que o modelo
t-Student(4) a medida que esse percentual crescia. Esses comportamentos podem ser
verificados ao considerar um tamanho de amostra 30 e p* = 0,5, o erro de previsao do
modelo normal foi 5, 0889 com 0% de outliers, 7,1094 com 5%, 8, 8835 com 10% e 10, 7219
com 15%. Ja para modelo t-Student(4) o erro foi 5,1137 com 0% de outliers, 5,1534 com
5%, 5,2711 com 10% e 6,9262 com 15%, mostrando que o modelo normal sofreu uma
influéncia maior com o aumento do percentual de outliers.

Ao analisar o desvio padrao do erro MADI de previsao desses modelos, verificou um
comportamento semelhante ao erro médio de previsao. Ao fixar um tamanho de amostra
e um percentual de outliers, o desvio do erro de previsao sofreu variacoes ou em alguns
caso nenhuma a medida que a correlacao entre y. e y, aumenta. Ja& com um percentual
de outliers e correlacao fixados, o desvio do erro de previsao diminuiu a medida que o
tamanho da amostra aumenta. Com relacao ao aumento do percentual de outliers, o
desvio padrdo do modelo normal sofreu uma influéncia maior que o modelo ¢-Student(4)
a medida que esse percentual crescia.
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CAPITULO 5

Analise de dados reais

Esse capitulo tem como objetivo fazer uma andlise detalhada de um conjunto de dados
reais ilustrando a metodologia apresentada. O conjunto de dados Futebol introduzido no
Capitulo 2 nao serd analisado, pois esse nao mostrou conter intervalos outliers e tam-
bém as variaveis respostas na representacao centro e amplitude mostraram nao serem

correlacionadas.

5.1 Dados de Cardiologia

Medidas clinicas de 59 pacientes foram coletadas pelo Departamento de Nefrologia do
hospital del Valle Naln, na cidade de Langreo, Espanha. Em cada paciente foram feitas
trés medicoes da pressao arterial sistolica, pressao arterial diastolica e taxa de pulso. Estes
dados ja foram analisados por Neto & de Carvalho (2008), Fagundes (2013), entre outros
pesquisadores.

As variaveis taxa de pulso, pressao arterial sistolica e pressao arterial diastélica do con-
junto cardiologia sao classificadas como variaveis simbolicas intervalares, e a Tabela 5.1
descreve os resultados de duas medidas intervalares para essas variaveis. A média interva-
lar das variaveis taxa de pulso, pressao arterial sistolica e pressao arterial diastélica dos 59
pacientes foram respectivamente 74,5169 batimentos/minuto, 146, 7034 mmHg e 83,4491
mmHg. Sendo as variancias intervalares nessas varidveis foram 274,8288, 761,0363 e
371,1994 respectivamente. A Figura 5.1 mostra os histogramas intervalares de cada varié-
vel desse conjunto de dados, esses histogramas intervalares indicaram um comportamento
simétrico em todas as variaveis.

A Figura 5.2 representa em trés dimensoes os intervalos das trés varidveis do conjunto
de dados Cardiologia. Nesta figura a um retangulo destoante dos demais, indicando um

possivel outlier.
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Tabela 5.1: Anélise descritiva intervalar das variaveis do conjunto Cardiologia

. Medidas
Variaveis — >
x \ S
Taxa de pulso 74,5169 | 274,8288
Pressao arterial sistélica | 146,0363 | 761,0363
Pressao arterial diastolica | 83,4491 | 371,1994

Figura 5.1: Histograma das variaveis intervalares do conjunto Cardiologia
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Figura 5.2: Gréafico 3D entre as variaveis Taxa de Pulso (A), Pressdo Arterial Sistolica
(B) e Pressdo Arterial Diastolica (C)
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Um dos objetivos desse conjunto de dados foi verificar a influéncia das variaveis pressao
arterial sistolica e pressao arterial diastolica sobre taxa de pulso. Verificamos também que
o coeficiente de correlacao linear de pearson entre o limite inferior e superior da variavel
taxa de pulso é de 0,41. Na representacdo centro e amplitude temos p* = 0,485. Esse
comportamento também podem ser observado na Figura 5.3, que representam elipsoides
com 95% de confianca obtidas a partir do vetor de médias e matriz escala da variavel
taxa de pulso. A Figura 5.3 também indicou trés pontos fora da elipséide de contorno,
indicando possiveis outliers.

Nesse sentido, propomos ajustar um modelo de regressao eliptico bivariado intervalar
com representacao centro e amplitude para descrever a relagao entre a variavel resposta

taxa de pulso e as varidveis explicativas: pressao diastolica e pressao sistolica. O MREBI

t ct ci ct .
(p ):<“ )+ZW<€ )ZZLHWW (5.1)
tpai Hai €ai

em que tp.; é a taxa de pulso centro do i-ésimo intervalo, tp,; é taxa de pulso amplitude do

é definido por:

i-ésimo intervalo, pi.; = Be1 + BeaTeoi + Besesi, Teo rEPresenta a variavel pressao arterial sis-
tolica centro e x.3 pressao arterial diastolica centro, e pig; = exp (Ba1 + BazTa2i + BaszTasi),
T.9 Tepresenta a variavel pressao arterial sistolica amplitude e x,3 pressao arterial diasto-
lica amplitude.
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Figura 5.3: Elipsoide com 95% de confianga da variavel taxa de pulso
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(a) Limite inferior versus limite superior (b) Centro versus amplitude

Inicialmente, foi considerado uma distribui¢ao normal bivariada para o modelo (5.1).
Esse modelo resultou um AIC de 922,2273, as estimativas e desvio padrao dos parametros
desse modelo sao vistos na Tabela 5.2, em que p* = S

V5165,

Tabela 5.2: Estimativas e desvio padrao do MREBI considerando distribuigao Normal
para os dados de Cardiologia

Parametros \ Estimativas \ Erro padrao

B 70, 5223 0,4063
Bos 5, 8150 1,3614
B 4,2324 1,0633
Ba1 3,6214 0,0093
Bas -0, 2671 0,0392
Ba3 0,4393 0, 0284
ot 116,1814 2, 7668
b3, 207, 0231 4,9563
b, 79, 0590 2, 5099
p* 0, 5099 0,0151

O MREBI sob distribuicao normal obteve um MADI intervalar de previsao de 21.2645
com desvio padrao de 12.7548.

O residuo ordinario de um modelo mensura a diferenca entre o valor observado e o
ajustado e é dado por

em que r; representa o residuo da ¢-ésima observacao.
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Para residuos intervalares temos as seguintes expressoes
T =Y — Y

e

rsi = Ysi — Usi

em que ry; representa o residuo da i-ésima observacao do limite inferior e rg; representa
o residuo da i-ésima observacao do limite superior.

Pelo histograma intervalar dos residuos (Figura 5.5(a)) indicou que os residuos tem
média proximo de zero e com comportamento aproximadamente simétrico. Em relacao
ao grafico dos retangulos (Figura 5.5(b)) indicaram nao haver correlacao dos retangulos

e um comportamento homogéneo.

Figura 5.4: Residuos intervalares do MREBI sob distribuigao normal

50
|

%
Residuo Intervalar

0
|
= ——

10

T T T T T 1 T T T T T T
-20 -10 0 10 20 30 50 60 70 80 90 100

Residuo Intervalar Valores Preditos

(a) Histograma (b) Grafico dos retangulos

Como os dados apresentaram indicios de um possivel retangulo outlier, um modelo
MREBI sob distribuicao t-Student é proposto com o objetivo de obter um modelo me-
nos sensivel a presenca de retangulos outliers. Os graus de liberdade v considerado no
MREBI com distribuigao ¢-Student foi escolhido baseado no menor valor do critério de
Akaike(AIC) dentre uma grade de valores. Pela Tabela 5.3, o MREBI ¢-Student com 6
g.l apresentou o menor valor de AIC.

Na Tabela 5.4 é apresentado as estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros
B*’s, (5*’5 e erros padroes assintoticos desse modelo. Ao analisar esses valores, temos que as
estimativas dos 8*’s foram bem proximas aos do modelo normal. Contudo, as estimativas
dos ¢*’s tiveram valores menores.

O MADI de previsao do MREBI sob distribui¢ao ¢-Student(6) foi de 21,2366 com
desvio padrao de 12, 8403.
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Tabela 5.3: Valores do AIC supondo distribuicao t-Student nos modelos para os dados de

Cardiologia

Tabela 5.4:

Student(6) para os dados de Cardiologia

Modelo \ AIC

t-Student (3) 922, 0649
t-Student (4) 920, 3099
t-Student (5) 919, 5853
t-Student (6) | 919, 2936
t-Student (10) | 919,4087

Estimativas e desvio padrao do MREBI considerando distribuicao t-

Parametros \ Estimativas

\ Erro padrao

/Bcl
502
6@3
Bar
Ba2
BaS
P11
Paa
g
p*

70,0278
5,1339
5,2851
3, 5768

—0, 1050
0,3125

95, 6972

140, 5114

67,0476

0,5778

0,4137
1,5944
1,2135
0,0099
0,0348
0,0255
5,0123
10,0813
5,5149
0,0188
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Analisando o comportamento dos residuos intervalares desse modelo nas Figuras 5.6(a)
e 5.6(b), observamos comportamento semelhante ao do modelo normal. Visto que, o
grafico dos retangulos mostram nao haver indicios de residuos correlacionados e também

um comportamento homogéneo.

Figura 5.5: Residuos intervalares do MREBI sob distribuigao ¢-Student(6)
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CAPITULO 6

Consideracdes finais

No desenvolvimento desta dissertagao, foi feito uma revisao sobre dados simbélicos,
principais metodologias abordadas para analisar dados dessa natureza e analise descritiva
de dados simboélicos intervalares. Introduzimos o modelo de regressao eliptico bivariado
intervalar que considera a dependéncia entre o limite inferior e superior do intervalo, e
que assegura a coeréncia matematica ao considerar a representacao centro e amplitude
com uma func¢ao de ligacao log no componente sisteméatico da amplitude.

Foram propostos estudos de simulagoes de Monte Carlo sob distribui¢ao normal e ¢-
Student(4) para o componente aleatério. Consideramos diferentes cenérios e adicionamos
diversos percentuais de outliers no conjunto de ajustamento para verificar o comporta-
mento do erro de previsao médio e desvio padrao MADI. Nessas simulacoes, vimos que,
em geral, o erro de previsao médio e desvio padrao MADI possuem comportamento seme-
lhante nos dois modelos, ambos diminuem com o aumento do tamanho amostral quando
a correlacao e percentual de outliers foram fixados. Ao fixar um tamanho de amostra e
percentual de outliers, os erros médios e desvio padrao sofreram variagoes com o aumento
da correlagao em todos os cenarios. Contudo, em algumas ocasioes os erros médios nao
sofreram variacoes como nos cenarios 1, 2 e 3. Ja o desvio padrao nao apresentou es-
sas variacoes nos cenarios 4, 5, 6 e 7. Ao analisar o aumento do percentual de outliers
com correlacao e tamanho fixados, observou que o erro médio e desvio padrao MADI do
MREBI sob distribui¢do normal é mais sensivel que o MREBI sob ¢-Student(4).

Além das simulacoes, aplicacao a um conjunto de dados reais foi feita para o MREBI
sob distribuicdao normal e t-Student. Ao ajustar os modelos, pudemos observar os valores
estimados e erro padrao dos parametros, os erros médios e desvio padrao de previsao
MADI e anélise de residuo intervalar em cada um dos modelos. Ao comparar o erro
médio de predigdo do MREBI sob distribui¢ao normal e ¢-Student(6), observamos que os

erros foram bem proéximos.
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