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Resumo

Neste trabalho resumimos o estudo do empacotamento de fios em uma regido bidimensional
planar. Abordamos o problema de um ponto de vista tedrico, usando técnicas de campo con-
forme, e propriedades de escala do modelo, no regime de empacotamento-rigido, sdo derivadas,
de sorte que os expoentes criticos para a energia eldstica e para o nimero de lagos da confor-
macao sdo obtidos. Os resultados apresentam razodvel concordancia com dados advindos de
experimentos e simulacdes. Também esbogamos uma analogia entre esse sistema e gravitacao
em duas dimensdes, via gravitagio de Liouville.

Palavras-chave: Empacotamento de fios, teoria do campo conforme, gravitacdo em 2D, gra-
vitacao de Liouville.
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Abstract

In this work we summarize the study of the packaging of wire in a planar two-dimensional re-
gion. We approach the problem from a theoretical point of view, using techniques of conformal
field, and scaling properties of the model, in the tight-packing configuration, are derived, so
that the critical exponents for the elastic energy and the number of loops of the conformation
are obtained. The results show reasonable agreement with data coming from experiments and
simulations. We also outline an analogy between this system and gravitation in two dimensi-
ons, via Liouville gravity.

Keywords: Wire crumpling, conformal field theory, 2D gravity, Liouville gravity.
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CAPiTULO 1

Introducao

Se atentarmos para o fato de que alguma forma de empacotamento ou amassamento € observada
em diversos sistemas na natureza, veremos que esses fendmenos possuem grande importancia
tanto cientifica quanto tecnoldogica. Conforme Donato, Gomes e Souza resumem [3], com as
respectivas referéncias, o empacotamento de esferas idénticas despertou investigacdes tedricas,
experimentais e tecnoldgicas, ao longo dos séculos, tendo em vista que o empacotamento de
esferas rigidas encontra aplica¢do no estudo da teoria microscépica de fluidos, vidros e cris-
tais, além de ser importante na determinagdo das estruturas granulares macroscépicas de alguns
materiais porosos. O empacotamento tridimensional (3d) de objetos ndo esféricos como esfe-
roides, cubdides, bastdes, entre outros, também foi estudado. A andlise do empacotamento
bidimensional (2d) com discos foi realizado, assim como empacotamentos com misturas alea-
torias de discos, quadrados e outros poligonos regulares foram investigados. Da mesma forma,
o estudo, via geometria fractal, do amassamento de papéis despertou interesse cientifico [4].
De fato, certos aspectos tedricos e experimentais do amassamento de superficies [5] sdo impor-
tantes em muitas areas do conhecimento, como emissao acustica, mecanica continua, modelos

de crescimento, polimeros, membranas e fisica de interfaces.

1.1 Empacotamento de fios

Nas tultimas duas décadas, as propriedades fisicas do empacomento de fios em 3d foram exami-
nadas do ponto de vista experimental e de simulagdes computacionais, de forma que algumas
relacdes de escala e dimensdes fractais associadas a esses sistemas foram observadas.

Neste trabalho abordaremos analiticamente o empacotamento de fios em 2d, cujos aspec-
tos geométricos sao relevantes em aplicagdes bioldgicas, como no estudo da compactificagdo
de DNA em cromossomos, assim como no estudo de estruturas de DNA superenroladas nos
processos de replicacdo e recombinagdo, além do empacotamento de DNA em cdpsulas virais
(figura 1.1). De modo geral, o empacotamento de DNA pode ser visto como um arquétipo
do empacotamento de filamentos em sistemas biologicos. Dado que distinguir a conformagao

do DNA dentro das células € uma tarefa dificil de ser implementada experimentalmente, espe-
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Envelope proteins =

(gB—gM)

_Lipid enveiope
Tegument hz_é
DA

Mucleocapsid

Figura 1.1 Esquema de um virus da familia Herpesviridae. Este virus encapsula em seu interior um
filamento duplo de DNA.

cialmente usando métodos nao invasivos [6], constatamos a necessidade do estudo tedrico da
conformacdo de estruturas unidimensionais em cavidades.

Por outro lado, empacotamento de fios também encontra aplicacdo no estudo de cadeias po-
liméricas e no confinamento de bastdes eldsticos; geral e cotidianamente, ndo € dificil encontrar
estruturas aproximadamente unidimensionais de algum modo amassadas.

O empacotamento de fios em 2d € simulado experimentalmente como ilustra a figura 1.2.
Como serd mais criteriosamente descrito adiante, 2 medida em que o fio € introduzido na ca-
vidade bidimensional e seu comprimento L se torna maior que o diametro da mesma, o fio se
entorta, formando lacos, embora essas estruturas sejam determinadas pelo contato do fio com
ele mesmo, e ndo por sua sobreposicdo, como o nome “laco” pode sugerir. A cascata de lagos
evolui durante a progressiva injecao do fio de sorte que reorganizac¢des locais ou globais dos
lagos previamente formados s@o observadas [3]. Porém, independente de existir atrito entre as
partes do sistema, quando o comprimento do fio atinge um certo valor L. (médio), a dificuldade
em inseri-lo aumenta abruptamente e a estrutura no interior das placas se torna rigida, indicando
um comportamento critico. De fato, do ponto de vista mecanico, o sistema se comporta de ma-
neira bastante distinta, em média, a depender de o comprimento do fio estar préximo a L. ou

bem abaixo deste.
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Figura 1.2 Empacotamento de fios. O fio € introduzido na cavidade através de dois canais diametral-
mente opostos e uma cascata de lacos com diferentes tamanhos se forma. Fonte da imagem: Donato et
al (2002) [1].

1.2 Relacao com teoria do campo conforme

Na descri¢do analitica do empacotamento de fios precisaremos de uma abordagem estatistica;
nao poderemos usar uma abordagem deterministica para a evolugdo do sistema. A implementa-
¢do de um modelo que forneca médias sobre os observaveis relevantes se dard sob a observacao
de algumas das caracteristicas do sistema, como a ndo intersecdo do fio e a presenca de com-
portamento critico, entre outras, levando-nos a utiliza¢do de ferramentas de campo conforme.
A teoria do campo conforme se mostrou poderosa no tratamento de sistemas criticos. Es-
sencialmente, nas vizinhancgas de uma transi¢do de fase, o comprimento de correlagdo de um
sistema estatistico diverge e consequentemente surgem flutua¢des em todas as escalas possi-
veis. Em tal regime, as propriedades dos sistemas estatisticos podem ser eficientemente descri-
tas por uma teoria quantica de campos. E, exatamente sobre o ponto critico, o comprimento de
correlacdo € infinito, de modo que a teoria de campo correspondente se torna invariante pelas
transformacdes de escala
Xq — AXq (1.1)

onde x, representa o(s) parametro(s) de comprimento do sistema, como a posi¢ao de suas par-
tes, enquanto os campos ¢; associados aos parametros de ordem do sistema se transformam
como

@ — A% g (1.2)

onde /\; denotam as dimensdes andmalas dos campos ;. Sistemas descritos por uma teoria
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quantica de campos que também sejam invariantes por transformagdes de escala globais (eq.
(1.1)), automaticamente sao invariantes pelo grupo das transformagdes conformes, o qual pode
ser visto como o conjunto das transformacdes que exibem a propriedade de “esticar” vetores
localmente, enquanto seus angulos relativos se mantém fixos.

Entdo, na descricao de um fendmeno critico em um sistema estatistico, ha o encontro da
mecanica estatistica com a teoria quantica de campos e, mais ainda, com a teoria do campo
conforme. Isso nos permite, usando a liberdade possibilitada pelas simetrias da teoria e as
dimensdes andmalas definidas acima, calcular os expoentes criticos de algumas quantidades
termodinamicas do sistema.

Uma vez que dispomos de uma teoria quantica de campos descrita pela acdo Sy[X’] em D
dimensdes, podemos acoplé-la, usando o principio de covariancia geral, a gravidade, resultando
na acio Sy g, X], onde X' sdo os campos de matéria e g representa a métrica do espago-tempo.
Classicamente, a teoria S[g,X i] em 2d é sempre conforme. Quanticamente, 0 mecanismo que
permite associar uma teoria quantica de campos a uma teoria do campo conforme € uma notdvel

propriedade da teoria (ou gravitagdo) de Liouville.

1.3 Gravitacao em duas dimensoes

Desde o desenvolvimento da relatividade geral, o termo gravidade diz respeito a teoria dindmica
da estrutura métrica do espacgo-tempo. Isso se deu porque as principais varidveis dindmicas do
espaco-tempo seriam entendidas como as componentes do tensor métrico g,,. Sendo uma teo-
ria cléssica, a teoria de Einstein se mostrou com grande poder preditivo. Entretanto, fendmenos
como a formacao de buracos-negros e outros envolvendo densidade alta de energia induziram
a consideracio de efeitos quanticos para sua completa descri¢do. A tentativa de unir gravitagio
cldssica a mecanica quantica da-se o nome de gravitagdo quantica.

Normalmente, teorias de gravitagio apresentam dificuldades conceituais e matemédticas em
suas construgdes. Mesmo em gravitagdo cldssica, as equagdes do movimento para as com-
ponentes da métrica sdo em geral altamente ndo lineares. Desse modo, tem seu lugar nas
pesquisas qualquer modelo simplificado de gravitacdo que, embora ndo represente a realidade,
possa ajudar na interpretacdo dos sistemas fisicos mais complicados. De fato, alguns entre
esses modelos, como gravitacdo em 2d, despertam interesse por si mesmos.

As principais simplificacdes e peculiaridades de gravitacdo em 2d sdo:
* O tensor de Riemann é completamente descrito pelo escalar de curvatura R;

* A partir de uma escolha apropriada de coordenadas, a métrica g,;, pode ser descrita, pelo
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menos localmente, por apenas uma varidvel dindmica, na forma de um campo.

Essas caracteristicas sdo importantes, por exemplo, em teoria de cordas. Veremos que a
quantizacao desta teoria e a tentativa de descrever o fenomeno do empacotamento de fios em

2d usando campos conformes conduzem a gravitacdo de Liouville.

1.4 Roteiro da dissertacao

Neste trabalho, vamos resumir o avango tedrico ja alcancado na abordagem do problema do
empacotamento de fios em duas dimensdes, conforme pode ser visto em [7].

Com o objetivo de oferecer ao leitor uma abordagem mais clara e completa, falaremos no
capitulo 2 um pouco do que foi desenvolvido dos pontos de vista experimental e de simulacdes
computacionais no estudo deste problema. Nesse capitulo também apresentaremos uma agao
classica para o empacotamento de fios.

Pelo fato de algumas pessoas ndo estarem acostumadas com o formalismo de teoria de
campos, tentaremos, considerando a limitagdao quanto a extensao do texto, chegar aos resultados
a partir de principios mais conhecidos. Por isso, falaremos no capitulo 3 sobre teoria quantica
de campos e sua relagdo com mecanica estatistica.

No capitulo 4, estudaremos um pouco de teoria do campo conforme, que nao apenas oferece
uma plataforma para trabalhar no problema de empacotamento fios em 2d, permitindo o célculo
de alguns expoentes criticos do modelo, mas, de modo igualmente interessante, revela uma
relacdo entre este sistema e gravitacdo em duas dimensdes, via gravitagao Liouville, que serd
estudada no capitulo 5.

Para facilitar a compreensao da nossa abordagem, ao longo do trabalho se mostrard conve-
niente entender um pouco da fisica de certos sistemas, sobre os quais introduzimos apéndices
no fim da dissertacdo. Falaremos sobre gravitacdo einsteiniana no apéndice A, sobre sistemas

criticos no apéndice B e rudimentos de teoria de cordas serdo apresentados no apéndice C.



CAPITULO 2

Empacotamento de fios em 2d

“Amassamento € onipresente na natureza, ocorrendo em todas as escalas de comprimento, vari-
ando a partir de células de sangue que se deformam a fim de passar por capilares até a formacao
dos Alpes Suicos.”[2]. Ao constatar este fato, somos levados a pensar na variedade de aplica-
coes cientificas e industriais que o estudo do amassamento pode ter. Entdo, assim como os
autores do trecho citado, ficamos surpresos pela pouca atencdo que o problema do empacota-
mento de fios em duas dimensdes atraiu até recentemente.

Neste capitulo, faremos uma primeira abordagem ao problema, citando suas principais ca-
racteristicas com o objetivo de descrever o empacotameno de fios matematicamente, por meio

de uma acgdo cldssica.

2.1 O aparato

Em esséncia, para simular o empacotamento de fios em 2d experimentalmente, sdo usadas duas
placas, com uma das mesmas de material transparente, as quais se sobrepdem com uma cavi-
dade entre elas, onde um fio de metal, ou outro material, € inserido. Se placas circulares forem
utilizadas, o fio pode ser injetado através de duas aberturas na borda das placas, separadas pela
distancia angular de 180° (diametralmente opostos) ou separados por uma distancia angular
menor [3]. No nosso modelo, estaremos interessados no primeiro caso (figura 2.1). Lembra-
mos, porém, que os resultados experimentais pouco dependem da distdncia angular entre as
aberturas [8].

O experimento se inicia com a deformagdo do estado inicial (figura 2.1 a) pela inser¢dao
forcada do fio para dentro da cavidade. A medida que o fio ¢ inserido, figuras de empacota-
mento vao se formando e, para evitar qualquer tipo de sobreposicdo do fio com ele mesmo,
algo incoveniente em 2d, a distincia entre as placas é controlada.

Em um dado momento durante o processo de injecdo, o sistema ‘“‘solidifica”, isto é, a ve-
locidade de injecao vai rapidamente a zero e, a partir deste instante, o sistema fica congestio-
nado, ndo sendo possivel inserir mais fio. Temos a indicacdo de que o sistema passa por uma

transicdo de fase neste ponto, levando a configuracao de empacotamento-rigido, e médias sdo

6
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a) b) o)

Figura 2.1 Processo experimental de empacotamento. Ao passo que o fio de cobre € inserido na ca-

vidade entre as placas, o sistema evolui na forma a — b — ¢. Fonte das imagens: Donato et al (2002)

[1].

mensuradas sobre os observdveis intuitivamente relevantes como o nimero total de lacos N e o

comprimento do fio inserido L, ou a densidade de empacotamento
d

2mr?’

onde d e r representam o didmetro do fio e o raio da cavidade, respectivamente.

=L (2.1)

Constata-se a partir do experimento e também com auxilio de simulacdo computacional
[2] que trés diferentes morfologias, ou fases morfologicas, sao observadas a depender da plas-
ticidade! do fio e do atrito do mesmo com as placas (figura 2.2). Para o experimento com
relevante atrito estitico com a cavidade e fio eldstico® surge a morfologia cldssica (figura 2.2
a esquerda), na qual cascatas de lacos de tamanhos decrescentes e bastante simétricos se apre-
sentam [3]. Nas simulacdes para fios totalmente eldsticos, essa simetria na formacao dos lagos
¢ preservada até o congestionamento do sistema, porém, devido aos efeitos da plasticidade
do material, o experimento revela a quebra da simetria, especialmente para estados com alta
densidade de empacotamento. Experimentos com fios eldsticos e baixo atrito estatico com a ca-
vidade revelam uma morfologia espiral, sem direcdo de giro preferencial (figura 2.2 ao centro).
A simulacdo mostra que, sob estas condi¢des, tal morfologia se mantém até que a cavidade
seja totalmente preenchida, diferindo do experimento, onde alguns lacos aparecem nas proxi-

midades das aberturas da cavidade, novamente devido a plasticidade do fio. O dltimo caso é

1Um material possui grande plasticidade quando apresenta grande tendéncia de permanecer deformado, uma

vez que o tenhamos tirado da sua condi¢@o de repouso, encurvando-o.
2Quando dizemos que o fio é de material (totalmente) eldstico, referimo-nos a um fio inextensivel, que volta a

sua posicdo de repouso apds ser defletido; um fio com plasticidade desprezivel.
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classic plastic

(2]
-
c
]
E
=
(4]
Q
»
w

Simulations

Figura 2.2 Comparacio das diferentes morfologias para o empacotamento de fios em cavidades circu-
lares. A morfologia cldssica, para fio de material pouco pléstico, ou bastante eldstico, e aprecidvel atrito
com a cavidade; morfologia espiral, essencialmente para o caso de atrito desprezivel com a cavidade e
material de baixa plasticidade; morfologia plastica, como o nome sugere, para fio de material com alta

plasticidade, como o chamado ‘fio de solda’ (Pbg 60Sno.40). Fonte da imagem Stoop et al [2].

chamado de morfologia pldstica, que na verdade se caracteriza pela auséncia de um padrio, isto
€, pela auséncia de simetrias, ndo existindo, nesta morfologia, uma configuraco final esperada,
ou bem conhecida, ou mesmo alguma configuracdo em torno da qual vérias outras levemente
diferentes se apresentam. Nesta morfologia, a plasticidade do material encontra sua expressao
mais acentuada.

E um fato notével que os resultados experimentais aproximadamente nio dependam do
atrito no sistema. Dito de outra maneira, a configuracdo de empacotamento-rigido ndao € uma

consequéncia do atrito do fio com ele mesmo ou com as placas [3].
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2.2 Abordagem estatistica do problema

Para o empacotamento de fios, se repetirmos o experimento sob as mesmas condi¢des, vemos
que diferentes configuragdes sao obtidas. Isto € um indicio de que ndo poderemos abordé-lo
do ponto de vista do determinismo cldssico, uma vez que nesta abordagem, se conhecemos
as interacdes no sistema, a sua evolucao final é determinada pelo estado inicial; se repetirmos
experimento sob as mesmas condi¢des iniciais, os resultados serdo repetidos.

Alguém poderia argumentar que, na verdade, a razdo para as figuras de empacotamento
ndo se repetirem a cada tentativa se deva a sensibilidade do experimento a pequenas variagdes
nas condicdes para a realizacdo do mesmo. Certamente, flutuagdes na velocidade de injecdo e
na temperatura poderiam influenciar nas propriedades elasticas do fio. Além disso, a presenca
de impurezas no material constituinte do fio e pequenas falhas na qualidade de confeccdo e
apresentacdo do mesmo também poderiam justificar a variedade de “desenhos” observada.

No caso que estamos tratando, suponha que temos uma configuragdo que minimiza a ener-
gia. Se girarmos as placas 180° em torno do eixo de simetria radial, teremos uma configuracao
diferente que continua minimizando a energia. Vamos obter outra configuracdo que também
minimizard a energia se girarmos o sistema 180° em torno da direcdo de inser¢do do fio. Por
meio de composi¢do destas duas operagdes, podemos facilmente obter quatro configuracdes
diferentes, todas minimizando a energia (figura 2.3). Novamente, alguém poderia protestar que
para um caso ideal de um fio totalmente eldstico e sem levar em consideracdo o atrito deste
com as placas ndo terifamos este nimero de possibilidades.

O ponto crucial em defesa de uma abordagem estatistica € que a experiéncia aponta para
a imprevisibilidade dos resultados dos experimentos, quando olhados individualmente. Para

comprimentos do fio maiores que o didmetro, ndo hd uma conforma¢do mais provavel que

506@

Figura 2.3 Possibilidades de empacotamento. Para um mesmo comprimento L de fio injetado na cavi-

dade, podemos ter mais de uma configuracdo minimizando a energia.
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minimiza uma agdo cldssica; numa situacio ideal, para um comprimento de fio (um pouco)
maior que o didmetro, ndo somos capazes de afirmar se o fio vai entortar “para cima” ou “para
baixo”, em relacdo a posi¢do inicial do mesmo. Nao ha fundamento para tal afirmacdo. Assim,
nao hd uma hamiltoniana cldssica. Por isso, em vez de o problema ser intrinsecamente classico,
e uma abordagem deterministica ndo poder ser implementada por dificuldades técnicas, uma
abordagem estatistica, mais que possivel e ttil, € de fato requerida.

Vamos, entdo, desenvolver um tratamento cldssico para o problema do empacotamento de
fios, a partir do qual alguma fisica poderd ser obtida, sabendo que em algum momento precisa-

remos “‘quantizar” a teoria.

2.3 O Modelo matematico

Estamos interessados em modelar o empacotamento de fios em uma cavidade circular, como
mostra a figura 2.1, sem considerar os atritos fio-fio e fio-placas.

Modelando matematicamente a drea entre as placas como a regido D no plano complexo de-
finida pelo interior do circulo unitério, o processo de empacotamento pode ser descrito no disco
como uma deformacao de seu didmetro, de modo a aumentar o comprimento deste, mantendo
fixos os angulos nas extremidades do mesmo. Simulamos a injecdo do filamento utilizando
um mapa zz(¢) que leva o didmetro inicial # € [—1, 1] em uma configuracdo C do fio injetado,
com comprimento L. Entretanto, é conveniente que, embora zz(¢) esteja definido sobre o eixo
real, estendamos este mapa analiticamente para todo o dominio D, isto é, olhemos z; (f) como a
restri¢do de uma transformagao (difeomorfismo) z(¢) que leva o dominio D nele mesmo. Tecni-
camente, pelo uso do teorema do mapeamento de Riemann [9, 10], vemos que as regides acima
e abaixo de C, D e D_, podem ser mapeadas por fungdes analiticas nos semi-discos superior
e inferior, respectivamente (figura 2.4). Entdo, olhando para D como uma variedade complexa,
a restri¢do garante que podemos cobrir toda a imagem de D usando um atlas composto por
dois mapas analiticos simples, z+(w), com overlap na regido contendo a imagem de zz(¢). Por
definicao, um mapa simples leva curvas simples, curvas sem interse¢do, em curvas simples. Por
isso, as fungdes de transi¢do serdo analiticas e ndo haverd interse¢ao pela imagem de z+ (w), ou
simplesmente z(w), na regido de overlap.

Tomando o mapa z(f), com o comprimento L indeterminado, o elemento de linha dI da
curva é dado por

di*> = zzdt? (2.2)

onde 7(¢) = z*(t) é o complexo conjugado do mapa z(z). E, sendo T (¢) o vetor unitdrio tangente
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a z(t), a curvatura k desta curva é calculada [11] como

d

ar| |4
dt

Como primeira tentativa, podemos enunciar nosso problema na forma: Seja z(w) a restri¢ao

do difeomorfismo do disco unitario D em D definida numa vizinhanga de w real. Queremos

encontrar a conformag@o z(¢) do fio, dentro do dominio D, que minimiza a energia [12]

L
E:%AdM. (2.4)

onde o é uma constante e [ é pardmetro comprimento proprio da curva. Este formato para
a energia decorre do fato de estarmos modelando a fase eldstica do processo de injecdao, no
qual a energia da configuracdo é dominada pela energia eléstica de “entortamento” do fio. Por
isso, pensando em termos de a¢do cldssica, a energia usada é andloga a acdo para um sistema
massa-mola sem a parte cinética, uma vez que no nosso caso, consideramos a inser¢ao como
um processo “lento”, adiabdtico, e, do ponto de vista infinitesimal, a curvatura k faz o papel do
deslocamento do sistema massa-mola.

Podemos escrever o vetor unitdrio tangente a curva como 7'(/) = cos (/) +sin 6(1)i, onde
0 € o angulo que a tangente faz com a curva em cada ponto (figura 2.5). Entdo, reescrevemos

a curvatura como

dT de(l)
h=|—| = |27, 2.5
dl dl 2.5)
Utilizamos esta expressdo para k por conveniéncia e escrevemos nossa agdo como
o (L [do\?
E=—|[ dl|— 2.6
2 /0 ( dl ) (2.6)
Dy z(w)
T am

Figura 2.4 Processo de injegdo. A fungdo z(w) leva o dominio D nele mesmo, enquanto o didmetro

inicial € levado na curva C.
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Porém, a evolugdo do sistema descrito por (2.6), ditada pela equacdo de Euler-Lagrange
oL d JL

96 dia@ejan " 2.7)

para a lagrangeana L = (d6/dl)?, leva-nos a equagio do movimento

d>e

cuja solucdo O linear com / representa um arco de circunferéncia e, quando impomos a con-
dicdo de extremidades com angulos fixos, passa a representar uma reta, isto €, um arco de
circunferéncia com raio infinito, que conhecemos como a configuragao inicial do fio. Isto natu-
ralmente resolve o problema, mas ndo € a solu¢gdo que procuramos. Podemos (tentar) encontrar
a solu¢do nao trivial se percebermos que no nosso modelo, até aqui, o fio estd livre, a despeito
do que encontramos no sistema fisico. Entdo, em vez de impormos a condi¢cao de extremida-
des fixas ap6s a extremizacdo da ac@o, podemos fazé-lo diretamente na acdo, por meio de um

multiplicador de lagrange i, escrevendo uma nova ag¢do livre na forma
o [! . 1 .
?’:5/ dt\/z'_ZkZJru{/ dt\/%—L}, (2.9)
-1 ~1

onde usamos a equagdo (2.2), e o ultimo termo, dado por —u L, por ndo interferir nas equacdes

do movimento, pode ser omitido, levando-nos a expressao
a (! . 1 .
3”:5/ dt\/z_zk2+u/ 'z, (2.10)
-1 -1

Note que a ac¢do acima € invariante pela transformacao z — ez apenas se ¢(f) = «, tendo

em vista que em coordenadas complexas T = z/v/7Z e escrevemos a curvatura (com sinal) na

Figura 2.5 Em cada ponto da curva z(¢) em D, definimos 6 como o dngulo que a tangente a curva faz

com o eixoreal z=72.
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forma ..
k= — % ZZ)—;; (2.11)
O vinculo na equacdo (2.10) (de que a minimizagao ¢é realizada quando mantemos o com-
primento total fixo) € implementado pelo multiplicador 1 de modo que
0F
ﬁ =

e, por isso, se pensarmos em termos de transformadas de Legendre, u pode ser visto como a

L 2.12)

varidvel conjugada ao comprimento. Reescrevendo (2.10) convenientemente, ficamos com

L o /do\?
?(L):/O dl [5 (E) —I—?Lcos@]. (2.13)

Entretanto, o novo multiplicador A ndo indica que a extensao total L do fio € fixa diretamente,
mas nos diz que o didmetro da cavidade € limitado e, de modo mais eficiente, encerra a propri-
edade de que o sistema € limitado, na medida em que as extremidades do fio ndo sdo mdveis.
Afinal, qualquer que seja L, a configuracio natural do fio é uma reta, a menos que suas pontas
estejam presas. E importante lembrar que, desta vez, estamos omitindo que o termo do multi-
plicador de Lagrange completo seria na forma A < fOL dlcos 6 — 2) , sem perda significativa.
Novamente, usamos a equacdo de Euler-Lagrange e procuramos as equacdes do movi-

mento, chegando a

d?6 A
que € nada mais que a equacao diferencial para um péndulo com grandes amplitudes [13, 14].
ind delo cldssico de soluca 9 _ 1 d (do)? F0 aci
Seguindo o modelo cléssico de solucdo, usamos que <7 = 575 (W) na equagdo acima e a

integramos em 6 chegando a

1 /do\> A

—|— ) ——cosO=C. 2.15

2 ( dl ) a (15)
Entdo, considerando a analogia com o péndulo, notamos que C = —%cos 0,4x, resolvemos

(2.15) para d6/dl e obtemos

o deo
[ = 4] — . 2.1
/d \/21/\/0059—0059,,% 2.16)

Embora a integral a direita da dltima equag@o ndo possa ser resolvida em termos de funcdes

elementares, podemos manipuld-la de modo a apresentd-la como uma integral tabelada. Para

tanto, fazemos em (2.16) a substitui¢ao

6
cos® =1—2k’sin’¢ k:sin< ";“x) , (2.17)
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onde ¢ é a nova varidvel de integracio, e chegamos 2 expressio’

L\/g:/dq) [\/l—kzsian)]_z (2.18)

onde identificamos a integral acima, quando calculada de 0 a o, como a integral eliptica do

primeiro tipo [15]
o do )
F(k,a) = ——, k"< (2.19)
0 /1—k2sin’@
Porém, até aqui, nossa abordagem foi deterministica; ndo fizemos uso de nenhuma medida
estatistica sobre a E, [, ou qualquer varidvel. Sabemos que uma abordagem estatistica € ne-
cessaria, mas, como implementd-la? A transi¢do de fase encontrada é a ponte que nos leva a

resposta.

2.4 O problema e principais caracteristicas

Trés caracteristicas do empacotamento de fios sdo especialmente relevantes para a implemen-

tacdo da abordagem do problema via técnicas de campos conformes:

* A analogia do empacotamento de fios com o péndulo revela um problema. No caso do
péndulo, existe uma certa amplitude maxima de movimento; nao faz sentido falar em
um movimento com amplitude maior que a amplitude maxima. Por outro lado, se a am-
plitude do movimento for igual ou menor que a amplitude maxima, entdo a evolugdo
do sistema estard completamente determinada. Na descricdo matemdtica que demos ao
empacotamento de fios, L faz o papel andlogo ao da amplitude no péndulo e, como vi-
mos, desde que L seja maior que o didmetro da cavidade, ndo faz sentido falar em uma
conformacao unicamente determinada para o fio. Podemos dizer que L maior que o dia-
metro das placas significa 0 mesmo, no caso do péndulo, de uma amplitude maior que a

amplitude maxima.

* A criticalidade, ou transi¢do de fase (continua), encontrada ao fim do processo de injecao,
na qual um comprimento méximo L de fio € atingido, indica que ferramentas utilizadas
na descricao de outros fenémenos criticos poderdo ser usadas. De fato, experimentos e

simula¢des fornecem alguns expoentes criticos para o problema.

3a mesma substituicio conduz 2s relagdes: cos® — cos Oy = 2k*cos? @, sin@ = 2ksingy/1 —k2sin’¢ e

sin (0)d6 = 4k*sin(¢) cos(¢)d .
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* Fungdes analiticas sdo usadas para descrever a introducio do fio na cavidade, de modo
que a nado intersecao do fio com ele mesmo € implementada por definicdo. Essenci-
almente, utilizando funcdes analiticas, levamos os semi-discos superior e inferior em
duas regides simplesmente conexas (figura 2.4) de modo a representar o processo de
inje¢do como a deformacdo de Dy e D_, por meio do teorema de Riemann. Mais pre-
cisamente, para que as regides se mantenham simplesmente conexas, consideramos que,
embora o fio fisico possua uma certa espessura, a curva C dispde de diametro nulo e,
assim, ainda que o fio se encontre com ele mesmo em alguns pontos na configuragcdo de

empacotamento-rigido, a curva C todavia nio se toca.

Buscamos um modelo que forne¢a médias sobre observdveis, mas nio existe uma hamil-
tonia cléssica para o empacotamento de fios a partir da qual possamos usar métodos usuais de
quantizacdo para obté-las. Desde que possamos usar as técnicas de campo conforme, podemos
quantizar uma teoria, e, por exemplo, calcular funcdes de correlagdo sem lidar explicitamente
com a hamiltoniana cléssica para o sistema.

Veremos no proximo capitulo que € natural utilizar técnicas de campo conforme na des-
cricdo sistemas criticos. No capitulo 4, em razdo de considerarmos apenas a fase eldstica do
empacotamento de fios, isto €, assumirmos que a variagdo de energia do fio inserido € total-
mente eldstica de entortamento, vamos comparar os resultados do modelo teérico, no qual as

funcdes analiticas ocupam um lugar especial, com os resultados para a morfologia cléssica.



CAPITULO 3

Introducio a teoria quantica de campos

Além de reunir ferramentas essenciais para o estudo em fisicas atdmica e nuclear, astrofisica e
fisica da matéria condensada, a teoria quantica de campos (QFT)! é a linguagem, o ambiente e o
arcabouco matemadtico naturais quando descrevemos as interacdes entre particulas elementares
[16]. Por outro lado, para sistemas estatisticos definidos sobre redes e suficientemente proximos
a um ponto critico, torna-se natural assumir que suas configuracdes variam suavemente com
a separagdo dos sitios e adotar um formalismo baseado em quantidades continuas como um
campo @(x).

A formulacdo de modelos estatisticos, ndo apenas os que sdo definidos em redes, via QFT
tem a vantagem de simplificar o estudo dos fendomenos criticos, ajudando a selecionar alguns
dos aspectos mais importantes das transi¢cdes de fase, como aqueles relacionados as simetrias e
a dimensionalidade do sistema, alcancando resultados com grande generalidade.

Neste capitulo, estudaremos uma pequena amostra de QFT e sua relagdo com mecanica
estatistica, o que seré bastante relevante para a compreensao dos proximos capitulos. O leitor

uma vez familiarizado com tais conceitos pode prescindir deste capitulo.

3.1 Introduciao aos campos

Visto que através de E = mc? podemos relacionar energia 2 massa de uma particula, impli-
cando, a principio, que particulas podem surgir a partir de outras formas de energia, ou mesmo
ser destruidas, convertendo-se em energia, a mecanica quantica nao-relativistica (MQ), ex-
pressa pela equacdo de Schrodinger, mostrou-se limitada. Na formulacdo nao-relativistica, um
sistema fechado contendo n particulas interagentes, descrito por uma funcao de onda y jamais
deixard de conter exatamente n particulas. Com o objetivo de casar a relatividade especial (RE)
e MQ, rapidamente alguém avistou um problema: em RE, as coordenadas do tipo tempo e do
tipo espago sdo tratadas em “pé de igualdade”, enquanto em MQ, o tempo é um parametro da

teoria, contrastando com a posicdo (espacial), que recebe o status de operador. A priori, po-

Aa ¢

Ido inglés “quantum field theory”.

16
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deria nao ser possivel conciliar RE a MQ, mas este ndo foi o caso [17]. Ingenuamente, como
resultado da unificacdo de RE e MQ, dois tipos de teorias seriam possiveis: em um tipo, o
tempo seria “promovido” a condicdo de operador, assim como a posi¢cdo; no outro tipo, ambos
receberiam o status de parametro. Vamos explorar um pouco essas duas possibilidades.
Promovendo a coordenada do tipo tempo T a operador, e lembrando que em teorias relati-
visticas existe mais de uma nocio de tempo, podemos utilizar o tempo préprio? T da particula
como o parimetro temporal na teoria. Na representacio de Heisenberg?, definimos os operado-
res de posi¢do X*(7), com X U= T. Seguimos esta linha de argumentacio e logo encontramos
problemas: existem infinitos candidatos para a funcdo monotdnica 7, e, a priori, ndo existe
algo que impega a existéncia de mais de um pardmetro para os operadores X*. Poderiamos
escolher dois pardmetros relevantes, definindo X* (0o, 7) e, variando esses pardmetros, terfamos
uma folha-mundo, em vez de uma linha-mundo, de modo que X* (o, 7) descreveria a propaga-
¢do de uma corda no espago-tempo, em vez de uma particula. De fato, escolher cordas abertas
ou fechadas como entidades fisicas fundamentais € o ponto de partida da Teoria de Cordas.
Por outro lado, temos o segundo formalismo: rebaixamos a posi¢do a condi¢do de pardme-
tro em certos operadores. Um conjunto destes operadores € chamado de campo quantico, o

qual denotamos por @(X,?) e, na representagio de Heisenberg, escrevemos:

o(x,1) = Mg (x,0)e /M (3.1)

Chamamos este formalismo de Teoria Quéntica de Campos. A principio, ambos os for-
malismos podem ser utilizados para descrever os mesmos fendmenos, entretanto QFT tem se
mostrado mais conveniente e eficiente na maioria dos problemas.

Inicialmente, podemos partir de campos cldssicos @(x,7), que se comportam como fungoes
dos parametros, e ir em busca de campos quanticos, uma vez que uma descricao quantica da
natureza necessita de objetos como operadores. Essencialmente, dois caminhos sdo utilizados:

quantizacdo candnica e quantizagdo por integrais de trajetoria.

3.2 Integrais de trajetoria

O conceito de integrais de trajetéria pode ser introduzido heuristicamente a partir da andlise

de um experimento de dupla fenda (veja a figura 3.1 (a)). Neste experimento, a amplitude de

21 é o tempo medido no referencial da particula.

3No qual o estado do sistema néo depende do tempo, ao contrario dos operadores da teoria.
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Figura 3.1 A esquerda (a), o experimento de dupla-fenda para particulas massivas. A direita (b), o

experimento com vérias fendas e dois anteparos entre a fonte S e o detector O.

probabilidade de uma particula que partiu da fonte S ser detectada no ponto O, tendo passado
por uma das duas fendas A e A, é dada por um postulado fundamental em MQ: o principio da
superposi¢do. Calculamos esta amplitude A como a soma das amplitudes de probabilidade de

a particula ter chegado a O passando por A; e passando por A,; matematicamente, escrevemos
AS§—=0)=AS—A = 0)+A(S— A — 0) (3.2)

e, pelo fato de essas amplitudes serem complexas, a probabilidade P = |A(S — O)|? exibira pa-
droes de interferéncia. Analogamente, para a situacao ilustrada pela figura 3.1 (b), a amplitude
de probabilidade seria
3 4
AS—=0)=) Y A(S—A;—B;—0). (3.3)
i=1j=1
Procedendo com a andlise, poderiamos acrescentar mais anteparos com varias fendas e no

limite de infinitos anteparos, cada um com infinitas fendas, terifamos

A(S—0) = Z A(S — O por uma trajetéria particular) (3.4)
trajetdrias

Matematicamente, em MQ, a amplitude de propagacdo de um ponto g7 a g, em um in-
tervalo de tempo T, é governado pelo operador unitdrio U = e~"#7  onde H é a hamiltoniana.
Denotando por |g) o estado da particula em ¢ e dividindo o intervalo em N segmentos, cada um

com a durag@o de 0t = T'/N, escrevemoas a amplitude
arle ™ |qr) = (qple e MO .o~ g (3.5)

Usando que |g) forma um conjunto completo de estados (uma base), temos que | |g){g| = 1,

se considerarmos a normaliza¢do (¢'|q) = 6(¢' — q), onde & representa a distribui¢do delta de



3.2 INTEGRAIS DE TRAJETORIA 19

/’—_____‘-‘\-\
—— T \\
- - == ~
= ~ —————— [ Yo
“ - > =
e - ~ //
— ’/ /
N — ST~ -7
?—.——--’ 7/ ~‘-._..--’/
\\ o — 7
N g =g o= i ) 4
N P i pmi
N

Figura 3.2 No limite de varias fendas e varios anteparos entre a fonte e o detector, usando a fisica do
experimento de dupla-fenda, vemos que a amplitude de propagacdo de uma particula de S a O € obtida

quando efetuamos uma soma sobre todas as trajetdrias possiveis no espago.

Dirac, podemos fazer

(qrle™|qr) = (3.6)

N-1
=(I1 /dqj) (arle ™ \gn_1)(an—1le ™ |gn_2) -~ (q2le ¥ |q1) (q1le ™ |q1)
=1
Vamos focar apenas no fator individual (g, 1|e~%|q;). Assumindo que H = (p?/2m)+V (§)
e utilizando a relagdo exp(A + B) = exp(A) exp(B) exp(—[A, B] /2), temos
» i _ 2
<q]‘+1’€ lHSt’q]'> _ <q]‘+1‘€ i(p /2m)5te 1V6t60(6t )|qj>

dp —i(p?/2m —i
[ 52 agale R ) (ple=¥¥|g )

onde na dltima linha usamos que [(dp/27)|p)(p| = 1. Ento, usando {(g|p) = €P¢ e a integral
gaussiana [ dxe= %" =\ /= /&, calculamos

» d . 2 qj+1—4j
(qj1le % q)) = /%exp{—l& [i—m—pwé—t])nLV(CIj)]}

_ m 1 (gj+1—9)° ‘
- ,/Zm&exp{z& [EmT—V(q]) 3.7)

A quantidade entre colchetes na equacdo acima ¢ a agdo infinitesimal S'(g;,q¢+1,0t) que cor-

responde a passagem do sistema no estado |g;) para o estado |g;41) em um tempo 8¢, de modo

que em primeira ordem escrevemos

m (g -
(gj1|U(BD)|gj) = | 5 se® @010, (3.8)
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Segue que a equagdo 3.6, tomando N — oo de modo que cada trajetdria seja divida em partes

infinitesimais, pode ser escrita na forma

(e U©)lar) = [ ldgle (39)

- [a Bmc]z—V(q)] ¢ ldg)= Jim H {\/; } (3.10)

onde chamamos [dq| de funcional ‘medida de integra¢do’. Poderiamos chegar a esse resultado

com

ainda que partissemos de uma hamiltoniana H (g, p) mais geral [17].
Este método de quantizacdo pode ser generalizado para N particulas diretamente. Neste

caso, a hamiltoniana fica
H= Z—p, ~,4N) (3.11)

entdo, reescalando algumas constantes e, no limite continuo, fazendo identificagdes [18] como
4= iox aoex)=ek), Y [d (3.12)
i

temos finalmente a integral de trajetdria definida para um campo escalar em d = (D + 1) di-

mensdes no espago-tempo

f .
(or(xtploitx.) = [ [dgle (313

Quantizagdo por integrais de trajetdria serd util no célculo de func¢des de correlacdo. Além
disso, o conceito de soma sobre todos os caminhos desempenhara outro papel importante, como

veremaos.

3.3 Funcoes de correlacao

Em QFT, estamos interessados em amplitudes de espalhamento entre estados assintéticos (par-
ticulas livres), visto que através dos espalhamentos podemos saber como as particulas inte-
ragem. Tais amplitudes sdo chamadas de propagadores ou funcoes de Green, ou ainda, na
linguagem de mecanica estatistica, fungées de correlacdo.

Definimos a fun¢do de correlagdo de n pontos como

(@(x1)@(x2) - @(xn)) = (O] T(@(x1)@(x2) - - @(x1))|0) (3.14)
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onde |0) € o vécuo (estado fundamental da teoria), estamos omitindo os indices do quadri-vetor

x, e J é o operador de ordenamento temporal, o qual organiza os demais operadores na forma

T(@()P(2) - 9(xn) = 1) @(x2) - @) se n=a{>x3>...>x (315
Por meio de integrais de trajetdria, podemos calcular fungdes de correlagdo como

1)0(xs)- - 0(x.))e-Selo(x )]
(9L1)(s2) - pl)) — LOLLALP e 2 316

onde efetuamos uma rotacdo de Wick, isto €, definimos todas as fungdes de correlagdo no tempo
imaginario, através do mapeamento t — —i7 (7 € R). Como a métrica do espago-tempo deixa

de ser a de Minkowski para se tornar uma métrica euclideana, as quais definimos como
| diag(1,-1,—1,...,—1) (Minkowskiano)
My diag(1,1,1,...,1) (Euclideano)

chamamos este método no tempo imagindrio de formalismo euclideano. A agdo euclideana é
definida como iSg[x(7)] = S[x(r — —it)], porém, tendo em vista que seguiremos trabalhando

no formalismo euclideano, omitiremos o indice “E” e substituiremos T por W=z

3.3.1 Propagador do béson livre

Considerando uma acao genérica para um campo quantico ¢ e a fungdo de correlacdo

(X) = % / [dp)Xe S0 (3.17)

onde X denota uma expressdo envolvendo @, realizamos uma transformacao infinitesimal ¢ —

¢+ 8¢ e temos que (X) — (X + 6X), implicando em
! OX 5 p1e-Slol-(55/50)50
(X) +(8X) = (X) = z/[dqo]{X+%6(p}e . (3.18)

Expandindo o exponencial do lado direito da equagdo acima e usando a equacao (3.17), vemos

que

_1 _x 050X, < Sl
0= Z/[d(p]{ XS0 50109 (3.19)

de onde temos, para arbitrdrios X e S, que

oS oX
<X%> - <%> 520
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No caso especial onde X = @(x) e Sg = %fdzx{auq)a“(p +m?@?} é a acdo para o béson de

massa m, livre de interacdes, segue que
g (=9 dy +m?) K (x,y) = 8(x—y) (3.21)

onde g é uma constante de proporcionalidade, as derivadas do lado esquerdo sao calculadas em
relacdo a x* e K(x,y) = (¢(x)@(y)) é o propagador para o béson livre. Vemos pela forma da
equagdo acima, que K (x,y) é uma func@o de Green. Por causa das simetrias translacional e ro-
tacional (do sistema livre de intera¢des), podemos escrever K (x,y) = K(r = |x—y|). Integrando

(3.21) em coordenadas polares, temos

r 1 0
1= 2mg [ dpp |~ 2 (oK () + K p) 62
0 pap
onde o caso m = 0 pode ser rapidamente integrado, a menos de uma constante aditiva, na forma
1
K(r)=———1 3.23
(r) 27 nr (3.23)
de modo que
1
=———In(x—y) 3.24
(p(x)o(y)) Ire n(x—y) (3.24)

€ o propagador para o boson livre sem massa.

3.4 Simetrias e leis de conservacao

Dizemos que uma lei da fisica apresenta uma simetria quando esta lei ndo muda por alguma
transformagdo. Nesta secdo investigaremos as consequéncias da existéncia de simetrias nos
sistemas fisicos, embora, no que se segue, estajamos interessados principalmente em simetrias
continuas. De fato, “a importancia das simetrias em fisica moderna nido pode ser superesti-

mada” [18] e através do teorema de Noether, isso fica mais claro.

3.4.1 Transformacoes continuas

Vamos estudar os efeitos de uma transformagdo continua, atuante na posi¢cao € no campo como
x = X
o(x) = ¢'(X)=5(o(x) (3.25)

sobre um funcional de acdo

5= [ d't(p.0,9). (3.26)
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onde, em geral, £ depende apenas do campo e de suas primeiras derivadas. Pela transformacao

(5.5), a agdo se transforma como
S = [aee/ )00 ()
_ / ax| S £ {5 (0(), (0 10x ) 9T (9(x)) | (3.27)

onde |dx'/dx| é o jacobiano da transformag@o x’ — x. Estamos particularmente interessados

8_x’
ox

em um exemplo de transformagdo: a transformagado de escala, definida na forma

X = Ax

¢'(Ax) = A "0() (3.28)

onde A é um fator de dilatagdo e A é a dimensdo de escala do campo ¢. Neste caso, a a¢do

transformada é

s — Ad/ddxz:(x—%,x—l—ﬁaaqo) (3.29)

e, se considerarmos a agio para o campo bosdnico sem massa S = [ d?xd,d“¢, podemos
verificar que a escolha A = (d —2)/2 mantém S invariante. Se, por outro lado, adicionarmos
@" a lagrangeana, esta serd invariante se n/A = d, ou n = 2d/(d — 2), permitindo, para n par,
apenas as possibilidades d = 3 e d = 4; ndo € possivel, por exemplo, termos uma teoria massiva

com invariancia conforme em duas dimensoes.

3.4.2 Teorema de Noether

Vamos discutir a relac@o entre simetrias e leis de conservag¢do em teoria cldssica de campos [16].
O teorema de Noether, que implementa essa relacdo, diz respeito a transformagdes continuas
no campo ¢ na forma

P(x) = ¢'(x) = o(x) + 2 A ¢(x) (3.30)

onde o é um pardmetro infinitesimal e A@(x) é alguma deformagdo na configuragao do campo.
Chamamos esta transformagdo de simetria porque ela matém as equagdes do movimento para
0 campo invariantes, isto é, se a transformacao acima € uma simetria, entdo a acdo cldssica é
invariante por tal transformacao, implicando que a lagrangeana também deve ser invariante, a

menos de uma quadri-divergéncia, na forma

L— L+ ad,d%(x) (3.31)
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para algum J¢. Podemos comparar este resultado com o célculo explicito de AL, obtido pela

variagdo dos campos como

oL oL
alANL = %(aA(p)jtmaa(aAtp)
20 20 20
= <a<aa<p> A"’) e {% o (aw;qo)ﬂ pe G

O termo entre colchetes é identicamente nulo pelas equacdes de Euler-Lagrange. Logo, se

definirmos a parte restante como d,J*, vemos que

L
9(0.9)

¢ uma corrente conservada. Também podemos expressar a lei de conservacao através da equa-

9,j(x) =0 com jUx)= AR (3.33)

¢cao

0= [arj (334)

onde a integral é calculada sobre todo o espago e € constante no tempo.
O teorema de Noether pode ser aplicado por exemplo a transformacdes no espaco-tempo

como translagdes e rotagdes. Infinitesimalmente, escrevemos essas transformagdes como
xt— x4+ et (3.35)
enquanto os campos transformam na forma
P(x) = @(x+¢€) = @(x)+€dap(x). (3.36)
A lagrangeana transforma da mesma forma, por também ser um escalar, de modo que
L— L+e9,L=L+€"9,(8%L) (3.37)

e comparando com a equacgdo (3.31), encontramos J“ e quatro correntes conservadas (uma para

cada valor do indice a em (3.35)):

a — aL a

o qual chamamos de tensor de energia-momento para o campo ¢.
Portanto, o teorema de Noether diz que, classicamente, a invariancia da a¢cdo por uma trans-

formacgdo continua implica na existéncia de uma corrente conservada.



3.4 SIMETRIAS E LEIS DE CONSERVACAO 25

3.4.3 Transformacao das fun¢oes de correlacao

No nivel quantico, as func¢des de correlacdo sdo alguns dos principais objetos de estudo [19];
precisamos verificar como elas se comportam por uma transformagio de simetria. Considere
uma teoria de campos com ag¢io S[¢@] invariante por (5.5) e uma fungio de correlagdo geral na

forma

(0) - 9() = [dolpta) - plxe S© (3.39)

onde Z = [[d¢gle5(®) é o funcional do vacuo. Constatamos a forma como a equagio acima se

transforma verificando que:

(ph)-+-0) = 5 [ldelpti)---gty)e S

Z

1 (o
= 5 [1d919/ ()¢ (e

1

= 5 [T (o) F(p())e @

onde usamos por hipétese que S € invariante pela transformagao (5.5) e assumimos que medida
de integracdo possui um jacobiano que independe de @, o que ndo acontece em geral. Segue

que
(0(x1) - @(x,)) = (F(@(x1)) - F(@(x7))) (3.40)

e, por transformacdes de escala,

(Q(AX)) - @(Ax))) = A~ 21 A2 (@(x1) -+ 9 (x})). (3.41)

Poderiamos verificar, conforme [19], que para translagdes X' = x + a e transformagdes de Lo-

rentz X' = Ax, as fungdes de correla¢do se transformam como

(p(x1+a) - @(xnta) = (@i1+a) - @(x,+a)) (3.42)
(A yx]) - o(Ayx,)) = (o)) o(xy)) (3.43)

respectivamente, onde A satisfaz 1,y A* AV 5 = Npo.

O teorema de Noether € um resultado cldssico, ndo podendo em geral ser estendido para
o caso de campos quénticos. E possivel que a medida de integragdo néio possua a simetria da
acdo, e, neste caso, dizemos que a simetria é anomala. Porém, classicamente, as simetrias da

acao produzirdo alguns vinculos nas fungdes de correlagdo: as identidades de Ward.
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3.4.4 Definicao alternativa para o tensor de energia-momento

O tensor de energia-momento é um objeto fundamental em teoria de campos. O modo mais
util de defini-lo € em termos da resposta do sistema a uma varia¢do infinitesimal da métrica do
espaco gup. Vamos assumir que a a¢do admite uma extensdo covariante S[@] — S[@, g|. Isto é,
vamos supor que podemos escrever a acdo de tal forma que ela seja um invariante de Lorentz,

onde g representa uma métrica arbitréria
ds® = gap(x)dxdx? (3.44)

de forma que quando g for a métrica do espago plano, S[@, g] retorna a sua forma original S[¢].
Entéo, por uma transformacéo infinitesimal (de coordenadas) g, — gup» + 0gap» @ variacdo da

acdo tem a forma
1
858 = = / dxT% &g, (3.45)

Podemos entender a expressao acima como a defini¢cio do tensor de energia-momento. Vamos
analisar como, por efeito de uma transformacdo geral de coordenadas x* — x% 4 €%, a acdo

varia. A métrica se transforma como

ox¢ dx4
8ab = 5/ 9b8ed = 8ab (0u€p + Ipea), (3.46)
de onde identificamos 8g,, = —(d,€, + 94€p). Logo, escrevemos a variagio da acao:
1
58S = 5 / dxT% (e, + dpe,) = / AT 9, (3.47)

visto que sempre podemos assuimir 7%’ simétrico. Quanticamente, a defini¢iio (3.45) nos leva
a seguinte andlise. O funcional de vicuo Z[g| e a medida de integragdo [d¢], dependem ambos

da métrica:
Zlg] = [ ld@),exp{~Sl. 5]} = exp{~Wlg]) (348
onde definimos o funcional conexo W[g|. Por uma varia¢o infinitesimal dg da métrica, o

funcional de vacuo se modifica como
1 a
Zg+3e = [laol {1+ [ @'x/a66sT" fexp(-Slp.s)

= Z[g]—i—%Z[g] / dx\/g8 g, (T) (3.49)

onde incluimos o termo /g para que a a¢do seja invariante por difeomorfismos, e assumimos
que o tensor de energia momento contabiliza a variacdo da acdo e da medida de integracdo, se

houver alguma. A variacao do funcional de integracdo fica na forma

_5Z[g B

SWlg] = Z[g]] _ —% / a5 /38 0 (T) (3.50)
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e, em notacdo funcional, temos o valor esperado

2 8W[g]
N3 88ap(x)

Vemos que, diferentemente do caso cldssico, a definicdo quantica do tensor de energia-momento

(T (x)) = (351)

envolve uma média.

3.5 QFT e mecanica estatistica

Veremos nesta se¢io de que forma QFT esta relacionada & mecanica estatistica e como podemos
usufruir desta proximidade no contexto de fendmenos criticos. Para tanto, se faz necessario in-
troduzir alguns conceitos da mecanica estatistica, principalmente aqueles relacionados hipdtese

da invariancia conforme em sistemas criticos.

3.5.1 Introducao a mecanica estatistica

Em mecéanica estatistica, estamos interessados em descrever o comportamento de sistemas
constituidos por um grande nimero de particulas, possivelmente, em interagdo, as quais, de-
vido a complexidade, ndo podem ter seus estados determinados com exatiddo. A ideia que re-
solve este problema, e permeia o estudo estatistico de sistemas complexos, é a de que qualquer
quantidade fisica, como energia e magnetiza¢do, pode ser vista como uma média estatistica,
calculada sobre um ensemble de microestados, que sdo especificados pelas caracteristicas das
particulas quando examinadas de “perto o suficiente”, tais como a exata configuracio (posi¢ao
e momento) de cada particula, classicamente, ou, 0os niimeros quanticos de todas as particu-
las, no caso quantico. Por outro lado, caracterizados por um nimero finito de parametros,
como pressao, temperatura, magnetizagdo, entre outros, os macroestados retratam os sistemas
do ponto de vista da “observagdo ordinéria”. Procuramos, entdo, determinar o comportamento
macroscopico dos sistemas a partir dos modelos microscopicos da mecanica estatistica.

Em um sistema isolado a energia se conserva de sorte que para cada macroestado podemos
ter um ndmero grande de microestados equiprovaveis, cada um levando as mesmas caracte-
risticas macroscopicas, todos com a mesma energia (e conservando outros vinculos, como o
volume, por exemplo). Precisamos, naturalmente, do ponto de vista da teoria, calcular uma
média sobre todos 0s microestados para determinar os parametros macroscopicos de interesse.
Para isso, supomos que o sistema vai passar com a mesta taxa de repeticdo por todos os estados

permitidos, durante sua evoluc¢do, de modo que a média sobre periodos longos de tempo serd
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igual 2 média sobre um ensemble (“conjunto de amostras”) de estados com mesma energia,
equiprovaveis. Este ensemble é chamado de ensemble microcanonico.

Escolhemos o ensemble apropriado para cada sistema a depender do isolamento do mesmo.
Um sistema S em contato térmico com a vizinhanga, em vez de totalmente isolado, pode trocar
energia com a mesma, de modo que seus microestados possiveis apresentam diferentes valores
de energia e ndo podemos usar o ensemble microcandnico. Neste caso, a probabilidade P, de

que um microestado com energia E; seja de fato o estado de S depende apenas de E;:

1 1
Pi=_exp—PE  p= (3.52)
onde T é a temperatura absoluta e a funcdo de particdo Z =Y ;exp —BE; é a normalizacdo da
distribuicdo P;, a qual é chamada de distribui¢do de Boltzmann e define o ensemble candnico.
A funcdo de particdo € a funcdo geradora de todas quantidades termodinamicas de interesse.

Por exemplo, a energia média em um ensemble candnico é obtida na forma

1 107
U:z;Eiexp—BEi:—z%. (3.53)
Introduzindo a energia livre F = —T logZ, temos
Jd F
U=-T>"——. 3.54
aTT 529

e, genericamente, outras quantidades macroscépicas sao relacionadas com Z, ou com F.

3.6 Modelos estatisticos classicos

Em geral, no estudo de mecénica estatistica, encontramos sistemas altamente complexos e ape-
nas para um pequeno nimero destes sistemas, na pratica, conseguimos calcular fun¢des de par-
ticdo Z, mesmo de modo aproximado. Assim, como usualmente ocorre em fisica, sd@o criados
modelos simplificados, frequentemente, em termos de varidveis discretas cldssicas definidas
em redes, como o modelo de Ising, que € o modelo mais conhecido.

O modelo de Ising consiste de uma rede (geralmente quadrada) de spins s;, cada um assu-
mindo o valor 1 ou —1. Cada sitio na rede é indicado pelo indice i € [1,N], onde N corresponde
ao niimero total de sitios. Neste modelo, temos 2V configuracdes s = {s1,82,...,SN} possiveis,
cada uma com energia

Els| = —JZSiSj — hs;s; (3.55)
(i)



3.6 MODELOS ESTATISTICOS CLASSICOS 29

onde a notac@o (ij) nos diz que a soma é feita sempre sobre sitios vizinhos na rede; ndo é con-
siderada a interag@o entre spins que estejam a distancia entre dois sitios vizinhos. O termo J
representa a energia de interacio entre spins (J > 0 para ferromagnéticos e J < 0 para materiais
antiferromagnéticos) e /& nos diz a energia de interacao de cada spin com um campo magnético
externo. A partir do formalismo candnico e da expressao acima para a energia de cada confi-

guracdo, podemos determinar quantidades termodinamicas de interesse como a magnetizagao

1
nz L T ) esol=pel)

1 oF
= “Non (3.56)

M = (s;)

onde (...) denota uma média sobre ensemble. Outra quantidade interessante, que nos diz como

a magnetizacdo varia com o campo externo, é chamada de susceptibilidade magnética

oM 10 |1
X—tho = Non ;% Zi,sz’ exp(—BE[s])
1
= ]W{<st2()lal>_<stotal>2} (357)

onde s;,,; = Y.; 5i- Entdo, a susceptibilidade € proporcional a varidncia do spin total e mede sua

Sflutuagdo, além de estar relacionada a funcdo de correlagao
G(i—j) = <Sl'SJ'>. (358)

Por cauda da homogeneidade na rede, isto é, da invariincia translacional, G(i, j) s6 pode ter de-
pendéncia na forma |i — j|. Definimos também, como na equagdo (B.2), a funcéo de correlagdo

conexa
Ge(i— ) = (sisj) — (si)(s)), (3.59)

a qual mede a dependéncia estatistica miitua dos spins s; € s; € Nn0os permite escrever a suscep-

tibilidade como

x=BY G(i). (3.60)
i=0

Outros modelos estatisticos surgem como incrementa¢des do modelo de Ising. Por exem-
plo, um tratamento mais realistico do ferromagnetismo € realizado quando assumimos o spin

como um vetor unitirio n na equacgdo (3.55), de onde obtemos

Els)]=-J) ni-n;—Y h-n (3.61)
(i) i
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onde h naturalmente representa o campo externo. Este é 0 modelo de Heisenberg, ou o modelo
O(n) cléssico, onde n é o nimero de componetes do vetor n.
No contexto de fendmenos criticos, € conveniente trocarmos as redes por meios continuos.

Neste sentido, reescrevemos a hamiltoniana (3.61) na forma
Eln] = / dx{Jn - n—h-n} (3.62)

desta vez, substituindo n; e h; por n(x) e h(x), respectivamente. O gradiente Jd; é o andlogo
ao termo de interagio com o vizinho mais préximo do caso discreto. O vinculo n?> =1 é

implementado, no caso continuo, quando consideramos

5 [atene =1 (3.63)

Assim, obtemos o modelo esférico, que difere do modelo O(n) por causa do vinculo acima.
Também podemos implementar o vinculo n?(x) = 1 quando definimos um modelo onde é
improvavel que nz(x) seja diferente de 1. Isto pode ser feito se escolhemos um potencial
V(|n?(x)|) quartico com um minimo em |n?| = 1. Escolhendo uma nova normalizago, o fun-

cional de energia (3.62) pode ser tomado como
1 1
El] =5 / d{9n - dn — 70 + Su(n? )’} (3.64)

onde a posi¢do do minimo de |n?| depende dos valores de e u.
Entretanto, se n possui apenas um componente ¢, obtemos um modelo mais simples, muito
conhecido em QFT, chamado de modelo (p4. O caso u = 0, conhecido como modelo gaussiano,

tem solucdo exata e energia

Elp] = % / d?x ((Vo)* + ue?) (3.65)

Vemos, explicitamente, a relacdo entre QFT e mecéanica estatistica quando estudamos o0s
modelos continuos. A fungio de particio do modelo ¢* é calculada quando, por meio de uma

integral funcional, fazemos a soma sobre todas as configuragdes possiveis:
z = [ldglexo(~BElg)
1 1
= Juglexn{ -5 [ataiv0)+ 2o+ ugtl} 366

A fungdo de parti¢cdo de um modelo estatistico d-dimensional € claramente semelhante ao fun-
cional de vicuo de um campo quintico em um espago-tempo d-dimensional, no formalismo

euclideano, conforme equacao (3.48).
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3.6.1 Mecanica estatistica quantica

Em mecanica estatistica quantica, estamos interessados nas flutuacdes térmicas e também na
indeterminag@o quantica nos valores das quantidades fisicas em cada microestado. Definimos
a funcao de particao

Z=Y e Pl =Trp (3.67)
n

onde Tr p representa o traco do operador p = ¢ BH chamado de operador de densidade, e H é
a hamiltoniana do sistema. A média de um operador A é dada por

(A) =Y (nle P Aln) = Tr(pA) (3.68)

n
Claramente, ha uma semelhanca entre o operador de densidade e o operador quantico de

evolugio U = e~*A?, Vamos, entdo, introduzir o formalismo lagrangeano em mecénica estatis-

tica. Para um tnico grau de liberdade, consideramos o kernel do operador de densidade
p(xy.xi) = (xrle P ) (3.69)

Adaptamos a integral de trajetdria a este kernel por meio da rotacdo de Wick ¢+ — —it, onde
7 é uma varidvel real variando de 0 a . A agdo S[x(z)] se torna a agdo euclideana Sg[x(T)],

enquanto o kernel de p se torna

(xr.B)
p(xpixi) = /( " dx)exp—Sglx (3.70)
e a fungdo de parti¢do pode ser expressa por
Z= /dxp(x,x) = /[dx] exp —Se[x] (3.71)

onde todas as trajetérias com x(0) = x(f8) contribuem. O valor esperado de um operador A é

calculado como
1
) = 5 [ dxtxlpak)

1 (x7,B)
= 5 [dxay [T adplal e -sel
70)

(i
1
= 5 [dxAG(0)) exp Szl (372
onde supomos que A = A(x) de modo que (y|A|x) = A(x)S(x—y). Vemos, finalmente, que o va-

lor esperado de A foi calculado usando as integrais de trajetoria, relacionando QFT a mecéanica

estatistica.
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3.6.2 Fenomenos criticos

Transicoes de fase continuas s@o de interesse de grande interesse para este trabalho pela sua
relacdo com invaridncia conforme. Nesta subsecdo, veremos como essa relacio se d4 intuitiva-
mente.

Na subsecdo B.1, vimos que a funcdo de correlagdo se comporta, para r >> 1, como
Ge(r) ~ e "1 (3.73)

onde &(T') é o comprimento de correlagdo. Para o modelo de Ising [19], quando T estd préximo

a T, podemos escrever & (T) na forma

1
T —T|

& (3.74)

Esta divergéncia no comprimento de correlagdo € a principal caracteristica das transicoes de
fase continuas. Nas proximidades de um ponto critico, sistemas de spin, como o modelo de
Ising, s@o caracterizados pela formacdo de dominios de diferentes magnetizacdes. De modo
grosseiro, o tamanho destes dominios deve ser &, tipicamente, a escala maxima de correlagdo
dos spins. De fato, dominios de vérios tamanhos menores que o comprimento de correlacio sao
observados. De outra forma, a funcdo de correlagdo G.(i — j) deveria ter um maximo quando
(i— j) ~ & e um valor aproximadamente nulo abaixo desta escala, o que ndo é observado [19].

Podemos ver isso se notarmos que a susceptibilidade y, por exemplo, diverge como
x=5~ (T~ 7,)7 74 (3.75)

e entdo compararmos a expressdo acima com a equacdo (3.60). Logo, os spins flutuam for-
mando dominios com vérias escalas de comprimento, da separagdo da rede [ até &.

Quando a temperatura do sistema atinge a temperatura critica ou estd proxima a ela, &
excede o comprimento fisico L do sistema (supondo que o mesmo estd contido em uma caixa
quadrada de lado L). Heuristicamente, neste caso, a fun¢ao de correlagdo nio tem espaco para

decair exponencialmente e sua dependéncia espacial deve ser algébrica, na forma

. 1
em conformidade com a equagdo (B.3). Se um sistema estatistico, definido sobre uma rede,
estiver suficientemente perto do ponto critico, o comprimento de correlagdo se tornard muito
maior que o espacamento entre os sitios, de tal forma que € natural assumir que as configuracdes

do sistema sdo suficientemente suaves e adotar um formalismo baseado em campos, trazendo



3.6 MODELOS ESTATISTICOS CLASSICOS 33

as vantagens de explicitar as simetrias e a relacdo com a dimensionalidade do sistema. Préximo
a transi¢do, temos
z=Y e Hlsih) ~ /@go(x)es[("]7 (3.77)
{si}
onde D¢ (x) = [d¢]. Exatamente no ponto critico, o comprimento de correlacdo diverge para

infinito: a teoria de campos correspondente se torna invariante por uma dilatagcao
x4t — Ax“, (3.78)
enquanto os campos @; associados aos parametros de ordem se transformam como
¢ — A", (3.79)

onde /\; denota a dimensdo de escala, ou dimensao andmala, do campo ¢;.



CAPITULO 4
Empacotamento de fios e teoria do campo

conforme em 2d

No capitulo 2 falamos um pouco sobre a fisica do empacotamento de fios em 2D, encontra-
mos uma agdo cldssica, mas nio fizemos a andlise estatistica necessdria para o sistema. No
capitulo anterior, vimos como podemos utilizar a linguagem de QFT para definir médias so-
bre os observdveis de um modelo estatistico; em particular, vimos que nas proximidades de
uma transicdo de fase, o sistema adquire invaridncia de escala, visto que o comprimento de
correlacdo & diverge. E importante destacar que sistemas que interagem localmente e possuem
simetrias de translacdo e rotag¢do (ou transformacio de Lorentz), que sejam também invarian-
tes por uma dilatacio global nas coordenadas, sdo automaticamente invariantes por um grupo
maior de transformacdes: as transformagcoes conformes [20, 19, 21].

No caso de um sistema com simetria conforme, podemos construir uma teoria de campos
bastante diferente do formalismo lagrangeano, que vimos no capitulo anterior e que, essenci-
almente, envolve o cédlculo de integrais de trajetéria. A abordagem que apresentaremos neste
capitulo, que nos capacitard, por exemplo, a calcular fun¢ées de correlacdo, basea-se na alge-
bra de campos locais e, neste sentido, introduziremos o conceito de expansdo em produto de
operadores.

Nas proximas secoes, estudaremos um pouco de teoria do campo conforme e desenvolve-
remos material suficiente para aplicar ao problema de empacotamento de fios. Na secdo 4.5,
mesmo sem levar em consideracdo os efeitos devidos ao contorno das placas, alguns expoentes

criticos do problema serdo obtidos.

34
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4.1 Teoria do campo conforme em d dimensoes
Essencialmente, a teoria do campo conforme (CFT)! é uma teoria de campos invariante por

transformagdes conformes, sobre as quais falaremos adiante.

4.1.1 Transformacoes conformes

Em andlise complexa é comum estudar especialmente um certo tipo de mapas que preservam o
angulo entre curvas que se cruzam no mesmo ponto. Sdo os chamados mapas conformes (figura
4.1). Formalmente, seja f : C — C um mapeamento dado por f(z) = 7 = x’ +iy/, analitico em
20, Sejam ¥, € » curvas no plano complexo z que se intersectam no ponto zp, com um angulo o
entre elas, e | e 75 as respectivas imagens de ¥; e %, por f(z). Se (dZ’/dz),, # 0, entdo a = o/,
onde ' ¢ o angulo de intesegdo entre ¥ e 75, isto é, 0 mapa é conforme; e se f é harmonica
em (x,y) entdo também o é em (x',y’), ou seja, se as partes real e complexa de f satisfazem
a equacdo de Laplace em (x,y), entdo também o fazem em (x’,y’). De modo geral, um mapa
analitico é conforme em uma regido D do plano complexo desde que sua derivada ndo se anule
nesta regido [22, 23].

Por defini¢do, uma transformacdo de coordenadas (mapa invertivel) x — X’ € uma trans-
formagdo conforme quando, a menos de um fator de escala, mantém a métrica g,;, do espaco

invariante:
8ap(X') = A(X)gap (). 4.1)

Intuitivamente, podemos verificar a equivaléncia entre as definicdes acima, se lembrarmos que
o produto interno entre vetores, que define o cosseno do angulo entre eles, € calculado em um
espago d-dimensional na forma

u-v=gpu"’ (4.2)

No caso de um espago de Minkowski d-dimensional, g,, = N, = diag(—1,1,1,...,1), com
d-1 entradas iguais a 1; ja para um espago euclideano, g,;, = 0, € fica claro que a condicdo
(4.1) garante que o angulo entre os vetores seja invariante pela transformacio x — x’. Entdo,
podemos definir u € v como os vetores tangentes em cada ponto de y; e J», respectivamente.
Segue que, no plano complexo, g,5(z) se transforma na forma (4.1) quando z — w = f(z), com
f analitica.

Podemos investigar o comportamento de g,;, por uma transformacgao conforme infinitesimal

x? — x' = x* + €%, com o objetivo de encontrar quais formas para € nos levam 2 eq. (4.1).

Aa ¢

Ido inglés “conformal field theory”.
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Como vimos na eq. (3.46), por esta transformacgao, a métrica varia na forma

8o = 8ab — (0a€h + 0utp). (4.3)

E fécil ver que (i) translacdes, (ii) rotacdes e (iii) dilata¢des sdo transformacdes conformes,
por preservarem angulos. Por estas transformagdes, o pardmetro infinitesimal € se comporta
como

(i) 4 =50 (i) &%= wpx?, (iii) €*=Ax" (4.4)
com o tensor antissimétrico nos dois indices @,,, b* € A constantes. Porém existe um tipo mais

dificil de enxergar: as transformacoes conformes especiais, que se escrevem na forma

x4 — b2

4 — 4.5
1—2(b-x) +b*x? (4.5)
Podemos chegar a ela a partir de uma reflexdo na forma
x4
x4 — ) 4.6)
X

seguida de uma translacio x* — x% + b, e de uma nova reflexao [24]. E interessante notar que

uma reflexdo comporta-se como uma transformacao de escala local.

4.2 Funcoes de correlacio para campos conformes

Vamos examinar as consequéncias da invaridncia conforme em funcdes de correlacio (de dois

pontos). Considere a funcdo de correlagao

(1)) = 5 [0l (1)) exo{~Slol @)

Figura 4.1 Transformacgdo conforme em duas dimensdes. O que distingue estas transformagdes das

demais € que elas preservam angulos, enquanto destorcem comprimentos.



4.2 FUNCOES DE CORRELACAO PARA CAMPOS CONFORMES 37

onde assumimos que S[¢@] ¢ invariante conforme e @) e @, sdo campos quasi-primarios, isto é,

por uma transformagéo conforme x — x’ se transformam como

b 1 1—A/d
= oW (4.8)

onde A é a dimensdo de escala do campo ¢ e |dx’/dx| é o jacobiano da transformagao, relaci-

o(x) = ¢'(x) =

onado com A (x) na forma
ax
dx

Se assumirmos invariancia conforme na acdo e na medida de integracdo, somos levados, de

= A(x)"92, (4.9)

acordo com as eqs. (3.40) e (4.9), a seguinte transformacao para as fun¢des de correlacdo

ox' ox

x|, |ox

ox

Ay/d Do /d

(@1 (X)) P2(x3)), (4.10)

X=x)

(@1(x1)P2(x2)) =

X=X
onde estamos considerando campos sem spin por simplicidade. Entao, considerando apenas as

transformagdes de escala x — Ax, obtemos

(@1 (x1)@2(x2)) = 2252 (@1 (Axy) @2 (Ax2)). (4.11)
Invariancia por translacio e por rotacao implicam
(@1(x1)P2(x2)) = f(Ix1 —x2]), (4.12)
onde f(x) = A%1722 f(Ax) por causa de 4.11, de modo que podemos escrever
_ Ci2
(@1(x1)P2(x2)) = T g BT 82 (4.13)

onde Cj> é um coeficiente constante. SO nos resta aplicar a invariancia por transformagdes

conformes especiais. Por estas transformagdes, o jacobiano fica na forma [19, 25, 26]

ax 1
—| = 4.14
dx| (1=2b-x+b2x%)d “14)
enquanto a distancia |x; — x,| se transforma como
= )| = i — ] (4.15)

’ (1—2b-x; + 622 /2(1— 26 x4+ b2a2) 1/
A invariancia das fun¢des de correlacdo por transformagdes conformes especiais implica no

vinculo
Ci2 Cry (np)P1t02/2

|X1 _xZ’AHrAz - ’}/1&172&2 ’XI _xz‘AlJrAz

onde y; = (1 —-2b-x;+ ble-z). A condi¢do de consisténcia acima é satisfeita apenas se A\ = A\,

(4.16)

de modo que
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—Co__ e A=A, =A

— |)C]*352|ZA
<(Pl (X])(Pz(x2)> 0 se A] #A2

e por comparagdo com a eq. (B.3) vemos que
n=2A+2-d (4.17)

Embora estejamos trabalhando em um caso simples, isto €, um campo bosdnico sem massa
e sem interacdo, fomos capazes de calcular funcdes de correlacdo apenas analizando as sime-
trias da teoria, sem a necessidade de calcular integrais. Isto ilustra e introduz a simplicidade e

o poder da teoria do campo conforme.

4.3 Teoria do campo conforme em duas dimensoes

4.3.1 Campos primarios

Em CFT, estamos especialmente interessados em certos campos conformes, os quais, quando

aplicamos o mapa conforme z — w(z), se transformam como

ow\" /ow\"
<p<z,z)—><a—z) <a_z> @ (w, W), (4.18)

onde / e & sdo as dimensdes conformes holomorfa e antiholomorfa do campo ¢(z,7), respecti-

vamente, que sao definidas a partir da dimensao de escala A e do spin s do campo na forma
1 _
th(A—i—s), h=—(A—5s). (4.19)

No caso que vamos tratar, & e h representam apenas as dimensdes de escala do campo, visto
que campos sem spin serdo utilizados no nosso modelo. Ao campo ¢(z,7), que se transforma
segundo (4.18), damos 0 nome de campo primdrio. Como s = 0, temos que & = h, e precisamos

nos ater apenas a parte holomorfa de ¢(z,7):

0(z) (g—j)hww). (4.20)

Frequentemente na literatura, a parte ndo holomorfa das expressdes é omitida, uma vez que,
estando de posse da parte holomorfa, a parte ndo holomorfa pode ser diretamente deduzida.

Escolhendo z — w préximo a identidade, isto é, fazendo

z—w=2z+¢(z2), 4.21)
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com lg(z)l pequeno (nas vizinhangas de z), segue da eq. (4.20) que a variagdo em @(z) é dada

por

9(z) — (1+9¢)'o(z+e)
~ @(z)+hdep(z)+€do(z) (4.22)

onde estamos usando d = d/dz. Vemos que a transformag@o (conforme) infinitesimal (4.21)
produz em ¢(z) a variagdo

0:0(z) = hde@(z) + €d@(z) (4.23)

Existe apenas uma classe de fungdes analiticas que sao bem definidas e invertiveis em todo o
plano complexo (ou na esfera de Riemann), que sdo conhecidas por transformacdes de Moebius
(transformacdes globais) e se escrevem na forma

az—>b
cz—d

Por outro lado existem também as demais func¢des analiticas, que sdo transformagdes conformes

f(2) ad —bc = 1. (4.24)

locais. O que torna os campos primdrios tdo especiais € o fato de eles se transformarem de
acordo com (4.20) e (4.23) por transformac¢des conformes locais e globais, o que ndo acontece,
em geral, com os campos quasi-primdrios, que nao necessariamente se mantém quasi-primarios

por transformagdes conformes locais.

4.3.2 O tensor de energia-momento

Devido a localidade da teoria, podemos assumir que existe um campo local 7;(x), chamado

de tensor de energia-momento, que surge a partir da variagdo da acio na forma (ver eq. (3.47))
55 = / AT, (4.25)

onde expressamos a invariancia conforme da teoria pela condi¢do S = 0. Por meio da equagio

acima e da eq. (4.4), a invariancia por (i) translagdo implica a lei de conservagao

2, T% =0, (4.26)
invariancia por (ii) rotagdes nos leva a simetria do tensor de energia-momento:

T% = b, (4.27)
e a simetria por dilatacdes se traduz na condi¢do de nulidade do traco:

T, =0 (4.28)
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Sendo essas relacdes validas em d dimensdes. Considerando o plano d = 2, com coordenadas

complexas, vemos a partir da defini¢do z = x+ iy, que o elemento de linha é
ds® = gupdx®dx? = dx* + dy* = dzdz (4.29)

e por isso os componentes do tensor de energia-momento se transformam como

1 :
T(z,2) = TZZ:Z(TXX_’Z}y_ZlTxy)a

1 .
T(z,z) = 7}7:1<7}x_7}y+217}y);

1 1,
TZZ = TZZZZ(Txx‘i‘Tyy):ZTa-

Havendo simetria conforme, pela lei conservacao (4.26) e nulidade do traco (4.28), temos que
0:T(2,7) = 9T (2,2) =0 (4.30)

e, portanto, na criticalidade, 7" depende apenas de z, enquanto T = T(Z). O primeiro € analitico,

ja o segundo ¢ anti-analitico.

4.3.3 Expansiao em produto de operadores

Formalmente, desde que a corrente j, = T,,€”, associada a simetria por transformacio con-

forme, seja conservada, existe também uma carga conservada expressa pela eq. (3.34)
0= / dx'jo  (x°=const.). (4.31)

Em teoria de campos, esta carga conservada é o gerador da transformacio de simetria e para
um operador A podemos escrever
0A = [Q,A] (4.32)

onde o comutador € calculado em tempos iguais. A transformacdo de coordenadas

7= w=¢€= e i (4.33)

serd importante no que chamaremos de ordenamento radial e se fizermos uso desta transfor-
mag#o, vemos que no novo sistema de coordenadas x = const. corresponde a |z| = const., de

modo que a integral [ dx! naturalmente se torna uma integral de contorno, e assim

1
Q=-_ f dze(z)T (z) (4.34)
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Esta expressdo nos permite portanto determinar a transformaco infinitesimal de um campo

¢(z) gerada pela carga Q. Calculamos, entdo, o andlogo da eq. (4.32), usando a eq. (4.34):

8:0(2) = 5  dee ()T (2). 9w 39)

Note que temos uma ambiguidade na expressdo acima. Nao estd claro se w estd dentro ou
fora da regiao delimitada pelo contorno C. Em QFT, as fun¢des de correlagdo sdo definidas
como produtos ordenados no tempo. Vamos olhar por um instante a transformacgado (4.33) e

investigar algumas de suas propriedades.

Neste mapeamento, levamos o cilindro infinito descrito por x° e x' no plano complexo

descrito por z (fig. 4.2). Os pontos no infinito passado e futuro 1% F oo (no cilindro) sdo ma-

0

peados nos pontos z = 0, (no plano), respectivamente. Fatias do cilindro com x” = const.

1

representam circulos de raios fixos sobre o plano; fatias do cilindro com x" = const. s@o retas

0

que cruzam a origem no plano. Translacdes temporais X’ — x° + A se tornam dilatagdes no

novo sistema de coordenadas: z — etz = (14+A+...)z. Analogamente, translagdes espaciais
x! — x! + 6 constituem rotacdes no plano complexo: z — €0z

A Hamiltoniana H do sistema, que antes era o gerador de translagdes temporais do mesmo,
pode entdo ser identificada como o gerador de dilatacdes no plano, enquanto o operador mo-
mento P, gerador de translacOes espaciais, passa a ser visto como o gerador de rotacdes no
plano. Por isso, concluimos que o tensor de energia-momento 7'(z) pode ser visto como o
gerador de transformagdes conformes no plano complexo [27].

Vemos, por meio do uso da transformacio (4.33), que o ordenamento temporal pode ser

identificado com ordenamento radial em CFT e, deste modo, o produto de operadores A(z)B(w)

7]

~— 7 0

Figura 4.2 Mapeamento radial. Levamos o cilindro infinito no plano complexo.



4.3 TEORIA DO CAMPO CONFORME EM DUAS DIMENSOES 42

< [
z
. ru)‘
- — 0 o

Figura 4.3 Contorno de integracdo. Como assumiremos que os integrandos serdo sempre ordenados
radialmente da forma mostrada em (4.36), as integrais na varidvel z serdo avaliadas sobre um pequeno

contorno em volta de w.

ndo estd bem definido, fazendo sentido apenas se |z| > |w|. Para remediar este problema,

definimos o ordenamento radial de dois operadores como

[ A@BW) se [ > |w]
R(A(Z)B(W))_{B(W)A(Z) se |w| > |z

e, com esta defini¢do, devemos interpretar (4.35) da seguinte forma

fada@.Bw] = § A@BW-§  dBIWAR)
|zl <[wl
= dzR (A(z)B(w)) (4.36)
C(w)
onde aplicamos a relacdo entre os contornos das integrais conforme mostrado na figura (4.3).
Com este entendimento sobre o contorno C, nos livramos da ambiguidade na expressao (4.35).
Podemos escrevé-la como

6:0() = 3 |  EQRTE).p00), 4.37)

Nosso proximo objetivo € recobrar a expressdo (4.23) a partir da expressdao acima. Apli-

cando as identidades

_ b e(z)
neet) = o dh )
_ 1 £(z)
E)aon) = 5 ]i () (4.38)
para um campo ¢ (w) holomorfo, obtemos
h 1
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onde omitimos os termos regulares (analiticos), visto que eles ndo contribuem para o resultado
das integrais em contornos fechados. Assumindo ordenamento radial para produto de operado-

res daqui em diante, vamos escrever A(z)B(w) em vez de R(A(z),B(w)), e segue que
TP ~ 5 0(w) + ——Ip(w) (440)
ve (z—w)? ¢ —w W) '

Uma expressio como (4.40) é chamada de expansio em produto de operadores, ou OPE?, e
define uma estrutura algébrica no espago dos campos. Esta expansao significa que o produto
de dois operadores locais, A»(z1) e A1(z1), com z; — 22, pode ser aproximado com “arbitraria

precisdo” [28, 29] por uma soma de operadores locais como

Ai(z1)Aj(z2) = Y Chij(z1 — 22) Ax(z2) (4.41)
k

onde C¥; (21 — z2) sdo coeficientes na forma ck; i/(z1 —22)", sendo ck; ; coeficientes numéricos
e n > 1 ndo necessariamente inteiro, mas de sorte que apenas termos singulares contribuam
para o OPE. Isso se da porque a expressdo (4.41) € definida dentro de algum valor esperado,
implicando na irrelevancia dos termos regulares. Na pratica, assumimos em primeiro lugar a
existéncia de uma base de operadores que inclui os parametros de ordem ¢. Em segundo lugar,
fazemos a hipdtese de que qualquer outra quantidade, como produtos dos parametros de ordem

podem ser expressos por operadores locais da base.

4.3.4 Alguns OPEs importantes

A eq. (4.40) € o OPE geral para um campo primdrio ¢. Na verdade, esta equacdo pode servir
como a defini¢do de campos primdrios em termos de expansdo de operadores. Para diferentes
tipos de campos, a dimensdo holomorfa 4 recebe valores diferentes, em geral. No problema
que estamos tratando, 2 = A\, a dimensao de escala.

Nesta sec@o, vamos calcular os OPEs para alguns campos e verificar o valor da dimensao
de escala para cada um, o que, como veremos, auxiliar-nos-4 na determinag@o dos expoentes
criticos do problema de empacotamento de fios.

Como vimos no capitulo anterior (subsec@o 3.3.1), a funcao de correlagdo para um campo

bosonico livre sem massa € dado por

(p(2)0()) = —In(z—2)). (4.42)

2do inglés “operator product expansion”.
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A expressdo acima nos diz que, a partir de derivadas da mesma, omitindo o simbolo de média

e os termos regulares, temos os OPEs:

1 1

d ~ — d d ~——. 4.43
P(z)p(w) ) ?(z)dp(w) )2 (4.43)
Por outro lado, o tensor de energia-momento para este mesmo campo €
1 1 c
Tap = E(aa(l)ahq) ~ 3 Map0c9I°P) (4.44)

e, como acontece com os produtos de campos na forma O, precisamos fazer uso do ordena-
mento normal : O :, de modo que o valor esperado de vdcuo (0| : O : |0) se anule [16], o que
nos permite assumir que a energia (média) do vacuo € zero. Aplicando o ordenamento normal

a T e o escrevendo em coordenadas complexas, ficamos com
1
To(z) = 5 QI : (4.45)

embora a constante de proporcionalidade —1/2 possa variar um pouco na literatura e o indice
subescrito “0” tenha sido incluido por razdo que ficard clara adiante. Utilizando o teorema de
Wick [16], que essencialmente nos diz como escrever fungdes de correlacdo de n pontos como

uma combinag¢do de func¢des de correlacdo de dois pontos, calculamos o OPE:

1
To(z)de(w) = —5:8(p8(p:8(p

29(z)
(z—w)

d(w)  p(w)
=) (e—w)

onde da primeira para a segunda linha, fizemos duas contracdes de Wick simples da forma

2

(4.46)

d(z)d@(w), utilizamos (4.43) e da segunda para a terceira linha, usamos a expansdo

dpz) = Jdo(w—e)
~ Jdo(w)+d%p(w)(z—w) (4.47)

Semelhantemente, podemos calcular outros OPEs:

BEVEE) = —5:(09()) =)

(4.48)
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onde Vg (Z') é chamado de operador de vértice e fizemos uso, na segunda linha, de sua expansdo
em série de Taylor. Utilizando o teorema de Wick, faremos contragdes simples e duplas, de

modo que a eq. (4.48), pode ser escrita como

TO(Z>Vﬁ(ZI) = — 8(P( ) i ﬁy [(D(Z )]
! (4.49)

< nin— n \1n—2

|
=2 n.

onde no primeiro termo estamos implicitamente aplicando uma contracio simples de Wick e

no segundo termo assumimos contragdes duplas. Por meio da eq. (4.46), podemos escrever

[ ]Z ﬁ}/”afp( )[ @'
z—7

To(z)Vp(Z) = .
= (4.50)

1 [Bye()]"
3\ z>]“”> Y0

onde utilizamos no primeiro termo a direita que d¢(z) ~ d@(z’), se z estd infinitesimalmente
préximo a 7/, visto que uma corre¢do de maior ordem em d @(z) traria a tona apenas termos re-
gulares para 0 OPE Ty(z)Vp(2), sendo, por isso, irrelevantes. Notando que nd@(2) [ (/)] ' =
d[p(Z)]", segue que

2 / p) /
V() =~ B P 20D

onde usamos o sinal de igualdade, embora deixemos implicito que estamos calculando um valor

(4.51)

esperado.

Da mesma maneira, calculamos o OPE do tensor de energia-momento com ele mesmo:

c/2 2Th(w)  IdTph(w)
C=wi  e—w2  (e—w)

To(z)To(w) = (4.52)

onde a constante ¢, conhecida por carga central, depende do campo que estamos utilizando:
para um campo bosonico livre, ¢ = 1, enquanto o mesmo célculo para férmions livres implica
emc=1/2.

4.3.5 A transformacio do tensor de energia-momento

O tensor de energia-momento 7 (z)* esté relacionado com a distribui¢io de matéria no espaco

e também com sua geometria. Como modelamos a inser¢do do fio através de transformacgdes

3Precisamente, T(z) € um componente do tensor de energia-momento.
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conformes, é importante saber como 7'(z) se modifica por este tipo de transformagdo. Para o

caso infinitesimal, a transformagado procurada € dada por [19]

2
T'(z) = (Ofl—j) T(w)+ I—CZ{W;Z} (4.53)

onde tomaremos ¢ = 1 e {w;z} € a derivada schwarziana, definida como

. _W/// 3 /! 2 454
{W(Z)’Z}_W_E — (4.54)

w

Em comparag@o com (4.20), vemos que 7'(z) ndo é um campo primdrio, a menos que {w(z);z} =
0. De fato, néo é dificil verificar que isto acontece quando w(z) é uma transformagio de Moe-

bius.

Vamos supor que, a principio, 7(z) = 0 em algum sistema de coordenadas. Entdo, por
uma transformacio conforme S(z), tal que §'(z) = ¢?7?(9), o tensor de energia-momento se

apresentard na forma

T(z) =< {S:z}
(a<p)2+2iyaz<p (4.55)

1

2

e identificamos, a partir da eq. (4.45), que T'(z) = Ty(z) + 32 ¢/2Y, onde o termo 92 ¢ é chamado
de termo de “aperfeicoamento” do tensor de energia-momento. O OPE deste termo com um

operador de vértice pode ser calculado:

1

1 w). __ . .o w) .
2y :9%(z) P10 = Z/az :9Q(z) 2 TP
_ 14 L] ¢ n(By)"de) )"
~ 2y0z {_(Z—W)Lz’l n!
B Vp(w)
e (4.56)
implicando que )
/ a /
T(2)Vp(Z) = {g— b ZY) } (:ﬁ_ t’;Z + ZVE (ZZ,), 4.57)

de onde inferimos, usando a eq. (4.40), a dimensdo de escala aperfeicoada do operador de

vértice: 5 ﬁz 5
_P_PT
A[Vﬁ] =3 5 (4.58)

Este resultado € central para o cdlculo dos expoentes criticos do empacotamento de fios em 2D.
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No capitulo 2, vimos que a extremizac¢do da ac@o para o empacotamento de fios nos levou
aeq. (2.14)

d’e A
'E7+a““9:Q (4.59)

Vamos encontrar uma parametrizacao para esta equagao tal que a andlise construida até aqui, em
termos de CFT, seja aplicdvel. J4 vimos que com a utilizac@o da derivada schwarziana da func¢éo
S(z) = ¢2Y?() foi possivel construir 7' (z) convenientemente. Veremos que a parametrizagdo via

funcao de Schwarz € de fato adequada a nossa abordagem.

4.4 Funcao de Schwarz

Nesta secdo, apresentaremos algumas caracteristicas da Fun¢@o de Schwarz. Nosso maior alvo
€ mostrar como esta func@o se relaciona com a curvatura k de uma curva analitica C, definida
em alguma regido (aberta) D do plano complexo, e concluir que € natural utilizar este mapa na
modelagem do problema de empacotamento de fios. Um estudo mais detalhado sobre a Funcao

de Schwarz e algumas aplicagdes pode ser visto em [30].

4.4.1 Funcao de Schwarz para um arco analitico

Dado um arco analitico simples C escrito como f(x,y) = 0 em coordenadas cartesianas, pode-

mos representd-lo em coordenadas complexas como

2+27 2—2 N
f(T’T) =g(z,2) =0 (4.60)

Defini¢do: A funcgdo de Schwarz S(z) de uma curva C € definida como a (tnica) fung@o analitica
nas vizinhangas de C tal que S(z) = 7 sobre C.

Ao longo de um arco simples C, podemos encontrar Z = S(z) em cada ponto z da curva, e,
por meio de continuagéo analitica, estender S(z) para uma regido que contenha este arco.

4.4.2 Funcao de Schwarz e geometria

Podemos escrever cada ponto sobre C como z = re’®. Assim,

r’=2z=25(z) = |S(z)|? (4.61)
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e escrevemos o elemento de linha sobre a curva na forma

di’ = dx*+dy* = (dx+idy)(dx— idy)
= dzdz = dzS'(z)dz = §'(z)d2*,

onde / é o parametro comprimento de arco. A partir destas relacdes, vemos que
dz 1
dl S'(z

dz _dx—idy 1-1i

dz dx+idy 1+’

~—

S'(z) =

Designando a curvatura (com sinal) de C por k, sabemos da equagdo (2.5) que
_ de6
~dl

Queremos descrever esta curvatura em termos da fung¢do de Schwarz.

k
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(4.62)

(4.63)

(4.64)

Da equacio (4.63), vemos que |S'(z)| = 1, ou seja, §'(z) = /%), implicando pela equacio

(4.62) que podemos escrever (em coordenadas polares)

dz=_ 1 _ e
di S'(z) '
Usando a defini¢do (4.64), a equacdo acima e (4.62), mostramos que
i S
=3 W

Podemos também verificar como a curvatura k varia ao longo de C.
H_ﬂe_ﬂd i s
S dlP o dldz \2(g)3 )
Entdo, se definirmos a derivada schwarziana

s 3/ 2
:9=5-3 ()

e il
N Y
AR

concluimos que

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

Uma vez que, no empacotamento de fios em 2D, conhecemos os pontos inicial e final de

C na regido D, esta curva estd totalmente determinada pela curvatura k() [11], visto que ela

esta contida no plano. Por isso, a derivada schwarziana, que aparece na expressdo para K/,

desempenha um papel fundamental no entendimento da geometria e também da fisica do nosso

problema.
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4.4.3 Funcio de Schwarz e o0 empacotamento de fios

Em CFT, o tensor de energia-momento se transforma como (4.53)

2
T'(z) = (i—j) T(w)+ %{w;z}. (4.69)

O termo essencialmente geométrico {w;z}, que aparece se relacionando com 7'(z), surge no
nosso modelo (eq. (4.59)) na forma k' = d*6/dI*> = {S;z}/2S', indicando que sobre a curva
C ¢ natural utilizar o mapa z = S(z), onde S(z) € a func@o de Schwarz. A eq. (4.59) pode ser

escrita como

d29

dr2 21a
usando as eqgs. (4.65) e (4.68), podemos reescrever a equagdo acima na forma

( 0 _em0y=0 (4.70)

{Sz}——\/_( —5)=0 4.71)

Da mesma forma como fizemos anteriormente (eq. (4.55)), utilizamos a substituicdo S'(z) =
e21?() na eq. (4.71) e posteriormente fixaremos ¥ usando argumentos de escala. Assim, obte-
mos:
—1(8(;))2 + i<92<p A — (&Y — %) = 0. (4.72)
2 2y 4y2
Esta equacéo, onde fizemos (A/a) — A, é de importancia fundamental neste trabalho. Em
geral, a contribuicio do termo de aperfeicoamento 92 ¢ 4 dindmica dessa equagio é nio-trivial,
porém, felizmente, o relacionamento da dimensdo de escala do operador de vértice Vg com o
OPE TpV (4.40) se mantém vélida com T'Vg, conforme verificamos na eq. (4.57).
Podemos fixar ¥, impondo que os termos do tipo potencial V; o e¥? e V3 o< ¢37? tenham a

mesma dimensio de escala. Calculando A[V] e A[V3], temos

1—92 3-9y?

AW = > AlVs] = > (4.73)

Igualando as expressdes, segue que ¥ = =+ 1/2 e A[Vi] = A[V3] = 3/8. E importante notar

¢ com [§'(z)| = 1 sobre a curva

que, a partir da eq. (4.65), podemos escrever §'(z) =
C, enquanto na eq. (4.71) usamos a substitui¢do S'(z) = €?7?(%), que ndo necessariamente
possui norma unitdria. Entretanto, poderiamos usar a substituicio §(z) = €27, levando-nos
a substituicdo y — iy nas demais equagdes, implicando que encontrariamos Y = +(1/2)i e a
equagdo para A[Vg] ndo se alteraria. Entdo, uma vez que tenhamos 6(z) sobre C, podemos
estender esta fungdo analiticamente para todo o dominio D, onde |S’(z)| ndo necessariamente é

unitario.
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4.5 Calculo dos expoentes criticos

Estamos interessados em calcular as dimensdes de escala dos observéveis E e N, isto é, que-
remos saber como a energia e o nimero total de loops escalam com o comprimento total L,
quando L esta proximo de L.. Vamos encontrar expressoes para L e E em termos de ¢(z). O

comprimento total do fio

L:/dl:/dzﬁ:/dzew 4.74)
fo c fo

e vemos que L ¢ a integral de um operador com dimensdo A[V;] = 3/8 e por isso
ALl = AVi]—1=-5/8. (4.75)

Como ilustragdo do fato de a integral de um campo (com dimensdo conforme A\) escalar com
A — 1, considere um campo ¢ com dimensdo de escala nula (um campo bosdnico). Entdo,

d@(z) se transforma como
o\ !
d9(z) - (a—j) ¢’ (w). (4.76)

Onde o campo ¢’ (w) é o0 novo campo. Vemos que A[d@(z)] = 1 e que a operagdo de derivagio
aumentou a dimensao de escala do campo em uma unidade. Dai, concluimos que a operacgao
de integra¢@o diminui A em uma unidade.

Por outro lado, temos a energia E de entortamento do fio:

E:%/OLdl (‘fl—?)zz—%/cdz\/?g;j

onde usaremos novamente a substitui¢io §'(z) = ¢>Y?(%), conduzindo a

E = ay /C dz(d@)*e 1? (4.77)
d _i 2
o 2Y®
o /Cdz (dze ) 4.78)

7
16

e chegamos a expressdo acima para A[E| notando em (4.78) que o campo e 279 possui di-

Por isso, temos que

A[E]=2(AV_ p]+1) 1 (4.79)

mensdo A[V_ 5], o campo dentro dos parénteses possui dimensdo A[V_; ]+ 1 por causa da
operacao de derivacgdo, precisamos incluir um fator de 2 porque os parénteses aparecem ao qua-
drado, e a integrac@o diminui a dimensao conforme em uma unidade. Para ser preciso, notamos

que o quadrado da derivada de um operador de vértice poderia ndo ter dimensao de escala bem
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definida; em geral, o campo resultante da derivacdo de um campo primdrio pode nao ser pri-
madrio. Porém, a dimensdo de escala acima poderia ser obtida explicitamente, utilizando uma

expansdo em produto de operadores a partir da expressdo (4.77). Os operadores L,, definidos

como |
L,=— ¢ dzz""'T; 4.80
sdo os geradores da dlgebra de Virasoro
c
(L, L) = (n—m)Lyym+ En(n2 —1)8uim0 (4.81)

onde J,p representa o delta de Kronecker e usamos a expressio (4.52). Percebendo que os

descendentes dos operadores de vértice, definidos como

1
L,Vg(w) = T j{vdz(z— w)"“To(z)Vﬂ (w) (4.82)

sdo conformes [19], com dimensdo de escala A[VB] —n (o que pode ser verificado por meio da
dlgebra de Virasoro acima), que L Vg(w) =8 ¥(9)eP7?, e que o primeiro coeficiente do OPE
T'Vg ndo ¢ afetado pela incluséo do termo de aperfeigoamento, concluimos que A[E]=17/16,
de fato.

As relagdes (4.75) e (4.79) dizem que existe um pardmetro dimensional A, cuja interpreta-

¢ao fisica é desconhecida ou inexistente, tal que
Le—Loc A8 Eoc|A]"/10 (4.83)

de sorte que as dimensdes de escala para o comprimento total e para a energia podem ser
relacionadas na forma
7
Eo|L.—L|"10 (4.84)

e obtemos o expoente critico —7/10 para a energia.

Podemos também estimar o expoente critico do nimero de lagos N. Um lago € identificado
pelo ponto de contato z angulo 6(z) satisfaz 6(z — i€) = 6(z+ i€) + m onde o lago fecha (fi-
gura 4.4). Assim, intuitivamente, podemos determinar os lagos pelos cortes de ramificagdo na
fungdo 6(z). Calculando a integral desta fungdo em qualquer contorno diametral (e fechando o
contorno de integracdo da maneira usual, sem que haja contribui¢do do “fechamento” do con-
torno) 6 ganha um fator de ot7r, com o constante, a cada vez que o contorno “passa’ por um
corte de ramificacdo. Estimando o ndmero destes cortes de ramificacdo, temos uma estimativa
para N. Por exemplo, sabemos que a fun¢do logz possui um corte de ramificacdo ao longo do

eixo real negativo e, ao cruzd-lo, passamos a uma nova folha de Riemann, onde a coordenada
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Figura 4.4 Representagcdo de um lago. Vemos que onde ha o encontro do fio com ele mesmo, o angulo

0 que a curva faz com o eixo real varia na forma 6(z—€) = 0(z+¢€) + 7.

tipo Angulo aparecerd deslocada de 2. Como 6 «< ¢ pela escolha que fizemos para §'(z), segue
que
/ dz(z) ~ TN ~ N. (4.85)

De fato, ¢ ndo € um campo primdrio; sua lei de transformacao € logaritmica. Todavia, assumi-
mos que sua dimenséo de escala é zero. Portanto, concluimos que A[N] = A[[dze(z)] = —1
e relacionando com A[L], temos

Np o< L83 (4.86)

de onde extraimos o expoente critico 8/5 do nimero de lagos, na configuragdo de empacota-

mento rigido.

4.6 Discussao dos resultados

Utilizando CFT, fomos capazes de predizer relacdes de escala para E e L, além de estimar
uma relacdo para N, mesmo sem dispor de uma hamiltoniana que descrevesse a evolugdo do
sistema. Isso se deu porque, tendo em vista o comportamento critico do sistema, assumimos
que 0 mesmo apresenta invariancia conforme, assim como ocorre em outros sistemas criticos,
de modo que as ferramentas de CFT fossem aplicadas. O modelo apresentado, além de prever
uma transicao de fase, fornece médias sobre observaveis, de onde extraimos expoentes criticos
do empacotamento de fios. Comparamos os resultados com dados experimentais e advindos de

simula¢do computacional, conforme a tabela 4.1:
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E F N
Experimental 1,84+0,2
Simulagdo comp. -2,05+0,02 1,75+0,03
Teorico -7/10 -17/10 8/5

Tabela 4.1 Valores dos expoentes criticos para o empacotamento de fios. Os dados experimentais foram
obtidos por Donato et al. [1], enquanto Stoop et al. [2] fornece os dados de simula¢des, de onde obtemos

os resultados para a morfologia cldssica, elencados na tabela.

Obtemos o expoente critico para a for¢ca F' de injecdo, a qual repentinamente aumenta
quando a configuracdo de empacotamento rigido aparece, tomando a derivada da energia em
relacdo ao comprimento. Vemos que os resultados analiticos se aproximam dos demais. Parti-
cularmente, Donato et al. [3] apresentam o valor 1,6 40,2 para o expoente critico do niimero
de lacos L.

Também € importante notar que o contorno da cavidade ndo foi explicitamente levado em
consideracdo. No cdlculo da fun¢do de dois pontos para o campo @, deveriamos ter utilizado
um campo que atendesse a certas condi¢des de contorno, em conformidade com a geometria
da regido entre as placas. Todavia, os resultados tedricos para os expoentes criticos concordam
razoavelmente com os dados comparados. Isso pode indicar que nio existe uma dependéncia
forte entre os valores dos expoentes criticos e a geometria da cavidade, desde que as dimensdes

caracteristicas da cavidade sejam muito maiores que o diametro do fio.



CAPITULO 5

Gravitacao de Liouville e 0 empacotamento de fios

No segundo capitulo, vimos que a conformacdo do fio pode ser representada pela curva C =
z(t), com t € [—1,1], levando um didmetro do disco unitdrio complexo D numa configuragio
com comprimento L, sem interse¢do. Concluimos que z(¢) pode ser estendida para todo o do-
minio D de tal modo que os mapas z+ (w), as extensdes de z(¢), sdo analiticas nos semi-discos
superior e inferior D. Entdo, escrevemos a equacdo do movimento para o fio (andloga a equa-
¢do para um péndulo com grande amplitude de movimento). No capitulo passado, utilizando
CFT, estudamos a fisica no interior das placas e derivamos algumas propriedades de escala do
modelo.

Ainda no capitulo anterior, reescrevemos em termos do campo ¢ a equacdo do movimento,

encontrando a eq. (4.72):
1 1 A
—E(a(p)z—f—ﬂ&z(p_m(ew_e”‘l’) =0. (5.1)

Veremos neste capitulo como a equagdo acima descreve um sistema gravitacional. Além deste,
daremos outros indicios de como o empacotamento de fios em 2d pode ser visto em analogia a

gravitagao.

5.1 Gravitacao de Liouville

Nesta sec@o, vamos introduzir a gravitacdo de Liouville, partindo do contexto de teoria de
cordas. (Confira o apéndice C.) Na sequéncia, falaremos sobre a versdo cldssica da teoria do
campo Liouville, mostrando sua relagdo com o empacotamento de fios. Por dltimo, falaremos
sobre a relagdo entre esta gravitagio e gravitacdo einsteiniana.

Vimos no capitulo 3 que uma forma de quantizar uma teoria, a partir de um modelo cléssico,
¢ via integrais de trajetoria. As amplitudes, nesse formalismo, sdo obtidas através da soma sobre
todas as histérias (trajetorias com estados inicial e final fixos) possiveis. Cada histéria recebe
um peso dado por exp (iS), onde S = S[¢p] é a agdo clédssica para uma dada histéria (conforme
eq. (3.13)).

54
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Seguindo uma receita andloga, no afa de quantizar a teoria de cordas, tentamos calcular a

integral sobre geometrias e topologias bidimensionais:

zZ~ Y DgDXe S (5.2)
topologias

onde a fisica do espaco-tempo reside (no caso de uma corda bosdnica) na acao:

S o / d2E /280X M X" Gy (X) (5.3)

onde g, e X* sdo a métrica e as coordenadas da folha-mundo, respectivamente, e Guy € a
métrica do espaco-tempo D-dimensional. Entdo, em analogia a teoria definida para descrever
particulas, a qual conduz ao propagador (ou funcdo de correlacdo), na teoria de cordas soma-
mos sobre todas as possiveis folhas-mundo (conectando uma curva inicial a uma curva final),
produzindo a fun¢do de parti¢do Z acima. Voltaremos a falar sobre esta funcio adiante.
Usando o principio de covarifncia geral, podemos acoplar qualquer QFT Sy/[X i] em D
dimensdes a gravidade, resultando na ac@o Sy/[g, X i], onde X' sdo os campos de matéria e g
representa a métrica. Classicamente, a teoria S[g,X'] em 2d é sempre conforme. Isso fica claro

se notarmos que em 2d podemos escolher

8ab = ey(pg’\ab (5.4)

localmente, onde g,;, ¢ uma métrica fiducidria que pode ser escolhida como J,;, em uma varie-
dade euclideana. Como g,;, possui trés graus de liberdade independentes, enquanto um sistema
de coordenadas dispde de dois graus de liberdade, vemos que, escolhendo convenientemente
um sistema de coordenadas, podemos descrever a métrica usando apenas uma varidvel dina-
mica na forma de um campo local ¢. Outra forma de verificar a eq. (5.4) € notando que a

curvatura escalar R se transforma em 2d como

VERI[g) = VE(RIG) — 7 (19)). (5.5)

Se supormos que R[g] = 0, encontramos a equacio diferencial ¥ <72 ¢ = R[g] que pode ser
resolvida, implicando que, a0 menos localmente, podemos escolher g,, = J,,. Faremos esta
escolha daqui em diante.

Como vimos no capitulo 3, o tensor de energia-momento decorre da variacdo da agdo, de

modo que
8S=o / d*E /8T8 g, (5.6)

mas da eq. (5.4), vemos que 6g,p = (€"?8,,) 090 = g0 ¢, de modo que pela substituigdo em

(5.6), concluimos que T,* = 0, implicando que S[g, X’] em 2d é conforme.
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Sup = < : ) : (5.7)

Entio, a nulidade do traco de T}, implica T,z = 0. Por outro lado, a lei de conservagio d,7% =0

Em coordenadas complexas,

(e)
(Sl

=

nos leva a:

o-T., = 0 .. T,=T(z) holomorfo
0,z = 0 .. Tz=T(z) anti-holomorfo (5.8)

Voltando a eq. (5.2) e fixando a atengdo em uma unica topologia, ficamos com a fungdo de
particao

_ [ DgDX g, uores
Z= Vol (Diff)¢ (-9

onde inserimos a constante cosmoldgica Ly para garantir a renormalizac¢do da teoria, e dividi-
mos pelo “volume” do grupo de difeomorfismos, visto que estamos integrando sobre todas as
geometrias, porém, para cada geometria temos varias métricas possiveis, todas elas relaciona-
das por difeomorfismos. Podemos tomar (5.3) como a agdo para o boson livre, com Gy = Oyy.

As medidas de integra¢do Dg e DX sdo invariantes pelo grupo de difeomorfismos na super-
ficie, mas ndo o sdo necessariamente por transformagdes conformes g, — ¢®g,,. Na verdade,

por esta transformacao verifica-se [31, 32] que
Do X — &SL((P)@
9gX = 87 X (5.10)

onde Sy, € a acdo de Liouville, que surge na forma

1
SL = /dzé\/g (Eg“”vaq)v,,(p +R<p+ue"’) . (5.11)

A relagdo (5.10) pode ser encontrada diagramaticamente, mas € frequente a suposicao de que
o jacobiano J da transformagdo D¢, X = J(¢,8)D,X tem a forma de um exponencial de uma

acdo de Liouville
Sp = / d*E\/3 <5gabva<pvb<p bR+ ueaf’) . (5.12)

e as constantes a, b e ¢ sdo fixadas por covariancia e invaridncia conforme gerais. Desta forma,
omitindo alguns passos, como a introdu¢do dos fantasmas de Faddev-Popov, que podem ser

acompanhados em [31, 33], temos que a invariancia por difeomorfismos implica que

~ 25-D 1~
b= a=3b (5.13)
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onde D € a dimensdo do espaco-tempo. Entdo, em termos de um campo ¢ reescalado e omitindo

o termo proporcional a ¢“?, a a¢do de Liouville fica na forma

1 N
S.=g- [ PEVE(2Va0Vi0 + ORo) (5.14)

onde

0=/27" (5.15)

Resta fixar o coeficiente ¢ em (5.12). Com esse fim, impomos que [ d?E+/ge?? seja invariante

conforme, sendo suficiente que ¢’?, onde acrescentamos o fator y em virtude de termos rees-
calado o campo ¢, tenha dimenséo de escala igual a 1, implicando que a integral do termo e??
retorne um campo com dimensao de escala nula. Por meio da eq. (4.58), temos as dimensdes

de escala dos operadores de vértice
— 1
A1) = A(e"?) = —3r(r-0) =1 (5.16)

de onde temos que

(\/25—D—\/1—D)=%—%\/Q2—8 (5.17)

— 2 . . 1
0= y T TR
A partir destas simples expressdes podemos obter alguma intui¢do sobre a dimensionalidade
D do espaco-tempo. Ingenuamente, para uma corda imersa em um espago plano euclideano
com D = 25 dimensdes, podemos interpretar X = —i¢ como uma coordenada livre, de sorte
que o modo de Liouville ¢ funcione como a dimensdo tipo tempo da teoria e, assim, seja
implementada uma teoria de cordas em um espaco-tempo de Minkowiski com 26 dimensdes

[31].

5.1.1 Teoria classica do campo Liouville e 0 empacotamento de fios

A teoria cldssica de Liouville foi extensivamente estudada no fim do século dezenove em cone-
x40 com o problema de uniformizagdo de superficies de Riemann e podemos descrevé-la como
uma teoria de métricas g sobre uma superficie X, com o campo de Liouville ¢ definido como

em (5.4). A forma padrdo da acdo de Liouville é

2 2
S o= | d —(V + =R+ ——¢"? .
Liouville / Z\/g (8 ( (P) 3 o 3 5€ ) ) (5 18)

onde o campo ¢ € entendido como o fator conforme da métrica 2d

ds* = e (d7* +do?), (5.19)
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a interacdo implementada por u > 0 tem valor geométrico, como veremos, e se fizermos a

escolha particular
0=2/y (5.20)

temos que a a¢do (5.18) define uma CFT cldssica, invariante por transformacdes de Weyl

g—e®g . yo—yp—2p, (5.21)

onde estamos omitindo os indices da métrica fiducidria g, € a translacdo em ¢ por efeito de
uma transformacao conforme diz que este campo pode ser visto como um bdson de Goldstone

para a quebra da invariancia de Weyl. Calculando a equa¢do do movimento para ¢ a partir de

S1, obtemos 5
2V 4 I8+ %e’“p —0 (5.22)
e, fazendo uso da expressdo (5.5), encontramos
1
Rlg] = —Eu (5.23)

de modo que a equacdo do movimento cldssica (5.22) descreve uma superficie com curvatura
negativa constante e podemos verificar a fungdo geométrica da i, que pode ser interpretada
como (menos) a constante cosmoldgica. Restringindo a algum dominio na superficie, podemos

tomar ¢ a métrica plana, de modo que (5.22) se reduz em coordenadas conjugadas a forma
—49,0:0 + pe? = 0 (5.24)

que € a equacdo de Liouville e dd nome a toda a teoria. A solugdo cldssica geral para ¢ pode

ser expressa localmente como [34]

16 dA(x")dB(x")
WA B o

onde A e B sio certas fungdes das coordenadas do cone de luz x* = 74+ o. Algumas solucdes

especiais para 4 > 0 e dependéncia espacial incluem

4 g2

ﬁ sinfeoc
4 1
uo?

4 g2

= ——, 5.26
u sinh?ec ( )

7P —

onde € € um numero real. Tendo a expressdo para a métrica (5.19) em vista, vemos que as

diferentes solu¢des acima indicam diferentes geometrias do espaco-tempo 2d.
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O tensor de energia-momento para a a¢do de Liouville, calculado como 7, = —278S/0 g,

fica na forma

1 1
T(x) = —5(09)*+500%¢
2 2
1 = 1 =2
Tz) = —5(09)*+500°¢ (5.27)
com os demais componentes nulos, enquanto o componente 7'(z) se transforma de acordo com
T(z) — (d—W)ZT(w) +iS{w- } (5.28)
< dz }/2 sy .

A forma do tensor de energia-momento para a acdo de Liouville além de justificar a utiliza-
cdo da expressao (4.58) no cdlculo das dime