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os meus irmãos pudessem estudar.
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(Fábio Gomes Ribeiro)



RESUMO

O trabalho consiste no estudo de cadeias quânticas ferrimagnéticas associadas a com-

postos ferrimagnéticos quase-unidimensionais de spins mistos s − S, com s = 1/2 e

S = 1. Estudamos as fases induzidas pela aplicação de um campo magnético, B, e

efeitos de temperatura, T ; em particular as excitações de baixa energia e as curvas de

magnetização em função de B. A modelagem teórica é realizada através do hamiltoni-

ano de Heisenberg com acoplamentos de superexchange antiferromagnéticos, J , entre

śıtios vizinhos e uniformes ao longo da cadeia. O estado fundamental e as excitações

de baixa energia de sistemas finitos são obtidos através do método de ondas de spin

não interagente (SW, do inglês Spin Wave) e interagente (ISW, do inglês Interacting

Spin Wave), além do método de Lanczos de diagonalização exata; enquanto que as

propriedades termodinâmicas são obtidas pelo Método de Lanczos de Temperatura

Finita (FTLM, do inglês Finite Temperature Lanczos Method) e analiticamente pela

teoria ISW com a restrição de Takahashi adaptada para ferrimagnetos. Discutimos

um modelo anaĺıtico efetivo para estudar o efeito de B nas propriedades térmicas

da cadeia, além de analisar seu limite de validade comparando seus resultados com

aqueles obtidos por FTLM. Esboçamos o diagrama de fases T −B do sistema, identi-

ficando os pontos cŕıtico-quânticos em T = 0 e as linhas de crossover em temperatura

finita, em particular aquelas que limitam a fase Ĺıquido de Luttinger do diagrama.

Palavras-chave: Cadeias ferrimagnéticas. Modelo de Heisenberg. Ondas de spin.

Diagrama de fases.



ABSTRACT

The work consists in the study of the spin 1/2 − 1 ferrimagnetic chains which are

associated with quasi-one-dimensional ferrimagnetic compounds. We study the pha-

ses induced by a magnetic field, B, and the effect of temperature, T ; in particular

the magnetization curves as a function of B. The theoretical modeling is performed

through the Heisenberg Hamiltonian with antiferromagnetic superexchange couplings

,J , between neighboring sites and uniform along the chain. The ground state and the

low energy excitations of finite systems are calculated through not interaction Spin

Wave (SW) and Interacting Spin Wave (ISW) methods, beyond the Lanczos exact

diagonalization method, while the thermodynamic properties are obtained throguh

the Finite Temperature Lanczos Method (FTLM ) and analitycally by ISW theory

with the Takahashi restriction adaptated for ferrimagnets. We discuss a analitycal ef-

fetive model to study the effect of B in the termical properties of the chain, beyond to

analyse your limit of validity comparing theirs resuts with those obtained by FTLM.

We sketh the phase diagram T − B of the system, identifying the quantum critical

points in T = 0 and the crossover lines in finite temperature, in particular those that

limit the phase Luttinger liquid of the diagram.

Keywords: Ferrimagnetic chains. Heisenberg model. Spin wave. Phase diagrams.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O estudo de sistemas de elétrons fortemente correlacionados confinados em estru-

turas de baixa dimensionalidade tem sido alvo constante de pesquisas da comunidade

cient́ıfica nas últimas décadas, principalmente no que diz respeito ao estudo de sólidos

contendo compostos de metais de transição. Um dos sistemas mais estudados são os

supercondutores de alta temperatura cŕıtica: em baixa temperatura, à medida que

estes são dopados, passam de uma fase isolante com ordem antiferromagnética para

uma fase supercondutora. Em particular, acredita-se que o estado supercondutor

esteja intimamente relacionado a planos de óxido de cobre, CuO2, encontrados em

muitos desses materiais.

Tornou-se posśıvel sintetizar uma grande variedade de compostos quase unidimen-

sionais com propriedades ferrimagnéticas. O conceito de ferrimagnetismo [22, 56] foi

inicialmente proposto por Néel para explicar o fato de que alguns materiais exibem

magnetização espontânea não nula abaixo de uma temperatura (T ) cŕıtica (Tc) de-

corrente de um alinhamento não-paralelo dos momentos magnéticos locais. Na figura

1.1(a) representamos uma ordem ferrimagnética, que é um caso intermediário entre
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uma ordem ferromagnética, figura 1.1(b), e uma ordem antiferromagnética, figura

1.1(c). Ferrimagnetos são materiais magnéticos que exibem um momento ĺıquido fer-

a) b) 

c) 

Figura 1.1: Ilustração de arranjos colineares e não-colineares posśıveis de ordenamen-
tos (a) ferrimagnéticos, (b) ferromagnéticos e (c) antiferromagnéticos.

romagnético, como resultado de subredes magnéticas com diferentes ı́ons magnéticos

e/ou número de śıtios magnéticos diferentes. A maioria desses materiais são magne-

tos moleculares bimetálicos contendo dois ı́ons de metais de transição diferentes por

célula unitária, que são distribúıdos alternadamente em uma cadeia. Sistemas ferri-

magnéticos tipicamente apresentam cadeias bipartidas [4] (uma cadeia que pode ser

dividida em duas subredes interpenetráveis, onde todos os vizinhos mais próximos de

um ı́on de uma subrede reside na outra subrede, e vice-versa), e exibem ferromagne-

tismo não saturado devido predominantemente a aclopamentos antiferromagnéticos

entre suas subredes; expondo, portanto, ambas as ordens ferromagnética e antifer-

romagnética de longo alcance. Observa-se experimentalmente [54], que a curva do

produto da suscetibilidade com a temperatura (χT ) versus T para compostos dessa
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natureza apresenta um mı́nimo em T = Tmin, o qual é exemplificado na figura 1.2(a)

com a curva do composto PNNBNO [21]. Diminuindo a temperatura a partir de Tmin,

a curva χT exibe um crescimento acentuado, figura 1.2(b), antes do estabelecimento

de uma ordem magnética tridimensional em baix́ıssimas temperaturas (tipicamente

T < 3K), cuja assinatura é um pico-λ na curva do calor espećıfico, figura 1.2(c).

Em baixa temperatura, o calor espećıfico e a suscetibilidade magnética multiplicada

pela temperatura se comportam como T 1/2 e T−1 (comportamento assintótico de

um ferromagneto unidimensional), respectivamente, enquanto que em temperaturas

intermediárias, o calor espećıfico exibe um pico tipo Schottky.

Figura 1.2: (a) Visão geral da curva do produto da suscetibilidade (χ) pela tempe-
ratura (T ) em função de T e (b) seu comportamento em baixas temperaturas para o
composto orgânico ferrimagnético PNNBNO. (c) Calor espećıfico em função da tem-
peratura para o composto orgânico ferrimagnético PNNBNO. (Figuras retiradas da
referência [21])

Compostos ferrimagnéticos podem ser classificados em duas categorias [10, 15]. Na

primeira delas, os spins dos śıtios são os mesmos em ambas sub-redes, todavia a topo-

logia da célula unitária induz um estado fundamental com magnetização não nula. Em

particular, mencionamos cadeias do tipo AB2 e ABC, figura 1.3, as quais apresentam

acoplamentos antiferromagnéticos homogêneos e uma célula unitária constitúıda de

três centros magnéticos. Na segunda categoria, centro da nossa pesquisa, o número de
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Figura 1.3: Ilustração das cadeias (a) AB2 e (b) ABC. Os ćırculos representam
centros magnéticos de spin 1/2, enquanto que as linhas ilustram os acoplamentos de
superexchange antiferromagnéticos. (Figura retirada da referência [15])

śıtios magnéticos é o mesmo nas duas sub-redes e o momento magnético resultante é

devido a spins de magnitudes distintas em sub-redes diferentes (cadeia linear de spins

mistos s− S), como, por exemplo, as cadeias ferrimagnéticas bimetálicas compostas

de ı́ons (Ni, Cu) e (Mn, Cu), figuras 1.4 e 1.5, respectivamente.

Figura 1.4: (a) Estrutura do composto bimetálico quase-1D NiCu(pba)(H2O)3.2H2O
com śıtios de spins alternados S1 = SNi = 1 e S2 = SCu = 1/2 ao longo do eixo b.
Os átomos de hidrogênio estão omitidos para uma maior clareza. (b) Estado de Néel
clássico do modelo de Heisenberg que descreve o composto ferrimagnético. (Figura
retirada da referência [22])

Em geral, para descrever cadeias bipartidas ferrimagnéticas usa-se o modelo quântico

de Heisenberg com acoplamentos antiferromagnéticos ou o modelo de Hubbard com

um elétron por śıtio. No modelo de Heisenberg, os spins encontram-se localizados nos
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Figura 1.5: Estrutura do composto bimetálico quase-1D MnCu(S2C2O2)27.5H2O,
retirada da referência [54].

śıtios da rede enquanto que no modelo de Hubbard a itinerância eletrônica é permi-

tida, entretanto para 1 elétron por śıtio o sistema é isolante para repulsão coulombiana

intraśıtio U 6= 0.

Para estudar esses modelos, são utilizadas técnicas anaĺıticas [12, 16], tais como:

teorias de campo médio, métodos de teoria quântica de campos, métodos de ondas

de spin; e técnicas numéricas [23, 28]: métodos de Diagonalização Exata, Grupo de

Renormalização da Matriz Densidade (DMRG, do inglês Density Method Renorma-

lization Group) e métodos de Monte Carlo.

Em particular, o modelo de Hubbard para cadeias bipartidas do tipo AB2 foi anali-

sado através dos métodos numéricos de Monte Carlo Quântico, Diagonalização Exata

e aproximação de Hartree-Fock; em particular, foi mostrado [26] que essas cadeias

apresentam ordenamento ferrimagnético no limite de semipreenchimento da banda

de condução. Utilizando métodos de Teoria de Campos e GR (do inglês, Renormali-

zation Group) [38, 39, 40] o modelo de Heisenberg quântico para cadeias bipartidas foi

mapeado no modelo σ não linear quântico não relativ́ıstico, sendo verificado que no

regime de baixas temperaturas tais cadeias apresentam propriedades cŕıticas similares

às encontradas no modelo de Heisenberg quântico para ferromagnetos unidimensio-
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nais.

Recentemente as propriedades termodinâmicas e excitações de onda de spin do

estado fundamental de cadeias bipartidas do tipo da figura 1.4 com S = S1 = 5/2 e

s = S2 = 1/2, foram investigadas através de métodos numéricos [53]. Resultados para

a suscetibilidade magnética, magnetização e calor espećıfico foram obtidos através

do método de Lanczos de temperatura finita (FTLM, do inglês Finite Temperature

Lanczos Method) [23], fazendo comparações com resultados teóricos da aproximação

semiclássica [50] e da expansão da suscetibilidade em baixas temperaturas derivada

da teoria de ondas de spin modificada de Takahashi [60]. O diagrama de fases tempe-

ratura T versus campo magnético B foi estudado em detalhe e várias fases quânticas

em baixas temperaturas foram identificadas: a fase ĺıquido de Luttinger (LL), o platô

ferrimagnético (LM) e a fase totalmente polarizada (FP), além dos respectivos pontos

cŕıticos quânticos e linhas de crossover. Na figura 1.6, apresentamos dados experi-

mentais para a suscetibilidade magnética do composto CuMnDTO [54] e resultados

numéricos calculados com o uso do FTLM, com J/kB = 44.8K e g = 1.90, além de

resultados da aproximação semiclássica, com J/kB = 59.47K e g = 1.9, para a cadeia

linear de spins mistos 1/2 − 5/2 [53]; observamos uma boa concordância entre os

dados experimentais e os resultados numéricos.

Na figura 1.7 exibimos as excitações de baixa energia, em unidades do campo

magnético obtidos através da diagonalização exata, da cadeia 1/2 − 5/2, além do

resultado da teoria de ondas de spin não interagente (SW, do ingês Spin Wave)

[6, 37]. Observa-se uma excelente concordância resultado numérico e a teoria SW

para o ramo ferromagnético (excitações que baixam o spin total em uma unidade),

enquanto que para o ramo antiferromagnético (excitações que aumentam o spin total
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Figura 1.6: Suscetibilidade molar χm vezes a temperatura T da cadeia linear de
spins mistos 1/2− 5/2 como função de T .(Figura retirada da referência [53])

em uma unidade) o valor do gap ∆ = 4J se afasta do valor obtido (∆ = 4.9046J)

pela diagonalização exata. Esta discrepância entre o valor do gap obtido através da

onda de spin e o resultado exato é comum para cadeias com s e S quaisquer [58, 60],

uma vez que a teoria SW não é capaz de obter resultados quantitativamente corretos,

pois um estado antiferromagnético ou ferrimagnético apresenta flutuações quânticas

que não são levadas em consideração pelo método de ondas de spin livres.

Por outro lado, o método de onda de spin interagente [31, 57, 60] (ISW, do inglês

Interacting Spin Wave), que leva em consideração as interações entre as ondas de

spin, se mostra muito melhor quantitatitavamente do que a onda de spin livre. Como

exemplo, exibimos na figura 1.8 as excitações de baixa energia para cadeia linear de

spins mistos S = 1 e s = 1/2; o valor do gap do modo antiferromagnético é melhorado

(∆ = J através do SW e ∆ = 1.676J através do ISW), muito mais próximo do valor

exato ∆ = 1.759J [29, 58].

O gap não nulo implica em um platô na curva da magnetização em função do
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Figura 1.7: Resultados da Diagonalização Exata usando g = 10, da cadeia fer-
rimagnética 1/2 − 5/2 para os valores indicados de N śıtios. As linhas cheias são
resultados da teoria SW. (Figura retirada da referência [53])

Figura 1.8: Modos de mais baixa energia da cadeia 1/2− 1. Os resultados da onda
de spin linear (linhas pontilhadas) e interagente (linhas cheias), é comparado com
cálculos numéricos. (Figura retirada da referência [60])

campo magnético. Pode-se mostrar [35] que platôs em curvas de magnetização versus

B são encontrados para valores de m que satisfazem o critério S − m = inteiro,

onde S é o spin total máximo da célula; na figura 1.9 apresentamos a curva de
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magnetizaçãoo para a cadeia 1/2 − 5/2 calculada através de diagonalização exata

[53]. Em campo nulo a ordem do estado fundamental é ferrimagnética com excitações

de baixa energia ferromagnéticas sem gap e antiferromagnéticas com gap, enquanto

que para campo não-nulo o modo ferromagnético adquire um gap; na medida que

o campo aumenta, o gap do modo antiferromagnético diminui, e no ponto cŕıtico

B = Bc,AF este gap se torna nulo, a magnetização começa a aumentar e o sistema

sofre uma transição de fase quântica para uma fase sem gap que se encontra na

classe de universalidade dos ĺıquidos de Luttinger (LL) [7, 18, 44]. Nesta fase as

correlações transversais decaem com lei de potência, ou seja, o estado é cŕıtico. A

fase LL termina no ponto cŕıtico B = Bc,FP , neste valor de campo o sistema se torna

totalmente polarizado e apresenta excitações de baixa energia ferromagnéticas. Uma

Figura 1.9: Resultados do FTLM para a cadeia linear de spins mistos 1/2 − 5/2.
Magnetização do estado fundamental por célula unitária em função do campo para
N = 16 śıtios. (Figura retirada da referência [53])

transição de fase quântica [45, 46, 47, 48] acontece em temperatura nula quando um

parâmetro (pressão externa, campo magnético, etc.) é variado, acarretando em um

fortalecimento das flutuações quânticas. Apesar da transição ocorrer em temperatura
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nula, ela tem repercussões no comportamento de baixa temperatura do sistema. Na

figura 1.10, apresentamos resultados para o calor espećıfico/T para a cadeia 1/2−5/2,

incluindo o comportamento assintótico das linhas de crossover do domo da fase LL e

das fases com gap: FP e LM. Em particular, com B → Bc,AF e B → Bc,FP as linhas de

crossover seguem as funções universais a|B−Bc,AF | e a|B−Bc,FP |, respectivamente,

onde a = 0, 76238 [27].

Figura 1.10: Diagrama de fases em baixa temperatura da cadeia linear de spins mistos
1/2− 5/2; o contorno do gráfico indica C/T . (Figura retirada da referência [53])

Motivados pelos resultados discutidos acima [53, 57, 60], temos como objetivo

nesta dissertação estudar as transições de fase quânticas sofridas por materiais fer-

rimagnéticos quando submetidos a um campo magnético externo, em particular a

região de baixas temperaturas do diagrama de fases do sistema. Estudamos o modelo

de Heisenberg quântico com aclopamentos antiferromagnéticos através do método de

ondas de spin interagentes com a restrição de Takahashi adaptada a ferrimagnetos

[57, 59, 60] e das técnicas de Lanczos de diagonalização exata e de temperatura finita
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para a cadeia 1/2− 1.

No caṕıtulo 2 discutiremos o modelo de rede de interesse, o modelo de Heisenberg

quântico: sua origem, simetrias e estado fundamental. No caṕıtulo 3 o método de

ondas de spin não interagentes para ferromagnetos e antiferromagnetos de Heisenberg

são discutidos; neste as principais técnicas anaĺıticas que serão aplicadas para obter

alguns resultados desta dissertação são empregadas. Abordaremos no caṕıtulo 4 as

técnicas numéricas de diagonalização exata (Algoritmo de Lanczos) e o método de

Lanczos de temperatura finita (FTLM). No caṕıtulo 5 aplicaremos o método de on-

das de spin não interagente e interagente a fim de obter resultados para a energia do

estado fundamental e as relações de dispersão para a cadeia 1/2− 1, além de discutir

a metodologia anaĺıtica utilizada no cálculo das propriedades termodinâmicas. Final-

mente, no caṕıtulo 6 apresentaremos e discutiremos os resultados obtidos através dos

métodos de ondas de spin, de diagonalização exata e do FTLM.
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Caṕıtulo 2

O Modelo de Heisenberg

De maneira simples, podemos caracterizar o magnetismo de materiais magnéticos

em três classes com respostas magnéticas distintas: diamagnetismo, paramagnetismo

e magnetismo coletivo (ferromagnetismo, antiferromagnetismo e ferrimagnetismo)

[4, 17]. O magnetismo coletivo é um resultado de uma interação de troca entre

os dipolos magnéticos permanentes, ou seja, é um fenômeno cooperativo de natureza

eminentemente quântica, uma vez que a interação de troca é um efeito que não tem

análogo clássico e é a base para a compreensão do magnetismo. A complexidade

intŕınseca do tema pode ser evidenciada pelo fato do magnetismo do mais comun dos

materiais (o ferro) não ser ainda completamente compreendido [34, 41, 42, 43], pois

este e outros metais de transição possuem um caráter metálico, que tem a banda d

parcialmente preenchida. Em contraste com os ferromagnetos isolantes, o momento

magnético em metais de transição não é um múltiplo inteiro do magneton de Bohr

µB. O mais conhecido modelo para descrever o magnetismo itinerante de metais de

transição é o modelo de Hubbard, enquanto que o modelo de Heisenberg é amplamente

ultilizado para modelagem de sistemas magnéticos isolantes.
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2.1 Origens e Hamiltoniano

O modelo de rede que iremos discutir é o modelo de Heisenberg, que pode ser

derivado do modelo de Hubbard, que por sua vez é caracterizado pelo hamiltoniano

HHub = −t
∑
〈i,j〉σ

(
c†iσcjσ + c†jσciσ

)
+ U

∑
i

ni↑ni↓, (2.1)

onde c†jσ(ciσ) é o operador de criação (destruição) para um elétron de spin σ =↑, ↓. O

termo t é responsável pela itinerância eletrônica (hopping), niσ = c†iσciσ é o operador

número de elétrons de spin σ no śıtio i, e U quantifica a repulsão coulombiana local.

Cada śıtio do sistema pode ser encontrado em quatro estados, a saber: vazio, um

elétron com spin up ou down e dois elétrons de spins opostos. A repulsão coulombi-

ana tende a localizar os elétrons do sistema enquanto que o termo de hopping faz com

que os elétrons se espalhem por toda a rede. Desta forma, os dois termos do modelo

de Hubbard são competitivos e podem produzir uma transição metal-isolante pela

variação de seus parâmetros, o que fisicamente é observado ao se variar, por exemplo,

a pressão externa no material. No limite de acoplamento forte U >> t, a dupla

ocupação é despreźıvel, sendo assim podemos considerar modelos efetivos, em parti-

cular o modelo t - J, para o qual a probabilidade de se encontrar śıtios duplamente

ocupados é nula. O hamiltoniano do modelo t− J é dado por

Ht−J = −t
∑
〈i,j〉σ

(
c̃†iσ c̃jσ + c.c.

)
+ J

∑
〈i,j〉

(
~Si · ~Sj −

1

4
ninj

)
, (2.2)

onde

~Si =
∑
αβ

c†iα
1

2
~σαβciβ

é o operador de spin do elétron no śıtio i, com ~σ sendo as matrizes de Pauli e

J = 4t2/U ; enquanto que o operador c̃†jσ = c†jσ(1 − nj,−σ) exclui estados com śıtios
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duplamente ocupados. Finalmente, fazendo ni = 1 para todos os śıtios, de modo que

o hopping se torna imposśıvel no modelo t− J , assim o hamiltoniano final será o de

Heisenberg antiferromagnético, dado por

HHeis = J
∑
〈ij〉

~Si · ~Sj, (2.3)

onde J é a interação de supertroca (superexchange) entre os spins dos elétrons nos

śıtios i e j [4, 15, 17, 28].

2.2 Observáveis e Simetrias do Modelo

Levando em consideração as relações canônicas de comutação e as definições

Sxi =
1

2

(
S+
i + S−i

)
(2.4)

e

Syi =
1

2i

(
S+
i − S−i

)
, (2.5)

o hamiltoniano 2.3 pode ser escrito da seguinte forma:

HHeis = J
∑
〈ij〉

[
Szi S

z
j +

1

2
(S+

i S
−
j + S−i S

+
j )
]
. (2.6)

Em geral queremos diagonalizar este hamiltoniano e obter conclusões sobre o limite

termodinâmico N → ∞, onde N é o número de spins do sistema. Para uma cadeia

linear de N spins 1/2, o espaço de Hilbert do sistema tem dimensão Nst = 2N , uma

vez que neste modelo de rede a probabilidade de dupla ocupação é nula e temos

apenas duas possibilidades por śıtio da rede (up ou down), sendo assim, como a

matriz que representa este hamiltoniano é da ordem Nst × Nst, a tarefa não é fácil.

Entretanto, existem simetrias satisfeitas pelo hamiltoniano que podemos utilizar para



26

seccionar o espaço de Hilbert e diagonalizar a matriz hamiltoniana nestes subespaços.

O hamiltoniano de Heisenberg apresenta as seguintes simetrias: conservação do spin

total

S2 = (Sx)2 + (Sy)2 + (Sz)2

e conservação das componentes

Sx =
∑
i

Sxi , Sy =
∑
i

Syi e Sz =
∑
i

Szi ,

ou seja, [HHeis, S
2] = 0, [HHeis, S

x] = 0, [HHeis, S
y] = 0 e [HHeis, S

z] = 0.

Entretanto, as componentes não comutam entre si, sendo assim, devemos escolher

apenas uma delas, que comumente escolhe-se Sz. Portanto, o conjunto de observáveis

que comutam para o modelo de Heisenberg é {HHeis, S
2, Sz}. Desta forma, os auto-

valores E, S(S+1) e m = −S, . . . , S dos operadores HHeis, S
2 e Sz, respectivamente,

são simultaneamente bons números quânticos. Além dessas simetrias, como o termo

de acoplamento J é invariante sob translações da rede o hamiltoniano 2.3 apresenta

simetria de translação, o que nos permite construir uma base rotulada pelo autovalor

do operador de translação, o vetor de onda ~k. Com esta simetria, as dimensões dos

blocos a serem diagonalizados são reduzidas por um fator de Nc, onde Nc é o número

de células unitárias do sistema [4, 28].

2.3 Estado Fundamental

De acordo com o teorema de Lieb e Mattis [25], o estado fundamental do modelo

de Heisenberg com interações de superexchange antiferromagnéticas (AHM) em uma

rede bipartida é

S = |SA − SB|, (2.7)
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onde

SA =
∑
i∈A

si e SB =
∑
i∈B

si, (2.8)

si é o spin do śıtio i e A, B denotam as subredes distintas.

No caso de cadeias bipartidas de spin 1/2 o spin total do estado fundamental será

S =
|NA −NB|

2
,

onde NA é o número de śıtios da sub-rede A e NB é o número de śıtios da sub-rede

B. Cadeias unidimensionais com spins alternados distintos, sA e sB, terão o estado

fundamental com spin total

S =
N |sA − sB|

2
. (2.9)
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Caṕıtulo 3

Ondas de Spin

Em 1930 Felix Bloch mostrou (originalmente para ferromagnetos), a partir um

estado ordenado, que as excitações de baixa energia, ou excitações elementares, de

sistemas de spins acoplados ferromagneticamente se comportam como ondas, chama-

das de ondas de spin. A energia dessas ondas são quantizadas e à part́ıcula corres-

pondente damos o nome de mágnon. As ondas de spin são encontradas para diversos

tipos de ordenamentos de spin, como por exemplo, os ordenamentos ferromagnético,

antiferromagnético e ferrimagnético [3, 24, 37, 57]. Faremos aqui uma breve discussão

sobre os mágnons em ferromagnetos e antiferromagnetos de Heisenberg, com a fina-

lidade de obtermos uma maior familiaridade com técnicas anaĺıticas necessárias para

abordarmos os mágnons de interesse: os mágnons em ferrimagnetos.
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3.1 Ferromagneto

O hamiltoniano de interesse é dado por

H = J
∑
j,~δ

~S~j+~δ · ~Sj − 2µ0H0

∑
j

Szj (3.1)

e leva em consideração apenas as contribuições da interação de troca entre primeiros

vizinhos e o termo de Zeemann. O termo J < 0 (ferromagnético) é a integral de

troca, µ0 = g
2
µB é o momento magnético, com g sendo o fator giromagnético; os

vetores ~δ conectam os ı́ons j aos vizinhos mais próximos em uma rede de Bravais e

~Sj é o operador momento angular do ı́on no śıtio j. As constantes de movimento do

sistema são:

S2 =
(∑

j

~Sj

)2
e Sz =

∑
j

Szj ,

onde o estado fundamental |0〉 de um sistema de N ı́ons idênticos de spins S é um

estado completamente ordenado e é dado por |0〉 = ⊗j|Sj〉, com |Sj〉 representando

um estado de componente z máximo:

S2|0〉 = NS(NS + 1)|0〉 e Sz|0〉 = NS|0〉.

• Transformação de Holstein-Primakoff

Queremos escrever o hamiltoniano do sistema em termos de operadores indepen-

dentes. Os operadores que fazem a transformação são os operadores bosônicos de

criação e destruição a†j, aj definidos por:

S+
j = Sxj + iSyj = (2S)1/2

(
1−

a†jaj

2S

)1/2
aj (3.2)

e
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S−j = Sxj − iS
y
j = (2S)1/2a†j

(
1−

a†jaj

2S

)1/2
, (3.3)

com [aj, a
†
l ] = δjl e S+, S− satisfazendo as relações corretas de comutação,

[S+
i , S

−
j ] = 2δijS

z
j e [Szi , S

±
j ] = ±δijS±j .

Das expressões 3.2 e 3.3, podemos encontrar uma relação para Szj , uma vez que

(Szj )2 = S2 − (Sxj )2 − (Syj )2,

e com o uso de 2.4, 2.5, obtemos

(Szj )2 = S(S + 1)− 1

2
(S+

j S
−
j + S−j S

+
j ) , portanto:

S+
j S
−
j = 2S

(
1−

a†jaj

2S

)1/2
aja
†
j

(
1−

a†jaj

2S

)1/2
e S−j S

+
j = (2S)a†j

(
1−

a†jaj

2S

)1/2(
1−

a†jaj

2S

)1/2
aj.

Então,

(Szj )2 = S(S + 1)− S
[(

1−
a†jaj

2S

)1/2
aja
†
j

(
1−

a†jaj

2S

)1/2
+ a†j

(
1−

a†jaj

2S

)
aj

]
,

e da relação de comutação podemos escrever a†jaj = aja
†
j − 1, logo:

(Szj )2 = S(S+1)−S
[
a†jaj

(
1−

a†jaj

2S

)
+
(

1−
a†jaj

2S

)1/2(
1−

a†jaj

2S

)1/2
+a†j

(
1−

a†jaj

2S

)
aj

]
⇒

⇒ (Szj )2 = S(S + 1)− S
[
a†jaj

(
1−

a†jaj

2S

)
+
(

1−
a†jaj

2S

)
+ a†jaj −

a†j
2S

(
aja
†
j − 1

)
aj

]
⇒

⇒ (Szj )2 = S(S + 1)− 2Sa†jaj(1−
a†jaj

2S
)− S ⇒

⇒ (Szj )2 = S2 − 2Sa†jaj + (a†jaj)
2.

Sendo assim,

(Szj )2 = (S − a†jaj)2, portanto:

Szj = S − a†jaj. (3.4)
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Vamos agora escrever as variáveis atômicas a†j, aj em termos das variáveis de mágnon

b†~k, b~k, definidas por:

b†~k = N−1/2
∑
j

e−i
~k·~rja†j e b~k = N−1/2

∑
j

ei
~k·~rjaj,

com ~rj sendo o vetor posição do j-ésimo ı́on. A inversa é dada por:

a†j = N−1/2
∑
~k

ei
~k·~rjb†~k e aj = N−1/2

∑
k

e−i
~k·~rjb~k. (3.5)

Essas variáveis satisfazem as seguintes relações de comutação:[
b~k, b

†
~k′

]
= N−1

∑
j,l

ei
~k·~rjaje

−i~k′ ·~rla†l −N
−1
∑
j,l

e−i
~k
′ ·~rla†l e

i~k·~rjaj =

= N−1
∑
j,l

ei
~k·~rje−i

~k
′ ·~rl
(
aja
†
l − a

†
laj

)
= N−1

∑
j,l

ei
~k·~rje−i

~k
′ ·~rl
[
aj, a

†
l

]
⇒

⇒
[
b~k, b

†
~k′

]
= N−1

∑
j

ei(
~k−~k′ )·~rj = δ~k,~k′ .

Assim, [
b~k, b

†
~k
′

]
= δ~k,~k′ (3.6)

além de [
b~k, b~k′

]
=
[
b†~k, b

†
~k′

]
= 0.

Os operadores b†~k e b~k, criam e destroem, respectivamente, um mágnon de vetor de

onda ~k no estado fundamental. Temos que expressar, então, as equações 3.2, 3.3 e

3.4 em termos destas variáveis de ondas de spin. Estamos interessados em estados de

baixa energia do sistema, ou seja, assumindo S � 1, devemos ter〈a†jaj
S

〉
=
〈nj
S

〉
� 1,

logo podemos escrever (
1−

a†jaj

2S

)1/2
' 1−

a†jaj

4S
. (3.7)
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Desta forma, das equações 3.5 e 3.7, temos:

S+
j ' (2S)1/2

(
1−

a†jaj

4S

)
aj = (2S)1/2

(
aj −

a†ja
2
j

4S

)
⇒

⇒ S+
j '

(2S

N

)1/2[∑
~k

e−i
~k·~rjb~k − (4SN)−1

∑
~k,~k′ ,~k′′

ei(
~k−~k′−~k′′ )·~rjb†~kb~k′ b~k′′

]
. (3.8)

Analogamente,

S−j '
(2S

N

)1/2[∑
~k

ei
~k·~rjb†~k − (4SN)−1

∑
~k,~k′ ,~k′′

ei(
~k+~k

′−~k′′ )·~rjb†~kb
†
~k′
b~k′′
]
. (3.9)

Ainda

Szj = S − a†jaj = S − 1

N

∑
~k,~k′

ei(
~k−~k′ )·~rjb†~kb~k′ ,

sendo assim, como

Sz =
∑
j

Szj ,

temos que

Sz = NS − 1

N

∑
j,~k,~k′

ei(
~k−~k′ )·~rjb†~kb~k′ .

Entretanto,

1

N

∑
j

ei(
~k−~k′ )·~rj = δ~k,~k′ ,

então

Sz = NS −
∑
~k,~k′

δ~k,~k′ b
†
~k
b~k′ ,

portanto:

Sz = NS −
∑
~k

b†~kb~k, (3.10)

que é um resultado exato.

• Hamiltoniano em variáveis de onda de spin
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O hamiltoniano 3.1, em analogia com a relação 2.6, pode ser escrito como

H = J
∑
j,~δ

SzjS
z
~j+~δ

+
J

2

∑
j,~δ

(
S+
j S
−
~j+~δ

+ S−j S
+
~j+~δ

)
− 2µ0H0

∑
j

Szj ,

então, usando as transformações em variáveis de ondas de spin das equações 3.8, 3.9

e 3.10, escrevemos:

H = J
∑
j,~δ

[
S − 1

N

∑
~k,~k′

ei(
~k−~k′ )·~rjb†~kb~k′

][
S − 1

N

∑
~k,~k′

ei(
~k−~k′ )·(~rj+~δ)b†~kb~k′

]
+

+
JS

N

∑
j,~δ

[∑
~k

e−i
~k·~rjb~k

∑
~k′

ei
~k′·(~rj+~δ)b†~k′+

∑
~k

ei
~k·~rjb†~k

∑
~k′

e−i
~k′·(~rj+~δ)b~k′

]
−2µ0H0

(
NS−

∑
~k

b†~kb~k

)
.

Assim, se há z vizinhos mais próximos ao ı́on j da rede,

∑
j,~σ

→ Nz e
∑
j

→ N,

logo:

H = JNzS2 − 2µ0H0NS +H0 +H1, (3.11)

onde,

H0 = −JS
N

∑
j,~δ,~k,~k′

[
e−i(

~k−~k′ )·~rjeik
′ ·~δb~kb

†
~k′

+ ei(
~k−~k′ )·~rje−ik

′ ·~δb†~kb~k′ − e
i(~k−~k′ )·~rjb†~kb~k′ +

− ei(
~k−~k′ )·(~rj+~δ)b†~kb~k′

]
+

2µ0H0

N

∑
j,~k,~k′

ei(
~k−~k′ )·~rjb†~kb~k′ .

Portanto, somando sobre j e definindo

γ~k =
1

z

∑
~δ

ei
~k·~δ, (3.12)

com z primeiros vizinhos, temos que

H0 = −JzS
∑
~k

[
γ~kb~kb

†
~k

+ γ−~kb
†
~k
b~k − 2b†~kb~k

]
+ 2µ0H0

∑
~k

b†~kb~k,
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desta forma, se há um centro de simetria
(
γ~k = γ−~k

)
, podemos escrever da equação

3.6:

H0 =
∑
~k

[
2JzS(1− γ~k) + 2µ0H0

]
b†~kb~k − 2JzS

∑
~k

γ~k.

Entretanto,

∑
~k

γ~k =
1

z

∑
~k

∑
~δ

ei
~k·~δ =

1

z

∑
~δ

[
ei
~k1·~δ + ei

~k2·~δ + . . .
]

= 0,

portanto

H0 =
∑
~k

[
2JzS(1− γ~k) + 2µ0H0

]
b†~kb~k. (3.13)

Note que o termo H1 da expressão 3.11 foi desprezado, uma vez que o mesmo

contém termos de ordem superior, O(S0), dos operadores de mágnon e estamos inte-

ressados em excitações de mais baixa energia.

Finalmente podemos escrever H0 como:

H0 =
∑
~k

n̂~kω~k, (3.14)

onde

n̂~k = b†~kb~k e ω~k = 2JzS(γ~k − 1) + 2µ0H0.

Em uma dimensão, sendo a o parâmetro de rede, temos

γ~k ≡ γk =
1

2

(
eika + e−ika

)
= cos ka , assim:

ω~k ≡ ωk = −4JS
(
1− cos ka

)
+ 2µ0H0.

A campo nulo a relação de dispersão é dada por

ωk = −4JS
(
1− cos ka

)
, (3.15)
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Figura 3.1: Relação de dispersão de mágnons ferromagnéticos a campo nulo pelo
método de ondas de spin.

ou seja, este modo (acústico) não apresenta gap, e está representado na figura 3.1.

Na figura 3.2, apresentamos resultados experimentais da relação de dispersão dos

mágnons ópticos e acústicos na magnetita [24]. Assumindo ka� 1, temos que

ωk = −2JSa2k2 = Dk2, (3.16)

onde D = −2JSa2 é a dureza do material. A energia interna de um gás de mágnons

em equiĺıbrio térmico à temperatura T é dada por

E =
∑
k

ωk〈nk〉T =
∑
k

ωk
1

eβωk − 1
, logo

∑
k

→ 1

2π

∫
dk ⇒ E =

D

2π

∫
k2

eβDk2 − 1
dk,

ou, com x = βDk2,

E =
(kBT )3/2

4πD1/2

∫ xm

0

x1/2

ex − 1
dx.
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Figura 3.2: Relação de dispersão dos mágnons ópticos e acústicos na magnetita,
determinados pelo espalhamento inelástico de neutrons, retirado da referência [24].

Como estamos interessados na região kBT � ωmax, com ωmax = Dk2max, podemos

escrever

E =
(kBT )3/2

4πD1/2

∫ ∞
0

x1/2

ex − 1
dx , onde∫ ∞

0

x1/2

ex − 1
dx = Γ

(3

2

)
ζ
(3

2

)
,

onde Γ(x) é a função gama, e ζ(x) é a função zeta de Riemann. Desta forma, como

Γ(3
2
) = 1

2

√
π e ζ(3

2
) = 2, 61238, obtemos:

E ' 0, 37

D1/2
(kBT )3/2 , assim C =

dE

dT
⇒ C ' 0, 55kB

(kBT
D

)1/2
,

conforme indica a figura 3.3.
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Figura 3.3: Calor espećıfico dos mágnons ferromagnéticos em uma dimensão.

3.2 Antiferromagneto

Neste caso vamos considerar o hamiltoniano

H = J
∑
j,~δ

~S~j+~δ
~S~j − gµBH̄

∑
j

Szaj + gµBH̄
∑
j

Szbj, (3.17)

onde J > 0 para um antiferromagneto. Uma vez que a rede é bipartida, a confi-

guração de spin do estado fundamental do antiferromagneto de Heisenberg é uma

configuração onde todos os spins vizinhos são antiparalelos, conhecido como estado

Néel. O parâmetro H̄ é um campo magnético fict́ıcio que aproxima o efeito de aniso-

tropia do material, com a propriedade de tender a alinhar os spins da subrede a na

direção +z e os spins da subrede b na direção −z, para µB positivo.

• Transformação de Holstein-Primakoff
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Para o caso em questão definimos:

S+
aj = (2S)1/2

(
1−

a†jaj

2S

)1/2
aj; S−aj = (2S)1/2a†j

(
1−

a†jaj

2S

)1/2
, (3.18)

e

S+
bl = (2S)1/2

(
1− b†l bl

2S

)1/2
bl; S−bl = (2S)1/2b†l

(
1− b†l bl

2S

)1/2
, (3.19)

onde b†l , bl são os operadores de criação e destruição do l-ésimo ı́on na subrede b.

Temos também que

Szaj = S − a†jaj e − Szbl = S − b†l bl, (3.20)

onde usamos a outra escolha de sinal permitida pela equação 3.1.

Vamos introduzir agora as variáveis de ondas de spin

b†k = N−1/2
∑
j

e−ikja†j ; bk = N−1/2
∑
j

eikjaj,

e

a†j = N−1/2
∑
k

eikjb†k ; aj = N−1/2
∑
k

e−ikjbk.

De forma análoga à seção 3.1, temos que

[
c†~k, c~k′

]
=

[
d†~k, d~k′

]
= δ~k,~k′ ;[

c~k, c~k′
]

=
[
d~k, d~k′

]
=
[
c†~k, c

†
~k′

]
=
[
d†~k, d

†
~k′

]
= 0.

Ainda, como estamos interessados em excitações de mais baixa energia do sistema,

com S � 1 e s� 1, teremos

〈a†jaj
S

〉
� 1 e

〈b†l bl
S

〉
� 1, então

(
1−

a†jaj

2S

)1/2
' 1−

a†jaj

4S
e
(

1− b†l bl
2S

)1/2
' 1− b†l bl

4S
,
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portanto:

S+
aj '

(2S

N

)1/2[∑
~k

e−i
~k·~rjc~k + . . .

]
; (3.21)

S−aj '
(2S

N

)1/2[∑
~k

ei
~k·~rjc†~k + . . .

]
; (3.22)

S+
bj '

(2S

N

)1/2[∑
~k

e−i
~k·~rld~k + . . .

]
; (3.23)

S−bj '
(2S

N

)1/2[∑
~k

ei
~k·~rld†~k + . . .

]
; (3.24)

Saz =
∑
j

Szaj = NS −
∑
~k

c†~kc~k; (3.25)

Sbz =
∑
l

Szbl = NS −
∑
~k

d†~kd~k. (3.26)

• Hamiltoniano em variáveis de ondas de spin

O hamiltoniano 3.17 em variáveis de mágnons pode ser escrito, se há z vizinhos

mais próximos

H = −2JNzS2 − 4µ0H̄NS +H0 +H1, onde

o termo bilinear H0 é dado por

H0 = 2JzS
∑
~k

[
γ~k

(
c†~kd
†
~k

+ c~kd~k

)
+
(
c†~kc~k + d†~kc~k

)]
+ 2µ0H̄

∑
~k

(
c†~kc~k + d†~kd~k

)
,

com γ~k =
1

z

∑
~δ

ei
~k·~δ = γ−~k,

assumindo que há um centro de simetria.

Note que H0 ainda não é diagonal. Então, para diagonalizar este hamiltoniano

vamos fazer a transformação de Bogoliubov, definida por:

α~k = u~kc~k − v~kd
†
~k

; α†~k = u~kc
†
~k
− v~kd~k



40

β~k = u~kd~k − v~kc
†
~k

; β†~k = u~kd
†
~k
− v~kc~k,

cuja inversa é

c~k = u~kα~k + v~kβ
†
~k

; c†~k = u~kα
†
~k

+ v~kβ~k (3.27)

d~k = v~kα
†
~k

+ u~kβ~k ; d†~k = v~kα~k + u~kβ
†
~k
, (3.28)

onde

u2~k − v
2
~k

= 1.

Portanto, a transformação de Bogoliubov pode ser parametrizada como

u~k = cosh θ~k e v~k = sinh θ~k. (3.29)

Agora, vamos escrever o hamiltoniano em termos das novas variáveis. Para tornar

o cálculo muito mais simples ultilizaremos a notação matricial. Para tal, note que

podemos escrever

H0 =
(

2JzS + 2µ0H̄
)∑

~k

(
c†~kc~k + d†~kd~k

)
+ 2JzS

∑
~k

γ~k

(
c†~kd
†
~k

+ c~kd~k

)
,

assim, definindo ε ≡ 2JzS + 2µ0H̄ e λ~k ≡ 2JzSγ~k, temos:

H0 = ε
∑
~k

(
c†~kc~k + d~kd

†
~k

)
+
∑
~k

λ~k

(
c†~kd
†
~k

+ c~kd~k

)
−Nε,

portanto

Nε+H0 ≡ H̄0 =
∑
~k

(
c†~k d~k

)( ε λ~k

λ~k ε

)(
c~k

d†~k

)
,

e das equações 3.27 e 3.28(
c~k

d†~k

)
=

(
u~k v~k

v~k u~k

)(
α~k

β†~k

)
. (3.30)

Desta forma, fazendo a transformação 3.30, teremos:

H̄0 =
∑
~k

(
α†~k β~k

)( u~k v~k

v~k u~k

)(
ε λ~k

λ~k ε

)(
u~k v~k

v~k u~k

)(
α~k

β†~k

)
, com
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T~k ≡

(
u~k v~k

v~k u~k

)(
ε λ~k

λ~k ε

)(
u~k v~k

v~k u~k

)
⇒

⇒ T~k =

 ε
[
u2~k + v2~k

]
+ 2λ~ku~kv~k λ~k

[
u2~k + v2~k

]
+ 2εu~kv~k

λ~k

[
u2~k + v2~k

]
+ 2εu~kv~k ε

[
u2~k + v2~k

]
+ 2λ~ku~kv~k

 .

Da equação 3.29, podemos escrever

u2~k + v2~k = cosh 2θ~k e 2u~kv~k = sinh 2θ~k.

Então, ajustando tanh 2θ~k = −λ~k
ε
⇒ cosh 2θ~k = ε

ω~k
e sinh 2θ~k = −λ~k

ω~k
, onde

ω~k =
√
ε2 − λ2~k.

Assim,

T~k =

(
ω~k 0

0 ω~k

)
, portanto:

H̄0 =
∑
~k

(
α†~k β~k

)( ω~k 0

0 ω~k

)(
α~k

β†~k

)
, ou seja,

H̄0 =
∑
~k

ω~k

[
α†~kα~k + β†~kβ~k + 1

]
, desta forma

H0 = −2NJzS − 2Nµ0H̄ +
∑
~k

ω~k

[
α†~kα~k + β†~kβ~k + 1

]
,

onde

ω2
~k

=
(

2JzS + 2µ0H̄
)2
− 4J2z2S2γ2~k, (3.31)

Que é a relação de dispersão para mágnons antiferromagnéticos.

Em uma dimensão sabemos que γ~k = γk = cos(ka) e fazendo H̄ = 0 podemos

escrever

ω2
k = 42J222S2 − 4J222S2 cos2 k,

ou seja, para S = 1/2

ωk = 2J | sin k|, (3.32)
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Figura 3.4: Relação de dispersão em um antiferromagneto unidimensional com S =
1/2 obtido pelo método ondas de spin.

Figura 3.5: Relação de dispersão obtida experimentalmente do composto LaCuO4,
um antiferromagneto de spin S = 1/2. Figura retirada da referência [8].

veja a figura 3.4 em comparação com o resultado experimental 3.5. No limite de

longos comprimentos de onda podemos escrever que ka� 1, então

ωk = 2Jak, (3.33)
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ou seja, diferentemente do ferromagneto, as excitações elementares das ondas de spin

de um antiferromagneto unidimensional exibe uma relação de dispersão linear no

limite de k → 0.
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Caṕıtulo 4

O Método de Lanczos de

Temperatura Finita

Neste caṕıtulo discutiremos um método numérico que resulta da combinação do

método de Lanczos de diagonalização exata (ED, do inglês, Exact Diagonalization)

[28] com a amostragem aleatória, chamado “Método de Lanczos de temperatura fi-

nita” (FTLM, do ingês, Finite Temperature Lanczos Method) [23, 36]. O FTLM foi

desenvolvido para o estudo de sistemas quânticos em T > 0 e foi utilizado para obter

parte dos resultados desta dissertação. Através deste método numérico podemos cal-

cular propriedades em T > 0 com eficiência e recursos computacionais comparáveis

aos cálculos do estado fundamental empregando ED.

4.1 Algoritmo de Lanczos e matriz hamiltoniana

O método computacional mais simples para estudar modelos de sistemas de elétrons

fortemente correlacionados é o método de diagonalização exata. Entretanto, nesses

modelos a dimensão do espaço de Hilbert cresce exponencialmente com o tamanho
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do sistema. No modelo de Heisenberg de spin 1/2, por exemplo, cada spin pode ser

encontrado em dois estados, ↑ ou ↓, portanto o número de estados da base do espaço

de Hilbert em um sistema com N śıtios é Nst = 2N . O hamiltoniano de sistemas

quânticos é representadado por matrizes Nst × Nst, que torna-se muito grande para

pequenos valores de N . Encontrar autovalores e autovetores de tais matrizes não é

posśıvel com um algoritmo padrão. Em vez disso, para um N moderado, deve-se

recorrer a algoritmos mais especializados, entre os quais o algoritmo de Lanczos de

diagonalização exata é apropriado para determinarmos os estados de mais baixa ener-

gia do sistema. Através do método de Lanczos, uma base especial é constrúıda, nela o

hamiltoniano tem uma representação tridiagonal; o estado fundamental e excitações

podem ser encontrados facilmente usando bibliotecas padrão.

A base de Lanczos é constrúıda iterativamente a partir de um vetor aleatório

normalizado |φ0〉 no espaço de Hilbert do sistema de interesse. Aplica-se H a |φ0〉 e o

vetor resultante é decomposto em uma componente paralela a |φ0〉 e uma componente

|φ1〉 ortogonal a ela, ou seja:

H|φ0〉 = a0|φ0〉+ b1|φ1〉. (4.1)

Como H é hermitiano, a0 = 〈φ0|H|φ0〉 é real, enquanto que a fase de |φ1〉 pode ser

escolhida tal que b1 = 〈φ1|H|φ0〉 também seja real. No próximo passo H é aplicado a

|φ1〉,

H|φ1〉 = b1
′|φ0〉+ a1|φ1〉+ b2|φ2〉, (4.2)

onde |φ2〉 é ortogonal a |φ0〉 e |φ1〉, sendo assim: b
′
1 = 〈φ0|H|φ1〉, a1 = 〈φ1|H|φ1〉 e

b2 = 〈φ2|H|φ1〉. Procedendo com a iteração obtém-se em i passos

H|φi〉 = bi|φi−1〉+ ai|φi〉+ bi+1|φi+1〉, (4.3)
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uma vez que b
′
1 = b1. Desta forma, parando a iteração em i = M e fazendo bM+1 = 0,

o hamiltoniano pode ser representado na base das funções ortogonais de Lanczos |φi〉

como uma matriz tridiagonal de elementos diagonais ai com i = 0 . . .M , e os fora da

diagonal bi com i = 1 . . .M , ou seja,

H =



a0 b1 0 0 . . .

b1 a1 b2 0 . . .

0 b2 a2 b3 . . .

0 0 b3 a3 . . .
...

...
...

...


. (4.4)

Essa matriz é facilmente diagonalizada usando rotinas numéricas padrão para obter

os autovalores aproximados εj e os correspondentes autovetores ortonormais |ψj〉,

|ψj〉 =
M∑
i=0

fji|φi〉, j = 0 · · ·M, onde (4.5)

〈ψi|H|ψj〉 = εjδij, i, j = 0 . . .M. (4.6)

O grande mérito desta técnica numérica é que a energia do estado fundamental

converge com precisão de máquina para um pequeno número (∼ 100) de estados da

base de Lanczos, independentemente da dimensão do espaço de Hilbert do sistema

em análise.

4.2 Expansão em alta temperatura

O método de Lanczos para T > 0 pode ser justificado para alta temperatura. A

técnica é baseada na aplicação da iteração de Lanczos combinada com a redução do

traço termodinâmico através da amostragem aleatória.

Primeiro considere o valor esperado do operador A no ensemble canônico

〈A〉 =
Nst∑
n=1

〈n|e−βHA|n〉
/ Nst∑

n=1

〈n|e−βH|n〉, (4.7)



47

onde β = 1/kBT . Um cálculo direto de 〈A〉 requer o conhecimento de todos os

autoestados |Ψn〉 e energias correspondentes En, obtidas pela diagonalização de H,

〈A〉 =
Nst∑
n=1

e−βEn〈Ψn|A|Ψn〉
/ Nst∑

n=1

e−βEn , (4.8)

acesśıvel computacionalmente apenas para Nst ∼ 10000. Em vez disso, vamos realizar

a expansão em alta temperatura (HTE, do inglês High-Temperature Expansion) da

exponencial e−βH:

〈A〉 = Z−1
Nst∑
n=1

∞∑
k=0

(−β)k

k!
〈n|HkA|n〉, (4.9)

Z =
Nst∑
n=1

∞∑
k=0

(−β)k

k!
〈n|Hk|n〉. (4.10)

Para calcular os termos 〈n|HkA|n〉 da expansão considere o elemento de matriz

Wkl = 〈n|HkBHlA|n〉, onde |n〉 é um vetor aleatório normalizado, e A, B são opera-

dores gerais e k, l finitos. Vamos expressar este elemento em termos dos autovetores

e autovalores de Lanczos. Para isso vamos realizar dois procedimentos de Lanczos

com M = max(k, l) passos. Primeiramente iniciamos com o vetor |φ0〉 = |n〉, produ-

zindo o subespaço LM = {|φj〉, j = 0 . . .M} juntamente com os autovetores |ψj〉 e

autovalores εj. O segundo procedimento é iniciado com o vetor normalizado

|φ′0〉 = A|φ0〉
/√
〈φ0|A†A|φ0〉, (4.11)

resultando no subspaço L
′
M = {|φ′j〉, j = 0 . . .M} com autovetores |ψ′j〉 e autovalores

ε
′
j. Podemos definir os projetores

Pm =
m∑
i=0

|φi〉〈φi|, P
′

m =
m∑
i=0

|φ′i〉〈φ
′

i|, (4.12)

que para m = M podem ser escritos como

PM =
M∑
i=0

|ψi〉〈ψi|, P
′

M =
M∑
i=0

|ψ′i〉〈ψ
′

i|. (4.13)
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Levando em conta as definições 4.12, 4.13 podemos mostrar que

HPm = Pm+1HPm = PMHPm, m < M. (4.14)

Adicionado o fato que |n〉 = |φ0〉 = P0|φ0〉 e A|n〉 ∝ |φ′0〉 = P
′
0|φ

′
0〉 e aplicando várias

vezes a equação 4.14 encontramos

Wkl = 〈φ0|P0HP1H . . .HPkBP
′

lH . . . P
′

1HP
′

0A|φ0〉. (4.15)

Usando novamente a equação 4.14 e as identidades P0|φ0〉 = PM |φ0〉, P
′
0A|φ0〉 =

P
′
MA|φ0〉 podemos reescrever o elemento de matriz como

Wkl = 〈φ0|PMHPMH . . .HPMBP
′

MH . . . P
′

MHP
′

MA|φ0〉. (4.16)

Portanto, usando as expressões 4.13 e 4.6 para os elementos de matriz, obtemos

Wkl =
M∑
i0=0

· · ·
M∑
ik=0

M∑
j0=0

· · ·
M∑
jl=0

〈φ0|ψi0〉〈ψi0|H|ψi1〉 . . . 〈ψik−1
|H|ψik〉

×〈ψik |B|ψ
′

jl
〉〈ψ′jl |H|ψ

′

jl−1
〉 . . . 〈ψ′j1|H|ψ

′

j0
〉〈ψ′j0|A|ψj0〉 =

=
M∑
i=0

M∑
j=0

〈φ0|ψi〉〈ψi|B|ψ
′

j〉〈ψ
′

j|A|φ0〉(εi)k(ε
′

j)
l. (4.17)

Desta forma, com m ≥ k e com |φn0 〉 = |n〉 obtemos os elementos de matriz desejados

fazendo l = 0 e B = 1 na equação 4.17

〈n|HkA|n〉 =
M∑
i=0

〈n|ψni 〉〈ψni |A|n〉(εni )k. (4.18)

Numa base restrita k ≤M , podemos inserir a expressão 4.18 nas equações 4.9 e 4.10

assumindo k > M . Portanto, podemos expressar o resultado final como

〈A〉 ≈ Z−1
Nst∑
n=1

M∑
i=0

e−βε
n
i 〈n|ψni 〉〈ψni |A|n〉, (4.19)

〈Z〉 ≈
Nst∑
n=1

M∑
i=0

e−βε
n
i 〈n|ψni 〉〈ψni |n〉, (4.20)

onde o erro da aproximação é da ordem de βM+1. Vale salientar que β � 1, uma vez

que a expansão é realizada em alta temperatura.
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4.3 Amostragem aleatória

O cálculo das quantidades 4.19 e 4.20 envolve somas sobre o conjunto completo

de Nst estados |n〉, que não é viável na prática. Para obter um método útil, deve ser

feita mais uma aproximação substituindo a soma total por uma soma parcial sobre um

conjunto muito menor de estados aleatórios. É uma aproximação dif́ıcil de justificar

rigorosamente, entretanto podemos estimar os erros envolvidos.

Vamos considerar o valor esperado 〈A〉 em T > 0, definido pela equação 4.7. Em

vez de avaliar toda a soma da expressão 4.7 primeiramente calcularemos apenas um

elemento com respeito a um estado aleatório |r〉, que é uma combinação linear dos

estados base

|r〉 =
Nst∑
n=1

αrn|n〉, (4.21)

ou seja, αrn é aleatoriamente distribúıdo. Vamos discutir então a quantidade

Ār = 〈r|e−βHA|r〉
/
〈r|e−βH|r〉 =

=
Nst∑

n,m=1

α∗rnαrm〈n|e−βHA|m〉
/ Nst∑

n,m=1

α∗rnαrm〈n|e−βH|m〉. (4.22)

Assumindo que [H, A] = 0 e que os estados |n〉 sejam autoestados de H, temos

Ār =
Nst∑
n=1

|αrn|2ZnAn
/ Nst∑

n=1

|αrn|2Zn, onde (4.23)

Zn = 〈n|e−βH|n〉 e ZnAn = 〈n|e−βHA|n〉. Podemos escrever |αrn|2 = 1/Nst + δrn,

onde os desvios δrn não são correlacionados com os elementos de matriz Zn e ZnAn.

Vemos que Ār está próximo de 〈A〉, o desvio estat́ıstico está relacionado ao número

de termos Z̄ na soma termodinâmica, isto é

Ār = 〈A〉+O
(

1
/√

Z̄
)
, Z̄ = eβE0

∑
n

Zn. (4.24)
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Note que para T → ∞ temos Z̄ → Nst e, portanto, uma estimativa próxima da

média 4.24 pode ser obtida a partir de um único estado aleatório. Por outro lado, em

temperatura finita o erro estat́ıstico cresce com a diminuição de Z̄. Ainda, em T = 0

e para um estado fundamental não degenerado obtemos da expressão 4.23 novamente

o resultado correto.

No FTLM substitúımos a soma total na equação 4.7 por uma restrita a vários

vetores aleatórios |r〉, r = 1 . . . R,

Ā =
R∑
r=1

〈r|e−βHA|r〉
/ R∑

r=1

〈r|e−βH|r〉. (4.25)

Desta forma, das equações 4.23 e 4.24 o erro estat́ıstico é reduzido,

Ā = 〈A〉+O
(

1
/√

RZ̄
)
. (4.26)

4.4 Implementação

Agora vamos discutir a implementação prática do FTLM. Juntando os resultados

das seções 4.2 e 4.3 podemos expressar a média do operador A como

〈A〉 ≈ Nst

ZR

R∑
r=1

M∑
j=1

e−βε
r
j 〈r|ψrj 〉〈ψrj |A|r〉,

Z ≈ Nst

ZR

R∑
r=1

M∑
j=1

e−βε
r
j |〈r|ψrj 〉|2. (4.27)

A amostragem é sobre os R estados aleatórios |r〉 = |φr0〉, que servem como estados

iniciais para os M passos do procedimento de Lanczos, resultando em M autovalores

aproximados εrj com autovetores correspondentes |ψrj 〉.

É preciso determinar os elementos de matriz 〈ψrj |A|r〉, ou seja, precisamos guardar

todas as componentes de |ψrj 〉. Entretanto, o cálculo é significativamente simplificado
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se o observável desejado comuta com o hamiltoniano do sistema. Desta forma,

〈A〉 ≈ Nst

ZR

R∑
r=1

M∑
j=1

e−βε
r
j |〈r|ψrj 〉|2Arj . (4.28)

Neste caso, o cálculo dos autoestados não é necessário uma vez que a componente

〈r|ψrj 〉 = vrj0, equação 4.5, é obtida diretamente dos autovetores da matriz tridiagonal.

Observe que já no método de Lanczos usual a utilização de simetrias do modelo é

crucial para a diagonalização do hamiltoniano, pois podemos de reduzir as exigências

de armazenamento e de processamento computacional. Isso se torna mais importante

no FTLM onde a carga computacional é aumentada devido à amostragem aleatória, e

ao cálculo dos elementos de matriz. Para T > 0, em geral, todos os setores de simetrias

devem ser levados em consideração e eles podem ter dimensão significativamente

diferentes. As equações 4.27 e 4.28 devem ser generalizadas para permitir a variação

do número de amostras em cada setor, de modo que os setores que contenham mais

estados sejam contemplados com um número maior de estados aleatórios. Se o setor

de simetria s contém N s
st estados de base e Rs amostragens são realizadas, então o

somatório do cálculo das médias é modificado por

Nst

R

R∑
r=1

−→
∑
s

N s
st

Rs

Rs∑
r=1

. (4.29)

Usualmente escolhe-se Rs ∝ N s
st.

Vale ressaltar que todos resultados que serão obtidos nesta dissertação através

desse método numérico será realizado utilizando os seguintes parâmetros: N = 20,

M = 50 e Namostras = 50000.
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Caṕıtulo 5

Ferrimagnetos unidimensionais de

spins mistos com campo magnético

Cadeias de spins alternados possuem excitações elementares de aspecto dual. No

caso do acoplamento antiferromagético, o modo acústico reduz a magnetização do

estado fundamental, ou seja, são de natureza ferrromagnética, enquanto que o modo

ótico aumenta a magnetização do estado fundamental, sendo, de natureza antiferro-

magnética [61].

Abordaremos aqui o método de ondas de spin interagentes em ferrimagnetos de

Heisenberg com acoplamentos antiferromagéticos na cadeia de spins mistos s − S,

em particular para s = 1/2 e S = 1. A termodinâmica desse sistema será estudada

através de uma restrição na magnetização proposta por Takahashi [52] e utilizada por

Yamamoto [57, 59, 60] para estudar o comportamento em baixa temperatura de ferri-

magnetos de spins mistos. Além de discutir um modelo anaĺıtico efetivo para estudar

o comportamento do sistema de interesse na presença de um campo magnético.
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5.1 Ondas de Spin em Ferrimagnetos

Consideramos o hamiltoniano para uma cadeia linear com spins mistos S e s em

śıtios alternados, na presença de um campo magnético uniforme na direção z, dado

por

H = J

N∑
j=1

(
~Sj · ~sj + ~sj · ~Sj+1

)
− gµBH

N∑
j=1

(Szj + szj), (5.1)

onde o número total de células unitárias é N e H é o campo magnético aplicado.

Vamos calcular [37, 57], as principais correções do vácuo, representado na figura 5.1,

Figura 5.1: Representação esquemática do arranjo de spins com componentes s e S,
na direção z, em uma cadeia com interações discutidas pelo hamiltoniano na equação
5.1.

onde as componente z dos spins são respectivamente S e −s. A transformação de

Holstein-Primakoff é dada por:

Szj = S − a†jaj; S+
j = (2S)1/2

(
1−

a†jaj

2S

)1/2
aj; S−j = (2S)1/2a†j

(
1−

a†jaj

2S

)1/2
(5.2)

e

szj = −s+ b†jbj; s+j = (2s)1/2b†j

(
1−

b†jbj

2s

)1/2
; s−j = (2s)1/2

(
1−

b†jbj

2s

)1/2
bj (5.3)

Desta forma, podemos escrever o hamiltoniano em termos dos operadores bosônicos

a†j, aj, b
†
j e bj:

H = J
∑
j

[
Szj s

z
j +

1

2

(
S+
j s
−
j + S−j s

+
j

)
+ szjS

z
j+1 +

1

2

(
s+j S

−
j+1 + s−j S

+
j+1

)]
−B

∑
j

(
Szj+szj

)
,
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onde B = gµBH. Sendo assim, analogamente às seções 3.1 e 3.2, teremos

H = J
∑
j

{(
S − a†jaj

)(
− s+ b†jbj

)
+
√
sS

[(
aj −

a†ja
2
j

4S

)(
bj −

b†jb
2
j

4s

)
+

+
(
a†j −

a†j
2
aj

4S

)(
b†j −

b†j
2
bj

4s

)]
+
√
sS

[(
b†j −

b†j
2
bj

4s

)(
a†j+1 −

(a†j+1)
2aj+1

4S

)
+

+
(
bj −

b†jb
2
j

4s

)(
aj+1 −

a†j+1a
2
j+1

4S

)]
+
(
− s+ b†jbj

)(
S − a†j+1aj+1

)}
+

− B
∑
j

(
S − s+ b†jbj − a

†
jaj

)
, (5.4)

portanto, podemos escrever que

H = Eclass +H0 +H1 +O(S−1), onde (5.5)

Eclass = −2JNsS −B
(
S − s

)
N , e

H0 = J
∑
j

{
s
(
a†jaj + a†j+1aj+1

)
+
√
sS

[(
aj + aj+1

)
bj +

(
a†j + a†j+1

)
b†j +

+ 2Sb†jbj

]
+B

∑
j

(
a†jaj − b

†
jbj

)}
.

Fazendo a transformada de Fourier (parâmetro de rede a = 1),

aj =
1√
N

∑
k

exp[−ik(j − 1/4)]ak e bj =
1√
N

∑
k

exp[ik(j + 1/4)]bk, (5.6)

obtemos a seguinte expressão:

H0 = 2J
∑
k

[
sa†kak + Sb†kbk +

√
sS cos

(k
2

)(
akbk + a†kb

†
k

)]
+B

∑
k

(
a†kak − b

†
kbk

)
.

(5.7)

Para diagonalizar a expressão 5.7, considere a transformação de Bogoliubov definida

por

ak = cosh θkαk − sinh θkβ
†
k e bk = cosh θkβk − sinh θkα

†
k, (5.8)
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com

tan 2θk = 2

√
sS

s+ S
cos
(k

2

)
. (5.9)

Substituindo 5.8 em 5.7, obtemos:

H0 = 2J
∑
k

{[
scosh2θk+Ssinh2θk−2

√
sS cos

(k
2

)
sinh θk cosh θk

]
α†kαk+

[
Scosh2θk+

+ ssinh2θk − 2
√
sS cos

(k
2

)
sinh θk cosh θk

]
β†kβk − 2

√
sS cos

(k
2

)
sinh θk cosh θk+

+
(
s+S

)
sinh2θk +

[√
sS cos

(k
2

)(
sinh2θk + cosh2θk

)
−
(
s+S

)
sinh θk cosh θk

]
αkβk+

+
[√

sS cos
(k

2

)(
sinh2θk+cosh2θk

)
−
(
s+S

)
sinh θk cosh θk

]
α†kβ

†
k

}
+B

∑
k

(
α†kαk−β

†
kβk

)
,

sendo assim, da equação 5.9 em analogia à página 41, podemos escrever

H0 =
∑
k

[
ω−k α

†
kαk + ω+

k β
†
kβk + ε0k

]
, (5.10)

onde

ω−k = −J
(
S − s

)
+B + Jωk (5.11)

ω+
k = J

(
S − s

)
−B + Jωk (5.12)

são as energias dos modos de ondas de spin e ε0k = −J
(
S + s

)
+ Jωk é a energia de

ponto zero, com

ωk =

√(
S − s

)2
+ 4sSsin2

(k
2

)
. (5.13)

A soma em k da energia de ponto zero ε0k na expressão 5.10 é a correção em ordem

O(S1) da energia do estado fundamental (Eg), a saber

E0 =
∑
k

ε0k → E0 = J
∑
k

[
ωk −

(
S + s

)]
, (5.14)

que no limite termodinâmico, para S = 1 e s = 1/2, é dada por −0.437J . Sendo

assim, a campo nulo, a teoria de ondas de spin não interagente nos dá o valor Eg =
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Eclass + E0 ' −1.437J , para a energia do estado fundamental, onde o valor exato é

−1.454J [58, 60].

A campo nulo o modo de mais baixa energia (ω−k ) mostra uma relação de dispersão

quadrática para pequenos valores de k, que é consistente com o comportamento inicial

T 1/2 do calor espećıfico de um ferromagneto unidimensional. Por outro lado, o gap

do ramo antiferromagnético, para S = 1 e s = 1/2, é exatamente J :

∆sS =
[
ω+
k (k = 0)− ω−k (k = 0)

]
= 2J

(
S − s)→ ∆ = J, (5.15)

que está consideralvelmente distante da estimativa numérica de 1.759J [29, 58, 60].

Na figura 5.2 representamos graficamente as relações de dispersão dos modos ferro-
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Figura 5.2: Os dois ramos de ondas de spin, ω+
k (Antiferromanético) e ω−k (Ferro-

magnético), em unidades de J , para um sistema de spins alternados com s = 1/2 e
S = 1.

magnético (sem gap) e antiferromagnético (com gap) pelo método de ondas de spin

não interagentes sem campo magnético.
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Agora vamos considerar as contribuições relevantes de H1 às relações de dispersão,

bem como à energia do estado fundamental. Da equação 5.4, temos que

H1 = −J
∑
j

{
1

4

[√
S

s

(
aj + aj+1

)
b†jb

2
j +

√
s

S
a†ja

2
j

(
bj + bj−1

)
+

√
S

s

(
a†j + a†j+1

)
×

× b†j
2
bj +

√
s

S
a†j

2
aj
(
b†j + b†j−1

)]
+
(
a†jaj + a†j+1aj+1

)
b†jbj

}
. (5.16)

Entretanto, empregando o teorema de Wick, podemos escrever H1 como

H1 = E1 − J
∑
k

(
δω−k α

†
kαk + δω+

k β
†
kβk

)
+Hirrel +Hquart, (5.17)

onde Hirrel contém termos irrelevantes do tipo αkβk e Hquart contém termos residuais

de interações de dois corpos; ambos iremos desprezar [57, 60]. Os termos E1 e δω±k ,

são, respectivamente, as correções em ordem O(S0) da energia do estado fundamental

e das relações de dispersão.

Fazendo a transformada de fourier, equação 5.6, da expressão 5.16, temos

H1 =
−J
N

∑
k

∑
k

{
2a†kakb

†
kbk +

1

2

[√
S

s
cos(k/2)akb

†
kb

2
k +

√
s

S
cos(k/2)a†ka

2
kbk +

+

√
S

s
cos(k/2)a†kb

†
k

2
bk +

√
s

S
cos(k/2)a†k

2
akb
†
k

]}
, entretanto,

da transformação de Bogoliubov, equação 5.8, podemos escrever H1 da forma 5.17,

tal que

δω−k =
2

N

∑
k

sinh2 θk

(
cosh2 θk+sinh2 θk

)
− 2

N
√
sS

∑
k

sinh3 θk cosh θk(S+s) cos(k/2)+

− 1

N
√
sS

∑
k

sinh θk cosh θk cos(k/2)
(
S sinh2 θk+s cosh2 θk−

2
√
sS

cos(k/2)
sinh θk cosh θk

)
(5.18)

e
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δω+
k =

2

N

∑
k

sinh2 θk

(
cosh2 θk+sinh2 θk

)
− 2

N
√
sS

∑
k

sinh3 θk cosh θk(S+s) cos(k/2)+

− 1

N
√
sS

∑
k

sinh θk cosh θk cos(k/2)
(
S cosh2 θk+s sinh2 θk−

2
√
sS

cos(k/2)
sinh θk cosh θk

)
.

(5.19)

Definindo as quantidades

Γ1 =
1

N

∑
k

sinh2 θk e Γ2 =
1

N

∑
k

cos(k/2) sinh θk cosh θk, (5.20)

que no limite termodinâmico, com S = 1 e s = 1/2, são respectivamente, 0.304887 e

0.337779, podemos reescrever as expressões 5.18 e 5.19, como

δω−k = 2Γ1

[
cosh2 θk + sin2 θk − sinh θk cosh θk

(S + s)√
sS

cos (k/2)
]

+

− Γ2√
sS

(
S sinh2 θk + s cosh2 θk −

√
2sS

cos(k/2)
sinh θk cosh θk

)
e

δω+
k = 2Γ1

[
cosh2 θk + sin2 θk − sinh θk cosh θk

(S + s)√
sS

cos (k/2)
]

+

− Γ2√
sS

(
S cosh2 θk + s sinh2 θk −

√
2sS

cos(k/2)
sinh θk cosh θk

)
.

Desta forma, utilizando a equação 5.9 obtemos:

δω−k = 2Γ1
(S + s)

ωk
sin2(k/2)− Γ2√

sS

{
1

ωk

[
(S − s)2

]
− (S − s)

}
; (5.21)

δω+
k = 2Γ1

(S + s)

ωk
sin2(k/2)− Γ2√

sS

{
1

ωk

[
(S − s)2

]
+ (S − s)

}
. (5.22)

A fim de manter o ramo da excitação ferromagnética sem gap, podemos escrever

δω−k = 2Γ1
(S + s)

ωk
sin2(k/2)− Γ2√

sS

{
1

ωk

[
(S − s)2 + 4sS sin2(k/2)

]
− (S − s)

}
+

+ 4Γ2

√
sS

sin2(k/2)

ωk
= 2Γ1

(S + s)

ωk
sin2(k/2)− Γ2√

sS

[
ωk − (S − s)

]
+

+ 4Γ2

√
sS

sin2(k/2)

ωk
(5.23)
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e

δω+
k = 2Γ1

(S + s)

ωk
sin2(k/2)− Γ2√

sS

{
1

ωk

[
(S − s)2 + 4sS sin2(k/2)

]
+ (S − s)

}
+

+ 4Γ2

√
sS

sin2(k/2)

ωk
= 2Γ1

(S + s)

ωk
sin2(k/2)− Γ2√

sS

[
ωk + (S − s)

]
+

+ 4Γ2

√
sS

sin2(k/2)

ωk
. (5.24)

Levamos o último termo das equações 5.23 e 5.24 à correção E1 da energia do es-

tado fundamental, sendo assim, as correções dos modos ferromagnético e antiferro-

magnético são, respectivamente,

δω−k = 2Γ1
(S + s)

ωk
sin2(k/2)− Γ2√

sS

[
ωk − (S − s)

]
; (5.25)

δω+
k = 2Γ1

(S + s)

ωk
sin2(k/2)− Γ2√

sS

[
ωk + (S − s)

]
. (5.26)

Portanto, a correção E1 será:

E1 = −2J

N

∑
k

∑
k

{
sinh4 θk +

√
S/s

cos(k/2)

4

[
− 3 sinh3 θk cosh θk − cosh3 θk sinh θk +

+ sinh θk cosh θk

]
+
√
s/S

cos(k/2)

4

[
− 3 sinh3 θk cosh θk − cosh3 θk sinh θk +

+ sinh θk cosh θk

]}
− 2JΓ2

√
sS
∑
k

sin2(k/2)

ωk
,

ou seja,

E1 = −2J

N

∑
k

∑
k

[
sinh4 θk −

(√
S/s+

√
s/S

)
cos(k/2) cosh θk sinh3 θk

]
+

− 2JΓ2

√
sS
∑
k

cos2(k/2)

ωk
= −2JN

[
Γ2
1 −

(√
S/s+

√
s/S

)
Γ1Γ2

]
− 2JNΓ2

2,

sendo assim, finalmente teremos

E1 = −2JN
[
Γ2
1 + Γ2

2 −
(√

S/s+
√
s/S

)
Γ1Γ2

]
, (5.27)
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que no limite termodinâmico é dada por E1 = −0.022J [57, 60].

Até O(S0) podemos escrever o hamiltoniano do sistema como

H ' Eg +
∑
k

(
ω̃−k α

†
kαk + ω̃+

k β
†
kβk
)
, (5.28)

onde

ω̃±k = ω±k − Jδω
±
k (5.29)

Eg = Eclass + E0 + E1. (5.30)

Na figura 5.3 apresentamos os ramos ferromagnético e antiferromagético corri-

gidos, equação 5.29, como função de k para (S, s) = (1, 1/2), a campo nulo, além

daqueles obtidos na aproximação de ondas de spin não interagentes. Encontramos

que o modo antiferromagnético é corrigido de forma relevante. Entretanto, a lar-

gura de banda dos dois ramos, que são exatamente o mesmo dentro da teoria de

ondas de spin não interagentes, agora são distintos, devido às interações. O gap

∆sS = J é substitúıdo por ∆sS = (1 − 2Γ2)J ' 1.676J , que é muito mais próximo

do valor exato 1.759J [29, 57, 58]. A energia do estado fundamental Eg é refinada:

Eclass +E0 ' −1.437J , enquanto que Eclass +E0 +E1 ' −1.459J , onde o valor exato

é −1.454J .

5.1.1 Efeitos Térmicos em Campo Nulo (B = 0)

Na teoria de ondas de spin convencional o número de bósons diverge em campo

nulo. Para suprir essa divergência, Takahashi [51, 52] considerou uma restrição nas

funções de distribuição bosônicas em magnetização nula e obteve uma excelente des-

crição da termodinâmica em baixa temperatura para ferromagnetos de Heisenberg

unidimensionais. Iremos discutir o esquema de Yamamoto et al [57, 59, 60] que utili-
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Figura 5.3: Relações de dispersão dos estados de menores energias. Uma comparação
entre a teoria ondas de spin não interagente com o cálculo corrigio levando em con-
sideração as interações entre as ondas de spin.

zou a teoria de ondas de spin modificada de Takahashi para estudar o comportamento

térmico de ferrimagnetos em baixa temperatura.

Em temperaturas finitas, substitúımos α†kαk e β†kβk do Hamiltoniano de ondas de

spin 5.28 por ñ−k = 〈α†kαk〉 e ñ+
k = 〈β†kβk〉, respectivamente, onde

ñ±k ≡
∑
n−,n+

n±Pk(n
−, n+) (5.31)

com Pk(n
−, n+) sendo a probabilidade das ondas de spin, n− (ferromagnéticas) e n+

(antiferromagnéticas) aparecerem no estado de momento k e satisfazendo

∑
n−,n+

Pk(n
−, n+) = 1 (5.32)
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para todos os valores de k. Assim, podemos reescrever o Hamiltoniano de ondas de

spin da forma

H = Eg +
∑
k

(
ñ−k ω̃

−
k + ñ+

k ω̃
+
k

)
.

A conexão com a termodinâmica é realizada através da energia livre F = U − TS,

onde a energia interna e a entropia são dadas, respectivamente, por

U = −∂ lnZ
∂β

e S = −kB
∑
k

∑
n−,n+

Pk(n
−, n+) lnPk(n

−, n+),

com Z sendo a função de partição canônica, dada por

Z =
∑

{k,n−,n+}

exp
[
− βH{k, n−, n+}

]
.

Sendo assim, como

U = − ∂

∂β

{
− βEg + ln

( ∑
k,n−,n+

exp
[
− β

∑
k

(
ñ−k ω̃

−
k + ñ+

k ω̃
+
k

)])}
=

= Eg +
∑
k

(
ñ−k ω̃

−
k + ñ+

k ω̃
+
k

)
⇒

⇒ U = Eg +
∑
k

(
ñ−k ω̃

−
k + ñ+

k ω̃
+
k

)
, (5.33)

podemos escrever a energia livre a campo nulo, usando a entropia S e a expressão

5.33 para a energia interna, da forma

F = Eg +
∑
k

(
ñ−k ω̃

−
k + ñ+

k ω̃
+
k

)
+ kBT

∑
k

∑
n−,n+

Pk(n
−, n+) lnPk(n

−, n+). (5.34)

Vamos agora realizar a minimização da energia livre com respeito a Pk(n
−, n+)

sob uma restrição particular como também a restrição trivial da equação 5.32. A

restrição particular introduzida por Takahashi [51, 52] é que a magnetização a campo

nulo é zero. Esta restrição funciona muito bem, especialmente para ferromagnetos,
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onde serve para controlar o número de bósons de Holstein-Primakoff. Aplicando a

mesma restrição neste modelo:

M = 〈Sz + sz〉 = 0, (5.35)

sendo assim,

M = 〈NS −
∑
j

a†jaj −Ns+
∑
j

b†jbj〉 = N(S − s)− 〈
∑
j

a†jaj〉+ 〈
∑
j

b†jbj〉 =

= N(S − s)−
∑
k

ñ−k +
∑
k

ñ+
k = N(S − s)−

∑
k

∑
σ=±

σñ−σk = 0,

portanto podemos escrever a restrição da forma

∑
k

∑
σ=±

σñ−σk = N(S − s). (5.36)

Desta maneira, iremos minimizar a energia livre pelo método dos multiplicadores de

Lagrange usando as restrições, 5.36 e 5.32. Então, introduziremos N + 1 multiplica-

dores de Lagrange µk’s e µ e minimizaremos a quantidade F̄ , dada por

F̄ = F −
∑
k

µk
∑
n−,n+

Pk(n
−, n+)− µ

∑
k

∑
σ=±

σñ−σk . (5.37)

Logo, de ∂F̄ /∂Pk′ (n
−, n+) = 0, temos:

∂F

∂Pk′
−
∑
k

µk
∑
n−,n+

∂Pk
∂Pk′

− µ
∑
k

∑
σ=±

σ
∂ñ−σk
∂Pk′

= 0,

onde

∂F

∂Pk′
=
∑
k

( ∂ñ−k
∂Pk′

ω̃−k +
∂ñ+

k

∂Pk′
ω̃+
k

)
+ kBT

∑
k

∑
n−,n+

[
lnPk + 1

]
,

logo

∑
k

∑
n−,n+

[(
n−ω̃−k + n+ω̃+

k

)
+ kBT

(
lnPk + 1

)
− µk − µ

(
n− − n+)

]
= 0,
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portanto podemos escrever

Pk = exp (βµk − 1) exp
[
− βn−

(
ω̃−k − µ

)]
exp

[
− βn+

(
ω̃+
k + µ

)]
. (5.38)

Entretanto, da equação 5.32

∑
n−,n+

exp (βµk − 1) exp
[
− βn−

(
ω̃−k − µ

)]
exp

[
− βn+

(
ω̃+
k + µ

)]
= 1⇒

⇒ exp (βµk − 1)
∑
n−

exp
[
− βn−

(
ω̃−k − µ

)]∑
n+

exp
[
− βn+

(
ω̃+
k + µ

)]
= 1⇒

⇒ exp (βµk − 1)× 1

1− exp
[
− β

(
ω̃−k − µ

)] × 1

1− exp
[
− β

(
ω̃+
k + µ

)] = 1,

desta forma

exp (βµk − 1) =
(

1− exp
[
− β

(
ω̃−k − µ

)])(
1− exp

[
− β

(
ω̃+
k + µ

)])
,

logo

Pk =
(

1− exp
[
− β

(
ω̃−k − µ

)])(
1− exp

[
− β

(
ω̃+
k + µ

)])
×

× exp
[
− βn−

(
ω̃−k − µ

)]
exp

[
− βn+

(
ω̃+
k + µ

)]
. (5.39)

Assim, usando as equações 5.34 e 5.39, podemos escrever a energia livre como:

F = Eg +
∑
k

(
ñ−k ω̃

−
k + ñ+

k ω̃
+
k

)
+ kBT

∑
k

∑
n−,n+

Pk ln
{(

1− exp
[
− β

(
ω̃−k − µ

)])
×

×
(

1− exp
[
− β

(
ω̃+
k + µ

)])
exp

[
− βn−

(
ω̃−k − µ

)]
exp

[
− βn+

(
ω̃+
k + µ

)]}
=

= Eg +
∑
k

(
ñ−k ω̃

−
k + ñ+

k ω̃
+
k

)
+ kBT

∑
k

∑
n−,n+

Pk
[
− β

(
ω̃−k − µ

)
− β

(
ω̃+
k + µ

)]
+

+ kBT
∑
k

∑
n−,n+

{(
1− exp

[
− β

(
ω̃−k − µ

)])(
1− exp

[
− β

(
ω̃+
k + µ

)])
×

× exp
[
− βn−

(
ω̃−k − µ

)]
exp

[
− βn+

(
ω̃+
k + µ

)]
ln
[(

1− exp
[
− β

(
ω̃−k − µ

)])
×

×
(

1− exp
[
− β

(
ω̃+
k + µ

)])]}
,
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então

F = Eg+µ
∑
k

(
ñ−k +ñ+

k

)
+kBT

∑
k

ln
{(

1−exp
[
− β

(
ω̃−k − µ

)])(
1−exp

[
− β

(
ω̃+
k + µ

)])}
.

Portanto, utilizando a equação 5.36, podemos escrever a expressão para a energia

livre do sistema como

F = Eg + µ
(
S − s

)
N − kBT

∑
k

∑
σ=±

ln
(
1 + ñσk

)
, (5.40)

com

ñ±k =
1

exp
[
β
(
ω̃±k ± µ

)]
− 1

(5.41)

onde µ é o multiplicador de lagrange (potencial qúımico) devido à condição 5.36.

Podemos encontrar uma expansão da energia livre em função da temperatura

[13, 60] e com isso calcular o calor espećıfico através da relação C = −T∂2F/∂T 2,

obtendo

C

NkB
=

3

4

(S − s
sS

)1/2 ζ(3/2)√
2π

t̃1/2 +O(1), (5.42)

onde ζ(z) é a função zeta de Riemann e t̃ = kBT̃ /J = kBT/Jγ com γ = 1− Γ1(S +

s)/sS + Γ2/sS. Vemos que ferromagnetos e ferrimagnetos se comportam de maneira

similar em baixa temperatura [31, 57, 59, 60, 61].

5.1.2 Efeitos do Campo Magnético (B > 0)

Como discutido no caṕıtulo 1, a cadeia de spins mistos (1/2 − 5/2) exibe dois

platôs na curva de magnetização em função de B, em T = 0, figura 1.9. Estes platôs

são limitados por dois pontos cŕıticos quânticos (B = Bc,AF e Bc,FP ), os quais reper-

cutem [45, 47, 48, 49] nas propriedades f́ısicas do sistema em baixa temperatura. Um

comportamento similar é observado para cadeia (1/2−1). Nesta seção vamos discutir
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a metodologia anaĺıtica que utilizamos para obter as propriedades térmicas da cadeia

1/2− 1 para B > 0.

Campo cŕıtico antiferromagnético (Bc,AF )

Como discutido, devido à ordem ferrimagnética do estado fundamental, há dois

tipos de excitações elementares, ver figura 5.3: mágnons ferromagnéticos (F), que

reduzem o spin total do estado fundamental em uma unidade, e mágnons antiferro-

magnéticos (AF), que aumentam o spin total do estado fundamental em uma unidade.

As relações de dispersão dos mágnons, calculadas através da teoria de ondas de spins

interagentes são, equação 5.29:

ω̃−k = J
√

1/4 + 2 sin2(k/2)− J/2− 3JΓ1
sin2(k/2)√

1/4 + 2 sin2(k/2)
+

+ 2JΓ2

[√
1/4 + 2 sin2(k/2)− 1/2

]
+B; (5.43)

ω̃+
k = J

√
1/4 + 2 sin2(k/2) + J/2− 3JΓ1

sin2(k/2)√
1/4 + 2 sin2(k/2)

+

+ 2JΓ2

[√
1/4 + 2 sin2(k/2) + 1/2

]
−B, (5.44)

para s = 1/2 e S = 1.

Notamos que para B = 0 a excitação F (ω̃−k ) é sem gap (que é esperado da quebra

espontânea da simetria de rotação do estado fundamental) e exibe uma relação de

dispersão quadrática para longos comprimentos de onda:
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ω̃−k (k → 0) ≈ J
√

1/4 + k2/2− J/2− 3J

4
Γ1

k2√
1/4 + k2/2

+ 2JΓ2

[√
1/4 + k2/2− 1/2

]
≈

≈ J

2

(
1 + 2k2

)1/2 − J

2
− 3JΓ1

2

(
1 + 2k2

)−1/2
k2 + 2JΓ2

[1

2

(
1 + 2k2

)1/2 − 1/2
]
⇒

⇒ ω̃−k (k → 0) ≈ Jk2

2
− 3JΓ1k

2

2
+ JΓ2k

2,

ou seja,

ω̃−k (k → 0) ≈ Jγ

2
k2. (5.45)

Por outro lado, de maneira análoga, notamos que o modo AF (ω̃+
k ) exibe um gap

∆sS:

ω̃+
k (k → 0) ≈ Jγ

2
k2 + ∆sS, (5.46)

onde ∆sS = 1.676J e γ = 1− 3Γ1 + 2Γ2 para s = 1/2 e S = 1.

Na presença de um campo magnético B o modo F (equação 5.45) adquire um gap

∆F (B) = B. Além disso, com o aumento de B, o gap do modo AF (equação 5.46)

decresce linearmente com B, ∆AF (B) = ∆sS − B. Para B = Bm = ∆sS/2 = 0.838J

seu gap é igual ao do modo ferromagético. Em B = ∆sS ≡ Bc,AF o gap AF se

anula. No regime de alta diluição (B ≈ Bc,AF ), uma baixa densidade de mágnons é

encontrada no sistema [27, 33] e, neste regime, a distribuição térmica efetiva é aquela

de um gás de férmions livres ou bósons de núcleo duro (HCB, do inglês Hard-Core

Bosons) [11, 20, 30, 32, 55]. Neste limite, os mágnons ocuparão estados de part́ıculas

individuais com k → 0 e a relação de dispersão é dada por:

ω+
AF = J

γ

2
k2 − µ, k → 0, (5.47)

onde µ = B − ∆sS = B − Bc,AF , com a densidade de mágnons antiferromagéticos
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dada por

ñ+
k =

1

exp
[
β
(
εAFk − µ

)]
+ 1

(5.48)

onde εAFk = ω̃+
k +B −Bc,AF e µ(T → 0) = B −Bc,AF .

Desta forma, iremos calcular a magnetização do sistema na vizinhança do campo

Bc,AF utilizando a expressão

m = 1/2− 1

N

∑
k

∑
σ=±

σñ−σk , (5.49)

com ñ−k dado pela equação 5.41, distribuição de Bose com o potencial qúımico defi-

nido pela restrição de Takahashi; e ñ+
k sendo dada pela expressão 5.48.

Campo cŕıtico de saturação (Bc,FP )

Como ilustrado na figura 1.9, para uma cadeia (1/2 − 5/2), quando o campo

magnético alcança o valor de saturação B = Bc,FP o sistema se torna totalmente

polarizado (FP, do inglês Fully Polarized) e apresenta excitações de baixa energia

ferromagnéticas. Os modos de ondas de spin do estado FP, ambos abaixando o spin

do estado fundamental em uma unidade, podem ser obtidos em analogia à seção 5.1,

entretanto partindo de um estado ordenado distinto, a saber: todos os spins pra cima.

Assim, na presença de um campo magnético B > Bc,FP , a relação de dispersão do

modo de mais baixa energia pode ser escrita [53, 61]

ωFPk = −J(S + s)− J
√

(S − s)2 + 4sS cos2 k/2 +B. (5.50)

No caso em que S = 1 e s = 1/2, o gap deste modo é dado por: ∆FP (B) = ωFP (k =

0) = −3J + B. Este gap se anula no ponto B = Bc,FP = 3J , que é o valor do
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campo cŕıtico de saturação. Ou seja, para o campo cŕıtico B = Bc,FP o sistema sofre

uma transição de fase quântica. No limite de forte diluição, ou seja, para B ≈ Bc,FP

há uma baixa densidade de mágnons condensados [27, 33], logo de maneira similar

ao caso do campo cŕıtico Bc,AF , a estat́ıstica que melhor descreve a distribuição de

mágnons no sistema é estat́ıstica de Fermi [27], ou seja, a densidade de mágnons pode

ser escrita como

nFPk =
1

eβ
(
εFP
k −µ

)
+ 1

, (5.51)

onde, em analogia ao caso do campo cŕıtico Bc,AF , temos: µ(T → 0) = Bc,FP − B e

εFPk = ωFPk +Bc,FP −B, com o campo magnético atuando como um potencial qúımico

efetivo para as part́ıculas. Desta forma, iremos calcular magnetização do sistema na

vizinhança do campo Bc,FP utilizando a expressão

m = 3/2− 1

N

∑
k

nFPk , (5.52)

para (s, S) = (1/2, 1), com nFPk dado pela equação 5.51.

Com isso, podemos calcular o comportamento da curva de magnetização próximo

aos extremos dos platôs da curva de magnetização [1, 2], como mostraremos no

caṕıtulo 6.
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Caṕıtulo 6

Diagrama de Fases T - B

Neste caṕıtulo vamos comparar e analisar os resultados numéricos calculados com

o FTLM (caṕıtulo 4), e aproximação de ondas de spins interagentes (ISW, caṕıtulo

5) para a cadeia linear de spins mistos 1/2 − 1. Vamos estudar em detalhe o com-

portamento da curva de magnetização em função do campo magnético, os platôs de

magnetização e a criticalidade quântica do sistema. Discutiremos os efeitos da tem-

peratura nas propriedades magnéticas da cadeia e finalmente esboçar o diagrama de

fases T −B do sistema.

Na figura 6.1 apresentamos a curva de magnetização em função do campo magnético

B em T = 0, calculada através do método de Lanczos de Diagonalização Exata para

S = 1 e s = 1/2. O gap do modo antiferromagnético é responsável por um platô

(onde as correlações são de curto alcance) na curva de magnetização no limite ter-

modinâmico: a magnetização por célula unitária, m, começa a mudar em relação ao

valor do estado fundamental, m = 1/2, para campos maiores que B = Bc,AF = 1.759

(que é o valor exato para o gap, página 60); por outro lado, a magnetização de sa-

turação é atingida para o campo B = Bc,FP = 3.000. Salientamos que, na figura
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Figura 6.1: Magnetização por célula unitária m em função do campo magnético B
para um sistema com L = 24 śıtios, através do método de Lanczos. Os pontos
representados por(•) são os pontos esperados para a curva no limite termodinâmico.

6.1, os degraus na curva de magnetização entre os platôs m = 1/2 e m = 3/2 são

um reflexo do tamanho finito do sistema e as suas larguras tendem a zero no limite

termodinâmico, ao contrário do que ocorre com os platôs em 1/2 e em 3/2. Uma

estimativa para o limite termodinâmico desta curva é obtida através do critério de

Bonner e Fisher [5]: a curva neste limite é aproximada pelos pontos médios dos de-

graus no sistema finito, a menos dos degraus esperados para o limite termodinâmico

(no nosso caso, preservamos os degraus em 1/2 e 3/2). A figura 6.1 também indica

esta estimativa. Observamos que em B = 0 há ordem magnética de longo alcance; a

simetria de rotação do sistema é espontaneamente quebrada. É posśıvel mostrar que

platôs [35] podem ser encontrados, quando não há quebra espontânea da simetria de
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translação do estado fundamental, se o critério S −m = inteiro for satisfeito, onde S

é o valor máximo do spin de uma célula unitária. Desta forma, para o nosso sistema

os platôs são esperados em 1/2 e 3/2, como indicado pelo cálculo numérico.

Na figura 6.2 exibimos a magnetização em função de B para T = 0 e T = 0.1,

calculadas através do FTLM [N = 20, M = 50 e Namostras = 50000]. Observando a

0 1 2 3 4 5 6
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0,5
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1,5

2

m

T = 0.1
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B
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 = ∆B = B
M

B = Β
c,FP

B
M

 = ∆/2

Figura 6.2: Curvas de magnetização em T = 0.1 pelo FTLM em comparação com a
curva em T = 0 pelo critério de Bonner e Fisher, para S = 1 e s = 1/2.

figura, percebemos que com T 6= 0� 1, a curva de magnetização apresenta os mesmos

platôs que em T = 0, porém devido ao efeito de temperatura, não há ordenamento

magnético de longo alcance para B = 0. Em relação às excitações da fase FERRI,

aumentando o campo magnético B o gap do modo antiferromagnético (AF) decresce

linearmente com B, enquanto que o gap do modo ferromagnético (F) cresce, devido

ao termo de Zeeman, ver página 67. Para T > 0 e 0 < B < ∆/2 ≡ BM , o contato

com o banho térmico faz com que os mágnons ferromagnéticos (carregando spin −1)
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sejam populados (excitados) e a magnetização seja menor que a magnetização em

T = 0 (m = 1/2). Em B = BM há um cruzamento dos modos de onda de spin.

De maneira análoga, para B ≥ BM os mágnons antiferromagnéticos (carregando spin

+1) são excitados e a magnetização é maior (m > 1/2) que a magnetização em T = 0

para o mesmo valor de B. Em Bc,AF = ∆ e T = 0, o gap do modo antiferromagnético

se anula e o sistema sofre uma transição de fase quântica (com a condensação de

mágnons AF) para uma fase Ĺıquido de Luttinger (LL) sem gap [18, 44], na qual as

correlações transversais são de quase-longo-alcance exibindo um comportamento tipo

lei de potência. Para T > 0 a fase LL sofre um crossover para um comportamento

de temperatura mais alta. A fase LL termina no segundo ponto cŕıtico quântico

B = Bc,FP . Para B > Bc,FP o sistema volta a exibir um gap e correlações de curto

alcance e se torna totalmente polarizado (FP) em T = 0, exibindo excitações de baixa

energia ferromagnéticas. Para T > 0 e B > Bc,FP esses modos (mágnons de spin −1)

são populados e a magnetização será menor que m = 3/2, como mostrado na figura

6.2.

Os limites dos platôs são pontos cŕıticos que separam fases incompresśıveis e com

gap de fases compresśıveis sem gap [11]. Para cadeias de spin 1, Affleck [1, 2] notou que

esse tipo de transição é semelhante à que ocorre em sistemas de bósons interagentes, o

que foi estendido posteriormente para sistemas escada de spin 1/2 [19]. Nessa analogia

tratamos o campo magnético como o potencial qúımico µ↔ B. É posśıvel descrever

[9, 30], em T = 0, a transição de fase que ocorre próxima aos pontos cŕıticos quânticos

(Bc,AF e Bc,FP ) em termos de uma condensação da componente da magnetização ao

longo da direção do campo magnético aplicado, ainda que, stricto sensu, não ocorra

condensação de Bose-Einstein (BEC, do ingês Bose-Einstein Condesation) [14] em
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sistemas unidimensionais. No sistema de interesse os objetos que se condensam são

os mágnons, as quase-part́ıculas de spin Sz = ±1. A ideia de condensação de mágnons

é aplicada próximo a platôs de magnetização “inteiros”[35], ou seja, o spin por célula

unitária difere do seu valor máximo por um inteiro.

Na figura 6.3 apresentamos resultados para a magnetização do sistema em função

do campo magnético obtidos pela teoria ISW e pela aproximação HCB (ver seção

5.1.2), fazendo uma comparação com o resultado obtido através do FTLM. Vemos

0 1 2 3 4 5 6

B/J

0

0,5

1

1,5

2

m

ISW (T = 0.1)

FTLM (T = 0.1)

HCB (T = 0.1)

(B
r
 = 2.459)

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

B
-4

-3

-2

-1

0

1

E
n
er

g
ia

 d
o
 E

st
ad

o
 F

u
n
d
am

en
ta

l

FERRI

FP

B
r

Mágnon - FP

Mágnon - FERRI

Figura 6.3: Curvas de magnetização obtidas através do FTLM e das teorias ISW e
HCB com S = 1, s = 1/2 e T = 0.1; o losango indica o ponto B = Br.

que para valores do campo magnético até a vizinhança do ponto cŕıtico Bc,AF a teoria

ISW descreve bem o comportamento da magnetização, entretanto próximo ao valor

do campo Br, indicado na figura 6.3, ela falha. O valor do potencial qúımico µ = µ0

que garante a restrição de magnetização nula de Takahashi é diferente para cada valor
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de T , figura 6.4. O valor de µ0 é obtido da equação 5.49 a campo nulo, para cada T , e

Figura 6.4: Magnetização m em função do potencial qúımico µ para baixas
temperaturas.

utilizado para obter a magnetização em função do campo magnético. Fixamos o valor

do potencial qúımico, para seu valor a campo nulo, a fim de evitar a condensação dos

mágnons e com isso evitar a divergência na magnetização em B = 0; para B finito

o potencial qúımico µ0 é corrigido por B, que também faz o papel de um potencial

qúımico.

As teorias ISW e HCB descrevem relativamente bem o comportamento em baixa

temperatura da magnetização próximos aos pontos cŕıticos Bc,AF e Bc,FP . Entretanto,

quando nos afastamos destes valores do campo magnético as teorias apresentam uma

discrepância viśıvel na figura 6.3. Indicamos na figura 6.3 o valor B = Br do campo

magnético em que a energia do vácuo FERRI é mais estável do que o vácuo FP, e vice-

versa, uma vez que estamos comparando os dois vácuos. Na figura 6.3 está indicada
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uma linha tracejada que separa razoavelmente bem as descrições das teorias ISW

(B < Br) e HCB (B > Br), onde o ponto B = Br é o valor do campo magnético em

que as energias do estado fundamental do estado ferrimagnético (FERRI) e totalmente

polarizado (FP) são iguais, em temperatura nula.

Na figura 6.5, apresentamos os resultados obtidos para (m) versus B, calculado

via FTLM. Notamos que a magnetização é nula em campo nulo, sendo assim, o sis-

tema está em um estado térmico paramagnético. Aumentando o campo magnético
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Figura 6.5: Curva da magnetização em função do campo magnético para T 6= 0; Bm

está indicado pelo losango.

no regime de baixas temperaturas, o platô é exponencialmente atingido e a mag-

netização exibe um ponto de inflexão em B = BM para T . 0.5 que sinaliza a

mudança de excitações de baixa energia ferromagnéticas (B ≤ BM) para mágnons

antiferromagnéticos (B ≥ BM): os mágnons ferromagnéticos (antiferromagnéticos)

são exponencialmente ativados e m é menor (maior) que a magnetização do platô.
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Além disso, a forma singular da magnetização perto dos pontos cŕıticos, o que implica

χ→∞, é termicamente suavizada e as singularidades da suscetibilidade evoluem para

máximos locais, figura 6.6, e indicam as linhas de crossover. Na figura 6.7 mostramos
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Figura 6.6: Curva da suscetibilidade em função do campo magnético para T 6= 0.

o excelente acordo entre os resultados do FTLM e aqueles obtidos pelo modelo efetivo

que discutimos na seção 5.1.2; sendo assim, podemos utilizar os extremos desta curva

a fim de estimar as linhas que limitam a fase Ĺıquido de Luttinger analiticamente.

Na figura 6.8 apresentamos um diagrama de fases T − B esquemático obtido

através de resultados anaĺıticos e numéricos; fazemos uma comparação entre a pro-

posta anaĺıtica e o FTLM. Indicamos nesse diagrama todas as fases induzidas pelo

campo magnético e suas respectivas linhas de crossover, os pontos cŕıticos e as li-

nhas de crossover, além das regiões de criticalidade quântica (RCQ) [7, 23, 27] do

sistema. As linhas que abrangem a região do LL, limitadas em T = 0 por B = Bc,AF
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Figura 6.7: Curvas da suscetibilidade em função do campo magnético para T = 0.1;
comparação entre o FTLM e o método anaĺıtico.

e B = Bc,FP , também podem ser obtidas dos extremos locais de m versus T para

um dado B [27], figura 6.9. Mostramos na figura 6.10 uma boa concordância entre a

proposta anaĺıtica e o FTLM. Além disso, com B → Bc,AF e B → Bc,FP as linhas de

crossover seguem a função universal a|B−Bc,AF | e a|B−Bc,FP |, respectivamente, com

a = 0.76238 [27], que são as linhas de crossover da fase LL para fases de alta tempe-

ratura, não universais. Nossos resultados confirmam este comportamento assintótico

para os dois pontos cŕıticos quânticos. Também é posśıvel estimar [7] as linhas de

crossover relacionadas com os dois platôs mostrados na figura 6.5: assintoticamente

dadas por T ≈ |B −Bc,AF | e T ≈ |B −Bc,FP |.
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cŕıticos do sistema Bc,AF e Bc,FP .



80

0 0,5 1 1,5 2

T

0,6

0,8

1

1,2
m

B = 1.80
B = 2.95
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Figura 6.10: Comparação das curvas de magnetização em função da temperatura
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Caṕıtulo 7

Conclusões e Perspectivas

Neste trabalho estudamos o estado fundamental, primeiras excitaçẽs magnéticas

e transições de fase quânticas do modelo de Heisenberg com acoplamento de superex-

change antiferromagnético na cadeia quase-unidimensional de spins mistos 1/2 − 1,

através de métodos numéricos (Lanczos e FTLM) e anaĺıticos (Ondas de Spin não

interagente e interagente), além de discutirmos e compararmos com dados numéricos

um modelo efetivo proposto para estudar as propriedades f́ısicas da cadeia de inte-

resse.

O FTLM se mostrou bastante confiável, exceto em baix́ıssimas temperaturas onde

a sua precisão é afetada por efeito de tamanho finito do sistema. A proposta anaĺıtica

discutida descreve relativamente bem o comportamento em baixa temperatura das

propriedades magnéticas da cadeia de interesse próximas aos pontos cŕıticos quânticos

do sistema. Entretanto, se afastando desses pontos cŕıticos as teorias apresentam

uma discrepância relevante. Esboçamos o diagrama de fases do sistema, as regiões de

criticalidade quântica e as transições de fase induzidas pelo campo magnético. Em

particular, para a cadeia de interesse identificamos os pontos cŕıticos quânticos e as
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linhas de crossover que limitam a fase Ĺıquido de Luttinger.

Temos como perspectivas enriquecer o diagrama de fases do sistema acrescentando

dados do calor espećıfico obtidos através do FTLM e do modelo efetivo proposto.
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Unidimensionais. PhD thesis, DF-UFPE, 2006.

[16] E. Fradkin. Field Theories of Condensed Matter Physics. Field Theories of

Condensed Matter Physics. Cambridge University Press, 2013.

[17] M. Getzlaff. Fundamentals of Magnetism. Springer Berlin Heidelberg, 2007.

[18] T. Giamarchi. Quantum Physics in One Dimension. International Series of

Monographs on Physics. Clarendon Press, 2003.

[19] T. Giamarchi and A. M. Tsvelik. Phys. Rev. B, 59:11398–11407, 1999.

[20] H. Guo. Phys. Rev. A, 86:055604, 2012.

[21] Y. Hosokoshi, K. Katoh, Y. Nakazawa, H. Nakano, and K. Inoue. Journal of the

American Chemical Society, 123:7921–7922, 2001.

[22] N. B. Ivanov. J. Phys. Condens. Matter, 12:435–447, 2009.

[23] J. Jaklic and P. Prelovsek. eprint arXiv:cond-mat/9803331.

[24] C. Kittel. Quantum theory of solids. Wiley, New York, 1963.



85

[25] E. Lieb and D. Mattis. Journal of Mathematical Physics, 3:749–751, 1962.

[26] A. M. S. Macêdo, M. C. dos Santos, M. D. Coutinho-Filho, and C. A. Macêdo.
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