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RESUMO
O trabalho consiste no estudo de cadeias quanticas ferrimagnéticas associadas a com-
postos ferrimagnéticos quase-unidimensionais de spins mistos s — S, com s = 1/2 e
S = 1. Estudamos as fases induzidas pela aplicacao de um campo magnético, B, e
efeitos de temperatura, T'; em particular as excitagoes de baixa energia e as curvas de
magnetizagao em funcao de B. A modelagem tedrica é realizada através do hamiltoni-
ano de Heisenberg com acoplamentos de superexchange antiferromagnéticos, J, entre
sitios vizinhos e uniformes ao longo da cadeia. O estado fundamental e as excitacoes
de baixa energia de sistemas finitos sao obtidos através do método de ondas de spin
nao interagente (SW, do inglés Spin Wave) e interagente (ISW, do inglés Interacting
Spin Wave), além do método de Lanczos de diagonalizagao exata; enquanto que as
propriedades termodinamicas sao obtidas pelo Método de Lanczos de Temperatura
Finita (FTLM, do inglés Finite Temperature Lanczos Method) e analiticamente pela
teoria ISW com a restrigao de Takahashi adaptada para ferrimagnetos. Discutimos
um modelo analitico efetivo para estudar o efeito de B nas propriedades térmicas
da cadeia, além de analisar seu limite de validade comparando seus resultados com
aqueles obtidos por FTLM. Esbogamos o diagrama de fases T'— B do sistema, identi-
ficando os pontos critico-quanticos em 7' = 0 e as linhas de crossover em temperatura

finita, em particular aquelas que limitam a fase Liquido de Luttinger do diagrama.

Palavras-chave: Cadeias ferrimagnéticas. Modelo de Heisenberg. Ondas de spin.

Diagrama de fases.



ABSTRACT
The work consists in the study of the spin 1/2 — 1 ferrimagnetic chains which are
associated with quasi-one-dimensional ferrimagnetic compounds. We study the pha-
ses induced by a magnetic field, B, and the effect of temperature, T'; in particular
the magnetization curves as a function of B. The theoretical modeling is performed
through the Heisenberg Hamiltonian with antiferromagnetic superexchange couplings
,J, between neighboring sites and uniform along the chain. The ground state and the
low energy excitations of finite systems are calculated through not interaction Spin
Wave (SW) and Interacting Spin Wave (ISW) methods, beyond the Lanczos exact
diagonalization method, while the thermodynamic properties are obtained throguh
the Finite Temperature Lanczos Method (FTLM ) and analitycally by ISW theory
with the Takahashi restriction adaptated for ferrimagnets. We discuss a analitycal ef-
fetive model to study the effect of B in the termical properties of the chain, beyond to
analyse your limit of validity comparing theirs resuts with those obtained by FTLM.
We sketh the phase diagram T — B of the system, identifying the quantum critical
points in T = 0 and the crossover lines in finite temperature, in particular those that

limit the phase Luttinger liquid of the diagram.

Keywords: Ferrimagnetic chains. Heisenberg model. Spin wave. Phase diagrams.



Sumario

(1 Introducao| 12
2 O Modelo de Heisenberg| 23
2.1 Origens e Hamiltoniano|. . . . . . . . .. ... ... ... ... .... 24
2.2 Observaveis e Simetrias do Modelo . . . .. ... ... ... ... .. 25
2.3 Estado Fundamentall . . . . . ... ... ... o000 26
[3 Ondas de Spin| 28
[3.1 Ferromagneto| . . . . . . . ... 29
[3.2  Antiferromagneto| . . . . . .. ... 37
[4 O Método de Lanczos de Temperatura Finital 44
4.1  Algoritmo de Lanczos e matriz hamiltonianal . . . . . . . . .. .. .. 44
4.2 Expansao em alta temperatura] . . . . . ... .. ... ... ... .. 46
4.3  Amostragem aleatorial . . . . . ... ... o000 49
(4.4 Implementacaol . . . ... .. ... .. ... ... 50

[6  Ferrimagnetos unidimensionais de spins mistos com campo magnético| 52
[>.1  Ondas de Spin em Ferrimagnetos| . . . . . . . ... ... ... .. .. 53
5.1.1  Efeitos Térmicos em Campo Nulo (B=0)| . . . ... ... .. 60
5.1.2  Efeitos do Campo Magnético (B >0)| . . .. ... ... ... 65
6 Diagrama de Fases T - B 70
[ Conclusoes e Perspectivas| 81

[Referéncias] 83



12

Capitulo 1

Introducao

O estudo de sistemas de elétrons fortemente correlacionados confinados em estru-
turas de baixa dimensionalidade tem sido alvo constante de pesquisas da comunidade
cientifica nas ultimas décadas, principalmente no que diz respeito ao estudo de sélidos
contendo compostos de metais de transicao. Um dos sistemas mais estudados sao os
supercondutores de alta temperatura critica: em baixa temperatura, a medida que
estes sao dopados, passam de uma fase isolante com ordem antiferromagnética para
uma fase supercondutora. Em particular, acredita-se que o estado supercondutor
esteja intimamente relacionado a planos de éxido de cobre, CuO,, encontrados em
muitos desses materiais.

Tornou-se possivel sintetizar uma grande variedade de compostos quase unidimen-
sionais com propriedades ferrimagnéticas. O conceito de ferrimagnetismo [22, [56] foi
inicialmente proposto por Néel para explicar o fato de que alguns materiais exibem
magnetiza¢do espontanea nao nula abaixo de uma temperatura (7) critica (7}) de-
corrente de um alinhamento nao-paralelo dos momentos magnéticos locais. Na figura

1.1j(a) representamos uma ordem ferrimagnética, que é um caso intermedidrio entre
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uma ordem ferromagnética, figura [1.1[b), e uma ordem antiferromagnética, figura

1.1(c). Ferrimagnetos sdo materiais magnéticos que exibem um momento liquido fer-

TTT T
TrdaTalaTalal TaTalalalalal
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Figura 1.1: Ilustracao de arranjos colineares e nao-colineares possiveis de ordenamen-
tos (a) ferrimagnéticos, (b) ferromagnéticos e (c) antiferromagnéticos.

romagnético, como resultado de subredes magnéticas com diferentes ions magnéticos
e/ou numero de sitios magnéticos diferentes. A maioria desses materiais sao magne-
tos moleculares bimetalicos contendo dois ions de metais de transicao diferentes por
célula unitaria, que sao distribuidos alternadamente em uma cadeia. Sistemas ferri-
magnéticos tipicamente apresentam cadeias bipartidas [4] (uma cadeia que pode ser
dividida em duas subredes interpenetraveis, onde todos os vizinhos mais préximos de
um fon de uma subrede reside na outra subrede, e vice-versa), e exibem ferromagne-
tismo nao saturado devido predominantemente a aclopamentos antiferromagnéticos
entre suas subredes; expondo, portanto, ambas as ordens ferromagnética e antifer-
romagnética de longo alcance. Observa-se experimentalmente [54], que a curva do

produto da suscetibilidade com a temperatura (y7') versus T para compostos dessa
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natureza apresenta um minimo em T' = T},;,, o qual é exemplificado na figura (a)
com a curva do composto PNNBNO [21]. Diminuindo a temperatura a partir de T},
a curva X7 exibe um crescimento acentuado, figura [1.2(b), antes do estabelecimento
de uma ordem magnética tridimensional em baixissimas temperaturas (tipicamente
T < 3K), cuja assinatura é um pico-A na curva do calor especifico, figura [I.2](c).
Em baixa temperatura, o calor especifico e a suscetibilidade magnética multiplicada
pela temperatura se comportam como TY? ¢ T-1 (comportamento assintético de
um ferromagneto unidimensional), respectivamente, enquanto que em temperaturas

intermediarias, o calor especifico exibe um pico tipo Schottky.
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Figura 1.2: (a) Visado geral da curva do produto da suscetibilidade () pela tempe-
ratura (7') em funcdo de T" e (b) seu comportamento em baixas temperaturas para o
composto organico ferrimagnético PNNBNO. (c¢) Calor especifico em fungao da tem-
peratura para o composto organico ferrimagnético PNNBNO. (Figuras retiradas da

referéncia [21])

Compostos ferrimagnéticos podem ser classificados em duas categorias [10,[15]. Na
primeira delas, os spins dos sitios sao 0os mesmos em ambas sub-redes, todavia a topo-
logia da célula unitaria induz um estado fundamental com magnetizacao nao nula. Em
particular, mencionamos cadeias do tipo ABs e ABC, figura[l.3] as quais apresentam
acoplamentos antiferromagnéticos homogeéneos e uma célula unitaria constituida de

trés centros magnéticos. Na segunda categoria, centro da nossa pesquisa, o niimero de
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Figura 1.3: Ilustracao das cadeias (a) ABy e (b) ABC. Os circulos representam
centros magnéticos de spin 1/2, enquanto que as linhas ilustram os acoplamentos de
superexchange antiferromagnéticos. (Figura retirada da referéncia [15])

sitios magnéticos é o mesmo nas duas sub-redes e o momento magnético resultante é
devido a spins de magnitudes distintas em sub-redes diferentes (cadeia linear de spins

mistos s — .S), como, por exemplo, as cadeias ferrimagnéticas bimetalicas compostas

de fons (Ni, Cu) e (Mn, Cu), figuras e , respectivamente.
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Figura 1.4: (a) Estrutura do composto bimetalico quase-1D NiCu(pba)(H20)3.2H,0
com sitios de spins alternados S; = Syi = 1 € So = Scy = 1/2 ao longo do eixo b.
Os atomos de hidrogénio estdo omitidos para uma maior clareza. (b) Estado de Néel
classico do modelo de Heisenberg que descreve o composto ferrimagnético. (Figura
retirada da referéncia [22])

Em geral, para descrever cadeias bipartidas ferrimagnéticas usa-se o modelo quantico
de Heisenberg com acoplamentos antiferromagnéticos ou o modelo de Hubbard com

um elétron por sitio. No modelo de Heisenberg, os spins encontram-se localizados nos
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Figura 1.5: Estrutura do composto bimetalico quase-1D MnCu(S;C204)27.5H50,
retirada da referéncia [54].

sitios da rede enquanto que no modelo de Hubbard a itinerancia eletronica é permi-
tida, entretanto para 1 elétron por sitio o sistema € isolante para repulsao coulombiana
intrasitio U # 0.

Para estudar esses modelos, sao utilizadas técnicas analiticas [12, [16], tais como:
teorias de campo médio, métodos de teoria quantica de campos, métodos de ondas
de spin; e técnicas numéricas [23], 28]: métodos de Diagonalizacao Exata, Grupo de
Renormalizagao da Matriz Densidade (DMRG, do inglés Density Method Renorma-
lization Group) e métodos de Monte Carlo.

Em particular, o modelo de Hubbard para cadeias bipartidas do tipo A B> foi anali-
sado através dos métodos numéricos de Monte Carlo Quantico, Diagonalizacao Exata
e aproximacao de Hartree-Fock; em particular, foi mostrado [26] que essas cadeias
apresentam ordenamento ferrimagnético no limite de semipreenchimento da banda
de conducao. Utilizando métodos de Teoria de Campos e GR (do inglés, Renormali-
zation Group) [38, 39 40] o modelo de Heisenberg quantico para cadeias bipartidas foi
mapeado no modelo ¢ nao linear quantico nao relativistico, sendo verificado que no
regime de baixas temperaturas tais cadeias apresentam propriedades criticas similares

as encontradas no modelo de Heisenberg quantico para ferromagnetos unidimensio-
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nais.

Recentemente as propriedades termodinamicas e excitacoes de onda de spin do
estado fundamental de cadeias bipartidas do tipo da figura com S =51=5/2e
s = Sy = 1/2, foram investigadas através de métodos numéricos [53]. Resultados para
a suscetibilidade magnética, magnetizagao e calor especifico foram obtidos através
do método de Lanczos de temperatura finita (FTLM, do inglés Finite Temperature
Lanczos Method) 23], fazendo comparagoes com resultados teéricos da aproximacgao
semicldssica [50] e da expansao da suscetibilidade em baixas temperaturas derivada
da teoria de ondas de spin modificada de Takahashi [60]. O diagrama de fases tempe-
ratura T versus campo magnético B foi estudado em detalhe e vérias fases quanticas
em baixas temperaturas foram identificadas: a fase liquido de Luttinger (LL), o plato
ferrimagnético (LM) e a fase totalmente polarizada (FP), além dos respectivos pontos
criticos quanticos e linhas de crossover. Na figura [I.6] apresentamos dados experi-
mentais para a suscetibilidade magnética do composto CuMnDTO [54] e resultados
numéricos calculados com o uso do FTLM, com J/kp = 44.8K e g = 1.90, além de
resultados da aproximagao semiclédssica, com J/kg = 59.47K e g = 1.9, para a cadeia
linear de spins mistos 1/2 — 5/2 [53]; observamos uma boa concordancia entre os
dados experimentais e os resultados numéricos.

Na figura exibimos as excitacoes de baixa energia, em unidades do campo
magnético obtidos através da diagonalizagao exata, da cadeia 1/2 — 5/2, além do
resultado da teoria de ondas de spin nao interagente (SW, do ingés Spin Wave)
[0, B7]. Observa-se uma excelente concordancia resultado numérico e a teoria SW
para o ramo ferromagnético (excitagdes que baixam o spin total em uma unidade),

enquanto que para o ramo antiferromagnético (excitagoes que aumentam o spin total
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Figura 1.6: Suscetibilidade molar y,, vezes a temperatura T da cadeia linear de
spins mistos 1/2 — 5/2 como fungao de T'.(Figura retirada da referéncia [53])

em uma unidade) o valor do gap A = 4.J se afasta do valor obtido (A = 4.9046.J)
pela diagonalizacao exata. Esta discrepancia entre o valor do gap obtido através da
onda de spin e o resultado exato é comum para cadeias com s e S quaisquer [58] [60],
uma vez que a teoria SW nao é capaz de obter resultados quantitativamente corretos,
pois um estado antiferromagnético ou ferrimagnético apresenta flutuagoes quanticas
que nao sao levadas em consideracao pelo método de ondas de spin livres.

Por outro lado, o método de onda de spin interagente [31], 57, 60] (ISW, do inglés
Interacting Spin Wave), que leva em consideracdo as interagoes entre as ondas de
spin, se mostra muito melhor quantitatitavamente do que a onda de spin livre. Como
exemplo, exibimos na figura (1.8 as excitagoes de baixa energia para cadeia linear de
spins mistos S = 1 e s = 1/2; o valor do gap do modo antiferromagnético é melhorado
(A = J através do SW e A = 1.676.J através do ISW), muito mais préximo do valor
exato A = 1.759.J [29, [5§].

O gap nao nulo implica em um plato na curva da magnetizagdo em fungao do
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Figura 1.7:  Resultados da Diagonalizacao Exata usando g = 10, da cadeia fer-

rimagnética 1/2 — 5/2 para os valores indicados de N sitios.

As linhas cheias sao

resultados da teoria SW. (Figura retirada da referéncia [53])
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Figura 1.8: Modos de mais baixa energia da cadeia 1/2 — 1. Os resultados da onda
de spin linear (linhas pontilhadas) e interagente (linhas cheias), é comparado com
célculos numéricos. (Figura retirada da referéncia [60])

campo magnético. Pode-se mostrar [35] que platés em curvas de magnetizacao versus

B sao encontrados para valores de m que

onde S é o spin total maximo da célula;

satisfazem o critério S — m = inteiro,

na figura apresentamos a curva de
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magnetiza¢aoo para a cadeia 1/2 — 5/2 calculada através de diagonalizagao exata
[53]. Em campo nulo a ordem do estado fundamental é ferrimagnética com excitagdes
de baixa energia ferromagnéticas sem gap e antiferromagnéticas com gap, enquanto
que para campo nao-nulo o modo ferromagnético adquire um gap; na medida que
o campo aumenta, o gap do modo antiferromagnético diminui, e no ponto critico
B = B, sr este gap se torna nulo, a magnetizagao comeca a aumentar e o sistema
sofre uma transicao de fase quantica para uma fase sem gap que se encontra na
classe de universalidade dos liquidos de Luttinger (LL) [7, 18, [44]. Nesta fase as
correlacoes transversais decaem com lei de poténcia, ou seja, o estado é critico. A
fase LL termina no ponto critico B = B, pp, neste valor de campo o sistema se torna

totalmente polarizado e apresenta excitagoes de baixa energia ferromagnéticas. Uma

3 3 :
(a) : FP Plateau
" B = B;,AFE i B= B{:.FP
i 1 1
& e
= N A Eg. (11)
| : — Eq. (13)
§LL !
LM Plateau Phase:
24 ¢ ]
0o 2 4 ¢ 3 10
gu B/

Figura 1.9: Resultados do FTLM para a cadeia linear de spins mistos 1/2 — 5/2.
Magnetizacao do estado fundamental por célula unitaria em funcao do campo para
N = 16 sitios. (Figura retirada da referéncia [53])

transigao de fase quantica [45] 46], [47, [48] acontece em temperatura nula quando um
parametro (pressao externa, campo magnético, etc.) é variado, acarretando em um

fortalecimento das flutuagoes quanticas. Apesar da transicao ocorrer em temperatura
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nula, ela tem repercussoes no comportamento de baixa temperatura do sistema. Na
figura apresentamos resultados para o calor especifico/T para a cadeia 1/2—5/2,
incluindo o comportamento assintético das linhas de crossover do domo da fase LL e
das fases com gap: FP e LM. Em particular, com B — B, ar ¢ B — B, pp as linhas de

crossover seguem as fungdes universais a|B — B ar| € a|B — B, pp|, respectivamente,

onde a = 0, 76238 [27].

ki T

r
c

L
CJI/N

1 {i;l’l|'|t,":,| F : { -ii:ti'lj'll_‘.l_l AF
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Figura 1.10: Diagrama de fases em baixa temperatura da cadeia linear de spins mistos
1/2 —5/2; o contorno do gréfico indica C/T'. (Figura retirada da referéncia [53])

Motivados pelos resultados discutidos acima [53, 57, 60], temos como objetivo
nesta dissertacao estudar as transicoes de fase quanticas sofridas por materiais fer-
rimagnéticos quando submetidos a um campo magnético externo, em particular a
regiao de baixas temperaturas do diagrama de fases do sistema. Estudamos o modelo
de Heisenberg quantico com aclopamentos antiferromagnéticos através do método de
ondas de spin interagentes com a restricao de Takahashi adaptada a ferrimagnetos

[57, 59, 60] e das técnicas de Lanczos de diagonalizacao exata e de temperatura finita
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para a cadeia 1/2 — 1.

No capitulo [2| discutiremos o modelo de rede de interesse, o modelo de Heisenberg
quantico: sua origem, simetrias e estado fundamental. No capitulo [3| o método de
ondas de spin nao interagentes para ferromagnetos e antiferromagnetos de Heisenberg
sao discutidos; neste as principais técnicas analiticas que serao aplicadas para obter
alguns resultados desta dissertacao sao empregadas. Abordaremos no capitulo 4 as
técnicas numéricas de diagonalizacao exata (Algoritmo de Lanczos) e o método de
Lanczos de temperatura finita (FTLM). No capitulo |5| aplicaremos o método de on-
das de spin nao interagente e interagente a fim de obter resultados para a energia do
estado fundamental e as relagoes de dispersao para a cadeia 1/2 — 1, além de discutir
a metodologia analitica utilizada no calculo das propriedades termodinamicas. Final-
mente, no capitulo [f] apresentaremos e discutiremos os resultados obtidos através dos

métodos de ondas de spin, de diagonalizacao exata e do FTLM.
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Capitulo 2

O Modelo de Heisenberg

De maneira simples, podemos caracterizar o magnetismo de materiais magnéticos
em trés classes com respostas magnéticas distintas: diamagnetismo, paramagnetismo
e magnetismo coletivo (ferromagnetismo, antiferromagnetismo e ferrimagnetismo)
[4, I7]. O magnetismo coletivo é um resultado de uma interagdo de troca entre
os dipolos magnéticos permanentes, ou seja, ¢ um fenomeno cooperativo de natureza
eminentemente quantica, uma vez que a interacao de troca é um efeito que nao tem
analogo classico e é a base para a compreensao do magnetismo. A complexidade
intrinseca do tema pode ser evidenciada pelo fato do magnetismo do mais comun dos
materiais (o ferro) ndo ser ainda completamente compreendido [34], 41 42} 143], pois
este e outros metais de transicao possuem um carater metalico, que tem a banda d
parcialmente preenchida. Em contraste com os ferromagnetos isolantes, o momento
magnético em metais de transicao nao ¢ um multiplo inteiro do magneton de Bohr
p1p. O mais conhecido modelo para descrever o magnetismo itinerante de metais de
transicao é o modelo de Hubbard, enquanto que o modelo de Heisenberg é amplamente

ultilizado para modelagem de sistemas magnéticos isolantes.
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2.1 Origens e Hamiltoniano

O modelo de rede que iremos discutir é o modelo de Heisenberg, que pode ser
derivado do modelo de Hubbard, que por sua vez é caracterizado pelo hamiltoniano
Hyuw = —t Z (czacjg + c}acw> + UZniTn“, (2.1)
(i.j)o i

onde C;(,(Cio) é o operador de criacao (destrui¢ao) para um elétron de spin o =1,J. O
termo ¢ é responsavel pela itinerancia eletronica (hopping), n;, = clgcw ¢é o operador
nimero de elétrons de spin ¢ no sitio 7, e U quantifica a repulsao coulombiana local.
Cada sitio do sistema pode ser encontrado em quatro estados, a saber: vazio, um
elétron com spin up ou down e dois elétrons de spins opostos. A repulsao coulombi-
ana tende a localizar os elétrons do sistema enquanto que o termo de hopping faz com
que os elétrons se espalhem por toda a rede. Desta forma, os dois termos do modelo
de Hubbard sao competitivos e podem produzir uma transicao metal-isolante pela
variacao de seus parametros, o que fisicamente é observado ao se variar, por exemplo,
a pressao externa no material. No limite de acoplamento forte U >> t, a dupla
ocupacao ¢ desprezivel, sendo assim podemos considerar modelos efetivos, em parti-
cular o modelo t - J, para o qual a probabilidade de se encontrar sitios duplamente

ocupados é nula. O hamiltoniano do modelo ¢t — J é dado por
Hig=—t <;>U (é;rgéjg + c.c.) + J% (,5_*; . §j — inmj>, (2.2)

onde

- 1.
Si = Z CLEO'&BCZ‘/B
af

é o operador de spin do elétron no sitio 7, com ¢ sendo as matrizes de Pauli e

J = 4t?/U; enquanto que o operador 6}0 = C}U(l —n,;_,) exclui estados com sitios
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duplamente ocupados. Finalmente, fazendo n; = 1 para todos os sitios, de modo que
o hopping se torna impossivel no modelo ¢ — J, assim o hamiltoniano final serd o de

Heisenberg antiferromagnético, dado por

~

Higeis =Y _Si-Sj, (2.3)
(i)

onde J é a interagao de supertroca (superexchange) entre os spins dos elétrons nos

sitios @ e j |4} [15] (17, 28].

2.2 Observaveis e Simetrias do Modelo

Levando em consideracao as relagoes canonicas de comutacao e as defini¢oes

5P = %(Sj + S;) (2.4)
€
SY = Qli(sj - S;), (2.5)

o hamiltoniano pode ser escrito da seguinte forma:

Hiteis = Iy [S;s; + %(Sjsj + S;s;)] (2.6)

(ig)

Em geral queremos diagonalizar este hamiltoniano e obter conclusoes sobre o limite
termodinamico N — oo, onde N ¢é o numero de spins do sistema. Para uma cadeia
linear de NNV spins 1/2, o espaco de Hilbert do sistema tem dimensao Ny = 2V, uma
vez que neste modelo de rede a probabilidade de dupla ocupacao é nula e temos
apenas duas possibilidades por sitio da rede (up ou down), sendo assim, como a
matriz que representa este hamiltoniano é da ordem N x Ny, a tarefa nao é facil.

Entretanto, existem simetrias satisfeitas pelo hamiltoniano que podemos utilizar para
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seccionar o espago de Hilbert e diagonalizar a matriz hamiltoniana nestes subespacos.
O hamiltoniano de Heisenberg apresenta as seguintes simetrias: conservacao do spin
total

§% = (57)% + (8Y)* + (5°)?

e conservacao das componentes

ST=) S =) S8 e =) 5,

ou seja, [HHeisu 52] = 0, [HHeisa SI] = 0, [/HHeZ‘S, Sy] =0e [HHeisu SZ] =0.
Entretanto, as componentes nao comutam entre si, sendo assim, devemos escolher
apenas uma delas, que comumente escolhe-se S?. Portanto, o conjunto de observaveis
que comutam para o modelo de Heisenberg é {Hgeis, S%, S7}. Desta forma, os auto-
valores E, S(S+1) em = —S,...,S dos operadores His, S* e S, respectivamente,
sao simultaneamente bons nimeros quanticos. Além dessas simetrias, como o termo
de acoplamento .J é invariante sob translacoes da rede o hamiltoniano apresenta
simetria de translacao, o que nos permite construir uma base rotulada pelo autovalor
do operador de translacao, o vetor de onda k. Com esta simetria, as dimensoes dos
blocos a serem diagonalizados sao reduzidas por um fator de N., onde N, é o niimero

de células unitarias do sistema [4, 28§].

2.3 Estado Fundamental

De acordo com o teorema de Lieb e Mattis [25], o estado fundamental do modelo
de Heisenberg com interagoes de superexchange antiferromagnéticas (AHM) em uma
rede bipartida é

S = 1S4 — Sl, (2.7)
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onde
SA:ZSZ' e SB:ZSZ', (2.8)
€A i€B

s; € o spin do sitio 7 e A, B denotam as subredes distintas.

No caso de cadeias bipartidas de spin 1/2 o spin total do estado fundamental serd

o INVa— N
2 Y

onde N4 é o numero de sitios da sub-rede A e N é o numero de sitios da sub-rede
B. Cadeias unidimensionais com spins alternados distintos, s4 e sg, terao o estado

fundamental com spin total
_ N|sa — sp|

S 2

(2.9)
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Capitulo 3

Ondas de Spin

Em 1930 Felix Bloch mostrou (originalmente para ferromagnetos), a partir um
estado ordenado, que as excitacoes de baixa energia, ou excitacoes elementares, de
sistemas de spins acoplados ferromagneticamente se comportam como ondas, chama-
das de ondas de spin. A energia dessas ondas sao quantizadas e a particula corres-
pondente damos o nome de magnon. As ondas de spin sao encontradas para diversos
tipos de ordenamentos de spin, como por exemplo, os ordenamentos ferromagnético,
antiferromagnético e ferrimagnético [3, 24], 37, 57]. Faremos aqui uma breve discussao
sobre os magnons em ferromagnetos e antiferromagnetos de Heisenberg, com a fina-
lidade de obtermos uma maior familiaridade com técnicas analiticas necessarias para

abordarmos os magnons de interesse: os magnons em ferrimagnetos.
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3.1 Ferromagneto

O hamiltoniano de interesse é dado por
H=17Y S:5 8 —2uHy Y _ S; (3.1)
35 J

e leva em consideracao apenas as contribuicoes da interacao de troca entre primeiros
vizinhos e o termo de Zeemann. O termo J < 0 (ferromagnético) é a integral de
troca, po = Jpp ¢ o momento magnético, com g sendo o fator giromagnético; os
vetores & conectam os fons 7 aos vizinhos mais proximos em uma rede de Bravais e
§j é o operador momento angular do ion no sitio j. As constantes de movimento do

sistema sao:
G _ <Z§j)2 e 5.=%8,
J J

onde o estado fundamental |0) de um sistema de N {ons idénticos de spins S é um
estado completamente ordenado e é dado por |0) = ®,|S;), com |S;) representando

um estado de componente z maximo:
S210) = NS(NS +1)[0) e S.|0) = NS|0).
e Transformagao de Holstein-Primakoff

Queremos escrever o hamiltoniano do sistema em termos de operadores indepen-
dentes. Os operadores que fazem a transformacao sao os operadores bosonicos de

criacao e destruicao a;r-, a; definidos por:

T
. a.a;\ 1/2
Sf=87+ist =292 (1-2F) a, (3.2)
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T
. ata;\1/2
Sy = 57— iy = (25)1/%}(1 - 5—5) : (3.3)

com |[a;, alT] = d; e ST, S~ satisfazendo as relagdes corretas de comutagao,

70 ]
Das expressoes e , podemos encontrar uma relagao para S, uma vez que
2 _ o2 2 y\2
(55)7=5"=(57)" = (57)",
e com o uso de[2.4] obtemos

1
(sz = S(S+1)— 5(5;53,— + S].—Sj) , portanto:

T 1

SijzQS(l—GQj—gjymaja}(l 2?)1/ S;S; = (25)a ( C;g]) /2<1—a2];?>1/2aj.
Entao,
557 =505 5((1-32) "ol (1= 52) "+ 1= 52)e]

.I.

e da relagao de comutagao podemos escrever a;a; = a]a — 1, logo:

7= stse-sfin(1-32)+(-5) " (-5) "l (-] -

25 25 25 25
2\2 jaﬁ CL}CLj T T T
:>(Sj) :S(S+1)—S[aa3<1— 25)—1—(1—%)4—%% 25<a]a —1) }:>
ala;
2\2 T 77

= (57> =5% - QSa;aj + (ala))?.

j
Sendo assim,

(S;)Q = (S - G;aj)Q, portanto:

St=95— a;aj. (3.4)

J



Vamos agora escrever as variaveis atomicas a

b%, b, definidas por:

T ar—1/2
bE_N

J

g e_Zk'Tja}L- e b

T

J

—1/2
=N

}: ik
e Jaj,

J

com 7; sendo o vetor posicao do j-ésimo fon. A inversa é dada por:

ol = N2 Y
J k
k
Essas variaveis satisfazem as seguintes r

gt -1 ik —ik et
[bk,bg, N e aje a

eaj

N-L/2 Z e—iEﬂ- by
k

elagoes de comutagcao:

o o
_ Nfl § eflk -rla;rezk-r] a; =
Jil
o e
; o a;raj) — Nt § :ezk-rjefzk T |:a/j7 a
j?l

Jsl
= N1 Z e T =ik Tl (aja
j7l
gt ] a1 i(k—E)7 _ s
= [opbl] = NS T — g
J
Assim,
[bg, b
além de

ete] -

ot |

T
l
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,a; em termos das varidveis de magnon

}:>

Os operadores b,Tg e b, criam e destroem, respectivamente, um mdagnon de vetor de

onda k no estado fundamental. Temos que expressar, entao, as equacoes , e

em termos destas variaveis de ondas de spin. Estamos interessados em estados de

baixa energia do sistema, ou seja, assumindo S > 1, devemos ter

ta.
a;a;

nj>
=({2) <1,
) =05
logo podemos escrever
(1 B a;aj>1/2 ~1_ a}aj
25 a 45’
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Desta forma, das equagoes [3.5 e 3.7, temos:

5 = (25)1/2<1 _ %)aj = (29)'/2 (aj T > =

= St~ (%)1/2[26_%'%6%— (SN) ™ 3 e EF Bl (38)

P kk k"
Analogamente,
s; = ()3l — syt YD @EF ] (39)
i =\ e o ¢ RROR ] ’
E E,EI,E”
Ainda
1 g
. o i(k—k )7t
Sj=5—aja; =5~ Nze( b,
ik
sendo assim, como
Sz — Sja
J
temos que
1
_ L i(k—k )7 pt
.= NS - Z e ibLb
Gk
Entretanto,
1 i(F—F)-+
N Z e ( ) J = 5]; E/’
J
entao
. T
S.=NS =Y 6 pwblby,
kK
portanto:
5. = NS S bl (3.10)
k

que é um resultado exato.

e Hamiltoniano em variaveis de onda de spin
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O hamiltoniano 3.1, em analogia com a relacao pode ser escrito como
H=1J) 555 LS (srss 48755 ) 2 Hy ) S
iYi+s T 9 e E% A e AR ) Hotio 3’
3.0 7.8 J
entdo, usando as transformagoes em varidveis de ondas de spin das equagdes [3.8|

e [3-10] escrevemos:

sk K k K k
Assim, se héa z vizinhos mais préximos ao fon j da rede,
Z — Nz e Z — N,
3, J
logo:
H = JNzS* - 2ugHoN S + Ho + Hi, (3.11)
onde,
KHO__WZ € e EE,+€ e EEI_G EE/_'_
3,00k, K
- o= 2 H 7 TN o
i(k—k )-(7;46) .1 Hollg i(k—k )7 1.1
— lRR ) )bgbg/]—l— el DR

= =

3.k,

Portanto, somando sobre j e definindo

S e (3.12)
5

2
1
|
IS

o=
com z primeiros vizinhos, temos que

Ho = —J=8 Y | bbl + 7 gbiby — 20Lbe| + 2u0Hy 3 bl
i ;
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desta forma, se ha um centro de simetria (’y,; = 7712)7 podemos escrever da equagao

0. OF
Ho =D [2728(1 = 3g) + 240 Ho | by — 27283 7.
k E
Entretanto,
T I I
Z% ZZGM ;Z[ml"sjte’k?‘sjt...}:(),
k §
portanto
Ho=> [2Jz5(1 — ) + zuoﬂo] bl (3.13)
E

Note que o termo H; da expressao foi desprezado, uma vez que o mesmo
contém termos de ordem superior, O(S?), dos operadores de magnon e estamos inte-
ressados em excitacoes de mais baixa energia.

Finalmente podemos escrever Hy como:
Ho=> igwr, (3.14)
i

onde

g =blby e wp=2J28(y; — 1) + 2u0Ho.
Em uma dimensao, sendo a o parametro de rede, temos
— L ika | —ika :
fy,;:fyk:§(e +e ):coska , assim:
Wp = Wy = —4JS(1 — COS k:a) + 2uoHy.
A campo nulo a relacao de dispersao é dada por

wp = —4JS(1 — cos ka), (3.15)
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[8)

Energia/J

Figura 3.1: Relacao de dispersao de magnons ferromagnéticos a campo nulo pelo
método de ondas de spin.

ou seja, este modo (actustico) nao apresenta gap, e estd representado na figura .
Na figura 3.2, apresentamos resultados experimentais da relacao de dispersao dos

mégnons épticos e actsticos na magnetita [24]. Assumindo ka < 1, temos que
wy = —2JSa’k* = Dk, (3.16)

onde D = —2JSa? é a dureza do material. A energia interna de um gds de magnons

em equilibrio térmico a temperatura 7' é dada por

1
E = Zwk<nk>T = Zwkeﬂwk——l , logo
k !

1 D k?
— [dk=FEF=— [ ——5——dk
;_)271'/ ~ 27T/6’6)Dk2—1 ’

ou, com x = BDk?,

e (kBT)3/2 /acm [L’l/2 p
T 42 f, e 1"
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agf2T

Figura 3.2: Relacao de dispersao dos magnons opticos e acuisticos na magnetita,
determinados pelo espalhamento ineldstico de neutrons, retirado da referéncia [24].

Como estamos interessados na regiao kpT < Wpmaz, COM Wpee = DEZ,,., podemos

escrever

47TD1/2 T

o .1/2
| e e=r())

onde I'(z) é a funcdo gama, e ((x) é a fungdo zeta de Riemann. Desta forma, como

kT 3/2 oo 1/2
E = (k5T) / x dx , onde
g €e*—1

I'(3) =1yme((3) = 261238, obtemos:

E

0,37 3/2 , _dE kpT\1/2
~ D1/2(kBT) , assim C = T C ~ 0,55/{]3(?) ,

conforme indica a figura |3.3
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Figura 3.3: Calor especifico dos magnons ferromagnéticos em uma dimensao.
3.2 Antiferromagneto

Neste caso vamos considerar o hamiltoniano
H=0> 855 —gupHY Si+gusH Yy S, (3.17)
3.8 J J

onde J > 0 para um antiferromagneto. Uma vez que a rede é bipartida, a confi-
guragao de spin do estado fundamental do antiferromagneto de Heisenberg é uma
configuracao onde todos os spins vizinhos sao antiparalelos, conhecido como estado
Néel. O parametro H é um campo magnético ficticio que aproxima o efeito de aniso-
tropia do material, com a propriedade de tender a alinhar os spins da subrede a na

direcao 4z e os spins da subrede b na dire¢ao —z, para ppg positivo.

e Transformacao de Holstein-Primakoff
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Para o caso em questao definimos:

T

T. o\ 1/2 a-a;\ 1/2
+ _ (oqyi/2(1 4% Lo (9g)12t (1 — L%
St = (29) (1 25) aj; Sy = (25) a3<1 25) , (3.18)
(&
bib 1/2 b 1/2
+ 1/2(1 _ 9% . - _ 1/2pt (1 _ 2
S = (25) (1 . S) b Sy = (28) bl<1 25) , (3.19)

onde blT, b, sao os operadores de criacao e destruicao do [Fésimo ion na subrede b.

Temos também que

Si,=S—ala; e —S5=5-"blb, (3.20)

onde usamos a outra escolha de sinal permitida pela equacao [3.1]

Vamos introduzir agora as varidveis de ondas de spin

b,z = Nﬁl/QZe*ikja} ;b = N*1/2Zeikjaj,

J J

a} :N’l/QZeikij ;oay :N’1/2Ze*ikjbk.
k k
De forma andloga a secao temos que
i) _ i _
|:C]—€-, CE/i| = |:dE, dE/] = (5
[CE,CEI} = [d;yd;;/] = [C%,CE,} = [dt di,} =0.

Ainda, como estamos interessados em excitacoes de mais baixa energia do sistema,

com S >1e s> 1, teremos

T T
4% bibu 3
< g ><<1 e <S><<1,entao
(1 a;r-aj>1/2 ) a;r-aj <1 blTbl)l/? 1 bib;
25 ) T as ¢ 25) T as’
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portanto:
25\ 1/2 B

St =~ <N) [Ze L ONu (3.21)

k
Sej = (%) 2 [Z eiE'chg. +o] ; (3.22)

k

Sy (%)1/2 [Z e_“;'ﬁd,; . ; (3.23)

k
Sy = <%>1/z [Z eiE'F’d% . ; (3.24)

k
5% = Z Sz =NS - Z cheg; (3.25)

j k
= Sp=NS—=) dd (3.26)
! E
e Hamiltoniano em variaveis de ondas de spin

O hamiltoniano |3.17] em varidveis de méagnons pode ser escrito, se hé z vizinhos
mais proximos

H = —2JNzS* — 4pgHNS + Ho + H1, onde

o termo bilinear H, é dado por

Ho =2J28 Z [7,; (c%d% + c,;d,;) + (cj;c,; + d%c,;)} + 2p0H Z (c%c,; + d%d,;);
E k

1 e
_ ik __
com Vg = — E € =V_i
Z -
5
assumindo que ha um centro de simetria.

Note que Hp ainda nao é diagonal. Entao, para diagonalizar este hamiltoniano

vamos fazer a transformacao de Bogoliubov, definida por:

e AT | . I
Qg = UpCy vkd];, o = UpCy vpdy



40

B = updy — UEC;% ; ﬁ;% = ukd£ VpCrs

cuja inversa é
Cp = upag + U;;'B;- ; 02 = u,;ozlg +ve B (3.27)
dy = UEO‘;TC‘ +upBi dTE = vpag + u,;ﬁ%, (3.28)

onde

Portanto, a transformagao de Bogoliubov pode ser parametrizada como
up = coshf; e vy =sinh0;. (3.29)

Agora, vamos escrever o hamiltoniano em termos das novas variaveis. Para tornar
o calculo muito mais simples ultilizaremos a notagao matricial. Para tal, note que

podemos escrever

—

Ho = (ZJzS + 2,uof_l> Z (c]%c,; + d%d,g) +2Jz8 Z o <C%d£ + cEd,;)7
k k

assim, definindo € = 2J25 + 2uH e A\ = 2J257;, temos:

Ho =€ Z (c%c,; + d,;dzq) + Z An (c%d% + c,;d,;) — Ne,
E

-

k

portanto

g € Ar cr
Ne+7{oz7{0:z<c£ d,;)( k)( ’;)
)‘E € dl
e das equagoes [3.27] e [3.28§]

Cx up Vg ag
= . (3.30)
() - () ()

Desta forma, fazendo a transformacao [3.30] teremos:

7:[ _ ]: . UE v € )‘E UE UE aE 7
0 Z(Oék ﬁk)( )(AE ¢ v up 5;% com

3 Uk

i

g
1



i

Ty (“k v )( ¢ Ak><uk vz);»
Vg Ui Ay € vp o ug
LT € [u% + v%] + 2Xpugvp Az [u’% + v%] + 2euzvp
N[+ 02| + 2eugup efu + 0] + 2o

Da equagao [3.29, podemos escrever

u% + v]% = cosh 20z e 2uzvp = sinh 20;.

Entao, ajustando tanh 20} = —% = cosh20; = = e sinh20; =
k

o[22
wp = /€ AE.

Assim,
Wi 0
T = , portanto:
0 w,;
wes et ) (5 2) ()
7 k ) Y
z k 0 wE 5’—1»
Ho = ZWE [O‘E‘O‘E + ﬁgﬁg + 1], desta forma
k
Ho = —2NJzS — 2NpuoH + Y wy [a,%a,; + BL6; + 1} !
k
onde

N2
w% = <2JzS + 2/L0H> — 4J22252fy%,

Que ¢é a relacao de dispersao para magnons antiferromagnéticos.
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A%

—=k " onde
wg

(3.31)

Em uma dimensao sabemos que vz = v, = cos(ka) e fazendo H = 0 podemos

escrever

wi = 42J%225% — 4.J%225% cos® k,

ou seja, para S = 1/2
w = 2J|sin k|,

(3.32)
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Figura 3.4: Relacao de dispersao em um antiferromagneto unidimensional com S =
1/2 obtido pelo método ondas de spin.

__250] \
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@A,17a) (12,172) (1/2,0) (3/4,1/4) (1,0) (12,0

Figura 3.5: Relagao de dispersao obtida experimentalmente do composto LaCuQOy,
um antiferromagneto de spin S = 1/2. Figura retirada da referéncia [g].

veja a figura [3.4] em comparagao com o resultado experimental No limite de

longos comprimentos de onda podemos escrever que ka < 1, entao

w = 2Jak, (3.33)
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ou seja, diferentemente do ferromagneto, as excitagoes elementares das ondas de spin
de um antiferromagneto unidimensional exibe uma relacao de dispersao linear no

limite de k — 0.
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Capitulo 4

O Método de Lanczos de

Temperatura Finita

Neste capitulo discutiremos um método numérico que resulta da combinagao do
método de Lanczos de diagonalizacdo exata (ED, do inglés, Exact Diagonalization)
[28] com a amostragem aleatéria, chamado “Método de Lanczos de temperatura fi-
nita” (FTLM, do ingés, Finite Temperature Lanczos Method) [23] 36]. O FTLM foi
desenvolvido para o estudo de sistemas quanticos em 7' > 0 e foi utilizado para obter
parte dos resultados desta dissertacao. Através deste método numérico podemos cal-
cular propriedades em 7" > 0 com eficiéncia e recursos computacionais comparaveis

aos calculos do estado fundamental empregando ED.

4.1 Algoritmo de Lanczos e matriz hamiltoniana

O método computacional mais simples para estudar modelos de sistemas de elétrons
fortemente correlacionados é o método de diagonalizacao exata. Entretanto, nesses

modelos a dimensao do espago de Hilbert cresce exponencialmente com o tamanho
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do sistema. No modelo de Heisenberg de spin 1/2, por exemplo, cada spin pode ser
encontrado em dois estados, 1 ou |, portanto o nimero de estados da base do espaco
de Hilbert em um sistema com N sitios é Ny, = 2. O hamiltoniano de sistemas
quanticos ¢é representadado por matrizes Ny X Ny, que torna-se muito grande para
pequenos valores de N. Encontrar autovalores e autovetores de tais matrizes nao é
possivel com um algoritmo padrao. Em vez disso, para um N moderado, deve-se
recorrer a algoritmos mais especializados, entre os quais o algoritmo de Lanczos de
diagonalizacao exata é apropriado para determinarmos os estados de mais baixa ener-
gia do sistema. Através do método de Lanczos, uma base especial é construida, nela o
hamiltoniano tem uma representacao tridiagonal; o estado fundamental e excitacoes
podem ser encontrados facilmente usando bibliotecas padrao.

A base de Lanczos é construida iterativamente a partir de um vetor aleatério
normalizado |@g) no espago de Hilbert do sistema de interesse. Aplica-se H a |¢g) € o
vetor resultante é decomposto em uma componente paralela a |¢g) e uma componente

|¢1) ortogonal a ela, ou seja:

H|po) = ao|po) + bi|d1). (4.1)

Como H é hermitiano, ag = (¢o|H|¢o) é real, enquanto que a fase de |¢;1) pode ser

escolhida tal que by = (¢1|H|po) também seja real. No préximo passo H é aplicado a

|¢1>7
H|p1) = b1,|¢0> + ay|é1) + balga), (4.2)

onde |¢y) é ortogonal a |pg) e |¢1), sendo assim: by = (¢o|H|p1), a1 = (d1|H|d1) e

by = (p2|H|p1). Procedendo com a iteragao obtém-se em i passos

H|pi) = bi|pi—1) + aildi) + biv1|Pit1), (4.3)
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/ . ~ .
uma vez que b; = b;. Desta forma, parando a iteracao em ¢ = M e fazendo by = 0,
o hamiltoniano pode ser representado na base das fungoes ortogonais de Lanczos |¢;)
como uma matriz tridiagonal de elementos diagonais a; com ¢ = 0... M, e os fora da

diagonal b; com ¢ =1... M, ou seja,

a b 0 0
by a; by O

H=] 0 by ay bs ... |. (4.4)
0 0 b3 ag

Essa matriz é facilmente diagonalizada usando rotinas numéricas padrao para obter

os autovalores aproximados €; e os correspondentes autovetores ortonormais |¢j>,

M
[05) = > fiiléi), §=0---M, onde (4.5)
=0

O grande mérito desta técnica numérica é que a energia do estado fundamental
converge com precisao de maquina para um pequeno nimero (~ 100) de estados da
base de Lanczos, independentemente da dimensao do espaco de Hilbert do sistema

em analise.

4.2 Expansao em alta temperatura

O método de Lanczos para T > 0 pode ser justificado para alta temperatura. A
técnica é baseada na aplicagao da iteracao de Lanczos combinada com a reducgao do
trago termodinamico através da amostragem aleatoria.

Primeiro considere o valor esperado do operador A no ensemble canonico

Nst Nst

() = > (nle ™ Aln) /> (nle " n), (4.7)
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onde f = 1/kgT. Um célculo direto de (A) requer o conhecimento de todos os

autoestados |¥,,) e energias correspondentes £, obtidas pela diagonalizagao de H,

Nt Nt
() =7 e (w, AW, [ 3 e (4.8)
n=1 n=1

acessivel computacionalmente apenas para Ny ~ 10000. Em vez disso, vamos realizar
a expansao em alta temperatura (HTE, do inglés High-Temperature Expansion) da

exponencial e #%;

= ZZ n|HkA|n), (4.9)
Z

Para calcular os termos <n|’HkA|n> da expansao considere o elemento de matriz

n|’Hk|n> (4.10)

I ME

Wi = (n|H*BH'A|n), onde |n) é um vetor aleatério normalizado, e A, B sao opera-
dores gerais e k, [ finitos. Vamos expressar este elemento em termos dos autovetores
e autovalores de Lanczos. Para isso vamos realizar dois procedimentos de Lanczos
com M = max(k,l) passos. Primeiramente iniciamos com o vetor |¢g) = |n), produ-
zindo o subespaco Ly = {|¢;), j =0...M} juntamente com os autovetores [¢);) e

autovalores €;. O segundo procedimento ¢ iniciado com o vetor normalizado

66) = Alo) / /Gl ATAlGu), (4.11)

resultando no subspaco L), = {|gb;>, j=0...M} com autovetores |1/1;) e autovalores

’ . .
€;- Podemos definir os projetores

=Y leoil. Pl =" 1606, (4.12)
=0 i=0

que para m = M podem ser escritos como

M M
PM:Z|¢1‘><¢¢‘> PJI\4:ZW;><¢;‘ (4.13)
i=0 i=0
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Levando em conta as definigoes [4.12] podemos mostrar que
HP,, = PypiiHP,, = PyHP,, m <M. (4.14)
Adicionado o fato que |n) = |¢o) = Pyldo) e Aln) o< |¢y) = Py|dy) e aplicando vérias
vezes a equagao [£.14] encontramos
Wit = (| PP HPYH ... HPBP,H ... PyH P, Ald). (4.15)

Usando novamente a equagao e as identidades Py|do) = Pu|oo), PyAldo) =

Py Al¢g) podemos reescrever o elemento de matriz como
Wiy = (¢o| PuyHPyH ... HPy BPyH ... PyyHPy Aldo). (4.16)

Portanto, usando as expressées 4.6 para os elementos de matriz, obtemos

M
Wkl = Z Z Z Z ¢0Wm 1/}10|H|¢11> T <wlk71|H|wlk>

1 =0 jo=0 Ji1=

><< i | Bl ) (5 [, ) o (b, [ ) (W, [ Al ) =
= ZZ Golta) (Wi BI;) (7] Al o) () (€)' (4.17)

Desta forma, com m 2 k e com |¢f) = |n) obtemos os elementos de matriz desejados

fazendo [ = 0 e B = 1 na equacao 4.17
M

(n[H"Aln) = (nl7) (7| Aln) (). (4.18)

i=0
Numa base restrita k < M, podemos inserir a expressao nas equacoes [4.9] e

assumindo k > M. Portanto, podemos expressar o resultado final como

Nt
2SS e e A, (119
n=1 i=0

Nist

Zze Sl (W7 n), (4.20)
n=1 =0

onde o erro da aproximacao é da ordem de M+, Vale salientar que 8 < 1, uma vez

que a expansao ¢ realizada em alta temperatura.
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4.3 Amostragem aleatoéria

O célculo das quantidades e envolve somas sobre o conjunto completo
de Ny estados |n), que nao é vidvel na prética. Para obter um método ttil, deve ser
feita mais uma aproximacao substituindo a soma total por uma soma parcial sobre um
conjunto muito menor de estados aleatorios. E uma aproximacao dificil de justificar
rigorosamente, entretanto podemos estimar os erros envolvidos.

Vamos considerar o valor esperado (A) em T' > 0, definido pela equagao . Em
vez de avaliar toda a soma da expressao [4.7| primeiramente calcularemos apenas um
elemento com respeito a um estado aleatério |r), que é uma combinagao linear dos

estados base
Nst

[r) =Y amln), (4.21)

ou seja, «,., € aleatoriamente distribuido. Vamos discutir entao a quantidade

A, = (rle ™ Alr) [(rle”PH|r) =
N.st Nst
= 3 abapm(nle ™ Alm) / Sl m(nle ™ m).  (4.22)

n,m=1 n,m=1

Assumindo que [H, A] = 0 e que os estados |n) sejam autoestados de H, temos

Nst Nst
i 2 2
A, = E |y | ZnAn/ E | |*Z,, onde (4.23)
n=1 n=1
Zn = (nle7Pn) e Z,A, = (nle ?"4|n). Podemos escrever |a,,|?> = 1/Ny + 6y,
onde os desvios d,,, nao sao correlacionados com os elementos de matriz Z,, e Z,A,,.
Vemos que A, estd proximo de (A), o desvio estatistico est4 relacionado ao ntimero

de termos Z na soma termodinamica, isto é

A = (A) + (9(1/\/§>, Z=e"N" 7, (4.24)
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Note que para T — oo temos Z — N e, portanto, uma estimativa préxima da
média pode ser obtida a partir de um tnico estado aleatério. Por outro lado, em
temperatura finita o erro estatistico cresce com a diminuicao de Z. Ainda, em T = 0
e para um estado fundamental nao degenerado obtemos da expressao novamente
o resultado correto.

No FTLM substituimos a soma total na equagao por uma restrita a varios
vetores aleatérios |r), r=1...R,

A="(rle "™ Alr) / S (rle ). (4.25)

r=1

Desta forma, das equagoes e o erro estatistico é reduzido,

A= (A)+ (9(1/@). (4.26)

4.4 Implementacao

Agora vamos discutir a implementagao pratica do FTLM. Juntando os resultados

das segoes [4.2] e [4.3] podemos expressar a média do operador A como

(4) =

N R M )
S e Sl wylAlr),

r=1 j=1

Nst —Be” r
Zm g5 22 e I (4.27)

A amostragem é sobre os R estados aleatérios |r) = |¢f), que servem como estados

iniciais para os M passos do procedimento de Lanczos, resultando em M autovalores
aproximados €} com autovetores correspondentes [17).
E preciso determinar os elementos de matriz (¢7|A|r), ou seja, precisamos guardar

todas as componentes de [¢}). Entretanto, o célculo ¢ significativamente simplificado
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se o observavel desejado comuta com o hamiltoniano do sistema. Desta forma,

N R M
(A) ~ Z;fi SN e )AL (4.28)

r=1 j=1

Neste caso, o calculo dos autoestados nao é necessario uma vez que a componente
(r|v5) = vjy, equagao , ¢ obtida diretamente dos autovetores da matriz tridiagonal.

Observe que ja no método de Lanczos usual a utilizacao de simetrias do modelo é
crucial para a diagonalizacao do hamiltoniano, pois podemos de reduzir as exigéncias
de armazenamento e de processamento computacional. Isso se torna mais importante
no FTLM onde a carga computacional ¢ aumentada devido a amostragem aleatoéria, e
ao calculo dos elementos de matriz. ParalT" > 0, em geral, todos os setores de simetrias
devem ser levados em consideracao e eles podem ter dimensao significativamente
diferentes. As equacoes e devem ser generalizadas para permitir a variacao
do nimero de amostras em cada setor, de modo que os setores que contenham mais
estados sejam contemplados com um nimero maior de estados aleatorios. Se o setor

S

de simetria s contém N7, estados de base e R, amostragens sao realizadas, entao o

somatoério do cédlculo das médias é modificado por

R s Rs
]\ét; —>Z]}V%t; (4.29)

Usualmente escolhe-se Ry oc N,.
Vale ressaltar que todos resultados que serao obtidos nesta dissertacao através
desse método numérico sera realizado utilizando os seguintes parametros: N = 20,

M =50 e Namostras = 50000.
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Capitulo 5

Ferrimagnetos unidimensionais de

spins mistos com campo magnético

Cadeias de spins alternados possuem excitagoes elementares de aspecto dual. No
caso do acoplamento antiferromagético, o modo actstico reduz a magnetizagao do
estado fundamental, ou seja, sao de natureza ferrromagnética, enquanto que o modo
otico aumenta a magnetizagao do estado fundamental, sendo, de natureza antiferro-
magnética [61].

Abordaremos aqui o método de ondas de spin interagentes em ferrimagnetos de
Heisenberg com acoplamentos antiferromagéticos na cadeia de spins mistos s — 5,
em particular para s = 1/2 ¢ S = 1. A termodinamica desse sistema sera estudada
através de uma restricdo na magnetizagao proposta por Takahashi [52] e utilizada por
Yamamoto [57, 59, 60] para estudar o comportamento em baixa temperatura de ferri-
magnetos de spins mistos. Além de discutir um modelo analitico efetivo para estudar

o comportamento do sistema de interesse na presenga de um campo magnético.
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5.1 Ondas de Spin em Ferrimagnetos

Consideramos o hamiltoniano para uma cadeia linear com spins mistos S e s em
sitios alternados, na presenca de um campo magnético uniforme na direcao z, dado
por

N
H = JZ (S5 + 5 Sie1) — gunH Y (S + ), (5.)
j=1
onde o nimero total de celulas unitarias é N e H é o campo magnético aplicado.

Vamos calcular [37, 57], as principais corregoes do vacuo, representado na figura 5.1,

S

J

g legogan

Figura 5.1: Representagao esquematica do arranjo de spins com componentes s e S,
na direcao z, em uma cadeia com interagoes discutidas pelo hamiltoniano na equacao

5.1]

onde as componente z dos spins sao respectivamente S e —s. A transformacao de

Holstein-Primakoff é dada por:

T T
a;a;N\1/2 _ alai\1/2
;=8 —alay; S =92 (1- =) Tas 87 =)l (1-2F) " (52)

J 29 23
(§]
bib;\ 1/2 bibi1/2
55 = —s+blb; st = (25)1/%}(1 - ) L s = (25)1/2(1 - §_3]> b, (5.3)

Desta forma, podemos escrever o hamiltoniano em termos dos operadores bosonicos

T T .
aj, aj, b e by

H = JZ|:SZS'Z+ ( Ch —|—Ss>+sj Tt 1( S]+1+S;Sj+1>:|—BZ<S;+S§>,
J
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onde B = gupH. Sendo assim, analogamente as se¢oes [3.1] e [3.2], teremos

T

= (o)) o o )
(- “J><z- )

n \/—[( 0] bj) (“}H _ (a;+1)2aj+1> .

4s 45
- B Z (S -5+ bTb — aTa]> (5.4)

+

(= sly) (5= alyai) } +

portanto, podemos escrever que
H = Eclass + Ho + Hl + O(S_l), onde (55)

Beass = —2JNsS — B(S —s)N, e
Ho = JZ {3<a;aj + a;+1aj+1> +/sS
J

+BY (ala; - blb;) }

J

((lj + (lj+1>bj + (a;r + CL;r-_H)b} +

+ 25blb,

Fazendo a transformada de Fourier (parametro de rede a = 1),

0 = ¢LN S expl-ik(j — 1/4))ag e by = \/LN S explik(+ /)b, (5.6)

obtemos a seguinte expressao:

Ho = QJZ {salak + Sb;bk + V/sS cos (g) <akbk + azblg} + B Z <a£ak — b;bk>.
’ ’ (5.7)
Para diagonalizar a expressao considere a transformacao de Bogoliubov definida
por

aj, = cosh 0, — sinh Hkﬁ,i e b, = cosh 0, — sinh Qkal, (5.8)



95

com
VsS k
tan 20, = 25 g oS <§> (5.9)

Substituindo [5.8 em obtemos:

k
Ho = QJZ { [scosh29k+Ssinh29k—2\/ sS cos <§) sinh 6}, cosh Gk] a,tak—l— [Scosh20k+
k

k k
+ ssinh?6, — 2v/sS cos <§> sinh 6}, cosh Hk] B,:Bk — 2v's8S cos <§) sinh 6, cosh 6;,+

+ (s + S) sinh?6,, + [\/E cos (g) (sinhQHk + coshQGk) - (s + S) sinh 6}, cosh Gk] P+
k
+ [\/E cos <§> (sinh29k—|—cosh20k) - (s+5) sinh 6;, cosh 94 a,iﬁ,i}—{—B ; (alak—ﬁlﬁo ,

sendo assim, da equacao [5.9 em analogia & pdgina 41, podemos escrever

Ho = Z [w,;a,:ak + Wi BB + EOk] , (5.10)
k
onde
w, =—J(S—s)+ B+ Juw (5.11)
wi=J(S—5) =B+ Juwy (5.12)
sao as energias dos modos de ondas de spin e €y, = —J(S + s) + Jwy, é a energia de

ponto zero, com

k
W = \/(S — 5)2 + 48581112(5). (5.13)
A soma em k da energia de ponto zero €y, na expressao [5.10] é a corregao em ordem

O(S1) da energia do estado fundamental (E,), a saber

E0:Zegk—>E0:JZ[wk—(S+s)}, (5.14)

que no limite termodinamico, para S = 1 e s = 1/2, é dada por —0.437J. Sendo

assim, a campo nulo, a teoria de ondas de spin nao interagente nos da o valor £, =
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Eouss + Eg >~ —1.437J, para a energia do estado fundamental, onde o valor exato é
—1.454.J [58, [60].

A campo nulo o modo de mais baixa energia (w, ) mostra uma relacao de dispersao
quadratica para pequenos valores de k, que é consistente com o comportamento inicial
T'? do calor especifico de um ferromagneto unidimensional. Por outro lado, o gap

do ramo antiferromagnético, para S = 1 e s = 1/2, é exatamente J:
Ays = {w,j(k:())—w,;w:m] =2J(S—s) > A= (5.15)

que esté consideralvelmente distante da estimativa numérica de 1.759.J [29, 58| [60].

Na figura representamos graficamente as relagoes de dispersao dos modos ferro-

2 . | .

— Ramo antiferromagnético
—— Ramo ferromagnético

p—
94

Energia/J

0,5

Figura 5.2: Os dois ramos de ondas de spin, w; (Antiferromanético) e w; (Ferro-
magnético), em unidades de J, para um sistema de spins alternados com s = 1/2 e

S=1

magnético (sem gap) e antiferromagnético (com gap) pelo método de ondas de spin

nao interagentes sem campo magnético.



57

Agora vamos considerar as contribuigoes relevantes de H; as relagoes de dispersao,

bem como & energia do estado fundamental. Da equagao [5.4] temos que

S
Hi = —JZ { {\/7 (a; + aj+1)b;b32- + \/gaja] (b; +bj_1) + \/g(a; + a}H) X
x b, + \/;a a; (b} + 01 )] + (ala; +a}+1aj+1)b}bj}. (5.16)

Entretanto, empregando o teorema de Wick, podemos escrever H; como

Hl El J Z <5wk Qg + 5wk ﬁkﬂk) + Hzrrel + Hquarty (517)

onde Hre; contém termos irrelevantes do tipo oS € Hquare contém termos residuais
de interagoes de dois corpos; ambos iremos desprezar [57, 60]. Os termos F; e (5w,€i,

sao, respectivamente, as correcoes em ordem O(S°) da energia do estado fundamental

e das relagoes de dispersao.

Fazendo a transformada de fourier, equagao [5.6] da expressao temos
f S 2, /5 P
Z Z 2a ab! by + — cos(kz/?)akb b S cos(k/2)a,aib, +

+ \/Ecos(k/2)a£b};26k + \/gcos(kﬁ)aﬁakb,ﬂ } , entretanto,
s

da transformacao de Bogoliubov, equacao [5.8, podemos escrever H; da forma [5.17],

tal que

2
sinh® 0, cosh 0, (S+s) cos(k/2)+
g Y s (5 4) st/

1
— sinh 6, cosh 0, cos(k/2) (S sinh? 6, +s cosh? 6;,—
/g 2 sinh . cosh . cos(k/ )( ¢ ‘

2
dwy, = N Z sinh? 6y, < cosh? 0, +sinh? 91:) —
k

2vsS .
—cos(k’/Q) sinh 6}, cosh 9k>
(5.18)
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2 2
dwi = ~ Z sinh? 6y, ( cosh? f+sinh? Hk) — Z sinh® 0, cosh 0, (S+s) cos(k/2)+
k i

N+/sS
2v/8S

Z sinh 6y, cosh 0y cos(k/2) (S cosh? O+s sinh? 6, — ———""—— sinh 6, cosh 0k> )
k

1
" NVsS cos(k/2)

(5.19)

Definindo as quantidades
]_ . 2 1 .
I = N Ek sinh®6y, e 'y = N gk cos(k/2) sinh ) cosh 0y, (5.20)

que no limite termodinamico, com S = 1 e s = 1/2, sdo respectivamente, 0.304887 e

0.337779, podemos reescrever as expressoes e .19, como

_ . . S+s
dw, = 2I4 [cosh2 0. + sin® ), — sinh 6, cosh Hk( \/E) cos (/f/?)} +
r _ V2sS .
- \/52_5 (S sinh? ), + s cosh? 6 — cos(l /3] b O cosh ek)

€

dw = 2I4 [cosh2 0y, + sin? ), — sinh 6y, cosh 6, (54 ) cos (k/2)} +

VsS
V258

Iy :
—cos(k/Q) sinh 0, cosh Qk) .

VsS

Desta forma, utilizando a equacao [5.9] obtemos:

(S cosh? 0y, + ssinh? 6, —

. = (S+S)Sin2 — I i —5)?| — —8) 7
dwy = 200" (k/2) \/E{wk [(s )] (S )}, (5.21)

(S +s)

(SCL)]: = 2F1
Wk

Wi

sin(k/2) — \/F;_S{i [(5 - sﬂ +(S— 5)}. (5.22)

A fim de manter o ramo da excitacao ferromagnética sem gap, podemos escrever

_— (S_I_S)sinz _ Iy i —5)? $5 sin? — (O =5
dup = 2 (k/2) m{wk [(S )" + 455 (k/2)] (S >}+

Sin2(k;/2) (S + S) . 9 I
+ 4F2\/Ew— =2I' o sin”(k/2) — VsS [wk - (5- S)] -
sin?(k

k
+ 4FQ¢EM (5.23)

Wk
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dwh = 2Ty <SL:; °) sin®(k/2) — \/P;_S{— [(S —5)* +4sS sin2(k/2)} + (S — s)} +

)

sin?(k/2) (S+s) ., Iy
FADVES TS = a0 P i (/2) - \/E[wk +(S =) +

+ 45@““2;&. (5.24)

Levamos o ultimo termo das equacoes e a correcao F; da energia do es-
tado fundamental, sendo assim, as correcoes dos modos ferromagnético e antiferro-

magnético sao, respectivamente,

dw, =2I" (S(j]; s) sin?(k/2) — \/I:_S [wk — (S — s)]; (5.25)
dw;” =2l <S(j; s) sin?(k/2) — \ZQ_S [wk + (S — s)} (5.26)

Portanto, a correcao E; sera:

2.J - cos(k/2) 3 3y
E, = —W;;{smh Gk—i—\/S/sT[—Bsmh 05, cosh 0;, — cosh” 6, sinh 6, +

cos(k/2)
4
.2
+ sinh 6 cosh ek} } —2JT5Vs5 Y Smiﬂ
k k

+ sinh 6, cosh 94 +4/8/S [ — 3sinh® 6, cosh 6, — cosh® 6, sinh 6, +

ou seja,
g - 2 % [smh‘L 0, — (\/S/s + s/s> cos(k/2) cosh 0 sinh® ek} +
N
ko k
2(k/2
— 2TyVsS Y. cos’k/2) _ oy [Ff - (x/S/s + s/s>rlr2] _ 2JNT?Z,
k Wk
sendo assim, finalmente teremos

By = —2JN [F% +T2 - (\/S_/s+ s/s)nrz}, (5.27)
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que no limite termodinamico ¢ dada por Ey = —0.022J [57, 60].

Até O(S°) podemos escrever o hamiltoniano do sistema como

Mo Ey+ > (@ afor + @ BB, (5.28)
k
onde
@i = wif — Jowt (5.29)
Ey = Euqss + Eo + B (5.30)

Na figura [5.3| apresentamos os ramos ferromagnético e antiferromagético corri-
gidos, equagao [5.29] como fun¢ao de k para (S,s) = (1,1/2), a campo nulo, além
daqueles obtidos na aproximacao de ondas de spin nao interagentes. Encontramos
que o modo antiferromagnético é corrigido de forma relevante. Entretanto, a lar-
gura de banda dos dois ramos, que sao exatamente o mesmo dentro da teoria de
ondas de spin nao interagentes, agora sao distintos, devido as interagoes. O gap
Ags = J é substituido por Agg = (1 — 2I'y)J ~ 1.676J, que é muito mais préximo
do valor exato 1.759J [29, [57, 58]. A energia do estado fundamental E, é refinada:
Eoass + By ~ —1.437J, enquanto que Fqss + Fo+ E1 ~ —1.459.J, onde o valor exato

é —1.454J.

5.1.1 Efeitos Térmicos em Campo Nulo (B = 0)

Na teoria de ondas de spin convencional o nimero de bdsons diverge em campo
nulo. Para suprir essa divergéncia, Takahashi [51], [52] considerou uma restrigdo nas
funcoes de distribuicao bosonicas em magnetizacao nula e obteve uma excelente des-
cricao da termodinamica em baixa temperatura para ferromagnetos de Heisenberg

unidimensionais. Iremos discutir o esquema de Yamamoto et al [57, 59, [60] que utili-
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— Modo antiferromagnético corrigido

Modo antiferromagnético

—— Modo ferromagnético corrigido

Modo ferromagnético

o
[\ N

Energia/J

[S—
|

0,51

Figura 5.3: Relagoes de dispersao dos estados de menores energias. Uma comparacao
entre a teoria ondas de spin nao interagente com o calculo corrigio levando em con-
sideragao as interagoes entre as ondas de spin.
zou a teoria de ondas de spin modificada de Takahashi para estudar o comportamento
térmico de ferrimagnetos em baixa temperatura.

T

Em temperaturas finitas, substituimos o oy, e B};Bk do Hamiltoniano de ondas de

spin m por fiy = (afay) e i = (B} Bk), respectivamente, onde
=Y ntP(n,n") (5.31)
n—,nt

com Py(n~,n*) sendo a probabilidade das ondas de spin, n~ (ferromagnéticas) e n™*

(antiferromagnéticas) aparecerem no estado de momento k e satisfazendo

> PBnnh)=1 (5.32)

n—,nt
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para todos os valores de k. Assim, podemos reescrever o Hamiltoniano de ondas de
spin da forma
_ S~ et
H=FE,+ E (nkwk +nkwk).
k
A conexao com a termodinamica é realizada através da energia livrte F' = U — TS,

onde a energia interna e a entropia sao dadas, respectivamente, por

O0ln Z

U= R

e S= —kBZ Z P.(n”,n")In Py(n~",n"),

k n—nt
com Z sendo a funcao de particao canonica, dada por
Z = Z exp [— BH{k,n_,n+}].
{k,n=,nt}
Sendo assim, como

U = —%{—BEQ—Hn( 3 exp[—ﬁZ(ﬁ;@g+ﬁ;@;)D}:

kn—nt k

= Ey+ Y (o +ifa)) =
k

_ S— o~ — st
=U=E,+ Y (g, +aia)), (5.33)
k
podemos escrever a energia livre a campo nulo, usando a entropia S e a expressao

para a energia interna, da forma
F=E,+ Y (igoy +ifaf) +ksTY > Pu(n,n")InPe(n™,n%).  (5.34)
k k n—mnt
Vamos agora realizar a minimizagao da energia livre com respeito a Py(n™,n")
sob uma restricao particular como também a restricao trivial da equacao A
restri¢do particular introduzida por Takahashi [51], 52] é que a magnetizacao a campo

nulo é zero. Esta restricao funciona muito bem, especialmente para ferromagnetos,
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onde serve para controlar o nimero de bosons de Holstein-Primakoff. Aplicando a

mesma restricao neste modelo:
=(S*+5°) =0, (5.35)

sendo assim,

M = (NS- Zafaj Ns+ZbTb >—<Za;aj>+<zb}bj>=
= an—}—an_ ZZUTL

k o=%

portanto podemos escrever a restricao da forma
> ) oi” =N(S —s). (5.36)
k o=%

Desta maneira, iremos minimizar a energia livre pelo método dos multiplicadores de
Lagrange usando as restrigoes, e [5.32] Entao, introduziremos N + 1 multiplica-
dores de Lagrange j;’s e 4 e minimizaremos a quantidade F, dada por

F=F-— Z,uk Z P.(n",n* —MZZUﬁ];U. (5.37)

n—,nt k o=%

Logo, de OF /0P, (n~,n*) = 0, temos:

OP Of="
ap, Z“’“ apk, ZZ“@%,:’

n—,nt

onde

aa}i, =Z(§ZZ 0 g;i’f : )+kBTZ 3 [mPkﬂ]

k k n—nt

logo

> [(n*w; +nt@0f) + kT (In Py +1) — e — p(n™ — ”ﬂ —0,

k n—nt
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portanto podemos escrever
P = exp (Bug — 1) exp [— Bn~ (@ — ,u)] exp [— Bn* (& + ,u)} (5.38)

Entretanto, da equacao 5.32

Z exp (Bur — 1) exp [— Bn~ (d),; — ,u)} exp [— ﬁn+((bz +p)} =1=

n—,nt

= exp (Bur — 1) Zexp[ N_—M]Zexp[ wk—i-,u)] 1=

= exp (Bu 71)>< ! X ! 1
X k — =1,
1—exp[—ﬁ(@;—,u)] l—exp[—ﬁ(@,jnL,u)]

desta forma
exp (Bux — 1) = (1 — exp [— By — u)]) (1 — exp [— Blay +u)]),
logo
P, = <1 exp [ 6(~k_ —M)D (1 — exp [— 6(@; —|—,u)]>><
X exp [— Bn~ (@ — p,)} exp [— Ant (& + u)} (5.39)

Assim, usando as equacoes e [5.39, podemos escrever a energia livre como:

= E, +Z @y +afaf) +ksT Y Y Pkln{<1—eXP[—5<@1;_M)]>

k n—nt

X

X (1 exp[ 5(wk+u)])exp[ Bn~ (wk—u)}exp[—ﬁﬂr(wg—i—u)]}:

= F, —1—2 Ny @y, + 0y o —l—k:BTZ Z Pk wk —,u)—ﬁ(&),j—l—,u)} +

k n—nt

+ k:BTZ Z {(1—exp[—ﬁ( k‘—u)])(l—exp[—ﬁ(@;Jﬁu)D X

k n—nt

X exp [—Bn’(&zk’ —u)} exp [—ﬁn*((b; —l—u)] In [(1 — exp [—5(@; —/L):|> X

(1= e [~ 5z + )]

X
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entao

F= Eg+,uz (ﬁ,;+fb,j)+k’BT21n { (1—exp [— B(wy, — ,u)]) <l—exp [— B(w;f + u)D}

Portanto, utilizando a equacgao [5.36, podemos escrever a expressao para a energia

livre do sistema como

F=E;+p(S—s)N—kgT» > In(l+ng), (5.40)
k o=%x
com
. 1
= (5.41)

exp | B(@F +p)| ~ 1
onde p é o multiplicador de lagrange (potencial quimico) devido a condigao .
Podemos encontrar uma expansao da energia livre em funcao da temperatura
[13, [60] e com isso calcular o calor especifico através da relagdo C = —T9*F/0T?,
obtendo

2+ 0(1), (5.42)

NLkB B i<5—5>1/2((3/2)

4 sS V2T

onde ((z) é a funcio zeta de Riemann e t = kT /J = kgT/Jy com v = 1 —I'1(S +
s)/sS +T'y/sS. Vemos que ferromagnetos e ferrimagnetos se comportam de maneira

similar em baixa temperatura [311, 57, 59] 60, [61].

5.1.2 Efeitos do Campo Magnético (B > 0)

Como discutido no capitulo [I} a cadeia de spins mistos (1/2 — 5/2) exibe dois
platos na curva de magnetizacao em funcao de B, em T = 0, figura|1.9, Estes platos
sao limitados por dois pontos criticos quanticos (B = B ar € B pp), 0s quais reper-
cutem [45] 47 48] [49] nas propriedades fisicas do sistema em baixa temperatura. Um

comportamento similar é observado para cadeia (1/2—1). Nesta se¢ao vamos discutir
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a metodologia analitica que utilizamos para obter as propriedades térmicas da cadeia

1/2 —1 para B > 0.

Campo critico antiferromagnético (B, ar)

Como discutido, devido a ordem ferrimagnética do estado fundamental, ha dois
tipos de excitagoes elementares, ver figura : mégnons ferromagnéticos (F), que
reduzem o spin total do estado fundamental em uma unidade, e magnons antiferro-
magnéticos (AF), que aumentam o spin total do estado fundamental em uma unidade.
As relagoes de dispersao dos magnons, calculadas através da teoria de ondas de spins

interagentes sao, equacao [5.29;

- <in? B B sin?(k/2)
G = J\J1/4+2sin%(k/2) - J/2 — 3JT, NeTEE o
+ 2T, [\/1/4 +25il(k/2) — 1/2] + B (5.43)
T sin? B sin?(k/2)
GE = J\J1/4+ 2sin2(k/2) + Jj2 - 3T T
2T, [\/1/4 + 250 (k/2) +1/2] - B, (5.44)

para s =1/2e S = 1.
Notamos que para B = 0 a excitacao F (&, ) é sem gap (que é esperado da quebra
espontanea da simetria de rotagdo do estado fundamental) e exibe uma relacao de

dispersao quadratica para longos comprimentos de onda:
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3J k2
G (k—0) ~ JJ1/A+k/ —J/2—Iflm+2JP2[\/1/4+I<:2/2—1/2}z
r . 1
~ g(1+2k2)1/2—%—%(1+2k2) VR 20T 5 (1 24%) 7 - 1/2) =
Jk* 3Tk
= G (k= 0)~ -~ 21 + JTyk2,
ou seja,
J
oy (k — 0) ~ gk:?. (5.45)

Por outro lado, de maneira andloga, notamos que o modo AF (&;") exibe um gap
AsS:

of (k — 0) ~ %/& + Ags, (5.46)

onde Ayg =1.676J e y=1—-3I'1 + 2y paras=1/2e S = 1.

Na presencga de um campo magnético B o modo F (equagao adquire um gap
Ap(B) = B. Além disso, com o aumento de B, o gap do modo AF (equagao [5.46))
decresce linearmente com B, Ajp(B) = Ags — B. Para B = B,,, = Ayg/2 = 0.838J
seu gap ¢é igual ao do modo ferromagético. Em B = Agg = B, ar 0 gap AF se
anula. No regime de alta dilui¢do (B ~ B, ar), uma baixa densidade de magnons é
encontrada no sistema [27], [33] e, neste regime, a distribuicao térmica efetiva é aquela
de um gés de férmions livres ou bésons de nicleo duro (HCB, do inglés Hard-Core
Bosons) [11], 20} 30} 32], 55]. Neste limite, os magnons ocuparao estados de particulas

individuais com & — 0 e a relacao de dispersao é dada por:
+ 7 2

onde f = B — Ayg = B — B ap, com a densidade de magnons antiferromagéticos
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dada por

L 1
S [5(5£F ~ u)] 1 (5.48)

onde e =&} + B — Boar e (T — 0) = B — B ap.

n

Desta forma, iremos calcular a magnetizacao do sistema na vizinhanca do campo
B, ar utilizando a expressao
1 .
m=1/2— szan;“, (5.49)
k o=%
com 7;, dado pela equagao [5.41] distribui¢do de Bose com o potencial quimico defi-

nido pela restrigao de Takahashi; e 7 sendo dada pela expressdo m
Campo critico de saturacao (B, rp)

Como ilustrado na figura [I.9] para uma cadeia (1/2 — 5/2), quando o campo
magnético alcanca o valor de saturacao B = B, pp o sistema se torna totalmente
polarizado (FP, do inglés Fully Polarized) e apresenta excitagoes de baixa energia
ferromagnéticas. Os modos de ondas de spin do estado FP, ambos abaixando o spin
do estado fundamental em uma unidade, podem ser obtidos em analogia a secao [5.1},
entretanto partindo de um estado ordenado distinto, a saber: todos os spins pra cima.
Assim, na presenca de um campo magnético B > B, pp, a relacao de dispersao do

modo de mais baixa energia pode ser escrita 53] [61]

wi ' =—=J(S+s)— J\/(S —s)? +4sS cos? k/2 + B. (5.50)

No caso em que S =1 e s = 1/2, o gap deste modo é dado por: App(B) = wfF(k =

0) = —3J + B. Este gap se anula no ponto B = B.pp = 3J, que ¢é o valor do
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campo critico de saturagao. Ou seja, para o campo critico B = B, pp 0 sistema sofre
uma transicao de fase quantica. No limite de forte diluicao, ou seja, para B ~ B, pp
hé uma baixa densidade de magnons condensados [27, [33], logo de maneira similar
ao caso do campo critico B, ar, a estatistica que melhor descreve a distribuicao de
mégnons no sistema é estatistica de Fermi [27], ou seja, a densidade de magnons pode
ser escrita como

1
FP
= —— (5.51)
A7 n) 11

onde, em analogia ao caso do campo critico B ap, temos: (7T — 0) = B.pp — B ¢
P = wI'P+ B.pp—B Stico atuand tencial quimi

e, =w, "+ Berp , com o campo magnético atuando como um potencial quimico

efetivo para as particulas. Desta forma, iremos calcular magnetizacao do sistema na

vizinhanca do campo B, pp utilizando a expressao

1
m=3/2- zk:nfp, (5.52)

para (s,S) = (1/2,1), com nt* dado pela equacio m
Com isso, podemos calcular o comportamento da curva de magnetizacao préximo
aos extremos dos platos da curva de magnetizagao [I, 2], como mostraremos no

capitulo [6]



70

Capitulo 6

Diagrama de Fases T - B

Neste capitulo vamos comparar e analisar os resultados numéricos calculados com
o FTLM (capitulo [4)), e aproximagao de ondas de spins interagentes (ISW, capitulo
para a cadeia linear de spins mistos 1/2 — 1. Vamos estudar em detalhe o com-
portamento da curva de magnetizacao em funcao do campo magnético, os platos de
magnetizagao e a criticalidade quantica do sistema. Discutiremos os efeitos da tem-
peratura nas propriedades magnéticas da cadeia e finalmente esbocar o diagrama de
fases T'— B do sistema.

Na figura6.1|apresentamos a curva de magnetizagao em fungao do campo magnético
B em T = 0, calculada através do método de Lanczos de Diagonalizacao Exata para
S =1es=1/2. O gap do modo antiferromagnético é responsavel por um plato
(onde as correlagoes sdo de curto alcance) na curva de magnetizagdo no limite ter-
modinamico: a magnetizagao por célula unitaria, m, comeca a mudar em relacao ao
valor do estado fundamental, m = 1/2, para campos maiores que B = B, g4 = 1.759
(que é o valor exato para o gap, pagina ; por outro lado, a magnetizacao de sa-

turagao é atingida para o campo B = B.pp = 3.000. Salientamos que, na figura
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1,5 T T T
B, ,p= 1759
B, pp = 3.000
= | 1
0,5 ]
1 l 1 l 1 l
0 1 B B

Figura 6.1: Magnetizacao por célula unitaria m em funcao do campo magnético B
para um sistema com L = 24 sitios, através do método de Lanczos. Os pontos
representados por(e) sdo os pontos esperados para a curva no limite termodinamico.
, os degraus na curva de magnetizacdo entre os platos m = 1/2 e m = 3/2 sao
um reflexo do tamanho finito do sistema e as suas larguras tendem a zero no limite
termodinamico, ao contrario do que ocorre com os platos em 1/2 e em 3/2. Uma
estimativa para o limite termodinamico desta curva é obtida através do critério de
Bonner e Fisher [5]: a curva neste limite é aproximada pelos pontos médios dos de-
graus no sistema finito, a menos dos degraus esperados para o limite termodinamico
(no nosso caso, preservamos os degraus em 1/2 e 3/2). A figura também indica
esta estimativa. Observamos que em B = 0 h& ordem magnética de longo alcance; a
simetria de rotagao do sistema é espontaneamente quebrada. E possivel mostrar que

platos [35] podem ser encontrados, quando nao ha quebra esponténea da simetria de
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translacao do estado fundamental, se o critério S — m = inteiro for satisfeito, onde S
é o valor maximo do spin de uma célula unitaria. Desta forma, para o nosso sistema
os platos sao esperados em 1/2 e 3/2, como indicado pelo calculo numérico.

Na figura [6.2] exibimos a magnetizagao em funcao de B para T = 0e T = 0.1,

calculadas através do FTLM [N = 20, M = 50 e Ngpostras = 50000]. Observando a

2 T T T T T T
B :BC,FP :
i i
I
1,5 $-—-
f i — T=0.1 T
, oo T=0
g 1 : R
! B, = A2
! i
I
I
0,5 i |
|
I
l
I 1 I 1 I 1 I 1
0 2 3 4 5 6

Figura 6.2: Curvas de magnetizacao em 7' = 0.1 pelo FTLM em comparacao com a
curva em 7' = 0 pelo critério de Bonner e Fisher, para S =1e s =1/2.

figura, percebemos que com T # 0 < 1, a curva de magnetizacao apresenta os mesmos
platos que em T = 0, porém devido ao efeito de temperatura, nao ha ordenamento
magnético de longo alcance para B = 0. Em relagao as excitagoes da fase FERRI,
aumentando o campo magnético B o gap do modo antiferromagnético (AF) decresce
linearmente com B, enquanto que o gap do modo ferromagnético (F) cresce, devido
ao termo de Zeeman, ver pagina . ParaT > 0e 0 < B < A/2 = By, o contato

com o banho térmico faz com que os mégnons ferromagnéticos (carregando spin —1)
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sejam populados (excitados) e a magnetizagdo seja menor que a magnetizagdo em
T =0 (m = 1/2). Em B = Bj; hd um cruzamento dos modos de onda de spin.
De maneira analoga, para B > Bj; os magnons antiferromagnéticos (carregando spin
+1) sdo excitados e a magnetizacao é maior (m > 1/2) que a magnetizagdo em 7' = 0
para o mesmo valor de B. Em B, 4 = A e T = 0, o gap do modo antiferromagnético
se anula e o sistema sofre uma transicao de fase quantica (com a condensagao de
mégnons AF) para uma fase Liquido de Luttinger (LL) sem gap [18] 44], na qual as
correlagoes transversais sao de quase-longo-alcance exibindo um comportamento tipo
lei de poténcia. Para T' > 0 a fase LL sofre um crossover para um comportamento
de temperatura mais alta. A fase LL termina no segundo ponto critico quantico
B = B, pp. Para B > B_ pp o sistema volta a exibir um gap e correlagoes de curto
alcance e se torna totalmente polarizado (FP) em T' = 0, exibindo excitagoes de baixa
energia ferromagnéticas. Para T'> 0 e B > B, pp esses modos (mégnons de spin —1)
sao populados e a magnetizagao serd menor que m = 3/2, como mostrado na figura
0. 2]

Os limites dos platos sao pontos criticos que separam fases incompressiveis e com
gap de fases compressiveis sem gap [I1]. Para cadeias de spin 1, Affleck [1, 2] notou que
esse tipo de transicao é semelhante a que ocorre em sistemas de bdsons interagentes, o
que foi estendido posteriormente para sistemas escada de spin 1/2 [19]. Nessa analogia
tratamos o campo magnético como o potencial quimico p <+ B. E possivel descrever
[9,130], em T' = 0, a transigao de fase que ocorre préxima aos pontos criticos quanticos
(Be,ar € Berp) em termos de uma condensacao da componente da magnetizagao ao
longo da direcao do campo magnético aplicado, ainda que, stricto sensu, nao ocorra

condensacao de Bose-Einstein (BEC, do ingés Bose-Einstein Condesation) [14] em
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sistemas unidimensionais. No sistema de interesse os objetos que se condensam sao
os magnons, as quase-particulas de spin S* = +1. A ideia de condensacao de magnons
é aplicada préximo a platos de magnetizagao “inteiros” [35], ou seja, o spin por célula
unitaria difere do seu valor maximo por um inteiro.

Na figura [6.3] apresentamos resultados para a magnetizagao do sistema em fungao
do campo magnético obtidos pela teoria ISW e pela aproximagao HCB (ver secao

5.1.2)), fazendo uma comparagao com o resultado obtido através do FTLM. Vemos

2 T T ! | :' | ' | ! | !
i — ISW(T=0.1) | 7]
— FILM(T=0.)| | Madgnon - FP
— HCB(T=0.1) !
1,5 - (B, =2.459) !
= Mignon - FERRI // E 1
B g I i 1 Il 1 | Il 1]
/ _§ 0 t I T I T I T I T I T
| Z 0 05 T 15 2 25 7
: i E N FERRI 1
L &2 7]
0.5 | e FP { il
r i 570 B N
1 g r
i M B
O L | L | : | L | L I .
0 1 2 4 5

3
Figura 6.3: Curvas de magnetizacao obtidas através do FTLM e das teorias ISW e
HCB com S =1, s =1/2 e T = 0.1; o losango indica o ponto B = B,.

que para valores do campo magnético até a vizinhanca do ponto critico B, ar a teoria
ISW descreve bem o comportamento da magnetizagao, entretanto préximo ao valor
do campo B,, indicado na figura [6.3], ela falha. O valor do potencial quimico u = pyg

que garante a restricao de magnetizacao nula de Takahashi é diferente para cada valor
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de T, figura[6.4 O valor de pg é obtido da equagao [5.49]a campo nulo, para cada T', e

-0.20 -0.18 -0.16 -0.14 -0.1

|[— T=0.1 — T=0.2 T=0.3 T=0.4|

Figura 6.4: Magnetizacgado m em funcao do potencial quimico p para baixas
temperaturas.

utilizado para obter a magnetizacao em funcao do campo magnético. Fixamos o valor
do potencial quimico, para seu valor a campo nulo, a fim de evitar a condensacao dos
magnons e com isso evitar a divergéncia na magnetizacao em B = 0; para B finito
o potencial quimico pg é corrigido por B, que também faz o papel de um potencial
quimico.

As teorias ISW e HCB descrevem relativamente bem o comportamento em baixa
temperatura da magnetizagao préximos aos pontos criticos B. ar € B, pp. Entretanto,
quando nos afastamos destes valores do campo magnético as teorias apresentam uma
discrepancia visivel na figura [6.3] Indicamos na figura [6.3] o valor B = B, do campo
magnético em que a energia do vacuo FERRI é mais estavel do que o vacuo FP, e vice-

versa, uma vez que estamos comparando os dois vacuos. Na figura [6.3| estd indicada
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uma linha tracejada que separa razoavelmente bem as descrigoes das teorias ISW
(B < B,) e HCB (B > B,), onde o ponto B = B, é o valor do campo magnético em
que as energias do estado fundamental do estado ferrimagnético (FERRI) e totalmente
polarizado (FP) sao iguais, em temperatura nula.

Na figura , apresentamos os resultados obtidos para (m) versus B, calculado
via FTLM. Notamos que a magnetizacao ¢ nula em campo nulo, sendo assim, o sis-

tema esta em um estado térmico paramagnético. Aumentando o campo magnético

22— . —

*

--+ T=0.05
B --+ T=0.10 i

T=0.15
--+ T=0.20

*

*

Figura 6.5: Curva da magnetizagao em fungao do campo magnético para T # 0; B,
esta indicado pelo losango.

no regime de baixas temperaturas, o platdo é exponencialmente atingido e a mag-
netizacao exibe um ponto de inflexdo em B = Bjy; para T < 0.5 que sinaliza a
mudanca de excitacoes de baixa energia ferromagnéticas (B < Bjs) para magnons
antiferromagnéticos (B > B)s): os magnons ferromagnéticos (antiferromagnéticos)

sdo exponencialmente ativados e m é menor (maior) que a magnetizagdo do plato.
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Além disso, a forma singular da magnetizacao perto dos pontos criticos, o que implica
X — 00, € termicamente suavizada e as singularidades da suscetibilidade evoluem para

maximos locais, figura[6.6] e indicam as linhas de crossover. Na figura [6.7] mostramos

2 ' | ' | ' | ' | '
— T=0.05 1
— T=0.10
T=0.15
1,5Hi — T=0.20 ]
T=0.25
X1} .
0,5 KL Z \M/ ]
j | L | \ |
OO 1 2 3 4 5
B

Figura 6.6: Curva da suscetibilidade em fun¢ao do campo magnético para 1" # 0.

o excelente acordo entre os resultados do FTLM e aqueles obtidos pelo modelo efetivo
que discutimos na segao [5.1.2} sendo assim, podemos utilizar os extremos desta curva
a fim de estimar as linhas que limitam a fase Liquido de Luttinger analiticamente.
Na figura apresentamos um diagrama de fases T — B esquematico obtido
através de resultados analiticos e numéricos; fazemos uma comparacao entre a pro-
posta analitica e o FTLM. Indicamos nesse diagrama todas as fases induzidas pelo
campo magnético e suas respectivas linhas de crossover, os pontos criticos e as li-
nhas de crossover, além das regides de criticalidade quantica (RCQ) [7, 23] 27] do

sistema. As linhas que abrangem a regiao do LL, limitadas em 7" = 0 por B = B, sr
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1,2} — T =0.10 (FERRI) _

I — T=0.10 (FP) Mégnon - FP ]
B=B

Ir — T=0.10 (FTLM) 7]

Miégnon - FERRI

Figura 6.7: Curvas da suscetibilidade em funcao do campo magnético para T' = 0.1;
comparacao entre o FTLM e o método analitico.

e B = B pp, também podem ser obtidas dos extremos locais de m wversus I' para
um dado B [27], figura [6.9] Mostramos na figura uma boa concordancia entre a
proposta analitica e o FTLM. Além disso, com B — B, ar ¢ B — B, pp as linhas de
crossover seguem a funcao universal a|B— B, ar| e a| B— B, pp|, respectivamente, com
a = 0.76238 [27], que sao as linhas de crossover da fase LL para fases de alta tempe-
ratura, nao universais. Nossos resultados confirmam este comportamento assintotico
para os dois pontos criticos quanticos. Também é possivel estimar [7] as linhas de
crossover relacionadas com os dois platos mostrados na figura [6.5} assintoticamente

dadas por T'~ |B — B, ap| e T =~ |B — B.rp|.
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Figura 6.8: Diagrama de Fases T' — B esquematico; os losangos indicam os pontos
criticos do sistema B, ar € B. pp.
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Figura 6.9: Magnetizagdo em fungao da temperatura para B = [1.80 — 2.95] obtida
através do FTLM.

1,4

1,2
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— B =1.82 (Analitico)
= B =2.85 (FTLM) 1
— B =1.9 (FTLM)
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¥ 1
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Figura 6.10: Comparagao das curvas de magnetizacao em fungao da temperatura

para um dado

B obtidas através do FTLM e analiticamente.
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Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho estudamos o estado fundamental, primeiras excitagés magnéticas
e transicoes de fase quanticas do modelo de Heisenberg com acoplamento de superez-
change antiferromagnético na cadeia quase-unidimensional de spins mistos 1/2 — 1,
através de métodos numéricos (Lanczos e FTLM) e analiticos (Ondas de Spin nao
interagente e interagente), além de discutirmos e compararmos com dados numéricos
um modelo efetivo proposto para estudar as propriedades fisicas da cadeia de inte-
resse.

O FTLM se mostrou bastante confidvel, exceto em baixissimas temperaturas onde
a sua precisao é afetada por efeito de tamanho finito do sistema. A proposta analitica
discutida descreve relativamente bem o comportamento em baixa temperatura das
propriedades magnéticas da cadeia de interesse préximas aos pontos criticos quanticos
do sistema. Entretanto, se afastando desses pontos criticos as teorias apresentam
uma discrepancia relevante. Esbocamos o diagrama de fases do sistema, as regioes de
criticalidade quantica e as transicoes de fase induzidas pelo campo magnético. Em

particular, para a cadeia de interesse identificamos os pontos criticos quanticos e as
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linhas de crossover que limitam a fase Liquido de Luttinger.
Temos como perspectivas enriquecer o diagrama de fases do sistema acrescentando

dados do calor especifico obtidos através do FTLM e do modelo efetivo proposto.
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