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Resumo

Geometria complexa generalizada é um formalismo matemaético adequado para descrever mo-
delos sigma ndo-lineares do tipo N=(2,2) com fluxo H. A geometria do espago alvo desse
modelo ndo € Kihler, mas sim uma geometria bi-hermitiana. Recentemente, uma descri¢do
alternativa para essa geometria foi encontrada, de fato, pode-se associar a toda geometria bi-
hermitiana uma geometria Kéhler generalizada. GeneralizacOes dos modelos A e B para mode-
los sigmas N=2 com fluxo H sdo possiveis, uma vez que tor¢cdes topoldgicas podem ser feitas
para geoemtrias Kihler generelazidas torcidas, e ndo apenas para geometrias Kéhler. O espaco
dos observaveis também € associado a geometria complexa generalizada, pois esses espagos
estdo associados a cohomologia de algebroides de Lie, a qual provém de uma geometria com-
plexa generalizada torcida.

Palavras-chave: Geometria complexa generalizada. Geometria Kéhler generalizada. Mo-
delos sigmas. Supersimetria. Teoria de Cordas. Teorias Topoldgicas. Algebroide de Lie.
Modelos A e B generalizados.



Abstract

Generalized complex geometry is a suitable mathematical formalism to describe (2,2) sigma-
models with H-flux. The target space of this geometry is not Kdhler, but it is a bi-Hermitian ge-
ometry. Recently, an alternative description of this geometry was found, in fact all bi-Hermitian
geometry can be associated to generalized Kéhler geometry. Generalizations of the models A
and B for sigma models with H-flux are possible, since topological twists can be made, if the
target space is twisted generalized Kéhler geometry, and not just for Kidhler geometries. The
space of the observable is also associated with generalized complex geometry, because it is as-
sociated with cohomology of Lie algebroids, which comes from a twisted generalized complex
geometry.

Keywords: Generalized complex geometry. Generalized Kéhler geometry. Sigma models.
Supersymmetry. String theory. Topological theory. Lie algebroid. Generalized model A and
B.
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CAPITULO 1

Introducao

As teorias supersimétricas tém cada vez mais importancia na fisica Tedrica, particularmente
em teorias de unificacdo. Um dos seus aspectos mais importantes sdo as simetrias entre bosons
e férmions, particulas com spin inteiro e spin fraciondrio respectivamente. Supersimetria de-
sempenha um papel importante em fisica de particula, o modelo padrdo supersimétrico preve a
existéncia de superpares para cada particula do modelo padrdo. Outro fato importante, porém
um pouco mais distante do mundo experimental acontence em teorias das cordas, ou melhor
em supercordas. Supercordas € um modelo de teorias de cordas que incorporam supersimetria
e tem como vantagem a nao previsdo de particulas superluminais como Taquions. Por outro
lado, hd uma motivacdo matemdtica para supersimetria. Foi provado por Coleman e Mandula
(1) que ndo existe extensdo ndo trivial para a Algebra de Poincaré, que é a dlgebra do grupo
ortgonal de simetrias e translagdo do espaco tempo. Posteriormente, através da teoria de Super
algebras, Haag, Lopuszanski e Sohnius (2) descreveram como contornar este problema. Eles
provaram que a Super 4lgebra mais geral, que estende a Algebra de Poincaré, é a Algebra su-
persimétrica.

Supersimetria tem, também, uma forte relacio com geometria. Em (3) Zumino descre-
veu modelos sigmas ndo lineares em variedades tipo Kéhler. Alvarez-Gaume e Freedman (4)
classificaram os modelos sigmas supersimétricos em termos das estruturas geometricas. Es-
tes modelos sigmas consistem em mapas entre espagos bi-dimensionais chamados de folha
mundo e alguns espagos alvos. Eles estabelecem uma relacdo entre o tipo de supersimetria e
a geometria do espacgo alvo. Um destes casos € o modelo sigma supersimetrico (2,2) que estd
associado a geometria Kédhler. Em (5) Gates, Hull e Rocek investigaram uma classe de modelos
sigmas que admite o campo B e determinaram as geometrias associadas a este campo. Uma
das mais notdveis dentre as geometrias € a geometria bi-hermitiana, porque estd associada a
supersimetria (2,2) (com o campo B de background). Posteriormente, provou-se que a geome-
tria bi-hermitiana ndo era equivalente a geometria Kéhler. Contudo, em (6) Hitchin e Gualtieri
criaram a Geometria Complexa Generalizada, a qual permite generalizar a geometria Kihler,
criando assim novos exemplos e uma nova visao para supersimetria.

Esta dissertac@o estd organizada da seguiente maneira: no capitulo 2 serd dado uma in-
troducdo a modelos sigmas. Também serdo escritos alguns ingredientes bésicos de teoria de
cordas. Em seguida, serd introduzido o conceito de supersimetria. A representacdo chamada
de superalgebra (p,q) serd construida usando o conceito de superespaco. A incorporacao destas
representacdes no modelo sigma traz consigo vinculos geométricos no espaco alvo, e isto serd
um dos temas centrais desta dissertagao.

10



CAPITULO 1 INTRODUCAO 11

No capitulo 3, a Geometria Complexa Generalizada serd introduzida. O capitulo serd sub-
divido nas seccoes Algebra Linear de V @& V*, Colchete de Courant, Estruturas Complexas
Generalizadas. Espinores e Algebra de Clifford serdo discutidos na parte de Algebra Linear. O
préximo topico abordado € a geometria de TM@TM™*, que inclui colchete de Courant, estrutu-
ras de Dirac e Algebroide de Lie. Por fim, serdo estudados conceitos como estrutura complexa
generalizada.

Os célculos técnicos que relacionam explicitamente supersimetria € geometria sao objetos
do Capitulo 4. Tomou-se cuidado para apresentar os cdlculos de tal maneira que um minimo de
esforco € necessdrio para que todos os passos sejam seguidos sem exagerar na quantidade de
etapas intermedidrias tediosas. No capitulo 4 € definido também o conceito de uma gemetria
Kihler generalizada.

Finalmente, o capitulo 5 é centrado na torcdo topoldgica. Inicia-se com uma discussao
sobre a quantizacdo, a fim de explicar o que € necessario para uma teoria ser topoldgica. Apds
estas defini¢des, retorna-se a discussdo do modelo sigma, dos problemas que surgem quando a
folha mundo é generalizada a uma superficie de Riemann arbitréria, e como a tor¢ao topoldgica
resolve estes problemas. A parte (2,2)-4dlgebra que sobrevive a tor¢cao da origem a um operador
nilpotente Q. O capitulo € finalizado com um célculo do seu anel cohomologico associado. As
principais referéncias para este capitulo sdo (7) e (8).



CAPITULO 2

Modelos Sigma

O modelo sigma € o estudo de mapas entres espacos geométricos, com a finalidade de descre-
ver processos fisicos. Esses espacos sdo usualmente equipados com estruturas geométricas, que
variam de acordo com o modelo fisico adotado. Nesta dissertagdo, esses espagos geométricos
sdo variedades suaves possivelmente com fronteira. Muitos processos fisicos sdo formulados
nesta linguagem. Um bom exemplo de um modelo sigma € a mecanica cléssica, onde o objeto
de estudo sao mapas de um intervalo da reta em uma variedade simplética, ou seja x(t) e p(t)
sdo os mapas deste modelo sigma.

Esses modelos podem ser bem distintos, mas todos eles compartilham a ideia da existéncia
de uma acdo. Seja X o espago dos mapas do modelo sigma, a agdo € o mapa S : X — R, a qual
descreve o comportamento fisico do sistema. No nivel cldssico, as solucdes fisicas sdo aquelas
que extremizam a acdo S. Muito frequentemente, mapas do modelo sigma serdo denotados por
campos, cujo dominio é uma variedade denotada por ¥, enquanto que a imagem € outra varie-
dade denotada por espago alvo. De maneira geral, a acdo pode ser descrita por uma quantidade
local L, denotada por densidade lagrangeana, a qual é uma fun¢@o do espaco dos campos sobre
o espaco das densidades em X. A acdo pode ser escrita como uma integral de L sobre X.

Considerando um exemplo simples: seja o conjunto das n fungdes @1, @2, ..., ¢, em R™
(R™=X). A acdo é dada por [pm L(x,",d, ¢/, ...)dx, onde L geralmente depende de pontos x
do espago-tempo, de ¢’ e de todas as suas derivadas, apesar de que, na maioria dos casos, L
ndo depende de derivadas de ordem maior que 2. Para (@1, ¢2, ..., ¢,) formarem pontos esta-
ciondrios € necessario impor dtS((p +179)|;=0=0, onde ¥ é uma fungio arbitraria com suporte
compacto. Pode-se reescrever a condi¢do acima, como:

oL ;
= —S )19 (crme 2.1
((P—i_ty |l 0— / 25 aa(p OCYZ /mz Ot (aa(pl))’yl, ( )
onde o somatério de o é em todos os multi-indices @ = (o, ..., 04) com ]a\ =0+ Oy,

e é usada a notagdo abreviada dy, = 8x°l“ ...d¢m. Entdo, e. g., 80 09" = ¢'. Na terceira igual-
dade, foi utilizada uma integracio parcial, o que é permitido visto que ¥ tem suporte compacto.

Nota-se % significa a derivada parcial da varidvel dy@'. Como os ¥ sdo arbitrarios, essa
o

equagao implica nas equagdes Euler-Lagrange:

Y. (—1)lla, (%) =0 2.2)

o

Boa parte das teorias fisicas conhecidas permitem uma descricdo em termos de uma acao,

12



2.1 TEORIA DAS CORDAS COMO UM MODELO SIGMA BIDIMENSIONAL 13

porém, na teoria quintica ndo somente 0s pontos criticos sdo importantes, pois 0 comporta-
mento completo de S também precisa ser considerado.

2.1 Teoria das cordas como um modelo sigma bidimensional

Apesar de existirem vérios exemplos de modelos sigma que s3o bastante recorrentes em fisica,
esta dissertacao estara focada em um caso em particular. Seja X uma variedade bidimensional,
possivelmente com fronteiras, e seja M uma variedade compacta equipada com uma métrica
Riemanniana. Os mapas deste modelo sigma serdo mapas suave: @ : ¥ — M, a serem posteri-
ormente estendidos junto com campos de diferentes tipos para criar as teorias supersimétricas.
A razdo principal para o estudo deste modelo particular vem da Teoria das Cordas, entao ini-
cialmente, serd dado uma rapida introdugdo a Teoria das Cordas e sera explicado como ela da
origem a este modelo.

A Teoria das Cordas € a generalizacdo da fisica de particulas pontuais estendendo-a para
objetos unidimensionais chamados de cordas. A Teoria das Cordas tem como uma das suas
principais motivagdes a unificagdo mecanica quantica com a relatividade geral, duas teorias
que aparentemente ndo podem ser fundidas dentro do quadro de fisica de particulas pontuais.
Cordas podem ser tanto fechadas quanto abertas. Se denotamos nosso espago-tempo por M,
uma variedade pseudo-Riemanniana, de assinatura (1,n— 1) (1 sendo a “dire¢do negativa”), a
configuracdo espaco de uma corda propagando-se em M é dada por LM := {y: S M }] para
cordas fechadas e PM := {y:[0,1] — M} ? para cordas abertas.

A medida que a corda se propaga em M, ela varre uma regiio bidimensional, a qual é refe-
rida como a folha-mundo da corda. Para ser mais preciso, a folha-mundo € definida como uma
corda fechada nio interativa como um cilindro ! x 19, 7;]. A coordenada T € [1y, 71] deve ser
considerada como um tempo intrinseco da corda, e ndo estd diretamente relacionada ao tempo
de um observador externo. A coordenada ¢ é usada para a dirego tipo espaco, i. e. a parte S
do folha-mundo. A propagacdo da corda é agora descrita como um mapa ¢ : ¥ — M, o qual é
um modelo sigma bidimensional. Analogamente, existe um modelo sigma para cordas abertas,
mas o objeto de estudo deste texto serd apenas cordas fechadas.

O préximo passo natural seria escrever explicitamente a acdo de cordas. Quando a inten-
¢do € estendender uma teoria mais antiga em termos de uma nova, um requisito basico é que
dentro dos limites da teoria antiga, a nova teoria deve obter os mesmos resultados. Por tanto,
€ natural buscar inspirac@o na a¢do para fisica de particulas pontuais, cuja acdo é proporcional
ao comprimento da linha-mundo Y (a trajetoria que particula segue):

S(y) =—m }\/—W(f),ﬂf))d% (2.3)

[70,71

onde assumimos que a particula segue a trajetdria tipo-tempo (¥'(7),7 (7)) <0, o que significa

Lo espaco de loop de M.
20 espago de caminho de M.



2.1 TEORIA DAS CORDAS COMO UM MODELO SIGMA BIDIMENSIONAL 14

que ela estd se movendo mais lentamente do que a velocidade da luz. Para verificar que esta é a
agdo correta, tome M = R'3 e parametrize a trajetéria via () = (¢,X(t)), entdo a férmula 2.3
serd reduzida para:
S(y) = 1 — (X(2))3dt. (2.4)
[To 7]

A partir da equacdo 2.4 pode-se extrair o momento p;, definido por p; := 6L , € 0 Hamiltoniano,

a qual € definida por H := p;X; — L, e eles s@o expressos pelas equagdes bem conhecidas:

= H= iR 2.5)

1—(x)2

Uma analogia direta para uma corda é a drea da sua folha-mundo, i. e. a drea de ¢(X), que
pode ser escrita como:

S(p) = —T/chdr\/—det(p*g, (2.6)

onde g é a métrica em M e T € uma constante relacionada a tens@o da corda, e o pullback da
métrica € definido como @*g,(v,w) = gy () (dp®(v),d,@(w)), onde d@, ¢ a diferencial de ¢
em p. Esta acdo € chamada de Acdo de Nambu-Goto (9).

A raiz quadrada na acdo de Nambu-Goto dificulta a sua quantizagdo, pois ndo é permitido
usar a técnica de integral de trajetéria padrio da Teoria de Perturbacio 3, o problema pode ser
resolvido como serd mostrado. Considere uma métrica independente 7 em X, e defina a A¢do
de Polyakov (9):

S(p) = / V=hh g;;0,9' 9 p'drdo, 2.7)

onde «, B denotam as coordenadas 7,0 em X,i, j,... sdo coordenadas em M, e h é o determi-
nante f,5. Ao impor h on-shell*, a Acio de Polyakov é reduzida para Acio de Nambu-Goto,
e neste senso ambas s@o classicamente equivalentes. Na teoria quantica, este ndo € necessaria-
mente o caso.

4rmol

Uma caracteristica bem conhecida em Teoria das Cordas € a existéncia de uma dimensao
critica. Em teoria de cordas temos a simetria conforme da métrica h, esta simetria pode ser
quebrada depois da quantiza¢do. No caso, dizemos que ocorreu uma anomalia. No caso parti-
cular de teoria das cordas que foi descrito nesta dissertacao, denotada de corda bosdnica, existe
anomalia conforme, exceto na dimenséo 26. E possivel mostrar que uma teoria de cordas super-
simetrica, supercordas, reduz a dimensao critica para 10. Isto torna a segunda uma candidata
melhor para a teoria da unificagdo, mas em ambos os casos, existem algumas dimensdes extras
que de alguma forma estio escondidas. Uma forma de se escondé-las € através da compactagao.
Assume-se que de alguma forma essas dimensdes extras tomam a forma de espagos compactos,
cujas escalas de comprimentos tipicas sdo tao pequenas que tornam-se praticamente invisiveis.

3Diagramas de Feynman.
4satisfazendo as suas equacdes de movimento.



2.2 O QUE E SUPERSIMETRIA? 15

Pode-se assumir que o espaco-tempo € da forma N x M, onde N € uma variedade quadrimen-
sional pseudo-Riemanniana que descreve nosso espaco-tempo visivel, enquanto que M é uma
variedade Riemanniana compacta que descreve a parte compacta "escondida". Além disso,
assume-se que a propagacao da corda pode ter seu comportamento descrito e estudado separa-
damente em N e M. Efetivamente, ao escrever ¢ = (¢!, ¢?) em referéncia a particio N x M, a
acdo é particionada como:

S(@) = Si1(@") +52(¢?) (2.8)

¢ 1@ 2(007). .

Desta forma, os campos no modelo sigma tomados na Teoria de Cordas Bosonica s@o mapas:
¢ : X — M de uma superficie compacta ¥ em uma variedade Riemanniana compacta (M, g), de
métricas 4 em X. Para simplificar, assume-se também que estas superficies sdo orientadas.

2.2 O que é supersimetria?

As motivagdes fisicas para supersimetria sdo as seguintes:

* N3io existem fermidns no espectro da teoria bosonica.

« Na teoria bosonica existem taquion’.

* A dimensio critica® cai de 26 para 10 em uma teoria de cordas supersimétricas.

Para obter uma teoria de supercordas, basta adicionar termos fermionicos’ na acdo. Esta

nova acao teria uma simetria global, a qual seria chamada de supersimétria. Pode-se também
formular supersimetria em termos mais matemdticos. Uma teoria relativistica no Espaco de
Minkoski (R'“~1) é invariante sobre um grupo de Poincaré, o qual é definido como isometrias
e translagdes no espaco de Minkowski. E natural questionar se o grupo de Poincaré é o maior
grupo de simétrias possivel. A dlgera de Poincaré se baseia na existéncia de uma subalgebra e
0 Teorema Coleman-Mandula (1) declara uma élgebra de Lie é completa se ela € a soma direta
da algebra de Poincaré com outras simetrias sob consideragdo. Logo qualquer gerador dessas
simetrias extras comutam com os geradores de Poincaré.

Conclui-se, que nao pode-se estender a dlgebra de Poincaré para uma dlgebra de Lie maior
de forma trivial, mas serd mostrado que a extensao € possivel considerando as superalgebras de
Lie. Superalgebra de Lie consiste em um espago vetorial V (sobre o corpo C, neste caso) com
uma decomposi¢ao em uma parte impar e outra par;

V=VdV (2.9)
equipado com os colchetes de Lie graduados, i. €. um mapa bilinear

L]: VXV =V, (2.10)

Sparticulas superluminais que causam a estabilidade do vécuo.
blivre de anomalia.
Tespinores e elementos da dlgebra de Clifford.
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sastisfazendo a:

Anti-simetria graduada: [X,Y] = —(—1)"[Y,X]

Identidade graduada de Jacobi: (—1)“?[X, [V, Z]] + (=1)°[Z,[X, Y]]+ (—1)*]Y,[Z,X]] = 0,
(2.11)

para elementos homogéneos X € V,,Y € V, e Z€ V., com a,b,c € {0,1}.

A estrutura de tal superalgebra de Lie, que contém a dlgebra completa de Poincaré € restrita
devido ao Teorema de Coleman-Mandula e as duas restricdoes de 2.11. A forma mais geral é
dada pelos geradores de Poincaré (2), mais N geradores espinoriais impares Q%(a = 1,...,N),
também referidos como supercargas, e ainda %N (N — 1) geradores pares, referidos como cargas
centrais porque elas estdo no centro da dlgebra. Espinorial significa, que cada Q% é um espi-
nor(pertence ao grupo Spin), entdo tem 2051 componentes Qf, em d dimensdes ([%] denotando o
maior inteiro menor ou igual a [%]), e se comporta como um espinor em relagdo aos geradores
de Lorentz. Aqui N € um nimero positivo, A dlgebra (2.11) é denotada por superalgebra de
Poincaré N extendida, ou supersimetria N extendida.

Uma expressao geral e precisa de todos os geradores e relagdes, pode ser obitida em (10).
Considerando apenas essa algebra em duas dimensdes sem cargas centrais, 0 que no caso desta
algebra simplifica bastante. Além disso, em duas dimensdes a representacdo do spin € redutivel,
o que implica que cada carga espinoral Q¢ tem dois componentes Q4 , cada componente em uma
representagdo unidimensional irredutivel de Spin(1,1). Entdo, ndo é necessdrio considerar Q¢
como um unico objeto espinoral, mas pode-se considerar suas componentes separadamente.
Em particular, ndo € necessario tomar tantos + quanto - componentes, entdo em duas dimensoes,
tem-se a nogdo de (p,q) simetria superestendida, p referindo-se ao nimero de Q¢ cargas e g ao
nimro Q% cargas. Em suma, a dlgebra que serd usada no texto é a (p,q) superalgebra extendida
de Poincaré, onde ¢, p € Z>( com:

Geradores pares : L, Py,

Geradores fmpares : Q! ,....0% o' ... 0%, 2.12)
~ 1

Relages :[L, P+] = FPx, [L, 04] = ¥50%,{0%, 04} = 6“Ps.

O gerador L denota o gerador de Lorentz, o qual é apenas um boost na direcao espacial, e Py
denota a translacdo de geradores (mais comumente referida como o momento dos geradores)
na diregiio dos cones de luz 6+ = o + 7. Os indices + nas supercargas indicam que existe uma
origem diferente, a medida que eles denotam as componentes do espinor Q.

2.3 Superespaco e modelos sigma (1,1)-supersimétricos

Para definir uma teoria de campo supersimétrica, € necessdrio representar a superalgebra de
Poincaré como simetrias atuando nos campos, e para isto € suficiente representar a dlgebra on-
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shell, 8. Uma abordagem elegante para construir essas representacdes foi criada por Salam e
Strathdee (11), usando o formalismo de superespago. Para entender a construcdo deles, nota-se
que a forma natural de representar a dlgebra ordindria de Poincaré € através de sua acdo no
espaco-tempo ou, o que € mais conveniente quando consideramos campos no espago-tempo,
pela sua acao induzida nas funcdes do espaco-tempo. Lembrando que quando um grupo de
Lie G atua no espago M, ele herda uma a¢do de grupo do conjunto de fun¢des em M, definido
por (go f)(x) :== f(g ' ox) onde g € M,f : M — C. Diferenciando esta a¢io obtém-se a
representacio da dlgebra de Lie de G neste espaco de fungdes, utilizando esta representacao
em ¥ com coordenadas 6T :=oc+Te

L=0c"d,—0_0_, Py = —2id, (2.13)

onde dy := a . Os fatores particulares e os sinais negativos sdo convencionais, mas rapida-
mente verifica-se que isto define a representacdo da superalgebra de Poincaré em duas dimen-
soes. Para estendé-la para a representacdo da superalgebra de Poincaré, o truque serd introduzir
coordenadas extras. Para isto, precisa-se introduzir as caracteristicas fermidnicas das supercar-
gas, serd necessario definir essas coordenadas com o nimero de Grassmann anti-comutativos.
Eles serdo denotados por 91+ yeens 6; el ..., Gp_ . Eles transformam-se sob a ac¢do de L como

to/2 ebll’m

os componentes de um espinor, i. e. 8,5 — exp . Isto sugere imediatamente a seguinte

correcdo no gerador de Lorentz

1 d 1 d
L=06"0d, -0 0_-—L=0"0d,—0 0 9+ — =0, —— 2.14
c oy —0 0_— ctd, -0 0d_+= 2% Jo7 ~2% 5q; (2.14)

onde o soma sobre a € entendida. Fun¢des em ambas coordenadas pares e impares sdo cha-
madas de supercampos e é assumido que elas sdo analiticas nas coordenadas impares. Como
os termos quadratricos sdo zerados, isso significa que cada supercampo € expresso através uma
série finita de poténcia em termos de 0’s. Além disso, serdo considerados apenas os super-
campos de estatistica fixas, o que significa que todos os termos homogéneos em 6’s sdo ambos
bosodnicos ou fermidnicos. As derivadas impares sao definidas como:

Jd . d

_ F_

meb = Oup, 89i9b =0 (2.15)
a

Do mesmo modo, defini-se uma integracdo, que € uma integracdo ordindria para coordenadas
pares e € igual a diferenciag@o para coordenadas impares (entdo [ d eiei =0y ...). Com essas
coordenadas e derivadas existe um nimero de operadores que pode-se definir como Q's, mas
olhando para as relagdes 2.12 nota-se que tais operadores devem ter spin +5 L Isto basicamente

restringe os operadores a 8d; e =2-. Cada um destes possuem comutagao direita com os

8(—)
geradores de Lorentz, mas ndo vdo ao quadrado com os operadores de momento P.. Desta

forma eles decompdem-se nos seguintes operadores:

) d
04 = 0% — i 0. e DY :89i—i9f8i (2.16)

8para campos que satisfazem suas equagdes de movimento.
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Foi escrito Q4 para o primeiro operador, sugestivamente indicando que isso ird definir a re-
presentacdo de supercargas. De fato, verifica-se que com essas escolhas para L, Py e Q4
tem-se uma representacdo da dlgebra de Poincaré (p,q). Para uso posterior serd definido o
anti-comutador de D’s, que é o oposto de Q's:

{D%, D5V = —5%P,. (2.17)

Até entdo nao foi usado a forma explicita do nosso modelo sigma, e a representacio da teoria
dada por 2.16 e 2.17 pode ser aplicada de forma mais geral a teoria de campos bidimensionais.
Além disso, ndo existem restricdes nesta teoria de campo para usar essa representacao super-
simétrica. Especificando no modelo sigma da se¢do 2.1. Em coordenadas locais i, j,... em M
o mapa ¢ é descrito por n fungdes ¢@!,..., ¢", e pode-se consideri-los como por exemplo 0s
termos dominantes de super-campos bosonicos ®'. Impondo a (p,q) super-simetria nesses @'
e imediatamente usando a construc¢do descrita acima observa-se um grande nimero de novos
campos, a medida que a expansdo &' em varidveis fmpares no super-espaco (p,q) resulta em
2P+4 coeficientes. Além disso, a priori ndo estd claro como deve-se ser escrita a a¢do, de forma
que a parte bosodnica seja reduzida a 2.7. Por estas razdes, a supersimetria (1,1) precisa ser
incorporada no nosso modelo sigma, fixando um calibre em h para que h seja plano, obtém-se:

1
l’l+ - h+7 - 0, h++ - hff - E, (218)
, entdo nossa acdo 2.17 se reduz a:
S(@) = /gij&+(pi8qojdd+do—, (2.19)
)

nas coordenadas o+ = ¢ £ 7. Reescrevendo os campos bosOnicos ¢' em termos dos campos
super-bosonicos @', cuja expansdo de Taylor € igual a:

i gi gt — i —p+ i
P =¢'+0"y, +0 y_+60 07F. (2.20)
Os novos campos Y’ e F' aparecem como uma consequeéncia da constru¢do do super-
espaco, com P é bosdnico, os Y. sdo fermidnicos e F' sdo bosdnicos. Serd visto posterior-

mente que F' ndo dard nenhum grau fisico de liberdade, portanto serdo referidos como campos
auxiliares. O candidato mais natural para a a¢do (em analogia a 2.19) é

S(P) = / dotdo~d8'do g;;D.®'D_d/ (2.21)
)
Esta acdo tem, devido a sua constru¢do, uma simetria manifesta gerada por Q;
8D 1= %0, ® = T Qe + £ 0y P, (2.22)

onde € é um espinor constante. O termo €*Q,, foi abreviado por €Q. Esta simeria é mani-
festa, porque o efeito desta simetria na acdo leva a uma derivada total. Pode-se realizar uma
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integracdo fmpar em 2.21 para reescrever tudo em termos dos campos fisicos ¢’ e W, onde F é
substituido pela equacdo de movimento. O resultado final é dado por

S(p,y) = /EdeG(gijaJr(Pia—(Pj +igi Wi V_wl +igi v Vioyl + %Rijklll/jr‘/’iwk yl),
(2.23)
onde Voyi, = oLyl +T ;,ﬁi(pj l//’(;, F;k os simbolos de Christoffel para a coneccdos Levi-
Cevita e lekl ¢ a sua curvatura. A supersimetria em termos dos componentes é dada por:

Se0' = ey,
Sy =ieTo o' —e Tyl vk, (2.24)
Sy =ie o ' —e Tyl yk.

A partir de agora, tais expressoes serdo abreviadas com simbolos . As duas tltimas equa-
¢oes de 2.24 sdo combinadas em uma tnica equagao:

Syl = ie*oLg — T ylyk, (2.25)

onde os sinais desta equagdes sao sempre lidos como os superiores ou inferiores.

Para entender a forma global de 2.23, é necessdrio entender o que o objeto global W representa.
A combinacio 6y na equagio de supercampo bosdnico (2.20) implica que estes campos se
comportam sob a transformacao de Lorentz como y4 —> eFe/2 4. Por convengdo, é permitido
que os indices do spin sejam aumentados e diminuidos usando as regras 6% = C op 0p e 6o =

OﬁCﬁa,onde
0 —i
caﬁ:—c‘w:( - ) (2.26)

1

Ao calcular esta quantidade, deve-se manter em mente que os objetos transformam-se de acordo
com os seus indices, com os indices inferiores transformando em oposi¢ao aos superiores. As-
sim, w4 forma as componentes de um espinor ¥, e os indices i, j,... indicam que estes espi-
nores também formam as componentes de um objeto com indices tangentes a M. Colocando-os
juntos, deduz-se que o fibrado para y é

Sy @@*(TM), (2.27)
comSy de X sendo o fibrado de spin trivial referente a métrica h. Esse fibrado de spin decompde-
se em Sy = ST ® S, entdo em um contexto de coordenadas locais d; := % em M pode-se

escrever Y = lpi ® 0; + W' ® d;. Como as componentes Y. devem ser fermidnicas, i. e.
anti-comutarem com outros objetos fermionicos, ¥ € uma se¢io do fibrado Sy ® ¢*(TM) com
"paridade reversa". Paridade, neste contexto, ndo tem nada a ver com a simetria que recebe o
nome da paridade, a qual € sobre reflexdes das coordenadas espaciais na folha-mundo. Em vez
disso, paridade neste contexto refere-se ao fato de que ¥ € um objeto anti-comutativo. Talvez
uma boa maneira de pensar nisto, apesar nao ser matematicamente rigoroso, € como segue: Seja
{sa }aecr a base para o espago de segdes de Sy ® @*(TM) onde I é um indice que foi escolhido.
Uma seg¢do ordindria pode entdo, ser expressa como s = Y ;A %sq, onde a soma ndo é muito
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bem definida nesta configuragdo. Os A% sdo nimeros reais e para uma se¢do fermidnica nds
trocamos esses elementos por elementos impares da dlgebra de Grassmann

G = R[{Agla € I}]/({Aahs + AgAala, B € I}. (2.28)

Esta forma de olhar para os campos fermionicos serd conveniente para a discussao em termos
de integral de trajetoria.

Para resumir; a representacdo (1, 1) da super-algebra de Poincaré no modelo sigma da sec@o
2.1 exige campos fermidnicos Y € Sy ® ¢*(TM), atuando como os superpares de ¢ : £ — M.
Esta representacdo ndo implica em restricoes em M. Além disso, como o fibrado de spin
decompde-se em S+, pode-se esquecer uma das componentes =+ e obter a representacio das
algebras (1,0) e (0,1).

2.4 Super-simetria e geometria complexa extendida

Na secdo anterior foi visto que o modelo sigma, para qualquer espaco alvo M, pode ser ex-
tendido para um modelo (1,1) super-simétrico. O préximo passo € expandir essas simetrias i.
e. definir as representacdes (2,2). No entanto, a existéncia de mais simetrias impde algumas
restricdes em M, o que vem a ser fortemente relacionado com geometria complexa.
Em (4), foi mostrado que a segunda simetria mais geral que comuta com a primeira e que
preserva a paridade é da forma:
5@ = 1,eDP, (2.29)

com [ representando uma estrutura complexa. Nota-se que a priori ndo € claro se a segunda
super-simetria pode ser expressa em um superespago, mas para estes modelos isto € sim pos-
sfvel. Para a agdio ser invariante com relagio as cargas Q2, é preciso que (M, g, I) seja uma
variedade de Kéhler. Isso significa que I é ortogonal em relacdo a g:

g(v,iIiw) =g(v,w) YvweTM, (2.30)

e que a segunda forma fundamental: @ := gl é fechada. Esta ultima afirmacdo é equivalente a
dizer que I é covariantemente constante, isto € VI/=0

O célculo preciso para os vinculos em (M,g,l,®) podem ser achados no capitulo 4, mas
n6s podemos tentar dar argumentos de simetria do porque (2.29) tem aquela forma. Como foi
mencionado antes, assumiu-se que a supersimetria pode ser descrita em termos da linguagem
de superespacos.

Por argumentos dimensionais a segunda simetria deve ser da forma:

8@ = e" (I} ;D D'+ ;01 ¥)+& (I j+D D' +J ;0 P) (2.31)

para certos tensores /+,J1+. A forma 2.31 ainda pode ser restrita por causa da paridade. Em
qualquer teoria de campo sobre o espaco-tempo, a transformacgdo de paridade denota a reflexao
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do espaco. No caso, a paridade manda assim (7,0) — (T,—0) e isso troca as componentes +
dos espinores. Observando como o boost de lorentz atua nas duas componentes dos espinores
separadamente, obtém-se que.

Wi e T4 2y (2.32)

Embora, trocando a coordenada tipo espaco, isso trocaria os sinais F do expoente acima. Por-
tanto, as compenentes & de y sdo trocadas. Para que ainda tenhamos a simetria de paridade,
todo mundo deve ser simetrico em Y, entdo Iy =1_ =/IeJ, =J_em (2.31).

A segunda simetria deve comutar com a primeira, a qual ¢ dada por 3 = eQ®'. Logo
[6',8%] @' deve ter a seguinte forma:
Tl el {Qn, 05} = —2ilieled 8,5 du®’ (2.33)
onde foi usado a (2,2) dlgebra (eq 2.12). O comutador se anula apenas para J=0, e isso deixa a
simetria semelhante a eq 2.29.

Supersimetria (2,2) ndo € tdo simples quanto a supersimetria (1,1), e a razdo para isto é o
fato de que {D+,D+} = —Py enquanto que {Q+,Q+} = +Py. Portanto, quando definimos a
simetria (1,1) pode-se colocar na frente de Q um tensor, o qual quadrado dele é igual identidade.
Como ndo existe nenhuma perda em substituir esse operador pelo proprio operador identidade,
no qual estd definido em qualquer variedade. No entanto, para simetrias extras. E necessdrio
usar o operador D, que corresponde a um tensor cujo quadrado € menos a identidade. Esta € a
razdo essencial do por que necesitamos da geometria complexa para a extensao de supersime-
trias.

Representagdes de supersimetrias (p,p) com p > 3. Como no (2,2), tem que as todas as suas
simetrias individualmente tem a forma
0D = (I“)ljeDCIDJ onde a € {1,2,,...,p—1}. A parte algébrica da superalgebra impde o vin-
culo.

1P + 114 = 0 (2.34)

Entdo diferentes tipos de I’s anti-comutam entre si. Em particular, umas vez que temos duas
simetrias extras dadas por I} e I, conseguimos uma terceira dada por Iz = I1l,. Se Iy e I,
forem covariantemente constantes entdo /3 também serd, em particular /3 € integravel. Essas 3
estruturas complexas formam uma algebra de quatérnios, e denotamos essas estruturas em M
por estruturas Hiper-Kihler. Porém é possivel construir supersimetrias maiores que (4,4).



CAPITULO 3

Geometria Complexa Generalizada

Gates, Hull e Rocek em (5) descobriram que na presenca do campo B, o modelo sigma (2,2)
requer uma geometria diferente da Geometria Kihler no espaco alvo. Essa geometria foi cha-
mada de Geometria Bi-Hermitiana. Em (6) Gualtieri mostrou que a Geometria Bi-Hermitiana
€ equivalente a uma geometria que ele mesmo chamou de Geometria Kihler Generalizada, a
qual € apenas um caso particular da Geometria Complexa Generalizada.

Em (8) é mostrado que observaveis topoldgicos sdo dados através da cohomologia de alge-
broides de Lie associados a estrutruras complexas generalizadas torcidas. De fato, no capitulo
5, serdo mostrados modelos A e B generalizados para supercordas utilizando o conceito de es-
truturas complexas generalizadas.

Geometria Complexa Generalizada (GCG) € uma geometria em TM & T*M, a qual se des-
taca pelo fato de generalizar a Geometria Complexa e Geometria Simplética, e por suas aplica-
coes em Fisica, principalmente em teoria de cordas. Neste capitulo, o leitor serd familiarizado
com as defini¢Oes bésicas de GCG, as quais serdo uteis para as futuras aplicacdes em fisica que
serdo feitas nesta dissertacdo. A principal referéncia para esse capitulo € (6)

Uma variedade complexa M’ de dimens@o complexa n, pode ser entendida como uma vari-
edade real M de dimensao real 2n que satisfaz as seguintes propriedades:

* existe em M uma estrutura real J : TM — TM que satisfaz J> = —1;

* TM, C (TM)c é involutivo com relagdo ao colchete de Lie, onde TM., é o auto fibrado
de auto valor +i da complexificacdo de J, i.e Jo : (TM)c — (TM)c, onde Jc|ry =J.

Observando os casos mais simples, onde M=V € um espaco vetorial, ndo € preciso preocupar-se
com o colchete de Lie. Portanto, uma variedade complexa, neste caso, ¢ determinada apenas
pela sua dimensao par e pela estrutura:

JiVesV
P (3.1)

a ap;icagdo J induz uma decomposigio em V, do tipo V¢ = L@ L, onde L é o auto espaco de
J de auto valor +i, dim L=n/2 e LN L = 0. Reciprocamente, L, com as propriedades citadas,
induz uma estrutura J, entdo uma estrutura complexa pode ser definida como um subespaco L,

22
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onde:

dimL=n/2
LNL=0.

o subespaco L, por sua vez, pode ser definido pela dlgebra exterior de V¢, basta tomar um
¢ € A"2(V*) tal que

3.2)

L={veV/up=0}

¢NOF0.
Desta forma, o subespaco L € definido pelo ¢ da equacgao 3.3.
Conclui-se que, as trés estruturas apresentadas sdo as estruturas algébricas equivalentes que
toda variedade complexa deve ter:

o« J2=—1;

(3.3)

» L C Vg, talque dim L=n/2 e LNL = 0;
« ¢ € AV2(V*), tal que ¢ A 0.

No decorrer do capitulo, mostrar-se-a que uma estrutura complexa generalizada ird extender
cada uma das estruturas citadas, inclusive a parte diferencial onde o colchete de Lie é substi-
tuido pelo colchete de Courant.

3.1 Algebra Linear de V & V*

Geometria Generalizada € o estudo de TM @© T*M, onde M € uma variedade suave de dimensio
n. Esta seccdo apresenta a dlgebra linear de TM & T*M e suas estruturas geométricas.

Dado o espago vetorial V, é possivel construir o espago vetorial V & V*, o qual sugere duas
formas bilineares naturais!:

SXHEY 0> = ) (X)) (3.4)
<XHEY N> = ) - n(X)) (3.5)
ondeX,YeVe&,neVe
SejaXy,Xp,YeVen, &, & eve
X E X+ &Y 1 > = (G + E)F)+ ()X +X2)

= S(E)+MED) + 5 (@) + mx)) OO
=<X14+&, V4N >+ <X+ E, Y+ >0

'Observa-se que (3.4) e (3.5) sdo formas bilineares, nao degeneradas.
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(bilinearidade)

1
<Y+nX+6>1=(X)+8(Y) =<X+&Y+n >, (3.7)
(simetria)
Em 3.6 e 3.7 as propriedades de bilinearidade e simetria de 3.4 foram verificadas. De

maneira analoga verifica-se que 3.5 € bilinear e antissimétrica. Também € possivel afirmar que
as duas formas bilineares sao ndo degeneradas:

0 7 X
<X—|—‘g’,Y+n>+:[Y n}{l O}{ﬁ] (3.8)
0 I X
<X+&Y+n>_=|Y n]{_l OHi} (3.9)
Logo, observa-se que as matrizes associadas a (3.4) e (3.5) sao:
0 1
{ 7 0 } (3.10)
e _
0 I
Y (3.11)
A Formas de Sylvester de ( 3.4) é: ) )
I 0
0 -1 (3.12)

Isto implica que a signatura de (3.4) € (m,m), onde m € a dimensdo de V e ambos sdo ndo
degeneradas pois suas matrizes t€ém determinante diferentes de 0.

Estas formas bilineares t€m uma orienta¢cdo candnica, uma vez que a poténcia mais alta da
algebra exterior pode ser decomposta como:

APV V) = A"V @ A"V (3.13)
Tem-se, portanto, o par natural entre AKV* e AV dado por:
(v*,u) =det (v (uj)), (3.14)

onde v* = v A..Av; e u=uj A.. ANuy. Desta forma, surge uma identificagdo natural: ANV @
V*) =R, e o nimero 1 € R define uma orienta¢do candnicaem V @ V™.

De agora em diante, todas vez que o texto se referir a forma bilinear candnica de V & V*
estara se referindo a forma 3.4.
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3.1.1 SimetriasdeV QV*

Esta sec¢do abordard o comportamento de espacos maximalmente isotrépicos e suas descri¢des
em termos de espinores puros. As simetrias de V @ V* também serdo estudadas.

O grupo dos isomorfismos lineares que preservam a forma bilinear e a orientagdo € denotado

por
SO(V @& V™) e sua dlgebra de Lie correspondente:

so(VaeV*):={T/<Tvw>+ <v,Tw>=0} (3.15)

Um elemento qualquer desta dlgebra é da forma:

A B
{B D}, (3.16)

onde D=-A* ¢ B e B devem ser antisimétricas 2, ou seja B € A2(V*) e B € A%(V).

Com essas observagdes, fica claro que s0(V @ V*) = A2 (V@ V*) = End(V) © A’V* DA%V,
Simetrias de V @ V* podem ser obtidas pela exponenciag¢do dos elementos de so(V & V*):
Exemplo 1: Transfomacdo B

Seja B € A?(V*), considerando-se

10
exp(B) = [ B 1 } (3.17)
a transformagdo exp(B) atua da seguinte forma: exp(B)(X+&)=X+& +(1xB).

Esse campo terd uma importante aplicagdo em Geometria Generalizada, pois ele preserva a
projecdo de V@ V* em V. Ja em teoria de cordas, esse campo terd a interpretagdo de uma das
simétrias da acdo de cordas, como serd mostrado nas sec¢des seguintes.

Exemplo 2: Transfomacio 8

Similarmente, seja B € A2 (V), considerando

exp(B) = [ (1) If } (3.18)

a transformacio 3 é outro exemplo de transformagdo ortogonal de V & V* que manda X + &
em X +& +1:p.

2B pode ser visto como uma 2-formas em A?V* via B(X) = 1y B e 3 com uma 2-formas em A%V via B (&) = B
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Exemplo 3: Acdo GL(V)

Seja A € End(V), tem-se que

exp(A) 0
0 (exp(a®))”!

que € outro exemplo de transformagdo ortogonal.

exp(A) = (3.19)

3.1.2 Subespacos Maximalmente Isotrépicos

Um dos objetos centrais da Geometria Generalizada sdo os subespacos maximalmente iso-
trépicos de TM & T*M, e para melhor entender esses objetos € preciso primeiro entender a
algebra linear desses objetos. Do ponto de vista fisico, espacos maximalmente isétropicos sao
encontrados naturalmente em setores integravéis de Relatividade Geral (12), como também em
sistemas mecanicos com vinculos ndo holondmicos.

Definii; 4120 3.1 (Subespacos Isotrépicos). O subespago L <V +V* € dito isotrépico quando
<X, Y>=0V X,Y € L.

Definii; 4120 3.2 (Subespacos Maximalmente Isotropicos). O subespagco L <V + V* é dito
maximalmente isotrépico’ quando ndo existe L’ isotrépico diferente de L tal que L C L’.

Os espagos maximalmente isotropicos definidos em 3.2 também sdo denotados por estrutu-
ras de Dirac lineares. Alguns exemplos desses espacos esclarecem e ilustram a sua defingdo:

Exemplo 4
Seja E C V um subespaco qualquer de V, entdo considerando o subespaco

E®Ann(E) CV@®V* (3.20)

observa-se que o subespaco citado € maximalmente isotrépico.
Com efeito, dados X +&,Y +n € E®Ann(E) :

<X+E&EYH+N>= %(5(Y)+n(X)) =0

dim(E ®Ann(E)) = dim(E) +dim(Ann(E)) = dimV

(3.21)

Exemplo 5

Dado E<V e @ € A’E*. Define-se L(E,w):={X+& € E®V*/ &l = ixw}

3Serd demonstrado mais adiante que a dimensdo de um espaco maximalmente isotrépico é sempre igual a
dimensdo de V.
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L(E,w) é maximalmente isotrépico, pois dados X +&,Y +1 € L(E, ) tem-se que

<X+EY+N>= %(é(Y) +1(X)) = %(a)(X,Y) +o(Y,X)) =0. (3.22)

Observando que L(E,®) NV* = Ann(E), usando a aplicacdo projecdo iy : VHV* —V e a
restringindo a L(E, ®), pode-se calcular a dim(L(E,®)) como:

dim(L(E,®)) = dimKer(my) 4+ dimIm(my )
— dim(L(E,®) V") + dimE (3.23)
= dimAnn(E) + dimE = dimV.

Nota-se que todo espaco maximalmente isotrépico L € do tipo L(E, ®), como foi ilustrado
no exemplo 5.

Proposiig 220 3.1. Todo espago maximalmente isotrépico L é do tipo L(E, ®).

Demonstracdo. Defina E como E :=nyLe @ como o(X,Y)=a(Y),ondeX+aecleY €E,
note que @ ndo depende da escolha de o, uma vez que se X + @, X + 8 € L, tem-se que
(X+a)—(X+B) e LNV* =Ann(E) implica que o(Y) = B(Y)VY € E ,usou-se o fato que
LNV* =Ann(E), o qual é razoavelmente simples de demonstrar.

Observa-se que @ € A>E*, pois os a’s sio lineares e @ é antissimétrico.

Por fim, conclui-se que L(E, @) estd bem definido e que L C L(E, ®) por constru¢do. Como
L é maximalmente isotrépico tem-se que L = L(E,®) o que conclui a demonstra¢do, pois
L(E, w) é maximalmente isotrépico como demonstrado no exemplo 5. ]

Coroli;Ysrio 3.1. Todo espaco maximalmente isotropico tem dimL=m, onde m=dimV=dimV*.
Demonstragdo. dimL = dimL(E, ®) O
Definii'5igY20 3.3. expB(L(E,®)) := Im[expB(L(E,®))], onde expB manda X + & — X +
&+ 1xB

3.1.3 Espinores em V& V*

Nessa seccdo serd mostrado que subespagos maximalmente isotrépicos de VV* sdo descri-
tos por tipos especiais de espinores. Espinores sdo estruturas que surgem naturalmente em
problemas fisicos relacionados a férmions e nessa abordagem ndo serd diferente. De fato, os
espinores de CI(V @ V*) estardo relacionados com os férmions de uma teoria de cordas, como
serd mostrado no capitulo 5.

Definii;5i; %0 3.4 (Algebra de Clifford de V& V*). A Algebra de Clifford de V& V* CL(VEV*)
¢ o quociente entre da dlgebra tensorial 7(V & V*) com o ideal gerado por

<vyv>=vey YweVapV* (3.24)
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CL(V®V*) tem uma representagdo natural em S = A®*(V*) dada por:

X+&ep=1x0+ENQ (3.25)
onde X+& € VV*e @ € A*(V¥)

Na signatura (n,n) a Algebra de Clifford tem a forma volume @ satisfazendo w?=1, isto
gera a decomposicio S=A*(V*) = ST@S~ onde S* sido os autoespacos + de @. Com efeito,

Dado uma base em V eq,e»,.....¢,, € sua base dual de V* ele?,...e"
tem-se que
o= (e;+e')(er+e?)....(ep+e") (3.26)
€ entao: |
w2 = (_1)2(2n71)(2n)(_1)n:1 (3.27)

Verifica-se também que S* = ST @S, ou equivalentemente

AV = APar<V*> @AlmPar(V*) (328)

Enquanto que a decomposi¢io St = St @ S~ nio é preservada por toda 2 dlgebra de Clifford,
ST é uma representagio irredutivel do grupo spin, cuja a descri¢io em relagdio a algebra de
Clifford é dada por:

Spin(Ve V") ={vi.v|vie VEV* <vjv; >= +1,r =2k} (3.29)

o qual € o espago de recobrimento de SO(V & V*) via 0 homomorfismo:

p:Spin(VeVv*)— SO(Vev®)

-1 . « . (3.30)
px)(v)=xvx"" xeSpin(VeV*),veVaV
e ainda tem-se um isomorfismo de dlgebra de Lie d,.p
dep : spin(Va V™) = so(Va V) (3.31)

dado por dep (x)(w) = xv—vx = [x,v], onde spin(V ®V*) e so(V @& V*) sdo dlgebras de Lie as-
sociadas aos grupos Spin(V & V*) e SO(v@d V*) respectivamente, e x € so(V & V*),v e Vo V™.

Seja {e;} uma base de V e {¢'} a sua base dual, ento é possivel calcular a agio do campo
B nos espinores.

Exemplo 6 (Transformacdo B)
Se B= %Bije’ ANel Bjj = —Bj;, entdo B atua como uma 2-forma em V & V* via X 4+ & — 1xB,
o que implica que sua imagem na dlgebra de Clifford é (d,p)~!(B) = 1B;je/e’. De fato,



3.1 ALGEBRA LINEARDE V @ V* 29

1 . 1 o o
dep(EBije]el)(ek) = EBij(ejelek —erele')
1 . . , . .
= 5Bij(e!(8j —exe') = (§ —eler)e’) (3.32)
= Bkje'] pr le]B = B(ek, '>

Em particular, a imagem inversa de B atua nos espinores via

(dep) ' (B)g = %Bijej/\ei/\(l’ =—-BAQ (3.33)

e tomando a exponencial tem-se que

1
exp(B)(p:e_B/\(p:(1—B+§B/\B+..)/\(p (3.34)
Observa-se também, que € possivel definir uma forma bilinear nos espinores como sendo:

(,): SRS+ detV*
(s,8) = (a(s) At)iop

onde o manda vi ® vo... @ vy em vy @ Vi_1... V] € (),op ¢ a componente de maior grau da
forma.

(3.35)

3.1.4 Espinor Puro

Definii;!2i"20 3.5. Seja ¢ um espinor ndo nulo. Define-se um Ly < VOV* como sendo

Lo={veVaV/vep} (3.36)
Nota-se que L € isotropico:
2<vw>@=(vew+wev)p =0, (3.37)
,ou seja <v,w>=0V v,w € L.
Definii'2i;"20 3.6. Um espinor € dito puro quando Ly € maximalmente isotropico.

Exemplo 7
Seja 1 € A*V* o espinor unidade, o espago nulo gerado por ele é:

{X+&evaV/(x+EA)1=0} =V (3.38)

V ¢ isotrépico e tem dimensdo maxima (é da forma L(V,0)). E possivel obter outro espaco
1sotrépico e maximal a partir de V.

SejaB € A’V* e @ = eB A1 = eB, a partir disso obtem-se

No={X-1xB:X €V} =L(V,—B) (3.39)



3.1 ALGEBRA LINEARDE V @ V* 30

Chega-se ao ponto fulcral desta secdo, que é exatamente descrever L(E, @) em termos de espi-
nores puros.

Lema 3.1. Seja E <V um subespago de V de codimensio k. Entao o espaco L(E,0)= EBAnn(E)
estd associado ao espinor forma volume do Ann(E), ou seja Lo=L(E,0) onde ¢ € um a forma
volume de Ann(E).

Demonstragdo. Primeiro serd mostrado que L(E,0) C L.

Com efeito,

seja X + & € L(E,0) elemento qualquer de L(E,0) e {6’ 1 base de Ann(E)
(0N AON) =Y,1x(0)8' A..AB% =0, pois 1x(0") =0 V1.
ENO'ANOF =YK a0/ AO'A..ABF =0, porque p A B = 0.

Mas foi mostrado que L(E,0) é maximalmente isotrépico e como L ¢ isotrépico, tem-se
que Ly = L(E,0).
[

A partir do lema 3.1 mostra-se que todo espaco maximalmente isotrépico estd associado
com uma linha de espinor puro.

Teorema 3.1. Seja L(E,w) um espaco maximalmente isotrépico. Entao o espinor puro ¢p=cexp(B)®
¢ tal que Ly, = L(E,®), onde ¢ ¢é a forma volume de Ann(E) e B € A’V* é uma 2-forma tal
que 1*B = w, comi: E — V sendo a inclusio.

Demonstragdo. Nota-se que L(E,®) = exp(B)L(E,0), pois (1ixB+ &) = 1x®, portanto todo
elemento de L(E, ) é da forma exp(B)(X +&) =X + & + 1xB.
Nota-se também que através de alguns cdlculos chega-se a:

Xexp(B)p = exp(B)X ¢ — 1xB
Sexp(B)@ = exp(B)S ¢ (3.40)
(X+E&+1xB)exp(B)p = exp(B)X ¢ — 1xBo + 1xBp + exp(B)E @

Conclui-se que (X 4+ & +1xB)exp(B)@ = exp(B)(X + &)@ = 0, sse ¢ anula qualquer elemento
de L(E,0), o que prova o resultado. O]

Por fim, exibe-se um resultado que se mostrara bastante ttil no decorrer da dissertacdo, pois
ele relaciona os dois espinores com seus espacos correspondentes.

Proposiig 220 3.2. (13) Os espago maximalmente isotropicos L e L’ satisfazem LNL’=0 se
e somente se seus espinores puros satisfazem (¢, @') 0.
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3.2 Colchete de Courant, Algebroide de Lie, Estruturas de Dirac

3.2.1 Algebroide de Lie

Essa secc¢do inicia-se com uma introducao aos algebroide de Lie, o qual consiste em uma classe
de fibrados vetoriais com uma estrutura que se assemelha a de um fibrado tangente. Algebroides
de Lie sao particularmente tteis por pelo menos duas razdes. Em primeiro lugar, eles fornecem
um quadro suficientemente geral para acomodar um tratamento unificado de muitos tipos de
geometria, incluindo Poisson, folheagdes, (pré) simplética, e como serd visto, complexo e CR
geometria, além de muitos novos tipos de geometria (generalizadas). Em segundo lugar, eles
fornecem uma maneira de lidar, com estruturas que, a primeira vista parecem adquirir singula-
ridades em determinado loco na variedade.

O colchete de Courant serd introduzido em TM & T*M, descrevendo suas propriedades ba-
sicas, e mostrando que ele ndo consegue se encaixar no contexto da teoria de algebrdide de
Lie. De fato, quando as suas propriedades sdo sistematizadas, obtém-se os axiomas de um
algebroide de Courant, introduzidas pela primeira vez em (14). A estrutura de um algebroide
de Courant em TM & T*M destaca-se por dois principais motivos: primeiro, ele fornece uma
fonte de novos algebréides de Lie por restri¢cdo para subfibrados isotrépicos (como no caso de
estruturas de Dirac, mencionado anteriormente). Em segundo lugar, o seu grupo natural de
simetrias inclui ndo apenas difeomorfismos, mas também 2-formas fechadas, que € conhecido
pelos os fisicos como a a¢do do campo-B. Ainda do ponto de vista fisico, os algebroides de Lie
cumprem um papel fundamental, pois observaveis topolégicos podem ser descritos por coho-
mologias dos algebroides de Lie.

Definiig'2i; 20 3.7. Um fibrado vetorial real de posto m sobre a variedade M € uma variedade
E com a projecdo suave tal que:

« Cada fibra p~!(x) tem estrutura de espago vetorial de dimensio m.

+ Para todo ponto x € M, 3 vizinhanga U e difeomorfismo yy:p~ ! (U)=UxR"™ tal que: Wy
¢ um isomorfismo de p~!(x) em {x} xR™.

* Na interse¢do a fungdo de transi¢do € da forma:
vy o vy LUNV XR™M—=UNV xR™,
onde (X,v)—(X,g,(X)v) € uma funcdo suave em U NV com valores no espago das matri-
zes invertiveis m X m.

Informalmente, pode-se pensar no fibrado vetorial como uma espécie de fibrado tangente,
onde ao invés de se ter ponto a ponto um R” tangente, tem-se um espago vetorial tangente
qualquer.

Analogamente aos campos definidos em um fibrado tangente, que sdo mapas do tipo X :
M — TM com mwoX = I, também pode-se definir campos em um fibrado vetorial X : M — E,
tal que wo X = 1. o espaco dos campos E sdo chamados secdes de E, que serdo denotadas por



3.2 COLCHETE DE COURANT, ALGEBROIDE DE LIE, ESTRUTURAS DE DIRAC 32
T(E).

Definiig%i;"20 3.8. Um algebroide de Lie real (L,][,],a) é um fibrado vetorial L sobre M, com
um colchete [,] de Lie definido em I'(L), e uma aplicacdo linear a chamada de ancora, que
satisfaz:

e a:l'(L):—I'(TM);
e a([X,Y])=[a(X),a(Y)] V X,Y € I'(L);
o X, fY] = FIX Y]+ (a(X)f)YVX,Y € I(L).

Agora generalizando algumas estruturas no fibrado tangente, pode-se definir alguns objetos
que existem naturalmente em algebroides de Lie. No fibrado tangente, o colchete de Lie pode
ser estendido de maneira natural para campos multi-vetoriais I'(A*TM), que denota-se colchete
de Schouten.

Definiig 2120 3.9. Seja L um algebroide de Lie. O colchete de Schouten atua nas secdes
Xi N\..NX, e '(APL)Y) A .. \Y), da seguinte maneira:

XA AXp A LAY =Y (D) XY AXIA AKXy AV ALY AY, (341
i,j
e [X,f] = —[f.X] = a(X)f para X € T(L) ¢ f € T(M).
Esses colchetes formam uma algebra de Lie graduada, onde a componente de grau k é
T(AHIL):
[4,B] =~ (-1 V"V B, 4],

[A,[B,C]] =[[A,B],C]+ (=)« D-Dip (4 C]], (3.42)

para todo A € I'(A°L),B € T'(AL),C € T'(A°L).
Nota-se que a dlgebra de Lie graduada € justamente a dlgebra de supersimetria. Além disso, se
A €T(AL), entdo ady = [A,.] é a derivagdo de grau a-1 na multiplica¢do exterior em I'(A®L):

ady(BAC) = ads(B) NC+ (—1) V2B Aady (C). (3.43)

O colchete de Shouten forma a superalgebra de Poisson.

Em adicdo ao colchete de Schouten de campos vetoriais, tem-se que as variedades suaves
estdo equipadas com o operador derivada exterior d, o qual é uma derivacdo de grau 1 da al-
gebra das formas diferenciais. O operador derivada exterior pode ser definido em termos de
colchete de Lie, e por esta razdo, € possivel generalizd-lo para algebroides de Lie da seguinte
forma:
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Definiig'2i¢ 20 3.10. Uma derivacdo do algebroide de Lie d;, é um operador linear de primeira
ordem de T'(A¥L*) em T'(AKT!L*) definido por:

dLG(X()le 5 '-7Xk) :Z(_l>ia(xi)G(X0>X1 ) 7Xi7 ~-7Xk)

l
L N A 3.44
+Z(_1)Z+JG([XI7XJ} 7X07X171Xla'aX]7'7Xk) ( )

i>j
onde 6 € T'(A*L*) e X; € T'(L).

Essa derivacao do algebroide de Lie define uma cohomologia, pois df = 0. A cohomologia
de d; é chamada da cohomologia do algebroide de Lie, e serd mostrado no capitulo 5 que essa
cohomologia serd isomorfa a cohomologia dos observaveis fisicos.

Algebroides de lie induzem naturalmente folheagdes generalizadas em TM, no sentindo que
serd explicado posteriormente.

Definiig'2i; 20 3.11. Uma pré-folheagcdo para uma variedade M é uma colecdo de subvarieda-
des imersas e disjuntas de M, com as seguintes propriedades:

Propriedade 1: cada subvariedade da folheacdo (chamadas de folhas) sdo conexas.
Propriedade 2: a unido das folhas cobrem a variedade M.

Propriedade 3: toda folha [ C M ¢ tal que para qualquer ponto p € I tem vizinhanga U C M,
onde a componente conexa de /U € uma subvariedade mergulhada de M.

Se a dimensao das folhas variam a folheacdo é dita generalizada no sentido de Sussmann (15).

Obs: Na definicao cléssica de folheagdes, a propriedade 3 seria trocada pela propriedade da
carta plana. Uma carta (U,¢) € dita plana se ¢(U) é um cubo em R” e se cada folha |1 ou ndo
intersecta U ou ¢(1NU) € uma unido contavel de k-fatias,da forma x| =0,x;42 =0, ....,x, =0.

Para efeito de visualizacio é possivel imaginar que uma folheagdo classica  é localmente
um R" fatiado por hiperplanos. E no caso caso das folheacdes no sentido de Sussman, pode ser
interpretado com uma folhea¢@o padrao onde € permitido que a dimensao das folhas variem.

Definii2i¢"20 3.12. Uma distribui¢do em uma variedade M € um mapa que associa a cada m
€ M um A(m), onde A(m) é um subespaco vetorial de 7,,,M. Um conjunto de campos vetoriais
geram A=[X1,Xa,...,X;] se V. m € M, tem-se que A(m)=[X; (m),X2(m), ..., Xy (m)].

Definii %120 3.13. Um conjunto de campos D € dito tipo localmente finito se Vv m € M,
existem campos vetoriais X1,X», ..., X; € D que satisfazem:

¢ {Xl (m)7X2 (m)’ 7Xk(m)} geram Ap(m),

“a menos casos exdticos, como algumas folheagdes para o toro.
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e VX € D, existe vizinhaga U de m e fun¢bes C** em U, tal que:
(X, X =¥5¢ij(m)XI(m) ¥V m e U.
Teorema 3.2. Se D € do tipo localmente finito, entdo M admite folheacdo generalizada no
sentido de Sussman, cujo o plano tangente de m € [, C M € precisamente Ap(m).

Usando o Teorema 3.2, nota-se que um algebroide de Lie induz uma folheacdo em TM.
De fato, tomando Ap=a(L) a sua imagem em L ird gerar campos vetoriais suaves em 7'M, pois
a aplicacdo ancora € suave,, portanto basta escolher se¢des em L e em alguma vizinhanga U
de m, X!, X2 ... X" € T(U,L), por conseguinte, tem-se que a(X'),a(X?),...,a(X") geram Ap.
Usando o fato que a aplica¢do ancora € um homomorfismo:

[a(X"),a(X")] = a([X,X]) Zc;gxk zk:c;(ja(Xk) (3.45)

para alguns cff eI'(U), logo Ap é do tipo finito e satisfaz as hipdteses do teorema 3.2 e portanto:

Proposiig2ig 20 3.3. Seja L um algebroide de Lie L em uma variedade suave M com a apli-
cagdo ancora, entao A=a(L) é uma distribui¢do suave no sentido de Sussmann. Ou seja, M é
localmente a unido disjunta de subvariedades mergulhadas (chamadas folhas) tal que para todo
pontom € M, o espago tangente da folha que contém M é precisamente A(m).

Analogamente € possivel gerar folheagdes a partir de um algebroide de Lie complexo. Dado
um algebroide de Lie complexo L, pode-se obter uma distribuicao real observando a imagem da
aplicagdo ancora sobre L, E = a(L). Sabe-se que E C TM ® C e que E induz duas distribuigdes
reais que sdo E + E=0 ® C e ENE=A® C. ® nio precisa ser involutivo uma vez que:

X + X5, Ye +Yz] = Xe, Ye| + [Xe, Vi) + X5, Y| + (X5, Y5 (3.46)

e que [Xg,Yz] e [Ye,Xz] ndo precisam estar em @. Por outro lado, tem-se que A € involutivo.
Mas isso ndo € suficiente para induzir uma folheacdo generalizada em TM, por que uma distri-
buicdo que admite uma folheacdo generalizada ndo basta ser real e involutiva, ela tem que ser
uma distribui¢ao suave também. O que satisfeito pois E = a(L).

Proposiig 220 3.4. Seja L um algebroide de Lie complexo em uma variedade suave M com a
aplicagdo ancora, tal que E + E=TM®C, onde E=a(L). Seja A uma distribui¢do real definida por
AR C=ENE, entdo A é uma distribui¢do suave integravel no sentido de Sussmann, definindo
assim, uma folheacao generalizada em M .

Seguindo as mesmas hipéteses da Proposi¢do 3.4 e tomando como hipétese uma distri-
buicdo A de posto constante, pode-se induzir uma estrutura complexa transversa nesta nova
folheagdo no sentido que serd explicado:

Uma distribui¢ao complexa EC TM®C de posto constante de codimensdo k na variedade
real n-dimensional M € integravel se, em alguma vizinhanga U para cada ponto m € M, existam
fungdes complexas f1, f2, .., fx € C*(U,C) tal que {dfi,df>,..,dfi} sdo linearmente indepen-
dentes para cada ponto em U e {df,df>,..,df;} aniquila todos os campos vetoriais de E. Pelo
teorema de Newlander-Nirenberg, sabe-se que E € integrdvel se as seguintes condi¢des sdao
satisfeitas:
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* E € involutivo (fechado com relagdo ao colchete de Lie);
e dimE NE é constante;
« E +E é involutivo.

Entdo f1, f2, .., fr sdo coordenadas complexas e transversas para a folheacdo determinada
por ENE. Ou seja, para todo ponto m € M, existe uma vizinhaga U que € isomorfa a um aberto

de R"2K x Ck | com uma distribui¢io complexa natural {aixl, 9%2, axL%, 9%1’ 8%( )

Nas hipéteses da Proposigdo 3.4 tem-se que E + E=TM®C, se sdo considerados apenas ponto

regulares de M (pontos tal que dimE N E é constante), entdo obtém-se uma estrutura complexa
transversa em M.

Proposiig 220 3.5. Seja L um algebroide de Lie complexo em uma variedade real n-dimensional
M com a aplicagdo ancora, tal que E + E=TM®C, onde E=a(L). Seja m € M ponto regular para

o algebroide de Lie (pontos tal que dimE N E é constante), entdo em alguma vizinhanga U de
m, existem fungdes complexas f1, f2, .., fr € C*(U,C) tal que {d f1,d f2,..,d fi} sdo linearmente
independentes para cada ponto em U e {df},d f>,..,dfi} aniquila todos os campos vetoriais de

E.

FolheacOes sdo objetos naturais em teorias fisicas integravéis, como por exemplo alguns
setores de Relatividade Geral, sistemas Hamiltonianos e em algumas compactificacdes em Te-
oria de Cordas, portanto, o entedimento de novas generaliza¢des de Folheacdes podem ser uma
ferramenta muito util a fisica.

3.2.2 Colchete de Courant e Algebroide de Courant

O colchete de Courant € um colchete definido nas se¢oes de TM & T*M dado por:
X +&,Y +n]=[X,Y]+Lxn — Ly§ — 5d(1x1 — &)
onde X+&,Y+n € T(TM&TM*)
7 [A,B] = [r(A), m(B)] (3.47)

Onde : TM & T*M — TM é a projecao em TM.

O colchete de Courant ndo € um colchete de Lie, pois eles falham em ser um colchete de Lie
por termos que dependem da métrica, e esse resultado € a ideia central dessa secao.

Seja Jac o operador Trilinear definido por:

Jac(A,B,C)=[[A, B],C]+[[B,C] ,A]+[[C,A] ,B] ¥ A,B,C € (TM&TM*).

Esse operador mede o quanto o colchete de Courant fala ao ser um colchete de lie.

Proposiig 220 3.6. Jac(A,B,C)=d(N;;(A,B,C))
onde N;; € o operador de Nijenhuis

N;j=<[A,B],C >+< [B,C],A >+< [C,A],B >
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Demonstracdo. Para provar esse resultado serd definido o colchete de Dorfman em TM & T*M
por:

(X+&)o(Y+n)=[X,Y]+Lxn —1yd&. (3.48)
A diferenca de dois colchetes é da forma

[A,B] =AoB—d <A,B> (3.49)

nota-se que [A,B] = %(A oB—BoA). Uma das vantagens do colchete de Dorfman é que ele
satisfaz a regra de Leibniz

Ao(BoC)=(AoB)oC+Bo(AoC) (3.50)
a qual pode ser provado facilmente uma vez que A=X+&,B=Y+n,C=2Z+70)

(AoB)oC+Bo(AoC)=[[X,Y],Z]+[[X,Y],Z] + Lix y|§ — 1zd(LxN — yd&) + Ly (Lx § — 1zd§)
—lxy)dn
= [X,[Y,Z]| + LxLy § — Lx1zdn — Ly1zd& + 1zdwyd&
=X, [V, Z]] + Lx (Ly § — 1zdn) — l[Y,Z]dé
=Ao(BoC()
(3.51)

onde foi usado que a identidade de Jacobi e as formulas Ly @ = (dix + txd)a,
[Lx,tv] & = [1x,Ly] @ = yx y)@, para uma forma diferencial o . Nota-se que

[[AaB]7C] :[A7B] oC—d< [A7B] >C>
=(AoB—-d<A,B>)oC—d<[A,B],C> (3.52)
—(AoB)oC—d < [A,B],C>

onde foi usado que d f o C = 0 para todo 1-forma do tipo exata (& = d f). E finalmente pode-se
calcular Jac(A,B,C)

Jac(A,B,C) =[[A,B],C]+p.c

%((AoB)oC—Co(AoB)—(BoA)oC+Co(BoA)+p.c)
1

=—((AoB)oC—Bo(AoC)—Co(AoB)—Bo(AoC)+Ao(BoC)+Co(BoA)+ p.c)

[l

= Z(Ao(BoC) —Bo(AoC)+p.c)
— %((AOB) oC—|—p.c)
_ %([[A,B] Cl+d <[A.B|,C>+pc)

= %(Jac(A,B,C) +3d(Nij(A,B,C)))
(3.53)
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onde p.c € a denotacdo para permutacgdo ciclica ]

Proposiig'sig'20 3.7. Seja f € C*(M). Entdo o colchete de Courant satisfaz:

[A,fB] = f[A,B]+ (n(A)f)B— < A,B>df

Demonstragdo.

X+-EF(V )] = (X Y] L /0 — Lyvé — Sd(ix(71) ~ 1y7)

= Y ]+ XAV + (X~ (&) — 3 (1xn — rE)df

=fIX+EY+n]+ XY +n)—<X+EY+n>df
(3.54)

O

Proposiig2ig 20 3.8. A diferenciagdo natural do produto interno pode ser expressa em termos
do colchete de Courant como:

m(A) <B,C >=< [A,B]+d <A,B>,C>+ <B,[A,C]+d <A,C>> (3.55)

Demonstracdo. Em termos dos colchetes de Dorfman, observa-se que provar a proposi¢ao 3.8
€ equivalente a provar que:

n(A) <B,C >=<AoB,C >+ <B,AoC> (3.56)
SejaA=X+&,B=Y +n,C=Z+{. Entdo tem-se que

1
<A0B,C>+ <BA0C>= (i y)C+1z(Lxn — wdS) + Uy 20 + 1y (Lx§ —12dE))

1
= E(LXIYCJFLXIZTI)
1
= Elxd(lYC+lZ71)
=n(A) <B,C>.
(3.57)
OJ

Agora se torna natural o conceito de algebréide de Courant, o qual seré definido abaixo.

Definiig'%i; 20 3.14. ((16),Defini¢dao 2.1) Um algebroide de Courant € um fibrado vetorial E
equipado com uma forma bilinear e um colchete anti-simétrico nas suas se¢des, € um mapa su-
ave 7 : E — TM chamado de ancora. Isso induz um operador diferencial natural D : C*(M) :—
I'(E) via defini¢do < Df,A >= Im(A)fVfe C*M)e A € T(E).

Essas estruturas precisam ser compativeis com as seguintes propriedades:
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7 [A,B] = [r(A),n(B)] V AB € [(E)

Jac(A,B,C)=d(N;;(A,B,C)) V A,B € I'(E)

[A, fB] = f|A,B]+ (n(A)f)B— < A,B>DfV AB € I'(E)

moD=0,ouseja<Df,Dg>=0Vf,geC?(M)

n(A) <B,C >=<[A,B]+d <A,B>,C >+ <B,[A,C]+d <A,C >

3.2.3 Simetrias do Colchete de Courant, O campo B

E bem conhecido que os difeomorfismos sdo todas as transformagdes que preservam o colchete
de Lie, porém serd visto nesta se¢do que o colchete de Courant tem mais simetrias.

Proposiig V220 3.9. Seja (f,F) um automorfismo no fibrado tangente w : TM — M de uma
variedade suave M, ou seja um par de difeomorfismos tM—M e F : TM — TM, tal que o
diagrama abaixo comuta.

™ Lo TMm
L
M_f>M

e F € um mapa linear em cada fibra. Se F preserva o colchete de Lie, isto €
FX,Y]|=[F(X),F(Y)]V X,Y € TM, entdo F=f, que, é o mapa diferencial de f.

Demonstracdo. Nota-se que (f, fi) é automorfismo do fibrado tangente que preserva o col-
chete de Lie . Portanto, definindo G = f, ! o F, tem-se que o par (Id,G) é automorfismo que
preserva o colchete de Lie, pois a composicao de difeomorfismo € difeomorfismo e a composi-
¢do vai preservar o colchete, ja que

GIX,Y|=f'oF[X,Y]| = f.'[FX,FY] = [GX,GY]
para todo campo vetorial X,Y.
Em particular, para quaisquer campos vetoriais X,Y, e h € C*(M) tem-se que G [hX,Y] =
[GhX ,GY], ou expandindo

GhX,Y|=Gh[X,Y]-Y(h)X)=hG[X,Y]-Y(h)G(X). (3.58)
Por outro lado
G[hX,Y]| =h[GX,GY]|—-G(Y)(h)G(X)
=hG[X,Y]|-GY)(h)G(X)

entdo Y (h)G(X)=G(Y)(h)G(X) para todo X,Y,h. E isto s6 pode ocorrer se G(Y)=Y para todo
campo Y, ou seja G=Id, e portanto F' = f.. ]

(3.59)

Scoroldrio 8.31 livro do Jonh Lee (17).
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Serd visto logo a seguir que no caso TM @ T*M, o campo e? é uma simetria do colchete de
Courant.

Proposiig 420 3.10. O mapa €8 é automorfismo do colchete de Courant sse dB=0

Demonstracdo. Seja X +E.Y +n € C°(TM & T*M) e B uma 2-forma suave, Entéo

[P (X +&), (Y +n)] =
=[X+&+1B,Y +1n+1yB]
=[X+&+,Y+n]+[X,yB]+ [ixB,Y]

1 1
=[X+&+,Y+n]+LxwyB— EdlxlyB—Lyle-i-Edlyle (3.60)

=[X+E+,Y +n]+LxtyB—tyLxB+1yixdB
=[X+&+,Y +n]+ 1y yB+wixdB
=X +&E,Y4+1]) +1yixdB

Portanto, ¢ é automorfismo de colchete de Courant sse 1y tydB =0 para todo X, Y, que acontece
quando dB=0. U

A préxima proposicao mostrard que todas as simetrias do colchete de Courant sdo os dife-

omorfismos e eZ.

Proposiig V220 3.11. Seja (f,F) um automorfismo ortogonal de TM & T*M para a variedade
suave M. Suponha que F preserva o colchete de Courant. Entao F precisa ser a composi¢do de
um difeomorfismo de M e um campo B.

Demonstragdo. Nota-se que se f € difeomorfismo, tem-se que o mapa

foo 0 ]
= *y— 3.61

f c [ 0 ( f ) 1 ( )
¢ um automorfismo ortogonal de TM & T*M que preserva o colchete de Courant. Portanto
definindo G = f. ! o F, tem-se que o par (Id,G) é automorfismo ortogonal preserva o colchete
de Courant. Em particular, para qualquer se¢do A,B € C*(TM & T*M) e h € C*(M) tem-se
que G [hA,B] = [G(hA),G(B)], ou expandindo

G[hA,B) = G(h|A,B] — (Brh)A— < A,B > dh)

=hGI[A,B]— (Brh)G(A)— < A,B > G(dh), (3.62)
por outro lado
[G(hA),G(B)] = h[G(A),G(B)] — (G(B)rh)A— < G(A),G(B) > dh (3.63)
=h[G(A),G(B)] — (G(B)rh)G(A)— < G(A),G(B) > dh. '
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Igualando os termos e usando ortogonalidade

(Brh)A+ < A,B > G(dh) = (G(B)7h)G(A)+ < G(A),G(B) > dh (3.64)

Escolhendo A=X,B=Y, onde X,Y € C*TM entdo <A,B>=0. Entdo, tem-se que Y (h)G(X) =
(G(Y)r) para todo X,Y,h. Isto pode acontecer s6 se G(Y )7 =Y para todo vetor, implicando que

1
G= { . . } (3.65)
Usando isto, tem-se que a equacdo abaixo fica na forma de:
<A,B> G(dh) =<A,B>dh (3.66)
no que implica em
1 0
G= { . 1 } (3.67)
E a ortogonalidade obriga
|10 3
G—{é 1:|—€ (3.68)
e portanto F' = f. o eB. [

3.2.4 Aplicacoes do campo B no espaco de fase das cordas

Uma ampla classe de modelos sigma parte de uma descricdo do espago de fase. Para o folhas
mundo X = S! x R o espaco de fase pode ser identificado com um fibrado cotangente T*LM
do espago de loop LM = {X : S! ++ M}. Usando coordenadas locais X* (o) e seus momentos
conjugados p, (o) e a forma simplética padrdo em T*LM, a qual é dada por

0= / Ao X S, (3.69)
Sl

onde & é o operador diferencial de de Rham em T*LM e o é a coordenada ao longo de S'.
A forma simplética (3.73) pode ser torcida por uma 3-forma H € Q3(M),dH=0 e portanto ela
torna-se a estrutura (3.54)

o= / dGX 8y + HyuypOXH XY A XP (3.70)
Sl

onde d = d € a derivada com respeito a 6. Para ambas as formas simpléticas as transfomagdes
sdo as canodnicas:
XH s xH Pu ' pu+buyoX” (3.71)

associado com a 2-forma fechada, be Q2 (M),db=0. Nota-se que os difeomorfismos de M tam-
bém sao transformacdes candnicas. De fato o grupo das transformagdes canonicas locais para
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T*LM é o produto semi direto de Diff(M) e Q% vchadoM). E portanto temos a seguinte propo-
sicao

Proposiig2ig 20 3.12. O grupo das transformagées candnicas locais para T*LM € isomorfo ao
grupo dos automorfismos ortogonais do colchete de Courant.

3.2.5 Estruturas de Dirac

Observando as proposicoes 3.6, 3,7 e 3.8, verifica-se que o colchete de Courant falha ao ser
um colchete de Lie por termos que dependem da métrica. Tomando um sub-fibrado L C
(TMaeTM*)®C que seja involutivo com respeito ao colchete de Courant e seja isotrépico,
entdo (L,[,], 7) define um algebroide de Lie.

* obsl:m é a projecdo w: TM & T*M — TM e funciona como a aplicagdo ancora do alge-
broide de Lie.

* obs2:a imagem de L por ¢® tal que dB=0 é um algebroide de Lie .

Proposiig 220 3.13. Seja L um sub-fibrado maximalmente isotropico de TM & T*M (ou sua
complexificagdo), entdo as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

e | ¢ involutivo
* N;j(A.B,O)=0V A,B,Ce L
e Jac(A,B,C)=0Y A,B,C< L

Definii; i 20 3.15. (Estruturas de Dirac) Um sub-fibrado real maximalmente isotrépico L é
chamado de estrutura quase de Dirac. Se a estrutura quase de Dirac L for involutiva, entdo L é
chamada de estrutura de dirac.

Exemplo 1:Geometria Simplética
O fibrado tangente TM € maximalmente isotrépico e involutivo com relacdo ao colchete de
Courant, logo TM € uma estrutura de Dirac. Tome entdo uma 2-forma ® € Q%Z(M) entao:
e®(TM)={X +xw/X € TM}
¢ outro sub-fibrado maximalmente isotrépico de TM & T*M e € involutivo sse dw=0 segundo
a prop 3.10. Logo ¢®(TM) com dw=0 é uma estrutura de Dirac. Ou seja a partir de uma varie-
dade simplética é possivel obter uma estrutura de Dirac.

Exemplo 2: Geometria de Poisson
Note que o fibrado cotangente TM* também € uma estrutura de Dirac, tome entdo:
P (T"M)={1:B+&/E € T*M}

nota-se que P (T*M) é maximalmente isotrépico, pois B¢ operador ortogonal assim como e

Nij(tagB +df,1agB +dg,1anB +dh) = {{f,g}h} +{{gh} f} +{{h f}g} (3.72)

B.
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onde {f,g}=B(df,dg), ou seja eP (T*M) & involutivo sse {,} satisfaz a identidade de Jacobi.
Em outras palavras com uma estrutura de Poisson € possivel obter uma estrutura de Dirac.

Exemplo 3: Geometria das Folheacoes
Seja A uma distribuicdo de posto constante A C TM entdo: A® Ann(A) C TM & T*M & sub-
fibrado maximalmente isotrépico, pelo exemplo 4 da secdo 3.1.2. Nota-se que se A € involutivo
com relagdo ao colchete de Lie, entdo
A® Ann(A) € involutivo com relacdo ao colchete de Courant. Entdo com uma distribui¢do in-
tegravel € possivel obter uma estrutura de Dirac.

Exemplo 4: Geometria Complexa

Uma estrutura quase complexa J tal que J : TM — TM determina uma distribuicdo complexa
dada pelo autoespago de autovalor -i, To1 C TM & T*M de J. Tome o espaco maximalmente
isotropico

L= T()71 @Ann(T()’l) = T()71 D Tl*:O (3.73)
Nota-se que: [X +&,Y +n|=[X,Y]+ixdn+iyd& e que se L é involutivo com relagéo ao col-
chete de Courant, entdo T sera involutivo quanto ao colchete de Lie. E reciprocamente se
To.1 € involutivo, entio d=0+d, o que implica em [X +&,Y +n]=[X,Y]+1xdn+1yd&. Logo L
€ involutivo com relacdo ao colchete de Courant. Ou seja a partir de uma geometria complexa
pode-se construir uma estrutura de Dirac.

3.2.6 Colchete de Courant e 7*LM

O colchete de Courant pode ser obtido de 7*LM. Sera observado uma relagdo entre o colchete
de Courant e os parénteses de Poisson em C*(T*LM), devido a (18).

Seja v+ & uma secéo qualquer de I'(TM @ T*M), uma corrente (um elemento de C*(T*LM))
¢ da forma

Jg(v—i—é):/s doe(WVWpy +EuoxH) (3.74)

onde € € C*(S!) é uma fungio teste. Usando a forma simplética de T*LM, pode-se calcular o
parénteses de Poisson de duas correntes

(Je1(A), Je2(B)} = —Je1e2([A, B].) +/51 do(e1)der — €2)9p1) <A,B > (3.75)

onde ABeT(TM@®T*M) e [,]. é o colchete de Courant. Do lado direito da equag@o (3.79)
tem-se o colchete de Courant e a forma bilinear natural de TM @ T*M. E importante enfatizar
o fato que o paréntese de Poisson € associativo enquanto que o colchete de Courant nao.
Considerando uma estrutura de Dirac L e tomando A,B€ I'(L)

{Je1(A),Je2(B)} = —Je1e2([A, Ble|r) (3.76)
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onde [, ]|z, € arestri¢ao do colchete de Courant a L. Devido a isotropia de L temos que o tltimo
termo do lado direito da equagdo 3.59 se anula e portanto [,].|z € o colchete de Lie em I'(L).
Portanto existe uma relagcao natural entre estruturas de Dirac e a dlgebras de corrente.

3.3 Estruturas complexas generalizadas

3.3.1 Algebra Linear das estruturas complexas generalizadas

A sec¢do serd iniciada com uma motivacao para a defini¢io de estruturas complexas generaliza-
das, a qual terd um forte apelo as estruturas simpléticas e complexas.

Seja V um espaco vetorial real de dimensdo finita. Uma estrutura complexa em V € um
mapa J:Vi—V tal que J?=-I, e uma estrutura simplética em V é uma 2-forma niio degenerada
€ A%V. Por outro lado pode-se ver @ como um mapa ®:V—V* que manda @:v—1,® , com v
€ V. Com isso em mente pode-se interpretar @ como um isomorfismo @:V+—V* satisfazendo
®*=-®. Uma estrutura compelxa generalizada é uma estrutura que é complexa e simplética em
VeV

Definiig i 20 3.16. Uma estrutura complexa generalizada em V € um endomorfismo J em
V@V* que satisfaz duas condicdes: Primeiro, J é complexo, ou seja J?=-I, e segundo J é
simplético, ou seja J*=-J.

Proposiig'2i; 20 3.14. Equivalentemente, pode-se definir uma estrutura complexa generali-
zada em V, como uma estrutura complexa em V & V*, a qual é também ortogonal com relagao
ao produto interno natural de V & V™.

Demonstracdo. Se J> = —Id e J* = —J, entdo J*J = I. Reciprocamente, se J> = — e J*J =Id,
temos que J* = —J ]

As proprias estruturas complexas e simpléticas convencionais sdo exemplos naturais de
estruturas complexas generalizadas no seguinte sentido.
Dada uma estrutura complexa J em V, é possivel construir uma estrutura complexa generalizada

da seguinte maneira:
=7V (3.77)
R '

Onde J; é um endomorfismo de V@ V*. Nota-se que J7=-1 e que J7=-J;,logo J; é uma estrutura
complexa generalizada. Analogamente para o caso simplético, seja a estrutura:

—1
Jo = { 2) _(8 ] (3.78)

onde ® é uma forma simplética. Verifica-se que J3=-1 e J},=-J,. E novamente J, é uma estru-
tura complexa generalizada.
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Um fato importante € que uma especificagdo de uma estrutura complexa generalizada é
equivalente a uma especificagdo de um espago maximalmente isotrépico de (VHV*)RC.

Proposiig 220 3.15. Uma estrutura complexa generalizada em V € equivalente a especifica-
¢do de um espago maximalmente isotrépico L C (V& V#)QC tal que LNL={0}

Demonstragdo. Se J é um estrutura complexa generalizada;

* Seja L o autoespaco de autovalor +i em (V @V*)® C. Portanto se x,y€ L, <x,y>=<Jx,Jy>
pela ortogonalidade e <Jx,Jy>=<ix,iy>=-<x,y>, logo <x,y>=0, ou seja L € isotrdpico.

* J ¢ um operador real e portanto os autovalores +i e -1 tem a mesma multiplicidade. Nota-
se que LNL = {0}, e portanto

dim(L®L) = dimL+dimL —dim(LNL)

3.79
= 2dimL ( )

observa-se que L&OL = (V@ V*)® C (J é diagonalizével), ou seja L é maximalmente
isotrépico.

Reciprocamente dado L maximalmente isotrépico tal que LNL = {0};

 Tem-se que (V@ V*)@C = L@ L pelo argumento acima, e agora faz sentido definir
J:(VavHeC— (VaV*)®@C como sendo +iv parav € L e -iv parav € L.

* Observandoque V={u e (VoV* ) C:u=v+v,ve (VaV*)xC}.

* Nota-se que J deixa V invariante

Jv+v)=iv—iv=(iv)+(iv) =w+Ww (3.80)

Entio J:=J |(vev+) € uma transfomagdo real de (V © V™) que estd relacionada com J via
J(X+iY)=J(X)+if(Y) onde X,Y € (V@ V*)

]

Isto que dizer que o estudo das estruturas complexas generalizadas € equivalente ao estudo
de espago maximalmente isotrépicos L tal que LNL={0}, e consequentemente podemos estudar
L em termos de E,e. Todo espaco maximalmente isotrépico € da forma L=L(E,e). Como
estamos impondo que LNL={0} para que a estrutura seja complexa generalizada, entdo serd
dada outra condi¢@o sobre L(E,€) para que este tenha uma identificacio com uma estrutura
complexa generalizada.
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Proposiig¥igY20 3.16. Um espago maximalmente isotrépico L=L(E,e) é tal que LNL={0} se e
somente se E+E=V®C e € é tal que a 2-forma wa=Im(€)| gz € ndo degeneradaem ENE=A®
C.

Demonstracdo. Seja L tal que LNL = {0}. Entdo temos que (V& V*)®@C =L L, logo
E+E =V ®C. Agora suponha que exista X # 0 € A® C tal que (€ —€)(X) = 0, entdo existe
& e Vv*®Ctal que X +& € LNL, que é uma contradi¢io, logo @y € nio degenerada.

Reciprocamente, se E +E =V @ C e que m, é ndo degenerada. Seja X +& € LN L,entdo
ElE=€(X) e &l =€(X), entdo (¢ —€)(X) = O(pois X + & € LNL). Usando o que fato de que
m, € ndo degenerado tem-se que X=0, e consequentemente §|g = €(X) =0e |z =¢€(X) =0,
e portanto LNL = {0}. O

Proposiig2ig20 3.17. Um espago vetorial V admite uma estrutura complexa generalizada se
e somente se V tem dimensado par.

Demonstracdo. Em V & V*, existem muitos espacos maximalmente isotrépicos, como por
exemplo V e V*.% Portanto, existe a0 menos um vetor x de V @ V* que seja diferente do
vetor nulo tal que <x,x>=0.

Mas se existe uma estrutura complexa generalizada J em V @& V* tem-se que por ortogona-
lidade
<Jx,Jx>=<x,x>=0 e <Jx,x>=-<x,Jx>=-<Jx,x>=0
E portanto {x,/x} gera um espago isotrépico (Jx # Ax, pois os autovalores de J sdo tie Ve V*
€ um espaco real).

Como a dimensdo de qualquer espaco maximalmente isotrépico € igual a dimensdo de V,
se dimV=2 esta feito, caso contrdrio existe £ tal que {x,Jx,£} é espaco isotropico, mas J£
serd isotrépico com {x,Jx, £} e portanto {x,Jx,£,J%} serd isotrépico. Entdo podemos adicionar
pares isotrépicos até o momento de atingirmos a dimensdo de V. O que nos leva a conclusdo
que a dimensdo de V precisa ser par. [

Uma vez que uma estrutura complexa generalizada tem uma identificacio com um espago
maximalmente isotrépico L tal que LN L={0}, tem-se que todo espago maximalmente isotré-
pico tem uma identificacio com um espinor puro. Podemos nos perguntar: o que um espinor
puro precisa satisfazer para que ele tenha uma identificagdo com uma estrutura complexa ge-
neralizada.

Proposiig 220 3.18. Todo espago maximalmente isotropico em V@ V* corresponde a um
espinor puro gerado por:

¢ = exp(B+im)Q,
onde B,w sdo 2-formas reais e Q=01 \ 6, A\ ... A\ O para algumas 1-formas linearmente inde-
pendentes (01,0, ...,6;). O inteiro k é chamado de tipo do espaco maximalmente isotropico.

Pode-se obter muitos outros aplicando operadores ortgonais, pois estes preservam a forma bilinear canonica
e a dimensdo do espago.



3.3 ESTRUTURAS COMPLEXAS GENERALIZADAS 46

O espaco maximalmente isotropico se identifica com uma estrutura complexa generalizada sse
0" FAQAQ#0

Demonstracdo. Usando a proposi¢do 3.2 e a versdo complexa do Teorema 3.1 tem-se que
LNL={0} sse (¢, 9,) # 0,logo

0 7£ (eBJria)Q’eria)ﬁ) — (€2in,§)

-1 2n—k 2 n—k o (3.81)
— ( ) ( l) (Dn_k/\Q/\Q
(n—k)!
0 que prova o resultado. ]
Exemplo 1:Tipo Simplético (k=0)
A estrutura complexa generalizada determinada por uma forma simplética @ é
0 —o!
Jo = [ © 0 ] (3.82)
que determina uma espago maximalmente isotropico.
L={X—-ioX)/X eVxC} (3.83)
que por sua vez determina o espinor puro:
op = e'® (3.84)

Sabe-se que ao aplicar o campo B em L, obtem-se outro espaco maximalmente isotrépico e
consequentemente outra estrutura complexa generalizada e outro espinor puro do tipo k = 0.

—1 —1
_B B -0 'B —
¢ Vo€ =1 1 Bo'B Bo! (3.85)
e B(L)={X - (B+iw)(X)/X € VoC} (3.86)
Op5, =" (3.87)
B+iow 4

Nota-se que ¢,-5; =€ € o espinor puro geral do tipo k=0, logo pode-se concluir que toda
estrutura complexa generalizada do tipo k=0 € imagem do campo B sobre a estrutura simplética.

Observa-se que k=dimAnn(E), cuja dimensdo maxima é n=dimV, pois dimV=dimE+dimAnn(E).

Exemplo 2: Tipo complexo (k=n)
A estrutura complexa generalizada determinada pela estrutura complexa J é:

Jy= [ _OJ JO* } (3.88)

que determina o espaco maximalmente isotrépico.

L=Vy1® VI*,O (3.89)
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onde Vi o = Vp 1 € auto-espago de J, e o espinor puro correspondente € :

¢ = Q™Y (3.90)

onde Q™Y ¢ o gerador das (n,0)-formas para o espago complexo de dimensio n (V,J).

3.3.2 Estruturas quase complexas generalizadas

Na secg¢ao anterior foi definido a estrutura complexa generalizada em V @ V*, e agora € neces-
sdrio transportar essa no¢do para variedades. Para que o processo ocorra, ele serd dividido em
2 partes: A primeira é a nocao algébrica das estruturas generalizadas, e a segunda € a integra-
bilidade da estrutura. O ponto € que nessa subsecao serdao definidas as estruturas complexas
em uma variedade M, ou melhor na soma direta do fibrado tangente com o fibrado cotangente
TMOT*M.

Definii %120 3.17. Uma estrutura quase complexa generalizada em uma variedade M de di-
mensao 2n € equivalente a cada uma das seguintes defini¢des.

* Uma estrutura quase complexa J em TM & T*M ortogonal a forma bilinear canonica em
TM & T*M, ou seja um mapa J : TM & T*M — TM & T*M tal que J>=-1 e que seja
ortogonal com rela¢do ao produto interno <X+&,Y+n >=% (N(X)+E(Y))

 Um sub-fibrado maximalmente isotrépico L C (TM & T*M) ® C tal que LN L={0}

* Um sub-fibrado de linha de espinor puro U C A*TM*®C, chamado de fibrado de linha
candnico, satisfazendo (¢, ¢) #0 para cada ponto x € M para qualquer gerador ¢ € U,.

Obs: A existéncia de estruturas complexas generalizadas em uma variedade M se deve a
fatores topoldgicos, os quais nao serdo mencionados nesta dissertacao.

3.3.3 Condicao Courant de integrabilidade

Sabe-se que a condi¢do de integrabilidade de uma forma simplética @ € dw=0 e que para
uma estrutura complexa J é [leo, Tl,o]CTl,o- Serd mostrado que a condi¢do dada abaixo ird
interpolar as condi¢des de integrabilidade complexas e simpléticas.

Definiig'2i; 20 3.18. A estrutura quase complexa generalizada J € dita integravel quando o au-
toespago LC TM & T*M de autovalor +i é involutivo com respeito ao colchete de Courant. Em
outras palavras, uma estrutura quase complexa integravel é uma estrutura de Dirac complexa
L tal que LNL={0}. Uma estrutura quase complexa integravel é chamada de uma estrutura
complexa generalizada.

Nota-se que se o sub fibrado L C (TM & T*M) ® C é uma estrutura complexa generalizada
(segunda a defini¢do acima), entdo (TM & T*M) @ C=L® L, e portanto E = 7ry(L) satisfaz
as hipdteses da proposicdo 3.4. Tomando dimA constante teremos pela proposi¢do 3.5 uma
estrutura complexa transversa perto de um ponto regular de M dada por AQC=ENE.
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Proposiig 520 3.19. Seja ECTM®C um sub-fibrado e € € C*(A%E*). Entio o espago ma-
ximalmente isotrépico L(E,€) define uma estrutura complexa generalizada se e somente se E

é involutivo (com relagio ao colchete de Courant) e dpe=0, onde dg :C*(A*E*)—C=(AE*) é
definido pori* od = dg oi*.

Observa-se que Jj e Jg s@o casos de estruturas complexas generelizadas, pois ambos sdo
estruturas quase complexas, ou seja satisfazem J> = Id e J* = —J. E também satisfazem
a condicao de integrabilidade, pois no caso complexo se J : TM — TM € integravél, entdo
Jy:TM&T*M — TM & T*M também serd integravél (exemplo 4) e no caso simplético pode-
mos observar o exemplo 1 ou apenas usar a proposicao e notar que d® = 0.

Agora serd dado um exemplo de uma estrutura complexa generalizada que ndo € nem sim-
plética, nem é complexo.

3.3.4 Interpolacio entre estrutura complexa e simplética

Nesta sec¢do sera mostrado que € possivel interpolar a geometria complexa com a simplética,
desde de que a variedade M seja do tipo Hiper-Kihler. E portanto temos exemplos de uma es-
trutura complexa generalizada que é uma estrutura intermdidria entre as estruturas complexas
e simpléticas.

Se M ¢ do tipo Kihler, entdo M estd equipada com uma estrutura complexa J € uma sim-
plética @ do tipo (1,1), ou seja wJ=—J*®. E isto implica que:

—-J 0 0 —o! 0 —o! —-J 0
{0 J*Ha) 0 }:{w 0 Ho J*} (3.91)

em outras palavras, as estruturas complexas generalizadas correspondentes comutam.
Mas se supusermos que M ¢€ hiper-Kéhler, isto que dizer que M tem 3 estruturas complexas tipo

kihler LLJ,K, as quais satisfazem a algebra de quatérnios IJ = K = —JI e que estdo associados
a 3 estruturas simpléticas wy, @y, Wk, as quaisl satisfazem @w;J = —J*w;,0xK = —K* ok, 01 =
—I*wy. Por outro lado como 1J = —JI, entdo w;I = —I* @y e isto implica que as estruturas

generalizadas Jg, € J; anti-comutam. Portanto podemos gerar uma familia de estruturas quase
complexas generalizadas devido a férmula abaixo:

Jy = sen(tJy) +cos(tJy,),t € [O, g] (3.92)

Proposii; iy 20 3.20. Seja M uma variedade Hiper-Kéhler, entdo a estrutura complexa gene-
ralizada J; = sen(tJ;) + cos(tJ,) é integravel V t € [0,5]. Portanto, a férmula acima representa
uma familia de estruturas complexas generalizadas que sdo uma interpolacao de uma estrutura
simplética e uma estrutura complexa.

3.3.5 Teorema de Darboux generalizado

Nesta secao serd enunciado um teorema que em certo sentido generaliza o teorema de Darboux
e Newlander-Niremberg. E portanto temos uma visdo mais clara de uma variedade que ad-
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mite uma estrutura complexa generalizada, pois esta variedade pode ser vista localmente (em
torno de pontos regulares) como um produto de um C” e um R?*, que admite uma estrutura
simplética.

Teorema 3.3. (Teorema de Darboux generalizado)

Em torno de pontos regulares de uma variedade complexa generalizada (que admite uma es-
trutura complexa generalizada) existe uma vizinhanga que é equivalente via difeomorfismo e
transformagdes do campo B, a um produto de um aberto de C* e um conjunto aberto do espago
simplético canbénico R¥=2k_ayy).



CAPITULO 4

Modelos sigmas supersimetricos gerais

No capitulo 2 foi construido o modelo sigma supersimétrico (2,2), o qual € invariante sobre pa-
ridade. No entanto, o modelo pode ser generalizado ignorando essa simetria, e esta abordagem
ja foi investigada por Gates, Hull e Rocek em (5). Esses novos modelos envolvem o campo
B, e sdo unicamente definidos em variedades alvos que admitam uma estrutura bi-hermitiana,
que serdo equivalentes a estrutura Kihler generalizada. Neste capitulo serdo reproduzidos os
resultado de (5).

4.1 Modelos sigma (2,2) com o campo B

Uma vez que a simetria de paridade é quebrada, é permitido fazer duas modificacdes. A pri-
meira é permitir um tensor anti-simétrico na agdo (2.21):

onde a parte bosonica da integral é tomada sobre a folha-mundo X, a qual € igual a um ci-
lindro. O termo que envolve b quebra a paridade, pois ao integrar sobre os ®@’s obtém-se o
termo b;;d ¢'d_@/. Nota-se que pela anti-simetria de b tem-se que este termo é proporcional
ao termo b; j8r(pi ds¢’. Nota-se que o dltimo termo ndo é invariante sobre a transformacéo de
paridade (7,0)—(7,—0).

Para definir (4.1) globalmente, ndo € necessdrio definir a 2-forma b globalmente em M. A
tinica restri¢do em b € que a 3-forma H=db seja globalmente definida, e que [ H /27 seja inteiro.

A proxima mudanga € na forma da segunda supersimetria. No capitulo 2, foi visto que a
segunda supersimetria era dada por:

Sed = Iie "D, ®/ +I'e" D_DI 4.2)

onde I é uma estrutura complexa. A paridade, a qual os espinores permutam as suas componen-
tes &, forca que as duas estruturas complexas sejam iguais. Pode-se generalizar as estruturas
citadas para:

8@ =1I' ;"D ./ +1' g7 D_&/ (4.3)

50
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com I+ ndo necessariamente iguais. Precisa-se investigar se (4.2) satisfaz a (2,2)-superalgebra
e deixa a acdo (4.1) invariante. Observa-se,no entanto, que primeiro € necessario procurar por
supersimetria on-shell. .

A equacgdo de movimento pode ser calculada usando o principio de pontos estaciondrios.
Sobre uma pequena variagdo 0P’ tem-se que a agdo varia de acordo com:

58 = / ((gijx +bij, k)D4 D' D_D/ D" + (g;j + b;;) (D 8P D_D/ + D, D' D_5P/)) (4.4)

onde foi ocultada a medida da integragio d>cd08*d6~. Usando a identidade [ D, (...)=0, que
¢é consequéncia de:

d
/ a0 =0 4.5)

observa-se que ndo existem termos de fronteiras nas integrais bosonicas ao assumir que o 0s
campos se anulam no infinito. Nota-se que D+ anti-comuta com as outras quantidades fermi-
Onicas, entdo tem-se que:

8S = / ((8ij + bij ) D+ @' D_D/ 5D — (g;j 4+ bij ) D P 5D D_D/
— (8ij+bij) 6@ Dy D_®/ + (g;j + bijx)D-P*D, D' 8D/ + (g;j + bj;) Dy D_D' 5D
= / ((—2T3jx+H;ij3)D+®'D_®/ +2g3D_D, D7) 5D*
(4.6)
Para que isto seja verdade para qualquer variagio infinitessimal §®/,& deve satisfazer a equa-
¢do de movimento 4.7:
D D, -T;'D,®'D &' =0 (4.7

onde Fﬁ = Fi‘k + % g"'H, jk sdo simbolos de Christoffel para as conexdes do tipo

VE=V+ % g~ 'H, e H=db. Convenciou-se também que n-formas sio escritas como
o= %Oﬂ,’lumdxll AdXZA N dx", entdo Hijk = bij,k + bkw‘ + bjk,i

Focando nos vinculos em /... Observa-se que I’ ; forma componentes de um tensor. Em
outras palavras I sio secdes em TM ® T*M. Isso segue de (4.3) desde de que 5@ e D P te-
nha 0 mesmo comportamento sob as mudangas de coordenadas. Agora seré verificado se (4.2)
satisfaz a superalgebra (2,2). Redefinindo as cargas supersimetricas Q1. e Q% que sio definidas
via:

8¢=eQ%a=1,2 (4.8)

Os rétulos das simetrias sio ' e 82 para que seja possivel distinguir as duas simetrias. Nota-se
que em (4.8) os cdlculos atuam de maneira semelhante as cargas Q¢ que sdo implicitamente
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definidas em ®'. Isto implica que Q¢ atua via regra da cadeia em qualquer fungio de ®:

d .
0'(f(@) = 2L 0w 9

E portanto temos a identidade:

52, 64] @ = 81, (e2070) - 3y (1 0")
= &0"(8%)® — & 0°(6%,)®
= £,0"(£10°®) — £10°(£,0"®)
= efte} {05, 04 )@

(4.10)

onde mais uma vez € e Q foram forcados a serem objetos fermidnicos, portanto eles anti-
comutam. De acordo com as equagdes (2.12) e (2.13) podemos escrever (4.10) como:

166,00 | @ = ~2i6 (& € 0, + £ 87 - ) @.11)

e isso impdem vinculos do lado direito e esquerdo. Isto € bem conhecido para a=b=1 e isso
segue da definicdo de Q' no capitulo 2. Para a=b=2 nos temos:

166,88 @' = 82 (&1, D1 @+ €71 D @) — (1 2)

=& I\ (e[ 15, D, @ + & I D_®'\D,.® + &1 ;D (6] I,D ¥/ + ¢ I/ ,D_®')

=+& I' ; (e[ 15, D@ + & 1Y D_®'\D_® + &5 I ;D_(e]1,D @ +e I/ D_P')

(I
—(1+2)
gk gi gk I i p2al
=2¢;" &) (I j 4l + 14l j)D+ @ + 1 I DL D)
+ (e ey +e &) (I, —1 ;I )DD_P'

) k i 7k i k i 1k j [
Ll ALy = Ty 2 = T )D-D/D D)
+2e7 & (I, 0% + 1405 )D_®'D_&' +1' ;I \D* @)

(4.12)
Usando que Dizi&r,e a defini¢do do tensor de Nijenhuis.
NE(X,Y) = N, (X,)Y)=[X,Y] - [ILX,[LY]+ 1 [LX,Y]+ 1o [X,1LY] (4.13)
em componentes
NGt = Bl + I = (i ) (4.14)

pode-se escrever (4.7)



4.1 MODELOS SIGMA (2,2) COM O CAMPO B 53

(62,65 ' = & &f (2l ;11,04 @' — N 'D, /D, @)

+e;g (20,0 —N,;'D_®'D_d)
_ _ i 1 i i 1
+ (& ey +er & (I, —181L,)Dy D'+
) i gk j k i gk j /
(Il Il = T S = T ) D-@ D, @)

(4.15)

A dltima expressdao ndo € muito promissora, mas ela ajuda na interpretacdo da equacgdo (4.7),
pois podemos reescrevé-la em termos de D D_®', e pode-se substituir as derivadas pelas de-
rivadas covariantes usando:

Ly = Vil =T+ T L, (4.16)

r

Ficar4 claro em breve o motivo de V™ ser usado paral, e V_ paral_

+J7+
+e;g (20,0 —~N;'D_®'D_ @)
+ (6] e, +€/€)e
[<Vk_lij)l—lf—l_(Vljlfi—l)lk)—j—f_li—k(V;rIf—l))_ " w(ViIE) | eD_®/D, @
4.17)

[62,82] @' = & &5 (2l ;1 04®' —N}'D,&'D, @)

e a equagdo acima deve ser igual a (4.11) para €; e & quaisquer, portanto obtem-se as seguintes
condig¢des sobre 1.

« I7=-1, entdo I+ deve ser uma estrutura quase complexa em M. Isto impde restri¢des
topologicas em M, (M precisa ter dimensao par e ser orientavel)

« N*=0, e isso implica que I+ sejam ambos integraveis

« (VI I, — (VEE IR _; +Iik(leﬁl)) —Iik(Vl’Ifj)):O. Esta equagdo ndo parece
impor uma restrin¢ao clara para a geometria de M, mas a motivacao desse ultimo vinculo

ficara claro em breve.

O célculo da algebra completa ndo foi completado ainda, pois por exemplo, nao verificamos o
vinculo [6811 , 5322] =0. Para deixar os cédlculos mais curtos tomou-se €, = &, = 0, 0 caso geral €
similar.

1 2 j 1 j j 2 ]
[8,, 0z, ' = 8, (&5 I, ;D D)) — 5, (] 0 D)
= &I (6] 04 @)D @/ + &)1 ;D (e 04 P') — £ Q4 (&1} ;D1 D)
=& &f (-1, 09D @/ + 1\ ;D0 & +1;,0,P'D, D+ 1,0, D, D)

=0
(4.18)
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desde de que {Q,Dy} = 0. Portanto as duas supersimetrias comutam, sem impor nada sobre
o0 espaco alvo.

Além das relagdes algebricas, a acdo deve ser invariante sobre as simetrias 582, onde de
novo, tomou-se € =0 por razdes esteticas. Os comutadores foram calculados em campos on
shell, mas desta vez ndo serd feito isso. De fato, os campos on shell s@o pela definicdo aqueles
que a ac¢do fica invariante sobre qualquer variacdo dele, entdo observando em particular a vari-
acao supersimetrica, tem-se que:

5£2S = /((gijﬁk +bij7k)8+1§_lD+CI)lD+(I)iD_CI)j

+(gij +bij) D+ @' D_ (71, D, D¥)

— [ (~(gij+ by + (gur+ b1 ) DR @D (419

+ ((gijk +bija) Iy — (grj+ D) + (@i + ba) Iy — (8ira +bina)IL

— (g +ba)l} j;)D1 @' D, DD D)
que deve se anular para todo € e para todo supercampo ®'. Na segunda igualdade foi usado a
integracdo parcial. Observa-se que o termo D%rq)kD,(D/ =id, ®*D_®/ é independente do termo
D, ®'D,®'D_®/, ou seja pode-se obter super campos para os quais a primeira expressio é 0,

enquanto que a segunda ndo, e vice versa. Portanto as duas expressdes em em (4.1.9) sdo sepa-
radamente 0. O primeiro termo dando O por anti-simetria:

(g+b)(Lv,w)+ (g+b)(v,Itw) =0 (4.20)

Assim no segundo termo (4.1.9), rescrevendo as derivadas de g em termos dos simbolos de
Christoffel e as derivadas de I, em termos das derivadas covariantes (com respeito a conexao
de Levi-Civita sem tor¢do) muitos dos termos se cancelam ou se anulam, porque eles estdo
contraidos com o termo D, ®' D, &' D_®/ o qual é anti simétrico em 1 e em i. Logo, depois da
contragdo o segundo termo pode ser escrito como.

0= (guV It +bijall; — A (buly)) — by;lk,; ) D4+ @' D D' D_D/
= (gaV,I%, + (bijx +bji+ by )15 ) D1 @' D, ' D_

1 1 o

k k k l

= (euVilsi+ GHip)lsy — (GHu)1) D+ @ D4 O'D_ & 4.21)
1 1 -

= eVl + (EH;CV)I—]QC—I - (5 "I )D @D D D/

= ga V1%, D @' D, ®'D_d/
Na segunda linha foi usado a identidade biklf_ = b jklii’ e na terceira linha foi usado a derivada
covariante de 7
1 k 1

ko gk k k k k
VI, =1+, —T T, =V, + (FHj )Ly — (GH)L, (4.22)
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junto com a identidade

S

Hijls; = guHi TS = —guH} I = guH IS (4.23)

usando a anti-simétria de I, com respeito a g. Portanto, para a acdo ser invariante, tem-se que

VI, =0 (4.24)
Um célculo similar pode ser feito para I, mas pode-se extrair o resultado de (4.1). Comutando
D, ®' com D{D na a¢do e trocando de indices i com j, observa-se que a acdo ganha um sinal

negativo e b vai para -b. Entdo 82S é dada por (4.19) para €*=0 com -b ao invés de b e + ao
invés de -, entdo o vinculo total é:

VL =0 (4.25)

Nota-se que (4.25) implica na terceira condi¢@o para que a dlgebra (2,2) seja satisfeita. Logo
abaixo os resultados até aqui obtidos estardo sumarizados em um teorema.

Teorema 4.1. (5) Seja (M,g) uma variedade Riemanniana equipada com uma 2-forma b, tal
que db=H. O modelo sigma supersimetrico (1,1) em uma folha mundo ¥ ( um cilindro) com
espago alvo M, admite uma extensdo para uma supersimtria on-shell (2,2) se e somente se M
admite duas estruturas complexas integraveis I que satisfazem as seguientes relagoes:

* 8Ly, w) = —g(v Lew)

e b(lv,w) = —b(v,I1w)
i Vilj: =0

4.2 Geometria Kihler Generalizada

A ideia central desta se¢do é mostrar que a estrutura requisitada para a hipétese do teorema 4.1
€ equivalente a uma estrutura de uma geometria Kéhler generalizada. O ponto central é que ao
extender a supersimetria de (1,1) para (2,2) sem um campo B no background, o espago alvo
deve ser necessdriamente uma variedade kidhler. Mas a partir do momento que existe um campo
B no background, a geometria do espaco alvo deve ser Kihler generalizada, e é exatamente esta
estrutura geométria que serd estudada nesta secao.

4.2.1 Definicoes

Definii; 120 4.1. Uma métrica generalizada em uma variedade suave M é um mapa
G:TMOT*M — TM @ T*M tal que G* = G, G>=1e G & positivo definido!.

' A forma bilinear definida por 4 (v,w):=<v,Gw> ¢ positiva definidaem TM & T*M.
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Definiig V% "20 4.2. Uma estrutura Kihler generalizada é um par (J;,.J,) de estruturas comple-
xas generalizadas que comutam,e tal que G=-J1J, € uma métrica generalizada.

Exemplo 1: Geometria Kihler Seja (g,J, ®) uma estrutura Kéhler, ou seja g é uma mé-
trica Riemanniana, J € uma estrutura complexa, e @ € uma forma simplética tal que o diagrama
abaixo comuta:

™
LN
™ —2~T*M
Sejam Jj e J as formas generalizadas geradas a partir das estruturas complexas e simplé-
ticas
J 0
Jy= { 0 —Jx } (4.26)
0 —o!
Jo = { o 0 } (4.27)
Observa-se que Jj e J, comutam, e que
[0 g
G= [ g 0 } (4.28)

€ uma metrica generalizadaem TM & T*M. Entdo a geometria Kihler estd contida na geometria
kihler generalizada.
4.2.2 Torc¢ao e métrica generalizada

Dada a estrutura Kihler generalizada (J/;,J2) tem-se que a forma geral da métrica generalizada

7z

c:

_[Aa ¢!
G—[G A*} (4.29)

onde g e ¢ sdo métricas Riemannianas na variedade e A é endomorfismo de 7M. A condi¢do
G? = I implica que A é anti-simétrico com respeito a ambas as métricas Riemannianas, e defi-
nindo b = —gA, pode-se escrever G como:

-1 -1 -1
. —g b g |10 0 g I 0
C=1g-bg bg—J—{b 11 {g 0 b I (430)
Proposiig V720 4.1. C. € o grafico da aplicaciob+g : TM — T*M,
ousejaCy ={X+(b£g)(X)/X € TM}.

Definii 2120 4.3. A tor¢do de uma estrutura kihler generalizada € uma 3-forma h=db.
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4.2.3 Integrabilidade de Courant

As estruturas Kéhler generalizadas séo descritas através de sub-fibrados de (TM © T*M) ® C.
Pois, nota-se que J; e J, decompdem (TM & T * M) @ C em seus auto-espagos:

(TMOT*M)RC=L &L =L, Ly (4.31)

Desde que J; e J, comutem, é possivel decompor simultaneamente (TM & T « M) @ C. Deno-
tando Lli pelos auto-espacos +i de J;, logo.

(TMOT*M)®C=L{ oL, oL oL, (4.32)

onde L, = LT @L_]_. Sejam C4 os auto espacos de G, os quais t€m auto valores £ 1. Observa-se
também que C+ ® C = L]i & Lf

Definiig2i;"20 4.4. Seja L uma algebroide de Lie complexo com o colchete [, ], e a diferencial
dp:C™(AL*) = C(AM1L¥) (defini¢do 3.10). Se L=L* + L~ entio pode-se definir
APA(L*) = AP(LT)* @ A9(L™)*, assim como os operadores

0 = Mpy1,g0dy : C*(APILY) — C(APTHILY)

(4.33)
p = Mpgi10dy: C™(APILY) s C=(APIFILY)

onde 7, , é a proje¢do APTIL* — APYL*. Se L* é fechado com relagio ao colchete de Lie,
entdo teremos a igualdade

dp=0;+9d; (4.34)

Proposiig'2ig 20 4.2. A estrutura Kéahler generalizada na variedade 2n-dimensional é equiva-
lente a especificacdo de dois sub-fibrados complexos LT eL; em (TM®T*M)® C satisfa-
zendo:

. Lli sdo isotropicos
. L]L LL e LT L L, onde L indica ortogonalidade com respeito ao produto interno

. Lli é £ definido, no sentido de que
+ < x,¥>>0V x € L, x40

com Lli integraveis com relacdo ao colchete de Courant e 0 mesmo para LT ®L;

4.2.4 Relacoes com a geometria bi-hermitiana

Nota-se que C € positivo definido e que TM € nulo, portanto a projecio T : TM TM* — TM
induz os isomorfismos

n:Cy—TM (4.35)
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com os isomorfismos (4.35) € possivel de maneira natural transportar a estrutura Kidhler genera-
lizada de TM & T*M para TM, pois dada uma métrica generalizada G, obtém-se naturalmente
métricas Riemannianas g e b em TM. Nota-se também que J; =J, em Cy e J| = —J, em
C_, entdo € necessario apenas transportar J; para TM. Observa-se que J; induz duas estruturas
quase complexas em 7'M que serdo denotadas por J.

Definiig i 20 4.5. Seja w1 uma 2-forma associada a estrutura quase complexa hermitiana
J1, em outras palavras:

0y =gJy
A tripla (g,J+,J_) é chamada de estrutura quase bi-hermitiana.

Proposiig 720 4.3. A estrutura Kihler generalizada (J1,J>) pode ser construida através da
quadrupla (g,b,J,J_).
4.2.5 Condicoes de Integrabilidade

Definii; 3120 4.6. Uma estrutura quase bi-hermitiana (g,b,J;,J_) € chamada de estrutura
bi-hermitiana quando J e J_ sdo integraveis.

Proposiiy 220 4.4. As estruturas complexas J e J_, que provém de uma estrutura kidhler
generalizada, sdo integrdveis e portanto (g,b,J,J_) € estrutura bi-hermitiana.

Teorema 4.2. Seja (J,J,) uma estrutura quase Kéhler generalizada, associada a tripla (g,b,J 1),
e seja h=db. Entao todas as condigoes abaixo sdo equivalentes a uma estrutura Kéhler genera-
lizada.

 Os sub-fibrados L?E sdo integrdveis com relagdo ao colchete de Courant.
e J é integrivel e d° w_ = —dS @, = h, onde dS.=i(d+-0+)
e VEJL =0ehédotipo (2,1)+(1,2) com respeito a ambos J., onde V¥ =V + g~ (H +db)

Usando os teoremas 4.1 e 4.2 desta se¢do, € possivel obter o teorema central desta se¢do,
o qual afirma que se uma variedade admite uma (2,2)-superalgebra?, entdo a variedade M tem
que admitir uma estrutura kihler generalizada.

Teorema 4.3. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana equipada com uma 2-forma b tal que
db=H. O modelo sigma supersimetrico (1,1) em uma folha mundo ¥ ( um cilindro) com espago
alvo M, admite uma extensdo para uma supersimtria on-shell (2,2) se e somente se M admite
uma estrutura Kihler generalizada.

2Extendida apartir de uma (1,1)-superalgebra.



CAPITULO 5

Modelo Topologico

Anteriormente, foram estudados modelos supersimétricos (2,2) definidos sobre uma folha-
mundo no formato de um cilindro. Neste capitulo serd utilizado o método das tor¢des topo-
légicas para estender o modelo sigma (2,2) para uma folha-mundo arbitrdria. Sobre certas
condig¢des esse procedimento transforma o modelo sigma em uma teoria topoldgica de campos.
Antes de discutir o método das tor¢des, serd feita uma breve discussdo sobre o conceito de
quantizagdo, para poder explicar a definicdo de integral de trajetéria, a qual € fundamental para
o entendimento das teorias topoldgicas de cordas do ponto de vista fisico.

5.1 Quantizacao

Quantizacdo € o processo que transforma uma teoria cldssica em uma teoria quantica. Serd
apresentada a teoria relativistica de particulas pontuais que se movem através de um espaco-
tempo, e em seguida serd feita a extensao para Teoria de Cordas.

A evolugdo temporal de sistemas fisicos sdo descritos pela lagrangeana, a qual é definida
com uma funcdo em 7M. Nota-se que o tempo neste contexto € a varidvel da parametri-
zacdo do caminho que a particula percorreu no espaco-tempo. Como foi mencionado no
capitulo 2, a acao S ¢ um funcional no espago de todos os caminhos em M, definidos por
S(v) = Jio,1) L(¥(7),7(7))d7, e isto determina a evolugdo do sistema. Muitas vezes € mais con-
veniente trocar o formalismo Lagrangeano pelo Hamiltoniano, isso € feito trocando TM por
T*M. Seja a aplicagdo momento p : TM — T*M, dada por:

oL
m&m%z;; (5.1

onde x s3o coordenadas locais em M, y' sdo coordenadas nas fibras de TM e p; sdo coordenadas
nas fibras de 7*M. Devido as regras de transformacdes e a regra da cadeia, pode-se verificar
que p; se transforma da maneira correta, logo o mapa p estd globalmente definido. Nota-se que

. . . g Ipi .
este mapa ndo € necessariamente um isomorfismo, ja que a—;’; pode ser singular.
O Hamiltoniano pode ser definido localmente como

H(x,p) := piy' —L(x.y) (5.2)
assumindo que pode-se expressar (5.2) em termos do momento p; (onde assumiu-se que % é

ndo singular). O formalismo Hamiltoniano é vantajoso, pois 7*M é uma variedade simplética

59
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que tem a forma simplética dada por ¥;dp; A dx'. Observa-se que nos sistemas fisicos existe
a relagdo {x',p;} = 8!, mas a forma de p depende da Lagrangeana e portanto o paréntese de
Poisson € diferente para sistemas fisicos distintos.

Na mecanica quantica, conceitos classicos como determinismo perdem um pouco a sua
importancia. Ao invés de uma localizacdo bem definida em M, tem-se que o estado da parti-
cula é descrito por uma fun¢do de onda W, a qual é uma funcdo quadrado integravel, ou seja
¥ € L*(M), normalizada no sentido de que [;,|¥|*> = 1. Ndo pode-se mais falar em posi¢do da
particula, mas sim em probabilidade de encontra-14 em uma regido do espaco U C M, esta pro-
babilidade é dada por [}, |¥|?. Existem algumas abordagens de quantiza¢io como quantizacio
candnica, e o formalismo de integral de trajetréria. Por enquanto, serd ilustrado um exemplo
usando quantizacao candnica, ou seja trocaremos o espago das configuracdes M pelo espaco de
Hilbert H:= L?>(M), e as fungdes em T*M por operadores em H. O conjunto dos operadores
ilimitados, ou ndo definidos em todo o espaco de Hilbert € denotado por O(H). O processo de
quantizagio é descrito pelo mapa C*(T*M) > O(H) que manda f— f e que satisfaz

onde {, } é o paréntense de Poison ¢ [,] € o colchete de Lie. A motiva¢do do nimero complexo
-1 do lado direito da equacdo 5.3 € devido aos operadores em O(H), que devem ser hermitia-
nos, 7T = 7 entao o comutador deve satisfazer F,g} T=— Uf,g] . Se nao houvesse o nimero
imagindrio i na equagdo acima, ocorreria que |f,g] T ={f,g}t={f,¢} = [/.g]. que & incon-
sistente. Dentro do formalismo candnico existem pontos vista diferentes como o formalismo
de Schrodinger e o de Heisenberg. Na abordagem de Schodinger os operadores sdo fixos e
os estados (fun¢des de onda) evoluem no tempo, e a sua evolucao temporal € governada pelas
equacdes 5.4 € 5.5.

W (1) >=e HU~9)p(g) > (5.4)
.d =
zE]\P(r) >=H|¥(t) > (5.5)

Na interpretacdo de Heisenberg os estados sdo independentes do tempo, enquanto que os ope-
radores sao dependentes do tempo e evoluem de acordo com a equagao abaixo.

d Jd i
—20=5-0+i [H,0] (5.6)

A interpretacdo de Heisenberg se assemelha mais ao ponto de vista classico, pois a evolugdo
temporal dos observdveis é governada pelo Hamiltoniano e pelo paréntese de Poisson via

df _df

—=———{H, 5.7
Apesar das diferencgas, o formalismo de Heisenberg e de Schrodinger carregam a mesma in-
formacdo, uma vez que ambos concordam nos valores esperados. O valor esperado de um
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operador O em um estado W ¢ definido por

<0 >p:=<Y|0|¥ >, (5.8)

onde no exemplo citado é apenas [;,dx¥*(x)(O¥)(x), e isso concorda com a interpretagio de
probabilidade do valor esparado.

Outra abordagem da mecanca quantica € via integral de trajetdria, este método serd intro-
duzido no contexto da teoria cldssica de particula relativistica, entdo para cada ponto x € M
serd correspondido a um estado Ix> (note que Ix> ndo pertence ao espaco de Hilbert). Mas
ainda assim pode-se definir [¥ > como uma representacio da fun¢io W € L?>(M) definindo
< x|¥ >:= ¥(x), e formalmente escreve-se como

v >:/ dx < x|¥ > |x >:/ W(x)|x > (5.9
M M

0.

onde foi usado que [;,dx|x >< x| = 1. Nota-se que Ix> é o auto-estado do operador posigao.
Usando a identidade [, dx|x >< x| = 1 vdrias vezes e depois tomando o limite para o infinito
I obtém-se a integral de trajetdria.

— _ — ¢(7p)=y
< e FTD,(1,)...01 (11T x >— /
¢(7i)=x
a integral € tomada sobre todos os possiveis caminhos em M que comecam em X € terminam
emy, T, > ... > T1. Substituindo as eqs. 5.4 ¢ 5.5 em 5.10 obtém-se que

D[] 0,(1,)...01 (1)) (5.10)

9(17)= .
\P(%Tf):/de/q) )f) " D[9) S OW(x, 7)) (5.11)

(’L’,’ =X
e neste sentido a integral de trajetdria atua como um operador de evolucdo temporal da fungdo
de onda.

5.1.1 Cordas e operadores de estado

Serdo considerados agora cordas fechadas movendo-se no espaco tempo, que é denotado por
M. O espago das configuragdes ndo é M, mas sim LM:={y: Sl M }, o espago de todas as
possiveis cordas fechadas em M. O espaco de fase pode ser definido como T*LM, o qual tem
suas fibras sobre o espago dos loops de T, LM := I'(y*T*M). Como foi feito anteriormente na

quantizagdo candnica, LM serd trocado por H:= L*(LM).

Analogamente ao estado Ix>, tem-se que para cada ’loop’ 7y existe uma correspondéncia
com um estado |y >, e obtém-se

= [ ar@)ly> (5.12)

lesse limite ndo é bem definido do ponto de vista matematico
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e a amplitude de probabilidade € analogamente calculada como

< yle H Ty >= /D[¢]ei5 (5.13)

a integral € definida sobre todos os caminhos em LM que come¢gam em ¥; € terminam em ¥y.
Cada caminho em M pode ser descrito como um caso particular de cobordismo? entre as ima-
gens de ¥; € Yy em M. Este tipo particular de cobordismo ndo tem um buraco dentro dele. Consi-
derando todos os cobordismo entre ¥; e ¥y, verifica-se que a intera¢@o entre cordas ocorrem. Do
ponto de vista de fisica de particulas pontuais € necessario impor termos na lagrangeana para
criar a interagdo, enquanto que em cordas o cobordismo ja possibilita a interagdo das cordas.
Lembrando que cobordismo pode quebrar a simetria conforme e a supersimetria assim como
os termos de interacdo na lagrangeana, no caso de fisica de particulas pontuais.

Os termos relevantes para a intera¢ao das cordas sdo

<y}, Yl Ol s (5.14)

usando o formalismo de integral de trajetdria, obtem-se que a integral € tomada sobre todas as
superficies X tal que sua fronteira é X =%; UZ_f, onde nesse caso a barra quer dizer orientagdao
reversa e X; e Ly sdo as unides de % e Yy respectivamente. A ideia precisa da medida D [¢]
depende da teoria adotada. Para supercordas fechadas, isto involve também uma integral sobre
uma metrica h sobre a folha-mundo, assim como uma integral sobre os campos Y. Intuitiva-
mente esta claro que o espaco dos cobordismos separa-se em diferentes componentes conexas,
as quais estdo relacionadas ao niimero de buracos da superficie abordada, logo a amplitude final

z

(&

<y el = Y /D[hg]D[(p]D[l]/i] ¢SO he V) (5.15)
>0

onde o somatorio € sobre todos os generos, e cada integral de trajetéria € sobre todos os co-
bordismos com g buracos neles. Temos duas sutilezas na equagdo 5.15. Primeiro, o termo
Ty — T; ndo estd bem definido, como no caso da coordenada global 7 na folha-mundo, portanto
ndo mencionaremos o operador de evolucao temporal associado ao cobordismo. A amplitude
de probabilidade serd denotada por < }/}, ...y"f|yi1 ,...Y" >. E segundo, € necesssdrio fazer uma
rotacdo de Wick que manda 7 +— ¢ = i7, entdo 1S vai em -S na integral de trajetoria.

Agora no processo atual os estados sdo dados por funcionais de onda e ndo por estados
|y >, portanto calcula-se as amplitudes da forma

<¥j, ..., ;@]\P},...,\P;">:/LMdy}..dﬁdnldﬁ(w}(y}))*...( LY () (e

[ I 7},..,}/’f|}/il,...,}{n >
(5.16)

2um cobordismo entre duas variedades M e N é uma variedade compacta W tal que dW=MUN sendo que a

unido ¢ disjunta



5.1 QUANTIZACAO 63

Felizmente, a simetria conforme da teoria permite simplificar a férmula 5.16 para

o(tr)=Yy
W(t),y) = / dy / " DgeSOw (g, y) (5.17)
| Jo(m)=y

onde a integral sobre ¢ é tomada sobre todos os ¢ € Map(S! x [‘L’i,’cf} M) restrigindo y e ¥
sobre as fronteiras. Cada cilindro é conformemente equivalente a anefs no plano complexo pelo
mapa que leva (7, ) para ¢*°. Dentro do plano complexo a direcdo temporal é trocada pela
direcdo radial, entdo o limite 7; — —oo corresponde a contragcdo do circulo interno do anel em
um ponto. Entdo a equagdo 5.17 torna-se

¥(1p,y) = /Dwe5(¢>0,,,(0) (5.18)

onde Oy é um operador local, tal que no ponto 0 do plano substitui o fator ¥(7;,7’) em 5.17.
Nota-se que esse operador, além de ser um funcional sobre os campos ¢ pode depender também
dos campos Y., cuja contribui¢cdo foi suprimida na 5.17. Os estados assintoticos sdo estados
que o limite das suas solu¢des na fronteira sdo tomados para o infinito, neste caso tomou-se um
cilindro infinitamente longo. Do ponto de vista da integral de trajetdria, a solugdo assintética
¢ a integral sobre um hemisfério com o operador colocado no topo, e onde o hemisfério é de-
formado em um cilindro infinito®. Esta identifica¢do é chamada de correspondéncia operador-
estado. Em particular pode-se tomar o operador local como a identidade, e denota-se o estado
correspondente pelo vacuo |0>. Para um operador local geral O tem-se a correspondéncia com
o estado € dada por I0>=0I0>. Estados assintdticos sdo importantes obejtos de estudo, pois em
processos de espalhamentos esses estados sdo os tnicos que podem ser detectados. A intera-
¢ao das cordas, que surgem a partir de todos os cobordismos nao sdo diretamente detectaveis.
Entao os observéaveis basicos que podem ser calculados em teoria de cordas sao denotados por
fungdes de correlacao

<01.0,>= Y. | dxi.dx, < O1(x1)..04(xn) >g, (5.19)
£>0 L,

com X, sendo uma superficie compacta, conexa e orientdvel de genus g, e o tltimo termo da
equagdo acima € definido por

< 01(x1)..00(x) > 1= / DA D[9] D [y1] O1(x1)..0n(xn), (5.20)

onde a integral sobre h € tomada sobre todas as possiveis métricas em X 4 aintegral sobre ¢ é
tomada sobre todos os mapas ¢ : X, — M, e a integral fermidnica nos campos Y. € sobre todas
as possiveis se¢des de Sy, ® ¢*TM com Sy, sendo o fibrado de spin de X.

Devido a invaridncia conforme, grande parte da integraciio sobre h > é simples de se ob-
ter, e depois de fixado o calibre de Fadeev-Popov, a integral se reduz para a integral sobre

3na verdade o hemisfério é deformado em um objeto que lembra um cilindro infinito, mas que diferente dele

tem uma apenas uma fronteira
“métrica Riemanniana como aquela obtida ap6s uma rotacdo de Wick
Sdenotada por direcio das métricas conformemente equivalentes
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todas as métricas conformemente inequivalentes, isto é precisamente o espaco das estruturas
complexas em X,. Isto acontece com o custo de termos extras que aparecem na agdo, de-
vido ao determinante de Jacobiano de certos campos, esses campos sdo chamados de campos
fantasmas. Pode-se também interpretar o calibre de Fadeev-Popov de outra maneira. Um pro-
blema usual em Teoria de Cordas € o aparececimento de estados cuja a sua norma € negativa,
e portanto probabilidade negativa de ocorrer. Um procedimento comum para contornar esse
problema ¢é perceber que ao computar a integral de trajétoria sobre a acdo de Polyakov (sera
feito apenas o caso bosodnico, por via de simplificagdo) estamos contando algumas configu-
racdes equivalentes mais de uma vez. A esséncia do procedimento € fixar um calibre (o de

Fadeev-Popov) tal que manda a integral de trajetéria [[dXdglexp(—S) em [ V[dX—dg}exp( —-S).

DiffxWeyl

Através de alguns célculos é possivel mostrar que W = App = [[dbdclexp(—Sg), onde
if fxWey

S = ﬁ [ d?z(b,Vzc* + b=V %) é a acdio fantasma e b,c sdo os campos fantasmas. Outro fato
importante que ocorre nesse calibre é que a agado total fica na forma Sp + S sob esta forma
uma simetria global de calibre € manisfesta, e portanto obtém-se uma carga conversada (pelo
teorema de Noether) e essa carga é exatamente a carga BRST que serd discutida com mais de-
talhes nas préximas segdes.

5.1.2 Teoria Topologica de Campos

A grande dificuldade da teoria de cordas reside nas integrais que sdo tomadas sobre todas as
métricas da folha-mundo. Uma possivel maneira de contornar isso € considerar a a¢des, cuja a
integral de trajetdria € como a Eq 5.20. Nota-se que ndo € necessdrio calcular a integral sobre
todas as métricas, pois sua acdo ndo depende das métricas. Teorias Quéntica de Campos que
depende apenas de quantidades globais sdo denotadas teorias topoldgicas de campo.

Teorias topoldgicas sao classificadas em duas classes, a teoria tipo Schwarz e a tipo Witten.
Informalmente a teoria tipo Schwarz € independente da métrica por que a métrica nao aparece
na a¢do. Um bom exemplo dessas teorias € a teoria de Chern-Simons.

Para modelos sigmas supersimétricos no entanto, o tipo relevante de teoria € a de Witten,
ou equivalentemente denotada por teoria de campo cohomoldgica. Estas teorias t€ém a invari-
ancia topoldgica alcangada com o auxilio de uma simetria fermidnica nilpotente, e observaveis
fisicos que sdo invariantes sob essa simetria. Existem alguns modelos de cordas topoldgicas de
Witten que se dividem em tipo A e tipo B (7), esses casos serdo discutidos mais adiante como
em casos especiais de modelos sigmas com o fluxo-H.

6aqui foi usado o calibre conforme na agio
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5.2 Teoria de Campo Cohomoldgico

Sabe-se pelo teorema de Noether que a simetria de um estado quantico corresponde a uma
carga conservada Q, a qual gera a simetria através do operador O via

0:0 =¢€[0,0| (5.21)

onde o colchete é graduado, assim como o operador que pode ser bosdnico ou fermidnico, e o
parametro € ou € um objeto complexo ou é um objeto grassmanniano depedendo se a simetria é
bosoOnica ou fermidnica. A teoria de campo cohomoldgica é uma teoria de campo com simetria
fermidnica, cuja carga correspondente Q satisfaz os axiomas abaixo:

* Q ¢ nilpotente: 0*=0
e 0 vacuo € invariante QI0>=0

* O tensor energia-momento € Q-exato: Ty := [Q Gqy B} para algum operador G4

haﬁ

A segunda propriedade pode ser entendida escrevendo a simetria gerada por Q como exp(€Q),
com &€ sendo uma simetria Grassmanniana disponivel. A simetria € invariante, exp(£Q)I0>=10>
se e somente se Ql0>=0.

A terceira propriedade € usualmente assegurada por uma acao Q-exata que € independente
da métrica,i.e

S={0,V}+Sip (5.22)

para algum funcional V7, e Stop € a parte topoldgica da agdo, ou seja que independe da métrica.
Neste caso verifica-se a Q-exatidao do tensor energia momento. O operador Q é chamado do
operador BRST, o qual usualmente surge através de procedimentos BRST em teorias de calibre
como foi mostrado na sec@o anterior.

Nota-se que se um operador pode ser escrito como [Q, O], entdo todos os valores esperados
envolvendo esse operador serdao 0

<0[01...0,(]0,0])0,41..0,]0 >=0 (5.23)

desde de que Q (anti-) comute com todos os operadores O;, € assim eventualmente anule o
vécuo. Sobre a variagdo com relagido a métrica Sha 3, tem-se que

) )
ShoB Shob

Portanto a teoria de campo cohomoldgica € uma teoria topoldgica de campo.

<0,..0,>= /D ] 0)..0,( (=) S = — < 01..0,[0,Gyp] >=0 (5.24)

"1Q,V} = [dodt[Q,V],onde V = [dodTV, e V seria uma operador.
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5.3 Construcao de Teorias Topologicas

5.3.1 Torcao

Nesta secdo, serdao construidas versdes topologicas com tor¢do de modelos sigma do tipo (2, 2)
supersimétricos sem assumir /; = /_.Na verdade, o caso, H = 0, I # I_ ja foi analizado em
(19). Foi mostrado 14 que o espago de observdveis locais da teoria topologica torcida podem
ser identificados com a cohomologia de um certo algebroide de Lie associado a uma estrutura
complexa generalizada.

Serd feito nesta secdo a abordagem pioneira em (20), que lidou com o caso em que M €
uma variedade Kéhler, com o campo H nulo, e Iy = 1_. Se ndo existe a anomalia U(1) da
R-simetria satisfazendo uma condigio de integralidade 8, entdio pode-se mudar o spin de todos
os campos para metade das suas R-cargas e obtendo assim uma teoria de campo topoldgica. No
caso em que o espago alvo € variedade Kihler, existem duas R-simetrias cléssica do tipo U(1):
R-simétrico vetorial U(1)y e a R-simetria axial U(1)4. No nivel quantico, U(1)y prossegue
sendo uma simetria, enquanto que U(1)4 sofre com a anomalia, a menos que M satisfaca a
condi¢do ¢ (TM) = 0.

A torcao pela R-simetria vetorial origina o modelo A, enquanto a tor¢cao da R-simetria axial
(se estiver ndo andmala) produz o modelo B. Nao € dificil verificar que a construcao em (20)
pode ser aplicada para o caso mais geral em maos. As duas estruturas complexas /4 induzem
duas decomposi¢des diferentes do fibrado tangente complexificado

™M =T o1 2700 1% (5.25)

Portanto os campos fermidnicos Y4 sdo separados em componentes holomorfas e anti-holomorfas:

1 1 1 1
V= 5(1 —i1+)‘lf++§(1 +ily )y, Yo = 5(1 —il-)y- +§(1 +il )y (5.26)

Em um nivel cléssico, existem dois caminhos ndo equivalentes para descrever as R-cargas U(1)
para os fermiéns (os bésons t€m carga 0):

Uy : av(G(— i)y =—1 ay(5(—il )y )= -1

Ua: @GO —i)w) =1 a0 —i )y )=1

(5.27)

A tor¢do topoldgica € obtida através da mudanga do spin dos férmions,por gy/ 2 ou g4 / 2. As
teorias topoldgicas correspondentes serdo denotadas por modelos A e B generalizadas. Nota-se
que trocar ao sinal de /_ manda-se um modelo no outro.

Até agora, a andlise tem sido ao nivel classico. Para que os modelos A e B-modelos gene-
ralizados facam sentido como teorias quanticas de campo, deve-se exigir que a simetria U(1)

8Para qualquer estado a soma de spin e a metade da R-carga deve ser inteira.
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utilizada na tor¢do seja livre de anomalia. As anomalias sdo facilmente calculadas pelo teorema
do indice de Atiyah-Singer, e o resultado das condi¢des sdo:

Uly: (T —ci (1) =0

5.28
U(l)s: C1(T_170>+C1<T_,{’O) =0 ( )

E possivel expressar as condi¢des de anomalias em termos das estruturas complexas genera-
lizadas com tor¢do. Lembrando que a (2, 2) supersimetria requer que M seja uma variedade
Kihler generalizada com tor¢ao, ou seja M deve possuir duas estruturas complexas generaliza-
das comutativas (J1,J>) com tor¢do (que sdo involutivas com rela¢do ao colchete de Courant
torcido) tal que a métrica G = —J;J, seja positiva definida em TM & T*M. Sejam Cy os
auto fibrados +£1 de G. A proje¢do natural de TM & T*M em TM induz um isomorfismo de
fibrados 7y : C+ = TM. A estrutura complexa generalizada torcida J; induz duas estruturas
complexas em TM, uma das estruturas vem do isomorfismo 7 : C; — TM e a outra vem de
n_:C_+— TM. Sejam L; e L, os i-auto fibrados de J; e J, respectivamente. Desde J; e J, co-
mutem, temos as decomposicdes L = LT ®L ely,= L;r @ L, , onde os rétulos + sdo devido
aos autovalores £1 da outra estrutura complexa generalizado torcida. Segue que

C.oC=Lf oL, (5.29)

Agora a condicdo 5.27 pode ser escrita em termos de L e L,

U(l)v: C1(L2)ZO
U(I)A: C](L]):()

Parece natural chamar qualquer uma dessas condi¢des de Calabi-Yau generalizada torcida (para
J1 e J2, respectivamente). No entanto, este nome j4 estd reservado para uma condi¢do um
pouco mais forte introduzida por Hitchin (21) e Gualtieri (6). A condi¢do Hitchin-Gualtieri em
J implica que ¢;(E) = 0, mas a recripoca nao é verdadeira, em geral. Fisicamente, o ¢;(E) =0
também ndo € suficiente para que a tor¢ao topoldgica a faca sentido. Serd verificado nas sec¢oes
seguintes que a tor¢ao topoldgica faz sentido se e somente se a condi¢ao Hitchin-Gualtieri for
satisfeita. Como j4 foi mencionado, ao trocar o sinal de I+ troca-se o modelo A generalizado
pelo modelo B generalizado e vice-versa. Isto € consistente com a condi¢ao do cancelamento
da anomalia, uma vez que o sinal de mudanca relativa de /.. € equivalente a troca J; e J;.

(5.30)

5.3.2 Cohomologia BRST de operadores

A seguir serdo descritos o operador BRST e os observaveis BRST-invariantes. Esta secdo fo-
card no modelo-B generalizado, uma vez que o modelo A pode ser obtido a partir dele, trocando
o sinal da I_. Como j4 foi discutido, (M,J;) deve ser uma variedade Calabi-Yau generalizada
torcida. Apds a tor¢do topoldgica, (14 il )y, e (1+il-)y_ tornam-se se¢des de Tf}l e 7!
respectivamente (dos seus pullback na realidade). Por outro lado, (1 —il; )y, e (1 —il-)y_
tornam-se campos da folha-mundo de spin 1 e eles ndo aparecem na variagdo BRST do campo
¢. Pode-se obter dois operadores nilpotentes escalares dos geradores supersimétricos origi-
nais: Q7 = (Q1 +iQ0,)/2e Qr = (Q_ +iQ_)/2. A dlgebra de supersimetria N=2 implica que



5.3 CONSTRUCAO DE TEORIAS TOPOLOGICAS 68

Q% =0, leg =0e{0r,0r} =0. Define-se assim o operador BRST do modelo B generalizado

como QOggrsr = QL + Ok
Para simplificar a notag@o os campos fermidnicos serdo escritos na forma de (5.31)

1 , i :
X:§(1+ll+)llf+, )LZE(I"—lI_)lI/_ (531)
Esses campos escalares se transformam com relacdo a Q7 e Qr da seguinte maneira
{QL, 0} =x*
{QL?%LI} =0
AN =T, x°A¢
o, a} e (5.32)
{QR7 ¢ } =2
{Or, A%} =0
{Or, "} = T4 A 2
Os observéveis locais dessa teoria topoldgica devem assumir a forma de
O = fayapr. b XX P AP A (5.33)

onde f é totalmente anti-simétrico em a’s e b’s. Nota-se que y € F(Tf’l),l EF(T?’I), ou seja f
pode ser considerada uma secg¢do de Q(J)r’p (M)® Q% (m ). Os indices =+ sdo referentes a decom-
posicao das formas diferenciais com relacao a estrutura complexa. Em seguida, deve-se exigir
que O seja aniquilado pelo operador BRST Q; + Q. Para que seja possivel escrever a agio
do Q;em O 'r, € conveniente considerar f como uma forma (0, p) para a estrutura complexa I,

com valores em Q%q(M ). Um cdlculo simples da

onde l_)( +) € a covariantizagdo do operador de Dolbeaut a correspondente a /.. A covarianti-

zacdo usa a conexao de Q(}q(M ) que provém da conexdo I'_ em TM. Por outro lado, pode-se
considerar f como uma forma (0, q) para /_, tomando valores em

{Or, O} = Op_ s, (5.35)

onde 5(_) € a covariantizacdo do operador de Dolbeaut Pl correspondente a /_. A covariantiza-

¢d0 usa a conexdo de Q%q(M ) que provém da conexdo I'; em TM. O espago dos observaveis
locais tem uma bi-graduacdo natural via os movimentos para esquerda e para direita das R-
cargas. Com respeito a isso, Q; tem grau (1, 0), e Qg tem grau (0, 1).

A cohomologia total desse espaco bi-complexo € o espaco fisico dos observaveis em nossa teo-
ria topoldgica, isto significa que as duas sequéncias de espectros convergem para cohomologia
BRST H,

BRST
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5.3.3 Relacao com as estruturas complexas generalizadas torcidas

No caso particular de H=0, o qual € objeto de estudo em (19), tem-se que a BRST complexa
coincide com a cohomologia do algebroide de Lie L; que estd associado a estrutura complexa
generalizada J1. No artigo (8), isso foi mostrado para qualquer que seja H.

Relembrando algumas defini¢cOes basicas que ja foram vistas no capitulo 3. Um algebroide
de Lie, por definicdo é um fibrado vetorial real E sobre uma variedade M equipada com duas
estruturas: o colchete de Lie [,] nas secdes de E, um morfismo de fibrados a: E—TM chamado
de aplicacdo ancora. Essas estruturas devem satisfazer duas condi¢des de compatibilidade:

e a([s1,s2]) = la(s1, a(s2)|Vs1,s0 € T(E)
o [fs1,8] = fls1,82] —a(s2)(f/)Vf € C*(M),Vs1,s0 € T(E).

Um algebroide de Lie complexo € definido de maneira similar, trocando apenas E por um
fibrado vetorial complexo, e TM por 7M.

Existe uma defini¢do alternativa, e talvez mais intuitiva para algebroide de Lie. Para qualquer
fibrado vetorial E, pode-se considerar a supervariedade I1E, i.e o espaco total do fibrado E com
suas fibras direcionais com varidveis impares de grau 1. Isto traz uma correspondéncia de um
para um entre uma estrutura de algebroide de Lie em E e campos vetoriais impares Q de grau
1 em I1E satisfazendo {Q,Q} = 20? = 0 (22). Essa correspondéncia serd feita logo abaixo.
Sejam (x”,EH) coordenadas locais em TTE, onde x” sdo coordenadas locais em M, e & sdo
coordenadas lineares na fibra. Qualquer campo vetorial impar de grau 1 em I1E tem a forma
de

d d
Q:azéuﬁ +C‘3p§v§p@ (536)

onde az e c‘vlp sdo fungoes localmente definidas em M. Seja ey, base das se¢des de duais de E
para as coordenadas E#. Definindo o mapa a: E —TM por

d
aley) = aﬁw (5.37)
e o colchete por
lev,ep] = c‘vlpeu (5.38)

Pode-se mostrar que essas estruturas definem um algebroide de Lie em E se e somente se
0> =0.

Identificando funcdes em I1E com se¢des do fibrado graduado A®E*, pode-se assim considerar
Q como uma diferencial no espaco das secdes do fibrado. Denotaremos por complexo candnico
do algebroide de Lie a versao complexa do operador acima , e sua cohomologia serd chamada
de cohomologia do algebroide de Lie. Observa-se que no exemplo E = TM, a aplicacdo ancora
€ o mapa identidade, e o colchete de Lie em E € o colchete de Lie padrdao. Nota-se que o opera-
dor complexo candnico de formas diferenciais em M, é diferencial de Rham, e a cohomologia
do algebroide de Lie € simplesmente a cohomologia de Rham em M.
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Para cada variedade complexa generalizada torcida (M, H, J) pode-se associar um alge-
broide de Lie complexo, tomando E pelo auto-fibrado de J com auto-valor -i. O colchete em E
¢ induzido pelo colchete de Courant TM & T*M, e o mapa ncora é a proje¢do de (TM ®T*M)¢
para TMc. Serd desmonstrado que o complexo BRST discutido acima € isomorfo ao algebroide
de Lie complexo associado a variedade complexa generalizada torcida (M,H,J = J;). Para ob-
servar a relagdo entre os dois complexos, € natural definir novas coordenadas fermionicas:

_ 1 ' _ vh —iy® 5.39

l//a_ \/Q(Wi—i_lwﬁ)v Pa = \/Egab( + 1 ) (5.39)
uma vez que pode-se considerar ¥ e p como campos fermidnicos que assumem valores no
pull-back de TM¢ e TME respectivamente. Suas relagdes de comutacio sao

{v', v’} ={p"p"} =0, {y(0),¥’(0")} =§;5(c~ o) (5.40)
A partir de agora € conviniente definir o campo fermidnico
v
Y= 541
M (5:41)
tomando valores em (TM & TM*)c. Em termos de P, as relagdes de anticomutagio ficam
{¥9(0), ¥ (c")} = (¢ H*6(c—0) (5.42)
onde q é produto escalar candnico em (TM & TM™)c.
Nota-se que
. xX+A
1+i)))¥ = 543
( l) { g(% _ QL) ] ( )

Portanto qualquer func¢do que tenha coordenadas bosonicas e escalares fermionicos x,A pode
ser reescrista como fungdes de I1E, onde E € o auto-fibrado de J; com auto-valor -i. Logo os
espacos vetoriais graduados sobre os 2 complexos sao naturalmente isomorfos. Basta provar
agora que a diferencial Qprsr coincide com a diferencial do Algebroide de Lie Q. Uma ma-
neira de checar isso € por um cdlculo direto, mas uma estratégia mais eficiente seria construir
esse isomorfismo. Para fazer isso, primeiro precisa-se analizar o estado fundamental no setor
R-R.

5.4 Estados fundamentais Ramond-Ramond

5.4.1 Cohomologia dos estados e formas diferenciais

Até entdo foi discutido a cohomologia BRST dos operadores em uma teoria torcida. Porém
pode-se também considerar uma cohomologia BRST de estados. Em teoria topologica de cam-
pos, existe um isomorfismo operador-estado, entdo as duas cohomologias sdo identicas (23).
Na STCC (super teoria conforme de campos), a cohomologia de operadores € interpretada
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como um anel quiral, enquanto que a cohomologia dos estados € interpretada como o espago
dos estados de energia 0 no setor Ramond-Ramond. O isomorfimo entre esses dois espagos €
dado pelo fluxo espectral.

Nesta secao ird ser calculado o espaco dos estados fundamentais no setor R-R. Existem muitas
razdes para isso:

Primeiro considere que o modelo sigma N=2 com fluxo H e com a carga U(1)4 é anomalo,
ou seja a condicao da E.q 5.28 ndo estd completa. Algumas teorias ndo podem receber a tor¢ao
topoldgica, mas o anel quiral e o espago fundamental do setor R-R estdo sempre bem defini-
dos, porém em geral eles ndo sdo isomorfos. No caso Kéhler (H=0), o anel quiral é dado por
H*(A®°TX), enquanto que o espaco fundamental R-R é H*(Q}). Apenas no caso Calabi-Yau
os dois espagos sao naturalmente isomorfos.

Segundo, ao usar a aproximag¢ao de particula pontual e ao trocar o modelo sigma 2d pela
mecénica quintica supersimetrica °, entdo o espaco de Hilbert da teoria pode ser visto identi-
ficado naturalmente com as formas diferenciais em X. As super cargas podem ser vistas como
o operador diferencial nas formas, e podem ser facilmente calculadas. Pode-se verificar que
esse operador € exatamente a diferencial associada a estrutura complexa generalizada torcida
J1 em (6). Portanto pode-se inferir sem que se faca um tnico célculo que o anel quiral coincide
com a cohomologia do algebroide de Lie associado a Jj. E esse € exatamente o resultado que
foi afirmado na secdo anterior, exceto pelo fato de que agora ndo foi preciso assumir a tor¢ao
topoldgica.

Computando as cargas de Noether associadas com Q1 e Q_ na aproximacao de particula pon-
tual:

. l
0+ = Wigabq)b - gHachiW-[i)-W—co—

L (5.44)
Q* = Wﬁgab(l)b + gHach"illfé‘l’i
SejaQ =0+ +iQe Q" =04 —iQ_. A dlgebra de supersimétria implica que
0*=0"=0 {Q,0'}=4x# (5.45)
onde .77 é a Hamiltoniana da mecénica quantica supersimétrica:
1 .o 1
A = 589"~ R VWY (5.46)

Pelo argumento padrao de Hodge-de Rham, os estados fundamentais supersimétricos estao em
uma correspondéncia de um para um com elementos da cohomologia de Q.

A carga Q pode ser pensada como um operador nas formas diferenciais via quantizagcdo cand-
nica. O espaco de fase cldssico de um sistema quantum mecanico supersimétrico € TM @

Essa aproximagdo pode ser mostrada exata desde de que tome-se cuidado com os estados fundamentais do
setor R-R.



5.4 ESTADOS FUNDAMENTAIS RAMOND-RAMOND 72

I(TM&T*M), onde II(TM & T*M) é a paridade reversa de TM & T*M. As duas copias fer-
midnicas de TM vém de y, e y_. A forma simplética de TM € a forma usual, enquanto que a
forma simplética nas dire¢des impares (as quais sao simétricas) € dada pela métrica Riemanni-
ana g:

{(vi vitep=—ig”’, {wi,yllpp=0 (5.47)

A quantizagio candnica identifica o espago de Hilbert com L?(S), o espaco das secdes quadrado-
integraveis do fibrado spin S = S(TM & T*M). No caso, TM & T*M tem uma polariza¢do
complexa natural, onde o fibrado de spin S pode ser identificado com A®(7T*M). Em outras
palavras, ao invés de Yy usam-se coordenadas y e p, as quais podem ser quantizadas trocando
y“ pelo produto exterior com dx?, e p, pela contragdo com o campo vetorial % Agora sera
discutido como as super cargas Q e Q* atuam no espaco de Hilbert. Primeiro serd conside-
rado o caso H=0. Pelo procedimento padrdo da quantizacdo canodnica, é razoavelmente facil
de mostrar que Q = —iv/2yV,, onde V é a derivada covariante nas secdes do fibrado de spin
S(TM & T*M) que é induzida pela conexdo de Levi-Civita em TM, e y“ atua como uma mul-
tiplicagdo de Clifford. Pelo isomorfismo S(TM & T*M) = A*(T*M), Q é identificado com d'°.
E uma afirmagio conhecida que espacos de estados fundamentais em uma mecinica quantica
supersimétrica com N=1 sdo isomorfos a cohomologia de de Rham do espaco alvo. Agora
considerando o caso H # 0. Usando (5.39) e (5.44) € possivel mostrar que

V2i

Q — _\/iilllava + _Habc]l/alllbll]c
6 /5 (5.48)
* . l aoc
o = _\/Elgabpbva + TH b PaPbPec;

a menos de um fator —\/Ei, Q € identificado com o operador de de Rham torcido

dy =d—HNA (5.49)

enquanto que Q* € identificado com o adjunto. Portanto os estados fundamentais supersimétri-
cos tém uma correspondéncia de um para um com a cohomologia de dy. Esta afimacdo é bem
conhecida (24).

Ainda falta identificar o operador BRST, Qpggst, nesse contexto. A corrente R é dada por

J:—i%(a)+(1//+,l//+)—|—a)_(1//_,1//_)), (5.50)

onde (1 +il; )y e (1 +il-)y_ tém carga +1, por causa da relagdo de anti-comutacdo. Para o
nosso propdsito, € mais conviniente expressar J em termos dos férmions y,p:

J=—%(Sw(w7w>—a(p,p>—2<fw,p >), (5.51)

fazendo as devidas substituicoes

Y dxN, pg l% =1, (5.52)

10A diferencial de de Rham, a menos de um fator de -iv/2.
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Entdo a corrente R € identificada com o seguinte operador de formas diferenciais

J=—i(0oN—14—1j) (5.53)

onde 14 € a contragdo com o bi-vetor de Poisson «, e 17 € definido em bases coordenada por

1= [(dx"N) o1, (5.54)

Nota-se que S, e I podem ser obtidas de J;!!, e portanto o operador J depende apenas de
Ji.
O operador BRST ¢é dado por

1
OBRST = E(Q-i-[J, Q)). (5.56)

Desde de que Q = dp, agora estd claro que Qprsr depende apenas da 3 forma H e da estrutura
complexa generalizada torcida J;. Nas proximas duas subsecoes, serd feita a relacdo do opera-
dor Qprst com o operador diferencial nas formas definidas em (6) bem como para o algebroide
complexo de Lie candnico E.

5.4.2 Formas diferenciais em uma variedade complexa generalizada torcida

Para executar o préximo procedimento, precisa-se discutir algumas propriedades das varieda-
des complexas generalizadas torcidas. Uma variedade complexa ordindria, o seu espago das
formas diferenciais é graduado por pares de nimeros inteiros, o primeiro inteiro € o grau da
forma, e o segundo € a diferencga entre os indices holomorfos e anti-holomorfos. Pensando em
formas diferenciais como fun¢des na supervariedade I17M, entdo o primeiro inteiro é o auto-
valor do operador diferencial

d
deg =65 (5.57)
enquanto que o segundo inteiro € auto-valor de
d
. . b
—iy = —il, 0 Sga° (5.58)

onde /; € uma estrutura complexa. A existéncia da segunda gradagdo nos garante q decompo-
si¢do do operador de de Rham d na diferencial exterior holomorfa d e no operador diferencial
exterior anti-holomorfo 9. Agora, segundo Gualtieri (6), é possivel definir o andlogo de —it;,d
ed para variedades complexas generalizadas torcidas.

11

I -«
J = [ S0 7 ] (5.55)
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Observa-se que TM & T*M atua em Q°(M) via representagdo espinorial. Considere o sub-
fibrado E em (TM @& T*M)c, definido como um sub-fibrado de uma estrutura complexa ge-
neralizada torcida J com respeito ao auto-valor -i, e o seu complexo conjulgado E. Desde de
que E seja isotropico com respeito a forma bilinear q, pode-se considerar elementos de E como
operadores de aniquilagio, e elementos de E como operadores de cria¢do, que atuam no espago
de Fock fermidnico Q°*(M). Em outras palavras, a estrutura complexa J no fibrado vetorial
TM & T*M permite uma identificagdo entre a dlgebra de Clifford gerada por (TM & T*M)c
com a dlgebra fermidnica de criagdo e destrui¢do gerada por E @ E. Em cada fibra de Q°*(M)
tem-se que o vetor de vacuo é definido por aquele que é aniquilado pelo sub-fibrado E (a menos
de um fator mulpliticativo). Esses vetores de vacuo coincidem com o fibrado de linha complexo
Up sobre M, o qual é sub-fibrado de Q*(M). Denota-se isto de fibrado de linha canénico da va-
riedade complexa generalizada torcida (M,J). Se J vem de uma estrutura complexa em M, entdo
Uy € o fibrado das formas do grau holomorfo mais alto. Mas em geral, Uy nao tem grau definido.

Mais geralmente, é possivel decompor Q°(M) na soma direta

UydU  @®...0U,, (5.59)

onde Uy linha canodnica da variedade complexa generalizada torcida (M,J), e U, = (AkE)UO.
Isto é simplestmente a decomposi¢ao do espago fermidnico de Fock nos subespagcos com nu-
mero de férmions. Portanto foi obtido uma graduagio para o espago das formas Q°*(M) por
numeros nao-negativos k. No caso, quando J vem de uma estrutura complexa I, essa graduagao
reduz-se em i1y + n, onde n € a dimensdo complexa de M.

O andlogo do operador de de Rham d € o operador de de Rham torcido dg = d — H. Analoga-
mente com os operadores de Dolbeault d e d sdo definidos como

§H = T+ ody : F(Uk) — F(Uk_H)
&H = T—1 ody : F(Uk) — F(kal)

Nota-se que todas essas construcdes ainda fazem sentido ainda que J ndo seja integravel com
respeito ao colchete de Courant torcido. Mas, uma vez que J € integravel no sentido acima,
tem-se que dy = dy +§H e vice versa.

A condi¢do de generalizada de Calabi-Yau torcida que foi mencionada acima pode ser formu-
lada em termos do fibrado de linha canénico Uy (6). Logo uma variedade complexa generali-
zada torcida é chamada de uma variedade de Calabi-Yau torcida se existe uma se¢do Q de U
que nunca se anula e € dy fechada. Como dyQ = 0 por defini¢io, entdo a condi¢io se reduz a:

(5.60)

dyQ =0 (5.61)

A parte topoldgica da condi¢do de Calabi-Yau torcida (i,e a trivialidade topoldgica do fibrado
de linha U)y) € equivalente a ¢ (E) = 0. A condigdo 5.61 garante também que a corrente R,
necessdria para que tor¢ao topoldgica, seja ndo-andmala. A segunda parte (a existéncia de uma
secao holomorfa torcida ) é muito importante também do ponto de vista fisico, pois garante
que ndo teremos uma anomalia BRST.

Um questionamento vdlido € se a segunda parte da condi¢do de Calabi-Yau GT(generalizada
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torcida) segue da primeira parte. A resposta para essa pergunta € ndo, € a intuicao para essa
resposta vem das variedades de Calabi-Yau ordindrias. Se ¢ (M) = 0 e M nio é simplesmente
conexa, pode acontecer que o fibrado de linha candnico nao seja o trivial como o fibrado holo-
morfo de linha. Nesse caso ndo existe uma se¢ao holomorfa do fibrado de linha candnico que
nunca se anula.

5.4.3 Cohomologia de estados e estrutura complexas generalizadas torcidas

Serd mostrado que a cohomologia BRST de estado é isomorfa a cohomologia dy nas for-
mas diferenciais em variedades CGT(complexas generalizadas torcidas) (M,J;). Ird ser feito
o mesmo procedimento que foi feito anteriormente, serd obtido uma férmula explicita para a
graduacdo do operador em Q*(M), definida na se¢do anterior, em termos da estrutura CGT J;.
SejaA=X+E€l((TM @ TM*)c), nota-se que A pode ser pensada como um endomorfismo
de A°TM:

Aep=1xp+EAP (5.62)
Por outro lado, J; é um endomorfismo em (TM & TM*)¢) com auto-valores +i e -i. Por defini-
¢do, o operador de graduacdo R(J;) deve satisfazer
R(J1),Al=—iJA VeT(TM®TM")c) (5.63)
Esta condic@o determina R(J;) a menos de uma constante. Usando explicitamente a forma ma-
tricial de J,
TiAep =1y +14e) — XSO N—T(E)A (5.64)

Agora pode-se verificar que

R(J1) =—i(6@AN—1q — 1) (5.65)

Do resultado da dltima secao, pode-se observar a identificacio de Q <+ dy, e a identificagdao do
espaco de Hilbert com o espago das formas diferenciais, o gerador da corrente R € identificado
com J conforme abaixo

J < R(Jy) + const
(5.66)
O operador BRST Qpgsr torna-se
1
OBRST = §(Q+ 17,0]) =
1
5 (dr+ R, dp]) = (5.67)

I
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E isto € o resultado desejado.

Agora seré possivel mostrar que a cohomologia BRST dos operadores ¢ isomorfa a cohomolo-
gia do algebroide de Lie de E. Lembrando do fato de que dy é o médulo diferencial graduado
sobre o algebroide de Lie complexo (A®E) e a seguinte identidade € valida para qualquer se¢io

s de (A®E) e para qualquer forma diferencial:

In(sp) = (drs)p + (—1)"'s(Iup) (5.68)

Esta identidade € provada em (6) para H=0, mas a prova € valida para casos mais gerais, desde
que o espaco das se¢des de (A®E,dy ) seja identificado com o espaco dos operadores, o espago
das formas diferenciais com o espaco de Hilbert da mecénica quéntica supersimétrica, e dp
com a representacdo da carga BRST no espaco de Hilbert, portanto segue que

[Orst,s] =drs (5.69)

isto implica que a cohomologia de dj, é isomorfa a cohomologia BRST dos operadores.

5.5 Correlacoes topolodgicas e estrutura de Frobenius

Para uma teoria de campo N=2 e d=2 pode-se considerar um anel quiral, assim como a coho-
mologia das super cargas Q7 + Qg nos estados do setor Ramond, onde tltimo € o médulo sobre
o primeiro. Os dois espagos ndo sdo isomorfos em geral. Mas se a teoria admite uma tor¢ao
topoldgica do tipo B, entdo os dois espagos sdo sempre isomorfos, em virtude da correspondén-
cia estado-operador em teoria topoldgica de campos. Mais precisamente, o espaco dos estados
em TTC(teoria topoldgica de campos) 2d € uma dlgebra com o produto escalar ndo degenerado
tal que

(a,bc) = (ab,c) (5.70)

essas dlgebras sdao chamadas de Frobenius. Todas as correlacdes topoldgicas podem ser expres-
sas em termos da estrutura de Frobenius no espacgo dos estados. Por exemplo, a correlacdo de
genus 0 € dada por

< ay...an >g—0= (ay,ay...ap) (5.71)

Considere um modelo sigma N=2, tal que a condigdo 5.28 € satisfeita, e a carga R U(1)4 é ndo-
andmala. Considere também, que a teoria admita torgdo topoldgica, e portanto o anel quiral!? é
uma algebra supercomutativa de Frobenius. Para executar os calculos nessa teoria, € necessario
que a medida BRST seja invariante na integral de trajetoria, e isto exige que o espaco alvo seja
uma variedade de Calabi-Yau generalizada torcida, e esta condi¢do é mais forte que 5.28.
Nota-se que o produto escalar de Frobenius (.,.) pode ser recuperado da fungao traco:

Tr(a)=(1,a) (5.72)

12que ¢ isomorfo 4 cohomologia do algebroide de Lie E;
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onde (a,b)=Tr(ab). O nome € trago € usado, por que Tr se anula nos comutadores (no caso gra-
duado, se anula com os comutadores graduados). Seja Q uma forma diferencial dy fechada, em
cujas componentes Uy, para a variedade CYGT( Calabi-Yau generalizada torcida), esta forma
sempre existe.

Considere o automorfismo de fibrados p: TM & T*M — TM & T*M

p:wéE)— n=8), Wel(TM),Vé e T(T™M). (5.73)

Esse automorfismo leva a forma bilinear q em -q, e os colchetes de Courant torcidos por H
para os colchetes de Courant torcidos por -H. Isto vem do seguinte fato, qualquer que seja a
estrutura CGT J, tem-se que o mapa de fibrados I’=p~!'Jp é também uma estrutura CGT, para
o campo H’=-H. Além disso, tem-se que (M,—H,J') é variedade de CYGT se e somente se
(M,H,J) também é. Do ponto de vista fisico, p corresponde a transformagdo de paridade da
folha-mundo.

Observa-se a seguinte decomposi¢cao

ANTMRC=U,oU|®...0Uj, (5.74)

Seja ©' uma forma diferencial 9y fechada, onde suas componentes moram em Uj. Afirmo que
a funcdo tragco na cohomologia do algebroide de Lie € dada por

Tr(o) = /MQ’Aa.Q (5.75)

onde ¢ ¢é a se¢do de A*(EY) dy, fechada.

Para calcular essa férmula, observa-se que o traco de Frobenius é calculado como a integral
de trajetdria na esfera de Riemann com o operador correspondente a . Desde que estejamos
lidando com uma teoria topoldgica, deve-se acoplar o campo de calibre U(1) com a corrente
R. Este campo de calibre deve ser igual a conexdo de spin, ou seja o seu fluxo sobre a esfera
deve ser 2. Vamos deformar a esfera em um ’cilindro longo sem fronteira’, entdo o opera-
dor « fica em algum lugar na por¢do do meio do cilindro. O valor da integral de trajetoria
nao muda com essa mudanga, mas o cdlculo fica consideravelmente mais fécil para mecanica
quantica supersimétrica. A integral de trajetéria em cada hemisfério nos d4 um estado do setor
Ramond-Ramond, o qual pode ser aproximado pela aproximacao ponto-particula pela fungao
dos modos zero fermidnicos. Os modos zero bosdnicos sdo simplesmente as coordenadas de
M, enquanto modos zero sio W', tomando valores em 7M¢. Logo os estados Ramond-Ramond
sdo representados por fungdes em I17Mc, i.e formas diferenciais complexas.

Foi descrito acima como « atua nas formas diferenciais, falta agora identificar o caso par-
ticular dos estados R-R que surgem da integral de trajetéria sobre cada hemisfério, e depois
integra-los sobre os modos zeros. Desde de que ndo inserimos nenhum operador em algum
hemisfério, o estado fundamental R-R em questdo € o fluxo espectral do tnico estado de vacuo
do setor NS, e portanto na aproximacdo ponto-particula é representado pela forma Q definida
acima. No entanto, existe uma sutileza relacionada a escolha da orientacdo. Esta sutileza surge,
pois a identificacdo dos estados R-R com as formas diferencias depende da orientagdo: trocar
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os movimentos fermidnicos a esquerda pelos movimentos fermidnicos a direita € equivalente
a executar a dualidade de Hodge nas formas. Em linguagem fisica, a dualidade de Hodge ¢
simplemente a transformada de Fourier dos modos zero fermidnicos. Ao induzir as orientagdes
de ambos os hemisférios com a orientagdo global da esfera de Riemann, entdo tem-se que as
fungdes de onda de um hemisfério serdo as fungdoes dos modos zero fermionicas ', enquanto
que a funcdo de onda do outro hemisferio serd os modos zero duais (no sentido de Fourier).
Para calcular a integral de trajetéria, primeiro aplique a transformada de Fourier no segundo
estado, e apenas depois multiplique pela func¢ao de onda e integre sobre os modos zero. Alter-
nativamente, pode-se escolher a orientacdo oposta para o segundo hemisfério, dessa forma nao
existe necessidade de usar a transformada de Fourier. Isso também requer que o sinal de H seja
trocado, uma vez que a paridade ndo € invariante. Conclui-se que a funcdo de onda a partir do
segundo hemisfério é dada por €/, e a integral de trajetéria em questdo é dada por

Tr(a) < /MQ'/\aoQ (5.76)

E necessario checar se essa formula € invariante BRST, i.e que se anula se @ = d; 3 para algum
B. Com efeito, tem-se

Tr(dLB) :/ O NIy (BeQ) :/ Q' AR, du(B e Q) (5.77)
M M
Agora utilizando as identidades validas para quaisquer que sejam Y, 1:
/ yAdun = —(—1)7'/ (dyy)An
M M

| R =~ [ ®RUHDAD
M M

onde H’=-H, e I’=p_Jp. Entdo

(5.78)

Tr(di) = ~(=1) [ (dp+RUL).d)2) A B e

_ _(_1)9’/ I ABeQ =0
M

Agora nota-se que esta formula reduz-se as expressdes conhecidas no caso dos modelos A e
B ordindrios com H=0e Iy = /_. Para o modelo B ordindrio, J| = J;,Q' = Q, e a forma Q
€ simplesmente a forma diferencial holomorfa de grau mais alto em M. Logo a nossa férmula
para a func¢do trago reduz-se a férmula padrao para o modelo B (20). Para A-modelo, a situagdo
¢ mais interessante. A estrutura complexa generalizada relevante € J, e tem-se que J; = —J>.
e as formas Q', Q sdo dadas por

(5.79)

Q=6 Q= (5.80)

O algebroide de Lie para o modelo A € isomorfo a 7M¢, portanto a cohomologia do algebroide
de Lie € isomorfo a cohomologia de de Rham complexa. E a férmula usual para o traco de
Frobenius em H*(M) é
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Tr(B):/MB, B eQ*(M),dB =0. (5.81)

Isso nao parece concordar com nossa formula. Mas deve-se ter em mente que a identificacao
entre a cohomologia do algebroide de Lie e a cohomologia de de Rham ndo € trivial, como re-
sultado, embora o fibrado A®E; seja isomorfo a Q°*(M), tem-se que a agdo em Q°(M) sobre si
mesma de A®E; sobre Q°*(M) ndo é dado pelo produto exterior. Para descrever essa acdo, iden-
tifique o espago das secdes de Q°*(M) com a supervariedade graduada TITM. Seja o € Q*(M),
dado por

1
o= k—!Oéal_‘aka’xa1 A AN dx, (5.82)

A acdo que estamos procurando € obtida através da associa¢do de o ao seguinte operador dife-
rencial sobre I1TM:

1
o 0o DD (5.83)

onde

a a | +f.—1\ab J

D'=0+i(w ) FI (5.84)
A descri¢do do modelo A em termos da acdo em Q°(M) nela mesma é dado pelo produto ex-
terno(mais corre¢des quanticas, as quais foram omitidas no artigo base (8)).
A diferenca entre a descri¢do do modelo A de (8) e a descri¢do usual € devido a identificacao
dos campos fermidnicos com os operadores sobre as formas diferenciais. Enquanto identifica-
mos Y com operadores "criacdo" dx“ e p“ com os operadores de "aniquilacao”, a identificagdo
usual € diferente:

Y dy', Yyl dx, gpyler s, guvh e Lo, (5.85)
PX N

Esta escolha esta relacionada com a do artigo (8) por uma transformag¢do de Bogolyubov. Na
descricdo usual do estado de vdcuo com a menor carga R de J; — Jg € dado pela O-forma cons-
tante em M. E ficil de ver que a transformacdo Bogolyubov mapeia isto para a forma ndo
homogénea ¢/®. A mesma transformagio também mapeia o grau de uma forma diferencial
para a graduagdo ndo usual em Q°*(M) definida em (6). Assim, a nossa férmula concorda com
a padrdo, apds uma transformacio Bogolyubov (e se as corregdes quanticas forem negligenci-
adas).

5.6 Cohomologia do anel quantico generalizado torcido

Até agora s6 foi discutida a estrutura do anel cldssico sobre o espaco de observdveis topoldgi-
cos. Em geral, a estrutura do anel real € deformado pelos efeitos quanticos. Um exemplo bem
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conhecido é o modelo A padrdo, cujo anel de observaveis sdo invariantes BRST (o anel coho-
mologia quéntica) é uma deformacé@o do anel cohomologia de Rham H*®(M,C) induzida pelos
instantons da folha-mundo. Nesta secdo, serd realizada uma andlise para um modelo sigma
topoldgico torcido com H-fluxo, e serdo identificados os instantons da folha-mundo que podem
contribuir para a deformacgdo da estrutura do anel. Esta secdo € essencialmente uma extensao
das analises feitas na se¢ao 8.2 da (19) no caso de H # 0.
Como ¢é bem conhecido, a integral de trajetéria da (cohomolégica) TCT pode ser localizada
em torno das configura¢des de campo invariantes Qggst (20). Para o nosso modelo B genera-
lizado, as variacdes BRST de alguns dos campos jd sao dados na Eq 5.39. Serdo necesdrias as
seguintes transformagdes BRST para (1 — il )y :

{OBsrsr %(1 — il )yi = %(1 —il1)0+ ¢+ ...
(5.86)

1 1
{QBRSTaE(l —il )y} = —5(1 —il_)o_¢+...

onde os pontos envolvem termos bilineares fermidnicos. As configuracdes invariantes BRST
sdo dadas definindo os campos fermidnicos W+ como nulos e exigindo que

1 1
5(1—i1+)8+¢ =0, E(l—il_)8_¢:O (5.87)
Em termos da estrutura complexa generalizada, a equagdo acima é equivalente a
L di¢ }
Z(1—1iJ =0 5.88
2( Y [ g(do9) (>.88)

Esta é a mesma equacgdo do instanton tal como a obtida no Exemplo de (19) no caso de H = 0,
e os resultados de (19) para caso de (8). Para conveniéncia do leitor, foram resumidas abaixo.
Para encontrar instantons euclideanos, foi feita a rotacido de Wick dy +— id> de acordo com (19).
A E.q 5.88 entdo conduz as seguintes equacdes

@019 =0, ¢ =—0810¢
D¢ =0, h¢ =03101¢

Nao ¢ dificil de ver que as solugdes das Eq 5.89 sdo mapas holomorfos generalizados torcidos
com respeito a J,. O significado preciso dessa afirmacao € a seguinte. A diferencial d¢ é com-
posta pelo mergulho natural j: TM +— TM & T*M definindo o mapa

jod¢p : TE—TMOT*M
Eq. 5.89, em seguida, diz que jod¢ entrelaca a estrutura J; estrutura complexa na folha-mundo
Iy. Isto €,

(5.89)

Jr(jodd) = joddls (5.90)

Solugdes desta equacdo generalizam ambos os mapas holomorfos do modelo A e os mapas
constantes do modelo B.

Em termos gerais, a estrutura do anel dos observéaveis topoldgicos pode admitir corre¢des quan-
ticas ndo-triviais provenientes desses instantons da folha-mundo. N@o vamos tentar descrever



5.6 COHOMOLOGIA DO ANEL QUANTICO GENERALIZADO TORCIDO 81

estas correcdes mais precisamente aqui. Mas note que para uma estrutura CGT genérica J; a
equagao do instanton holomorfo generalizado torcido € muito mais restritiva do que a equagao
do instanton holomorfo usual. Com efeito, ele requer que a imagem de TX sobre d¢ fique
dentro do Nucleo do mapa @. Para uma J, qualquer e num ponto genérico de M a 2-forma @
€ ndo degenerada, e por isso esta condi¢do ndo permite instantons ndo constantes. Em outras
palavras, todos os instantons nao triviais devem estar contidos na subvariedade onde @ € dege-
nerada. Os casos extremos sao o modelo B-usual, onde @ é uma forma simpléctica e ndo ha
instantons nao triviais, € o modelo A, onde @ € identicamente nula.



CAPITULO 6

Conclusao

Nesta dissertacdo foi estudada o setor topoldgico (2, 2) dos modelos sigma com fluxo H.
Verificou-se que os resultados sdo muito convenientemente formulados em termos de estru-
turas complexas generalizadas torcidas. Por exemplo, a geometria do espago espago alvo de
um modelo sigma (2,2) é a Kihler generalizada, e o anel quiral € isomorfo (no nivel cldssico)
as cohomologias de um certo algebroide de Lie que estd associado a uma estrutura complexa
generalizada torcida. No nivel quantico, os dois anéis sdo isomorfos como espacos vetoriais,
mas as estruturas de anel podem ser diferentes devido a instantons da folha-mundo.

Espera-se que esta dissertacdo de mestrado tenha cumprido com o seu papel de explorar

um assunto ndo trivial e a0 mesmo tempo interessante, que certamente contribuiu muito para o
aprendizado do autor sobre o assunto, e que possa futuramente servir para outros alunos.
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