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Resumo

Nesta Dissertacdo estudamos a dindmica energética das buscas aleatdrias aplicadas ao
problema de foraging, em que animais buscam por comida ou parceiros em ambientes
escassos. Discutiremos, inicialmente, um modelo estatistico de caminhadas aleatoérias
utilizando as distribui¢des de Lévy para os tamanhos dos passos de busca, as quais tém
sido reportadas na literatura como estratégias de eficiéncia 6tima para o problema. Em
seguida vamos incluir no modelo ganhos e perdas de energia na caminhada aleatéria de
busca, e abordaremos a dindmica energética do processo de busca unidimensional com
extremos absorventes. Vamos discutir a transigdo de fase que o buscador experimenta
de um estado ativo (“vivo”), tipico de ambientes com abundéncia de recursos, para um
estado estético absorvente (“morto”), onde a busca é encerrada pela falta de energia
oriunda do encontro de recursos. Obteremos os expoentes criticos relativos a essa
transicdo através de abordagens tedricas, tais como o método de primeira passagem
para o estado de energia nula, e numéricas, baseadas na hipétese de escala. Mostraremos
aindependéncia destes expoentes com a forma funcional da funcdo gasto de energia. Por
fim, faremos uma breve revisdo da literatura sobre a equagdo de Fokker-Planck canénica
e também sobre as suas versdes utilizando derivadas fraciondrias, numa prepararacdo
para uma futura abordagem, durante o programa de Doutorado, do problema da busca
aleatéria envolvendo difusdes anémalas (por exemplo, superdifusdo) via equagdes
diferenciais.

Palavras-chaves: Caminhadas Aleatérias. Distribuicdo de Lévy. Foraging. Transi¢oes de
tase. Equagao de Fokker-Planck



Abstract

In this work we study the energy dynamics of random searches applied to the foraging
problem, in which animals search for food or mates in scarce environments. Firstly, we
discuss a statistical model of random search walks using the Lévy distribution of step
lengths, which has been reported in the literature as an optimal solution to the problem.
In the sequence we include in the model energy gains and losses during the search walk,
and discuss the energy dynamics of the search process in a one dimensional space with
absorbing boundaries. We discuss the phase transition that the searcher experiences
from an active (“alive”) state, typical of environments abundant in resources, to a
static absorbed (“dead”) one, in which the search is terminated due to the lack of
energy obtained from the encounters. We obtain the critical exponents for this transition
through both theoretical (such as the first-passage method to the state of zero energy)
and numerical approaches, based on the scale hypothesis. We show the independence
of the exponents with the functional form of the energy cost. Finally, we provide a
brief review of the literature on the canonical Fokker-Planck equation and also on
its version using fractional derivatives, in a preparation for a future approach of the
random search problem involving anomalous diffusion (e.g., superdiffusion) through
differential equations during the Ph.D. program.

Keywords: Random Walks. Lévy Distribution. Foraging. Phase Transition. Fokker-
Planck Equation
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1 Introducao

Seja um conjunto de objetos distribuidos aleatoriamente cuja localiza¢do ndo nos é
conhecida. Qual é a forma mais eficiente de buscé-los? Pode-se dizer que esta é uma
formulagdo matemética para um problema originalmente biolégico, também conhecido
como o problema de foraging [1]: porque os individuos se movimentam de uma dada
maneira ao realizar uma busca por elementos cuja localizagdo é desconhecida, parti-
cularmente no caso em que tais elementos encontram-se escassamente distribuidos?
Que vantagem eles ganham a partir deste tipo de comportamento? Estas perguntas
sdo o foco de estudo da movement ecology. Apesar da motivacdo de origem bioldgica ou
ecolégica, o estudo dessa drea também leva naturalmente a topicos e conceitos perten-
centes ao dominio da Fisica Estatistica, tais como os processos estocdsticos e a teoria de
caminhadas aleatérias, dentre outros. Estas conexdes devem-se em parte ao fato de que
a andlise das trajetorias de varios grupos de animais em processos de busca por recursos
em ambientes escassos revela um comportamento claramente ndo-gaussiano [2, 3, 4} [5].
Esta caracteristica por sua vez remete ao Teorema do Limite Central Generalizado e a
processos de difusdo andmala, como descritos a seguir.

Historicamente, a abordagem ao problema de foraging parte na segunda metade da
década de 1960 da chamada optimal foraging theory [1]. Esta teoria tenta levar em conta
varios ingredientes, tais como diversas classes de predadores, habilidades de predacao,
tempo para matar e ingerir a presa, etc., na elaboracdo de uma estratégia que maximize
o ganho energético. O grande namero de paradmetros deste formalismo dificultava a
elaboracdo de previsdes ou a realizacdo de testes de campo [1].

A partir dos anos 1990, a colaboragéo interdisciplinar entre fisicos e biélogos levou
a introducdo de novas abordagens, principalmente com o uso de técnicas de Fisica
Estatistica que possibilitaram um grande avanco na drea. Nesse contexto, varios modelos
tedricos foram propostos [1} 6]. Dentre eles, citamos as caminhadas aleatérias com
correlacao (correlated random walks) [7], os modelos de buscas intermitentes (intermittent
searches) [8] e os voos ou caminhadas de Lévy (Lévy flights or walks) [9,10]. Todos eles
sdo baseados na premissa de que os animais, por ndo terem um conhecimento total do
ambiente ao seu redor, se movimentam como caminhantes aleatorios.

Mais especificamente, nas correlated random walks é introduzida uma correlagdo entre

a direcdo dos passos [7] numa tentativa de reproduzir o comportamento animal de



16

manter-se em uma dada direcdo, ou seja, de seguir em frente. Essa correlacdo é dita de
curto alcance pois, para tempos muito grandes, maiores que o tempo caracteristico do
sistema, 0s passos se tornam descorrelacionados e a estatistica da caminhada obedece o
Teorema do Limite Central (ver a seguir), sendo regido por uma distribuigdo Gaussiana
de densidades de probabilidades de distancias ao ponto de partida.

Por outro lado, as buscas ou caminhadas intermitentes sao caracterizadas pela
existéncia de duas fases [8]: uma fase onde ocorre a realocagdo do caminhante via saltos
maiores, tipicamente sem a ocorréncia de busca, e outra na qual é de fato realizada a
busca, geralmente caracterizada por passos de tamanhos menores. O tempo de per-
manéncia em cada fase é uma varidvel importante para a otimizagdo da busca. Como
exemplo, temos as caminhadas brownianas compostas (composite Brownian walks) [11].

Os voos ou caminhadas de Lévy utilizam por sua vez a distribuicdo de Lévy, ou
mais precisamente a sua forma assintética do tipo lei de poténcia, para reger o sor-
teio dos tamanhos dos passos [9, [10]. Por ser uma lei de poténcia, P(I) o< [7#, essa
distribui¢do pode possuir momentos divergentes, o que implica em superdifusao. Este
comportamento pode ser controlado através do expoente y da lei de poténcia da fungdo
densidade de probabilidade dos tamanhos de passos. De fato, como veremos a seguir,
para valores pequenos, 1 — 1, o movimento do buscador é balistico, enquanto que para
i > 3 temos um comportamento difusivo. Deste modo, o expoente i permite o controle
da convergéncia, ou ndo, para o Teorema do Limite Central.

Neste trabalho vamos focar no estudo das Lévy walks [9] como estratégias de busca de-
vido ao grande niimero de espécies que parecem utilizar esse padrdo de movimentacado
como um modo eficiente de encontro de recursos em ambientes escassos [10]. Do ponto
de vista analitico, a forma funcional simples da distribuigdo do tipo lei de poténcia
também nos permitird explorar vérias caracteristicas do problema, incluindo a difu-
sividade do caminhante aleatério. Além disso, o fato do Teorema do Limite Central
Generalizado garantir que distribui¢des convergem para a distribuicdo de Lévy da a
sua utilizagdo um cardter mais geral [1]. Assim, vamos analisar na presente Dissertagao
como se da a dindmica energética de um caminhante utilizando a distribuigao de Lévy
para os tamanhos dos passos da busca, mostrando que existe a transi¢do de uma fase
“vivo” para uma fase “morto” e calculando os expoentes criticos para uma fungdo de
gasto energético genérica, de ambas as formas analitica e numérica, generalizando desse
modo os trabalhos anteriores do nosso grupo de pesquisa [12]].

E importante ressaltar que o modelo de foraging e as buscas aleatérias ndo tém
interesse apenas para a movimentagdo animal em busca por recursos. Ele pode ser
aplicado também em esforgos de guerra [13], processos de aprendizado e memoria [14],
processos envolvendo DNA [15], movimento ocular [16], etc. A discussdo realizada aqui
serd pautada pela motivagdo bioldgica, mas tentaremos nos manter gerais o suficiente

para podermos aplica-la também em outras situagdes, a partir do uso de conceitos e
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ideias originalmente desenvolvidos no contexto da Fisica Estatistica.

Nas proximas se¢des vamos discutir alguns tépicos que servirdo de base para a nossa
discussdo, alguns deles ja citados nessa breve Introducao. Inicialmente, descreveremos
suscitamente o processo de transi¢des de fase e a hip6tese de escala que usaremos para
o célculo dos expoentes criticos associados a transicdo mencionada. Em seguida, vamos
discutir o Teorema do Limite Central e a sua versdo generalizada, os quais vao ser uteis
ndo s6 para a operacionalizagdo do problema mas também para introduzir as préprias
distribui¢des de Lévy, base do nosso estudo. Por fim, vamos resolver o problema de
Polya, ou problema de primeira passagem ( first passage problem), que nos sera ttil no
calculo da taxa de sobrevivéncia do buscador (forager) e de um dos expoentes criticos

da transigao.

1.1 Transicoes de Fase e Hipétese de Escala

O estudo das transigdes de fase revolucionou a Fisica Estatistica ao permitir a andlise
de sistemas ditos interagentes em processos caracterizados por mudangas importantes
nas propriedades do sistema ao passar por um ponto critico. Estas interagdes entre
os componentes microscépicos do sistema geram uma série de fendmenos muito inte-
ressantes como o (anti)ferromagnetismo, a condensagdo de gases, o derretimento de
liquidos, a superfluidez do hélio, a transi¢do normal-supercondutora, etc [17].

As transigdes de fase podem ser entendidas como transformacdes de um sistema
macroscopico de um estado para outro quando um de seus pardmetros de controle (por
exemplo, a temperatura) atinge um determinado valor critico. A transi¢do é geralmente
tipificada por uma quantidade denominada paradmetro de ordem. Este nome se deve
ao fato de que na transicdo tipicamente ocorre uma quebra de simetria [18], com o
sistema passando de uma fase simétrica (dita “ordenada”) para uma fase assimétrica
(ou “desordenada”).

Uma caracteristica importante desse tipo de fendmeno ¢é a divergéncia de determi-
nadas quantidades no ponto critico, tais como a susceptibilidade magnética e o calor
especifico na transigdo ferromagnética. Essa divergéncia normalmente é do tipo lei de
poténcia em funcdo da “distdncia”ao ponto critico, sendo o expoente da lei de poténcia
denominado expoente critico. O cdlculo dos expoentes criticos e de relagdes entre eles
tem sido um dos focos da area desde os seus primérdios [17]. De fato, tanta atengdo
se deve ao fato de que um grande ntimero de sistemas distintos compartilha 0 mesmo
conjunto de expontes criticos, definindo as chamadas classes de universalidade. Por
exemplo, o modelo de Ising e as solugdes liquido-gas possuem os mesmos expoentes,
pertencendo, portanto, a mesma classe de universalidade [18].

Um dos fundamentos do estudo dos expoentes criticos se concentra na chamada

hipétese de escala [18]. Ela se baseia no fato que o comprimento de correlagdo, uma
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medida da distancia tipica de interagdo entre os componentes microscépicos do sistema,
diverge na transicdo. Isso significa que na criticalidade existem estruturas de todos os
tamanhos ou escalas possiveis no sistema. No caso da transi¢do ferromagnética, por
exemplo, tém-se dominios magnéticos com tamanhos que variam do espagaamento
da rede ao préprio comprimento macroscépico do sistema. Ao mesmo tempo que este
resultado dificulta o cdlculo detalhado de grandezas termodinamicas, j4 que todas as
escalas de comprimento devem ser levadas em consideracdo, ele também nos diz que
bem préximo do ponto critico o sistema é invariante por uma mudanca de escala. Este
fato nos leva as chamadas rela¢des de escala para os potenciais termodinamicos. Por

exemplo, para a energia livre de Gibbs,

G(e,H) = tG(fe, H). (1.1)

Antes de demonstrar como utilizar a hipétese de escala para o célculo de expoentes
criticos, vamos relembrar algumas propriedades de fun¢des homogéneas que nos serdo
utéis a seguir [19]. Inicialmente, uma funcdo f(r) é dita homogénea se para todo valor
de t temos que

f(tr) =g () f(r). (12)
Esta defini¢do implica que basta saber o valor de f(7) em apenas um ponto, digamos

r = rp, e a forma funcional de g(t) para saber o valor da fungdo em qualquer outro

ponto. Seja, por exemplo, um ponto r1. Podemos sempre dizer que 1 = t;79 e, entdo,

f(r1) = f(tiro) = g(t1) f(r0)- (1.3)

Mas isso pode ser feito para qualquer ponto r1, e assim reconstruimos toda a funcéo.
Vamos agora analisar a fun¢do g(t). Note primeiramente que

(1.4)
=g(te)f(r) g(tc) = g(t)g(c)
Admitindo que g é uma fungdo diferencidvel,
S-glte) =15/ (16) = [ ()3(c)] = ()50 15)
Usando ¢ = 1 e definindo ¢'(1) = p,
gt) _d _r _
RO Ing(t) = . > Ing(t) = plnt +d. (1.6)

Assim, escrevemos
gty =2t = g (t)=elpt'!, (1.7)
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ou ainda,

My =elp=p .. d=0 = g(t)="t" (1.8)

Uma forma mais geral desse tipo de fungdo é a seguinte:

F(tx, by, = tf(x,y,...), (1.9)

a qual é denominada fun¢do homogénea generalizada. A forma funcional destas

fungdes sofre algumas restri¢des, que mostraremos a seguir analisando o caso de duas

variaveis,
f(tx, ty) =tV f(x,y). (1.10)
De fato, escolhendo t = 1/y obtemos
fx/y )=y Pf(xy) . fxy) =y f(x/y,1) =y"F(x/y). (1.11)
Por outro lado, escolhendo t = 1/x,
fLy/x)=x"Pf(xy) .. f(xy) =x"f(1y/x) =xP](y/x). (1.12)

Observamos portanto que a propria forma funcional das fun¢des homogéneas leva
ao comportamento de lei de poténcia. Se a funcdo for um potencial termodindmico,
como na Eq. (L.I), podemos obter uma série de relagdes entre os expoentes criticos
através de simples derivac¢des. Vejamos a seguir um exemplo de como proceder para
obter os expoentes [19].

Podemos reescrever a Eq. de uma forma ligeiramente diferente:

tG(e,H) = G(£¢,t"'H), (1.13)

onde € = T — T, representa a distancia ao ponto critico que ocorre a temperatura Te.

Derivando a equagdo acima com respeito a H, temos

a _ a S r __ 47 a S r
taHG(e,H) = aHG(t‘ et'H) =t a(t’H)G(t €,t'H), (1.14)
ou
tM(e, H) =t M(t°¢,t ' H). (1.15)

Numa transi¢do ferromagnética, M e H representam, respectivamente, a magnetizagdo

do sistama e o campo magnético aplicado. Tomando agora o caso H =0,

M(e,0) = "I M(t%¢,0). (1.16)

Como dito anteriormente, as equagdes acima sdo validas para todo t. Para t =
(—1/€)'/#, obtemos

M(e,0) = —e"/sM(—-1,0). (1.17)
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Mas sabemos ainda que no limite € — 0 devemos ter M(e,0) ~ (—e)? [19]. Logo, o
expoente critico da magnetizagdo (parametro de ordem da transigdo ferromagnética) é
dado por

g=1-", (1.18)

s
Por outro lado, se fizermos agora € = 0 na Eq. (1.15)), encontramos

tM(0,H) =t~ 'M(0,t" H). (1.19)
Com t = H /7, ficamos com
M(0,H) = t")/"M(0,¢" H). (1.20)

Lembrando agora que, para H — 0, M(0,H) ~ H'/?, entdo o expoente critico associ-

ado ao campo magnético no ponto critico vale

5= 1.21
- (1.21)

Derivando a Eq. (1.13) duas vezes com relagdo a H, obtemos
txr(e, H) = " xr(e, ' H). (1.22)

De forma similar, podemos obter o expoente " associado ao comportamento critico

da susceptibilidade magnética xr, onde x1(€,0) ~ (—€)~7, isto é,

, 2r—1
s
Podemos eliminar r e s das equagdes acima e obter a famosa igualdade de Wi-
dom [19]:

. (1.23)

v =B(6—1). (1.24)

Sdo diversas as relagdes que podem ser obtidas da forma similar a empregada
acima [19]]. No nosso caso especifico, vamos associar ao problema de foraging duas fases
distintas (buscador vivo e buscador morto), utilizando a hipé6tese de escala, o calculo da
taxa de sobrevivéncia e as simula¢des numéricas para a determinacdo dos expoentes

criticos da transicdo entre estes dois estados.

1.2 Teorema do Limite Central

Vamos discutir nesta se¢do um dos teoremas de maior importancia da Fisica Es-
tatistica. O Teorema do Limite Central garante que a soma de um grande ntimero

de varidveis aleatérias com média e varidncia finitas é distribuida por uma fungdo
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gaussiana. Este fato justifica porque esse tipo de distribuigdo é verificada em intimeros
fendmenos e é tdo amplamente estudada. O Teorema do Limite Central nos sera til
quando formos estudar a dindmica energética de caminhadas aleatdrias e tentarmos
determinar como se distribui a energia do caminhante ao longo da busca. Vamos a
seguir deduzir este resultado conforme feito em [20].

Seja x a soma de um conjunto de varidveis aleatorias s;, regidas por uma distribuicao
de probabilidade w(s). Estamos interessados em saber qual a distribuigdo de proba-
bilidade, P(x), que rege a varidvel x. Se cada uma das varidveis é estatisticamente
independente das demais, a probabilidade de ocorréncia de uma sequéncia de valores
de N destas varidveis, com cada uma pertencente ao intervalo [s;,s; + ds;], é dada pelo

produto da probabilidade de ocorréncia de cada termo da sequéncia, isto é

w(s1)dsrw(sy)dsy ... w(sn)dsN. (1.25)

Para obter a probabilidade de que x esteja no intervalo [x, x + dx], temos de somar

sobre todos as sequéncias consistentes com esta condigdo, de modo que

// /w s1)w(s2)...w(sn)dsidsy...dsn. (1.26)

€[x,x+dx]

Surge entdo o problema de como realizar as integrais acima levando em conta os
limites de integragdo e a restrigdo sobre a soma x. Vamos primeiramente remover essa

dependéncia dos limites e coloca-la no integrando utilizando uma func¢ao delta de Dirac:

x)dx = /oo /Oo /oo w(s1)w(sz)...w(sN) [(5 (isi - x> dx] dsydsy...dsy.
—0 /-0 oo =1

1=

(1.27)

Precisamos incluir o termo dx acima para manter correta a dimensionalidade da
equacéo, visto que a delta de Dirac tem dimenséao de dx~!. Usando a representacéo

integral da fungdo delta,

o(x —a) = % /ieik("_”)dk, (1.28)

obtemos

// /w Sl 52 ( ) 1 / eik(21 18i— )dkdsldsz dSN
271
= E/ dke_ikx/ w(sl)eiksldsl/ w(Sz)eikszdSZ.../ w(SN)eiksNdSN

(] . (e¢] A N co . ~
= %/wdke_lkx (/Oow(s)elksds> = %/mdke_‘kaN(k).

k)

(1.29)
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A equacgdo acima nos permite, portanto, encontrar P(x) a partir de transformadas
de Fourier de w(s).
Vamos agora analisar o comportamento de P(x) no limite N > 1,

O(k) = /Zg(s>efk5ds_ | é ()" —E(i:?nfzw(s)snds (1.30)
Z

Inicialmente, estudemos o comportamento da integral que define Q(k). Tomando
a| |

=1+ik(s) — §k2<52> +

um intervalo [a,b] no qual w varia lentamente, ou seja —a) < w, mas que contém

vérias oscilagdes, de modo que (b — a)k > 1, entdo

b . zks zks dw

iks _ . __-

/u w(s)e™ds| = w(s) +/ = ( T )ds
eiks b beiks dw eiks b zks dw

< |w(s) - (=52 ) ds| < |w(s)— :

SwEE| T / i ( ds)ds S [@E)5 | +/u | 4 43D
eiks b w(a) b zks ez’ks b w(a)

<] +‘(b—a) | Gl = ) 5 a +' K

Assim, se fizermos k > 1 podemos estender o intervalo [4,b] para o intervalo

~ . A k>1
(—00,00) e, da equagdo acima, Q(k) — 0. Por isso, vamos usar tomar o limite de

k <1, de modo que, admitindo que w(s) possui primeiros momentos finitos,

InQN (k) = NInQ(k) = NIn [1 + ik (s) — %k2(52> + }

) ) . (1.32)
~N {ik(s) — JRP) — (k) )2} N [ik<s> _ Ek2<(As)2>] |

Aqui, usamos que

In(1+y)=y— %yz +...0 oy<k1 ((As)?) = (s?) — (s)?, (1.33)
e assim
ON (k) = Nk —3K((as)3)] (1.34)
de modo que
/ dke= ™ ON (k) 271/ Jkek(—x+N(5)) = INKZ((As)2)

N = S - 0

~ 27\ N((8s)2) 2702
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onde o primeiro e o segundo momentos de P(x) sdo dados em funcdo do primeiro e do

segundo momentos de w(s) através de

m=N/{s) o2 = N{(As)?), (1.36)

/oo due~ " Hbu — \/%elﬁ/‘m. (1.37)

Temos entdo que a varidvel x é regida por uma distribui¢do de probabilidade gaus-

com o uso do resultado

siana, P(x), como visto acima. Este resultado é bastante geral, pois ndo foram feitas
restrigdes para a forma funcional de w(s), exceto pelo fato desta possuir primeiros mo-
mentos finitos. Os resultados desta secdo podem ser condensados no chamado Teorema
do Limite Central, cuja prova formal ndo sera dada aqui. De fato, a dedu¢do mostrada

acima nos serd suficiente.

Teorema 1 (Teorema do Limite Central). Seja S um conjunto de N varidveis distribuidas
aleatoriamente sequndo uma funcdo densidade de probabilidades w(s), com média (s) e varidncia
((As)?) finitas. Para N > 1 a distribuicdo de probabilidade para a soma dos elementos desse
conjunto, x = YN | s;, converge para uma distribuicio gaussiana,

1 —(p—x)?
\/We 202, (1.38)

com média m = N(s) e varidncia o?>= N{(As)?)

P(x) =

1.3 Teorema do Limite Central Generalizado

Na secdo anterior, discutimos o Teorema do Limite Central. Ele estabelece que a
soma de varidveis aleatérias com a mesma distribui¢do de probabilidade, com média e
varidncia finitas, converge para uma gaussiana. Contudo, existe uma versdo mais geral
desse teorema onde nado requeremos a finitude dos primeiros momentos da distribuicao.
E 0 chamado Teorema do Limite Central Generalizado [21]]. Vamos discuti-lo de forma
breve nesta secao.

Nos trabalhos de Paul Lévy [22], foi mostrado que a distribui¢do de probabilidade
que rege a soma de varidveis aleatérias é, de forma geral, estavel (stable distribution) [21].
De fato, uma distribuigdo é dita estavel se, para uma sequéncia de varidveis aleatérias
regidas por ela, a distribui¢do de um dos elementos é, a menos de um fator de escala, a

mesma distribui¢do da soma dos elementos. Matematicamente, escrevemos que

x1+x2+x3—|—...+xnicnx—|—dn. (1.39)
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. . d . .. ~ ~ . ~
Acima, o simbolo = significa que as duas expressdes sdo regidas pela mesma fungao

de probabilidade. Gaussianas obedecem esta propriedade, como pode ser visto da

Eq. (1.29):

1 7(m75)2 o] 1 7(m7x)2 iks
w(s) = 271(726 202 = Q(k) = / 2m726 202 e'™ds, (1.40)
de modo que
1o o ()@ (ikt ) 1 m | T (k24
Q(k) = e 202 / e \202 202) s = e 202 e o2/ g2
27102 —c0 27102 1/20?
m? ) o ikm _o2k2 | ikm
= e_?ea2 (lk+ﬁ> 2 e e_%_'_kT QN(k) = e( 2k + kz )N
(1.41)
Assim,
oS ‘ 22 ikm 00 ) . .
P(x) = %/ dke_lkxe(_Tk+kT>N = %/ dke_k2<NT>+k(zm%_1x)
- _® (1.42)

_ i T e(iNm—ix)2/2N02 _ 1 e—(Nm—x)z/ZNcT2
27t\ No?/2 V 27tNo? '

A mudanca de escala é realizada fazendo 0> — No?. Contudo, esse ndo é o tinico
tipo de funcdo que obedece essa propriedade. De forma geral, uma distribuicdo estavel
pode ser descrita pela sua fung¢do caracteristica ¢(k), onde

exp(—|k|*[1 —iptan(5)sgn(k)]) «7#1;
Pk = () = [~ ™ P(x)dx =
exp(—[k|[1 +iBZsgn(k)log([K[)]) a=1.
(1.43)
Acima, 0 <a <2e —1 < B <1esgn(k) é a fun¢do sinal. O parametro B controla a
simetria de ¢(k): para = 0 temos uma fungdo simétrica em k com respeito ao ponto

k=0eentio

(k) = e k", (1.44)

Um exemplo da fungdo caracteristica acima é o limite & = 1, que corresponde ao
caso particular da distribuicdo de Cauchy,

1 1
P =
(%) Tl + x?

O caso geral, expresso na Eq. (1.44), define a chamada distribui¢do de Lévy, que

(1.45)

discutiremos em detalhes no préximo capitulo. Uma caracteristica das distribuicdes
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estdveis importante para o presente trabalho é o seu comportamento assintético do tipo
lei de poténcia:

I'(a)sin(%F)

P(+x) ~a (1+p)x~ ) x5 o, (1.46)

Temos entdo o seguinte resultado: ao se retirar a exigéncia de convergéncia dos
primeiros momentos presente no Teorema do Limite Central, a soma de varidveis
aleatdrias deixa de ter sua probabilidade de ocorréncia regida por uma fungdo gaussiana
e passa a ser descrita mais geralmente pela distribuicdo de Lévy. Apenas esse fato ja
seria suficiente para motivar o interesse nesse tipo de funcdo. Além disso, no entanto, o
seu comportamento assintético do tipo lei de poténcia, comumente também chamado
de longa cauda, permite observar facilmente a divergéncia de alguns momentos da
distribui¢do. Essa caracteristica vai nos motivar a utilizd-la no modelo para buscas
aleatdrias devido ao fato de podermos prontamente (isto é, mediante a variagdo de um
tnico parametro « ou y = « + 1) passar do regime difusivo para o superdifusivo, como

veremos adiante.

1.4 O Problema de Primeira Passagem

Nesta se¢do vamos discutir o problema de Polya, ou problema de primeira passagem
( first passage problem) [23]. Ele nos sera util para analisar a dependéncia da taxa de
sobrevivéncia dos caminhantes com o ntiimero de passos realizados durante a busca
por recursos, dependéncia esta que também auxiliard no cdlculo de um dos expoentes
criticos da transigdo de fase associada é busca aleatdria por recursos.

No problema de Polya, queremos saber sob que condi¢ées um caminhante aleatério
retorna ao ponto inicial de sua caminhada. Para resolvé-lo, vamos adimitir um ca-
minhante aleatério ou random walker (RW) se deslocando num espaco homogéneo e
invariante por translagdo. Adiante, ficara claro o porqué desta imposicao.

Temos aqui duas quantidades importantes:

P,(j) : probabilidade de que o RW esteja na posi¢do j no passo n;

fn(j) : probabilidade de que o RW esteja na posicdo j, pela primeira vez, no passo n.

As duas probabilidades acima podem ser relacionadas pela equagao

Pa(j) = kffkq)z)n_k(m ( £0). (147)
=1

Esta equacdo pode ser entendida da seguinte forma: a probabilidade de que o RW
esteja na posicdo j no n-ésimo passo é igual a probabilidade de que ele chegue em j
no passo k e retorne para j ap6s um numero n — k de passos. Utilizamos P, _(0) para
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representar o retorno do RW a posicdo j. Isto se deve pela propriedade de invariancia
translacional e “temporal”das caminhadas. De fato, a probabilidade de ocorréncia de
uma sequéncia de passos que saia de j e retorne a j é a mesma de uma que saia da
origem e retorne a origem, se os niimeros de passos forem os mesmos.

Notamos ainda que o termo n = k na equagdo acima representa uma caminhada onde
0 RW s6 passa por j uma vez, no momento em que a caminhada acaba. Similarmente,

paraocasoj =0,

Pa(0) = dug+ Y fil0)P,_4(0). (1.48)
k=1

O delta de Kronecker acima garante que a probabilidade de que o caminhante esteja
na origem no “passo 0 “é igual a 1.
Definindo a seguir as fung¢des geratrizes [23],

o]

2) = io Pa(i)2", 2 = Y fuli)", (1.49)

n=0

vamos multiplicar a Eq. (1.47) por z" e somar sobre n para obter

Z 2P () = Y Z 2" £ (j) Pu_k (0). (1.50)

n=0k=
A partir dai, temos que

= Y Y AGIPk(0) = 1o Y el Pui0) (151

n=0k=1 n=0k=0

Acima somamos o termo k = 0, ja que fo(j) = 0, pois o caminhante comega na origem e
j#0.

Facamos agora a seguinte analogia: dada a seguinte igualdade entre as integrais,

Ooy [colmYiee)
dd://dd, 1.52
/O/Oxy 0 X yx ( )

justificada pela igualdade da 4drea dos dominios de integracdo (ver a Fig. 1.1), vamos

fazer o mesmo com o somatdrio, de modo a obter

=YY 2 )Py i(0) = i izkfku)z"*kpn_k(o» m=n-k

k=0n=k

= 1 5 SA0R0) = L EAAG) - 2Pa(0) = £(:2)P(0),

k=0m=0

(1.53)

de modo que

P(j;z) = f(j;z)P(0;z). (1.54)
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-

x X

(a) Integral do lado esquerdo (b) Integral do lado direito

Figura 1.1 — Representacdo das areas das integrais na Eq. (1.52).

Fazendo o mesmo para a Eq. (1.48),

i 0)z" = 25;102 + Z Zz”fk «(0), (1.55)
n=0 n=0k=
tal que
PO;2) =2+ Y. ) 2 (0P (0) =1+ Y. 3 2" (0)Pu(0)
n=0k=0 k=0n=k

=1+ i i 2 £(0)2" P, (0) =1+ i i 2" fi(0)2"P, (0)  (1.56)
k=0m=0
=1+ szfk Z 2"P,_(0) =1+ £(0;2)P(0;z).

Assim, obtemos que

f(0z) =1~ P(é;z). (1.57)

Cabe aqui uma observagdo. Utilizamos acima o fato de que f,(0) = 0. Isto pode gerar
alguma estranheza ja que admitimos um caminhante saindo da origem. Este problema,
contudo, ndo existe pois na “primeira passagem “do f,(0) ndo contamos a posi¢do
inicial da caminhada.

Precisamos agora obter uma expressdo para P, (j) e, consequentemente, para P(j;z).
No entanto, a partir do Teorema do Limite Central,

Pa(j) = % /_ _eIP w)de, (1.58)

de modo que
ZPn " = Zz —/ e WIP (w)dw

- : (1.59)
dwe Wi z”P” = / P — IR}
zﬁ/ Z 2 ) 1—2zP(w)
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Acima usamos o fato de que P(w) < 1 e que s6 faz sentido falar de z = 1 para as funcdes

geratrizes a fim de garantir que o termo dentro do somatério tenha médulo menor que
1, pois

1P(w)| = ‘/oo P(x)e“*dx| <

/oo |P(x)e'“~ |dx

= / x)||e¥ |dx = /00 P(x)|dx =1. (160)
Seja agora G(z) = E P(x)z*, de modo que
x=0
G'(z) = y xP(x)z"" 1 = i xP(x)z"1 G'(1) = (x)
x=1 x=0
G (z Z x(x— DP(x)" 2= ¥ x(x - 1)P(x)2 2 G"(1) = (x2) — (x),
x= x=0

(1.61)
com
o= (%) — ()2 =G"(1) +G'(1) — [G'(1)]*.
Podemos entdo calcular a dependéncia do retorno do RW é origem com o ntimero
de passos. Seja inicialmente F,(0) a probabilidade de que o caminhante nio retorne na

origem no passo n. Temos entdao que

0)=1- Z £(0). (1.62)
k=0

Além disso,

n—1 n
Fi—1(0) = F,(0) =1—)_ £(0) — (1 - ka(0)>
k=0 k=0

n—1 n—1 (1'63)
=1- ) fu(0) =1+ ) +£u(0) = fu(0)
k=0 k=0
Fu-1(0) — Fs(0) = £4(0) (1.64)
Mais uma vez, multiplicando a Eq. por z" e somando em 7,
Y [Fi-1(0) — F.(0)]2" = ) fu(0)z", (1.65)
n=1 n=1
de onde obtemos
) Fu1(0)2" = ) Fu(0)z" — Fo(0) + Fo(0 an z" = f0(0) + fo(0)
=t =t (1.66)

Y Fu(0)z"t! — ZFn )z" + Fo(0 an )z" — fo(0)
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zF(0;z) — F(0;z) + Fy(0)

f(0;z) — f0(0)

(z—1)F(0;z) = f(0;z) —  (Fo+ fo) (1.67)
———
=1,vide equagdo
F(0;2) = L= 02) (1.68)

1-z
Da Eq. (1.57), escrevemos

F(0;z) = %_Z {1 - (1 - ﬁﬂ = m (1.69)

Precisamos agora calcular P(0;z) e relacionar F(0;z) com F,(0). Para P(0;z), temos

1 /> _; 1 1 [ 1
P(0;z) = —/ e W~ _dw= —/ ——dw. 1.70
(0:2) 27 J—co 1—zP(w) 27t J—0 1 — zP(w) (1.70)

Como o integrando diverge paraw =0ez =1,

P(0) = / P(x)e%dx = / P(x)dx =1, (1.71)
. . . . < 1
vamos aproximar a integral acima pela integral da expansao de m ao redor
dew =0:
5 * iwx = iwx « - (iwx)t
P(w) :/ P(x)e dx:/ P(x)e dx:/ P(x) Y o
- - =0 (1.72)

0o (s N\t oo oo (s \t 2
= Z (iw) / xtP(x)dx = Z (iw) <xt> =1+ iw(x) — %(x2> +...
t=0
Para distribuicdes de passo P(x) simétricas, temos que (x) =0 e (x?) = ¢2. Dai, no
limite de w — 0,

w?o?

2

P(w)~1-— (1.73)

Com isso, obtemos

P(0;z) = i/w el /e S (1.74)

2wl -zP(w)  2m)e1—z 422

Aqui, € é um namero pequeno de modo que integramos a expansdo da fung¢do perto de

zero num intervalo préximo da origem:

P(0;z) = 1 1 . 202 ~aretan [ 202
,Z —EW arctan | € —2(1_2) arctan € —2(1_2)

2

1 2 z02

1 2
= ————arctan| €4/ — | >~ —
27T [(1—z)z02 ( 2(1 — Z)) 27T [(1—z)z0?
2 2

1
NI

(1.75)

T
2
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uma vez que

1 arctan (xﬂ) 2
/ dx = , arctan | ey =2 GmdX arctan(oo):g/ (1.76)

N N 2(1—2)

de modo que

1 1 2z
F(0;z) = = = .
(0;z) (1—2)P(0;z) <1_Z)m \N1=z

(1.77)

Temos acima uma expressdo para F(0;z), mas na verdade estamos interessados em
F,(0), que nos da a relagdo entre a probabilidade de retorno e o ntimero de passos. Para
obter F,(0), vamos usar um dos Teoremas Tauberianos [23| 24], que enunciaremos a

seguir sem provar.

Teorema 2. Seja q,, > 0 e suponha que

Qs) =) gqus"
n=0

converge para 0 < s < 1. Se L é uma fungio que varia lentamente no limite infinito, isto é

L(tx e
Litx) — 1parat — 00, e 0 < p < oo, entdo as duas relacdes abaixo implicam uma na outra.

L(t)
Q(s)~<1_15)pL(1is>' s— 1

go+qr1+...+qn_1~ n’L(n), n— 0o

1
I'(p+1)
E mais, se a sequéncia é monotonica e 0 < p < oo, entdo, equivalentemente,

1
0~ ——nP"1L(n), n— 00

Podemos entédo estabelecer a relagdo

~1
0= s o[- i e[ (1)

e como a fungdo L varia lentamente,

L) V22 ] 1+ (5) 2_{_x+1_5]%mﬁ1\ s
—XS )
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A partir deste resultado obtemos que

F(0) ~ ﬁn_mm& {1 + H v = a\/% {1 + ﬂ 1/2. (1.80)

2

Finalmente, para achar a probabilidade de retorno a origem basta fazer 1 — F,(0).
Contudo, podemos ver que a sua dependéncia com o ntimero de passos, ou com 0
tempo, é a mesma mostrada na equacgdo acima, essencialmente ~ 1/ 112 no limite
assintético de grandes niimeros de passos. Nos capitulos seguintes, estabeleceremos um
mapeamento da energia acumulada do forager ao longo da busca num RW tal como o
descrito acima. Tal mapeamento permitira relacionar o problema de primeira passagem

e os resultados obtidos nesta se¢do com o célculo da taxa de sobrevivéncia do buscador.
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2 Buscas Aleatodrias

Neste capitulo, vamos discutir importantes propriedades do limite assint6tico do
tipo lei de poténcia da distribui¢do de Lévy, tais como a superdifusdo e a divergéncia
dos seus primeiros momentos, j4 citadas anteriormente. Em seguida, introduziremos o
modelo de buscas aleatérias que sera utilizado durante a maior parte deste trabalho,
e que tem como base a consideracdo de uma distribuigdo de Lévy para os tamanhos
dos passos do buscador. Finalmente, realizaremos o cdlculo da eficiéncia das buscas
aleatérias unidimensionais para qualquer distribui¢do de tamanho de passos. Como
veremos, a eficiéncia sera dada pelo inverso da distancia média percorrida entre dois
encontros sucessivos de sitios-alvos, quantidade esta para a qual demonstraremos uma
expressao formal, assim como o procedimento de discretizagdo espacial que permite a

obtencdo de valores numéricos via softwares como o Matlab.

2.1 Distribuicdo de Lévy

Como visto na Segdo a distribui¢do de Lévy no limite assint6tico de grandes
valores da varidvel aleatéria possui um decaimento do tipo lei de poténcia. No modelo
de buscas aleatdrias estudado nessa Dissertagdao vamos considerar como a distribui¢do

de passos para o forager uma funcdo da forma

A 1>
pay=4 M T=9 2.1)
0, 1<y,

onde A denota a constante de normalizagdo e [y corresponde a um tamanho minimo de
passo para o caminhante, o qual garante a ndo-divergéncia da distribuigdo para I — 0.
O parametro p é tal que para 1 < p < 3 o caminhante apresenta dindmica superdifusiva
(o caso u — 1 corresponde a dindmica balistica, com p = 2 representando a distribuicdo
de Cauchy). A dindmica normal (browniana) ocorre para y > 3. Assim, observamos que
variando um tnico pardmetro (y) da distribuigdo, podemos estudar buscadores com as
mais variadas dindmicas e realizar uma comparacgao entre as suas eficiéncias de busca.

Para p < 1 a fungdo acima nado é normalizavel.
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Podemos calcular a constante A através da normalizacéo,

[1-n
— iz
1= [ Pyl = / A|l|ydl+ A|l|ydl ZA/Z dl =247
. o (22)
— —I " _ k=1
—2agt = A=
de modo que
—it
P(l):%w, para [ >Io. (2.3)

N

A partir de agora, todas as vezes que nos referirmos a “distribuicdo de Lévy“nesta
Dissertacdo é a fungdo acima com longa “cauda”do tipo lei de poténcia que estaremos
fazendo mencao (esta funcdo também é conhecida na literatura como distribuicdo de
Pareto).

Analisando os dois primeiros momentos da distribui¢do acima, vemos que, primei-

ramente,

S -1 ) 00 S
(1) = / IP(1)dl = / "al gy / A= —A/ rgl A RdI=0
—00 —oo|I[H Iy s Iy Iy

(2.4)
De fato, o primeiro momento é nulo devido a simetria par da distribui¢do com respeito
ao eixo | = 0, a qual no contexto das buscas reflete o fato de que é equiprovavel para
o caminhante escolher um tamanho de passo || para a esquerda (|/| = —I) ou para a
direita (|I| = +1).

Para o segundo momento, entretanto, temos que

lZ 12 00
12) — / 2P(1)dl = / Al e [T al g—on [T B s—oa / 1214,
= T, A o T A
(2.5)

Para 1 < pu < 3 a integral acima diverge. Por outro lado, se considerarmos y > 3 entdo

[3—H
3—u

N O S et
=220 — u—3_ﬂ—3l°' (2.6)

(7Y =2A

Iy

Como discutido no capitulo anterior, vemos entdo que a distribui¢do de Lévy com 1 <
# < 3 ndo obedece o Teorema do Limite Central, mas apenas a sua versdo generalizada,
pois o seu segundo momento diverge. Contudo, no regime u > 3 os dois primeiros
momentos convergem e o Teorema do Limite Central é valido. Nesse caso, como
mostramos na Secao a soma das varidveis aleatérias ap6és um grande ntmero

de sorteios é distribuida segundo a fungdo gaussiana

_ n=3 —(p—3)x?
P(x) = \/27‘(N(pt 12 exp (W) . (2.7)
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Além da superdifusividade, o comportamento do tipo lei de poténcia para uma
distribuicdo de probabilidade leva a uma outra propriedade interessante que é a in-
varidncia de escala, a qual denota uma simetria sob mudanga de escala, ou seja, a forma
da fun¢do ndo muda ao multiplicarmos seu argumento por uma constante. Matema-
ticamente, temos P(yl) = ¢ #P(l). Isto faz com que nédo exista uma escala tipica de
comprimento que contenha os eventos ditos estatisticamente significativos, tal como
ocorre com a distribui¢do gaussiana. No caso da distribui¢do de lei de poténcia com
1 < u < 3 precisamos levar em consideragado todas as escalas de comprimento para
realizar uma descrigdo estatisticamente adequada dos eventos. Isto fica claro na Fig.
ao compararmos as trajetérias de caminhantes aleatérios usando a distribui¢ao de Lévy
de tamanhos de passos com aqueles que utilizam uma gaussiana. Observamos, de fato,
um ndmero muito maior de “passos longos”para o caminhante de Lévy, originarios da
longa cauda da distribuicdo, o que faz nesse caso com que o caminhante “varra”uma

drea muito maior do espago de busca.

800 —

600

200~

40—

y . I . 1 . I . I . I . 2
055 40 20 0 20 40 60 200

(a) Movimento Browniano (b) Lévy Flight

Figura 2.1 — Representacdo esquematica da trajetéria de caminhantes aleatérios rea-
lizando (a) movimento browniano e (b) voos de Lévy. Note a presenca
de grandes passos para distribuicdo de Lévy, os quais geram uma maior
difusdo do caminhante pelo espago.

2.2 Modelo de Busca

Vamos discutir a seguir um modelo basico de buscas aleatérias que adotaremos
para estudar o problema de foraging. No capitulo seguinte introduziremos neste modelo
um balanco de ganhos e perdas energéticas ao longo da busca, os quais se mostrardo
fundamentais na analise da dindmica energética das estratégias eficientes de buscas.

Consideremos inicialmente um caminhante aleatério buscando por um conjunto de

sitios-alvos distribuidos aleatoriamente com uma distdncia média A entre eles. Nosso
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caminhante serd dotado de um raio de visdo, r,, dentro do qual é possivel detectar os
sitios. O algoritmo de busca é descrito da seguinte forma [10].

1. Se existir um sitio-alvo localizado até uma distancia r, do caminhante, ele se move
em linha reta para o sitio mais préximo.

2. Se nao existir nenhum sitio a uma distancia minima r,, o forager escolhe uma
direcdo aleatoriamente e uma distancia /; a partir de uma distribuigéo de probabi-
lidade P(l;). Ele entdo se move para uma nova posigdo, buscando continuamente
por sitios dentro do raio de visdo r, ao longo do trajeto.

3. Se ndo ocorre a detecgdo apds percorrer a distncia [, sdo selecionados uma nova
direcdo e um novo comprimento de passo e a busca recomeca.

4. Caso ocorra um encontro antes do passo /; terminar, o caminhante trunca o passo

e se dirige para o sitio como explicado na regra 1.

Ja vimos que a forma da funcdo P(I) determina o tipo de difusdo presente. Mas para
tentar tornar o modelo mais realista, precisamos levar em consideracao a disponibili-
dade e o tipo de sitio em questdo. Por um lado, a disponibilidade de recursos é dada
pela razdo entre os parametros A e r;,. Por exemplo, se tivermos A ~ r,, o caminhante
vai se mover frequentemente de forma balistica em dire¢do aos sitios, uma vez que serd
raro ndo encontrar um sitio dentro do seu raio de visdo. Esta situa¢do corresponde a
buscas em ambientes com alta disponibilidade de recursos, em que raramente uma
busca de fato aleatdria é necessaria. Vale mencionar que a concentragdo dos sitios é
inversamente proporcional a A. Ja para A > r;, o sorteio de passos se torma a forma
dominante da dindmica da busca, sendo este o cendrio em que a forma da distribuigdo
de passos se torna mais importante. Esta situacdo corresponde a ambientes com recursos
limitados. E neste regime de recursos escassos, em que as buscas aleatdrias se tornam
mais relevantes, que nds vamos focar o presente trabalho.

Por outro lado, quanto aos tipos de sitios, estes podem se regenerar ou desapare-
cer completamente apds serem encontrados pelo caminhante, caracterizando [1] as
chamadas caminhadas ndo-destrutivas ou destrutivas, respectivamente. Nas buscas
ndo-destrutivas um sitio pode ser revisitado varias vezes, representando a ndo saci-
edade do forager ou uma extingdo temporaria do recurso. Na busca destrutiva, uma
vez consumido o sitio ndo fica mais disponivel para futuros encontros. Nesse caso,
para manter a densidade de sitios constantes, um outro sitio é criado em uma posigao
sorteada aleatoriamente.

Nesse contexto, uma pergunta certamente relevante é a seguinte: qual é a estratégia
mais eficiente na busca pelos sitios? Por estratégia, neste trabalho entendemos a escolha
da distribui¢do de tamanhos de passos de busca, P(/;). A reposta para essa pergunta
obviamente depende do tipo de busca, destrutiva ou ndo, da densidade de sitios, do
tamanho do raio de visdo, etc. Vamos em seguida discutir esta questdo em mais detalhes.
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forager

Figura 2.2 — Representac¢do esquematica do modelo de busca em duas dimensdes. Em
(a) observamos o caminhante se deslocando para um sitio dentro de seu
raio de visdo e em (b) mostramos o sorteio dos passos e a procura continua
pelos sitios dentro do raio de visdo r,, [12].

2.3 Eficiéncia das buscas

Podemos definir a eficiéncia das buscas, 77, como a razao entre o nmero de sitios
visitados, Ny, e a distancia total percorrida pelo forager. Esta tltima quantidade, por sua
vez, pode ser escrita como o produto do nimero de sitios encontrados pela distancia
média percorrida no encontro de dois sitios sucessivos, (L), de modo que

Ny 1
17—Nf<L> = ) (2.8)
A partir do resultado acima, vemos que a eficiéncia da busca fica determinada ao se
conhecer a expressao para (L).

Uma primeira tentativa [10] de cdlculo da distdncia média entre dois encontros suces-
Sivos, <L>, que discutiremos brevemente a seguir, é a que considera uma aproximacao
a “campo médio”. Nesse caso, inicialmente considera-se (L) como o produto aproxi-
mado do namero médio de passos dados para encontrar dois sitios sucessivos, (1), e 0

tamanho médio de passo, (I),

1
1= o (2.9)

Nessa aproximagao leva-se em conta que todos os passos de tamanho maior que A
sdo truncados, ou seja, a aproximacao principal estd em admitir que como a distancia
entre dois sitios é no médximo A entdo ndo existiriam passos efetivamente maiores que A.

Desse modo, o célculo da média (I) é particionado em duas integrais, correspondendo
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10.0

An

LL

Figura 2.3 — Produto da distancia média entre os sitios, A, e a eficiéncia da busca, 7,
em funcdo do parametro y da distribuigdo de Lévy, para diferentes va-
lores de A numa busca unidimensional. Os resultados foram obtidos (a)
analiticamente e (b) por simulagdo numérica [10].

aos intervalos |I| < Ae |I| > A:

A o
P=rdl + A [171dl B
r;/: Af Tt A W et 2 W
(I) = = =22, = + S (2.10)
[ 1=nd o o

Ty

Por outro lado, no limite de recursos esparsos, A > r,, a forma assint6tica do nimero

médio de passos entre dois encontros sucessivos é dada por [10]

(ng) ~ (A/r)* !, paral<pu<3, (2.11)
(ng) ~ (A/r,)?, parau >3, (2.12)
no caso destrutivo, e por
(Nyg) ~ (/\/rv)(”_l)/z, paral <u <3, (2.13)
(nyq) ~A/ry, parapy >3, (2.14)

no caso ndo-destrutivo.

Substituindo os resultados acima na Eq. (2.9), obtemos uma expressdo aproxi-
mada para a eficiéncia da busca com distribui¢cdo de Lévy de tamanhos de passos.
A maximizacdo de 77 é obtida derivando-se a sua expressdo em fungdo de y. Obtém-

se [10] que o expoente que maximiza a eficiéncia para o caso ndo-destrutivo é dado por
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fopt =2 —0d,com o~ 1/[In(A/ r5)]2, resultado este confirmado pela simulagdo numérica
como visto na Fig. Para buscas destrutivas, o méximo de eficiéncia é obtido para
o caso balistico, 4 — 1. Esses resultados podem ser interpretados da seguinte forma:
no caso destrutivo, ap6s o encontro de um sitio o caminhante precisa atravessar uma
grande distancia até o préximo sitio no regime de escassez de recursos. Por isso a maior
eficiéncia é obtida para pequenos valores de j;, que justamente permitem que passos
maiores sejam realizados em média. J4 para o caso ndo-destrutivo, apds o encontro de
um sitio o caminhante ainda permanece préximo a ele. A forma mais eficiente de busca
deve, portanto, combinar passos curtos para retornar ao sitio recém encontrado e passos
longos que permitam alcangar regides onde se encontram sitios distantes. Dai emerge

um valor intermedidrio para y, isto é u ~ 2, como a solu¢do de maior eficiéncia.

2.4 Andlise do Modelo Unidimensional

Nesta secdo realizaremos o cdlculo exato da distancia média percorrida entre dois
encontros sucessivos, (L), a qual, como vimos, é igual ao inverso da eficiéncia da busca.
Tal célculo exato s6 é conhecido em uma dimensao, e foi originalmente desenvolvido por
Buldyrev e colaboradores [25, 26]. Para tanto, consideraremos uma busca conforme o
modelo introduzido na Se¢do 2.2} utilizando uma distribui¢do de Lévy para os tamanhos
dos passos de busca. Os sitios-alvos encontram-se distribuidos ao longo de um segmento
unidimensional, espacados de A e ocupando as posi¢des x = iA, com i inteiro. Como,
por exemplo, a busca no intervalo 0 < x < A é estatisticamente indistinguivel da busca
nos intervalos i < x < (i + 1)A, entdo serd suficiente para efeito de calculo analisar
0 que se passa com a distancia média percorrida entre o encontro de dois sitios no
intervalo 0 < x < A (ver a Fig.[2.4). Consideramos que o forager parte de uma posigao
Xp, com 1, < xg < A — r, devido ao raio de visdo do buscador (lembremos que o sitio
é detectado quando o buscador encontra-se a uma distancia r, dele, dirigindo-se em
seguida balisticamente até ele, de acordo com a regra 1 do modelo). O ponto de partida
da caminhada vai ter um importante papel na nossa andlise, pois vai caracterizar o tipo
de busca realizada. As buscas ndo-destrutivas sdo tipificadas por um ponto de partida
préximo ao sitio previamente encontrado, de modo que, por exemplo, Xo =171y + €,
com € — 0. Ja nas buscas destrutivas o sitio encontrado é destruido, de modo que no
regime de recursos escassos mesmo os sitios mais préximos encontram-se em média
bastante distantes. No caso do presente modelo unidimensional, vamos considerar a
méxima distancia possivel para os dois sitios mais préximos, isto é xo = A/2 para a
busca destrutiva.

O nosso objetivo a seguir é realizar o cdlculo exato em uma dimensao da distancia
média entre dois encontros sucessivos percorrida por um caminhante partindo de uma

posicdo xp, a qual denotaremos por (L) (xp). O célculo sera realizado de forma geral,
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Figura 2.4 — Representagdo esquemadtica do espaco de busca para um caminhante unidi-
mensional [12].

para qualquer distribui¢do de tamanhos de passos de busca, P(I). Como mencionamos,
0 nosso objetivo final é focarmos numa distribuicdo de Lévy para P(I).
Inicialmente, observamos que a distancia total percorrida em uma caminhada onde

o sitio é encontrado ap6s n passos é dada por
n
L= Y Ill, (2.15)
i=1

onde |/;| é o comprimento do i-ésimo passo. Tomando a média sobre as caminhadas que

partem dessa mesma posicdo inicial e encontram um sitio apds n passos, temos que

(La) = Y (I1D). 2.16)
=1

~

Definindo como P, a probabilidade de que o sitio seja encontrado no n-ésimo passo,

podemos escrever (L) na forma
(L) = Z Pn<Ln>- (2.17)
n=1

Precisamos, entdo, determinar uma expressdo para Py,.
Se denotarmos por p,(x,) a probabilidade de que o caminhante esteja na intervalo
(%4, X +dx,] no n-ésimo passo, a probabilidade de que o sitio ndo tenha sido encontrado

até o n-ésimo passo é dada por

5 A—1y
Pn — / pn (xn)dxn. (2.18)
I'y

Podemos entdo escrever a probabilidade de que o sitio seja encontrado num passo n’,
comn' >n+1, como
Pyspi1=1—P,. (2.19)

Desse modo, a probabilidade de encontro no n-ésimo passo torna-se

Py=Pyops1 —Pysn=1—-PB,—(1—DP,_)=P,_1— D,

= /rArv [on—1(x) — pn(x)]dx. (2.20)

%
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Notamos que P, > 0, pois p,,—1(x) > pn(x), ja que a probabilidade de encontrar o sitio
aumenta com o niimero de passos. Assim,

00 A—1p
=3 [ onal) = @) ()2

”; A—ry 00 A—ry

= Z/ dxpy_1(x)(Ly) (x) — Z/ dxpn(x){Ln)(x) (2.21)
n=1""o n=17"
0 A=y ol A—1y

=Y [ o) L)) = X [ dxpa (1) (L) ().
m=0""To n=1""

Usando o fato de que, por defini¢do, a distadncia percorrida em uma caminhada de 0
passos, € zero, isto é (Ly) = 0, entdo

© A1y X A1y
— dx0m,(x)(L,, x) — dxpy(x)(Ln)(x
W)= 3 [ dxon() (L) () = 1 [ a0 L) ()

L (2.22)
=¥ [ dxpu () (L) (¥) = (L) (3)]
n=0"To
A partir da Eq. (2.15),
(1= 3 [ o) (Ul + Q)+t Q)
= (([R) +{l]) + -+ (|l])), (223)
de modo que
00 A—7y
L =X [ dxpuo)ltusal). (2.24)
n=0""o

Notamos agora que como a média do médulo de passos ndo depende do niimero do
passo, dada a independéncia estatistica dos passos, mas somente da posicdo a partir da

qual o caminhante executa o passo, entdao escrevemos

00 A—ry
= dxoy IHY(x) =
=3 [ a0 = |

Ty

A—r

”dxépn(xwmx). (2.25)

Mas da defini¢do de p,, segue-se que

A—71y
puen) = [ Pt = x-1)puo1 (rat) s, (2.26)

ou seja, a probabilidade de que o caminhante esteja numa posic¢do x, apds 1 passos, com
ro < Xp < A — 1y, éigual ao produto da probabilidade de que o caminhante esteja numa
posigdo 1, < x,—1 < A — 1y no passo n — 1 pela probabilidade de que ele dé um passo
de tamanho |x, — x,,_1| que o leve a posicdo x,. Usando a recursividade na equagéo

acima,

n=1 ,A—r,
on(xn) = [H/ dx;P(xj 11— xi)] po(x0), (2.27)
i=0"v
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onde po(xp) é a probabilidade de que o caminhante esteja na posigdo xo no inicio da
caminhada, que tomaremos como uma funcdo delta de Dirac. De fato, se a posigdo

inicial é, digamos, xo = a, entdo po(xg) = d(xp — a). Assim, obtemos

®© A1y n=1 ,A—r,
(L) = 2/ dxy [H/ dx; P(xit1 — xi)] po(x0) {|I[) (xn). (2.28)
n=0""v i=0 71

Definindo em seguida o operador integral

LN = [ PE - n)fw 229)
a0 aplicarmos para a funcao py (x) obtemos
Llonenl () = [ Pl — sa)pulen)ds = pua(xisr), 230
de modo que v
u(60) = Llour(00)] = LLLlpra(vr )] = . = L)) 23D
Assim, podemos escrever
0= [ o) ) ) )

Notamos ainda que a norma do operador integral tem a unidade como limitante

superior, pois

/A_rv P(a — x)pn(x)dx

Ty

Llpa(0)](a)| = < [ 1Pta ~ ()i

A—71y A—71yp
— / P(a — x)||pn(x)]dx < max[P(a — x)] / on(x)dx = max[P(a — )] < 1.

[\ J/
-~

=1

(2.33)

Acima usamos o fato de que as densidades de probabilidade tém valores sempre maiores

ou iguais a zero para retirar o médulo e que

/ F(x)g(x)dx < max[f] / (x)dx. (2.34)

Esta propriedade da norma do operador £ permite escrever que
> L) = (1= L) M f(x)], (2.35)
n=0

onde 1 é o operador identidade e (1 — £)~! é o operador inverso de (1 — £). Portanto,

temos que

(1= [ a1 - £ o)) (1)@ (2:36)
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Se expressarmos a forma integral do operador (1 — £)~! com o seu nticleo denotado
por K(x,xp), obtemos

(L) = / o / " K, x0)p0 (o) (1]) () dxodx
y A—1y y A—1y A—tp
:/r’ /r K(x,xo)é(xo—oc)<|l|>(x)dx0dx:/ K(x,a){|I])(x)dx. (2.37)

Ty

Desse modo, podemos finalmente escrever que

(LY (@) = (L= L) (1) ()] (a). (2.38)

A equagdo acima expressa um resultado formal para a quantidade essencial que pro-
curamos determinar. De fato, como vimos, a eficiéncia da busca é dada por y =1/(L).
Contudo, apesar deste resultado matematico formal ndo se conhecem ainda [30,31]
meios de se obter expressdes analiticas explicitas e exatas para (L). Por esse motivo,
realizaremos mais adiante uma discretizagdo do espago de busca com o objetivo de
obter resultados numéricos para a Eq. via o software Matlab.

E interessante observar ainda que se aplicarmos o operador (1 — £) na equacdo

acima, encontramos

(1= L)L) (x) = (1 = L)1 = L)1) ()] = () (x), (2.39)
de modo que
(L) (x) = LI(L) (2)] + ([1]) (%) (2.40)

Na sua forma integral esta equagdo é expressa como

W)= [ Plx— (L) @+ (1) o) 41)

A equacgdo acima é dita uma equacgdo integral de Fredholm do segundo tipo [27]. Um
método de solucdo para essas equagdes sdo as chamadas séries de Dyson [28]], onde
substituimos recursivamente a equacdo nela propria a fim de obter uma solugdo em
série do tipo
b
u(x) = f(x) + B / K(x, )u(t)dt, (2.42)
a
levando a
b 9 b b
u(x) = f(x) + B / K(x,t)f(t)dt + B / K(x,t) / K(t,t)f(Hdbdt +...  (2.43)
a a a
No entanto, essa série ndo converge para todo valor de B. Para tanto, a condicdo
|B|M (b —a) < 1deve ser satisfeita, onde M é tal que |K(x,t)| < M. Especificamente, para
a nossa equagdo integral temos que M = P(ly) = (p —1)/2lpe p=A= (y — 1)13_1/2.
Assim, para que a série seja convergente precisamos ter
4

A=21r) < —,
( U) (‘u _ 1)216[_2

(2.44)
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o que claramente ndo é possivel, ja que assumimos A > r, e A > Iy .
Por outro lado, a solugdo formal da Eq. (2.42) para todo valor de B é dada por

1 b
u(x) = £2) + 5y | ptnfna, (2.45)
onde
ﬁz K(ti,t1) K(ty,t)
)y=1- / (t,0)dt + o dt
g K(to ) K(tpt)| 142
; S |(K(tut) o K(t,ts)
3! a a a
K(ts,t1) ... K(t3,t3)
ou ainda

K(x,y) K(x,1)

dt
K(t,t)

D(x,t;A) = BK(x,y) — 2

K x tl) K<xlt2)
/ / tl, K tl,tl) K(tl,tz) dtpdt, +... (2.47)
K tz,y) K(tz,tl) K(i’z,tz)

Contudo, ndo vamos utilizar essa abordagem para determinar (L) devido a dificuldade
de calcular os termos da série para a distribuicdo de Lévy. Vamos, entdo, utilizar a
seguinte andlise baseada na discretizagdo do espago de busca.

Inicialmente, ao invés de um continuo de valores para as possiveis posi¢des do
buscador, r, < x < A —r,, consideramos um intervalo com posi¢des discretizadas x;.
Desse modo, a integral na Eq. torna-se um somatorio, tal que

A—1yp
(L) () = (1 = L)~ (1) (x)](a) = /r K(a = x){|I]) (x)dx

N
:>ZK(oc,xi)<|l]>(xi)Axi, (2.48)
i=1
ou seja,
ZK xj, %) (1)) (x;) Ax;. (2.49)

Podemos escrever a equagao acima na forma matr1c1a1,

(L5 = K- ax{|15, (2.50)
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onde
K(x1,x1) -+ K(xp,x) - K(xp,x) -+ K(xp,xn)
K(xix1) - K(xpx;) - K(xjx) -+ K(xj,xn)
K= : : : : (2.51)
K(x]-,xl) K(xj,xi) K(xj,x]-) K(x]-,xN)
K(xn,x1) -+ K(xn,x) -+ K(xn,xj) - K(xn,xn)
e
Ax; O 0
0 0
: Ax; :
AX = : : . (2.52)
Ax;
: : : : 0
0 v e e e 0 Axy

Escrevendo explicitamente, temos

(L1) K(x1,x1)Axy -+ K(xq,x)Ax; -+ K(xg,xn)Axn | [ (|4])
(Lj) | = | K(xijx1)Axy -+ K(xj,x;)Ax; -+ K(xj,xn)Axn (41
(Ly) K(xn,x1)Ax1 -+ K(xn,x;)Ax; -+ K(xn,xn)Axn /) \(|Inl)
(2.53)

A partir do resultado acima, podemos obter a distancia média percorrida entre dois
encontros sucessivos por um buscador partindo da posigdo x; calculando a j-ésima
linha do produto da matriz K - AX pelo vetor (|I|). E necessdrio, portanto, determinar a
matriz K. Para tanto, precisamos calcular a versdo discretizada do operador (1 — £) de
forma similar a prescri¢do descrita acima, para em seguida invertermos esta matriz.

Além disso, precisamos calcular também o vetor coluna cujos elementos correspon-
dem as médias dos passos individuais partindo das posigdes discretizadas xy, isto é,
(|1]) (x0). A partir da Fig. podemos ver que

x0—Io A—r1y
(11])(x0) :/ (xo — x)P(x — xp)dx + (x — x0)P(x — xp)dx+
o . *otlo o (2.54)
—|—(x0—rv)/ P(x — xqp)dx + ()\—rv—xo)/)L P(x — xq)dx.

De fato, a primeira e a segunda integrais representam um passo respectivamente dado
para a esquerda e para a direita que ndo encontra um sitio. J4 a terceira e a quarta
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integrais representam um passo respectivamente dado para a esquerda e direita e que
é truncado devido ao encontro dos sitios localizados em x = 0 e x = A. Para o caso

especifico da distribuicdo de Lévy, encontramos

. paraTU—FlonOSA—YU—Zo,

(e~ | TEE B [ ] et <ussen 2
Xp) =
Axoro) L b1 4 in((xo —10)/10))],  sep =2;
(2.55)
estes resultados expressos na forma discreta, onde fazemos A = MAx, r, = vAx,

lo = gAx e x = iAx, tornam-se

—i—v)Ax — i—v 2—p
. (M=) +¢7§Ec2(iﬂ§t> [1+%], sel<u<3ent2

(M—i—v)Ax | qAx . s (2.56)
——— + S I+ In((i-v)/q))],  seu=2

e parar, < xo <1y +lp:

(XO;TU) + Z;((Zl:]]j)) [1 + ((/\*XOIivlz/lo)Z—h} s 1< " < 3,e " ?é 2/

([€])(x0) = oers) | o o
S 4 A4 In((A —x9 —10)/l))], seu=2;

(2.57)
e no caso discreto,
(i—v)Ax | gAx(1-p) (M—i—v)/q)*F
qepi=14 ZA + i(z_m [1+ T—x ], sel<pu<3en#2, (258)
W + %[1 +In((M—i—v)/q))], seu=2;

e paraointervalo A —r, —lp <xp <A — 14t

lo(1—p) ((xo=r2)/10)*™ " | ((A=xo—r0)/1g)**
(6l = | 0 2 I O] et <u<sep 22

b1+ (A — 20— 1) (x0 — )2 /1)), sep=2;
(2.59)

e no caso discreto,

gAx(1—p) ((=v)/@)*7" | ((M—i=v)/q)7"
(=4 2w 2 U ] sel<p<Ben 22
gAx[1+In([(M —i—v)(i—v)]V?/q], se u=2.

(2.60)

A fim de testarmos a abordagem acima de discretizagdo espacial para o calculo da
distancia percorrida entre dois encontros sucessivos, realizamos a comparacao entre os
resultados para a eficiéncia em fungdo do parametro p obtidos tanto pela método da
discretizacdo (via Matlab) quanto pela simulagdo numérica das caminhadas aleatdrias
utilizando as regras de busca exatamente como definidas neste capitulo. Os resultados

para os casos de buscas ndo-destrutiva e destrutiva, respectivamente mostrados das
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Figura 2.5 — Eficiéncia da busca, 1, em fun¢do do pardmetro u da distribuigdo de Lévy
para os tamanhos dos passos, no caso de busca destrutiva. Sdo mostrados
os resultados analiticos com discretizagdo do espago de busca (linha sélida)
e de simulagdo numérica das regras do modelo (simbolos), utilizando os
pardmetros A = 1000, r, = lp =1, Ax = 0.5, xo = A/2 e simula¢bes mediadas
sobre 107 caminhadas.

Figs. 2.5 e 2.6, demonstram uma 6tima concorddncia em ambos os casos. Em particular,
observamos também os resultados para a méaxima eficiéncia dos casos destrutivo e
nao-destrutivo, respectivamente y — 1 e u =~ 2, cujos mecanismos foram discutidos no
presente capitulo.

No préximo capitulo introduziremos um ingrediente a mais nas buscas aleatérias,
no sentido de tentar tornar a andlise mais realista. De fato, a presenga de um balanco de
ganhos e perdas energéticas do forager ao longo do processo de busca revelara a presenca
de uma transicao de fase em fung¢édo da concentracao de sitios-alvos, de um estado ativo
(buscador “vivo”), em que a busca permanece indefinidamente num ambiente rico em
recursos, para um estado irreversivelmente absorvente (buscador “morto”), que ocorre

para concentragdes de sitios abaixo de um determinado limiar critico.
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Figura 2.6 — Eficiéncia da busca, 17, em fungdo do parametro u da distribuigdo de Lévy
para os tamanhos dos passos, no caso de busca ndo-destrutiva. Sdo mos-
trados os resultados analiticos com discretizagdo do espago de busca (li-
nha sélida) e de simulacdo numérica das regras do modelo (simbolos),
utilizando os parametros A = 1000, 1, =lp =1, Ax =05, xg =1, + 1 e
simulagdes mediadas sobre 10”7 caminhadas. Observamos que a eficiéncia
maéxima ocorre para caminhadas superdifusivas com y ~ 2.
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3 Dindmica Energética

Neste capitulo, vamos refinar o nosso modelo de buscas aleatérias ao passarmos
a associar um estado de energia ao buscador (ou forager). Ao encontrar um sitio, o
buscador recebera uma determinada quantidade de energia, ao passo que os seus
deslocamentos implicardo em um custo energético. Com isso, € nosso objetivo tentarmos
aproximar o problema estudado nesta Dissertacdo da realidade biol6gica subjacente
ao contexto do foraging animal. Ap6s definir o procedimento de busca, vamos discutir
a transicdo da fase dinamica do estado ativo (“vivo”), em que o buscador apresenta
energia ndo-nula, para a fase irreversivel absorvente (“morto”), em que sua energia é
nula. Na literatura [29] 30] existem exemplos em que tipicamente é utilizada uma fungdo
com dependéncia linear da energia dissipada com o tamanho dos passos. Desse modo,
aqui consideraremos inicialmente também uma fung¢do dissipa¢do com esta forma
linear para estabelecer alguns resultados. Contudo, em seguida vamos generalizar a
fungdo custo energético de modo que ela possa contemplar qualquer fungdo analitica da
distancia média percorrida entre encontros sucessivos de sitios. Por outro lado, do ponto
de vista numérico estudaremos também o caso em que a dissipacdo tem dependéncia
quadratica com o tamanho dos passos. O nosso objetivo €, portanto, comparar os
resultados analiticos e numéricos para os expoentes da transicdo, e testar a hipotese de
universalidade com respeito a forma funcional da fungdo custo energético do processo
de busca aleatéria. De fato, em ambos os casos demostraremos a independéncia dos

expoentes criticos da transigdo com a forma especifica do gasto energético.

3.1 Modelos de Busca

Como mencionado acima, vamos nesta secdo incrementar a nossa descri¢do do
processo de buscas aleatérias introduzindo o ingrediente energia em sua dindmica. No
presente contexto, quando o forager encontrar um sitio, ele recebera uma quantidade de
energia que denotaremos por g. O seu deslocamento, por sua vez, vai gerar um custo
na forma de uma dissipacdo energética descrita por uma funcdo analitica da distancia
percorrida. Iniciaremos o nosso estudo considerando a funcdo custo energético com
dependéncia linear com o tamanho dos passos [29, 30]. Em seguida, entretanto, vamos

generalizar a fungdo custo energético de modo que ela possa contemplar qualquer
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funcao analitica da distdncia média percorrida entre encontros sucessivos de sitios. Por
outro lado, do ponto de vista numérico estudaremos também o caso em que a dissipagado
tem dependéncia quadratica com o tamanho dos passos.

Como no capitulo anterior consideraremos um caminhante aleatério cuja densidade
de probabilidade para a distribui¢do de passos é dada pelo limite assintético (lei de
poténcia) da distribuigdo de Lévy,

P()~I7F,  1<u<3. (3.1)

Uma vez mais, enfatizamos que a nossa motivacado principal neste trabalho é o calculo
da eficiéncia da estratégia de busca em ambientes escassos em recursos [1]. De fato,
a acessabilidade dos recursos do ambiente é regulada pela relacdo entre o espaco de
busca, o ganho de energia ao se encontrar os sitios e 0 consumo energético associado
ao processo de busca, dentre outros processos vitais. Por exemplo, se o forager precisar
percorrer grandes distdncias para acessar regides ricas em sitios, a perda de energia
no processo pode ser em média maior que o ganho. Isto nos da uma intuigao sobre
a possivel existéncia da transi¢cdo de fase mencionada. Voltaremos a esse tema mais
formalmente mais adiante.

Vamos agora descrever o nosso algoritmo de busca em uma dimensdo com a

introdugdo do ingrediente energia no processo.

1. A posicdo inicial do caminhante aleatério é sorteada aleatoriamente em um seg-
mento de reta de tamanho A, com sitios-alvos em suas extremidades (extremos
absorventes).

2. No processo de busca aleatéria, um passo de tamanho / é sorteado pela Eq. (3.1),
com sentido aleatdrio para a esquerda ou para a direita. A cada passo, o cami-
nhante perde uma energia f(I).

3. O caminhante se movimenta buscando pelos sitios nos extremos do intervalo
de forma continua até que um deles entre no seu raio de visdo, r,. Ao fim de
um passo, se ndo houver deteccdo de um sitio um novo passo é sorteado como
especificado na regra

4. Por outro lado, quando um sitio é detectado, ele é eliminado e um outro é in-
troduzido a uma nova distancia inicial aleatéria do . A energia do caminhante é
entdo acrescida de g e o processo recomeca até que um ntmero pré-estabelecido

de sitios, N r seja encontrado ou a energia acumulada do forager se torne nula.

No caso de uma fungdo de custo energético com dependéncia linear com o tamanho
do passo, f(l;) = a|l;|, podemos escrever a energia acumulada do caminhante apés n
passos na forma [29) 30]

n n
€n=1Y 86— f(l;) =Y go; —allil, (3.2)
i—1 i—1
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onde consideramos que o processo de busca se inicia com o forager dotado de energia g,
i.e.eg =g, |l;| é o comprimento do i-ésimo passo, g e a sdo constantes que representam,
respectivamente, o ganho de energia em um encontro e o coeficiente de dissipagdo de
energia, e J; é tal que J; =1 (6; = 0) se ocorre (ndo ocorre) o encontro do sitio no i-ésimo
passo.

Se supusermos que ap6s 1 passos sdo encontrados Ny sitios, entdao

€n = Nfg — ocLNf, (3.3)

onde
n
Ny=Y 4, Ly, =) il (34)
‘ i—1

Podemos ainda particionar a soma acima sobre o ntimero total n de passos em
Ny somas sobre o numero de passos necessarios para encontrar cada sitio. Assim,

denotando por 7; 0 nimero de passos necessdrios até achar o j-ésimo sitio, escrevemos

an
Z!l!—DlH Z L+ + ) Il
i=n1+1 i= MNg— 1+1 (3.5)

= Ll(xl) + LQ(XQ) + ...+ LNf(fo)/

ondeny, =ne L;(xj) denota o comprimento da caminhada entre o (j — 1)-ésimo e o
j-ésimo encontro, tendo o forager partido da posigao x; apés o encontro do (j — 1)-ésimo
sitio.

Se tomarmos a média sobre as configura¢des em cada termo de soma na Eq. (3.3), ou
seja, a média sobre todas as possiveis caminhadas que partem de uma certa sequéncia

{x1,x2, ...,fo} de posigdes iniciais, escrevemos

Ny

(€n) =Npg—a Zi(”(xj)- (3.6)
=

Podemos agora tirar uma média sobre as posicoes inicias para obter uma energia
média que dependa apenas do tamanho do niimero de sitios encontrados, do espaco de
busca, A, dos parametros de ganho e custo energéticos e da distribuicdo dos tamanhos
dos passos. De acordo com a regra|l} 77(x;) denota a densidade de probabilidade de que
a posicao inicial do caminhante em sua j-ésima busca seja r, < xj < A — 1y (lembramos
que, devido ao raio de visdo r, do forager, os sitios nas posigdes x =0 e x = A sdo
respectivamente detectados assim que o forager alcanga as posi¢ées x =r, e x = A —13).

Desse modo, temos que

A— rv
(€n) = Nyg — L) = Nfg—az [ By (37)



51

Se considerarmos a mesma distribuicdo de probabilidade 7r(x;) = 7r(x) para todos
os encontros e o fato de que as caminhadas nao sao correlacionadas, entdao

A=y A—7Ty
/r (L)(xj)7mt(x;)dx; = /r (L) (x)7t(x)dx, (3.8)
de modo que podemos escrever
_ Ny A—71p
E=(€,) :Nfg—zxZ/ (L) (x)m(x)dx
j=17"e (3.9)

A=ty
= Nfg — ocNf/r (L)(x)7m(x)dx.

Essa equacgdo é a base dos trabalhos anteriores [29,[12]. Precisamos de uma expressao
para (L), de modo que possamos calcular a energia média do caminhante apés N [
encontros. Apesar de termos calculado no capitulo anterior uma expressao formal [31]
para (L), ndo existe até o presente momento uma forma analitica explicita para esta
quantidade que possa ser substituida no integrando acima. Por isso, vamos nos valer a

seguir da seguinte aproximacao [31]:

(L) (x) = (n) (x) () (x), (3.10)

onde (n)(x) e (I)(x) denotam, respectivamente, o niimero médio de passos entre dois
encontros sucessivos e o tamanho médio de um passo de uma caminhada iniciada na

posicdo x. Consideraremos a seguir os resultados analiticos aproximados obtidos na
Ref. [25] 26]:

<TZ> (x) _ 2A()\,Iu> sin [7'((7/‘_—1 1)/2] [)L —x— rv](yfl)/Z [x o rv](yfl)/z
mt(p—1)I5

it (3.11)
0

() = 53— 5 (A —x=rlP 4 = nP =2 -1

Na expressdo para (n) introduzimos o fator A(A,u). De fato, A(A,u) =1 para
1 < 2, embora a sua introdugdo seja necesséria para corrigir o resultado para (1) no
regime p > 2, como pode ser visto na Fig.[3.1/em que a comparagao com os resultados
numéricos para (n) é apresentada. Por outro lado, como discutido no capitulo anterior,
na expressdo para (I) consideramos apenas o intervalo maior e mais relevante da busca,
ro+lp<x<A—r,— .

A substituicdo da Eq. na Eq. permite a realizacdo analitica da integragado
por exemplo no caso de uma distribui¢do uniforme de posi¢des iniciais, 7w(x) =1/ (A —
2ry), de modo a determinar a energia média acumulada pelo forager apés N encontros
de sitios [12]]. Nao repetiremos este calculo aqui. Ao invés disso, iremos a seguir con-
siderar uma generalizacdo da Eq. para incluir qualquer fungéo analitica de custo

energético, recuperando os resultados do caso linear [12] no limite apropriado.
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—— Computacao Numerica
— <L>
<L>*A(WA)

p=1.1 p=2.01 p=2.9

60_IIIIIIIII|IIIIIIIII_ZOO IIIIIIIII|IIIIIIIII 600 TTTTTTTI [ TTTTTTT
i 1150 /\

400 - ‘

S5 \ 100
i 1 50 200
_I | I I | | I I_ | I | | I I | O | I I | | I
%0 50 109 %0 50 100 0 50 100
300 _I TTTTTTTT | TTTTTTTT |_ 2 k TTTTTTTTT | TTTTTTTTT 10 k TTTTTT |' T T | TTTTTT
o /4\

6k:—
4k
2k

100||||||||||||||||||| 0||||||||||||||||||| 0
0 250 500, 0 250 500 0O 250 500
600_|||||||||||||||||||_3kIIII|||||||||||||||Ok|||||||||||||||||||
2k L B
RN SRR v b ’|||||||||||||||||||\
300 0 0
0 500 1000 O 500 1000 O 500 1000
X X X

Figura 3.1 — Comparagao das curvas numeéricas para (L) (x) em funcado da posigao inicial
x com a aproximacao utilizada para os calculos analiticos, para diversos
valores de y. Destacamos a boa concordancia para p < 2, onde A(A,u) =1,
e a necessidade do ajuste para y > 2, onde A(A, i) # 1 [30].

Antes de realizar esta generalizagdo, contudo, cabe aqui um comentario. Como
vimos, no caso anterior partimos de um custo linear para cada passo e conseguimos re-
organizar a soma para contabilizar o gasto de cada caminhada, utilizando a aproximacao
da Eq. (3.10). Contudo, para um fun¢io de gasto ndo-linear esta reorganiza¢do nao é
possivel tipicamente. Desse modo, para facilitar o tratamento analitico vamos considerar
o custo energético descrito por uma func¢do do comprimento médio das caminhadas
entre dois encontros de sitios, e ndo dos tamanhos de passos individuais. Em contra-
partida, no nosso estudo numérico apresentado no final deste capitulo sera possivel
considerar um gasto energético quadratico nos tamanhos de passos individuais. Como
consequéncia, diferentemente do caso de gasto linear em que podemos comparar direta-
mente diretamente a energia média apds Ny encontros obtida analitica e numericamente,
ndo sera possivel realizar a comparacado direta entre as duas abordagens no caso de gasto
ndo-linear. Contudo, o fato mais importante é que os expoentes criticos da transicdo

de fase mencionada poderdo ser calculados, de modo que os seus valores poderao ser
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comparados em ambas abordagens analitica e numérica para ambos os casos linear e
ndo-linear de custo energético, testando assim o seu grau de universalidade.
Iniciamos a generalizagdo da Eq. (3.9) escrevendo

E:€0—|—Nfg—(Xfo(<L>), (3.12)

onde f ndo é mais necessariamente uma funcao linear, e sim uma fungdo analitica que

admite expansdo em série de Taylor. Desse modo, escrevemos

A=ry A—ry X .
FUD) = [ F) @atdx= [ Al (x)n(x)dx
U o her . (3.13)
= ZAi/ (L) (x)m(x)dx =) Ai(L)".
i=0 T i=0

Calculando em seguida os termos da série,

0= [ wrerss [T A0 WO @ G

Para o caso de uma distribui¢do uniforme de posi¢ées iniciais, 77(x) = 1/(A — 2ry),

temos que

e AT dx 2sin[m(p—1)/2] ., =n)s2r. . q(u=1)/2
<L> B /rv A— ZT’U [A(/\ ) 7_[(]/[ _ 1)16171 [A X rU] [x rU]

p=1 m
2(120_ m {[A —x =1 [ — 1] PH — ZIS’V(H —1) }] (3.15)
=Ky,
_r 1 sin[7t(u—1)/2] A=ty (u-1) (5-1)
e Lk | B S

([/\ —x— rv]zf?‘ +[x— rv]z’” — 21(2]_”@1 = 1)) }m (3.16)

A=ty
= Km/ dx { A —x— rv](3_”)/2 [x — rv](V_l)/z +A—x— rv](ufl)/2[x _ ,,v](sfy)/z

27— 1)[A — x — 1| V2 — g )71/ z}m (3.17)

=Km/rj_rvdxi <m> ([A—x—rv]S"‘H [x—rv]]%1 + [A—x—rv]yzl[x—rv]gzﬂ)jx

(=25 (=) —x - ro] T [x — rv]”El)m_j (3.18)
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e (=2p 2" oy (AT bt "
—Km];) = J)! l /rv dx([)\—x—rv] T [x—1p) 2 > X

3—u J

<[)\—x—rv]32y [x—rv]’%1 + [)\—x—rv]y;l[x—rv]g) (3.19)

=)
Z()( W=l o) T ) (-l -l 5) L G20

m m—j A—T1y - 1\ M—]
2 2]/1—1-2) l(()2 #)m= ])/ dx([)t—x—rv]%l[x—rv]%l> "%
=0 o
]

Utilizando a integral abaixo, valida para Re(a) > —1 e Re(f) > —1,com b >0e
a>b,

b (a—b)"H* AT (1 +a)T (14 B)
dx(a — ¥)*(x — )P = , 3.21
/ x(a—x)*(x—b) 2tatp) (3.21)
entao
vl m (=20 +2)" ooy m—j) & (] //\’v o qmle)-2a(u-2)
<L> - Km];() ]'(m - ])' lo a=0 a Ty [/\ * rv] 2
% [x = 14] mu)2i 2 D) (3.22)

S m (=20 +2)" T oym—j) & (] oy (m(u—1)—j(u—2)
_Km];) on— ! s aZB . [A — 27] X

T [2+m(y—1;—2a(y—2)} r [2+m(y—1)—2j(2y—2)+2a(y—2)}

TR2+m(p—1)—j(u—2)]

(3.23)

I (=2 +2)m—j 1(2_P)(m_j)(A 27y ) —j(u=2) j i
—K.[A—2r 1+1’ﬂ(}l 1) m ( H : 0 ( )
nlh =2 ];) jim =)t T@+m(p—1) = j(p—2) ;

- [2+m(y_1;—2a(y—2)] r [2+m(y—1) —2J<2V—2) +2“(V‘2)] (3.24)

(A= 2r)sin (e — 1)/2]]" o8 (e I (0 = 20) 0D
m(p—1)(2—u) } g(;)r(2+m(y_1)_]’(y_2))

(2 zﬂmJZ() [2+m(y 1;—2a(y—2)}x

. [2 +m(p—1) = 2j(p —2) + 2a (4 — 2)] . (3.25)

~ a0

2
Substituindo a Eq. (3.25)) nas Egs. (3.12)) e (3.13), temos uma expressdo para a energia

acumulada do forager ap6s N encontros de sitios para qualquer forma analitica de custo
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energético de busca em funcao da distdncia média percorrida entre encontros sucessivos.
Inicialmente, vale comentar que ao considerarmos A; = d;1 na Eq. (3.13), recuperamos
exatamente o resultado obtido na Ref. [12] para o caso de custo energético linear. Além
disso, de posse do resultado acima, podemos analisar a transi¢do mencionada entre as
fases ativa e absorvente. De fato, a medida em que a caminhada é executada, o forager
segue ganhando e perdendo energia, podendo eventualmente chegar um momento em
que a sua energia se anule. Essa dindmica é controlada essencialmente pelo tamanho
do espago de busca, A, ou A — 2r,, se tomarmos apenas o “tamanho ttil 7, pelo ganho
energético apds o encontro de cada sitio, g, e pelos pardmetros A; que definem a fungéo
de gasto energético. E conveniente definir uma varidvel com dimensoes de densidade
linear de energia, p = g/ A, para melhor entender a influéncia relativa dos parametros g e
A. Observa-se que para valores elevados de p o caminhante terd altos valores de energia
acumulada pois o ganho energético apds o encontro de um sitio tipicamente compensa
o gasto envolvido com a sua localiza¢do. Por outro lado, para pequenos valores de p
a energia acumulada tende a ser menor, uma vez que o forager precisa se deslocar por
maiores distancias em média para encontrar um sitio. Eventualmente, para existird um
valor tipico de p tal que o caminhante atinge o estado de energia acumulada nula. Vemos
entdo que existe a possibilidade de ocorréncia de uma transicdo de um estado ativo

“vivo”) de altos valores de p, no qual a busca pelos sitios permanece indefinidamente,
para um estado absorvente (“morto”) de energia nula em baixos valores de p, em que a
busca cessa de forma irreversivel. A fronteira entre essas duas fases é delimitada por
um valor critico da densidade de energia, p = p., ou, se fixarmos o valor de g, por um
valor critico do espagamento entre os sitios, A = A.. Vale notar que a densidade de sitios
dispostos num segmento linear é tipicamente inversamente proporcional a distancia
média entre os sitios. Assim, esta mesma transi¢do de fase pode ser interpretada entre
um estado ativo em um meio rico em recursos e um estado absorvente em um meio de
baixa densidade de sitios-alvos.

Especificamente, quando a energia acumulada se anula na transicdo, temos que

E=0=Ng—aNF(IN(Ap) = g=af (D)Aep),  (326)

ou, definindo o parametro ¢ como uma energia acumulada normalizada,

= — =2 FNw = FUL) Aep) — F(LNAR). (327

Notamos em particular que na Eq. o valor da distancia critica entre os sitios, A,
fica determinado em fungdo dos parametros relevantes do problema.

Observamos ainda que ¢ pode ser entendido como um pardmetro de ordem, pois é
nulo na transi¢do e na fase absorvente e ndo-nulo (finito) na fase ativa. Este fato pode ser
observado na Fig. onde apresentamos a comparacdo entre os resultados analiticos e
numéricos obtidos para o caso de custo energético linear.
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Figura 3.2 — Energia acumulada normalizada, i, em funcdo de p = g/ A, para as abor-
dagens analiticas e numéricas do caso linear [12]. A simulac¢do (CB+CS)
indica uma média sobre 10 buscas que sdo interrompidas pelo encontro de
Ny sitios ou por atingir um valor nulo de energia acumulada. A simulagao

(CB) indica uma média sobre 10* buscas que sdo interrompidas apenas pelo
encontro de N r sitios. Resultados obtidos para 4 =1.1,1.5,2.01,2.5,2.9, e
parametros g = 100,17, =1, a =1,p=1e Ny =1000.

Voltando ao caso geral, calculamos a expressdo para 1:

s 2sin [re(p = 1)/2]]" ¢ mi (=20 +2)"T o)) - (]
p= 1 A a0 R D T x(1)-

24-m(u—1)-2j(u—2)+2a(u—2
F[ (1) 1(2;4 )+2a(p )]

I2+m(p—1)—j(u—2)]
r {Z—Fm(y—l) —2a(y—2)} (3.28)

{[?\c — 2 M=V (=2 ) - zrv]mw—l)—j(u—Z)} "

2

oo m j , ;
Z D, ZBm]' Z Crja {[)\C — 2= (H=2) ) zrv]m(ﬂ—l)—](}l—Z)} (3.29)
= j=0 a=0

m=0
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_ m(p=1)=j(p—-2)
- o o [

g
_ m(p—1)—j(u—2)
_ [" 270} } . (3.30)

8

Podemos agora analisar o comportamento do parametro de ordem préximo a
transicdo de fase, isto é, para A — A.. Definindo a distancia ao ponto critico (ja levando
em conta o raio de visao ry),

A_zr'z) _Ac_zrv’ (3.31)
8 8

€

escrevemos que

oo m ' A — 27 m(u—1)—j(p—2)
m= j=0

= g
o mlp-1)—j(u-2)
N [e+ Ac 2”’} } (3.32)

8

oo m P o (U B 1 W, P R R ()
L e I

m=0 j=0 8 g

o m(p=1)—j(u—2)—1
—e[m(p—1) —j(u—2)] [AC gzrv] S } e 0. (3.33)

Assim,
= 2 Dy ZBm] 2 Cija€, €0, (3.34)

onde

A(A,wsin[n(y—l)/z]]m (2~ 20)" 2 )iy
Dm :Am 7 Bm l Y] 3.35
21— p) A Te T (3.35)

m(u—1)—j(u—2)—1
} (3.36)

. O —itu) (T | Ac —2r
Chga = —lm( = 1) = ju—2)jgnw-0-7w-2) (1) |2 =20
Como discutimos no Cap. 1, nas proximidades do ponto critico o parametro de

ordem tem um comportamento na forma [19]
p~eP, e—0. (3.37)

Assim, comparando esta expressdao com a Eq. (3.34) identificamos o expoente critico
B =1, idéntico ao obtido no caso de uma fungdo de gasto energético linear [29) 30]. Este
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resultado é uma primeira evidéncia analitica de universalidade dos expoentes criticos
desta transicdo. Vale ressaltar, entretanto, que a universalidade de fato se da apenas
no nivel dos expoentes criticos: como esperado, os valores especificos do parametro
critico A, variam consideravelmente dependendo da forma funcional da func¢do de custo
energético. (Fazendo uma analogia com uma transi¢do ferromagnética de equilibrio,
poderiamos dizer que embora as temperaturas criticas T da transicdo em materiais
distintos possam ser bem diferentes entre si, devido a diferentes valores do acompla-
mento de troca entre os spins em cada material, o expoente 8 que rege o comportamento
do parametro de ordem magnetizacdo préximo a T, é o mesmo em todos os casos.)
Ainda nesse contexto, mostraremos posteriormente que o mesmo resultado (8 = 1)
também é obtido numericamente ao simularmos uma caminhada aleatéria com um
custo energético quadratico no comprimento dos passos.

De posse do expoente critico B, vamos a seguir obter um segundo expoente ao
estudar a taxa de sobrevivéncia do forager.

3.2 Taxa de Sobrevivéncia

Estamos interessados nesta secdo em calcular a taxa de sobrevivéncia do caminhante
aleatdrio na busca por sitios num segmento unidimensional. Como vimos no Cap. 1,
esta taxa estd associada a probabilidade do caminhante estar “vivo”(isto é, com energia
acumulada positiva) ap6és um dado ntimero de passos ou apds um certo instante de
tempo, e permite, portanto, entender como se da a dindmica temporal da energia do
forager.

Para estudar a taxa de sobrevivéncia, vamos realizar a seguir um mapeamento da
energia acumulada do buscador em uma nova caminhada aleatéria, em que os passos
na verdade correspondem a energia liquida acumulada entre dois encontros sucessivos
de sitios-alvos. Em outras palavras, ao invés da posi¢do xy, em um eixo espacial x

de um caminhante aleatério apds Ny passos dados, teremos a energia acumulada

ENf

forager é mapeada no “caminhante de energia”passando pela origem do eixo, E =0,

em um eixo de energia ap6s Ny encontros de sitios. Nesse contexto, a “morte”do

pela primeira vez. Temos, entdo, um problema de primeira passagem, discutido em
detalhes no Cap. 1, incluindo o célculo da taxa de sobrevivéncia ap6s n passos, F;.
Naquele contexto, calculamos a probabilidade de retorno a origem pela primeira vez.
Agora, temos um buscador saindo de uma “posi¢do”ey = g e que passa pela origem
na transi¢do. Se usarmos a propriedade de simetria translacional, podemos calcular a
probabilidade de um caminhante saindo da origem chegar na posigdo —€y e definir esta
como a situacdo de “morte”.

Recuperando os resultados da Segdo [1.4{ para a funcdo geratriz da probabilidade de
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que o caminhante aleatério esteja na posicdo j pela primeira vez, temos que

1= fGz) _ 1 P(j;z)\ _ P(0;z) — P(j;2)
Fis) === =1 (1_1’(0;2)) P02 O

Acima usamos uma versdo andloga a Eq. (1.68), mas para um posigdo j genérica (ao
invés da posicdo j = 0), e subtituimos a expressdo para f(j;z) da Eq. (1.54).
Temos ainda que

. 1/  1—e ™ 1 [ 11— cos(iwj)
P(0;z) = P ;z:—/ dw—A:—/ dw———7n—5. 3.39
(0:2) = P(jz) 2t Jmeo 1—zP(w) 2mJ-o  1—2zP(w) (3.39)
Para passar acima da func¢do exponencial para o cosseno, usamos o fato de que a
distribuigao de probabilidade do caminhante é simétrica. Por isso, P(w) é uma funcao
par, que ao ser integrada com o terno de seno da exponencial num intervalo simétrico

da zero. Mais uma vez, expandindo o integrando ao redor de w = 0, obtemos

(wj)
1 re 1_(1_7) ]-2 € w?
P(0; 2 g ] _ T [ 4 h . (340
(0;z) — P(j;z) ~ 5 ewl_zp(w_)()) 471 ) ¢ wl—zP(w—>0) (340

Temos agora de expressar a distribui¢do de probabilidade do “caminhante aleatério”de
energia. Podemos partir da expressdo para a energia acumulada e escrever

Ny Ny
E:Nfg—oc;f((L xi)) = E— Npg = Z af ((T)(x:)) = Zsl (3.41)

Como dito anteriormente, a equacdo acima mostra que a energia liquida acumulada
entre dois encontros sucessivos de sitios pode ser vista como o passo de um caminhante
aleatério em um espaco de energia, uma vez que os custos energéticos entre dois
encontros se comportam como varidveis aleatdrias estatisticamente independentes. Em
outras palavras, a energia liquida acumulada entre dois encontros sucessivos também
pode ser caracterizada por uma distribui¢do de probabilidades. Uma vez especificada a
forma funcional para f, a energia despendida é uma funcdo do deslocamento médio
entre dois encontros, (L), que por sua vez depende da posicao inicial do buscador e
da distribuigdo de passos. Nesse sentido, como o forager realiza as suas buscas em um
espaco limitado, entdo necessariamente (L) € finito, de modo que para fun¢des de gasto
bem comportadas, como as que assumimos aqui, a energia liquida acumulada entre
dois encontros de sitios também ¢é finita, bem como os momentos que caracterizam a
sua distribuicdo. Entdo, para um ntimero grande de encontro de sitios, podemos usar o

resultado do Teorema do Limite Central, que, como vimos na Secao assegura que

p(E,Nf) — ;e*(E*Nf+“fo(<L>))2/2Nf¢72. (3.42)
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Acima, a varidncia da distribui¢do gaussiana é dada por

2= === [p (M) - (D) | 6

Um outro resultado que vamos usar é a expansédo de P(w), isto é

w202

5t (3.44)

P(w)~1-—

Nesse caso, o é dado pela expressdo acima. Finalmente, obtemos

P(0;z) — P(jiz) = 4 SO

29 w? 2145 2y/1—z
[ e 2:

T4 )s 1—z+¢_ﬁ z02 (#)3/2 (3.45)
8 V222
- mzo? 7 (z02)3/2°
Acima usamos que
/A 2 y y/aarctan (%) A A L/Earctan({%‘)
adx——— == — =——
—A a-+ bx2 b b3/2 4 b b3/2 (34:6)
Ty wre
Por outro lado, da Eq. (1.77), temos
E(jsz) = P(0;z) — P(j;z) _ | & ]_2 V2 -2z 2z
= P(0;z)(1—z)  |mzo?2 7 (z02)3/2 1—z 647
3.47

,/z(l—z)a oz (1—2)1/2

Assim, reescrevendo

5PV 2f 1 [Wﬁ %2(1y”]

- Vzo w2z \1—z

. 5-2 -1] 72
F(j;z) = a 12)1/2{ ](7\/5 [1_ (112) ]

27 1N 1 1
2 1_(1_2) {E} . (3.48)

percebemos que o termo entre chaves é uma funcido de 1/(1 — z) que varia muito

lentamente (vide Secdo|1.4). Nesse caso, o teorema tauberiano nos permite entdo escrever

que

F"(])N " o n—1 Cmo?n—1

1 1mWﬁ<n>W 2 i
T3 [ . (3.49)
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Temos entdo um comportamento assintético do tipo lei de poténcia para a taxa de
sobrevivéncia apos n passos e também para a probabilidade de passagem pela primeira
vez pelo ponto de energia acumulada nula, representado nesse caso por j = —€g = —g,
no limite n > 1:

T(An)=F(j=—-g)~n"Y2, n>1. (3.50)

A dependéncia com A indicada na equagdo acima estd implicita no calculo da variancia
o da distribuicdo do custo energético entre dois encontros, que naturalmente depende
de A. Lembramos ainda que, no presente contexto, n passos realizados pelo caminhante
aleatério do Cap. 1 sdo analogos ao encontro de # sitios pelo buscador. Como veremos

na se¢do seguinte, ao utilizarmos a hipétese de escala e escrevermos
T(An)~n PV, n>1, (3.51)

imediatamente identificamos os resultados para os expoentes = 1 (calculado na secédo
anterior) e v = 2, validos para qualquer que seja a forma funcional da fungdo de custo

energético.

3.3 Andlise Numérica

Nesta secdo vamos apresentar a andlise numérica realizada para o calculo dos
expoentes criticos da transi¢do nas situagdes em que a funcdo de custo energético é
linearmente (f(I) o« I) e quadraticamente (f(I) « I?) proporcional ao comprimento do
passo individual. O caso linear, estudado por Ribeiro-Neto e colaboradores [29, 30],
servird principalmente para efeito de comparagdo com os nossos resultados para a
dependéncia quadratica.

Simulamos a busca por um ntimero Ny de sitios exatamente conforme as regras do
algoritmo descrito na Se¢ao para uma distribui¢do uniforme de posi¢des iniciais,
mt(x) =1/(A —2rp). A taxa de sobrevivéncia I'(A, n) é calculada numericamente como a
fragdo do niimero de caminhantes que permanecem com energia acumulada maior que
zero ap0Os n encontros de sitios, em um espaco de busca A. As Figs. [3.3/e|3.4{ilustram
I'(A,n) nos casos de custo energético linear e quadratico, respectivamente. A transicdo
de fase descrita anteriormente pode ser claramente notada em ambos os casos. Em
particular, observa-se também a forte dependéncia do pardmetro criticox =1/p=A/g
ndo apenas com a forma funcional do custo energético, como também com outros
parametros do problema (tal como, por exemplo, com o expoente u da distribuicdo de
Lévy do tamanho dos passos do buscador). Uma outra observacao relevante é que a taxa
de sobrevivéncia I', assim como a energia acumulada normalizada, 1, também pode ser
interpretada como um parametro de ordem da transi¢ao [29] 30]. De fato, assim como 1,
a taxa de sobrevivéncia é nula na fase absorvente e é finita na fase ativa, apresentando

valor de saturacdo igual a 1 em ambientes extremamente ricos em recursos, x — 0.
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Figura 3.3 — Taxa de sobrevivéncia, I'(1, x ), em fungdo de x = A /g, para diversos valores
n e p, no caso numérico de custo energético linear. Os pardmetros utilizados
foram ¢=100, r,=1, [p=1, e a=1, sendo realizadas médias sobre 500 réplicas
de buscas de 30000 sitios[12].

Para calcular os expoentes criticos numericamente, vamos considerar a hipétese de

escala, discutida na Secao para escrever a taxa de sobrevivéncia na forma [29]
T(An)=nPlvf [nl/“(/\ - AC)} . (3.52)
Definindo uma primeira fung¢do auxiliar [29] como

In[I'(A,n)/T(A,no)]
In[n/ng)

K(n,ng,A\) (3.53)
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podemos obter o comportamento critico do sistema. De fato, uma vez que
—B/v 1/v A=A
K(nmo 2y =T/ TAm)] 1 )0 Pf [n'P(A = A)] (3.54)
infn/mo] /] | g [l )
In[n=P/0] +In { f [n1/?(A — A)]} — In[nyP/*] —In {f [n}/vm - AC)} }

In[n/ny)

(3.55)
~ —B/v{In[n] —In[ng]} +In {f [n/*(A = )]} ~ In {f [n})/v(A - /\C)} }
N In[n/ng] '

(3.56)

temos entdo que, no ponto critico, ou seja, para A = A,

Kooy — —B/vlml] ~Infmol} < {FO) ~n{FO} e

In[n/ng)

Em outras palavras, as diferentes curvas para diferentes “tempos”, ou seja, diferentes
nameros de sitios encontrados, se encontram no mesmo ponto exatamente no va-
lor critico A = A. (ou x = x¢), como pode ser visto nas Figs. e Os resultados
numéricos encontrados levam a uma razdo entre os expoentes /v =1/2, em perfeito
acordo com os resultados analiticos das se¢des anteriores obtidos para qualquer forma
funcional da funcédo de custo energético. Notamos ainda que este valor também nédo de-
pende do expoente u da distribuicdo de Lévy dos tamanhos dos passos, muito embora
o parametro critico A, apresente forte dependéncia com p.

Podemos definir [29] ainda uma segunda funcdo auxiliar £, tal que

PINT(A,n)/dA]  ZIn{nP/vf[n1/?(A = A.)]}

h(n,mo, A) == [T(A,10)] /oA %ln{ngﬁ/”f [n(l)/v()\ ~ AC)]} (3.58)
_ n—ﬁ/vf[nll/v(A—Ac)] n_ﬁ/vnl/vi {f [nl/U(A B /\C” } (3.59)
ngﬁ/”f[ngl/“()\—f\c)]no /v (1)/v 9 {f[ 1/v(A A )”

0B LY (A = Ao} f[ o '(A-A )} (3.60)

= f /oA =Ag)] ny/v 2 {f[ ny/V (A — A )H .

Similarmente, no ponto critico, A = A, temos
PO fl) (Y

oA = TR e T () )

1
Inh(n,ng,Ac) = —1In i.
v no
Assim, no ponto critico a fung¢do h em funcdo de n é uma reta num grafico log-log, com
inclinagdo dada pelo inverso do expoente v. A partir das Figs.[3.7|e[3.8| vemos que v =2,

corroborando, uma vez mais, o resultado analitico apresentado na se¢do anterior.
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Figura 3.4 — Taxa de sobrevivéncia, I'(n,A), em fungdo de y = A /g, para diversos valores
n e trés valores de y, no caso numérico de custo energético quadratico. Os
parametros utilizados foram ¢g=300, r,=1, [p=1, e =0.01, sendo realizadas
médias sobre 100 réplicas de buscas de 30000 sitios.
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Figura 3.5 — Funcdo auxiliar K em fun¢do de xy=A/g para vérios valores de y, com
ny =400 e n=1000, 5000, 10000, 15000, 20000, 25000, 30000, no caso numérico
de custo energético linear. Para todos os valores de p obtemos 8/ u ~ 0.5.
Foram usados como parametros =100, r, = lp=1 e =1, sendo realizadas
médias sobre 500 réplicas de buscas de 30000 sitios [12].
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Figura 3.6 — Func¢do auxiliar K em fun¢do de x=A/g para dois valores de y, com
noy = 400 e diversos valores de 7, no caso numérico de custo energético
quadratico. Para todos os valores de u obtemos 3/u ~ 0.5. Foram usados
como pardmetros =300, r,=1, [p=1 e ¥=0.01, sendo realizadas médias sobre
100 réplicas de buscas de 30000 sitios.
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Figura 3.7 — Grafico log-log da funcdo auxiliar # em fungdo de n/ng para nyp=400 e
diversos valores de p, no caso numérico de custo energético linear, levando
av =~ 2. A curva azul representa o caso x = x.. Os parametros utilizados
toram g=100, r,=1, [p=1 e a=1, sendo realizadas médias sobre 500 réplicas
de buscas de 30000 sitios [12].
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Figura 3.8 — Gréfico log-log da funcao auxiliar # em funcdo de n/ng para n9=400 e dois
valores de y, no caso numérico de custo energético quadrético, levando
a v~ 2. A curva azul representa o caso x = x.. Os pardmetros utilizados
foram ¢=300, r,=1, [p=1 e =0.01, sendo realizadas médias sobre 100 réplicas
de buscas de 30000 sitios.

Em suma, podemos concluir a partir dos estudos realizados neste capitulo que os
expoentes criticos associados a transi¢ao de fase entre os estados em que o buscador
se encontra ativo e absorvido sdo extremamente robustos ndo apenas quanto a forma
especifica da distribui¢do de tamanhos dos passos (representada aqui pelo expoente u
da distribuicdo de Lévy), mas também quanto a forma funcional do custo energético
de locomocao. De fato, ao estudarmos do ponto de vista analitico o caso geral de
dependéncia da fung¢do de custo energético com a distdncia média percorrida entre dois
encontros sucessivos e a0 comparar numericamente os resultados obtidos utilizando
dependéncias lineares e quadraticas do custo energético com o tamanho dos passos,
obtemos exatamente o mesmo conjunto de expoentes criticos, resultado este indicativo

da universalidade da transigao.
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4 Difusao Anomala

Este capitulo constitui uma andlise exploratéria, na forma de uma revisdo da lite-
ratura, da equagdo de Fokker-Planck candnica e também de suas versdes utilizando
derivadas fraciondrias. A principal inten¢do aqui é preparar o terreno para uma futura
abordagem durante o programa de Doutorado do problema da busca aleatéria via
equagdes diferenciais. Assim, podemos dizer que um dos nossos objetivos futuros é
exatamente o de tentar resolver o problema abordado na presente Dissertagao (busca
unidimensional com condi¢des de contorno determinadas por extremos absorventes)
utilizando a técnica alternativa de solucdo de equagdes diferenciais fracionarias. Como
veremos a seguir, tais equagdes levam naturalmente a processos de difusdo andémala
(super e subdifusao), tais como os discutidos anteriormente neste trabalho. Informamos
ainda que toda a discussdo apresentada aqui ja se encontra publicada em algum livro

ou periédico, e serd devidamente referenciada no momento apropriado.

4.1 Equacao de Fokker-Planck

Iniciamos a nossa discussdo considerando a equagdo canénica de Fokker-Planck,
a qual veremos estar conectada a dindmica normal (difusiva ou browniana) de um
caminhante aleatério.

Consideremos inicialmente o problema cldssico do movimento browniano, em que
uma particula se difunde devido as flutuagées térmicas associadas aos choques com
outras particulas geralmente de menor extensdo. O nosso objetivo a seguir é calcular
como a probabilidade P(v,t)dv de encontrar esta particula com uma velocidade entre v e
v + dv varia no tempo. Vamos assumir que P(v,t) pode ser completamente determinada
sabendo que, num tempo ¢y anterior, a particula encontrava-se com velocidade vyg. Em

outras palavras, escrevemos que
P(v,t)dv = P(v,t|vg, to)dv = P(v,s|vg)dv, s=t—to. 4.1)

A mudanga t — s acima € feita uma vez que, como ndo existe dependéncia com a
origem temporal do sistema, entdo P = P(s,v). Ou seja, vamos calcular a probabilidade
de encontrar a particula com uma velocidade v sabendo que, em s unidades de tempo

anteriores, ela se encontrava com uma velocidade vy. Notamos ainda que para um inter-
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valo de tempo T > s a variagdo na densidade de probabilidade P é igual ao decréscimo

devido a particulas com velocidade no intervalo [v,v + dv] mudarem a sua velocidade

ara |vq,v1 + dvq| mais o acréscimo dado por particulas com velocidade no intervalo
1,01 1

[01,v1 + dv1] que mudam para v. Temos entdo que

U1

= —P(v,s\vo)dv/

01

P(vq,T|v)dvy +dv/ P(v,T|v1)P(v1,s|v0)dv,

Gt
de modo que

B_PT_ P(v,s|vo)/ P(vl,T|v)dvl+/ P(v,7|v1)P(v1,5|v0)dv1,
ds 21 vy

(. J/

-~

=1, por normalizagdo

—T— P(v,s|vp) +/ (v, T|v1)P(v1,s|v0)dvq vy=0v—¢

= —Poslon) = [ P(o,7lo—&)P(0 — &, sfoo)dg

Expandindo em seguida o integrando em série de Taylor, obtemos

(=" 9"

n! oo

P(o—&slo0)P(o,tlo—8) = ) [P(0,5[00) P(0 + & [0)]
n=0

Dai ficamos com

o) o © (_x\n gn
8—1:7: _P(UIS’00)+/00,§)( f') e [P(v,s|vg)P(v+ &, T|v)]dE
© (1) gn I
?)—ISDT: —P(v,s]vg) + Zo( nl') 37 [/_OOP(U,S|UO)P(U+€,T|U)§nd§ ,

a qual leva a

opP

PN —P(v,s|vo) + P(v,s|vp) /o:oP(v +¢&,7|v)d¢

N J/

-~

=1, por normalizacdo

= (-1)" o

2 [pston) [ P+ el

_1)11 an
n!  oJo"

[P(v,s|vg) My] .

Aqui, definimos

anl/oo P(U+€,T|0)énd€: <(A’U)”>

T J—o00 T

—T1-dv= —/ P(v,s|vg)dv - P(v1,T|v)dvy + | P(v,T|v1)dv - P(vy,s|v9)dvy
01

e [/_O;P(U,S|UO)P(U + E,T|U)§nd§}

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)
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Pode-se mostrar [20] que, quando T — 0, ou seja, considerando um intervalo curto
entre colisdes, entdo ((Av)") —0 mais rapido que 7 para n > 2.Vamos entdo utilizar
apenas os dois primeiros termos no somatério acima, de modo que

2
O = 2 [MyP(v,5[o0)] + 5 g [MaP(0,5[o0)] (4.10)
Para os coeficientes M; e M, temos
M=% 2 Loy = Lot 1) o)
o\ 3 (4.11)
~(5) ==
e
vp= 0 Lo o) = L 4 0t - 20m)
= (@At 1) + (1) — 20t + ()
. (4.12)
— 1 {0 420 - 2000 [0 + 75| | )
1

:;<02(f+r>+vz(t>—20<f“>[ 0+ D

Por outro lado, podemos realizar também a seguinte manipulagao:

> 9 5 0 v v 0D
o at((v—v)) <at[v —2w+v]> <8t Zva—i— ¥>
—~—

=0

— <%[vz(t+r) — ()] - zg[v(tw“f) —U(f)]> (4.13)
:%<[vz(t+r)—vz(t)]>—2;v<[ ()+T—( —U(f)]>
= 2P+ T) () ~ 20| = Mo

Os resultados acima permitem a interpretacdo das quantidades M; e M,. De fato, M;
é uma “aceleracdo”da particula, sendo comumente chamada de drift coefficient, estando
associada a uma forga F externa ao sistema, tal como, por exemplo, a forga de atrito ou
a viscosidade. J4 a grandeza M, é chamada de diffusion coefficient, D, e conecta-se com a

dindmica da variancia no tempo. Com estas consideracdes, a Eq. (4.10) torna-se

oP 0 1 92
2 =~ aolf Pl 33l

Se agora fizermos a associa¢do v — x e usarmos o fato que ds = dt, chegamos a

D D). (4.14)

forma mais conhecida da equagdo de Fokker-Planck [20]:

oP 9 19°
T —a[P P] + _ﬁ[D P]. (4.15)
Observamos acima que se fizermos F = 0 obtemos a famosa equacdo de difusao:
2
o _19 5 (4.16)

o 20x2
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4.1.1 Solucao da Equacao de Fokker-Planck

Vamos agora resolver a equagao de Fokker-Planck, Eq. (4.15), para o caso de condiges
absorventes nos extremos x = a e x = b do intervalo dentro do qual o caminhante
aleat6rio evolui [32], isto é,

P(a,t) =P(b,t) =0, (4.17)

com a condigdo inicial
P(x,t =0) =3(x — xq). (4.18)

Primeiramente, vamos analisar o chamado caso estaciondrio, ou seja, quando P(x,t) =

Ps(x). Nessa situagdo,

2
%[F(x)Ps(x)] ;diz[DU 5(x)] =0, 419)
% {F(x)Ps(x) -~ %%[D(x)Ps(x)]} =0,
de modo que 14
F(x)P:(x) = 5 [D(x)P(x)] =], (4.20)

onde a constante | é conhecida como corrente de probabilidade, em analogia a equagao
de continuidade para fluidos.

Vamos agora multiplicar a Eq. (4.20) por ( I onde (x) é uma funcdo genérica que

nos ajudaré a resolver o problema, como veremos em seguida:

Fx)P(x) 1 d ]

ooz dx P WBRI =05

Integrando a equacgdo acima, obtemos

[ - [ m

de modo que

(4.21)

(DR () = / xdx’ﬁ, (4.22)

"4 ERBG) _ DWBL) | Dle )Ps<>
= 26()  2¢(a)

—I—/d’ lpf:(f dplx /dx

. (4.23)

ou ainda,

D@P(a) _ [*, ] [ FP(Y)

29(a) S T p) e T ()
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Em seguida vamos impor que ¢(x) satisfaga a seguinte condigao:

_ DB dp(x) | E()B(x) _
292(x')  dx’ p(x') '

(4.25)
Ps(x") [ D(x")Ps(x') dyp(x") N
#() { 2¢(x’) I + F(x )} =0,
tal que
2F(x")  dy(x') d , B x 2F(x)
D(x) ~ plx)dx Eln(tp(x ) = ¥(x) = exp{/u dx D(x') } (4.26)
Utilizando a fungdo ¢ (x) acima, a Eq. torna-se
D(x)Ps(x) _ D(a)Ps(a)  * , ]
TSR O T 427
a qual leva a
2‘P /
Py(x) = { / ' } (4.28)

Impondo agora condigoes de contorno perlodlcas P;(a)=Ps(b), em conformidade
com a Eq. (4.17), encontramos

29(@) | D@PR@) o, I | 2¢0) (D@P@) [,
b | 26w b g B URS Toned Kt B
=0
ou ainda 5)D(a) v
A p ¥(0)D(@) 2]y 1
A0 = P e D) o e 430
tal que
_ ¥ (b)D(a) 2p(b) (b, 1 1
1=ro{ ot - B 4 i) s
P(a)D(b) [ p(B)D(@) ~ DE)p(@\ [ f* ., 1
0 ¥(@) HL 5}
_P(@) fD@D@®)\ [P, 1 7
1= e UL ey (432
Substituindo a equagdo acima na Eq. (4.28),

() [D@P@)  [*,, 1 R@ [D@D®][[,, 1 1"
PS(”:zz;P(x){ oLt 2 L | L e }
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de modo que

(x)Ps(a) [ [P, (D) [t (b) [~
O R IR Ko R oy .

Agora que conhecemos a solugdo estaciondria da Eq. (4.15), vamos em seguida

1
p(x')

buscar a solugdo dependente do tempo. Vamos inicialmente definir uma funcao q(x,t)

tal que
P(x,t) = Ps(x)q(x,t). (4.36)
Substituindo na Eq. (4.15), obtemos
9 1P 0)] = — L F@P0a(n 0] + - DR n]. @)
atsqu, =30 x)Ps(x)q(x, 5922 x)Ps(x)q(x,t)]. .
Analisando cada um dos termos acima, escrevemos
)
2 [P 0)] = Po() a0,

(4.38)

- {q(x,t)%[D(x)Ps(x)] 4 D)y () 21D } C (439)

Substituindo agora na Eq. (4.37), obtemos

=0,caso estaciondario

/\\

g 2
P9 35la )] = g06) { = L FOP O] + 32D 0)]
X 4.40
1D [ p+ 2o} Y
2 X
3P (0 P10,
de modo que
P grlat ) = T L F() + DR () .
0%q(x,t) .
+3D(x) By () I
Utilizando agora a Eq. (4.20), notamos que
P(0) 2 gl 0] = 2P () () — 2 200%) .
2 X :
+ %D(x)Ps(x)a ?,(xz't)-
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Observamos ainda que no caso das chamadas condi¢des de contorno absorventes,
quando P(a,t) = P(b,t) =0, temos | = 0, pois

P(a,t) =P(b,t) =0= Ps(a)q(a,t) = Ps(b)q(b,t)

(4.43)
. Py(a) =DPi(b) =0 =>] =0,
conforme a Eq. (4.20). Logo, encontramos

X 20(x
E?t [q(x,t)] = aqéx/t)F(x) + %D(x)a %(xz/t)‘ (4.44)

Vamos procurar solugdes da equagdo acima na forma

P(x,t) =Py(x)e ™, q(x,t) = Qu(x)e (4.45)
Substituindo as expressdes acima na Eq. (4.44), temos

%[Q/\/(x)eA/t] = P(x)% [QN(X)[A/} + 1D( )8822 [QN( ) A/t}

—NQy(x)e Mt = F(x)e‘“% + lD(x)e_/\,t& (4.46)

2 0x2
9Qy *Qu

—A'Qu(x) = F(x )a—+§D( x) Fy Rt

Similarmente na Eq. (4.15), ficamos com

%[P/\(x)e/\t] = % [F(X)PN(x)e’/\t} + %88_22 [D(x)P/\(x)e*)‘t}

2
ML F P ()] + e
) 1 a2

—A[Py(x)e M) = > [D(x) Py ()] (4.47)

Multiplicando a Eq. (4.46) por —P, e a Eq. (4.47) por Q/,, encontramos

aQy 1 2Q,

—sD(x)Pr =5
ox 2 o (4.48)

AQuPy = ~Quak [F(x)PA(3)] + 3 Qurry [D(x) Py ()]

ANQuPy = —F(x)P,

Somando agora as duas equagdes e integrando em x no intervalo [a,b], obtemos

-0 0 (1) Py (x)dx = / P () {—P(x)a(%’ _ %D(x)pfza%/ } dx

2
= [ E@R @]+ 5 DWE ] b,
(4.49)
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ou ainda,

1) [ Qu)Bs (e = — [0 {—F(x)&(x) + g DGR ()] s

b

baQy
b [ XPAD [+ [ Qi I dx — F()PAQu

a

b

00, 0
- D(x)p, "2 + Qv {~F + 3 21D}
’ (4.50)
Reorganizando os termos, escrevemos
b9Q b 90,/
- [ oun = 3 | 2L pip() - 5 [P (b D)
~ F(x)P\Qu + [ axQu 2 [FBA] + Fix )PAaaQA’ @s1)
+ |ox {—F(x)PA 2 2per} - tnow® 2] [
ou ainda,
b 19 b
W =) [ Quon = Qu { ~F@P + 37 DR
! 1 o b a (4.52)
- EPAD(x)% )
Mas como P(a,t) = P(b,t) =0, entdo
Py(a) = Py(b) = Qy(a) = Qx(b) = 0. (4.53)
Logo,
b
~A) /a Qv (x)Py (x)dx = 0. (4.54)

A equagdo acima, no caso em que A # A’, implica que a integral é nula. Por outro lado,
no caso A = A’ precisamos ter a integral ndo-nula, pois caso contrério terfamos de ter Py

ou Q, nulo, e entdo P(x) também seria nulo. Se usarmos a normaliza¢do apropriada,

b 0, A£N,
/a PA(x)QN(x)dx{ 7 (4.55)

escrevemos

1, A=\

Com isso, as fungdes Py e Q) formam um conjunto de fung¢des ortogonais. Isso nos

motiva a expandir P(x,t) da seguinte forma:

P(x,t) =Y A\Py(x)e ™, (4.56)
A
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com as constantes A) podendo ser obtidas da relacdo de ortogonalidade com os Q)
b b b
/ Qv P(x,0)dx = / QY APy = ZAA/ QP = Ay (4.57)
a a A A a

Assim, o algoritmo para resolver a equacdo de Fokker-Planck consiste em subs-
tituir a expansdo da Eq. (4.56), obtendo uma equacdo diferencial para P, e usar a
ortogonalidade com os Q,s e a normalizacdo para obter as constantes necessarias.

Os resultados obtidos até agora sdo validos para o caso geral da Eq. (4.15). Vamos
demonstrar em seguida a utilizacdo desse método no caso em que os coeficientes F(x) e

D(x) sdo constantes. Nessa situagdo, temos que

2 P(x,0) = &(x — xq),
P _ _pP p?t (x,0) = 8(x = xo) (4.58)
ot Tax  Tox? ) p(o,f) = P(L,t) = 0.

Usando a Eq. (4.56)), escrevemos

0 _ 0 _ 02 _
— | Y AP (x)e M| =—F— | Y A\Pr(x)e M | + Do [ Y ArPa(x)e ™ |,
ot \ 5 dx \ 5 dx= \ 5
(4.59)
ou ainda,
Y Ape M ( aap + Daa PZA + /\PA> =0, (4.60)
A
de onde obtemos 2
—Faaﬁ +D aP; + AP, =0. (4.61)
Resolvendo a equagéo diferencial, chegamos a
\/ F2
P, (x) = eF/2D (c T |y > . (4.62)

Impondo agora as condi¢des de contorno, P(0,t) = P(L,t) =0, ouseja, Py (0) = Py (L),

temos que
O:P/\(O) =C1+C=C=-0C, (4.63)
ou seja,
= = 2 _
0= (1) =yt (V) 7 o (YA )
F2 —4DA . 2 Dm?mr? , F2 —4DA . /MTX
TL—ITTZT(:}/\—E—FT Sln_h Tx —lSln( I )
(4.64)

Logo, obtemos

x,t) = i Ame_t[%Janénz}e% sin <m£rx) : (4.65)
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Resolvendo agora a Eq. (£.46), que no caso de F(x) e D(x) constantes é a mesma
equagdo para P, se levarmos F em —F, entdo

Q) = Ke™ %5 sin<m£”>. (4.66)

Da relacdo de ortogonalidade, escrevemos

g L x Fxg
Ay :/ QAP(X,O)dx:/ Ke_ZFT sin (m_r[x) 5(x — x9)dx = Ke™ Sm(mnxo),
(4.67)
tal que a solugdo da equagdo de Fokker-Planck com extremos absorventes é finalmente

dada por

sznz
P(x,t) = Ke e ™y ¢t sm(szO)sin(mfx). (4.68)

A constante K é determinada a partir da condi¢do de normalizacdo:

L Fx_x) mnx . (mmxy KL 2
1:/0 P(x,0)dx = Ke~ / Z E0 ) sin (M ) dx = S5 K= 2. (4.69)

4.1.2 Difusividade

A equacdo canodnica de Fokker-Planck possui uma caracteristica muito importante:
as solugdes P(x,t) acima sdo difusivas no sentido de que (x?(t)) ~ t, conforme esperado
para um caminhante aleatério browniano.

Para demonstrar este fato, inicalmente multiplicamos a Eq. por x? e em seguida

integramos, tal que

00 2
/ zapdx— F/ x—dx+D/ Zap (4.70)
ou ainda,
o(x2(t)) 5P | * o0
S _pies _OO—ZxP‘_OO+2/OdeP(x,t)
+F{x2P‘ +2/ xP(x,t)dx}. @.71)
2 29P 2\ oz
Admitindo que xligwx P(x,t) =0= xgrilwx ;s ou seja, que (x) e (x°) sdo bem
definidos, entdao )
w — 2D 4 2F(x(t)). 472)

Observamos que se a particula se difunde num ambiente homogéneo, P(x,t) é uma
funcdo par e (x) é zero. Logo,
(x(t)) = 2Dt, (4.73)
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como esperado.

Por outro lado, se quisermos tratar sistemas com difusdo andmala, serd necessario
reformular a equacdo de Fokker-Planck, introduzindo ingredientes que ndo constam
na formulagdo candnica apresentada acima. Como veremos na se¢do a seguir, uma
tentativa nesse sentido [33, 34] se da no contexto do calculo envolvendo derivadas
fracionarias [35, 36].

4.2 Da CTRW a Equacao de Fokker-Planck Fracionaria

Como o nome desta secdo sugere, vamos deduzir em seguida a equacdo de Fokker-
Planck fraciondria partindo de uma generalizagdo [34] do modelo de caminhadas
aleatérias conhecido como caminhada aleatéria de tempo continuo (continuous time
random walk - CTRW) [23]. Este modelo é caracterizado pela introdugdo de um tempo ge-
neralizado de espera entre os passos do caminhante, ndo sendo portanto mais possivel
o mapeamento perfeito entre o nimero de passos e o tempo. Como veremos a se-
guir, esta caracteristica confere a possibilidade de dindmicas anémalas (isto é, sub ou
superdifusdo) a caminhada aleatéria, as quais sdo distintas da dindmica normal (brow-
niana) discutida na se¢do anterior a luz da equagdo de Fokker-Planck com derivadas

canonicamente definidas.

L]

t

Figura 4.1 — Grafico esquematico de uma CTRW: as linhas continuas representam os
deslocamentos espaciais do caminhante aleatério, enquanto as linhas trace-
jadas mostram o tempo de espera [34].

Vamos iniciar a formulagdo do problema da CTRW a partir da defini¢cdo de duas
distribui¢des de probabilidade, (t) e P(r), que vao reger respectivamente o tempo de
espera entre os passos consecutivos do caminhante e o préprio tamanho dos passos.
Como deduziremos a seguir, serd a partir destas duas distribui¢des que surgira a difusao
anodmala do caminhante aleatério. De fato, em processos subdifusivos o tempo médio
entre passos, T, diverge, enquanto que processos superdifusivos sdo caracterizados pela

varidncia no tamanho dos passos, o, divergente [34].
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O nosso objetivo primeiro é achar uma forma de representar a funcao P(r,t), que dé
probabilidade de encontrar o caminhante na posi¢do r no instante de tempo ¢. Podemos

escrever que
P(r,t) ZP /¢n Y(t—1)dt. (4.74)

A equagdo acima pode ser entendlda da seguinte forma. Inicialmente, notamos que
P, (r) é a probabilidade do caminhante estar na posicao r no n-ésimo passo. Por outro
lado, ¥, (7) é a probabilidade de que o n-ésimo passo seja executado no tempo 7 e
¥ (t — 7) é a probabilidade do caminhante permanecer parado durante um tempo maior
que t — 7. Ou seja, estamos somando todos os deslocamentos que levam a r em um
tempo 7, fazendo o caminhante esperar t — 7.

Em seguida, vamos transformar a Eq. para o espaco de Fourier-Laplace, onde

ela possui uma forma mais tratavel:

P(r,s) / dt e_St/ Pu(T)Y(t — 1)dT. (4.75)

Tl

Pelo teorema da convolugéo,

t

L7THF(5)8(s)} = f+g(t) = | St —x)g(x)dx, (4.76)

de onde obtemos que
=0 (4.77)

Calculando ¢, (s) e ¥(s), escrevemos

Y(t) = /toogb( ydt =¥ (s / dt e_St/ (1)dT, (4.78)
tal que
6=y | vir| = [ e

(4.79)
1

- —/Oootp(r)dr - /Ow e_:tgb(t)dt = %{1 —§(s)}-

S

Note, entretanto, que da mesma forma que ¥ rege o tempo entre passos, P, (t) pode ser
interpretado como a distribui¢do da soma dos tempos de espera de todos os passos até

o n-ésimo. Além disso, é possivel escrever ainda que
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Acima usamos o fato de que os passos sdo estatisticamente independentes e por isso
a média do produto é igual ao produto das médias, assim como a média também ¢é
independente da ordem numérica do passo.

Usando o Teorema do Limite Central, podemos expressar P,(r) na forma

Py(r) = %/_weiwrly’(w)dw. (4.81)

Assim, voltando a Eq. escrevemos

Prs) = 1 5 [ e P @)l (o) {1 - ) o
— %1_—1}7(5) /oo e iwr i (P(w)(s))"dw.

5 - n=0

Usando o fato de que |P(w)| < 1e|(s)| < 1, entdo

< / IP(x)el |dx

—00

B(w)| = ‘ / OZOP(x)eiwxdx

g/oo|P(x)||ei“’x|dx:/oo|P(x)]dx:1 (4.83)

Desse modo,

P(r,s) = 1-9(s) 1 /Oo e_i“”Ad—w (4.85)

o que levaa
p(w,S):l_lP(s) Al _ )
s 1=P(w)p(s)
A Eq. é o ponto de partida para deduzirmos a equacdo de Fokker-Planck fra-

(4.86)

ciondria. O que faremos a seguir é partir das equagdes para §(t) e P(x), que admi-
tiremos conhecidas, para calcularmos as transformadas i(s) e P(w) e substituirmos
na Eq. (4.86). Finalmente, transformando de volta para o espaco (x,t) obteremos uma
equagcdo diferencial fraciondria para P(x,t).

42,1 Caso difusivo

Vamos inicialmente resolver um exemplo conhecido para demonstrar o método geral.

Seja um caminhante aleatério que tenha P(x) e () com momentos bem definidos. Por
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exemplo, uma distribui¢do gaussiana de passos e uma distribui¢do exponencial para os
tempos de espera,

1 242 1
P(X) = We /4o , lp(t) = ;et/T. (487)

Tomando as transformadas de Laplace e Fourier,

B(w) — o (@) _ 1
Plw)=e , P(s) T

(4.88)

Estamos interessados no limite em que s — 0 e w — 0, pois estes correspondem aos

limites t — co e x — oo quando qualquer tipo de transiente ja foi superado. Temos, entdo,

P(ws)zl_‘/}(s) 1 _1-( -1 1
: 1= P(witp(s) s 1m0-m)-wtet) )

T Wit Ts 4 @2

Tirando a transformada inversa de Fourier e Laplace da expressdo acima e usando as

propriedades
i n2 " f(x _
F (i) f )} = 2L, F1) =o(),
e
L7Hsf(s) = f(0)} = (1), L1} =6(t),
escrevemos
. w?a?
sP(w,s) + P(w,s) =1, (4.90)
de onde
. w?o? .
Fl {sP(w,s) + P(w,s)} = F 1}, (4.91)
de modo que
. w? 3P (x,s)
SP(X,S) — 78—3(2 = (S(X) (492)
Aplicando o operador inverso de ambos os lados da equacao,
292P
,1 A w a P(X,S) —1
L {SP(X,S) — TT =L {5(3(:)}, (493)
tal que
oP(x,t) . 4 w? 2P (x,t)
Usando agora a condicdo inicial P(x,0) = §(x), encontramos
oP(x,t) w?3?P(x,t)
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de modo que

OP(x,t)  w?d*P(x,t)
ot 1 o (4.56)

Chegamos entdo a famosa equacdo de difusdo, ja discutida na secdo anterior, que cor-
responde ao caso particular da equacdo de Fokker-Planck e estd associada a distribui¢des
com momentos finitos.

Nas proximas subse¢des vamos mostrar que se tomarmos distribui¢des com mo-
mentos divergentes geramos equagdes envolvendo derivadas fraciondrias associadas a

processos de difusdo andmala.

4.2.2 Caso Subdifusivo

As derivadas fraciondrias surgem de uma extensdo ou generaliza¢do do conceito de
derivada. De fato, originalmente temos derivadas “inteiras”, d" /dx", com n inteiro. Ao
estender n para um niimero real, introduzimos o conceito de derivada fracionaria [35, 36,
37]. Ndo existe, entretanto, uma defini¢do tinica para estas derivadas. De fato, a grande
variedade de defini¢des é oriunda das tentativas de manter as diferentes propriedades
das derivadas canonicas ao se fazer a generalizacao.

Como exemplo, vamos partir da mesma distribui¢do de passos do caso anterior,
porém agora com uma distribui¢do de tempos de espera () com momentos diver-
gentes. Um possivel exemplo é a distribuicdo de Lévy para ¢(¢) [1]. Distribui¢des com
esta forma fazem com que o caminhante fique um tempo muito grande parado, pois

(t) — oo, esperando para dar um novo passo. Nesse caso, terfamos, entdo,

I S T\4a+1
ou ainda,

P(w) = e 1 — WP, P(s) = el 5" w1 — (s7)% (4.98)
Novamente, tomamos os limites s — 0 e w — 0, e substituindo na Eq. (4.86), ficamos
com

A 1—1 1 1-(1- & 1
B L6 1 100 1
s 1-Pw)ils) e I I R

_ (sT)® 1 1 1 K — o2 .

s (sT)*+w?0? s1+w?seK, CTw?
de onde obtemos ,

P(w,s) + KyP(w,s)w?s ™ = = (4.100)
Tirando as transformadas inversas de Laplace e Fourier e usando mais essa proprie-
dade
1 1, t>0;
L1 {—} =0(t) = (4.101)
5 0, t<0,
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chegamos a

FYP(w,s) + KyP(w,s)w?s ™} = ]:1{%}, (4.102)
de onde
. . 07 4 1
P(x,s) — Kgs WP(x,s) = Eé(x). (4.103)
Assim como no exemplo anterior, aplicamos o operador inverso de ambos os lados,
L1 P(x,s) — K s‘“a—zﬁ(x s)p=L"" E 5(x) (4.104)
7 (9 axz 7 S ’ .
para encontrar
0% 4
P(x,t) + L7} {—Kas_“ﬁp(x,s)} =0O(t)(x). (4.105)

Acima, O(t) é a fungdo teta de Heaviside. Entretanto, como sempre temos t > 0 entdo

O(t) =1.
A seguir, usando a seguinte propriedade da definicdo de derivada de Riemann-

Liouville,
L{DIF()} =sPL{f(},  a>0, (4.106)
escrevemos 5
P(x,t) — ODt“Kw%P(x,t) = 6(x), (4.107)
ou ainda, )
D2 P(x,) — 0Df oD; *Kemoy P(x,) = DY (), (4.108)
de modo que
2
o DEP(x,t) — Ka%P(x,t) — ,D%3(x). (4.109)

Calculando a derivada da delta de Dirac [37],

oDfo(x) = %ﬁfot(t —u) "% (x)du

d o L —
:Er(l(i)a)t /0<1_%> au

(4.110)
_ 4 oy t"‘“/l(l — ) dy
dtT(1—a) 0
— d (5(.’){) —a+1 o
_dtf(l—a)t B(1,1— ).
Acima, B(x,y) é a fungdo beta [38], de modo que, explicitamente,
o _ d 5(3() —a—f—lr(l)r(l — 0‘)
0PHO) = 3T — ! T2 —a)
() ()(1 =yt
= T2 —a) (4.111)

CT(1—a)
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a qual finalmente leva ao resultado

02 S(x)I(1)

. 44 _ o — N7/ AT —
7+ oDiP(x,1) = Kuzg P (x,1) o (4.112)

A equacdo acima representa a equagao de Fokker-Planck com derivada fraciondria no
tempo e derivada espacial candnica.

4.2.3 Caso Superdifusivo

Vamos agora considerar um novo exemplo que representa o contrario do caso
estudado da subsecao anterior, isto €, uma caminhada aleatéria com distribuicao de
passos superdifusiva, novamente a de Lévy, e uma distribui¢do de tempos de espera

poissoniana. Com isso, teremos (x?) — oo e (t) finito. Nesse contexto, consideramos

p(t) = e, P~ (3) (4.113)
com
N 1 N ’
_ ~1_— — e (lwlo)" ~ 1 _ iz
P(s) T 1—sT, Plw)=e ~1— (Jw|o)*. (4.114)
Substituindo na Eq. (#.86), encontramos
A 1— §(s) 1 1—(1-s7) 1
S P(w,s) = _ =
(,5) s 1— P(w)y(s) s 1—(1-=s7)(1— (Jw|o)H) L1105
ST 1 B 1 _ 1 _ ot (4.115)
s sr+(|w|0)ﬂ_5+(|w\rﬂ)" s+ Ky|w|# ¢
de onde obtemos
1=P(w,s)s+ P(w,s)K,|wl". (4.116)

Novamente, considerando as transformadas inversas de Laplace e Fourier e usando as

mesmas propriedades dos casos anteriores,

L£7H1} = £7HP(w,s)s + P(w,s)Ky|w|"}, (4.117)
com 3
5(t) = glﬁ(w,t) + DP(w, t)Ky|wl, (4.118)
passando por
Fs(0) = Fl{%ﬁ(w,t) 4 Dw, HK,|w], (4119)
elevando a 5
5(1)6(x) = 5 P(x,t) + FHP(w,t)Ky|w|}. (4.120)

ot
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Neste ponto, existe uma divergéncia de defini¢des de derivadas fraciondrias entre fisicos
e matematicos. A defini¢do de Riesz possui a propriedade F{D%f} = |w|*F{f} quando
definida por matematicos [35,36,37], e F{D%f} = —|w|*F{f}, quando expressa por
tisicos [34] 39]. Esta diferenca é causada pelo intengdo de que no limite & = 2, referente
a estatistica browniana (ver o Cap. 1), a equagdo de difusao normal seja recuperada.
Neste capitulo da Dissertagdo, vamos optar por utilizar a definigdo dos fisicos. Nesse

caso,
5(E)8(x) = %P(x,t) ~D(P(x,1)K,), (4.121)

de onde obtemos 3
gP(x,t) = DY (P(x,t)Ky). (4.122)

A equacgdo acima representa a equagao de Fokker-Planck com derivada fraciondria no

espago e derivada temporal canonica.

4.3 Verificacdo do comportamento dindmico anémalo

Na se¢do anterior, partimos do modelo da CTRW e deduzimos as equagdes de
Fokker-Planck fraciondrias no tempo e no espago. Vamos agora de fato mostrar que esse
tipo de equagdo consegue exprimir a dindmica andmala (ndo browniana) do caminhante
aleatorio [39].

4.3.1 Derivada fraciondria temporal e subdifusao

Vamos partir de uma equacdo de Fokker-Planck levemente diferente, com derivada

temporal fraciondria e derivada espacial candnica:

oP 97P 0°P

Tlg +T7W = 1@. (4123)
Multiplicando a equagdo acima por x? e integrando, obtemos
o0 oP _d7P o0 9*P
2 _ 2
/Oodxx (Tlg—i—tya?) —/Oodxx Dlm (4124)
Em seguida, procedendo da mesma forma que na Segao encontramos
Jd, - o0 ,d7P
TS (x >+T7/_oodxx o =2D1 (4.125)

No célculo que se segue vamos usar a definicdo de Caputo para as derivadas
fraciondrias [35], embora a equivaléncia entre as diferentes defini¢des destas derivadas

ndo sera mostrada aqui, pois foge ao escopo deste trabalho. Nesse contexto, ao contrario
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do que ocorre em algumas defini¢des, na derivada fraciondria de Caputo a derivada de

constantes é nula. Escrevemos, portanto,

/ dx 87P / dx x*P ( 2) (4.126)
T Te atv ’ '
tal que
a< N+ m( 2y =2D (4.127)
ot Yorr /Tl '
Tomando a transformada de Laplace da equacdo acima, obtemos
SR 1 G JCAR T RV o) (4.128)
ot "o I '
de modo que
97 1
T [sc { <x2>} — (x?) (0)} +1,L {w@} = 2Dy . (4.129)

Em seguida, usando como condicial inicial que P(x,0) = &(x), temos que (x?) (0) = 0.
Calculando a transformada de Laplace da derivada de Caputo, obtemos

(i -oclio)- o doos

(4.130)
=sTL { (x )} .
Entao temos 1
sl { <x2>} +1,87L { <x2>} = 2Dy, (4.131)
isto é, b .
2\ _ <Y1
c { (x >} = TsrTe (4.132)
de modo que, finalmente,
2y =gt 1 : (4.133)
S TS+ Tys7

A seguir, vamos analisar separadamente os casos 1 <y <2e 0 <y <1.
e Caso 1: 1 < y < 2. Inicialmente, expressamos a equagdo acima na forma

<x2>:2D1£1{ ! ! } (4.134)

T, s7t1 1 + %31*7
Usando o t d lugdo, Eq. @76 )= e gs) = —
sando o teorema da convolug¢do, Eq. (4.76), com f(s) = e i $(s) = T+ s
v

encontramos

1 U T(g+1
fHy=c"" {sm} = r(,ytﬂ), £ {%} =19, (4.135)
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(4.136)

gy=cy Lt _paly (_—“)ns"“—’f) , Agler g,
14 st =\ T,

I
17e
VR
N——

Iy
——
wn
X
T
=
——
I
gk
7N
all
=
N——
=
| =+
S| 2
—~
=7
|| =
=
SN—

de modo que,

o o noot x(t—x)”Yx”("V_l)_l
<x >(t)_ T, 1"(,),+1 nZO( ) /0 ]—'(Tl(’)f—l))

2D, 2 " T(y+DT(n(y — 1)) D+
Ty F(7+1 Z( > F(n(y=1)+y+DI(n(y—1))

2D — (=1 2D _
_ _1t,y Z ( Tl) _ 1t’YE'y—1,’y—|—1 (jt’Y—l) ,

(4.137)

onde E,X,ﬁ(x) é a funcdo de Mittag-Leffler generalizada, definida [40] como
(o) xk

x) = ;;)r(“k—JﬁB) (4.138)

Usamos também o seguinte resultado:

t T(a+1I(b+1)
by N\a _ a+b+1 _ .
/0 x7(t —x)"dx = Fatb+2) t Re(a) > —1, Re(b) > —1, t>0. (4.139)

O comportamento de (x?) pode ser obtido tomando os limites assintéticos da fungéo
de Mittag-Leffler [40], de modo que

( 2D1t7 F 1
2D T T’}’r(ry + 1) ' ’
) =Lipe (_m—l) ~ (4.140)
Ty Ty
2D,
. —1, t — oo,
L 71

e Caso 2: 0 < ¥ < 1. Nesta situacao, inicialmente escrevemos

<x2>(t):£1{2D1 ! }ZZDlﬁl{l;}. (4.141)

S TS + Ty87 T $21 4+ 57—11_7
1
: < > 1
Usando mais uma vez o teorema da convolugao, Eq. (£.76), com f(s) = — e §(s) =
S
1
T , encontramos

T

f(t)y=,"1 {512} =t (4.142)
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o)=L I S G i (ﬁ)nsn(v—l) o D1 g
1+ 2571 o\ T T

(4.143)

2Dy & ()" 1 t an(1—
) =225 (2) gy fy = 0w 10 s
& (nY 1 T 1)
=2Y (7)) ma e (1144)

Expandindo a fungdo de Mittag-Leffler, determinamos que
2Dt

< 1;
2y~ Ty B 4.145
(x7)(t) ~ 2D, (4.145)
mt, t — o0.
v

Observamos que existe uma diferen¢a no comportamento dindmico do sistema
dependendo do valor de 7. De fato, o carater subdifusivo se mostra presente em (x?)
quando 0 < y < 1. Por outro lado, como pode ser visto em [25]], e de acordo também com
a nossa dedugdo da equacao fraciondria, a relagdo entre o expoente y da distribuicdo de
Lévy considerada nos capitulos anteriores dessa Dissertacdo e o expoente 7y definido
acima é u = v + 1. Logo, o sistema é subdifusivo para uma distribuicdo de tempos de
espera tal que 1 < yu < 2, a qual ocorre justamente quando o caréter divergente destes
tempos é mais acentuado [1].

4.3.2 Derivada espacial fraciondria e superdifusao

Vamos agora analisar a equacdo de Fokker-Planck com derivada fraciondria no
espaco e derivada candnica no tempo, a qual veremos dar origem a uma dinamica de
caréter superdifusivo.

Vamos partir da equagdo

oP 9°P o"p
= = D1E + DHW. (4.146)

Tirando a transformada de Fourier, obtemos

oP 9%Pp otP
f{a} —f{DlmwﬂW}'

%]—“{P(x,t)} = —Dlwzf{P(x/t)} + DV]:{gVTI:}.

(4.147)
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Usando novamente a versdo modificada da derivada de Riesz, em que

F{52 b=l F sy, (4.148)
encontramos
%}"{P(x,t)} = | -Dylwl" = D1w?| F{P(x,1)}, (4.149)
de onde temos
F{P(x,t)} = F{P(x,0)} e[ Pulwl'=Dre?] (4.150)
ou ainda,
P(x,t)=F ! {f{P(x,o)}e[—Du|“"“—Dlw2]f} . (4.151)

Agora, a partir do teorema da convolugﬁo

FHR)86) = frg= / Flx—2)g (4.152)
escrevemos

g(s) — e[—Dy|w|}4_D1w2] :>g(t) _ fﬁl{ [ Dy|w|Mt— Dyw? t

')
=FEU R
{exp{ W -

(4.153)

onde

_ Die? 1 —x?
f(l) (t) =F 1 {e Dy t} = —ZDltexp{AlDlt}

=e

N
(4.154)
e
_ —_D,lw 1 oo iwx ,—Dy|w|Ht 2 * —Dy|wlHt
A =F 1{3 Dyl |”t} :—/ elw¥e=Dylw] :—/ cos(wx)e” “HIwl,
27T J—o0 V 27T J—o0
” (4.155)

Logo, encontramos
85 = W fD = [~ f(x = 2) @) 2)az

= /Oo dz ! exp { —(x—2)° } 2 /Oo dew cos(wz)e Prlelt,
—0 \/2D1t 4D1t \/27TJ0
(4.156)

Voltemos agora a Eq. (4.151). Utilizando P(x,0) = é(x) e lembrando que F {é(x)} =
\ﬁ’ obtemos

P(xt) = ——F —1{e[*Dﬂ|w|’”*Dlwzlf}: ), (4.157)

1
Eg(f

N
:l

ou seja,

P(x,t) = - 2D1/ dzexp{ ZD_ltZ }/ dw cos(wz)e —Dy|w|t

~ (4.158)
(—1)'1(‘02)2”671)#@“%

:n 2D1/ dzexp 4D1t } ; dwz

= (2n)!
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o que leva a
1) oo —(X—Z)Z 5 00 B "
2 i’ d n/ d Dylw|*t, 2n
() nmz zn'/oo Ze"p{ Dt f° we @

)

)
ﬂmz 2;3:1% (zn;_l)( ) / dzexp{ 4D1t) }ZZn'
(4.159)

Observamos ainda que a integral acima pode ser interpretada como os momentos

(|z|*") relativos a uma distribuicao gaussiana [41], isto &,

{|x|F) = /_0:0|x|PU\/12_ﬂexp{_71 (x;'u)z}dx

(150)

Acima, {F1 (a,B,x) é a fun¢do hipergeométrica confluente de Kummer [41}, 38]]. Fazendo

2

1 —pu

a identificagdo i = x e 0> = 2D1t, encontramos

2
/ dzexp{ 4Dt)} = 2/7 (Dyt)" %1& <_”'%’zﬁxlt)' (4.161)

e entao
2n+1 n
1 i r(*2=) [ by o 1 —x2
P(x,t) = —— —-1)" E N2 Fr | -1, 5, —— ).
(4.162)
Notamos que no caso D, = 0 a Eq. (4.146) se torna a equagdo de difusdo, como

esperado, cuja solugéo ¢é a distribuigdo gaussiana. Nesse caso, (x2)(t) e m possuem
0 mesmo comportamento. Como (x?)(t) diverge para a equagdo acima [39], vamos
analisar o comportamento de 5=- ( ) > para D, ndo nulo. Os resultados obtidos concordam

com a andlise da quantidade (|x|°)(t) tipicamente usada nesses casos [34]. Assim,

o r(2”+1) D; \ 1
1 n—=4

V2, F [ =n,=,0).

H7 (Dy)i,g T(1+n) \ po/* P 1< n’2’0> (4.163)

P(0,t) =

=1

Temos entdo que para u < 2, ou seja, nn — 27” < 0, o limite assint6tico t — oo é obtido pelo

primeiro termo da série, de modo que

P(0t>““(1); | ( ; )ZNW (4.164)
) ; o P(0,t) : .

O comportamento para t < 1 é obtido graficamente, como mostra a Fig. levando ao

resultado

1 2
()~ 169
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10

Figura 4.2 — Andlise temporal da fungdo (1/P(0,t))? para D; = D), = 1, com (a) p=1/2
e (b) u=3/2[34l].
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Por fim, observamos acima um comportamento superdifusivo para a dindmica do
sistema no caso de uma distribuicdo do tipo lei de poténcia de Lévy de tamanhos dos
passos, similarmente ao resultado obtido para o caso subdifusivo com uma distribuicdo
similar de tempos de espera. Isto é um forte indicio de que reformulag¢des da equacdo
de Fokker-Planck em termos de derivadas fraciondrias podem ser utilizadas para
caracterizar difusdes andmalas. Este resultado constituiu de fato a motivagdo original
para este capitulo. Como comentado, pretendemos fazer uso das técnicas aprendidas
e exploradas no presente capitulo para abordar o problema ainda sem solucdo geral
do caminhante aleatério com dindmica andmala (de preferéncia superdifusiva) via a
equacdo diferencial de Fokker-Planck fraciondria no espaco, dentro de um intervalo
unidimensional com condi¢des de contorno absorventes nos extremos representando os
sitios-alvos. Este desafio serd explorado no programa de Doutorado que se seguird na

sequéncia ao presente trabalho.
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5 Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho discutimos a dindmica energética das buscas aleatérias aplicadas ao
problema de foraging, em que animais buscam por comida ou parceiros em ambientes
escassos em recursos. Discutimos a transi¢do de fase que o buscador experimenta de
um estado ativo (“vivo”), tipico de ambientes com abundéncia de recursos, para um
estado estético absorvente (“morto”), onde a busca é encerrada pela falta de energia
oriunda do encontro de recursos.

Ao estudarmos a dindmica da busca préxima a transi¢do considerando uma distribui¢do
de Lévy para os tamanhos dos passos da busca, obtivemos os expoentes criticos através
de abordagens teéricas, tais como o método de primeira passagem para o estado de
energia nula, e numéricas, baseadas na hipotese de escala aplicada aos resultados de
simulagdo numérica utilizando as regras do modelo de busca. De fato, conseguimos
calcular analiticamente um parametro de ordem representado pela normalizacdo da
energia acumulada do buscador. Tal calculo permitiu a determinacao do expoente critico
B. Por outro lado, através de um mapeamento da caminhada de busca em um novo ca-
minhante aleat6rio no espaco de energias, conseguimos calcular a taxa de sobrevivéncia
do forager via métodos do problema de primeira passagem. A partir da aplicagdo da
hip6tese de escala a esta transicdo, este calculo permitiu a determinagdo do expoente
critico v. Estes expoentes foram confirmados numericamente a partir da aplicagdo da
hipé6tese de escala e de fungdes auxiliares.

Uma questdo relevante tratada neste trabalho foi a da universalidade destes expo-
entes criticos com respeito a parametros especificos do problema e a forma funcional
da fungdo de custo energético da busca. Assim, do ponto de vista numérico, nossa
anélise considerou custos energéticos variando linear e quadraticamente com o tama-
nho do passo. Por outro lado, do ponto de vista analitico generalizamos o modelo para
considerar gastos energéticos de uma forma genérica em fun¢do da distancia média
percorrida entre dois encontros sucessivos, enquanto que a literatura apresenta apenas
o caso linear. Obtivemos exatamente 0 mesmo conjunto de expoentes criticos, indicando
de fato uma universalidade da transi¢do com relacdo a forma especifica da distribuigado
de tamanhos dos passos (representada aqui pelo expoente u da distribuicdo de Lévy)e
quanto a forma funcional do custo energético de locomocdo.

Como perspectivas para esse trabalho, temos a realizagdo de algumas abordagem
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distintas e inéditas para o problema de foraging. A primeira serd a tentativa de ob-
ter os expoentes criticos aqui discutidos, e também outros, via teoria de campos e
grupo de normalizagdo. Essa abordagem enfrenta a dificuldade de ser necessdria uma
descri¢cdo hamiltoniana para as caminhadas aleatérias. Entretando, acreditamos que, se
vencida esta barreira, poderemos estudar as buscas aleatérias inclusive em ambientes de
dimensionalidade maior, de modo a se aproximar mais realisticamente do problema con-
siderado. Uma segunda abordagem serd tentar provar analiticamente que a distribui¢do
de Lévy é a estratégia de busca mais eficiente através de uma extremizacdo da eficiéncia
aqui apresentada, ou equivalentemente da energia ganha pelo caminhante, via calculo
variacional. Por fim, temos o estudo das buscas unidimensionais via equagdes dife-
renciais fraciondrias, que conseguem modelar processos superdifusivos, tais como os
voos de Lévy. De fato, esta abordagem ja foi iniciada com uma breve anélise na pre-
sente Dissertacdo da literatura referente a equacdo de Fokker-Planck e a sua versao
fraciondria.
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