UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
DEPARTAMENTO DE ESTATISTICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ESTATISTICA

DIAGNOSTICO DE INFLUENCIA PARA UMA
FAMILIA DE MODELOS DE REGRESSAO PARA
DADOS DE TAXAS E PROPORCOES

FRANCISCO HILDEMAR CALIXTO DE ALENCAR

DISSERTACAO DE MESTRADO

Recife
2016



FRANCISCO HILDEMAR CALIXTO DE ALENCAR

DIAGNOSTICO DE INFLUENCIA PARA UMA
FAMILIA DE MODELOS DE REGRESSAO PARA
DADOS DE TAXAS E PROPORCOES

ORIENTADOR: PROF. DR. RAYDONAL OSPINA MARTINEZ
COORIENTADOR: PROF. DR. JUVENCIO SANTOS NOBRE

Area de Concentracao: Estatistica Aplicada

Dissertagao apresentada ao programa de Pos-graduagao
em Estatistica do Departamento de Estatistica da Univer-
sidade Federal de Pernambuco, como requisito parcial para
obtengao do grau de Mestre em Estatistica.

Recife
2016



Catalogacao na fonte
Bibliotecaria Jane Souto Maior, CRB4-571

A368d Alencar, Francisco Hildemar Calixto de
Diagnostico de influéncia para uma familia de modelos de

regressao para dados de taxas e propor¢des / Francisco Hildemar
Calixto de Alencar. — 2016.

90 f.: il., fig., tab.

Orientador: Raydonal Ospina Martinez.

Dissertacdo (Mestrado) — Universidade Federal de
Pernambuco. CCEN, Estatistica, Recife, 2016.
Inclui referéncias.

1. Andlise de regressdo. 2. Regressdo beta. 3. Estatistica
aplicada. I. Martinez, Raydonal Ospina (orientador). Il. Titulo.

519.536 CDD (23. ed.) UFPE- MEI 2016-021




FRANCISCO HILDEMAR CALIXTO DE ALENCAR

DIAGNOSTICO DE INFLUENCIA PARA UMA FAMILIA DE MODELOS DE
REGRESSAO PARA DADOS DE TAXAS E PROPORCOES

Dissertacdo apresentada ao Programa de
Pé6s-Graduacdo em  Estatistica da
Universidade Federal de Pernambuco,
como requisito parcial para a obtenc&o do
titulo de Mestre em Estatistica.

Aprovada em: 03 de fevereiro de 2016.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Raydonal Ospina Martinez
UFPE

Prof. Dr. Abrado David Costa do Nascimento (Examinador Interno)
UFPE

Prof.2 Dra. Michelli Karinne Barros da Silva (Examinador Externo)
UFCG



Agradecimentos

Primeiramente agradeco a Deus, por ter permitido mais esta jornada em minha vida

e por sempre cuidar de minha familia.

De forma incomensuravel agrade¢o a minha mae, Acacia Coelho, por todo amor in-
condicional, por seu sempre apoio, incentivo, carinho, valiosos conselhos, por sempre ter

sonhado junto comigo e por sempre me transmitir forca e coragem.

A minha irma, o anjo de minha vida, Dafinig de Paula, sou eternamente grato por seu
carinho, amor, apoio e principalmente por vocé sempre ter sonhado meus sonhos e nunca

ter desistido deles.

Ao pastor Carlos Alberto, por ter sido um pai em minha vida e nunca ter medido

esforgos para ajudar a mim e a minha casa, sempre lhe serei grato.

Agradego enormemente ao professor Raydonal Ospina, por seu incentivo, comprometi-
mento, profissionalismo e por sempre chamar minha atengao quando necessario. Agradeco
também por seu constante entusiasmo, motivacao e por seus conselhos que vao além da

vida académica.
Sou muitissimo grato ao professor Juvéncio Nobre, por seu incentivo, apoio, paciéncia
e por seus conselhos, que muitas vezes abriram meus olhos. Agradego por ter acreditado

em mim.

Agradego ao meu amigo Everton Souza, sou grato por sua amizade, generosidade,

companheirismo e por sempre estar disposto a servir e a ouvir seus amigos.

A minha amiga Laura, sou muito grato por seu companheirismo, apoio e incentivo.



Agradeco a todos os amigos que fiz no decorrer do curso, em especial, Jonas, Pedro,
Sténio , Rodrigo goiano, Rodrigo carioca, Diego Coelho, Wanessa, Rafaela, Terezinha,

Telma, Fernanda e Renata.

Agradecgo aos amigos de moradia Jussieide e Leomir, pelas sempre animadas refeigoes

de fim de semana e momentos de descontracao.

A Valéria, secretaria do programa, por estd sempre disposta a orientar, ajudar e es-

clarecer as duavidas.

A CAPES, pelo apoio financeiro. Ao membros da banca examinadora, por suas valiosas

sugestoes.



“Do Senhor ¢é a terra e a sua plenitude,

o mundo e todos os que nele habitam.”

Salmos 24:1



Resumo

Existem situagoes na modelagem estatistica em que a varidvel de interesse é continua
e restrita no intervalo aberto (0,1), tais como taxas e propor¢oes. Esses tipos de var-
iaveis tipicamente apresentam caracteristicas de assimetria e heteroscedasticidade, sendo
assim inapropriado o uso do modelo normal linear. Kieschnick e McCullough (2003)
indicaram apoés estudos de diferentes estratégias para modelar tais variaveis, o uso do
modelo de regressao beta. Contudo, Hahn (2008) e Garcia et al. (2011) observaram que
a distribuicao beta nao é apropriada para o caso em que ha ocorréncia de eventos ex-
tremos; isto é, eventos que possam ocorrer na cauda da distribuicdo. Com o intuito de
obter maior flexibilidade no modelo de regressao beta, Bayes et al. (2012) propuseram o
modelo de regressao beta retangular considerando a distribuicao beta retangular proposta
por Hahn (2008). Este modelo possui como casos particulares o modelo de regressao beta
proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004) e o modelo de regressao beta com dispersao
variavel proposto por Smithson e Verkuilen (2006). Esta disserta¢ao tem como proposta
avaliar o uso das divergéncias Kullback-Leibler e x2?, bem como, das distancias estocas-
ticas Kullback-Leibler, x?, Bhattacharyya, Hellinger, triangular e média-harmonica e da
distancia L; norm na deteccao de observagoes atipicas nos modelos de regressao beta e
beta retangular. Com este fim, realizamos um estudo de simulacao de Monte Carlo em
que ajustamos, sob o enfoque Bayesiano esses dois modelos. Nesse estudo, observamos
que a divergéncia y? demonstrou maior eficiéncia, que as demais medidas, na deteccao de
observacgoes atipicas. A introducao dos pontos atipicos foi feita em ambas as variaveis,
dependente e regressora. Por fim, apresentamos uma aplicacao utilizando o conjunto de
dados AIS (Australian Institute of Sport).

Palavras-chave: Robustez. Pontos atipicos. Distancias estocésticas.



Abstract

There are situations in the statistical modeling where the interested variable is con-
tinuous and restricted in the open interval (0,1) as rates and proportions. This type of
variables typically show characteristics of asymmetry and heterocedasticity, this way un-
appropriated the use of the linear normal model. Kieschnick e McCullough (2003) after
studies of different strategies to model variables of rates and proportions indicate the use
of the regression model based on the beta distribution. However, Hahn (2008) and Gar-
cia et al. (2011) observed which the beta distribution is not appropriated for case where
there are events in the tail of the distribution. In order to obtain greater flexibility in the
beta regression model Bayes et al. (2012) proposed the rectangular beta regression model
based on rectangular beta distribution proposed by Hahn (2008). This model has as par-
ticular cases the beta regression model proposed by Ferrari e Cribari-Neto (2004) and the
beta regression model with variable dispersion proposed by Smithson e Verkuilen (2006).
This dissertation has the purpose of evaluate the use of divergences Kullback-Leibler and
x? as well of stochastic distances Kullback-Leibler, x?, Bhattacharyya, Hellinger, trian-
gular and média-harmonica, and distance L; norm in detecting atypical points in beta
regression model and beta rectangular regression model. To this end, we conducted a
Monte Carlo simulation study in which fitted under the Bayesian approach, these two
models. This study showed that the difference x? demonstrated higher efficiency than
the other measures, the detection of atypical observations.The introduction of atypical
points was carried out in both variables, dependent and independent. Finally, we present

an application using the set of AIS (Australian Institute of Sport).

Keywords: Robustness. Atypical points. Stochastic distances.



Lista de Figuras

2.1

2.2

2.3
24

0.1

0.2

2.3

5.4

9.9

2.6

5.7

2.8

5.9

Densidades beta para diferentes valores de p (indicados no grafico), com ¢ = 5
grafico a esquerda e ¢ = 100 gréafico a direita. . . . . . . . . .. .. ...
Densidades e distribuigbes beta retangular com ¢ = 0 (linha solida), § = 0.3
(linha tracejada), # = 0.6 (linha pontilhada), e # = 0.9 (linha tracejada com
PONEOS).  « v v v e e e
Regido de definicao de (6, 7). . . . . . . . . .
Densidades da distribuigao beta retangular reparametrizada, com o = 0 (linha
solida), o = 0.3 (linha tracejada), a = 0.6 (linha pontilhada) e a = 0.9 (linha

tracejada com pontos). . . . .. ... Lo

Diagrama de dispersao e histograma da variavel resposta, gerada da distribuicao
beta, sem contaminacao. . . . . . . . . ... ...
Diagramas des dispersao e histogramas da varidvel resposta, gerada da dis-
tribuigdo beta, com 3% de contaminagao. . . . . . . . .. ...
Diagramas des dispersao e histogramas da varidvel resposta, gerada da dis-
tribuicao beta, com 6% de contaminagao. . . . . . . . . . .. ... ...
Diagramas des dispersao e histogramas da varidvel resposta, gerada da dis-
tribui¢ao beta, com 10% de contaminagao. . . . . . . . . . . ... ... ...
Diagrama de dispersao e histograma da variavel resposta, gerada da distribuicao
beta retangular, sem contaminagdo. . . . . . . . . .. ...
Diagramas des dispersao e histogramas da varidvel resposta, gerada da dis-
tribuicao beta retangular, com 3% de contaminacao. . . . . . . . . .. ... ..
Diagramas des dispersao e histogramas da varidvel resposta, gerada da dis-
tribui¢ao beta retangular, com 6% de contaminacdo. . . . . . . . . . . . . ...
Diagramas des dispersao e histogramas da varidvel resposta, gerada da dis-
tribui¢ao beta retangular, com 10% de contaminac¢do. . . . . . . . . . . . . ..
Diagrama de dispersao e histograma da variavel explicativa, sendo a variavel

resposta gerada da distribui¢ao beta, sem contaminagao. . . . . . . . . . . . ..



5.10

5.11

5.12

5.13

5.14

0.15

5.16

5.17

5.18

5.19

5.20

0.21

5.22

5.23
5.24

6.1
6.2

6.3
6.4

6.5
6.6

6.7

6.8

6.9
6.10

Diagramas des dispersao e histogramas da varidvel explicativa, sendo a variavel
resposta gerada da distribuigao beta, com 3% de contaminagao. . . . . . . . . .
Diagramas des dispersao e histogramas da varidvel explicativa, sendo a variavel
resposta gerada da distribui¢ao beta, com 6% de contaminagao. . . . . . . . . .
Diagramas des dispersao e histogramas da variavel explicativa, sendo a variavel
resposta gerada da distribuigao beta, com 10% de contaminagao. . . . . . . . .
Diagrama de dispersao e histograma da variavel explicativa, sendo a variével
resposta gerada da distribui¢ao beta retangular, sem contaminacao. . . . . . . .
Diagramas des dispersao e histogramas da varidvel explicativa, sendo a variavel
resposta gerada da distribuicao beta retangular, com 3% de contaminacao.
Diagramas des dispersao e histogramas da varidvel explicativa, sendo a variavel
resposta gerada da distribuicdo beta retangular, com 6% de contaminacio.
Diagramas des dispersao e histogramas da variavel explicativa, sendo a variavel
resposta gerada da distribuicao beta retangular, com 10% de contaminacao. . . .
Porcentagem de detecgao de observagoes atipicas no cendrio 1.. . . . . . . . . .
Porcentagem de detecgao de observagoes atipicas no cendrio 2. . . . . . . . . . .
Porcentagem de detecgao de observagoes atipicas no cenario 3.. . . . . . . . . .
Porcentagem de deteccao de observagoes atipicas no cendrio4.. . . . . . . . . .
Porcentagem de detecgao de observagoes atipicas no cenario 5. . . . . . . . . ..
Porcentagem de deteccao de observagoes atipicas no cenario 6. . . . . . . . . ..
Porcentagem de deteccao de observagoes atipicas no cendrio 7.. . . . . . . . . .

Porcentagem de deteccao de observagoes atipicas no cendrio 8. . . . . . . . . . .

Boxplot e histograma da variavel percentual de gordura corporal. . . . . . . . .

Grafico de dispersao entre as PGC e MCM referente aos 37 atletas que praticam

Graficos das medidas utilizadas na identificagao de observagoes atipicas no ajuste
do modelo de regressao beta. . . . . .. ..o Lo L0 Lo
CPO do modelo de regressao beta ajustado sem a observagao 13. . . . . . . . .
Graficos das medidas utilizadas na identificagao de observagoes atipicas no ajuste
do modelo de regressao beta sem a observagao 13. . . . . . . . . . .. ...
Grafico de dispersao entre as variaveis PGC e MCM com a linha de regressao da
média da variavel PGC para o modelo de regressao beta ajustado com e sem a
observagao 13. . . . . . . ..o
Graficos das medidas utilizadas na identificagao de observagoes atipicas no ajuste
do modelo de regressao beta retangular. . . . . . . .. ... ...
CPO do modelo de regressao beta retangular ajustado. . . . . . .. ..o oL
Grafico de dispersao entre as PGC e MCM com a linha de regressao da média da
variavel PGC para o modelo de regressao beta retangular ajustado com e sem a

observacgao 13. . . . . . . . L e



6.11 CPO do modelo de regressao beta retangular ajustado sem a observagao 13. . . 81
6.12 Graficos das medidas utilizadas na identificacdo de observagées atipicas no ajuste
do modelo de regressao beta retangular ajustado sem a observagao 13. . . . . . 82
6.13 Grafico de dispersao entre as PGC e MCM com a linha de regressao da média da
varidvel PGC para o modelo de regressao beta e beta retangular ajustado com
todas as observagoes. . . . . . . ... Lo e 84
6.14 Grafico de dispersdo entre as PGC e MCM com a linha de regressdo da média da
varidavel PGC para o modelo de regressao beta e beta retangular ajustado sem a

observacao 13. . . . . . . . L. e 84



Lista de Tabelas

3.1

4.1

5.1
5.2

9.3

5.4

2.5

2.6

5.7

5.8

2.9

5.10

6.1

Valores de corte do fator de Bayes a favor do modelo M;. . . . . . . . . .. 31
Fungoes h e ¢ e suas respectivas distancias. . . . . . . ... ... .. ... 38
Esquema de geracao dos 8 cenérios da simulagao. . . . . ... ... .. .. 53
Expressoes e valores dos pontos de corte das medidas utilizadas na deteccao

de observagoes atipicas. . . . . . . . ... Lo 54
Porcentagens das vezes que as medidas indicam observagoes atipicas no
cendrio 1. . . . . Lo 95
Porcentagens das vezes que as medidas indicam observagoes atipicas no
CENATIO 2. . . .« o i i e e e 56
Porcentagens das vezes que as medidas indicam observacoes atipicas no
CENATIO 3. . . . . . . e e 57
Porcentagens das vezes que as medidas indicam observagoes atipicas no
CENATIO 4. . . . . . 58
Porcentagens das vezes que as medidas indicam observagoes atipicas no
CENATIO D. . . . . . . e 29
Porcentagens das vezes que as medidas indicam observagoes atipicas no
CENATIO 6. . . . . . . e e e 60
Porcentagens das vezes que as medidas indicam observacoes atipicas no
CENATIO 7. . . . . . o e 62
Porcentagens das vezes que as medidas indicam observagoes atipicas no

CENATIO 8. . . . . s 63

Meédia a posteriori e intervalo de credibilidade 95% para os parametros dos
modelos de regressao beta e beta retangular para os atletas de remo do

conjunto de dados IAS usando todas as observagoes e sem a observagao 13. 83



Sumario

Introducao 15
1.1 Motivagao . . . . . . . .o 15
1.2 Estrutura da dissertagao . . . . . . . .. ..o 16
Modelos de regressao beta e beta retangular 17
2.1 Distribuigao beta . . . . . . ..o 18
2.2 Modelo de regressao beta . . . . . ... ..o 19
2.3 Distribuigao beta retangular . . . . . . ... ..o 22
2.3.1 Reparametrizacao . . . . . . . . ..o 23
2.4 Modelo de regressao beta retangular reparametrizado sob o enfoque Bayesiano 25
2.4.1 [Estimagao Bayesiana . . . . . . . . . ... Lo 0oL 25
Enfoque Bayesiano para avaliagao de modelos paramétricos 27
3.1 Distribuicao preditiva a posteriort . . . . . . . . . ... 27
3.1.1 Distribuigao preditiva . . . . . . ... ..o 27
3.1.2 Distribuicao preditiva a postertors . . . . . . .. ... 28
3.2 Critérios de comparagao de modelos . . . . . . . . ... 28
3.2.1 Ordem condicional preditiva (CPO) . . . . .. ... ... ... ... 29
3.2.2 FatordeBayes . . .. ... ... 30
3.2.3  Critério de informacao dodesvio. . . . . . . .. ... ... ... .. 33
Distancias estocasticas 35
4.1 Entropia . . . . . ... 35
4.2 Distancias estocasticas . . . . . . . .. Lo o 36
Simulacao 43
5.1 Cenario 1 . . . . . . . . 54

5.2 Cendrio 2 . . . .. HH



5.3 Cenério 3
5.4 Cenério 4
5.5 Cenério 5
5.6 Cenério 6
5.7 Cenério 7
5.8 Cenério 8

5.9 Gréficos referentes as simulacées . . . . . . . ... ...

6 Aplicagao

6.1 Modelo de regressao beta . . . . . . ...
6.1.1 Modelo de regressao beta sem a observagao 13 . . . . . . . . .. ..
6.2 Modelo de regressao beta retangular . . . ... ...
6.2.1 Modelo de regressao beta retangular sem a observagao 13 . . . . . .

6.3 Conclusio

7 Consideragoes finais

Referéncias

72
73
75
78
80
82

85

86



CAPITULO 1

Introducdo

1.1 Motivacao

Na modelagem estatistica de variadveis resposta continuas e restritas no intervalo aberto
(0,1), como é o caso das taxas e proporgoes, nao é apropriado o uso do modelo de regressao
normal linear, visto que é esperado a presenca de assimetria e heteroscedasticidade. Em
situagoes como essa, costuma-se transformar a variavel resposta com a desvantagem do
modelo poder produzir predi¢oes erroneas e de dificil interpretacao dos seus parametros

em termos da variavel original.

Devido a essas dificuldades, Kieschnick e McCullough (2003) analisaram modelos para
dados de taxas e proporc¢oes. Ao final de seus estudos, eles concluiram que o modelo com
base na distribuicdo beta é o mais apropriado para tais casos. Ferrari e Cribari-Neto
(2004) introduziram um modelo de regressao beta que estruturalmente se assemelha aos
MLG’s e os parametros podem ser interpretados em termos da resposta média.

A funcao densidade de probabilidade da distribuicao beta pode assumir diferentes for-
mas conforme os valores de seus parametros (FERRARI e CRIBARI-NETO, 2004). Hahn
(2008) e Garcia et al. (2011) observaram que essa distribui¢ao ndo modela bem a ocorrén-
cia de eventos extremos. Segundo Bayes et al. (2012) esse fato pode ser um limitador para
o uso dessa distribui¢ao na modelagem de taxas e proporgoes. Devido a esse fato, esses
autores propuseram um modelo de regressao considerando a distribuicao beta retangular
proposta por Hahn (2008) que pode ser visto como uma mistura de uma distribuigao beta
com uma distribuigao uniforme. Markatou (2000) comenta que distribui¢bes mistas sao
mais robustas a ocorréncia de observagoes extremas. Desse modo, em situacoes em que

hé ocorréncia de observagoes extremas o modelo de regressao beta retangular pode ser

15



Capitulo 1. Introducao 16

mais adequado que o modelo de regressao beta.

No contexto de analise de diagnodstico, temos que a primeira técnica desenvolvida para
avaliar o impacto individual de uma observacgao sobre o processo de estimacao dos parame-
tros de um modelo, se baseia na retirada individual de cada observacao, e posteriormente
os efeitos destas retiradas sao estudados (COOK e WEISBERG, 1982). Para a classe
de modelos de regressao beta, Espinheira et al. (2008a, 2008b) desenvolveram métodos
de diagnodstico para avaliar a influéncia de observagoes. Bayes et al. (2012) realizam um
pequeno estudo, utilizando a divergéncia Kullback-Leibler, para avaliar a influéncia de

observagoes no ajuste dos de regressao beta e beta retangular.

Recentemente, Nascimento et al. (2010) introduziram o conceito de distancias estocés-
ticas para a comparacao de variaveis aleatdrias e consequentemente para a compara¢ao
de modelos paramétricos. Nesse trabalho focamos nossa atencao ao uso desse conceito,
assim, estendendo o estudo realizado por Bayes et al. (2012), para avaliar e identificar a
presenca de observagoes atipicas nos modelos de regressao beta e beta retangular.

1.2 Estrutura da dissertacao

O presente trabalho é constituido de sete capitulos. No Capitulo 2 apresentamos uma
breve introdugao dos modelos de regressao beta e beta retangular com o objetivo de mo-
tivar o uso de algumas medidas de divergéncia e distancias estocésticas na deteccao de
observagoes atipicas. No Capitulo 3 discorremos sobre alguns critérios para avaliacao de
modelos paramétricos desde uma perspectiva Bayesiana. No Capitulo 4 apresentamos
alguns conceitos e propriedades das medidas de divergéncias e distancias estocésticas. No
Capitulo 5 discutimos os resultados de um estudo simulacao a fim de avaliar o desem-
penho das medidas de divergéncias e distancias estocasticas apresentadas no contexto de
diagnoéstico de influéncia nos modelos aqui apresentados. No Capitulo 6 apresentamos
aplicagoes em que ajustamos os modelos de regressao beta e beta retangular a um mesmo
conjunto de dados e verificamos o comportamento das medidas de divergéncia e distancias
estocésticas na detecgao de observagoes atipicas, em particular de observacoes influentes.
No Capitulo 7 concluimos o trabalho com algumas consideragoes finais.



CAPITULO 2

Modelos de regressdo beta e beta retangular

O modelo normal linear é usado para investigar e modelar uma relagao linear entre uma
variavel dependente (variavel resposta) e uma ou mais variaveis explicativas (covariaveis).

Para o uso desse modelo sao feitas algumas suposigoes, tais como:

1. As fontes de variagao sao homoscedasticas e nao correlacionadas;

2. Para analise inferencial é assumido que os erros sao normalmente distribuidos.

Entretanto, em algumas situacoes na modelagem por regressao, a variavel resposta
é continua e restrita no intervalo aberto (0,1), como por exemplo, taxas e propor¢oes.
Nesses casos a modelagem linear cléssica nao é apropriada, pois tipicamente a variavel
resposta apresenta caracteristicas de assimetria e heterocedasticidade, o que nao é espe-

rado no caso do modelo normal.

Uma solugao possivel para tal situacao ¢ a transformacao da variavel dependente, para
em seguida modelarmos sua média transformada através de um preditor linear. Essa abor-
dagem, contudo, tem desvantagens, uma delas é o fato de que os parametros do modelo
nao podem ser facilmente interpretados em termos da variavel resposta original. Outra
desvantagem é que, dada a natureza limitada dos dados, o modelo pode conduzir a infe-

réncias equivocadas.

Neste contexto, Kieschnick e McCullough (2003) trabalharam com diferentes estraté-
gias de modelagem para lidar com dados contidos no intervalo aberto (0, 1). Esses autores
abordaram os modelos normal linear, normal nao-linear, normal censurado, logito e os mo-
delos que usam a distribuicao beta, simplex e de quasi-verossimilhanca. Eles concluiram

que dado que a variavel resposta assume valores num intervalo limitado, sua média deve ser

17



Capitulo 2. Modelos de regressao beta e beta retangular 18

uma fun¢ao nao-linear nos parametros de regressao com estrutura de dispersao geralmente
heteroscedastica. Nesse caso, eles advogam o uso de um modelo de regressao baseado na

distribuicao beta, comparativamente aos modelos supracitados.

Na literatura é possivel encontrar diferentes especificacoes de modelos de regressao
que usam a distribui¢do beta, dentre eles podemos citar, Paolino (2001), Kieschnick e
McCullough (2003), Ferrari e Cribari-Neto (2004) e Smithson e Verkuilen (2006) pro-
puseram modelos paramétricos de regressao, em que assume-se que a resposta média é
relacionada com um preditor linear por meio de uma funcao de ligacao. O trabalho de
Ferrari e Cribari-Neto (2004) apresenta algumas vantagens das quais é possivel destacar:
a especificacao da estrutura de regressao € similar a classe dos modelos lineares generaliza-
dos, em que modela-se diretamente a média ao invés dos dois pardmetros que indexam a
distribuicao e a funcao de ligacao que relaciona a resposta média ao preditor linear é geral.
No trabalho de Ferrari e Cribari-Neto (2004) destaca-se o desenvolvimento de estimagao
pontual e intervalar, testes de hipoteses e medidas simples de diagnostico. Smithson e
Verkuilen (2006) propoem a modelagem da dispersao do modelo de regressao beta assu-
mindo uma relagao com um preditor linear através de uma adequada funcao de ligagao.
Espinheira et al. (2008a, 2008b) desenvolveram métodos de diagnostico para avaliar a
influéncia de observagoes na classe de modelos de regressao beta. Huang e Oosterlee
(2008) propuseram um modelo de regressao beta generalizado misto com efeito aleatorio
no preditor linear. Simas et al. (2010) propuseram uma variagdo do modelo de regressao
beta que introduz nao-linearidade e dispersao variavel. Implementagoes no software livre
R do modelo de regressao beta sao discutidas em Cribari-Neto e Zeileis (2010). Ospina e
Ferrari (2012) propuseram modelos de regressao beta para dados inflacionados.

Com relagao a abordagem Bayesiana, Branscum et al. (2007) trabalharam com um
modelo de regressao beta hierarquico, Da-Silva et al. (2011) apresentam um modelo beta
dindmico Bayesiano para modelagem de séries temporais de taxas e proporgoes, Figueroa-
Zuniga et al. (2013) expandem o modelo proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004) adicio-
nando efeitos aleatérios com distribuicao normal e t-Student nas estruturas de regressao
da média. Além disso, eles discutem a especificacao de distribuicoes a prior: e implemen-

tagoes computacionais do modelo por meio do amostrador de Gibbs.

2.1 Distribuicao beta

Uma variavel aleatoria Y segue a distribuicao beta se sua fungao densidade de proba-
bilidade (fdp) é dada por

['(¢)

Pu—1(1 _ o o(1-p)—1
Gt =Y 7Y W), 2.1)

fy(Wlu, ) = T
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emque0 < p <1,¢>0,I(-) denota a funcao gama e 1o1)(y) denota a funcao indicadora
que é igual a 1 se y € (0,1) e igual a 0 caso contrario. Usaremos a notagao Y ~ B(u, ¢)
para indicar que a variavel Y tem distribui¢do beta de parametros u e ¢. A média e a

variancia da varidvel aleatoria Y sao dadas por

Vi)

E(Y)=peVar(Y) = ——=,

(V) = e Var(v) = {12
em que V() = pu(1 — p) denota a “funcao de variancia” e ¢ pode ser interpretado como
um parametro de precisao, no sentido de que, para pu fixo, se o valor de ¢ aumenta, a

variancia de Y diminui.

Na Figura 2.1, temos algumas densidades beta. E possivel notar que as densidades po-
dem assumir diferentes formas que dependem dos valores de p e ¢. Em geral, a densidade
¢ simétrica quando p = 1/2 e assimétrica quando p # 1/2. Note, também, que a den-
sidade assume formas bem variadas, acomodando distribuigoes simétricas, assimétricas,

em formas de “J” e de “J” invertido.

Figura 2.1: Densidades beta para diferentes valores de p (indicados no grafico), com ¢ = 5
grafico a esquerda e ¢ = 100 grafico & direita.

®=5 @=100

15
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Densidade
3
Densidade

T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fonte: Dados proprios.

2.2 Modelo de regressao beta

Nessa secao, focaremos nossa atencao no modelo de regressao beta proposto por Ferrari
e Cribari-Neto (2004), mas sendo analisada sua estimagao sob a perspectiva Bayesiana

adotada por Souza (2011). Seja Y;,...,Y, uma amostra aleatoria em que

Ye ~ B, 9), (2.2)
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e a componente sistemaética é tal que para a:tT = (241, ..., 2y) sendo o vetor de covariaveis
associadas a 1,

glw) =z B=mn, t=1,...,n
Para esta abordagem assumimos a existéncia de uma distribuicao a priori P(3, ¢) para
Be ¢, emque B = (B1,P2,...,8:)" éo vetor dos coeficientes de regressiao associados as

variaveis explicativas e ¢ é o coeficiente associado & precisao do modelo. A densidade da

distribuicao beta para a t-ésima observacao é dada por

o) pe(B)o=1 1 _ V(1= (B8)p—1
T((B)$)T (1 — u(8))0) (1 =) ;o (23)

em que 1;(B) = g~ *(z] B). A fungao de verossimilhanga L(3, ¢) é

f(yt|/67¢) =

LB.9) " <21 — T w2

~+

A densidade a posteriori dos parametros 3 e ¢ é obtida por

P(B,dly) o L(B,d)P(B,¢)

n

% 1 e (B)9—1 ) (1=ne(8)5-1

Nesta aproximacao é considerada a independéncia a priori dos parametros, isto é,
P(83, ¢) = P(B)P(¢). Para esses parametros podemos adotar, por exemplo, 3; ~ N(m;, 0?)
e ¢ ~ I'(a,b), pois B € Re ¢ > 0. Os termos envolvendo I'(u:(8)¢) e I'(¢) indicam
que a densidade a posteriori de B e ¢ nao possui forma fechada. Deste modo, para es-
timacao desde uma perspectiva Bayesiana é necessario o uso do método de Monte Carlo
via Cadeias de Markov (MCMC) para gerar amostras destas distribui¢oes. Quando a
distribuicao a posteriori dos pardametros nao possuem forma fechada é recomendado uso
do algoritmo de Metropolis Hastings (CHIB e GREENBERG, 1995) para gerar amostras
dessas distribui¢oes. Gamerman e Lopes (2006) apresentam detalhes desse algoritmo de
estimacao no contexto de modelos paramétricos. As distribui¢goes condicionais completas
a posteriort de ¢ e 3 sao, respectivamente, dadas por

P(¢]B,y) o< L(B,0)P(¢)

n

z 1 (B)o-1 (e (B)o—1 o
M G —wma P

t=1
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P(BilB-i 0, y) o L(B,¢)P(B;)

. - 1 1t (B)6—1 (1= (B)9—1
y 1 _ y Ht
D rmara—maat -

K 2
X exp{—%E (@szz) }

Souza (2011) argumenta que os coeficientes de regressao sao correlacionados em mo-

delos de regressao de beta, assim distribui¢oes a prior: que contemplem alguma estrutura
de correlacao nos coeficientes podem fornecer estimativas mais precisas que as obtidas
com o uso de distribuicoes a prior: independentes.

Considerando as ferramentas de diagnéstico para o modelo de regressao beta, Ferrari
e Cribari-Neto (2004) forneceram uma metodologia de diagnostico desde uma perspectiva
frequentista que inclui o uso de residuos padronizados. Espinheira et al. (2008a) tam-
bém propuseram residuos para a regressao beta e Espinheira et al. (2008b) propuseram
medidas de analise de influéncia local. No entanto, nenhum estudo foi realizado para
demonstrar que a estimativa dos parametros da regressao nao é influenciada quando ha
observacoes atipicas na cauda da distribuicao da variavel resposta.

A distribuicao beta pode ser considerada flexivel uma vez que sua fdp pode assumir
diferentes formas, considerando os diferentes valores dos parametros. No entanto, como
foi observado por Hahn (2008) e Garcia et al. (2011), a distribuigao beta ndo modela bem
a ocorréncia de eventos extremos, isto é, eventos que possam distorcer o comportamento
da cauda da distribuicao. Além disso, a beta nao permite uma maior flexibilidade na
especificacao da sua funcao de variancia. Este fato pode limitar algumas aplicagoes na
modelagem de propor¢oes (BAYES et al., 2012).

A fim de obter maior flexibilidade no modelo de regressao beta no sentido de permitir
a modelagem da dispersao e a ocorréncia de eventos extremos em dados de taxas e pro-
porgoes, Bayes et al. (2012) propuseram um modelo de regressao baseado na distribuigao
beta retangular proposta por Hahn (2008). O modelo de regressao que eles consideraram
inclui como casos particulares o modelo de regressao beta e o modelo de regressao beta

com dispersao variavel.

A distribuicdo beta retangular pode ser vista como um modelo de mistura, nesta
situagao Markatou (2000) comenta que as distribui¢bes mistas (ou de mistura) sdo mais
robustas a presenca de observacoes extremas, a variabilidade ¢ melhor explicada e as
estimativas dos pardmetros sao menos afetadas pelos valores extremos. Isso indica que a
regressao beta retangular ¢ um modelo que pode ser mais robusto em comparacao com o
modelo de regressao beta tradicional.
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2.3 Distribuicao beta retangular

A distribuicao beta retangular é uma mistura de uma distribui¢ao beta, com uma
distribuicao uniforme. Formalmente, uma variavel aleatéria Y é dita ter distribuicao beta
retangular se sua fdp for da forma

['(¢)

pp—1(q _ . \o(l—p)—1
(16, 6(1 — )" (1=y) Lo (y)- (2.5)

Frlule,6,0) =6+ (1 - )

em que B(u,®) representa a fdp da distribuigdo beta com parametros p e ¢. Aqui p €
(0,1), ¢ > 0e 0 € [0,1] é o parametro de mistura. As distribui¢oes uniforme e beta sao
obtidas, respectivamente, se § = 1 e se § = 0. Adotaremos a notagao Y ~ BR(0, i, @)
para indicar que Y tem distribuicao beta retangular. A média e a variancia de Y sao

dadas por
E(Y 1. 6.0) = 5 + (1~ O)p (2)
Var(Y|u, ¢, 0) = %(1 —0)(1—-0(1+¢))+ 1%(4 — 30). (2.7)

Note que quando # = 0 as expressoes (2.6) e (2.7) coincidem com as expressoes da
média e da variancia da distribuicao beta. E de modo semelhante, quando 6 = 1, as

expressoes coincidem com a média e variancia da distribui¢gao uniforme.

Na Figura 2.2 apresentamos algumas densidades beta retangular e também algumas
fungoes de distribuigao acumulada (fda), variando os valores de u, ¢ e . Observamos que
de modo geral, a densidade da distribuicao beta retangular ¢ unimodal, e para v = 0,5
ela é simétrica e para v # 0,5 a densidade é assimétrica.
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Figura 2.2: Densidades e distribui¢oes beta retangular com 6 = 0 (linha solida), # = 0.3 (linha
tracejada), @ = 0.6 (linha pontilhada), e # = 0.9 (linha tracejada com pontos).

u=04,9=12 1=05,0=10 n=07,9=12

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

W=04,0=12 1=05,0=10 u=07,9=12

Fonte: Dados proprios.

2.3.1 Reparametrizacao

No caso da distribuigao beta retangular temos que sua média é uma fungao dos para-
metros 6 e . A fim de obter uma estrutura de regressao mais adequada para a média da
distribuigao, Bayes et al. (2012) propuseram a seguinte reparametrizagao

E(Y) =7 =5 +(1-O)p (2.8)

e parametro de forma

B 0
S 1-(1-0))2u—1]

a (2.9)

O espago paramétrico de v e « é o retangulo dado por {0 < v < 1,0 < a < 1},
na Figura 2.3 temos a representacao grafica do espago paramétrico de 6, que é dado por
0 <6 <1—12y—1|. Sob esta parametrizacao a fdp da distribuigao beta retangular fica
dada por

gyl ¢0) = a(l =2y =1)) + (1 —a(l - |2y - 1]))

v —0,5a(1 — |2y — 1))
b ( l—a(l—|2y-1)) ’¢> Lon(¥), (2.10)
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Figura 2.3: Regiao de definigao de (6, 7).
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Fonte: Dados proprios.

v—0,5a(1—|2vy—1])
em que B <—1—a(1—\2v—ll)

tagdo Y ~ BRR(7, ¢, a) para especificar a distribuigao beta retangular reparametrizada,
com média y. Na Figura 2.4 apresentamos algumas densidades desta distribuigao para

, gb) representa uma fdp da distribui¢ao beta. Vamos adotar a no-

diferentes valores de seus parametros. Pode-se notar que o é um parametro de forma
que esta associado ao peso das caudas da distribuicao e ¢ é um parametro que controla a

precisao da distribuigao.

Figura 2.4: Densidades da distribuigdo beta retangular reparametrizada, com « = 0 (linha
solida), a = 0.3 (linha tracejada), o = 0.6 (linha pontilhada) e a = 0.9 (linha tracejada com
pontos).
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2.4 Modelo de regressao beta retangular reparametrizado

sob o enfoque Bayesiano

O modelo de regressao beta retangular proposto por Bayes et al. (2012) admite a

seguinte especificagao, seja Y, . .., Y, uma amostra aleatoria com Y; ~ BRR (¢, ¢y, ), t =
1,...,n, deste modo temos que
_ T

9(n) = B, (2.11)

h<¢t) = th67
em que B = (B1,P2,...,0) e 8 = (61,02,...,0;) sdo os vetores dos parametros de
regressdo associados, respectivamente, a ¥/ e w/), em que z] = (z41,...,74) e W, =
(wy, ..., wy) sdo vetores das k e [ covariaveis conhecidas. Aqui g(-) e h(-) sao fungoes

estritamente monodtonas e duas vezes diferenciaveis no intervalo (0, 1).

Em geral, g(-) pode ser qualquer fungao quantilica correspondente a uma distribuigao
continua, em que a inversa é uma fungao de ligagao que relaciona ; as covariaveis xtT .
Alguns exemplos de fungoes de ligagao para g(+) sao, logito, probito, log-log, complemento
log-log e fungao Cauchy. Ja h(-) é uma funcdo de ligagdo que relaciona o parametro de
precisao ¢; com as covariaveis th . Além disso, como os parametros ¢; devem ser estrita-

mente positivos, uma funcao de ligacdo que pode ser usada para h(-) é o log(¢;) = w,' 8.

Temos que a fungao de verossimilhanga do modelo definido por (2.11) é dada por

LIY) =[] @ielps &1,60) = [ [ ov (welns 1, ) (2.12)
t=1 t=1

em que ' = (B,8,a), Y = (Y1,...,Y,) e sendo v; e ¢; definidos como em (2.11), ja
O =a(l —2v,—1]) e g = %11—992/2.

Note que em (2.11) quando a = 0 e ¢, é constante, obtemos o modelo de regressao beta
proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004). Note também que, se apenas a = 0 obtemos o
modelo de regressao beta com dispersao variavel introduzido por Paolino (2001), Smithson
e Verkuilen (2006) e por Simas et al. (2010).

2.4.1 Estimacao Bayesiana

Sob o aspecto classico, os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros
do modelo dado em (2.11) podem ser obtidos de uma forma semelhante a proposta por
Ferrari e Cribari-Neto (2004). No entanto, Bayes et al. (2012) relatam que em algumas

situagoes empiricas, o tamanho da amostra pode ser pequeno e, em tais casos a inferéncia
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Bayesiana parece ser mais adequada se ha informacao auxiliar sobre o parametro, ver
Congdon (2014) e Gelman et al. (2009).

Assumindo que a funcao de distribuicdo a posteriori dos parametros do modelo de

regressao beta retangular é dada por
P(n|Y) o< L(n|Y)P(n). (2.13)

Em que P(n) é a distribuicao a priori de n, Bayes et al. (2012) assumem uma dis-
tribui¢do a priori para cada uma das quantidades desconhecidas n' = (3,4, q), isto

¢,

Aqui, B, 6 e a sao assumidos independentes, e B e § seguem distribuicoes 3 ~
Ni(a,B), & ~ N(c,D) e a ~ U(0, 1), respectivamente. Portanto, sob estas condigoes,

temos a seguinte distribuicao a posterior:

BlY) o [[a(l~[20(T8) ~ 1)+ (1 - a(l - 207 8) - 1))
g(zT B) — 05a(1 — [29(z7 B) — 1))
- B( T a(l— [29(2] B) — 1))
X wk(ﬁ‘avB)wl(élchL

,h(wjé)) (2.14)

em que Yx(-) e () denotam a fungdo de densidade de uma distribuigdo normal multi-
variada de ordem k e [, respectivamente, sendo B e D matrizes de posto completo.

No caso particular em que o modelo de regressao nao contempla o parametro de

dispersdo, as distribui¢oes a priori consideradas para n = (3, ¢, )’ sao

em que ¢ ~ I'(¢,c) como em Branscum et al. (2007). Apos exploragdes preliminares
Bayes et al. (2012) observaram que a inferéncia sobre os coeficientes de regressao, que sao

o principal foco de interesse, sao semelhantes para diferentes valores dos hiperparametros.
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Enfoque Bayesiano para avaliacdo de modelos paramétricos

Para a avaliacao dos modelos ajustados focaremos nossa atencao na distribuicao predi-
tiva. Box (1980) argumenta que a adequagao de um modelo nao pode ser avaliada a partir
da distribuicao a posteriori dos parametros do modelo e por isso o enfoque preditivo pode
ser uma adequada alternativa. Algumas referéncias importantes a respeito deste assunto
sao: Jeffreys (1961), Geisser (1985),Ibrahim e Laud (1994), que introduziram na analise
de experimentos o critério de avaliacao de modelos em base na distribuicao preditiva dos
dados. Gelfand e Ghosh (1998) propuseram um critério preditivo com o objetivo de obter
as melhores predigoes dos dados observados. Ibrahim et al. (2001) apresentam os critérios
preditivos, ordem condicional preditiva e a log-verossimilhanca pseudo marginal, a fim de

comparar modelos paramétricos.

3.1 Distribuicao preditiva a posterior:

3.1.1 Distribuigcao preditiva

De forma geral, a distribuicao preditiva é a distribuicao conjunta dos dados e pode ser
usada de varios modos a fim de avaliar a qualidade de ajuste do modelo proposto. Ver
Box (1980) e Gelfand et al. (1992) para mais detalhes.

A inferéncia preditiva tem célculo simples uma vez que a distribuicao a posteriori
foi obtida. Seja f(y|0,X) a densidade conjunta dos dados condicionada ao vetor de
parametros 0, em que y = (yi, . .. ,yn)T é o vetor de resposta. Se X a matriz de variaveis
exploratoérias de dimensao n x k com posto completo, e seja w(0) a densidade a priori de

27
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0. A densidade preditiva é dada por

= [ rtwlo. X)x(0)a0

sempre que a integral exista. A densidade marginal da i-ésima observagao é dada por
_ Yy
f(yi’y(—i)) = N f(yi|97y(—i)aX)ﬂ-(o‘y(—i))doa (3.1)
fycy)  Jo

em que y_; ¢ o vetor de dados sem a i-ésima observagio e m(0|y_;) corresponde a
densidade a posteriori de € sob y_;. Em termos de avaliagao de modelos, examinar as

observagbes y com respeito a f(y) é o mesmo que avaliar y com respeito ao conjunto

f(yily(—i))'

Essa abordagem é chamada de validagdo cruzada, em que f(y;|y_;) é chamada de
densidade preditiva da validacao cruzada. A validacao cruzada é bem estabelecida na
literatura Bayesiana, introduzida por Stone (1974).

3.1.2 Distribuicao preditiva a posteriori

A distribuigao preditiva a posteriori se refere a predicao de um dado nao observado
condicionado aos dados observados. Aqui a distribuicao preditiva a posteriori é obtida
via a distribuicao a posteriori dos parametros sob todas as observacoes. Suponha que
desejamos prever o valor da variavel resposta ,11. A densidade preditiva a posterior: do
modelo avaliada neste ponto é dada por

Fynily) = / f (4116, X)m(8]y)d6. (3.2)

Usualmente esta integral nao é obtida de forma analitica. Contudo, uma aproximagao
para ela pode ser alcangada ao se utilizar a amostra da distribuigao a posteriori 7(0|y)
obtida pelo método de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC), por exemplo, seja
(0(1), o H(Q)) uma amostra aleatoéria de tamanho @) da distribuigao m(0|y), assim uma

aproximagao para a expressao (3.2) é dada por

Q
fWnt1ly) = Z yn+1|9(q)7y7X)‘

3.2 Critérios de comparagao de modelos

Existem muitas metodologias para comparar e selecionar modelos. Aqui, vamos con-
siderar critérios de comparacao que possam ser obtidos via o método MCMC. Sao eles, or-
dem condicional preditiva (CPO “Conditional predictive Ordinate”), Gelfand et al. (1992),
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o logaritmo da verossimilhan¢a pseudo marginal (LPML “log pseudo marginal likelihood”),
Ibrahim et al. (2001), o pseudo fator de Bayes (PsBF “pseudo-Bayes factor”) Geisser e
Eddy (1979), e o critério de informacao do desvio (DIC “Deviance Information Criterion”
Spiegelhalter et al. (2002).

3.2.1 Ordem condicional preditiva (CPO)

A ordem condicional preditiva (CPO) é uma ferramenta popular e 1til para a avalia¢ao
de modelos. Esta estatistica é baseada na distribuicao preditiva a posteriori da variavel
resposta para a i-ésima observagao dadas as demais observagoes. Geisser e Eddy (1979) e

Gelfand et al. (1992) apresentaram uma discussao detalhada sobre o uso e aplicagoes do

CPO.

Antes de definir a estatistica CPO vamos estabelecer algumas quantidades. Seja D =
(y, X) todos os dados observados, D(_jy = (y(_;), X (-)) os dados observados sem a i-
ésima observacao e m(0|D(_;)) a densidade a posteriori de 8 dado D(_;. Desse modo, o

CPO para a i-ésima observagao é definido como

f(y|6)=(6)d6

f(y> 0co
CPO; = f(yilDy) = = =
T ) f(y)|0)7(0)d
0cO
f(y|@)m(0)do f(y|@)m(0)do
_ 0co _ 0co _
f(v:10) 1

0co f(yile) f(y(_i) |0)7T(0)d0 /eee f(yi|0) f(y|9)7r(0)d0

(L} @

em que grandes valores do CPO; indicam um bom ajuste do modelo. Para os casos em que

a integral dada em (3.3) ndo é analiticamente tratavel, Ibrahim et al. (2001) apresentam
uma aproximacao via o método Monte Carlo. Esta aproximagao é feita por amostragem
da distribuicao a posteriori m(0|D). Seja ew, ... ,B(Q)) a amostra obtida de 7(0|D) via
MCMC, a aproximacao para o CPO; é dada por

v {@Z (16 }

O grafico dos valores do C@Z contra o indices das observagoes pode fornecer indicios
da qualidade do ajuste do modelo sob determinada observacao, isto é, nos fornece indicios
da ocorréncia de observacoes atipicas. Como uma forma de sumarizar o CPO sob todas
as observagoes, Ibrahim et al. (2001) apresentam a soma do logaritmo da verossimilhanga
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pseudo marginal que é dado por

LPML = Y log(CPO,).

=1

3.2.2 Fator de Bayes

Na abordagem Bayesiana um dos critérios para selecao de modelos é o fator de Bayes,
introduzido por Jeffreys (1961). Suponha as hipoteses

H()IYNMl, HlinMg,

em que M;,j = 1,2 sao dois modelos especificados. O fator de Bayes é uma medida da
evidéncia provida pelos dados a favor de uma das hipoteses (modelos) em andlise. Sejam
fi(yl0,) a distribuigdo amostral dado o vetor de parametros e 7;(6;) a distribuicao a pri-
ori do vetor de parametros, ambos sob o modelo M;. Define-se por P(A/;) a probabilidade

a priort do modelo M; ser o modelo verdadeiro.

Uma vez observado o conjunto de dados y, o teorema de Bayes ¢é utilizado para obter
a probabilidade a posteriori de M; ser o modelo verdadeiro, i. e.,

(M ’ ) ]Pj (y)P(MJ)
Py (y)P(My) + Py(y)P(Ma)’
em que P;(y) = [ f;(y|0;)m;(0;)d0; é a distribuigao preditiva a priori ou marginal de y

para M;. O fator de Bayes a favor do modelo M; é definido como o quociente entre a

razao das chances a posteriori e a razao de chances a priori dos modelos, isto é,

/P(Ml) _Piy) [ A6y ( 1)d6,
P(Moly) P(Ms) — Pa(y) [ fo(ylO2)m2(8:)d65"

BF(Ml, MQ) -

Podemos dizer intuitivamente que o melhor modelo serd aquele cuja distribuicao pre-
ditiva a priori apresenta o maior valor para y. Quando o fator de Bayes é muito grande
ou muito pequeno em relacao a 1, significa que temos evidéncias nos dados a favor de uma
das hipoteses. E usual determinar um valor de corte que permita tomar uma decisio a
favor de um dos modelos. Jeffreys (1961) sugeriu interpretar o fator de Bayes dividindo
os possiveis valores do seu logaritmo em varios intervalos. Os valores recomendados por

ele estao presentes na Tabela 3.1.

Polidoro (2013) argumenta que o fator de Bayes pode ser interpretado como a razao
das médias das verossimilhancas dos parametros para os dois modelos, calculadas rela-
tivamente as respectivas distribuicoes a priori do vetor de parametros, ou seja, a razao
das médias a prior: das verossimilhancas. Pode-se dizer assim que o fator de Bayes tem

alguma semelhanca com o teste da razao de verossimilhancgas classico, com a diferenca
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de que no célculo do fator de Bayes o vetor de parametros ¢é eliminado por integragao
enquanto que no teste da razao de verossimilhancas o vetor de parametros é substituido

pelos estimadores de méxima verossimilhanca.

Tabela 3.1: Valores de corte do fator de Bayes a favor do modelo Mj.
BF (M, M) log(BF(M, M,)) Evidéncia a favor de M,

<1 <0 negativa
1la3?2 0a0,5 insignificante
3,2a10 0,5al significante
10 a 100 la?2 forte
> 100 > 2 muito forte

Fonte: Jeffreys (1961)

Uma das limitagoes do fator de Bayes é o fato de depender das distribuicoes a pri-
ori do vetor de parametros dos dois modelos em comparacao, 7;(6;). Usualmente, sao
utilizadas distribui¢oes a priori nao informativas, o que pode gerar distribuicoes a poste-
riori improprias e consequentemente as correspondentes distribuigoes preditivas a priori

também podem ser improprias, o que pode inviabilizar o proprio calculo do fator de Bayes.

Quando as distribuigoes preditivas a priori existem, mas as integrais que as definem
sao dificeis de resolver analiticamente, sao utilizados métodos de aproximacao, tais como
o método de Laplace ou o método de Monte Carlo e desta forma o fator de Bayes é apro-

ximado.

Varios autores sugerem modificagoes para o fator de Bayes. Aitkin (1991) propoe
a substituicdo das distribuigbes a priori m;(6;) por suas correspondentes distribuigoes
a posteriori m;(0,|y). O'Hagan (1995) critica o fator de Bayes a posteriori devido ao
fato de os dados serem utilizados duas vezes, primeiro na determinacao da distribuicao a
posteriori e depois no calculo do fator de Bayes. Esse autor propoe o uso do fator de Bayes
parcial, essa abordagem consiste em dividir a amostra em duas partes, y = (y(l), y(2)).
Assim um subconjunto dos dados seria designada para o ajuste do modelo e utilizada para
atualizar a distribuicao a priori, ou seja, para obter a distribuicao a posteriori, e a outra
parte do conjunto de dados seria utilizada para calcular o fator de Bayes. Desta forma, o

fator de Bayes parcial é dado por

IP>1(f‘!(1)|y(2)) ffly ’01 1(0 l‘y(Q))dol
Py(yoylyay) [ fo(Y)]02)ma(B2]y ) d62

BFparc(y(m y(Q)) =

O’Hagan (1995) argumenta que o fator de Bayes parcial é menos sensivel a escolha das
distribuicoes a priori. Contudo, tem-se o problema de dividir de forma 6tima o conjunto

de dados em duas partes.
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Berger e Pericchi (1996) apresentaram uma possivel solu¢ao para o problema do fator
de Bayes parcial, sugerindo utilizar todas as amostras de treinamento de tamanho mi-
nimo que permita atualizar as distribuigoes a priori e assim poder determinar a média
aritmética (ou geométrica) dos fatores de Bayes parciais. Isto é, utilizar todos os sub-
conjuntos de dados de tamanho n;, em que n; representa o menor tamanho da amostra
que conduz a distribui¢oes a posteriori proprias, calculando posteriormente a média dos
correspondentes fatores de Bayes. Essa média é denominada de fator de Bayes intrinseco

(aritmético ou geométrico).

O’Hagan (1997), querendo evitar a escolha arbitraria de uma amostra de treinamento
ou ter que considerar todos os subconjuntos de dados de tamanho n,, propos utilizar uma
proporg¢ao do conjunto de dados definida por b = n;/n, em que n é o tamanho da amostra
completa.

Geisser e Eddy (1979) e Gelfand et al. (1992) adotaram uma metodologia de validagao
cruzada para redefinir o fator de Bayes. Nesta abordagem a amostra é dividida em duas
partes, y = (y(fi), Y;), em que Y(—i) € 0 conjunto de observagoes com excegao da observagao
Yi;. Se Yi,...,Yy, forem condicionalmente independentes dado 6, entao a distribuigao
preditiva a priori P;(y) é denominada de distribuicao pseudo preditiva, a qual é definida
por

n

Hpj<yi|y(—i))7

i=1

em que P;(yily ) = Jo f3(wil0;)m;(01y_i))ds;. O valor de P;(yily ;) ¢ denominado de
ordenada preditiva condicional da observagao y; para o modelo M; e é usualmente repre-
sentado por CPO;(y;). Paulino et al. (2003) comenta que como os valores de CPO;(y;)
sao indicadores da verossimilhanca de cada observacao dada todas as outras, valores baixos
devem corresponder a observagoes mal ajustadas pelo modelo. Deste modo, Geisser e
Eddy (1979) e Gelfand et al. (1992) propuseram o uso do pseudo fator de Bayes, definido

Ccomo

B [T Puyily sy ~ IIiL, CPOL(1:)

PsBF(My, M) = = = == .
( ' 2) Hi:1 P2(yz‘|y(—i)) Hi:1 CPOQ(yi)

(3.4)

Polidoro (2013) argumentou que a principal motivac¢ao para o uso das distribuigoes predi-
tivas condicionais é que esta ¢ uma distribui¢ao propria, e se m(0]y;) também for propria,

pode-se fazer uso de distribui¢oes a prior: nao informativas.
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3.2.3 Ciritério de informacao do desvio

O critério de informacao do desvio (DIC “Dewviance Information Criterion”) foi pro-
posto por Spiegelhalter et al. (2002). Este critério penaliza o ajuste do modelo pelo

acréscimo de parametros.

Define-se o desvio Bayesiano de um modelo paramétrico M; por
D(6) = —2log[L(8]y)],
em que L(0|y) ¢ a fungdo de verossimilhanca.

Tomando como base esta medida para analisar o ajustamento do modelo, temos que
por meio da esperanga a posteriori do desvio Bayesiano, E[D(8)], o nimero efetivo de
parametros do modelo (que representa sua complexidade) é dado por

pp = Eojy[D(0)] — D[Eqg), (6)], (3.5)

isto é, pp é dado pela diferenca entre a esperanca da posteriori do desvio Bayesiano e o

valor do desvio Bayesiano da esperanca da posterior: de 6.

Assim, temos que
Eoiy[D(0)] = D[Egyy(0)] + pp-

Segundo Polidoro (2013), a esperanga a posteriori do desvio Bayesiano pode ser vista

como uma medida de adequabilidade do modelo.

Finalmente, Spiegelhalter et al. (2002) definiram o DIC como sendo
DIC = 2Eq,[D(8)] — D[Egy, (0)) (36)

A escolha a favor de um modelo M; ¢é feita quando este apresenta o menor valor do
DIC em relacdo aos demais. Seja D = Eg,[D(8)] e D(0) = D[Eq,(6)] temos que

DIC = 2D — D(0).
Esta medida pode ser obtida via o método MCMC. De fato, se (0(1), e ,O(Q)) é uma
amostra obtida via o método MCMC, entdo podemos aproximar D e D(8) por
Q

ol @) o D(B) — 10
D_QZD(B ) e D(0) D(Qq:zlo )

g=1
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Utilizaremos também os critérios (EAIC “Expected Akaike Information Criterion”)
e (EBIC “Expected Bayesian Information Criterion”) que foram propostos por Brooks
(2002) e utilizados em Bolfarine e Bazan (2010), como exemplo. Estes critérios também

podem ser calculados diretamente a partir do algoritmo MCMC, da forma
EAIC =D + 2p,E/BTC = D + plog(n),

em que p é o nimero de parametros do modelo e n é o namero total de observagoes.



CAPITULO 4

Distancias estocasticas

O conceito de distancia entre duas distribui¢oes de probabilidade introduzido por Ma-
halanobis (1936) esté intimamente relacionada com a teoria da informagao (TI). Segundo
Nascimento et al. (2010), este tipo de problema esta relacionado & transmissao de in-
formacgoes entre canais de comunicacao contaminados por ruidos estocasticos. Shannon
(1948) introduziu as bases da TI e formalizou seus conceitos com aplicagoes na Teoria
da Comunicacao e Estatistica. As chaves da TI introduzidas por Shannon (1948) recaem
sobre dois conceitos: informacao e entropia. Tais conceitos tém sido usados em diversas
areas; como, por exemplo, codificacao e compressao de dados, telecomunicagoes e infer-

éncia estatistica.

Neste capitulo, temos o objetivo de apresentar algumas distancias estocasticas que
serao usadas na deteccao de observagoes atipicas no ajuste dos modelos de regressao
beta e beta retangular. Inicialmente discorreremos brevemente sobre alguns conceitos
importantes para a construgao da definicao de distadncia no sentido estocastico e sua

relacao com informacao, entropia e divergéncia.

4.1 Entropia

A TT se relaciona intimamente com a teoria das probabilidades, pois o termo infor-
macao tem conotacao de aleatoriedade, no sentido da probabilidade de ocorréncia de

eventos.

Seja X uma variavel aleatoria discreta que assume os valores {z1, ..., x,}, tal que para
i=1,...,n, P(X = x;) = p; é a fungao de probabilidade de X. Segundo Shannon (1948)

35
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a informacao de x; pode ser definida como

I(z;) = logs (ﬁ) = —logs(pi),

em que a base § fornece a unidade da medida da informagao, por exemplo, se § = 2
a unidade é o bit do inglés “binary digit” a menor unidade de informacao, se § = e
a unidade é o nats do inglés “network address translation” e se 6 = 10 o contetido da
informacao é medido em hartley a unidade de informacao de um digito decimal. No
caso de eventos equiprovaveis o uso da funcao log pode ser explicado, por exemplo, se o
numero de simbolos que constituem um alfabeto é M, e se § = 2, entao o nimero N para
representar todos os M simbolos ¢ M = 2V em que N = log, M. Como os eventos siao
equiprovaveis P(M = m;) = 1/M, entao N = log,(1/P(m;)). A medida de informagao

satisfaz as seguintes propriedades

a) I(z;)=0seP(X =2;) =1 ou PX =u;)=0;

b) I(z;) > 0 para 0 < P(X =x;) < 1;

c) SeP(X =ux;) >P(X =x;), entdo I(x;)<I(z;);

d) Se z; e x; sao independentes, entao I(x;,x;) = I(x;)+ I(x;).

A média da informagao da variavel aleatoria X recebe o nome de entropia e é dada por
MI(X) =) P(X =x;)I(x;) = — Y _pilogs(p:).
i=1 i=1

Para o caso em que X é uma variavel aleatéria continua com fungao de densidade de
probabilidade dada por fx(z), a entropia também chamada de entropia diferencial, e é
dada por

MI(X) = — / Fx (@) logs(fx () da,

em que €2 é o suporte da variavel X.

4.2 Distancias estocasticas

Existe ainda a entropia relativa ou divergéncia como medida de informacao. Essas
medidas efetuam um importante papel na teoria estatistica, especialmente em teste de
hipoteses, tais como aqueles baseados na razao de verossimilhancas e nas estatisticas
de escore e Wald. A razao disto é que geralmente as divergéncias estao associadas a
distancias entre distribuicoes de probabilidade. Baseadas nos conceitos da teoria da in-
formagcao, muitas medidas de divergéncia foram propostas desde o trabalho de Kullback
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e Leibler (1951), em que os autores apresentam a divergéncia Kullback-Leibler. Em es-
pecial, destacamos a classe ¢-divergéncia proposta por Csisz et al. (1967), que engloba
muitas das principais divergéncias. As medidas dessa classe podem ser usadas como me-

didas de distancia entre func¢oes ou distribuicoes de probabilidade.

Sejam X e Y duas variaveis aleatorias definidas sob o mesmo suporte e com fungoes
de densidade dadas por fx(z|0,) e fy(z|6,), respectivamente. E seja ¢ : (0,00) — Ry

uma funcao convexa tal que

oo (8) ~000x0(() - i

A classe de ¢-divergéncias proposta por Csisz et al. (1967) é dada por

=Y ¢ ( ”“""g ))) P(Y = z6,).

zin)

para o caso em que X e Y sao variaveis aleatorias discretas. Para o caso em que X e Y

sao variaveis aleatorias continuas, tem-se

(

i1 (o (80)) < [ (1)

Liese e Vajda (1987) e Vajda (1989) apresentam as propriedades da classe de medi-
das ¢-divergéncias. Algumas medidas de divergéncias nao pode ser obtidas pela classe
¢-divergéncias, como por exemplo a divergéncia de Rényi (RENYI, 1961). Devido a
esta limitagao Salicra et al. (1994) introduziram uma extensao da classe de medidas ¢-
divergéncia, que denominaram de classe (h, ¢)-divergéncia a qual é definida para o caso

discreto como

DYX,Y) =h <Z¢ (H) P(Y = x|9y)>

)= o (o (580))) < [ (1) s ).

para o caso continuo. Em que h : (0,00) — [0,00) é uma fungdo estritamente crescente.
A escolha adequada das funcoes h e ¢ nos leva a medidas de divergéncias bem conhecidas,
tais como a divergéncia x? (TANEJA, 2006), e a divergéncia Kullback-Leibler.

Burbea e Rao (1982) comentam que as medidas de divergéncias apesar de serem ade-
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quadas para comparar distribui¢coes de probabilidade, frequentemente nao satisfazem a
desigualdade triangular, sendo assim, nao podem ser consideradas distancias. Como re-
feréncia ao trabalho de Nascimento et al. (2010), trataremos como divergéncia alguma
funcao nao negativa entre duas medidas de probabilidade que satisfaz a propriedade de
definitividade apresentada mais a diante. Chamaremos de distancias as divergéncias que

sao simétricas.

Caso a divergéncia nao seja simétrica, como o caso das divergéncias x? e Kullback-
Leibler, Nascimento et al. (2010) propoe usar a simetrizagao

DY(X,Y) + DL(Y, X).

di(X,Y) = 5

(4.1)

Definicao 1 (Distancia estocastica). Uma fun¢do dlj : U x U — R € uma medida de

distdncia se para todo X, Y € U C A, as sequintes propriedades se verificam

1. Nao negatividade

di(X,Y) > 0.

2. Simetria

di(X,Y) = dj(Y, X).

3. Definitividade

(X, Y)=0& X =Y.

Em que X e Y sao variaveis aleatorias, A é uma o-algebra do espago de probabili-
dade de X e Y, e U ¢ um subconjunto de .A. Nascimento et al. (2010) comentam que
diferentemente da definicao de distancia usual, as medidas de distancias estocasticas nao
necessariamente satisfazem a desigualdade triangular. Na Tabela 4.1 temos as fungoes

adequadas h e ¢ para obtermos algumas distancias estocésticas.

Tabela 4.1: Funcgoes h e ¢ e suas respectivas distancias.

(h, ¢)-distancia h(y) o(x)
Kullback-Leibler y/2 (x — 1) log(x)
E y/A ) ri)
Bhattacharyya —log(l—y), 0<y<1 —T + ””TH
Hellinger y/2, 0 <y <2 (Vz —1)?
Triangular y, 0<y <2 (2111)2
Média-harménica | —log(52 +1), 0 <y <2 (9;11)2




Capitulo 4. Distancias estocasticas 39

A seguir apresentamos as expressoes das distancias estocésticas obtidas utilizando as
funcoes apresentadas na Tabela 4.1, e que serao utilizadas em nosso trabalho.

1. Distancia estocéstica x?

U (elf) = Fr(@lo)? [ (Falalfs) — fy (216,
(X, ¥) = 2[/ sha e [P d‘”}‘

A divergéncia y? ¢ bastante utilizada no contexto de categorizacao de dados, prin-
cipalmente em testes de hipoteses (BRONIATOWSKI e LEORATO, 2011).

2. Distancia estocéastica Kullback-Leibler

b5y = 5[ rvtemton (28 e [yt (2280) ]

= 5 [ Uxtelen) = sy a))o (%)daz

Eguchi e Copas (2006) apresentam outra interpretagao estatistica da divergéncia
Kullback-Leibler em termos de perda de poder do teste da razao de verossimilhanca
quando a distribui¢ao errada é usado para uma das hipoteses. Elas fazem isto
exploram o fato de que a divergéncia Kullback-Leibler é a esperanca da razao de
verossimilhancas, e que o lema de Neymman-Pearson ¢é a razao de verossimilhancas.
Seghouane e Amari (2007) utilizam esta distancia como uma forma de corrigir o
critério de informagao de Akaike.

3. Distancia estocastica Bhattacharyya

dp(X,Y) = —log/\/fx(xwz)fy(xwy).

Goudail e Réfrégier (2004) argumentam que essa distancia é mais precisa do que a
distancia Kullback-Leibler em algoritmos para processamento de imagens PolSAR.

4. Distancia estocastica Hellinger

du(X,Y)=1- /\/fx(xwx)fy(x]ﬁy)dx

Giet e Lubrano (2008) fizeram uso de métodos de estimagao baseados na minimiza-
¢ao desta distancia no contexto de equacgoes diferencias.

5. Distancia estocastica triangular

Ul — fral)?
dr(X,Y) ‘/ TGl + o (alfy)




Capitulo 4. Distancias estocasticas 40

6. Distancia estocastica média-harmoénica

2@l el N () dr(XY)
fx($|9z)+fy(fﬁ|9y)dx)— lg(l 2 )

dMH(Xa Y) = —lOg (

A distancia de Hellinger ¢ a unica limitada no intervalo [0, 1], as demais distancias
variam no intervalo (0,00). Quando as distribuigoes pertencem & mesma familia, apenas
seus parametros sao relevantes. Assim os parametros se tornam os argumentos das medi-
das de divergéncia e de distancia. Deste modo os simbolos para variaveis aleatorias como
argumentos das medidas de divergéncias e de distancias sao substituidos pelos parametros

das distribuicoes, por exemplo, dx(X,Y) = dk (0, 6,).

No contexto de analise de regressao estatistica, mais especificamente, na analise de
diagnostico, temos que a primeira técnica desenvolvida para avaliar o impacto indivi-
dual de uma observacao sobre o processo de estimacao dos parametros de um modelo,
se baseia na retirada individual de cada observacao, e posteriormente os efeitos destas
retiradas sao estudados (COOK e WEISBERG, 1982). No contexto Bayesiano, Cho et
al. (2009) desenvolveram uma anélise de diagnostico de influéncia para as distribuigoes a
posteriort conjunta e marginal dos parametros do modelo em estudo. Tal anélise envolve
a retirada individual de observagoes e se baseia na divergéncia Kullback-Leibler. Cho et
al. (2009) apresentam uma expressao para calcular a divergéncia Kullback-Leibler entre
as distribuicoes a posteriori com todas as observacoes e sem uma observacgao individual.

Seguindo Cho et al. (2009), em nosso trabalho realizaremos uma anélise de diagnostico,
que também envolve a retirada individual de observagoes, baseada nas distancias estocas-
ticas apresentadas na Tabela 4.1, para os modelos de regressao beta e beta retangular.

Para tal fim, reescrevemos a classe (h, ¢)-divergéncia da forma

D}(P,P_y) =h (/@cﬁ (%) (6| D) d9) =h (EelD <¢ (%))) ’

em que P denota a densidade a posterior: de 6 dado D e P_; denota a densidade a

posteriori de 6 dado D (_;.

Proposicao 1. A classe (h, ¢)-divergéncia pode ainda ser escrita da forma

DL(P,P_y) =h (E9|D (¢ (%))) : (4.2)
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Prova 1. Pelo teorema de Bayes temos que

om0l S0 [=OIL,. o) o
D) /@ wO]],.,, 1) ds rO]] _fwle)
—1
_ [rollrwoe  ([56m®)  cro
- fyile) /f ) (0) HjeDf y;16) d6 B f(yil6)  f(yil6)’
em que (@) € a densidade a priori de 6, Hf(yj|0) € a funcao de verossimilhancga para
D, H f(y;10) € a fungao de verossimili];LZg:a para D_;y e CPO; € como dado em 3.5.

jeD s

Uma aproximagao de 4.2 pode ser obtida por amostragem de (6| D) via MCMC. Seja
(OW,...,09) a amostra obtida de 7(@|D) a aproximacao de D%(P, P_) é dada por

g .
D(P, P_y) ( Z_: ( (;1’300 ))) (4.3)

Segue as aproximacoes segundo 4.3 para as distancias apresentadas na Tabela 4.1

1. Distancia estocéstica x?

d (P, P_y) = LZQ: C{P\O £ (y;|09 ))Q(CﬁD\OZ + f(y:|0D))
. 10 g=1 (yi|9(q))2@i '

2. Distancia estocastica Kullback-Leibler
- CPO; — f(y;|09) C PO,
dir(P, Pi)) log | ——— | .
2@2 f(y:l6@) f(y:|0')

3. Distancia estocastica Bhattacharyya

- /\i /_P\Z z.9((1)
dB<P, P(—z)) = —log _ Z + CPO; + f(y | )
Qf f(yil0') 2 (1:]6)

4. Distancia estocastica Hellinger

Q
~ 1 CPO;
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5. Distancia estocéstica triangular

(CPO; — f(yzlé’ )2
d PP 7
() ;f (4110 (CPO; + f(1:]09))

6. Distancia estocastica média-harmonica

~ dr(P, P_;
dyvr (P, P—iy) = —log (1 + %) :

Estas sao as formas das distancias estocasticas que utilizaremos em nosso trabalho,
tanto para o estudo de simulacao como para a aplicagdo. Além destas medidas tam-
bém utilizaremos a divergéncia Kullback-Leibler que possui funcao ¢ e h dadas por
d(x) = —log(z) e h(y) = y e a divergéncia x? que tem funcoes dadas por ¢(z) = (z —1)?
e h(y) =y, ver Dey e Birmiwal (1994).



CAPITULO 5

Simulacdo

Nesse capitulo apresentamos o estudo de simulacao feito com o intuito de avaliar a
sensibilidade de algumas medidas de divergéncias e distancias estocésticas na deteccao de
observagoes atipicas no ajuste dos modelos de regressao beta e beta retangular. Para a
geracao dos dados fizemos uso do software livre R na sua versao 3.2.2 e para os ajustes
dos modelos sob a perspectiva Bayesiana, além de utilizarmos a fun¢ao jags.model do
pacote rjags do mesmo software, também fizemos uso do software JAGS na sua versao
3.4.0.

Nesse estudo fizemos uso de apenas uma covariavel, diga-se X, tal que X ~ U(-3,3),
sendo esta levada em consideragao na geracao dos conjuntos de dados das distribuicoes
beta e beta retangular. Primeiramente geramos conjuntos de dados do modelo de regressao
beta, tal que, y; ~ B(u;, ¢),logito(u;) = o+ f1 X ;i = 1,2,. .., n, com parametros 5y =
0.5, By = 1 e ¢ = 15. Posteriormente geramos conjuntos de dados do modelo de regressao
beta retangular, tal que, y; ~ BRR(v;, ¢, «),logito(;) = Bo + 1 X x40 = 1,2,...,n,
com parametros Sy = 0.5, f; = 1, « = 0.2 e ¢ = 15. Em nossa anélise, consideramos
quatro tamanhos de amostras n = {30, 60,90, 120}. Para as distribui¢oes das prioris dos
parametros do modelo de regressao beta, assumimos By ~ N(0.5,0.012), 31 ~ N (1,0.01?),
e para o modelo de regressao beta retangular, temos que, By ~ N(0.5,0.01%), 3, ~
N(1,0.01%) e a ~ U(0,1). O percentual de observacoes atipicas é p = {3%, 6%, 10%}. A
contaminagao foi feita tanto na variavel resposta como na variavel explicativa. Na varidvel
resposta substituimos os valores dos dados y; por ¥ = y; = A, em que A é o incremento
ou decremento dos valores de y, de tal forma que

43
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a) Um incremento de A unidades nos valores de y correspondentes aos valores mais baixos
de x;

b) Um decremento de A unidades nos valores de y correspondentes aos valores mais altos

de x;

¢) Um incremento e decremento de A unidades nos valores de y correspondentes aos
valores mais altos e mais baixos de x, respectivamente.

Nas Figuras que seguem, tem-se ilustracoes, para tamanho de amostra igual a 60,
dos diagramas de dispersao com os respectivos histogramas da variavel resposta contami-
nada. Primeiramente, tem-se da Figura 5.1 & Figura 5.4, os esquemas referentes a geracao
da variavel resposta a partir da distribuicao beta, e das Figuras 5.5 a 5.6, os esquemas
da geragao da variavel resposta a partir da distribuicao beta retangular. Observamos
em ambos os esquemas a contaminacao nas caudas da distribuicao da variavel resposta.
Também notamos que a medida que o nivel de contaminagao aumenta, os valores con-
taminados se deslocam da cauda para o meio dos histogramas, isto ocorre porque o nivel
de contaminacao se refere ao total do tamanho da amostra, e nao apenas da cauda da
distribuicao.

Figura 5.1: Diagrama de dispersao e histograma da variavel resposta, gerada da distribuigao
beta, sem contaminagao.

06

Densidade
5

Fonte: Dados proprios.
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Figura 5.2: Diagramas des dispersao e histogramas da variavel resposta, gerada da distribuigao
beta, com 3% de contaminagao.
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Fonte: Dados proprios.

Figura 5.3: Diagramas des dispersao e histogramas da variavel resposta, gerada da distribuigao
beta, com 6% de contaminagao.
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Figura 5.4: Diagramas des dispersao e histogramas da variavel resposta, gerada da distribuigao
beta, com 10% de contaminagao.
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Figura 5.5: Diagrama de dispersao e histograma da variavel resposta, gerada da distribuigao
beta retangular, sem contaminagcao.
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Figura 5.6: Diagramas des dispersao e histogramas da variavel resposta, gerada da distribuigao
beta retangular, com 3% de contaminagao.
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Figura 5.7: Diagramas des dispersao e histogramas da variavel resposta, gerada da distribuigao
beta retangular, com 6% de contaminagao.
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Figura 5.8: Diagramas des dispersao e histogramas da variavel resposta, gerada da distribuigao
beta retangular, com 10% de contaminagao.
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Posteriormente, também substituimos os valores dos dados z; por z; = x; £ A, de tal

modo que

a) Um incremento de A unidades nos valores de x correspondentes aos valores mais baixos

de vy;

b) Um decremento de A unidades nos valores de x correspondentes aos valores mais altos

de y;

¢) Um incremento e decremento de A unidades nos valores de = correspondentes aos

valores mais baixos e altos de y, respectivamente.

Primeiramente, tem-se da Figura 5.9 a Figura 5.12, os esquemas referentes a geragao da
variavel resposta a partir da distribuicao beta, contaminando a variavel explicativa, e das
Figuras 5.13 a 5.16, os esquemas da geracao da variavel resposta a partir da distribuicao
beta retangular, contaminado a variavel explicativa. Notamos, novamente, em ambos os
esquemas, que a medida que o nivel de contaminagao aumenta, os valores contaminados

se deslocam da cauda para o meio dos histogramas.



Capitulo 5. Simulacao

49

Figura 5.9: Diagrama de dispersao e histograma da variavel explicativa, sendo a variavel resposta

gerada da distribuicao beta, sem contaminacao.
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Figura 5.10: Diagramas des dispersao e histogramas da variavel explicativa, sendo a variavel

resposta gerada da distribuicao beta, com 3% de contaminacao.
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Figura 5.11: Diagramas des dispersao e histogramas da variavel explicativa, sendo a variavel
resposta gerada da distribuicao beta, com 6% de contaminacao.
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Figura 5.12: Diagramas des dispersao e histogramas da variavel explicativa, sendo a variavel
resposta gerada da distribuicdo beta, com 10% de contaminacio.
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Figura 5.13: Diagrama de dispersao e histograma da variavel explicativa, sendo a variavel
resposta gerada da distribuig¢ao beta retangular, sem contaminacao.
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Figura 5.14: Diagramas des dispersao e histogramas da variavel explicativa, sendo a variavel
resposta gerada da distribuicdo beta retangular, com 3% de contaminacio.
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Figura 5.15: Diagramas des dispersao e histogramas da variavel explicativa, sendo a variavel
resposta gerada da distribuicdo beta retangular, com 6% de contaminacio.
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Figura 5.16: Diagramas des dispersao e histogramas da variavel explicativa, sendo a variavel
resposta gerada da distribuicao beta retangular, com 10% de contaminacao.
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Para realizamos a contaminacao dos dados assumimos para A o valor de 0.05, este
incremento ou decremento é feito sucessivamente nos valores de y ou x, conforme o caso,
até obter um valor limite de acordo com cada varidvel. Por exemplo, se y = 0.98, apos
aplicamos o decremento A sucessivamente, teremos que o valor limite para y de 0.03. No
estudo em questao, alternamos tanto a distribuigao de geragao dos dados como também
o modelo de regressao ajustado e a variavel a ser contaminada, obtendo assim 8 cenéarios.
Na Tabela 5.1 temos o esquema descrito para a obtencao dos 8 cenarios. Dentro de cada
cenario temos 12 combinacoes entre os niveis de contaminagao e tamanhos de amostra.
Para cada combinacao utilizamos 1000 réplicas de Monte Carlo. Para os modelos ajusta-
dos usamos o método MCMC para obtermos uma cadeia de tamanho 20.000, utilizamos
um burn-in igual a 10.000 e um thin igual a 10, assim obtivemos uma amostra final de

tamanho 1.000 das distribuicoes a posterior: dos parametros dos modelos ajustados.

Tabela 5.1: Esquema de geragao dos 8 cenarios da simulacao.

Distribuicao  de | Modelo de regressao ajustado | Variavel contaminada | Cenério
geracao dos dados

Beta retangular
Beta retangular

Beta

Beta retangular
Beta

Beta

e | e | | | 3] <
O J| | U i=x| W[ DO =

Para a deteccao das observagoes atipicas, além de usarmos as distancias estocésticas
apresentadas na Tabela 4.1, também fazemos uso de duas divergéncias, sao elas, divergén-
cia Kullback-Leibler e divergéncia x?. Também utilizamos a distancia L; norm Weissman
et al. (2003) que tem fungao ¢(z) igual a 0,5|z — 1| e h(y) =y .

Consideraremos que uma observacao é atipica se o valor apresentado pela medida de
divergéncia ou distancia para a referida observacao, for superior a um dado ponto de
corte. Para o calculo de tal do ponto adotamos a proposta apresentada por Peng e Dey
(1995) que é dada por

h(6(20)) + h(o(2(1 - 0)))

em que f representa a probabilidade de caras no lancamento de uma moeda viesada. Para
o estudo de simulagao em questao, adotamos # = 0, 8. Na Tabela 5.2 temos as expressoes e

valores para os pontos de corte das medidas utilizadas na detecgao de observagoes atipicas.

Nas tabelas e graficos de cada cenéario a seguir, identificamos por LD (y—A;z+A) e LE
(y+A;x—A) a contaminagao correspondente ao lado direito e esquerdo respectivamente
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dos dados. Para a contaminacao em ambos os lados, adotamos a legenda CLD para nos
referir a indicacao de observagoes atipicas apenas no lado direito, CLE para nos referir
a indicacao de observagoes atipicas apenas no lado esquerdo e CAL para nos referir a
indicacao em ambos os lados simultaneamente. Nos graficos identificamos as medidas de
divergéncia e distancia com as seguintes legendas, M1 - distancia estocéstica Kullback-
Leibler, M2 - divergéncia Kullback-Leibler, M3 - distancia estocéstica 2, M4 - divergéncia
2, M5 - distancia L; norm, M6 - distancia estocastica Bhattacharyya, M7 - distancia
estocastica Hellinger, M8 - distancia estocastica triangular e M9 - distancia estocéstica
média-harmoénica. A seguir temos os resultados obtidos para cada cenario, seus respectivos

graficos sao apresentados separadamente na tltima secao deste capitulo.

Tabela 5.2: Expressoes e valores dos pontos de corte das medidas utilizadas na detec¢ao
de observacoes atipicas.

Medidas Expressoes PI(0,8)

Divergéncia Kullback-Leibler _bg(ze)_fg@(l_e)) 0,1116
Divergéncia x2 (2617 0,9000

Distancia estocastica Kullback-Leibler (294_1) log(%;) 0,2079
Distéancia estocéstica x? %(—49 +46 +1) 0, 2306

_9g4: 24/2(1—0)—20—1
_1og(2\/%229+3)_10g( ( 2) )

Distancia estocastica Bhattacharyya 5 0,1070
—_1)2 _ _1)2
Distancia estocastica Hellinger (/-1 +(4\/E2(1 L 0,05130
Distancia estocéstica triangular #&1&29) 0,1978
g =202 1) jog [~ 02202 1y
Distancia estocéstica média-harmonica ( e )2 ( 0 ) 0,1047
Distancia L; norm 12611 0, 3000

2

5.1 Cenario 1

Nesse cenario geramos a variavel resposta a partir de uma distribuicao beta retangular
e posteriormente ajustamos um modelo de regressao beta retangular, por fim alteramos

a variavel resposta mantendo fixa a variavel regressora.

Na Tabela 5.3 temos as porcentagens das vezes que as medidas indicam as obser-
vagoes como sendo atipicas. Na referida tabela observamos no esquema LD que apenas
a divergéncia Kullback-Leibler se manteve regular, isto é, ela indica 100% das vezes as
observacoes alteradas como atipicas. Ja no esquema LE, a distancia e a divergéncia x? ao
nivel de contaminacao de 3% se destacam das demais medidas, apresentando boas por-
centagens de deteccao de observagoes atipicas. Observamos conjuntamente nos esquemas
LE e LD, que grande parte das medidas apresentam boas porcentagens de deteccao de
pontos atipicos para o tamanho de amostra igual a 30 e nivel de contaminacao de 3%.
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Tabela 5.3: Porcentagens das vezes que as medidas indicam observacoes atipicas no cenario
1.

Esquema Medidas 3% 6% 10%
N : 30 60 90 120 30 60 90 120 30 60 90 120
Distancia Kullback-Leibler 95,80 9,70 0,00 0,00 0,90 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia Kullback-Leibler | 100,00 100, 00 100,00 100,00 100, 00 100,00 100, 00 100,00/ 100,00 100, 00 100, 00 100, 00
Distancia x?2 99,00 45,30 1,20 0,00 11,50 0,00 0,00 0,00 0,20 0,00 0,00 0,00
Divergéncia x?2 100,00 97,30 41,90 1,40 77,80 0,30 0,00 0,00 1,80 0,00 0,00 0,00
Distancia Lqnorm 69,20 0,20 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
LD Distancia Bhattacharyya 95,10 6,60 0,00 0,00 0,50 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Hellinger 95,10 6,60 0,00 0,00 0,50 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia triangular 92,00 2,40 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia média-harmoénica 92,00 2,40 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00
Distancia Kullback-Leibler 90,40 3,90 0, 00 0, 00 0,30 0,00 0,00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergénci aKullback-Leibler 61,00 0,00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia x2 99,80 100,00 100,00 100,00 94,50 0,00 58,40 54,60 | 79,20 0,00 2,80 0,30
Divergéncia x2 99,30 100,00 89,00 89,90 | 88,00 0,00 29,80 18,00 | 68,30 0,00 0,60 0,00
Distancia Lqnorm 45,80 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
LE Distancia Bhattacharyya 88,40 2,30 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Hellinger 88,40 2,30 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00
Distancia triangular 81,80 1,00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00
Distancia média-harmoénica 81,80 1,00 0, 00 0, 00 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distancia Kullback-Leibler 0,40 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia Kullback-Leibler 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia X2 11,60 0,00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia x? 78,80 0,20 0, 00 0, 00 0,10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00
Distancia Linorm 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00
CLD Distancia Bhattacharyya 0,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Hellinger 0,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia triangular 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia média-harménica 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Kullback-Leibler 0,00 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia Kullback-Leibler 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia x2 5,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia x?2 57,70 0,20 0,00 0,00 0,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Lqnorm 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
CLE Distancia Bhattacharyya 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Hellinger 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia triangular 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia média-harmoénica 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0, 00 0,00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Kullback-Leibler 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia Kullback-Leibler 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia x?2 5,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia x?2 57,70 0,20 0,00 0,00 0,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Ljnorm 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
CAL Distancia Bhattacharyya 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Hellinger 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia triangular 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia média-harménica 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Na Figura 5.17 observamos nos esquemas CLD, CLE e CAL, que a divergéncia x? (M4)
com tamanho de amostra igual a 30 e nivel de contaminagao de 3% é a tinica que apresenta
porcentagens de deteccao de observagoes atipicas acima de 50%. Para os esquemas LD
e LE percebemos que todas as medidas apresentam um bom desempenho também para
o tamanho de amostra igual a 30 e nivel de contaminacao de 3%. Podemos destacar
ainda no esquema LD, a divergéncia Kullback-Leibler (M2), que apresentou regularidade
de indicacao de 100% das observagoes atipicas, para todos os niveis de contaminagao e

tamanhos de amostra.

5.2 Cenario 2

Neste cenario geramos a variavel resposta a partir de uma distribuicao beta retangular
e posteriormente ajustamos um modelo de regressao beta retangular, por fim alteramos

a variavel regressora mantendo fixa a variavel resposta.

Na Tabela 5.4 vemos uma configuracao semelhante a apresentada pela Tabela 5.3.
Observamos nos esquemas LE e LD, que todas as medidas apresentam boas porcentagens
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de observacoes atipicas para o tamanho de amostra igual a 30 e nivel de contaminacao
de 3%. Para a configuracao LD a distancia e a divergéncia y? se destacam das demais
medidas, apresentando boas porcentagens de deteccao de observagoes atipicas em todos

os niveis de contaminag¢ao e tamanhos de amostras.

Tabela 5.4: Porcentagens das vezes que as medidas indicam observacoes atipicas no cenario
2.

Esquema Medidas 3% 6% 10%
30 60 90 120 30 60 90 120 30 60 90 120

Distancia Kullback-Leibler 95,60 7,50 0, 00 0, 00 0,50 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia Kullback-Leibler 78,40 0,20 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Distancia x? 98,60 99,90 100,00 100,00 100,00 97,20 100,00 100,00 100,00 84,30 100,00 100,00

Divergéncia x2 100, 00 100, 00 100, 00 100,00/ 100,00 97,20 100,00 100,00 100,00 84,30 100,00 100,00
Distancia L1 norm 66,60 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
LD Distancia Bhattacharyya 94,60 4,40 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Hellinger 94,60 4,40 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia triangular 90,50 1,20 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia média-harménica 90,50 1,20 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0, 00
Distancia Kullback-Leibler 95,70 5,00 0, 00 0,00 0,30 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia Kullback-Leibler 77,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 , 000
Distancia x> 99,30 37,50 0,90 0, 00 11,30 0,00 0, 00 0,00 0,20 0,00 0,00 0,00
Divergéncia x? 99,90 96,30 28,20 0,80 77,50 0,20 0,00 0,00 2,30 0,00 0,00 0,00
Distancia L1 norm 66,50 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
LE Distancia Bhattacharyya 94,60 3,00 0,00 0,00 0,20 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Hellinger 94,60 3,00 0,00 0,00 0,20 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia triangular 90,40 0,60 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia média-harménica 90,40 0,60 0, 00 0, 00 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distancia Kullback-Leibler 0,70 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia Kullback-Leibler 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia x> 12,50 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia x? 83,50 0,20 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia L1 norm 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
CLD Distancia Bhattacharyya 0,40 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Hellinger 0,40 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia triangular 0,10 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia média-harménica 0,10 0,00 0,00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distancia Kullback-Leibler 0, 60 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia Kullback-Leibler 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia x? 8,40 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia x2 73,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia L; norm 0,00 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
CLE Distancia Bhattacharyya 0, 30 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Hellinger 0, 30 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia triangular 0,10 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia média-harménica 0,10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0, 00
Distancia Kullback-Leibler 0, 60 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia Kullback-Leibler 0,00 0,00 0,00 0,00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia x? 8,30 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia x2 73,10 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia L1 norm 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
CAL Distancia Bhattacharyya 0, 30 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Hellinger 0, 30 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia triangular 0,10 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia média-harménica 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0, 00

Na Figura 5.18 observamos nos esquemas CLD, CLE e CAL, que para o tamanho de
amostra igual a 30 e nivel de contaminagao de 3% a divergéncia x? (M4) ¢ a tnica a
apresentar porcentagens de deteccao de observacoes atipicas superiores a 60%. Também
com tamanho de amostra igual a 30 e nivel de contaminagao de 3%, todas as medidas
apresentam porcentagens superiores a 60%, nos esquemas LD e LE. Podemos destacar
ainda no esquema LD, que a distancia e divergéncia x* (M3 e M4) tem boas porcenta-
gens de deteccao de observagoes atipicas para todos os tamanhos de amostra e niveis de

contaminagao.

5.3 Cenario 3

Neste cenario geramos a variavel resposta a partir de uma distribuicao beta retangular

e posteriormente ajustamos um modelo de regressao beta, por fim alteramos a variavel



Capitulo 5. Simulacao

57

resposta mantendo fixa a variavel regressora.

Na Tabela 5.5 temos um comportamento totalmente diferente ao apresentado pelas

Tabelas 5.3 e 5.4. Percebemos no esquema LD, que todas as medidas detectam melhor

observagao atipicas a medida que aumentamos o nivel de contaminacao. No esquema LE

todas as medidas apresentam maiores porcentagens de deteccao de observagoes atipicas

que as apresentadas no esquema LD. Em relacao aos esquemas CLD, CLE e CAL as

medidas apresentam maiores porcentagens para o esquema CLE. Notamos ainda que para

os esquemas CLE e LE ao nivel de contaminacao de 10% as porcentagens apresentadas

pelas medidas diminuem conforme o tamanho da amostra aumenta.

Tabela 5.5: Porcentagens das vezes que as medidas indicam observacoes atipicas no cenario

3.
Esquema Medidas 3% 6% 10%
30 60 90 120 30 60 90 120 30 60 90 120
Distancia Kullback-Leibler 59,80 2,50 0,00 0,00 91,90 58,10 0,30 0,00 99,70 98,50 84,30 52,80
Divergéncia Kullback-Leibler 52,50 1,30 0,00 0,00 88,20 49,60 0,20 0,00 99,60 98,10 77,40 42,70
Distancia X2 77,90 9,20 0,00 0,00 96,10 73,50 2,20 0,00 99,80 99,70 92,50 73,20
Divergéncia x? 90,60 31,30 0,10 0,00 99,10 91,40 12,90 0,80 99,90 99,90 98,60 92,70
Distancia L; norm 82,00 12,40 0,00 0,00 97,50 78,20 2,40 0,00 99,90 99,80 94,00 76,20
LD Distancia Bhattacharyya 56,30 2,20 0,00 0,00 90,00 55,70 0,30 0,00 99,60 98,40 82,50 50,00
Distancia Hellinger 56,30 2,20 0,00 0,00 90,00 55,70 0,30 0,00 99,60 98,40 82,50 50,00
Distancia triangular 49,90 1,30 0,00 0,00 87,40 48,70 0,20 0,00 99,60 97,90 77,20 43,20
Distancia média-harménica 49,90 1,30 0, 00 0,00 87,40 48,70 0,20 0,00 99,60 97,90 77,20 43,20
Distancia Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00] 100, 00 100, 00 99,50 73, 30
Divergéncia Kullback-Leibler 100,00 100, 00 100, 00 100,00, 100,00 100,00 100,00 100,00, 100,00 100,00 98,40 60,90
Distancia X2 100,00 100, 00 100, 00 100,00, 100,00 100, 00 100, 00 100,00, 100,00 100, 00 100, 00 84, 20
Divergéncia x2 100,00 100, 00 100, 00 100,00, 100,00 100, 00 100,00 100,00, 100,00 100,00 100,00 97, 30
Distancia L1 norm 100,00 100, 00 100, 00 100,00, 100,00 100,00 100,00 100,00, 100,00 100,00 99,70 76,80
LE Distancia Bhattacharyya 100,00 100, 00 100, 00 100,00, 100,00 100,00 100,00 100,00, 100,00 100,00 99,30 71,40
Distancia Hellinger 100,00 100, 00 100, 00 100,00, 100,00 100,00 100,00 100,00, 100,00 100,00 99,30 71,40
Distancia triangular 100,00 100, 00 100, 00 100,00, 100,00 100,00 100,00 100,00, 100,00 100,00 99,10 66,40
Distancia média-harménica 100,00 100, 00 100, 00 100, 00, 100,00 100,00 100, 00 100,00, 100,00 100,00 99,10 66,40
Distancia Kullback-Leibler 96,90 82,50 13,40 0,00 99,90 100,0099,00 91,40 | 100,00 100,00 100,00 100, 00
Divergéncia Kullback-Leibler 94,40 76,20 7,60 0,00 99,90 99,90 97,80 82,10 | 100,00 100,00 100,00 100, 00
Distancia x2 98,90 91,90 31,20 1,30 100,00 100,00 99,80 97,80 | 100,00 100,00 100, 00 100, 00
Divergéncia x? 99,70 97,60 66,90 15,10 100,00 100,00 99,90 99,90 | 100,00 100,00 100, 00 100, 00
Distancia L1 norm 99,00 93,60 34,80 1,40 100,00 100,00 99,80 98,40 | 100,00 100,00 100, 00 100, 00
CLD Distancia Bhattacharyya 96,00 81,10 12,00 0,00 99,90 100,0098,90 89,70 | 100,00 100,00 100,00 100, 00
Distancia Hellinger 100,00 100,00 100,00 100,00| 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100, 00 100,00
Distancia triangular 93,90 76,20 8,10 0,00 99,90 100,0097,90 83,90 | 100,00 100,00 100,00 100, 00
Distancia média-harménica 93,90 76,20 8,10 0,00 99,90 100,0097,90 83,90 | 100,00 100,00 100,00 100, 00
Distancia Kullback-Leibler 100,00 100, 00 100, 00 100,00/ 100,00 100,00 100,00 100,00, 100,00 99,80 39,80 0,20
Divergéncia Kullback-Leibler 100,00 100, 00 100, 00 100,00, 100,00 100,00 100,00 100,00, 100,0099,30 25,50 0,00
Distancia x?2 100, 00 100, 00 100, 00 100,00/ 100,00 100, 00 100, 00 100,00/ 100,00 99,90 55,80 0,90
Divergéncia X2 100,00 100, 00 100, 00 100,00, 100,00 100, 00 100,00 100,00, 100,00 100,00 89,90 18,30
Distancia L1 norm 100,00 100, 00 100, 00 100,00, 100,00 100,00 100,00 100,00, 100,00 99,90 42,80 0,20
CLE Distancia Bhattacharyya 100,00 100, 00 100, 00 100,00, 100,00 100, 00 100, 00 100,00, 100,0099,70 37,60 0,10
Distancia Hellinger 100,00 100, 00 100, 00 100,00, 100,00 100, 00 100,00 100,00, 100,0099,70 37,60 0,10
Distancia triangular 100,00 100, 00 100, 00 100, 00, 100,00 100, 00 100, 00 100,00, 100,0099,70 31,90 0,00
Distancia média-harménica 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00, 100,00 100, 00 100, 00 100,00, 100,00 99,70 31,90 0,00
Distancia Kullback-Leibler 96,90 82,50 13,40 0,00 99,90 100,00 99,00 91,40 100,00 99,80 39,80 0,20
Divergéncia Kullback-Leibler 94,40 76,20 7,60 0,00 99,90 99,90 97,80 82,10 100,00 99,30 25,50 0,00
Distancia x> 98,90 91,90 31,20 1,30 100,00 100,00 99,80 97,80 100,00 99,90 55,80 0,90
Divergéncia X2 99,70 97,60 66,90 15,10 100,00 100,00 99,90 99,90 100,00 100,00 89,90 18,30
Distancia L1 norm 99,00 93,60 34,80 1,40 100,00 100,00 99,80 98,40 100,00 99,90 42,80 0,20
CAL Distancia Bhattacharyya 96,00 81,10 12,00 0,00 99,90 100,00 98,90 89,70 100,00 99,70 37,60 0,10
Distancia Hellinger 100,00 100,00 100,00 100,00| 100,00 100,00 100,00 100,00| 100,00 99,70 37,60 0,10
Distancia triangular 93,90 76,20 8,10 0,00 99,90 100 97,90 83,90 100,00 99,70 31,90 0,00
Distancia média-harménica 93,90 76,20 8,10 0, 00 99,90 100,00 97,90 83,90 100,00 99,70 31,90 0,00

Na Figura 5.19 notamos que todas as medidas parecem ser mais sensiveis a deteccao de

observagoes atipicas nos esquemas LE e CLE. Também é possivel observar que as medidas

apresentam configuracoes semelhantes dentro de cada esquema.
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5.4 Cenario 4

Neste cenario geramos a variavel resposta a partir de uma distribuicao beta retangular

e posteriormente ajustamos um modelo de regressao beta e por fim alteramos a variavel

regressora mantendo fixa a variavel resposta.

Na Tabela 5.6 observamos no esquema LD que a distancia e divergéncia x? apresen-

tam boas porcentagens de identificagao de observagoes atipicas em todos os niveis de

contaminagao. Assim como no cenario 3, também observamos que no esquema LE todas

as medidas apresentam bons desempenhos na deteccao de observacoes atipicas em todos

os niveis de contaminacao. Em relacao a contaminacao em ambos os lados, observamos

que as medidas apresentam melhor desempenho na deteccao de observagoes atipicas no es-

quema CLE, apesar de que ao nivel de contaminagao de 10% notamos que as porcentagens

diminuem a medida que aumentamos o tamanho da amostra.

Tabela 5.6: Porcentagens das vezes que as medidas indicam observacoes atipicas no cenéario

4.
Esquema Medidas 3% 6% 10%
30 60 90 120 30 60 90 120 30 60 90 120
Distancia Kullback-Leibler 36,00 8,10 0,10 0,00 36,20 17,80 0,00 0,00 26,10 26,70 0,70 0,00
Divergéncia Kullback-Leibler 29,50 6,00 0,00 0,00 29,30 11,60 0,00 0,00 21,70 19,90 0,20 0,00

Distancia x2

Divergéncia X2

100, 00 99, 80
100, 00 99, 90

100, 00 100, 00|
100, 00 100, 00|

100,00 97, 60
100,00 98,10

100, 00 100, 00
100, 00 100, 00

100, 00 90, 00
100, 00 94, 20

100, 00 100, 00
100, 00 100, 00

Distancia L1 norm 58,10 20,20 0,30 0,00 55,70 32,10 0,70 0,00 42,60 44,00 2,20 0,00
LD Distancia Bhattacharyya 34,40 7,50 0,10 0,00 33,60 16,10 0,00 0,00 24,30 25,20 0,60 0,00
Distancia Hellinger 34,40 7,50 0,10 0,00 33,60 16,10 0,00 0,00 24,30 25,20 0,60 0,00
Distancia triangular 27,90 5,80 0,00 0,00 28,70 12,40 0,00 0,00 21,50 21,30 0,30 0,00
Distancia média-harménica 27,90 5,80 0,00 0,00 28,70 12,40 0,00 0,00 21,50 21,30 0,30 0,00
Distancia Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100,00 100, 00 100, 00 100,00/ 100,00 100,00 100, 00 100, 00
Divergéncia Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100,00/ 100, 00 100,00 100, 00 100,00/ 100, 00 100,00 100, 00 100, 00
Distancia x? 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 100,00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Divergéncia x2 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 100,00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distancia L1 norm 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
LE Distancia Bhattacharyya 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distancia Hellinger 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distancia triangular 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distancia média-harménica 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distancia Kullback-Leibler 99,90 99,60 87,90 45,20 | 99,50 99,70 95,10 62,00 | 80,70 82,30 18,00 0,30
Divergéncia Kullback-Leibler | 99,90 99,10 80,70 28,60 | 99,00 99,60 89,20 44,60 | 74,00 71,70 7,70 0,00
Distancia x? 99,90 99,80 95,40 69,30 | 99,80 100,00 99,00 82,10 | 87,30 89,70 35,90 1,30
Divergéncia x? 100,00 100,00 99,80 96,80 | 100,00 100,00 99,90 99,00 | 96,80 98,50 82,10 22,10
Distancia L1 norm 99,90 99,80 95,60 69,10 | 99,80 100,00 98,80 79,80 | 84,60 87,60 27,20 0,90
CLD Distancia Bhattacharyya 99,90 99,50 86,80 42,30 | 99,50 99,70 94,00 58,90 | 79,20 80,80 15,80 0,20
Distancia Hellinger 99,90 99,50 86,80 42,30 | 99,50 99,70 94,00 58,90 | 79,20 80,80 15,80 0,20
Distancia triangular 99,90 99,20 82,10 32,00 | 99,30 99,70 91,40 49,20 | 76,40 76,20 10,30 0,00
Distancia média-harménica 99,90 99,20 82,10 32,00 | 99,30 99,70 91,40 49,20 | 76,40 76,20 10,30 0,00
Distancia Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00] 99,90 93,20 53,60 3,80
Divergéncia Kullback-Leibler | 100,00 100, 00 100,00 100,00 100,00 100,00 100, 00 100,00/ 99,80 90,30 42,90 1,60
Distancia x? 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 100,00 100,00 95,30 66,40 7,90
Divergéncia x? 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 100,00/ 100,00 98,00 88,40 35,10
Distancia L1 norm 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 100,00 99,90 93,00 55,50 4,60
CLE Distancia Bhattacharyya 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 100,00 99,90 92,80 51,90 3,20
Distancia Hellinger 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100,00 100,00 99,90 92,80 51,90 3,20
Distancia triangular 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 100,00 99,80 92,00 47,60 2,50
Distancia média-harménica 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 100,00, 99,80 92,00 47,60 2,50
Distancia Kullback-Leibler 99,90 99,60 87,90 45,20 | 99,50 99,70 95,10 62,00 | 80,60 78,00 11,60 0,10
Divergéncia Kullback-Leibler | 99,90 99,10 80,70 28,60 | 99,00 99,60 89,20 44,60 | 73,90 65,90 3,70 0,00
Distancia x> 99,90 99,80 95,40 69,30 | 99,80 100,00 99,00 82,10 | 87,30 85,80 25,80 0,20
Divergéncia x? 100,00 100,00 99,80 96,80 | 100,00 100,00 99,90 99,00 | 96,80 96,50 73,90 9,80
Distancia L1 norm 99,90 99,80 95,60 69,10 | 99,80 100,00 98,80 79,80 | 84,50 82,20 17,70 0,10
CAL Distancia Bhattacharyya 99,90 99,50 86,80 42,30 | 99,50 99,70 94,00 58,90 | 79,10 76,30 9,80 0,10
Distancia Hellinger 99,90 99,50 86,80 42,30 | 99,50 99,70 94,00 58,90 | 79,10 76,30 9,80 0,10
Distancia triangular 99,90 99,20 82,10 32,00 | 99,30 99,70 91,40 49,20 | 76,30 71,20 5,90 0,00
Distancia média-harménica 99,90 99,20 82,10 32,00 | 99,30 99,70 91,40 49,20 | 76,30 71,20 5,90 0,00

Na Figura 5.20 observamos claramente que todas as medidas apresentam melhor de-

sempenho nas configuragoes do lado esquerdo, LE e CLE. No esquema LD, notamos que

a distancia e divergéncia y* (M3 e M4) se destacam das demais medidas, apresentando
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boas porcentagens de deteccao de observacoes atipicas. De modo geral, assim como na
Figura 5.19 notamos que as medidas apresentam configuragoes semelhantes dentro de

cada esquema.

5.5 Cenario 5

Neste cenério geramos a variavel resposta a partir de uma distribuicao beta e posteri-
ormente ajustamos um modelo de regressao beta retangular e por fim alteramos a variavel

dependente mantendo a variavel regressora fixa.

Na Tabela 5.7 notamos uma configuracao semelhante a apresentada pela tabela do
cenario 1. Observamos no esquema LE que a divergéncia Kullback-Leibler é regular na
indicacao de observagoes atipicas, para todos os niveis de contaminacao e tamanhos de
amostras. No esquema LE para o nivel de contaminacao de 3% e todos os tamanhos de

amostras, observamos que a distancia e divergéncia y? se destacam das demais medidas.

Tabela 5.7: Porcentagens das vezes que as medidas indicam observagoes atipicas no cenario

D.

Esquema Medidas 3% 6% 10%
30 60 90 120 30 60 90 120 30 60 90 120
Distancia Kullback-Leibler 97,60 21,30 0,00 0, 00 1,70 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia Kullback-Leibler 100, 00 100,00 100, 00 100,00/ 100,00 100,00 100, 00 100,00/ 100,00 100, 00 100, 00 99, 90
Distancia x2 99,50 59,40 1,40 0,00 24,10 0,00 0,00 0,00 0,40 0,00 0,00 0,00
Divergéncia x?2 100,00 95,30 48,60 2,00 88,80 0,10 0,00 0,00 3,40 0,00 0,00 0,00
Distancia L1 norm 88,10 0,70 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
LD Distancia Bhattacharyya 97,30 16,00 0,00 0,00 0,70 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Hellinger 97,30 16,00 0,00 0,00 0,70 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia triangular 95,80 6,70 0,00 0,00 0,20 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia média-harmoénica 95,80 6,70 0, 00 0, 00 0,20 0, 00 0, 00 0,00 0, 00 0,00 0, 00 0, 00
Distancia Kullback-Leibler 95,40 14,40 0,00 0, 00 0,30 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia Kullback-Leibler 85,80 0,30 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia x2 100, 00 100, 00 100,00 100,00 92,10 0,00 84,60 96,90 | 66,40 0,00 1,20 0,20
Divergéncia x? 99,60 100,00 100,00 100,00 78,70 0,10 48,40 64,70 51,80 0,00 0,20 0,00
Distancia L1 norm 78,60 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
LE Distancia Bhattacharyya 94,80 10,30 0,00 0,00 0,20 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Hellinger 94,80 10,30 0,00 0,00 0,20 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia triangular 93,20 4,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia média-harménica 93,20 4,00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distancia Kullback-Leibler 2,60 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia Kullback-Leibler 0,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia x2 25,80 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia x2 91,60 0,40 0,00 0,00 0,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia L1 norm 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
CLD Distancia Bhattacharyya 1,20 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Hellinger 1,20 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia triangular 0,10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia média-harmoénica 0,10 0, 00 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distancia Kullback-Leibler 0, 60 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia Kullback-Leibler 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia x? 12,50 0,00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia x? 82,50 0,20 0,00 0,00 0,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia L1 norm 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
CLE Distancia Bhattacharyya 0,20 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Hellinger 0,20 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia triangular 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia média-harménica 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distancia Kullback-Leibler 0, 60 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia Kullback-Leibler 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia x?2 12,40 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia x? 82,50 0,10 0, 00 0, 00 0,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia L1 norm 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
CAL Distancia Bhattacharyya 0,20 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Hellinger 0,20 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia triangular 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia média-harmoénica 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00

Na Figura 5.21 notamos nos esquemas CLD, CLE e CLA que a divergéncia x? (M4)
se destaca das demais medidas, apresentando porcentagens acima de 75% ao nivel de
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contaminacao de 3% e tamanho de amostra igual a 30. Nos esquemas LD e LE, notamos
que para este mesmo nivel de contaminacao e tamanho de amostra, todas as medidas
também apresentam porcentagens de deteccao de observacoes atipicas acima de 75%.
Notamos também nos esquemas LD e LE que a distancia e divergéncia y* (M3 e M4)

apresentam maior variabilidade em suas porcentagens de deteccao que as demais medidas.

5.6 Cenario 6

Neste cenario geramos a variavel resposta a partir de uma distribuicao beta e posteri-
ormente ajustamos um modelo de regressao beta retangular, por fim alteramos a variavel

regressora mantendo fixa a variavel resposta.

Na Tabela 5.8 notamos nos esquemas LD e LE para nivel de contaminacao igual a
3% e tamanho de amostra igual a 30, que todas as medidas apresentam porcentagens de
deteccao de observacoes atipicas acima de 75%. Destacamos no esquema LE a distancia e
divergéncia x?, tais medidas apresentam porcentagens de deteccao de observacoes atipicas
acima de 75% para todos os niveis de contaminacao e tamanhos de amostra.

Tabela 5.8: Porcentagens das vezes que as medidas indicam observacoes atipicas no cenario
6.

- 3% 6% 0%
Esquema Medidas 30 60 90 120 30 60 90 120 30 60 90 120
Distancia Kullback-Leibler 97,80 22,70 0,10 0,00 2,40 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia Kullback-Leibler | 93,60 0,70 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia x2 99,20 99,50 100,00 100,00/ 100,00 92,20 100,00 100,00 100,00 78,10 100,00 100, 00
Divergéncia x2 99,90 100,00 100,00 100,00/ 100,00 92,20 100,00 100,00 100,00 78,10 100,00 100, 00
LD Distancia L norm 89,70 0,50 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Bhattacharyya 97,40 17,70 0,00 0,00 1,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Hellinger 97,40 17,70 0,00 0,00 1,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia triangular 96,60 7,50 0,00 0,00 0,30 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia média-harménica | 96,60 7,50 0,00 0,00 0,30 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Kullback-Leibler 97,80 15,10 0,00 0,00 1,80 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia Kullback-Leibler | 90,80 0,40 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia x2 99,30 56,90 1,00 0,00 24,20 0,00 0,00 0,00 0,20 0,00 0,00 0,00
Divergéncia x2 100,00 94,90 42,20 0,60 90,80 0,30 0,00 0,00 4,40 0,00 0,00 0,00
LE Distancia L norm 86,80 0,30 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Bhattacharyya 97,20 10,90 0,00 0,00 0,70 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Hellinger 97,20 10,90 0,00 0,00 0,70 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia triangular 95,80 3,70 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia média-harménica | 95,80 3,70 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Kullback-Leibler 1,90 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia Kullback-Leibler | 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia x2 27,90 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia x2 93,70 0,30 0,00 0,00 0,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
CLD Distancia L; norm 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Bhattacharyya 0,80 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Hellinger 0,80 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia triangular 0,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia média-harménica | 0,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Kullback-Leibler 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia Kullback-Leibler | 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia x2 20,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia x2 91,10 0,00 0,00 0,00 0,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
CLE Distancia L; norm 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Bhattacharyya 0,50 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Hellinger 0,50 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia triangular 0,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia média-harménica 0,10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0,00 0,00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distancia Kullback-Leibler 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia Kullback-Leibler | 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia x2 19,40 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Divergéncia x2 90,90 0,00 0,00 0,00 0,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
CAL Distancia Lq norm 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Bhattacharyya 0,50 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia Hellinger 0,50 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia triangular 0,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
Distancia média-harménica | 0,10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
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A Figura 5.22 apresenta uma configuracao semelhante a apresentada pela Figura 5.21,
isto ¢, para os esquemas CLD, CLE e CAL, ao nivel de contaminacao de 3% e tamanho
de amostra igual a 30, observamos que a divergéncia x? (M4) apresenta porcentagem de
detecgao de observagoes atipicas superior a 75%. Para os esquemas LD e LE, temos que
todas as medidas apresentam porcentagens de detecgao de observagoes atipicas acima de
75% mno nivel de contaminagao de 3% e tamanho de amostra igual a 30.

5.7 Cenario 7

Neste cenario geramos a variavel resposta a partir de uma distribuigao beta e poste-
riormente ajustamos um modelo de regressao beta, por fim alteramos a variavel resposta

mantendo fixa a variavel regressora.

Na Tabela 5.9 notamos, mais uma fez, que as medidas apresentam maior porcentagem
de deteccao de observacgoes atipicas no esquema LE. Vemos no esquema LD que todas
as medidas apresentam bom desempenho ao nivel de contaminacao de 10% para todos
os tamanhos de amostra. Neste mesmo esquema, observamos nos outros niveis de conta-
minacao, que a medida em que aumentamos o tamanho da amostra, as porcentagens de
deteccao de observagoes atipicas diminuem rapidamente. No esquema CLD, destacamos o
bom desempenho das medidas para os niveis de contaminacao de 6% e 10% para todos os
tamanhos de amostra. Ainda neste esquema, destacamos o bom desempenho das medidas
ao nivel de contaminacao de 3% e tamanhos de amostras iguais a 30 e 60. Em relacao
ao esquema CLE, vemos que as porcentagens de indicagao de observacoes atipicas nao se
mantém constante apenas no nivel de contaminacao de 10% quanto temos tamanhos de
amostra iguais a 90 e 120.

Na Figura 5.23 notamos, de modo geral, que as medidas apresentam configuragoes
semelhantes dentro de cada esquema. Observamos que as medidas parecem ser mais
sensiveis a deteccao de observagoes atipicas nos esquemas LE e CLE. Notamos ainda, que
as Figuras 5.23 e 5.19 apresentam configuragoes semelhantes.
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Tabela 5.9: Porcentagens das vezes que as medidas indicam observacoes atipicas no cenario

7.

Esquema Medidas 3% 6% 10%
N - 30 60 90 120 30 60 90 120 30 60 90 120
Distancia Kullback-Leibler 84,80 20,90 0,30 0,00 98,70 86,30 8,00 0,50 100,00 99,90 98,30 92,70
Divergéncia Kullback-Leibler 79,60 13,30 0,10 0,00 97,70 80,60 4,70 0,10 100,0099,70 97,10 88,40
Distancia x> 93,70 38,70 0,50 0,00 99,70 94,20 21,30 1,90 100,00 100,00 99,60 97,20
Divergéncia x2 98,20 69,80 5,90 0,10 100,00 98,70 51,10 14,60 | 100,00 100,00 100, 00 99, 50
Distancia L1 norm 95,40 45,00 0,90 0,00 99,80 95,40 23,90 2,20 100, 00 100, 00 99, 80 97, 90
LD Distancia Bhattacharyya 83,10 19,40 0,20 0,00 98,30 84,80 7,10 0,50 100,00 99,90 98,20 91,70
Distancia Hellinger 83,10 19,40 0,20 0,00 98,30 84,80 7,10 0,50 100,00 99,90 98,20 91,70
Distancia triangular 78,40 13,30 0,10 0,00 97,30 80,10 4,60 0,10 100,00 99,70 97,20 88,70
Distancia média-harménica 78,40 13,30 0,10 0,00 97,30 80,10 4,60 0,10 100,00 99,70 97,20 88,70
Distancia Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 97, 70
Divergéncia Kullback-Leibler | 100,00 100, 00 100, 00 100, 00, 100, 00 100, 00 100,00 100,00, 100, 00 100, 00 100, 00 94, 30
Distancia X2 100,00 100,00 100,00 100,00[ 100,00 100,00 100,00 100,00, 100,00 100,00 100,00 99, 60
Divergéncia x2 100, 00 100, 00 100, 00 100,00/ 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00, 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distancia L norm 100, 00 100, 00 100, 00 100,00/ 100,00 100,00 100, 00 100,00, 100,00 100, 00 100,00 98, 50
LE Distancia Bhattacharyya 100, 00 100, 00 100, 00 100,00/ 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00, 100, 00 100, 00 100, 00 97, 50
Distancia Hellinger 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100,00 100,00 100, 00 100,00, 100,00 100,00 100,00 97, 50
Distancia triangular 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 96, 60
Distancia média-harménica 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 96, 60
Distancia Kullback-Leibler 99,90 95,20 46,70 5,00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 90 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Divergéncia Kullback-Leibler 99,50 93,00 34,30 2,00 100, 00 100,00 100, 00 99, 60 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distancia x?2 99,90 98,40 67,60 15,90 | 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100, 00 100, 00
Divergéncia X2 100,00 99,50 91,10 53,10 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100,00 100,00 100,00 100, 00
Distancia L1 norm 100,00 98,70 71,40 16,40 | 100,00 100,00 100,00 100,00, 100,00 100,00 100, 00 100, 00
CLD Distancia Bhattacharyya 99,90 94,50 43,80 4,10 100, 00 100, 00 100,00 99,80 | 100,00 100, 00 100, 00 100, 00
Distancia Hellinger 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00, 100,00 100,00 100,00 100,00
Distancia triangular 99,40 93,10 35,40 2,40 100,00 100,00 100,00 99,70 100,00 100,00 100,00 100,00
Distancia média-harménica 99,40 93,10 35,40 2,40 100, 00 100, 00 100,00 99, 70 100, 00 100,00 100, 00 100, 00
Distancia Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 76,40 8, 30
Divergéncia Kullback-Leibler | 100,00 100,00 100,00 100,00/ 100,00 100, 00 100, 00 100,00/ 100,00 100,00 63,00 2,40
Distancia x> 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100,00 100,00 87,50 16,40
Divergéncia x? 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100,00 100,00 99,30 61,10
Distancia L; norm 100,00 100,00 100,00 100, 00[ 100,00 100,00 100,00 100,00, 100,00 100,0080,10 10,30
CLE Distancia Bhattacharyya 100, 00 100, 00 100, 00 100,00/ 100, 00 100, 00 100, 00 100,00/ 100,00 100,00 75,20 7,30
Distancia Hellinger 100, 00 100, 00 100, 00 100,00/ 100,00 100, 00 100, 00 100,00/ 100,00 100,00 75,20 7,30
Distancia triangular 100, 00 100,00 100,00 100,00/ 100,00 100,00 100, 00 100,00, 100,00 100,00 71,30 5,00
Distancia média-harmonica 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00| 100, 00 100,00 100, 00 100,00, 100,00 100,00 71,30 5,00
Distancia Kullback-Leibler 99,90 95,20 46,70 5,00 100,00 100,00 100,00 99,90 100,00 100,00 76,40 8,30
Divergéncia Kullback-Leibler 99,50 93,00 34,30 2,00 100,00 100,00 100,00 99,60 100,00 100,00 63,00 2,40
Distancia x2 99,90 98,40 67,60 15,90 | 100,00 100,00 100,00 100,00| 100,00 100,00 87,50 16,40
Divergéncia X2 100,00 99,50 91,10 53,10 100,00 100,00 100,00 100,00| 100,00 100,00 99,30 61,10
Distancia L; norm 100,00 98,70 71,40 16,40 100,00 100,00 100,00 100,00| 100,00 100,00 80,10 10,30
CAL Distancia Bhattacharyya 99,90 94,50 43,80 4,10 100,00 100,00 100,00 99,80 | 100,00 100,00 75,20 7,30
Distancia Hellinger 100,00 100,00 100,00 100,00| 100,00 100,00 100,00 100,00| 100,00 100,00 75,20 7,30
Distancia triangular 99,40 93,10 35,40 2,40 100,00 100,00 100,00 99,70 | 100,00 100,00 71,30 5,00
Distancia média-harménica 99,40 93,10 35,40 2,40 100,00 100,00 100,00 99,70 | 100,00 100,00 71,30 5,00

5.8

Cenario 8

Neste cenério geramos a variavel resposta a partir de uma distribuicao beta e posteri-

ormente ajustamos um modelo de regressao beta, por fim alteramos a variavel regressora

mantendo fixa a variavel resposta.

Na Tabela 5.10 observamos inicialmente que no esquema LE todas as medidas in-

dicam 100% das observacoes atipicas em todos os niveis de contaminacdo e tamanhos

de amostras. No esquema LD notamos que a distancia e divergéncia x? se destaca das

demais medidas, por manter uma certa regularidade entre os niveis de contaminagao e

tamanhos de amostras. Todas as medidas apresentam boas porcentagens de indicagao

de observacgoes atipicas nos esquemas CLD e CLE, contudo, notamos que em ambos os

esquemas, ao nivel de contaminagao de 10%, a medida que aumentamos o tamanho da

amostra as porcentagens diminuem rapidamente.
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Tabela 5.10: Porcentagens

das vezes que as medidas indicam observagoes atipicas no

L.
cenario 8.
) 3% 6% 10%
Esquema Medidas 30 60 90 120 30 60 90 120 30 60 90 120
Distancia Kullback-Leibler 81,60 67,60 19,20 2,10 80,70 79,00 24,70 3,60 77,40 88,00 44,80 7,70
Divergéncia Kullback-Leibler | 77,30 58,50 13,00 1,50 74,20 72,00 16,30 1,40 72,70 82,40 31,20 4,00

Distancia X2
Divergéncia X2

100, 00 100, 00
100, 00 100, 00

100, 00 99, 80
100, 00 99, 90

100, 00 99, 00
100, 00 99, 90

100, 00 100, 00
100, 00 100, 00

100, 00 100, 00
100, 00 100, 00

100, 00 99, 00
100, 00 99, 70

Distancia L; norm 93,40 83,80 35,00 6,50 92,50 91,00 41,30 10,20 | 89,90 95,10 66,60 17,30
LD Distancia Bhattacharyya 80,70 65,30 17,60 2,00 78,70 77,10 22,70 3,00 76,60 86,70 41,70 6,90
Distancia Hellinger 80,70 65,30 17,60 2,00 78,70 77,10 22,70 3,00 76,60 86,70 41,70 6,90
Distancia triangular 76,40 58,80 13,30 1,50 74,00 72,30 17,10 1,60 72,40 83,50 33,90 4,90
Distancia média-harménica 76,40 58,80 13,30 1,50 74,00 72,30 17,10 1,60 72,40 83,50 33,90 4,90
Distancia Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00] 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00] 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Divergéncia Kullback-Leibler | 100,00 100,00 100, 00 100,00/ 100,00 100, 00 100, 00 100,00 100,00 100, 00 100, 00 100, 00
Distancia x2 100, 00 100, 00 100, 00 100,00, 100, 00 100, 00 100, 00 100,00, 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Divergéncia x2 100, 00 100, 00 100, 00 100,00, 100, 00 100, 00 100, 00 100,00, 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distancia Lq norm 100, 00 100, 00 100, 00 100,00, 100, 00 100, 00 100, 00 100,00, 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
LE Distancia Bhattacharyya 100, 00 100, 00 100, 00 100,00, 100, 00 100, 00 100, 00 100,00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distancia Hellinger 100, 00 100, 00 100, 00 100,00, 100, 00 100, 00 100, 00 100,00, 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distancia triangular 100, 00 100, 00 100, 00 100,00, 100,00 100, 00 100, 00 100, 00, 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distancia média-harménica 100, 00 100, 00 100, 00 100,00, 100,00 100, 00 100, 00 100, 00, 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distancia Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 99,90 97,90 | 99,90 100,00 100,00 98,40 | 95,10 95,40 56,80 4,40
Divergéncia Kullback-Leibler | 100,00 100,00 99,70 94,60 | 99,90 100,00 100,00 95,90 | 93,00 91,10 40,20 2,00
Distancia x2 100, 00 100, 00 100, 00 99,40 | 100,00 100, 00 100,00 99,90 | 96,60 97,60 72,20 13,80
Divergéncia x2 100, 00 100, 00 100, 00 100,00 100,00 100, 00 100,00 100,00, 99,40 99,90 96,00 62,40
Distancia Lq norm 100, 00 100, 00 100,00 99,30 | 99,90 100,00 100,00 99,80 | 95,70 96,30 65,50 8,80
CLD Distancia Bhattacharyya 100,00 100,00 99,90 97,50 | 99,90 100,00 100,00 98,10 | 94,80 94,70 54,40 3,40
Distancia Hellinger 100,00 100,00 99,90 97,50 | 99,90 100,00 100,00 98,10 | 94,80 94,70 54,40 3,40
Distancia triangular 100,00 100,00 99,80 95,60 | 99,90 100,00 100,00 97,00 | 94,10 93,20 46,80 2,60
Distancia média-harménica 100, 00 100,00 99,80 95,60 | 99,90 100,00 100,00 97,00 | 94,10 93,20 46,80 2,60
Distancia Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100,00, 100, 00 100, 00 100, 00 100,00, 99,90 95,90 67,70 9,30
Divergéncia Kullback-Leibler | 100,00 100,00 100, 00 100,00/ 100,00 100, 00 100, 00 100,00/ 99,80 93,80 56,30 4,30
Distancia x2 100, 00 100, 00 100, 00 100,00 100,00 100, 00 100, 00 100,00, 99,90 97,40 77,10 18,20
Divergéncia x? 100, 00 100, 00 100, 00 100,00 100,00 100, 00 100, 00 100,00, 100,00 99,10 93,60 53,20
Distancia L; norm 100, 00 100, 00 100, 00 100,00 100,00 100, 00 100,00 100,00, 99,90 95,70 68,90 10,60
CLE Distancia Bhattacharyya 100, 00 100, 00 100, 00 100,00 100,00 100, 00 100,00 100,00, 99,90 95,60 66,10 8,20
Distancia Hellinger 100, 00 100, 00 100, 00 100,00 100,00 100, 00 100,00 100,00, 99,90 95,60 66,10 8,20
Distancia triangular 100, 00 100, 00 100, 00 100,00 100,00 100, 00 100,00 100,00, 99,90 95,20 61,80 6,10
Distancia média-harménica 100, 00 100, 00 100, 00 100,00, 100, 00 100, 00 100, 00 100,00, 99,90 95,20 61,80 6,10
Distancia Kullback-Leibler 100,00 100,00 99,90 97,90 | 99,90 100,00 100,00 98,40 | 95,00 91,60 41,50 0,50
Divergéncia Kullback-Leibler | 100,00 100,00 99,70 94,60 | 99,90 100,00 100,00 95,90 | 92,80 86,40 24,80 0,00
Distancia x2 100,00 100,00 100,00 99,40 | 100,00 100,00 100,00 99,90 | 96,50 95,30 58,10 3,50
Divergéncia x2 100,00 100,00 100,00 100,00| 100,00 100,00 100,00 100,00| 99,40 99,00 90,50 36,60
Distancia L norm 100,00 100,00 100,00 99,30 | 99,90 100,00 100,00 99,80 | 95,60 92,30 49,00 1,10
CAL Distancia Bhattacharyya 100,00 100,00 99,90 97,50 | 99,90 100,00 100,00 98,10 | 94,70 90,80 38,70 0,40
Distancia Hellinger 100,00 100,00 99,90 97,50 | 99,90 100,00 100,00 98,10 | 94,70 90,80 38,70 0,40
Distéancia triangular 100,00 100,00 99,80 95,60 | 99,90 100,00 100,00 97,00 | 94,00 89,10 31,70 0,10
Distancia média-harménica 100,00 100,00 99,80 95,60 | 99,90 100,00 100,00 97,00 | 94,00 89,10 31,70 0,10

Na Figura 5.24 vemos uma configuragao muito semelhante a encontrada na Figura

5.20. Isto é, as medidas se mostram mais sensiveis a detecgao de observagoes atipicas nos

esquemas LE e CLE, as configurac¢oes apresentadas pelas medidas sao semelhantes dentro

de cada esquema e destacamos a regularidade na indicacao de observacoes atipicas da

distancia e divergéncia x* (M3 e M4) no esquema LD.

De modo geral, as configuragoes das tabelas e gréaficos estao se repetindo dependendo

do modelo ajustado. Nesse estudo, observamos que a divergéncia y? demonstrou maior

eficiéncia que as demais medidas na detecgao de observagoes atipicas. Percebemos que o

modelo de regressao beta retangular é mais apropriado que o modelo de regressao beta, no

caso em que temos a presenca de observacoes atipicas. Notamos também que as medidas

apresentam melhor desempenho na deteccao de observagoes atipicas quando o modelo

ajustado nao corresponde a verdadeira distribuicao geradora dos dados.

5.9 Graficos referentes as simulagoes

Nesta se¢ao noés dispomos todos os gréaficos referentes aos 8 cenérios tratados na simu-

lacao.
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CAPITULO 6

Aplicacio

Neste capitulo apresentamos uma aplicagao do uso das divergéncias Kullback-Leibler e
x? e das distancias estocasticas Kullback-Leibler, y2, Bhattacharyya, Hellinger, triangular
e média-harmonica, bem como da distancia L; norm na deteccao de observagoes atipicas
nos ajustes dos modelos de regressao beta e beta retangular. O banco de dados utilizado
se refere a um estudo esportivo conduzido pelo Instituto Australiano de Esportes (AIS)
no qual sao analisadas 13 variaveis em 202 atletas praticantes de diversos esportes. Tal
banco se encontra disponivel no pacote sn do software estatistico R.

Os ajustes dos modelos de regressao beta e beta retangular serao feitos segundo a
abordagem Bayesiana, para os modelos ajustados usamos o método MCMC para obter-
mos uma cadeia de tamanho 100.000, utilizando um burn-in igual a 50.000 e um thin igual
a 10, obtivemos uma amostra final de tamanho 5.000 das distribuicoes a posteriori dos
parametros dos modelos. Consideraremos como variavel resposta o percentual de gordura
corporal (PGC) e como variaveis explicativas a massa corporal magra (MCM) e o sexo
referente aos 37 atletas que praticam remo. Na Figura 6.1 apresentamos o grafico box-
plot (& esquerda) e o histograma (& direita) da variével resposta, por ambos os graficos

observamos que a distribui¢ao da variavel é assimétrica no intervalo (0, 1).

Na Figura 6.2 temos o grafico de dispersao entre a variavel resposta PGC e a variavel
explicativa MCM, podemos observar que estas variaveis apresentam um grau de correlagao
negativa, isto é, a medida que os valores da variavel MCM aumentam os valores da variavel
PGC diminuem. Na mesma figura podemos ver a presenca de dois grupos na nuvem de
pontos, como também a presenca de 3 observagoes que se destacam dos grupos. As
observagoes 16 e 30 apresentam os menores valores da variavel MCM. A observagao 13

apresenta o menor valor da varidvel PGC referente as observacoes do sexo feminino.
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Figura 6.1: Boxplot e histograma da variavel percentual de gordura corporal.
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Figura 6.2: Grafico de dispersao entre as PGC e MCM referente aos 37 atletas que praticam

remo.
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A seguir ajustaremos o modelo de regressao beta.

6.1 Modelo de regressao beta

90

Nesta se¢ao, adotaremos um modelo de regressao beta com dispersao constante, da

forma

PGC; ~ B(ui, ¢),logito(u;) = Bo + 1 X MCM; + Ps X sexo;,i =1,2,...,37,

(6.1)

em que sexo; = 1 se i representar uma observagao do sexo masculino e sexo; = 0 caso con-

trario. Conforme indicado pela literatura, adotamos ¢ ~ G(0,01;0,01) como distribui¢ao
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a priori para ¢ e ; ~ N (uf,0?) para os f3!s.

Para uma escolha inicial dos hiperparametros das distribui¢oes dos fis adotamos
B; ~ N(0;10%). Posteriormente, ajustamos o modelo com tais prioris, e usamos as médias
e desvios-padrao das distribuig¢oes a posteriori dos f.s como novos hiperparametros. Con-
tinuamos a fazer isto sucessivamente até nao observarmos significantes mudancas nas esti-
mativas dos parametros em relagdo ao modelo ajustado anteriormente. No final do ajuste
de 12 modelos nés adotamos as seguintes distribuicoes a priori para os f.s, sao elas, [y ~
N (—1,04644;0,02515%), B; ~ N (—0,00597;0,00039%) e By ~ N (-0, 75024; 0,0305%). Na
Tabela 6.1 temos as médias das distribuicoes a posteriori dos parametros do modelo
proposto, bem como o intervalo de credibilidade de 95% e os valores dos critérios de
comparagao de modelos adotados. Vemos pela tabela que todos os parametros sao signi-
ficativos para o modelo.

Na Figura 6.3 temos o grafico do C%, em que os pontos sem preenchimento se
referem as observagoes do sexo feminino, enquanto que os pontos com preenchimento se
referem as observacoes do sexo masculino. Em destaque vemos que a observacao 13 tem
o menor valor desta medida, isto nos fornece indicios que esta observacao nao esta sendo

bem ajustada pelo modelo.

Figura 6.3: CPO do modelo de regressao beta ajustado.
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Fonte: Dados préprios.

Na Figura 6.4 apresentamos os graficos das medidas utilizadas na identificagao de
observagoes atipicas. Estamos usando, assim como nas simulacoes, # = 0, 8 para o calculo
do ponto de corte. Os pontos sem preenchimento se referem as observagoes do sexo
feminino, enquanto que os pontos com preenchimento se referem as observacoes do sexo
masculino. Notamos que a observagao 13 ¢ indicada por todas as medidas como sendo

atipica. Por este indicio, posteriormente ajustaremos mais uma vez o modelo de regressao
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beta sem a presenca dessa observacao, com o intuito de verificarmos seu impacto sobre o

modelo ajustado.

Figura 6.4: Graficos das medidas utilizadas na identificagdo de observagoes atipicas no ajuste
do modelo de regressao beta.
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Fonte: Dados proprios.

6.1.1 Modelo de regressao beta sem a observacao 13

A escolha dos hiperparametros das distribui¢oes dos f}s foi feita de mesmo modo que
no ajuste do modelo de regressao beta com todas as observagoes, assim nos adotamos, 3y ~
N (—1,03996;0,01438%), B; ~ N(—0,00587;0,00023%) e By ~ N(—0,75128;0,022012).
Na Tabela 6.1 observamos as médias das distribuicoes a posteriori dos parametros do



Capitulo 6. Aplicacao 76

novo modelo ajustado bem como o intervalo de credibilidade de 95%. Notamos que com
a retirada desta observacao as inferéncias com relagao aos parametros do modelo nao
mudaram e que as estimativas dos parametros 5y e ¢ sao mais fortemente afetadas que as
dos demais parametros. Em relagao aos critérios de comparacao de modelos, vemos que
estes critérios nos indicam que com a retirada da observagao 13 o modelo se ajusta melhor
aos dados. Assim podemos concluir que este ponto tem influéncia sobre as estimativas
dos parametros do modelo.

Na Figura 6.5 temos o grafico do C PO, notamos que com a retirada da observacao 13,
nenhuma outra observacao aparece em destaque, isto nos fornece indicios de que todas as

observagoes estao sendo bem ajustadas pelo modelo.

Figura 6.5: CPO do modelo de regressao beta ajustado sem a observacao 13.
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Fonte: Dados proéprios.

Na Figura 6.6 vemos os graficos das medidas utilizadas na identificacao de observagoes
atipicas. Observamos nesta figura que com a retirada da observagao 13 nenhuma divergén-
cia ou distancia indica pontos atipicos. Na Figura 6.7 temos o grafico de dispersao entre as
variaveis PGC e MCM, com a linha de regressao da média da varidvel PGC do modelo de
regressao beta ajustado com e sem a observagao 13. Notamos por esta figura uma suave
diferenca entre as linhas de regressao da média da variavel PGC. Contudo, como comen-
tado anteriormente, com a retirada da observagao 13 observamos significantes mudancas

nas estimativas dos parametros 3y e ¢.
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Figura 6.6: Graficos das medidas utilizadas na identificagdo de observagoes atipicas no ajuste

do modelo de regressao beta sem a observacao 13.
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Fonte: Dados proprio
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Figura 6.7: Grafico de dispersao entre as variaveis PGC e MCM com a linha de regressao da
média da variavel PGC para o modelo de regressao beta ajustado com e sem a observacao 13.
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Fonte: Dados préprios.

Bayes et al. (2012) indicam que o modelo de regressao beta retangular pode ser uma
melhor alternativa ao modelo de regressao beta para situagoes em que ha ocorréncia de
eventos extremos. Como a observacao 13 é um evento extremo, ajustaremos a seguir o
modelo de regressao beta retangular. Nosso intuito com isto é comparar os ajustes deste

modelo com os modelos de regressao beta ajustados anteriormente.

6.2 Modelo de regressao beta retangular

Nesta segao, para estudar a relagao entre a variavel resposta PGC e as variaveis ex-
plicativas MCM e sexo, ajustaremos o modelo de regressao beta retangular proposto por
Bayes et al. (2012). O modelo que ajustaremos ¢ dado por

PGC; ~ BRR(7i, ¢, «),logito(;) = Bo + 1 Xx MCM,; + By X sexo;,i=1,2,...,37.(6.2)

Para as distribuigoes a priori dos /s, ¢ e a nos adotamos 3; ~ N (i}, 0?), ¢ ~ G(0,01;0,01)
e a ~ U(0;1), conforme indicado pela literatura. A escolha dos hiperparametros das dis-
tribuigdes dos fs foi feita de mesmo modo que nos ajustes dos modelos de regressao beta
anteriores, assim nos adotamos, 8y ~ N (—1,02780; 0,032942), 8; ~ N'(—0,00544; 0, 00054%)
e By ~ N(=0,75266;0,02997%).

Na Tabela 6.1 observamos as médias das distribuicoes a posteriori dos parametros do
modelo ajustado bem como o intervalo de credibilidade de 95%. Pelos valores dos critérios
de comparacao de modelos, temos que o modelo de regressao beta ajustado com todas as
observagoes ¢ mais adequado para este caso que o modelo de regressao beta retangular
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ajustado.

Na Figura 6.8 vemos os graficos das medidas utilizadas na identificacao de observagoes
atipicas. Assim como no caso do ajuste do modelo beta, todas as medidas indicam apenas
a observacao 13 como atipica. Posteriormente ajustamos o modelo de regressao beta

retangular sem esta observacao.

Figura 6.8: Graficos das medidas utilizadas na identificacdo de observagoes atipicas no ajuste
do modelo de regressao beta retangular.
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Fonte: Dados proprios.

—_—
Na Figura 6.9 temos os grafico do C'PO, podemos notar, assim como no caso do ajuste
do modelo de regressao beta com todas as observacoes, que a observacao 13 se destaca
—_—
com o menor valor do C'PO, isto nos fornece indicios de que esta observagao nao estéa

sendo bem ajustada pelo modelo.
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Figura 6.9: CPO do modelo de regressao beta retangular ajustado.
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Fonte: Dados proprios.

A seguir ajustaremos mais uma vez o modelo de regressao beta retangular, mas agora
sem a observagao 13. Com isso estamos interessados em verificar o impacto desta obser-
vacao sobre o ajuste do modelo.

6.2.1 Modelo de regressao beta retangular sem a observacao 13

Para as distribui¢oes dos f.s, conforme feito anteriormente, adotamos,
Bo ~ N (—1,02514;0,021332), B; ~ N(—0,00542;0.000332) e By ~ N (—0,75494; 0, 02155%).
Assumimos ¢ ~ G(0,01;0,01) e a ~ U(0;1).

Na Tabela 6.1 temos as médias das distribuicoes a posteriori dos parametros do mo-
delo ajustado e seus respectivos intervalos de 95% de credibilidade. Notamos que com
a retirada da observacao 13 as inferéncias com relagao aos parametros do modelo nao
mudaram, e que as estimativas dos §'s sao fracamente afetadas, apenas os parametros ¢ e
« tem suas estimativas mais fortemente afetadas. Os critérios de comparagao de modelos
nos indicam que o modelo de regressao beta ajustado sem a observagao 13 é mais indicado
ao ajuste dos dados do que o modelo de regressao beta retangular ajustado também sem

esta observacao.

Na Figura 6.10 temos o gréafico de dispersao entre as PGC e MCM com a linha de
regressao da média da variavel PGC para o modelo de regressao beta retangular ajus-
tado com e sem a observagao 13. Notamos nesta figura uma suave diferenca entre as
linhas de regressao da média da varidvel PGC. Contudo, como comentado anteriormente,
com a retirada da observagao 13 observamos significantes mudangas nas estimativas dos
parametros a e ¢.
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Figura 6.10: Grafico de dispersao entre as PGC e MCM com a linha de regressao da média da
variavel PGC para o modelo de regressao beta retangular ajustado com e sem a observagao 13.

“N’_ | ° o Dados completos
o
«© e Sem a observagédo 13

o
(O]
e
— o
© N
i !
o o
o
2
o
o
o
>
T
ISR
> o
[}
k=]
©
>
2
5]
2 g
a o

T T T T T T
40 50 60 70 80 920

Massa corporal magra (MCM)

Fonte: Dados préprios.

Na Figura 6.11 temos o grafico do C'PO, observamos que nao ha nenhuma obser-
vacao em destaque, isto nos fornece indicios de que todas as observagoes estao sendo bem
ajustadas pelo modelo.

Figura 6.11: CPO do modelo de regressao beta retangular ajustado sem a observagao 13.
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Fonte: Dados proprios.

Na Figura 6.12 vemos os graficos das medidas utilizadas na identificacao de observagoes
atipicas. Assim como no caso do ajuste do modelo beta, nenhuma observagao é indicada
pelas medidas como sendo atipica.
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Figura 6.12: Gréficos das medidas utilizadas na identificagao de observagoes atipicas no ajuste
do modelo de regressao beta retangular ajustado sem a observagao 13.
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Fonte: Dados proprios.

6.3 Conclusao

Em nossa aplicacao verificamos pelos critérios de comparacao de modelos que em am-
bos os casos, com todas as observagoes e sem a observacao 13, o modelo de regressao beta
¢ mais indicado que o modelo de regressao beta retangular. Contudo, as estimativas dos
parametros do modelo de regressao beta retangular sao menos afetados que os parametros

do modelo de regressao beta, e a estimativa de « é proxima de zero em ambos 0s casos,
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deste modo advogamos a favor do uso do modelo de regressao beta retangular para ajustar
aos dados. Em ambos os modelos, observamos também que as inferéncias em relacao aos
seus parametros nao se alteram com a retirada da observagao 13. Notamos que as estima-
tivas dos parametros 3y e ¢ sao significativamente afetadas quando ajustamos o modelo
de regressao beta com a retirada da observacao 13. No ajuste do modelo de regressao beta
retangular nao observamos significativas mudancas nas estimativas dos parametros 3’s,
apenas nas estimativas dos parametros a e ¢. Notamos nas Figuras 6.7 e 6.10, que com
a retirada da observacao 13 o ajuste do modelo de regressao beta retangular nao sofre
significante alteracao em relacao ao modelo de regressao beta, notamos mais claramente a
alteragao causada pela retirada da observacao 13 no ajuste do modelo de regressao beta.
Em relagao as divergéncias e distancias utilizadas na detecgao de observacgoes atipicas,
podemos dizer que tais medidas foram eficientes, visto que observamos que todas as me-

didas, no ajuste de ambos os modelos, indicam a observacao 13 como atipica.

Na Tabela 6.1 observamos as médias das distribuicoes a posterior: dos parametros dos
modelos de regressao beta e beta retangular ajustados com e sem a observagao 13, bem
como o intervalo de credibilidade de 95% e os critérios de comparagao de modelos. Nas
Figuras 6.13 e 6.14 temos os grafico de dispersao entre as PGC e MCM com a linha de
regressao da média da variavel PGC para o modelo de regressao beta e beta retangular

ajustado com e sem a observacao 13, respectivamente.

Tabela 6.1: Média a posteriori e intervalo de credibilidade 95% para os parametros dos
modelos de regressao beta e beta retangular para os atletas de remo do conjunto de dados
IAS usando todas as observagoes e sem a observagao 13.

Observagdes Parametros Regressao beta Regressao beta retangular
* * s Média 2,5% 97,5% Média 2,5% 97,5%
Bo -1.04625 ~1.08916 -1.00418 ~1.02842 ~1.08512 ~0.96989
B1 -0.00598 -0.00664 -0.00530 -0.00546 -0.00638 -0.00454
B2 -0.74801 -0.80281 -0.69423 -0.74984 -0.80383 -0.69598
& 194.53601  117.63917  292.24876 | 197.35608  114.76043  302.89466
Todas o - - - 0.06027 0.00285 0.15619
LPML 84,50131 83,60112
DIC -169,05313 -167,20000
EAIC -162,72300 -159,20545
EBIC -156,27932 -151,15083
PsBF(B|BRR) 2,260
Bo -1.03972 ~1.06527 -1.01377 ~1.02536 ~1.06385 -0.98703
B1 -0.00586 -0.00627 -0.00545 -0.00542 -0.00601 -0.00481
B2 -0.75191 -0.79335 -0.71194 -0.75548 -0.79542 -0.71622
¢ 242.52801  144.16676  369.13141 | 239.87716  141.13864  365.70748
Sem a observagao 13 e - - - 0.05012 0.00251 0.13066
LPML 86,96935 86,02235
DIC -173,45062 -171,51798
EAIC -166,88150 -163,38013
EBIC -160,54754 -155,46255
PsBF(B|BRR) 2,1195




Capitulo 6. Aplicacao 84

Figura 6.13: Gréafico de dispersao entre as PGC e MCM com a linha de regressao da média
da variavel PGC para o modelo de regressao beta e beta retangular ajustado com todas as
observagoes.

Beta

———————— Beta retangular

0.20
|

Percentual de gordura corporal (PGC)

40 50 60 70 80 90
Massa corporal magra (MCM)
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Figura 6.14: Grafico de dispersao entre as PGC e MCM com a linha de regressao da média da
variavel PGC para o modelo de regressao beta e beta retangular ajustado sem a observagao 13.
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CAPITULO [

Consideracdes finais

Neste trabalho discutimos sobre modelos de regressao beta e beta retangular sob uma
perspectiva Bayesiana, sobre alguns critérios de comparacao de modelos e sobre o uso
e algumas divergéncias e distancias estocasticas. Como dito anteriormente nosso obje-
tivo é avaliar o uso das divergéncias Kullback-Leibler e x2, e das distancias estocésti-
cas Kullback-Leibler, y?, Bhattacharyya, Hellinger, triangular e média-harmonica, e da
distancia L; norm na identificacao de observacgoes atipicas nos ajustes dos modelos de
regressao beta e beta retangular. Para tal anélise fizemos um estudo de simulacao que,
de modo geral, demonstrou ser eficiente o uso das citadas medidas para alcangarmos o
objetivo proposto. Também observamos que o modelo de regressao beta retangular se
mostrou mais apto que o modelo de regressao beta, para se trabalhar com dados atipicos.
Percebemos que o modelo de regressao beta retangular é mais apropriado que o modelo de
regressao beta, no caso em que temos a presenca de observagoes atipicas. Notamos tam-
bém que as medidas apresentam melhor desempenho na deteccao de observacoes atipicas
quando o modelo ajustado nao corresponde a verdadeira distribuicao geradora dos dados.
Em destaque das demais medidas utilizadas, temos a divergéncia x?, que se mostrou a
melhor medida para detectar pontos atipicos. Por tltimo apresentamos uma aplicacao a
fim de evidenciar a utilizacao das citadas medidas na indicagao de observacoes atipicas nos
ajustes dos modelos de regressao beta e beta retangular. Como proposta para trabalhos
futuros podemos pensar na criacao de novos pontos de corte.
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