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Resumo

Existem situações na modelagem estatística em que a variável de interesse é contínua
e restrita no intervalo aberto (0, 1), tais como taxas e proporções. Esses tipos de var-
iáveis tipicamente apresentam características de assimetria e heteroscedasticidade, sendo
assim inapropriado o uso do modelo normal linear. Kieschnick e McCullough (2003)
indicaram após estudos de diferentes estratégias para modelar tais variáveis, o uso do
modelo de regressão beta. Contudo, Hahn (2008) e García et al. (2011) observaram que
a distribuição beta não é apropriada para o caso em que há ocorrência de eventos ex-
tremos; isto é, eventos que possam ocorrer na cauda da distribuição. Com o intuito de
obter maior flexibilidade no modelo de regressão beta, Bayes et al. (2012) propuseram o
modelo de regressão beta retangular considerando a distribuição beta retangular proposta
por Hahn (2008). Este modelo possui como casos particulares o modelo de regressão beta
proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004) e o modelo de regressão beta com dispersão
variável proposto por Smithson e Verkuilen (2006). Esta dissertação tem como proposta
avaliar o uso das divergências Kullback-Leibler e χ2, bem como, das distâncias estocás-
ticas Kullback-Leibler, χ2, Bhattacharyya, Hellinger, triangular e média-harmônica e da
distância L1 norm na detecção de observações atípicas nos modelos de regressão beta e
beta retangular. Com este fim, realizamos um estudo de simulação de Monte Carlo em
que ajustamos, sob o enfoque Bayesiano esses dois modelos. Nesse estudo, observamos
que a divergência χ2 demonstrou maior eficiência, que as demais medidas, na detecção de
observações atípicas. A introdução dos pontos atípicos foi feita em ambas as variáveis,
dependente e regressora. Por fim, apresentamos uma aplicação utilizando o conjunto de
dados AIS (Australian Institute of Sport).

Palavras-chave: Robustez. Pontos atípicos. Distâncias estocásticas.



Abstract

There are situations in the statistical modeling where the interested variable is con-
tinuous and restricted in the open interval (0,1) as rates and proportions. This type of
variables typically show characteristics of asymmetry and heterocedasticity, this way un-
appropriated the use of the linear normal model. Kieschnick e McCullough (2003) after
studies of different strategies to model variables of rates and proportions indicate the use
of the regression model based on the beta distribution. However, Hahn (2008) and Gar-
cía et al. (2011) observed which the beta distribution is not appropriated for case where
there are events in the tail of the distribution. In order to obtain greater flexibility in the
beta regression model Bayes et al. (2012) proposed the rectangular beta regression model
based on rectangular beta distribution proposed by Hahn (2008). This model has as par-
ticular cases the beta regression model proposed by Ferrari e Cribari-Neto (2004) and the
beta regression model with variable dispersion proposed by Smithson e Verkuilen (2006).
This dissertation has the purpose of evaluate the use of divergences Kullback-Leibler and
χ2 as well of stochastic distances Kullback-Leibler, χ2, Bhattacharyya, Hellinger, trian-
gular and média-harmônica, and distance L1 norm in detecting atypical points in beta
regression model and beta rectangular regression model. To this end, we conducted a
Monte Carlo simulation study in which fitted under the Bayesian approach, these two
models. This study showed that the difference χ2 demonstrated higher efficiency than
the other measures, the detection of atypical observations.The introduction of atypical
points was carried out in both variables, dependent and independent. Finally, we present
an application using the set of AIS (Australian Institute of Sport).

Keywords: Robustness. Atypical points. Stochastic distances.
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CAPÍTULO 1

Introdução

1.1 Motivação

Na modelagem estatística de variáveis resposta contínuas e restritas no intervalo aberto
(0, 1), como é o caso das taxas e proporções, não é apropriado o uso do modelo de regressão
normal linear, visto que é esperado a presença de assimetria e heteroscedasticidade. Em
situações como essa, costuma-se transformar a variável resposta com a desvantagem do
modelo poder produzir predições errôneas e de difícil interpretação dos seus parâmetros
em termos da variável original.

Devido a essas dificuldades, Kieschnick e McCullough (2003) analisaram modelos para
dados de taxas e proporções. Ao final de seus estudos, eles concluíram que o modelo com
base na distribuição beta é o mais apropriado para tais casos. Ferrari e Cribari-Neto
(2004) introduziram um modelo de regressão beta que estruturalmente se assemelha aos
MLG’s e os parâmetros podem ser interpretados em termos da resposta média.

A função densidade de probabilidade da distribuição beta pode assumir diferentes for-
mas conforme os valores de seus parâmetros (FERRARI e CRIBARI-NETO, 2004). Hahn
(2008) e García et al. (2011) observaram que essa distribuição não modela bem a ocorrên-
cia de eventos extremos. Segundo Bayes et al. (2012) esse fato pode ser um limitador para
o uso dessa distribuição na modelagem de taxas e proporções. Devido a esse fato, esses
autores propuseram um modelo de regressão considerando a distribuição beta retangular
proposta por Hahn (2008) que pode ser visto como uma mistura de uma distribuição beta
com uma distribuição uniforme. Markatou (2000) comenta que distribuições mistas são
mais robustas a ocorrência de observações extremas. Desse modo, em situações em que
há ocorrência de observações extremas o modelo de regressão beta retangular pode ser

15



Capítulo 1. Introdução 16

mais adequado que o modelo de regressão beta.

No contexto de análise de diagnóstico, temos que a primeira técnica desenvolvida para
avaliar o impacto individual de uma observação sobre o processo de estimação dos parâme-
tros de um modelo, se baseia na retirada individual de cada observação, e posteriormente
os efeitos destas retiradas são estudados (COOK e WEISBERG, 1982). Para a classe
de modelos de regressão beta, Espinheira et al. (2008a, 2008b) desenvolveram métodos
de diagnóstico para avaliar a influência de observações. Bayes et al. (2012) realizam um
pequeno estudo, utilizando a divergência Kullback-Leibler, para avaliar a influência de
observações no ajuste dos de regressão beta e beta retangular.

Recentemente, Nascimento et al. (2010) introduziram o conceito de distâncias estocás-
ticas para a comparação de variáveis aleatórias e consequentemente para a comparação
de modelos paramétricos. Nesse trabalho focamos nossa atenção ao uso desse conceito,
assim, estendendo o estudo realizado por Bayes et al. (2012), para avaliar e identificar a
presença de observações atípicas nos modelos de regressão beta e beta retangular.

1.2 Estrutura da dissertação

O presente trabalho é constituído de sete capítulos. No Capítulo 2 apresentamos uma
breve introdução dos modelos de regressão beta e beta retangular com o objetivo de mo-
tivar o uso de algumas medidas de divergência e distâncias estocásticas na detecção de
observações atípicas. No Capítulo 3 discorremos sobre alguns critérios para avaliação de
modelos paramétricos desde uma perspectiva Bayesiana. No Capítulo 4 apresentamos
alguns conceitos e propriedades das medidas de divergências e distâncias estocásticas. No
Capítulo 5 discutimos os resultados de um estudo simulação a fim de avaliar o desem-
penho das medidas de divergências e distâncias estocásticas apresentadas no contexto de
diagnóstico de influência nos modelos aqui apresentados. No Capítulo 6 apresentamos
aplicações em que ajustamos os modelos de regressão beta e beta retangular a um mesmo
conjunto de dados e verificamos o comportamento das medidas de divergência e distâncias
estocásticas na detecção de observações atípicas, em particular de observações influentes.
No Capítulo 7 concluímos o trabalho com algumas considerações finais.



CAPÍTULO 2

Modelos de regressão beta e beta retangular

Omodelo normal linear é usado para investigar e modelar uma relação linear entre uma
variável dependente (variável resposta) e uma ou mais variáveis explicativas (covariáveis).
Para o uso desse modelo são feitas algumas suposições, tais como:

1. As fontes de variação são homoscedásticas e não correlacionadas;

2. Para análise inferencial é assumido que os erros são normalmente distribuídos.

Entretanto, em algumas situações na modelagem por regressão, a variável resposta
é contínua e restrita no intervalo aberto (0, 1), como por exemplo, taxas e proporções.
Nesses casos a modelagem linear clássica não é apropriada, pois tipicamente a variável
resposta apresenta características de assimetria e heterocedasticidade, o que não é espe-
rado no caso do modelo normal.

Uma solução possível para tal situação é a transformação da variável dependente, para
em seguida modelarmos sua média transformada através de um preditor linear. Essa abor-
dagem, contudo, tem desvantagens, uma delas é o fato de que os parâmetros do modelo
não podem ser facilmente interpretados em termos da variável resposta original. Outra
desvantagem é que, dada a natureza limitada dos dados, o modelo pode conduzir a infe-
rências equivocadas.

Neste contexto, Kieschnick e McCullough (2003) trabalharam com diferentes estraté-
gias de modelagem para lidar com dados contidos no intervalo aberto (0, 1). Esses autores
abordaram os modelos normal linear, normal não-linear, normal censurado, logito e os mo-
delos que usam a distribuição beta, simplex e de quasi-verossimilhança. Eles concluíram
que dado que a variável resposta assume valores num intervalo limitado, sua média deve ser

17
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uma função não-linear nos parâmetros de regressão com estrutura de dispersão geralmente
heteroscedástica. Nesse caso, eles advogam o uso de um modelo de regressão baseado na
distribuição beta, comparativamente aos modelos supracitados.

Na literatura é possível encontrar diferentes especificações de modelos de regressão
que usam a distribuição beta, dentre eles podemos citar, Paolino (2001), Kieschnick e
McCullough (2003), Ferrari e Cribari-Neto (2004) e Smithson e Verkuilen (2006) pro-
puseram modelos paramétricos de regressão, em que assume-se que a resposta média é
relacionada com um preditor linear por meio de uma função de ligação. O trabalho de
Ferrari e Cribari-Neto (2004) apresenta algumas vantagens das quais é possível destacar:
a especificação da estrutura de regressão é similar à classe dos modelos lineares generaliza-
dos, em que modela-se diretamente a média ao invés dos dois parâmetros que indexam a
distribuição e a função de ligação que relaciona a resposta média ao preditor linear é geral.
No trabalho de Ferrari e Cribari-Neto (2004) destaca-se o desenvolvimento de estimação
pontual e intervalar, testes de hipóteses e medidas simples de diagnóstico. Smithson e
Verkuilen (2006) propõem a modelagem da dispersão do modelo de regressão beta assu-
mindo uma relação com um preditor linear através de uma adequada função de ligação.
Espinheira et al. (2008a, 2008b) desenvolveram métodos de diagnóstico para avaliar a
influência de observações na classe de modelos de regressão beta. Huang e Oosterlee
(2008) propuseram um modelo de regressão beta generalizado misto com efeito aleatório
no preditor linear. Simas et al. (2010) propuseram uma variação do modelo de regressão
beta que introduz não-linearidade e dispersão variável. Implementações no software livre
R do modelo de regressão beta são discutidas em Cribari-Neto e Zeileis (2010). Ospina e
Ferrari (2012) propuseram modelos de regressão beta para dados inflacionados.

Com relação à abordagem Bayesiana, Branscum et al. (2007) trabalharam com um
modelo de regressão beta hierárquico, Da-Silva et al. (2011) apresentam um modelo beta
dinâmico Bayesiano para modelagem de séries temporais de taxas e proporções, Figueroa-
Zúñiga et al. (2013) expandem o modelo proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004) adicio-
nando efeitos aleatórios com distribuição normal e t-Student nas estruturas de regressão
da média. Além disso, eles discutem a especificação de distribuições a priori e implemen-
tações computacionais do modelo por meio do amostrador de Gibbs.

2.1 Distribuição beta

Uma variável aleatória Y segue a distribuição beta se sua função densidade de proba-
bilidade (fdp) é dada por

fY (y|µ, φ) =
Γ(φ)

Γ(φµ)Γ(φ(1− µ))
yφµ−1(1− y)φ(1−µ)−11(0,1)(y), (2.1)
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em que 0 < µ < 1, φ > 0, Γ(·) denota a função gama e 1(0,1)(y) denota a função indicadora
que é igual a 1 se y ∈ (0, 1) e igual a 0 caso contrário. Usaremos a notação Y ∼ B(µ, φ)

para indicar que a variável Y tem distribuição beta de parâmetros µ e φ. A média e a
variância da variável aleatória Y são dadas por

E(Y ) = µ e Var(Y ) =
V (µ)

1 + φ
,

em que V (µ) = µ(1 − µ) denota a “função de variância” e φ pode ser interpretado como
um parâmetro de precisão, no sentido de que, para µ fixo, se o valor de φ aumenta, a
variância de Y diminui.

Na Figura 2.1, temos algumas densidades beta. É possível notar que as densidades po-
dem assumir diferentes formas que dependem dos valores de µ e φ. Em geral, a densidade
é simétrica quando µ = 1/2 e assimétrica quando µ 6= 1/2. Note, também, que a den-
sidade assume formas bem variadas, acomodando distribuições simétricas, assimétricas,
em formas de “J” e de “J” invertido.

Figura 2.1: Densidades beta para diferentes valores de µ (indicados no gráfico), com φ = 5
gráfico à esquerda e φ = 100 gráfico à direita.
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2.2 Modelo de regressão beta

Nessa seção, focaremos nossa atenção no modelo de regressão beta proposto por Ferrari
e Cribari-Neto (2004), mas sendo analisada sua estimação sob a perspectiva Bayesiana
adotada por Souza (2011). Seja Y1, . . . , Yn uma amostra aleatória em que

Yt ∼ B(µt, φ), (2.2)
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e a componente sistemática é tal que para x>t = (xt1, . . . , xtk) sendo o vetor de covariáveis
associadas a yt,

g(µt) = x>t β = ηt, t = 1, . . . , n.

Para esta abordagem assumimos a existência de uma distribuição a priori P(β, φ) para
β e φ, em que β = (β1, β2, . . . , βk)

> é o vetor dos coeficientes de regressão associados às
variáveis explicativas e φ é o coeficiente associado à precisão do modelo. A densidade da
distribuição beta para a t-ésima observação é dada por

f(yt|β, φ) =
Γ(φ)

Γ(µt(β)φ)Γ((1− µt(β))φ)
y
µt(β)φ−1
t (1− yt)(1−µt(β))φ−1, (2.3)

em que µt(β) = g−1(x>t β). A função de verossimilhança L(β, φ) é

L(β, φ) = (Γ(φ))n
n∏
t=1

1

Γ(µt(β)φ)Γ((1− µt(β))φ)
y
µt(β)φ−1
t (1− yt)(1−µt(β))φ−1. (2.4)

A densidade a posteriori dos parâmetros β e φ é obtida por

P(β, φ|y) ∝ L(β, φ)P(β, φ)

∝ (Γ(φ))n
n∏
t=1

1

Γ(µt(β)φ)Γ((1− µt(β))φ)
y
µt(β)φ−1
t (1− yt)(1−µt(β))φ−1P(β, φ).

Nesta aproximação é considerada a independência a priori dos parâmetros, isto é,
P(β, φ) = P(β)P(φ). Para esses parâmetros podemos adotar, por exemplo, βi ∼ N (mi, σ

2
i )

e φ ∼ Γ(a, b), pois βk ∈ R e φ > 0. Os termos envolvendo Γ(µt(β)φ) e Γ(φ) indicam
que a densidade a posteriori de β e φ não possui forma fechada. Deste modo, para es-
timação desde uma perspectiva Bayesiana é necessário o uso do método de Monte Carlo
via Cadeias de Markov (MCMC) para gerar amostras destas distribuições. Quando a
distribuição a posteriori dos parâmetros não possuem forma fechada é recomendado uso
do algoritmo de Metropolis Hastings (CHIB e GREENBERG, 1995) para gerar amostras
dessas distribuições. Gamerman e Lopes (2006) apresentam detalhes desse algoritmo de
estimação no contexto de modelos paramétricos. As distribuições condicionais completas
a posteriori de φ e β são, respectivamente, dadas por

P(φ|β,y) ∝ L(β, φ)P(φ)

∝ (Γ(φ))n
n∏
t=1

1

Γ(µt(β)φ)Γ((1− µt(β))φ)
y
µt(β)φ−1
t (1− yt)(1−µt(β))φ−1 exp(−bφ)

e
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P(βi|β−i, φ,y) ∝ L(β, φ)P(βi)

∝ (Γ(φ))n
n∏
t=1

1

Γ(µt(β)φ)Γ((1− µt(β))φ)
y
µt(β)φ−1
t (1− yt)(1−µt(β))φ−1

× exp

{
−1

2

k∑
i=1

(
βi −mi

σi

)2
}
.

Souza (2011) argumenta que os coeficientes de regressão são correlacionados em mo-
delos de regressão de beta, assim distribuições a priori que contemplem alguma estrutura
de correlação nos coeficientes podem fornecer estimativas mais precisas que as obtidas
com o uso de distribuições a priori independentes.

Considerando as ferramentas de diagnóstico para o modelo de regressão beta, Ferrari
e Cribari-Neto (2004) forneceram uma metodologia de diagnóstico desde uma perspectiva
frequentista que inclui o uso de resíduos padronizados. Espinheira et al. (2008a) tam-
bém propuseram resíduos para a regressão beta e Espinheira et al. (2008b) propuseram
medidas de análise de influência local. No entanto, nenhum estudo foi realizado para
demonstrar que a estimativa dos parâmetros da regressão não é influenciada quando há
observações atípicas na cauda da distribuição da variável resposta.

A distribuição beta pode ser considerada flexível uma vez que sua fdp pode assumir
diferentes formas, considerando os diferentes valores dos parâmetros. No entanto, como
foi observado por Hahn (2008) e García et al. (2011), a distribuição beta não modela bem
a ocorrência de eventos extremos, isto é, eventos que possam distorcer o comportamento
da cauda da distribuição. Além disso, a beta não permite uma maior flexibilidade na
especificação da sua função de variância. Este fato pode limitar algumas aplicações na
modelagem de proporções (BAYES et al., 2012).

A fim de obter maior flexibilidade no modelo de regressão beta no sentido de permitir
a modelagem da dispersão e a ocorrência de eventos extremos em dados de taxas e pro-
porções, Bayes et al. (2012) propuseram um modelo de regressão baseado na distribuição
beta retangular proposta por Hahn (2008). O modelo de regressão que eles consideraram
inclui como casos particulares o modelo de regressão beta e o modelo de regressão beta
com dispersão variável.

A distribuição beta retangular pode ser vista como um modelo de mistura, nesta
situação Markatou (2000) comenta que as distribuições mistas (ou de mistura) são mais
robustas a presença de observações extremas, a variabilidade é melhor explicada e as
estimativas dos parâmetros são menos afetadas pelos valores extremos. Isso indica que a
regressão beta retangular é um modelo que pode ser mais robusto em comparação com o
modelo de regressão beta tradicional.
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2.3 Distribuição beta retangular

A distribuição beta retangular é uma mistura de uma distribuição beta, com uma
distribuição uniforme. Formalmente, uma variável aleatória Y é dita ter distribuição beta
retangular se sua fdp for da forma

fY (y|µ, φ, θ) = θ + (1− θ) Γ(φ)

Γ(µφ, φ(1− µ))
yµφ−1(1− y)φ(1−µ)−11(0,1)(y). (2.5)

em que B(µ, φ) representa a fdp da distribuição beta com parâmetros µ e φ. Aqui µ ∈
(0, 1), φ > 0 e θ ∈ [0, 1] é o parâmetro de mistura. As distribuições uniforme e beta são
obtidas, respectivamente, se θ = 1 e se θ = 0. Adotaremos a notação Y ∼ BR(θ, µ, φ)

para indicar que Y tem distribuição beta retangular. A média e a variância de Y são
dadas por

E(Y |µ, φ, θ) =
θ

2
+ (1− θ)µ, (2.6)

e

Var(Y |µ, φ, θ) =
V (µ)

1 + φ
(1− θ)(1− θ(1 + φ)) +

θ

12
(4− 3θ). (2.7)

Note que quando θ = 0 as expressões (2.6) e (2.7) coincidem com as expressões da
média e da variância da distribuição beta. E de modo semelhante, quando θ = 1, as
expressões coincidem com a média e variância da distribuição uniforme.

Na Figura 2.2 apresentamos algumas densidades beta retangular e também algumas
funções de distribuição acumulada (fda), variando os valores de µ, φ e θ. Observamos que
de modo geral, a densidade da distribuição beta retangular é unimodal, e para γ = 0, 5

ela é simétrica e para γ 6= 0, 5 a densidade é assimétrica.
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Figura 2.2: Densidades e distribuições beta retangular com θ = 0 (linha sólida), θ = 0.3 (linha
tracejada), θ = 0.6 (linha pontilhada), e θ = 0.9 (linha tracejada com pontos).
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Fonte: Dados próprios.

2.3.1 Reparametrização

No caso da distribuição beta retangular temos que sua média é uma função dos parâ-
metros θ e µ. A fim de obter uma estrutura de regressão mais adequada para a média da
distribuição, Bayes et al. (2012) propuseram a seguinte reparametrização

E(Y ) = γ =
θ

2
+ (1− θ)µ (2.8)

e parâmetro de forma

α =
θ

1− (1− θ)|2µ− 1|
. (2.9)

O espaço paramétrico de γ e α é o retângulo dado por {0 ≤ γ ≤ 1, 0 ≤ α ≤ 1},
na Figura 2.3 temos a representação gráfica do espaço paramétrico de θ, que é dado por
0 < θ < 1− |2γ − 1|. Sob esta parametrização a fdp da distribuição beta retangular fica
dada por

gY (y|γ, φ, α) = α(1− |2γ − 1|) + (1− α(1− |2γ − 1|))

× B
(
γ − 0, 5α(1− |2γ − 1|)

1− α(1− |2γ − 1|)
, φ

)
1(0,1)(y), (2.10)
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Figura 2.3: Região de definição de (θ, γ).
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em que B
(
γ−0,5α(1−|2γ−1|)

1−α(1−|2γ−1|) , φ
)
representa uma fdp da distribuição beta. Vamos adotar a no-

tação Y ∼ BRR(γ, φ, α) para especificar a distribuição beta retangular reparametrizada,
com média γ. Na Figura 2.4 apresentamos algumas densidades desta distribuição para
diferentes valores de seus parâmetros. Pode-se notar que α é um parâmetro de forma
que está associado ao peso das caudas da distribuição e φ é um parâmetro que controla a
precisão da distribuição.

Figura 2.4: Densidades da distribuição beta retangular reparametrizada, com α = 0 (linha
sólida), α = 0.3 (linha tracejada), α = 0.6 (linha pontilhada) e α = 0.9 (linha tracejada com
pontos).

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
.0

0
.5

1
.0

1
.5

2
.0

2
.5

3
.0

γ = 0,3, φ = 10

y

D
e

n
s
id

a
d

e

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
.0

0
.5

1
.0

1
.5

2
.0

2
.5

γ = 0,5, φ = 10

y

D
e

n
s
id

a
d

e

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
.0

0
.5

1
.0

1
.5

2
.0

2
.5

3
.0

γ = 0,7, φ = 12

y

D
e

n
s
id

a
d

e

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

γ = 0.3, φ = 12

y

D
is

tr
ib

u
iç

ã
o

 a
c
u

m
u

la
d

a

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

γ = 0,5, φ = 10

y

D
is

tr
ib

u
iç

ã
o

 a
c
u

m
u

la
d

a

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

γ = 0,7, φ = 12

y

D
is

tr
ib

u
iç

ã
o

 a
c
u

m
u

la
d

a

Fonte: Dados próprios.
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2.4 Modelo de regressão beta retangular reparametrizado

sob o enfoque Bayesiano

O modelo de regressão beta retangular proposto por Bayes et al. (2012) admite a
seguinte especificação, seja Y1, . . . , Yn uma amostra aleatória com Yt ∼ BRR(γt, φt, α), t =

1, . . . , n, deste modo temos que

g(γt) = x>t β, (2.11)

h(φt) = w>t δ,

em que β> = (β1, β2, . . . , βk) e δ> = (δ1, δ2, . . . , δl) são os vetores dos parâmetros de
regressão associados, respectivamente, a x>t e w>t , em que x>t = (xt1, . . . , xtk) e w>t =

(wt1, . . . , wtl) são vetores das k e l covariáveis conhecidas. Aqui g(·) e h(·) são funções
estritamente monótonas e duas vezes diferenciáveis no intervalo (0, 1).

Em geral, g(·) pode ser qualquer função quantilica correspondente a uma distribuição
contínua, em que a inversa é uma função de ligação que relaciona γt as covariáveis x>t .
Alguns exemplos de funções de ligação para g(·) são, logito, probito, log-log, complemento
log-log e função Cauchy. Já h(·) é uma função de ligação que relaciona o parâmetro de
precisão φt com as covariáveis w>t . Além disso, como os parâmetros φt devem ser estrita-
mente positivos, uma função de ligação que pode ser usada para h(·) é o log(φt) = w>t δ.

Temos que a função de verossimilhança do modelo definido por (2.11) é dada por

L(η|Y) =
n∏
t=1

fY (yt|µt, φt, θt) =
n∏
t=1

gY (yt|γt, φt, α, ) (2.12)

em que η> = (β, δ, α), Y = (Y1, . . . , Yn) e sendo γt e φt definidos como em (2.11), já
θt = α(1− |2γt − 1|) e µt = γt−θt/2

1−θt .

Note que em (2.11) quando α = 0 e φt é constante, obtemos o modelo de regressão beta
proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004). Note também que, se apenas α = 0 obtemos o
modelo de regressão beta com dispersão variável introduzido por Paolino (2001), Smithson
e Verkuilen (2006) e por Simas et al. (2010).

2.4.1 Estimação Bayesiana

Sob o aspecto clássico, os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros
do modelo dado em (2.11) podem ser obtidos de uma forma semelhante à proposta por
Ferrari e Cribari-Neto (2004). No entanto, Bayes et al. (2012) relatam que em algumas
situações empíricas, o tamanho da amostra pode ser pequeno e, em tais casos a inferência
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Bayesiana parece ser mais adequada se há informação auxiliar sobre o parâmetro, ver
Congdon (2014) e Gelman et al. (2009).

Assumindo que a função de distribuição a posteriori dos parâmetros do modelo de
regressão beta retangular é dada por

P(η|Y) ∝ L(η|Y)P(η). (2.13)

Em que P(η) é a distribuição a priori de η, Bayes et al. (2012) assumem uma dis-
tribuição a priori para cada uma das quantidades desconhecidas η> = (β, δ, α), isto
é,

P(η) = P(β)P(δ)P(α).

Aqui, β, δ e α são assumidos independentes, e β e δ seguem distribuições β ∼
Nk(a,B), δ ∼ Nl(c,D) e α ∼ U(0, 1), respectivamente. Portanto, sob estas condições,
temos a seguinte distribuição a posteriori

P(η|Y) ∝
n∏
i=1

α(1− |2g(x>i β)− 1|) + (1− α(1− |2g(x>i β)− 1|))

× B
(
g(x>i β)− 0.5α(1− |2g(x>i β)− 1|)

1− α(1− |2g(x>i β)− 1|)
, h(w>i δ)

)
(2.14)

× ψk(β|a,B)ψl(δ|c,D),

em que ψk(·) e ψl(·) denotam a função de densidade de uma distribuição normal multi-
variada de ordem k e l, respectivamente, sendo B e D matrizes de posto completo.

No caso particular em que o modelo de regressão não contempla o parâmetro de
dispersão, as distribuições a priori consideradas para η = (β, φ, α)> são

P(η) = P(β)P(φ)P(α),

em que φ ∼ Γ(c, c) como em Branscum et al. (2007). Após explorações preliminares
Bayes et al. (2012) observaram que a inferência sobre os coeficientes de regressão, que são
o principal foco de interesse, são semelhantes para diferentes valores dos hiperparâmetros.



CAPÍTULO 3

Enfoque Bayesiano para avaliação de modelos paramétricos

Para a avaliação dos modelos ajustados focaremos nossa atenção na distribuição predi-
tiva. Box (1980) argumenta que a adequação de um modelo não pode ser avaliada a partir
da distribuição a posteriori dos parâmetros do modelo e por isso o enfoque preditivo pode
ser uma adequada alternativa. Algumas referências importantes a respeito deste assunto
são: Jeffreys (1961), Geisser (1985),Ibrahim e Laud (1994), que introduziram na análise
de experimentos o critério de avaliação de modelos em base na distribuição preditiva dos
dados. Gelfand e Ghosh (1998) propuseram um critério preditivo com o objetivo de obter
as melhores predições dos dados observados. Ibrahim et al. (2001) apresentam os critérios
preditivos, ordem condicional preditiva e a log-verossimilhança pseudo marginal, a fim de
comparar modelos paramétricos.

3.1 Distribuição preditiva a posteriori

3.1.1 Distribuição preditiva

De forma geral, a distribuição preditiva é a distribuição conjunta dos dados e pode ser
usada de vários modos a fim de avaliar a qualidade de ajuste do modelo proposto. Ver
Box (1980) e Gelfand et al. (1992) para mais detalhes.

A inferência preditiva tem cálculo simples uma vez que a distribuição a posteriori
foi obtida. Seja f(y|θ,X) a densidade conjunta dos dados condicionada ao vetor de
parâmetros θ, em que y = (y1, . . . , yn)> é o vetor de resposta. Se X a matriz de variáveis
exploratórias de dimensão n× k com posto completo, e seja π(θ) a densidade a priori de

27
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θ. A densidade preditiva é dada por

f(y) =

∫
Θ

f(y|θ,X)π(θ)dθ,

sempre que a integral exista. A densidade marginal da i -ésima observação é dada por

f(yi|y(−i)) =
f(y)

f(y(−i))
=

∫
Θ

f(yi|θ,y(−i),X)π(θ|y(−i))dθ, (3.1)

em que y(−i) é o vetor de dados sem a i-ésima observação e π(θ|y(−i)) corresponde à
densidade a posteriori de θ sob y(−i). Em termos de avaliação de modelos, examinar as
observações y com respeito a f(y) é o mesmo que avaliar y com respeito ao conjunto
f(yi|y(−i)).

Essa abordagem é chamada de validação cruzada, em que f(yi|y(−i)) é chamada de
densidade preditiva da validação cruzada. A validação cruzada é bem estabelecida na
literatura Bayesiana, introduzida por Stone (1974).

3.1.2 Distribuição preditiva a posteriori

A distribuição preditiva a posteriori se refere à predição de um dado não observado
condicionado aos dados observados. Aqui a distribuição preditiva a posteriori é obtida
via a distribuição a posteriori dos parâmetros sob todas as observações. Suponha que
desejamos prever o valor da variável resposta yn+1. A densidade preditiva a posteriori do
modelo avaliada neste ponto é dada por

f(yn+1|y) =

∫
Θ

f(yn+1|θ,y,X)π(θ|y)dθ. (3.2)

Usualmente esta integral não é obtida de forma analítica. Contudo, uma aproximação
para ela pode ser alcançada ao se utilizar a amostra da distribuição a posteriori π(θ|y)

obtida pelo método de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC), por exemplo, seja
(θ(1), . . . ,θ(Q)) uma amostra aleatória de tamanho Q da distribuição π(θ|y), assim uma
aproximação para a expressão (3.2) é dada por

f(yn+1|y) =
1

Q

Q∑
q=1

f(yn+1|θ(q),y,X).

3.2 Critérios de comparação de modelos

Existem muitas metodologias para comparar e selecionar modelos. Aqui, vamos con-
siderar critérios de comparação que possam ser obtidos via o método MCMC. São eles, or-
dem condicional preditiva (CPO “Conditional predictive Ordinate”), Gelfand et al. (1992),
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o logaritmo da verossimilhança pseudo marginal (LPML “log pseudo marginal likelihood”),
Ibrahim et al. (2001), o pseudo fator de Bayes (PsBF “pseudo-Bayes factor”) Geisser e
Eddy (1979), e o critério de informação do desvio (DIC “Deviance Information Criterion”
Spiegelhalter et al. (2002).

3.2.1 Ordem condicional preditiva (CPO)

A ordem condicional preditiva (CPO) é uma ferramenta popular e útil para a avaliação
de modelos. Esta estatística é baseada na distribuição preditiva a posteriori da variável
resposta para a i -ésima observação dadas às demais observações. Geisser e Eddy (1979) e
Gelfand et al. (1992) apresentaram uma discussão detalhada sobre o uso e aplicações do
CPO.

Antes de definir a estatística CPO vamos estabelecer algumas quantidades. Seja D =

(y,X) todos os dados observados, D(−i) = (y(−i),X(−i)) os dados observados sem a i -
ésima observação e π(θ|D(−i)) a densidade a posteriori de θ dado D(−i). Desse modo, o
CPO para a i -ésima observação é definido como

CPOi = f(yi|D(−i)) =
f(y)

f(y(−i))
=

∫
θ∈Θ

f(y|θ)π(θ)dθ∫
θ∈Θ

f(y(−i)|θ)π(θ)dθ
=

=

∫
θ∈Θ

f(y|θ)π(θ)dθ∫
θ∈Θ

f(yi|θ)

f(yi|θ)
f(y(−i)|θ)π(θ)dθ

=

∫
θ∈Θ

f(y|θ)π(θ)dθ∫
θ∈Θ

1

f(yi|θ)
f(y|θ)π(θ)dθ

=

=

{∫
θ∈Θ

π(θ|y)

f(yi|θ)
dθ

}−1

, (3.3)

em que grandes valores do CPOi indicam um bom ajuste do modelo. Para os casos em que
a integral dada em (3.3) não é analiticamente tratável, Ibrahim et al. (2001) apresentam
uma aproximação via o método Monte Carlo. Esta aproximação é feita por amostragem
da distribuição a posteriori π(θ|D). Seja (θ(1), . . . ,θ(Q)) a amostra obtida de π(θ|D) via
MCMC, a aproximação para o CPOi é dada por

ĈPOi =

{
1

Q

Q∑
q=1

1

f(yi|θ(q))

}−1

.

O gráfico dos valores do ĈPOi contra o índices das observações pode fornecer indícios
da qualidade do ajuste do modelo sob determinada observação, isto é, nos fornece indícios
da ocorrência de observações atípicas. Como uma forma de sumarizar o CPO sob todas
as observações, Ibrahim et al. (2001) apresentam a soma do logaritmo da verossimilhança
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pseudo marginal que é dado por

LPML =
n∑
i=1

log(ĈPOi).

3.2.2 Fator de Bayes

Na abordagem Bayesiana um dos critérios para seleção de modelos é o fator de Bayes,
introduzido por Jeffreys (1961). Suponha as hipóteses

H0 : Y ∼M1, H1 : Y ∼M2,

em que Mj, j = 1, 2 são dois modelos especificados. O fator de Bayes é uma medida da
evidência provida pelos dados a favor de uma das hipóteses (modelos) em análise. Sejam
fj(y|θj) a distribuição amostral dado o vetor de parâmetros e πj(θj) a distribuição a pri-
ori do vetor de parâmetros, ambos sob o modeloMj. Define-se por P(Mj) a probabilidade
a priori do modelo Mj ser o modelo verdadeiro.

Uma vez observado o conjunto de dados y, o teorema de Bayes é utilizado para obter
a probabilidade a posteriori de Mj ser o modelo verdadeiro, i. e.,

P(Mj|y) =
Pj(y)P(Mj)

P1(y)P(M1) + P2(y)P(M2)
,

em que Pj(y) =
∫
fj(y|θj)πj(θj)dθj é a distribuição preditiva a priori ou marginal de y

para Mj. O fator de Bayes a favor do modelo M1 é definido como o quociente entre a
razão das chances a posteriori e a razão de chances a priori dos modelos, isto é,

BF (M1,M2) =
P(M1|y)

P(M2|y)
/
P(M1)

P(M2)
=

P1(y)

P2(y)
=

∫
f1(y|θ1)π1(θ1)dθ1∫
f2(y|θ2)π2(θ2)dθ2

.

Podemos dizer intuitivamente que o melhor modelo será àquele cuja distribuição pre-
ditiva a priori apresenta o maior valor para y. Quando o fator de Bayes é muito grande
ou muito pequeno em relação a 1, significa que temos evidências nos dados a favor de uma
das hipóteses. É usual determinar um valor de corte que permita tomar uma decisão a
favor de um dos modelos. Jeffreys (1961) sugeriu interpretar o fator de Bayes dividindo
os possíveis valores do seu logaritmo em vários intervalos. Os valores recomendados por
ele estão presentes na Tabela 3.1.

Polidoro (2013) argumenta que o fator de Bayes pode ser interpretado como a razão
das médias das verossimilhanças dos parâmetros para os dois modelos, calculadas rela-
tivamente às respectivas distribuições a priori do vetor de parâmetros, ou seja, a razão
das médias a priori das verossimilhanças. Pode-se dizer assim que o fator de Bayes tem
alguma semelhança com o teste da razão de verossimilhanças clássico, com a diferença
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de que no cálculo do fator de Bayes o vetor de parâmetros é eliminado por integração
enquanto que no teste da razão de verossimilhanças o vetor de parâmetros é substituído
pelos estimadores de máxima verossimilhança.

Tabela 3.1: Valores de corte do fator de Bayes a favor do modelo M1.

BF (M1,M2) log(BF (M1,M2)) Evidência a favor de M1

< 1 < 0 negativa
1 a 3,2 0 a 0,5 insignificante
3,2 a 10 0,5 a 1 significante
10 a 100 1 a 2 forte
> 100 > 2 muito forte

Fonte: Jeffreys (1961)

Uma das limitações do fator de Bayes é o fato de depender das distribuições a pri-
ori do vetor de parâmetros dos dois modelos em comparação, πj(θj). Usualmente, são
utilizadas distribuições a priori não informativas, o que pode gerar distribuições a poste-
riori impróprias e consequentemente as correspondentes distribuições preditivas a priori
também podem ser impróprias, o que pode inviabilizar o próprio cálculo do fator de Bayes.

Quando as distribuições preditivas a priori existem, mas as integrais que as definem
são difíceis de resolver analiticamente, são utilizados métodos de aproximação, tais como
o método de Laplace ou o método de Monte Carlo e desta forma o fator de Bayes é apro-
ximado.

Vários autores sugerem modificações para o fator de Bayes. Aitkin (1991) propõe
a substituição das distribuições a priori πj(θj) por suas correspondentes distribuições
a posteriori πj(θj|y). O’Hagan (1995) critica o fator de Bayes a posteriori devido ao
fato de os dados serem utilizados duas vezes, primeiro na determinação da distribuição a
posteriori e depois no cálculo do fator de Bayes. Esse autor propõe o uso do fator de Bayes
parcial, essa abordagem consiste em dividir a amostra em duas partes, y = (y(1),y(2)).
Assim um subconjunto dos dados seria designada para o ajuste do modelo e utilizada para
atualizar a distribuição a priori, ou seja, para obter a distribuição a posteriori, e a outra
parte do conjunto de dados seria utilizada para calcular o fator de Bayes. Desta forma, o
fator de Bayes parcial é dado por

BFparc(y(1),y(2)) =
P1(y(1)|y(2))

P2(y(2)|y(1))
=

∫
f1(y(1)|θ1)π1(θ1|y(2))dθ1∫
f2(y(2)|θ2)π2(θ2|y(1))dθ2

.

O’Hagan (1995) argumenta que o fator de Bayes parcial é menos sensível a escolha das
distribuições a priori. Contudo, tem-se o problema de dividir de forma ótima o conjunto
de dados em duas partes.



Capítulo 3. Enfoque Bayesiano para avaliação de modelos paramétricos 32

Berger e Pericchi (1996) apresentaram uma possível solução para o problema do fator
de Bayes parcial, sugerindo utilizar todas as amostras de treinamento de tamanho mí-
nimo que permita atualizar as distribuições a priori e assim poder determinar a média
aritmética (ou geométrica) dos fatores de Bayes parciais. Isto é, utilizar todos os sub-
conjuntos de dados de tamanho n1, em que n1 representa o menor tamanho da amostra
que conduz a distribuições a posteriori próprias, calculando posteriormente a média dos
correspondentes fatores de Bayes. Essa média é denominada de fator de Bayes intrínseco
(aritmético ou geométrico).

O’Hagan (1997), querendo evitar a escolha arbitrária de uma amostra de treinamento
ou ter que considerar todos os subconjuntos de dados de tamanho n1, propôs utilizar uma
proporção do conjunto de dados definida por b = n1/n, em que n é o tamanho da amostra
completa.

Geisser e Eddy (1979) e Gelfand et al. (1992) adotaram uma metodologia de validação
cruzada para redefinir o fator de Bayes. Nesta abordagem a amostra é dividida em duas
partes, y = (y(−i), yi), em que y(−i) é o conjunto de observações com exceção da observação
yi. Se y1, . . . , yn forem condicionalmente independentes dado θ, então a distribuição
preditiva a priori Pj(y) é denominada de distribuição pseudo preditiva, a qual é definida
por

n∏
i=1

Pj(yi|y(−i)),

em que Pj(yi|y(−i)) =
∫

Θ
fj(yi|θj)πj(θj|y(−i))dθj . O valor de Pj(yi|y(−i)) é denominado de

ordenada preditiva condicional da observação yi para o modelo Mj e é usualmente repre-
sentado por CPOj(yi). Paulino et al. (2003) comenta que como os valores de CPOj(yi)

são indicadores da verossimilhança de cada observação dada todas as outras, valores baixos
devem corresponder a observações mal ajustadas pelo modelo. Deste modo, Geisser e
Eddy (1979) e Gelfand et al. (1992) propuseram o uso do pseudo fator de Bayes, definido
como

PsBF (M1,M2) =

∏n
i=1 P1(yi|y(−i))∏n
i=1 P2(yi|y(−i))

=

∏n
i=1CPO1(yi)∏n
i=1CPO2(yi)

. (3.4)

Polidoro (2013) argumentou que a principal motivação para o uso das distribuições predi-
tivas condicionais é que esta é uma distribuição própria, e se π(θ|yi) também for própria,
pode-se fazer uso de distribuições a priori não informativas.
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3.2.3 Critério de informação do desvio

O critério de informação do desvio (DIC “Deviance Information Criterion”) foi pro-
posto por Spiegelhalter et al. (2002). Este critério penaliza o ajuste do modelo pelo
acréscimo de parâmetros.

Define-se o desvio Bayesiano de um modelo paramétrico Mj por

D(θ) = −2 log[L(θ|y)],

em que L(θ|y) é a função de verossimilhança.

Tomando como base esta medida para analisar o ajustamento do modelo, temos que
por meio da esperança a posteriori do desvio Bayesiano, E[D(θ)], o número efetivo de
parâmetros do modelo (que representa sua complexidade) é dado por

pD = Eθ|y[D(θ)]−D[Eθ|y(θ)], (3.5)

isto é, pD é dado pela diferença entre a esperança da posteriori do desvio Bayesiano e o
valor do desvio Bayesiano da esperança da posteriori de θ.

Assim, temos que

Eθ|y[D(θ)] = D[Eθ|y(θ)] + pD.

Segundo Polidoro (2013), a esperança a posteriori do desvio Bayesiano pode ser vista
como uma medida de adequabilidade do modelo.

Finalmente, Spiegelhalter et al. (2002) definiram o DIC como sendo

DIC = 2Eθ|y[D(θ)]−D[Eθ|y(θ)]. (3.6)

A escolha a favor de um modelo Mj é feita quando este apresenta o menor valor do
DIC em relação aos demais. Seja D̄ = Eθ|y[D(θ)] e D(θ̄) = D[Eθ|y(θ)] temos que

DIC = 2D̄ −D(θ̄).

Esta medida pode ser obtida via o método MCMC. De fato, se (θ(1), . . . ,θ(Q)) é uma
amostra obtida via o método MCMC, então podemos aproximar D̄ e D(θ̄) por

D̄ =
1

Q

Q∑
q=1

D(θ(q)) e D(θ̄) = D

(
1

Q

Q∑
q=1

θ(q)

)
.
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Utilizaremos também os critérios (EAIC “Expected Akaike Information Criterion”)
e (EBIC “Expected Bayesian Information Criterion”) que foram propostos por Brooks
(2002) e utilizados em Bolfarine e Bazan (2010), como exemplo. Estes critérios também
podem ser calculados diretamente a partir do algoritmo MCMC, da forma

ÊAIC = D + 2p, ÊBIC = D + p log(n),

em que p é o número de parâmetros do modelo e n é o número total de observações.



CAPÍTULO 4

Distâncias estocásticas

O conceito de distância entre duas distribuições de probabilidade introduzido por Ma-
halanobis (1936) está intimamente relacionada com a teoria da informação (TI). Segundo
Nascimento et al. (2010), este tipo de problema está relacionado à transmissão de in-
formações entre canais de comunicação contaminados por ruídos estocásticos. Shannon
(1948) introduziu as bases da TI e formalizou seus conceitos com aplicações na Teoria
da Comunicação e Estatística. As chaves da TI introduzidas por Shannon (1948) recaem
sobre dois conceitos: informação e entropia. Tais conceitos têm sido usados em diversas
áreas; como, por exemplo, codificação e compressão de dados, telecomunicações e infer-
ência estatística.

Neste capítulo, temos o objetivo de apresentar algumas distâncias estocásticas que
serão usadas na detecção de observações atípicas no ajuste dos modelos de regressão
beta e beta retangular. Inicialmente discorreremos brevemente sobre alguns conceitos
importantes para a construção da definição de distância no sentido estocástico e sua
relação com informação, entropia e divergência.

4.1 Entropia

A TI se relaciona intimamente com a teoria das probabilidades, pois o termo infor-
mação tem conotação de aleatoriedade, no sentido da probabilidade de ocorrência de
eventos.

Seja X uma variável aleatória discreta que assume os valores {x1, . . . , xn}, tal que para
i = 1, . . . , n, P(X = xi) = pi é a função de probabilidade de X. Segundo Shannon (1948)

35
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a informação de xi pode ser definida como

I(xi) = logδ

(
1

P(X = xi)

)
= − logδ(pi),

em que a base δ fornece a unidade da medida da informação, por exemplo, se δ = 2

a unidade é o bit do inglês “binary digit” a menor unidade de informação, se δ = e

a unidade é o nats do inglês “network address translation” e se δ = 10 o conteúdo da
informação é medido em hartley a unidade de informação de um dígito decimal. No
caso de eventos equiprováveis o uso da função log pode ser explicado, por exemplo, se o
número de símbolos que constituem um alfabeto é M , e se δ = 2, então o número N para
representar todos os M símbolos é M = 2N , em que N = log2M . Como os eventos são
equiprováveis P(M = mi) = 1/M , então N = log2(1/P(mi)). A medida de informação
satisfaz as seguintes propriedades

a) I(xi) = 0 se P(X = xi) = 1 ou P(X = xi) = 0;

b) I(xi) ≥ 0 para 0 ≤ P(X = xi) ≤ 1;

c) Se P(X = xi) > P(X = xj), então I(xi) < I(xj);

d) Se xi e xj são independentes, então I(xi, xj) = I(xi) + I(xj).

A média da informação da variável aleatória X recebe o nome de entropia e é dada por

MI(X) =
n∑
i=1

P(X = xi)I(xi) = −
n∑
i=1

pi logδ(pi).

Para o caso em que X é uma variável aleatória contínua com função de densidade de
probabilidade dada por fX(x), a entropia também chamada de entropia diferencial, e é
dada por

MI(X) = −
∫

Ω

fX(x) logδ(fX(x)) dx,

em que Ω é o suporte da variável X.

4.2 Distâncias estocásticas

Existe ainda a entropia relativa ou divergência como medida de informação. Essas
medidas efetuam um importante papel na teoria estatística, especialmente em teste de
hipóteses, tais como aqueles baseados na razão de verossimilhanças e nas estatísticas
de escore e Wald. A razão disto é que geralmente as divergências estão associadas a
distâncias entre distribuições de probabilidade. Baseadas nos conceitos da teoria da in-
formação, muitas medidas de divergência foram propostas desde o trabalho de Kullback
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e Leibler (1951), em que os autores apresentam a divergência Kullback-Leibler. Em es-
pecial, destacamos a classe φ-divergência proposta por Csisz et al. (1967), que engloba
muitas das principais divergências. As medidas dessa classe podem ser usadas como me-
didas de distância entre funções ou distribuições de probabilidade.

Sejam X e Y duas variáveis aleatórias definidas sob o mesmo suporte e com funções
de densidade dadas por fX(x|θx) e fY (x|θy), respectivamente. E seja φ : (0,∞) → R+

uma função convexa tal que

0× φ
(

0

0

)
= 0 e 0× φ

(x
0

)
= lim

x→∞

φ(x)

x
.

A classe de φ-divergências proposta por Csisz et al. (1967) é dada por

Dφ(X, Y ) =
∑
xinΩ

φ

(
P(X = x|θx)
P(Y = x|θy)

)
P(Y = x|θy).

para o caso em que X e Y são variáveis aleatórias discretas. Para o caso em que X e Y
são variáveis aleatórias contínuas, tem-se

Dφ(X, Y ) = EY
(
φ

(
fX(x|θx)
fY (x|θy)

))
=

∫
Ω

φ

(
fX(x|θx)
fY (x|θy)

)
fY (x|θy) dx.

Liese e Vajda (1987) e Vajda (1989) apresentam as propriedades da classe de medi-
das φ-divergências. Algumas medidas de divergências não pode ser obtidas pela classe
φ-divergências, como por exemplo a divergência de Rényi (RÉNYI, 1961). Devido a
esta limitação Salicrú et al. (1994) introduziram uma extensão da classe de medidas φ-
divergência, que denominaram de classe (h, φ)-divergência a qual é definida para o caso
discreto como

Dh
φ(X, Y ) = h

(∑
x

φ

(
P(X = x|θx)
P(Y = x|θy)

)
P(Y = x|θy)

)

e

Dh
φ(X, Y ) = h

(
EY
(
φ

(
fX(x|θx)
fy(x|θy)

)))
= h

(∫
Ω

φ

(
fX(x|θx)
fy(x|θy)

)
fy(x|θy) dx

)
,

para o caso contínuo. Em que h : (0,∞) → [0,∞) é uma função estritamente crescente.
A escolha adequada das funções h e φ nos leva a medidas de divergências bem conhecidas,
tais como a divergência χ2 (TANEJA, 2006), e a divergência Kullback-Leibler.

Burbea e Rao (1982) comentam que as medidas de divergências apesar de serem ade-
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quadas para comparar distribuições de probabilidade, frequentemente não satisfazem a
desigualdade triangular, sendo assim, não podem ser consideradas distâncias. Como re-
ferência ao trabalho de Nascimento et al. (2010), trataremos como divergência alguma
função não negativa entre duas medidas de probabilidade que satisfaz a propriedade de
definitividade apresentada mais a diante. Chamaremos de distâncias às divergências que
são simétricas.

Caso a divergência não seja simétrica, como o caso das divergências χ2 e Kullback-
Leibler, Nascimento et al. (2010) propõe usar a simetrização

dhφ(X, Y ) =
Dh
φ(X, Y ) +Dh

φ(Y,X)

2
. (4.1)

Definição 1 (Distância estocástica). Uma função dhφ : U × U → R é uma medida de
distância se para todo X, Y ∈ U ⊂ A, as seguintes propriedades se verificam

1. Não negatividade

dhφ(X, Y ) ≥ 0.

2. Simetria

dhφ(X, Y ) = dhΦ(Y,X).

3. Definitividade

dhφ(X, Y ) = 0⇔ X = Y.

Em que X e Y são variáveis aleatórias, A é uma σ-álgebra do espaço de probabili-
dade de X e Y , e U é um subconjunto de A. Nascimento et al. (2010) comentam que
diferentemente da definição de distância usual, as medidas de distâncias estocásticas não
necessariamente satisfazem a desigualdade triangular. Na Tabela 4.1 temos as funções
adequadas h e φ para obtermos algumas distâncias estocásticas.

Tabela 4.1: Funções h e φ e suas respectivas distâncias.

(h, φ)-distância h(y) φ(x)
Kullback-Leibler y/2 (x− 1) log(x)

χ2 y/4 (x−1)2(x+1)
x

Bhattacharyya − log(1− y), 0 ≤ y < 1 −
√
x+ x+1

2

Hellinger y/2, 0 ≤ y < 2 (
√
x− 1)2

Triangular y, 0 ≤ y < 2 (x−1)2

x+1

Média-harmônica − log(−y
2

+ 1), 0 ≤ y < 2 (x−1)2

x+1
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A seguir apresentamos as expressões das distâncias estocásticas obtidas utilizando as
funções apresentadas na Tabela 4.1, e que serão utilizadas em nosso trabalho.

1. Distância estocástica χ2

dχ2(X, Y ) =
1

2

[∫
(fX(x|θx)− fY (x|θy))2

2fX(x|θx)
dx+

∫
(fX(x|θx)− fY (x|θy))2

2fY (x|θY )
dx

]
.

A divergência χ2 é bastante utilizada no contexto de categorização de dados, prin-
cipalmente em testes de hipóteses (BRONIATOWSKI e LEORATO, 2011).

2. Distância estocástica Kullback-Leibler

dKL(X, Y ) =
1

2

[∫
fX(x|θx) log

(
fX(x|θx)
fY (x|θy)

)
dx+

∫
fY (x|θY ) log

(
fY (x|θY )

fX(x|θx)

)
dx

]
=

=
1

2

∫
(fX(x|θx)− fY (x|θy)) log

(
fX(x|θx)
fY (x|θy)

)
dx.

Eguchi e Copas (2006) apresentam outra interpretação estatística da divergência
Kullback-Leibler em termos de perda de poder do teste da razão de verossimilhança
quando a distribuição errada é usado para uma das hipóteses. Elas fazem isto
exploram o fato de que a divergência Kullback-Leibler é a esperança da razão de
verossimilhanças, e que o lema de Neymman-Pearson é a razão de verossimilhanças.
Seghouane e Amari (2007) utilizam esta distância como uma forma de corrigir o
critério de informação de Akaike.

3. Distância estocástica Bhattacharyya

dB(X, Y ) = − log

∫ √
fX(x|θx)fY (x|θy).

Goudail e Réfrégier (2004) argumentam que essa distância é mais precisa do que a
distância Kullback-Leibler em algoritmos para processamento de imagens PolSAR.

4. Distância estocástica Hellinger

dH(X, Y ) = 1−
∫ √

fX(x|θx)fY (x|θy)dx.

Giet e Lubrano (2008) fizeram uso de métodos de estimação baseados na minimiza-
ção desta distância no contexto de equações diferencias.

5. Distância estocástica triangular

dT (X, Y ) =

∫
(fX(x|θx)− fY (x|θy))2

fX(x|θx) + fY (x|θy)
dx.
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6. Distância estocástica média-harmônica

dMH(X, Y ) = − log

(∫
2fX(x|θx)fY (x|θy)
fX(x|θx) + fY (x|θy)

dx

)
= − log

(
1− dT (X, Y )

2

)
.

A distância de Hellinger é a única limitada no intervalo [0, 1], as demais distâncias
variam no intervalo (0,∞). Quando as distribuições pertencem à mesma família, apenas
seus parâmetros são relevantes. Assim os parâmetros se tornam os argumentos das medi-
das de divergência e de distância. Deste modo os símbolos para variáveis aleatórias como
argumentos das medidas de divergências e de distâncias são substituídos pelos parâmetros
das distribuições, por exemplo, dKL(X, Y ) = dKL(θx, θy).

No contexto de análise de regressão estatística, mais especificamente, na análise de
diagnóstico, temos que a primeira técnica desenvolvida para avaliar o impacto indivi-
dual de uma observação sobre o processo de estimação dos parâmetros de um modelo,
se baseia na retirada individual de cada observação, e posteriormente os efeitos destas
retiradas são estudados (COOK e WEISBERG, 1982). No contexto Bayesiano, Cho et
al. (2009) desenvolveram uma análise de diagnóstico de influência para as distribuições a
posteriori conjunta e marginal dos parâmetros do modelo em estudo. Tal análise envolve
a retirada individual de observações e se baseia na divergência Kullback-Leibler. Cho et
al. (2009) apresentam uma expressão para calcular a divergência Kullback-Leibler entre
as distribuições a posteriori com todas as observações e sem uma observação individual.

Seguindo Cho et al. (2009), em nosso trabalho realizaremos uma análise de diagnóstico,
que também envolve a retirada individual de observações, baseada nas distâncias estocás-
ticas apresentadas na Tabela 4.1, para os modelos de regressão beta e beta retangular.
Para tal fim, reescrevemos a classe (h, φ)-divergência da forma

Dh
φ(P, P(−i)) = h

(∫
Θ

φ

(
π(θ|D(−i))

π(θ|D)

)
π(θ|D) dθ

)
= h

(
Eθ|D

(
φ

(
π(θ|D(−i))

π(θ|D)

)))
,

em que P denota a densidade a posteriori de θ dado D e P(−i) denota a densidade a
posteriori de θ dado D(−i).

Proposição 1. A classe (h, φ)-divergência pode ainda ser escrita da forma

Dh
φ(P, P(−i)) = h

(
Eθ|D

(
φ

(
CPOi

f(yi|θ)

)))
. (4.2)
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Prova 1. Pelo teorema de Bayes temos que

π(θ|D(−i))

π(θ|D)
=

π(θ)
∏

j∈D(−i)
f(yj|θ)∫

Θ

π(θ)
∏

j∈D(−i)
f(yj|θ) dθ

×

∫
Θ

π(θ)
∏

j∈D
f(yj|θ) dθ

π(θ)
∏

j∈D
f(yj|θ)

=

=
1

f(yi|θ)
×

∫
Θ

π(θ)
∏

j∈D
f(yj|θ) dθ∫

Θ

1

f(yi|θ)
π(θ)

∏
j∈D

f(yj|θ) dθ
=

(∫
Θ

π(θ|D)

f(yi|θ)
dθ

)−1

f(yi|θ)
=

CPOi

f(yi|θ)
,

em que π(θ) é a densidade a priori de θ,
∏
j∈D

f(yj|θ) é a função de verossimilhança para

D,
∏

j∈D(−i)

f(yj|θ) é a função de verossimilhança para D(−i) e CPOi é como dado em 3.3.

Uma aproximação de 4.2 pode ser obtida por amostragem de π(θ|D) via MCMC. Seja
(θ(1), . . . ,θ(Q)) a amostra obtida de π(θ|D) a aproximação de Dh

φ(P, P(−i)) é dada por

D̂h
φ(P, P(−i)) = h

(
1

Q

Q∑
q=1

φ

(
ĈPOi

f(yi|θ(q))

))
. (4.3)

Segue as aproximações segundo 4.3 para as distâncias apresentadas na Tabela 4.1

1. Distância estocástica χ2

d̂χ2(P, P(−i)) =
1

4Q

Q∑
q=1

(ĈPOi − f(yi|θ(q)))2(ĈPOi + f(yi|θ(q)))

f(yi|θ(q))2ĈPOi

.

2. Distância estocástica Kullback-Leibler

d̂KL(P, P(−i)) =
1

2Q

Q∑
q=1

(
ĈPOi − f(yi|θ(q))

f(yi|θ(q))

)
log

(
ĈPOi

f(yi|θ(q))

)
.

3. Distância estocástica Bhattacharyya

d̂B(P, P(−i)) = − log

1−

 1

Q

Q∑
q=1

−

√
ĈPOi

f(yi|θ(q))
+
ĈPOi + f(yi|θ(q))

2f(yi|θ(q))

 .

4. Distância estocástica Hellinger

d̂H(P, P(−i)) =
1

2Q

Q∑
q=1

√ ĈPOi

f(yi|θ(q))
− 1

2

.
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5. Distância estocástica triangular

d̂T (P, P(−i)) =
1

Q

Q∑
q=1

(ĈPOi − f(yi|θ(q)))2

f(yi|θ(q))(ĈPOi + f(yi|θ(q)))
.

6. Distância estocástica média-harmônica

d̂MH(P, P(−i)) = − log

(
1 +

d̂T (P, P(−i))

2

)
.

Estas são as formas das distâncias estocásticas que utilizaremos em nosso trabalho,
tanto para o estudo de simulação como para a aplicação. Além destas medidas tam-
bém utilizaremos a divergência Kullback-Leibler que possui função φ e h dadas por
φ(x) = − log(x) e h(y) = y e a divergência χ2 que tem funções dadas por φ(x) = (x− 1)2

e h(y) = y, ver Dey e Birmiwal (1994).



CAPÍTULO 5

Simulação

Nesse capítulo apresentamos o estudo de simulação feito com o intuito de avaliar a
sensibilidade de algumas medidas de divergências e distâncias estocásticas na detecção de
observações atípicas no ajuste dos modelos de regressão beta e beta retangular. Para a
geração dos dados fizemos uso do software livre R na sua versão 3.2.2 e para os ajustes
dos modelos sob a perspectiva Bayesiana, além de utilizarmos a função jags.model do
pacote rjags do mesmo software, também fizemos uso do software JAGS na sua versão
3.4.0.

Nesse estudo fizemos uso de apenas uma covariável, diga-se X, tal que X ∼ U(−3, 3),
sendo esta levada em consideração na geração dos conjuntos de dados das distribuições
beta e beta retangular. Primeiramente geramos conjuntos de dados do modelo de regressão
beta, tal que, yi ∼ B(µi, φ), logito(µi) = β0 +β1×xi, i = 1, 2, . . . , n, com parâmetros β0 =

0.5, β1 = 1 e φ = 15. Posteriormente geramos conjuntos de dados do modelo de regressão
beta retangular, tal que, yi ∼ BRR(γi, φ, α), logito(γi) = β0 + β1 × xi, i = 1, 2, . . . , n,
com parâmetros β0 = 0.5, β1 = 1, α = 0.2 e φ = 15. Em nossa análise, consideramos
quatro tamanhos de amostras n = {30, 60, 90, 120}. Para as distribuições das prioris dos
parâmetros do modelo de regressão beta, assumimos β0 ∼ N (0.5, 0.012), β1 ∼ N (1, 0.012),
e para o modelo de regressão beta retangular, temos que, β0 ∼ N (0.5, 0.012), β1 ∼
N (1, 0.012) e α ∼ U(0, 1). O percentual de observações atípicas é p = {3%, 6%, 10%}. A
contaminação foi feita tanto na variável resposta como na variável explicativa. Na variável
resposta substituímos os valores dos dados yi por y∗i = yi ±∆, em que ∆ é o incremento
ou decremento dos valores de y, de tal forma que

43
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a) Um incremento de ∆ unidades nos valores de y correspondentes aos valores mais baixos
de x;

b) Um decremento de ∆ unidades nos valores de y correspondentes aos valores mais altos
de x;

c) Um incremento e decremento de ∆ unidades nos valores de y correspondentes aos
valores mais altos e mais baixos de x, respectivamente.

Nas Figuras que seguem, tem-se ilustrações, para tamanho de amostra igual a 60,
dos diagramas de dispersão com os respectivos histogramas da variável resposta contami-
nada. Primeiramente, tem-se da Figura 5.1 à Figura 5.4, os esquemas referentes a geração
da variável resposta a partir da distribuição beta, e das Figuras 5.5 à 5.6, os esquemas
da geração da variável resposta a partir da distribuição beta retangular. Observamos
em ambos os esquemas a contaminação nas caudas da distribuição da variável resposta.
Também notamos que a medida que o nível de contaminação aumenta, os valores con-
taminados se deslocam da cauda para o meio dos histogramas, isto ocorre porque o nível
de contaminação se refere ao total do tamanho da amostra, e não apenas da cauda da
distribuição.

Figura 5.1: Diagrama de dispersão e histograma da variável resposta, gerada da distribuição
beta, sem contaminação.
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Figura 5.2: Diagramas des dispersão e histogramas da variável resposta, gerada da distribuição
beta, com 3% de contaminação.
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Fonte: Dados próprios.

Figura 5.3: Diagramas des dispersão e histogramas da variável resposta, gerada da distribuição
beta, com 6% de contaminação.
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Figura 5.4: Diagramas des dispersão e histogramas da variável resposta, gerada da distribuição
beta, com 10% de contaminação.
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Fonte: Dados próprios.

Figura 5.5: Diagrama de dispersão e histograma da variável resposta, gerada da distribuição
beta retangular, sem contaminação.
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Figura 5.6: Diagramas des dispersão e histogramas da variável resposta, gerada da distribuição
beta retangular, com 3% de contaminação.
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Fonte: Dados próprios.

Figura 5.7: Diagramas des dispersão e histogramas da variável resposta, gerada da distribuição
beta retangular, com 6% de contaminação.
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Figura 5.8: Diagramas des dispersão e histogramas da variável resposta, gerada da distribuição
beta retangular, com 10% de contaminação.
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Fonte: Dados próprios.

Posteriormente, também substituímos os valores dos dados xi por x∗i = xi ±∆, de tal
modo que

a) Um incremento de ∆ unidades nos valores de x correspondentes aos valores mais baixos
de y;

b) Um decremento de ∆ unidades nos valores de x correspondentes aos valores mais altos
de y;

c) Um incremento e decremento de ∆ unidades nos valores de x correspondentes aos
valores mais baixos e altos de y, respectivamente.

Primeiramente, tem-se da Figura 5.9 à Figura 5.12, os esquemas referentes a geração da
variável resposta a partir da distribuição beta, contaminando a variável explicativa, e das
Figuras 5.13 à 5.16, os esquemas da geração da variável resposta a partir da distribuição
beta retangular, contaminado a variável explicativa. Notamos, novamente, em ambos os
esquemas, que a medida que o nível de contaminação aumenta, os valores contaminados
se deslocam da cauda para o meio dos histogramas.
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Figura 5.9: Diagrama de dispersão e histograma da variável explicativa, sendo a variável resposta
gerada da distribuição beta, sem contaminação.
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Fonte: Dados próprios.

Figura 5.10: Diagramas des dispersão e histogramas da variável explicativa, sendo a variável
resposta gerada da distribuição beta, com 3% de contaminação.
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Figura 5.11: Diagramas des dispersão e histogramas da variável explicativa, sendo a variável
resposta gerada da distribuição beta, com 6% de contaminação.
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Fonte: Dados próprios.

Figura 5.12: Diagramas des dispersão e histogramas da variável explicativa, sendo a variável
resposta gerada da distribuição beta, com 10% de contaminação.
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Figura 5.13: Diagrama de dispersão e histograma da variável explicativa, sendo a variável
resposta gerada da distribuição beta retangular, sem contaminação.
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Fonte: Dados próprios.

Figura 5.14: Diagramas des dispersão e histogramas da variável explicativa, sendo a variável
resposta gerada da distribuição beta retangular, com 3% de contaminação.
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Figura 5.15: Diagramas des dispersão e histogramas da variável explicativa, sendo a variável
resposta gerada da distribuição beta retangular, com 6% de contaminação.
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Fonte: Dados próprios.

Figura 5.16: Diagramas des dispersão e histogramas da variável explicativa, sendo a variável
resposta gerada da distribuição beta retangular, com 10% de contaminação.
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Para realizamos a contaminação dos dados assumimos para ∆ o valor de 0.05, este
incremento ou decremento é feito sucessivamente nos valores de y ou x, conforme o caso,
até obter um valor limite de acordo com cada variável. Por exemplo, se y = 0.98, após
aplicamos o decremento ∆ sucessivamente, teremos que o valor limite para y de 0.03. No
estudo em questão, alternamos tanto a distribuição de geração dos dados como também
o modelo de regressão ajustado e a variável a ser contaminada, obtendo assim 8 cenários.
Na Tabela 5.1 temos o esquema descrito para a obtenção dos 8 cenários. Dentro de cada
cenário temos 12 combinações entre os níveis de contaminação e tamanhos de amostra.
Para cada combinação utilizamos 1000 réplicas de Monte Carlo. Para os modelos ajusta-
dos usamos o método MCMC para obtermos uma cadeia de tamanho 20.000, utilizamos
um burn-in igual a 10.000 e um thin igual a 10, assim obtivemos uma amostra final de
tamanho 1.000 das distribuições a posteriori dos parâmetros dos modelos ajustados.

Tabela 5.1: Esquema de geração dos 8 cenários da simulação.

Distribuição de
geração dos dados

Modelo de regressão ajustado Variável contaminada Cenário

Beta retangular
Beta retangular Y 1

X 2

Beta Y 3
X 4

Beta
Beta retangular Y 5

X 6

Beta Y 7
X 8

Para a detecção das observações atípicas, além de usarmos as distâncias estocásticas
apresentadas na Tabela 4.1, também fazemos uso de duas divergências, são elas, divergên-
cia Kullback-Leibler e divergência χ2. Também utilizamos a distância L1 norm Weissman
et al. (2003) que tem função φ(x) igual a 0, 5|x− 1| e h(y) = y .

Consideraremos que uma observação é atípica se o valor apresentado pela medida de
divergência ou distância para a referida observação, for superior a um dado ponto de
corte. Para o cálculo de tal do ponto adotamos a proposta apresentada por Peng e Dey
(1995) que é dada por

P h
φ (θ) =

h(φ(2θ)) + h(φ(2(1− θ)))
2

,

em que θ representa a probabilidade de caras no lançamento de uma moeda viesada. Para
o estudo de simulação em questão, adotamos θ = 0, 8. Na Tabela 5.2 temos as expressões e
valores para os pontos de corte das medidas utilizadas na detecção de observações atípicas.

Nas tabelas e gráficos de cada cenário a seguir, identificamos por LD (y−∆;x+∆) e LE
(y+ ∆;x−∆) a contaminação correspondente ao lado direito e esquerdo respectivamente
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dos dados. Para a contaminação em ambos os lados, adotamos a legenda CLD para nos
referir a indicação de observações atípicas apenas no lado direito, CLE para nos referir
a indicação de observações atípicas apenas no lado esquerdo e CAL para nos referir a
indicação em ambos os lados simultaneamente. Nos gráficos identificamos as medidas de
divergência e distância com as seguintes legendas, M1 - distância estocástica Kullback-
Leibler, M2 - divergência Kullback-Leibler, M3 - distância estocástica χ2, M4 - divergência
χ2, M5 - distância L1 norm, M6 - distância estocástica Bhattacharyya, M7 - distância
estocástica Hellinger, M8 - distância estocástica triangular e M9 - distância estocástica
média-harmônica. A seguir temos os resultados obtidos para cada cenário, seus respectivos
gráficos são apresentados separadamente na última seção deste capítulo.

Tabela 5.2: Expressões e valores dos pontos de corte das medidas utilizadas na detecção
de observações atípicas.

Medidas Expressões P h
φ (0, 8)

Divergência Kullback-Leibler − log(2θ)−log(2(1−θ))
4

0, 1116

Divergência χ2 (2θ−1)2

4
0, 9000

Distância estocástica Kullback-Leibler (2θ−1)
4

log( θ
1−θ ) 0, 2079

Distância estocástica χ2 (2θ−1)2

16θ(1−θ)(−4θ + 4θ + 1) 0, 2306

Distância estocástica Bhattacharyya
− log

(
2
√

2θ−2θ+3
2

)
−log

(
2
√

2(1−θ)−2θ−1

2

)
2

0, 1070

Distância estocástica Hellinger (
√

(2θ)−1)2+(
√

(2(1−θ))−1)2

4
0, 05130

Distância estocástica triangular 2(2θ−1)2

(2θ+1)(3−2θ)
0, 1978

Distância estocástica média-harmônica
− log

(
− (2θ−1)2

2(2θ+1)
+1

)
−log

(
− (1−2θ)2

2(3−2θ)
+1

)
2

0, 1047

Distância L1 norm |2θ−1|
2

0, 3000

5.1 Cenário 1

Nesse cenário geramos a variável resposta a partir de uma distribuição beta retangular
e posteriormente ajustamos um modelo de regressão beta retangular, por fim alteramos
a variável resposta mantendo fixa a variável regressora.

Na Tabela 5.3 temos as porcentagens das vezes que as medidas indicam as obser-
vações como sendo atípicas. Na referida tabela observamos no esquema LD que apenas
a divergência Kullback-Leibler se manteve regular, isto é, ela indica 100% das vezes as
observações alteradas como atípicas. Já no esquema LE, a distância e a divergência χ2 ao
nível de contaminação de 3% se destacam das demais medidas, apresentando boas por-
centagens de detecção de observações atípicas. Observamos conjuntamente nos esquemas
LE e LD, que grande parte das medidas apresentam boas porcentagens de detecção de
pontos atípicos para o tamanho de amostra igual a 30 e nível de contaminação de 3%.
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Tabela 5.3: Porcentagens das vezes que as medidas indicam observações atípicas no cenário
1.

Esquema Medidas 3% 6% 10%
30 60 90 120 30 60 90 120 30 60 90 120

LD

Distância Kullback-Leibler 95, 80 9, 70 0, 00 0, 00 0, 90 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Divergência Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00

Distância χ2 99, 00 45, 30 1, 20 0, 00 11, 50 0, 00 0, 00 0, 00 0, 20 0, 00 0, 00 0, 00

Divergência χ2 100, 00 97, 30 41, 90 1, 40 77, 80 0, 30 0, 00 0, 00 1, 80 0, 00 0, 00 0, 00
Distância L1norm 69, 20 0, 20 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância Bhattacharyya 95, 10 6, 60 0, 00 0, 00 0, 50 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância Hellinger 95, 10 6, 60 0, 00 0, 00 0, 50 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância triangular 92, 00 2, 40 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância média-harmônica 92, 00 2, 40 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

LE

Distância Kullback-Leibler 90, 40 3, 90 0, 00 0, 00 0, 30 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Divergênci aKullback-Leibler 61, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância χ2 99, 80 100, 00 100, 00 100, 00 94, 50 0, 00 58, 40 54, 60 79, 20 0, 00 2, 80 0, 30

Divergência χ2 99, 30 100, 00 89, 00 89, 90 88, 00 0, 00 29, 80 18, 00 68, 30 0, 00 0, 60 0, 00
Distância L1norm 45, 80 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância Bhattacharyya 88, 40 2, 30 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância Hellinger 88, 40 2, 30 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância triangular 81, 80 1, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância média-harmônica 81, 80 1, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

CLD

Distância Kullback-Leibler 0, 40 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Divergência Kullback-Leibler 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância χ2 11, 60 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Divergência χ2 78, 80 0, 20 0, 00 0, 00 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância L1norm 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância Bhattacharyya 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância Hellinger 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância triangular 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância média-harmônica 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

CLE

Distância Kullback-Leibler 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Divergência Kullback-Leibler 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância χ2 5, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Divergência χ2 57, 70 0, 20 0, 00 0, 00 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância L1norm 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância Bhattacharyya 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância Hellinger 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância triangular 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância média-harmônica 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

CAL

Distância Kullback-Leibler 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Divergência Kullback-Leibler 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância χ2 5, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Divergência χ2 57, 70 0, 20 0, 00 0, 00 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância L1norm 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância Bhattacharyya 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância Hellinger 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância triangular 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância média-harmônica 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Na Figura 5.17 observamos nos esquemas CLD, CLE e CAL, que a divergência χ2 (M4)
com tamanho de amostra igual a 30 e nível de contaminação de 3% é a única que apresenta
porcentagens de detecção de observações atípicas acima de 50%. Para os esquemas LD
e LE percebemos que todas as medidas apresentam um bom desempenho também para
o tamanho de amostra igual a 30 e nível de contaminação de 3%. Podemos destacar
ainda no esquema LD, a divergência Kullback-Leibler (M2), que apresentou regularidade
de indicação de 100% das observações atípicas, para todos os níveis de contaminação e
tamanhos de amostra.

5.2 Cenário 2

Neste cenário geramos a variável resposta a partir de uma distribuição beta retangular
e posteriormente ajustamos um modelo de regressão beta retangular, por fim alteramos
a variável regressora mantendo fixa a variável resposta.

Na Tabela 5.4 vemos uma configuração semelhante a apresentada pela Tabela 5.3.
Observamos nos esquemas LE e LD, que todas as medidas apresentam boas porcentagens
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de observações atípicas para o tamanho de amostra igual a 30 e nível de contaminação
de 3%. Para a configuração LD a distância e a divergência χ2 se destacam das demais
medidas, apresentando boas porcentagens de detecção de observações atípicas em todos
os níveis de contaminação e tamanhos de amostras.

Tabela 5.4: Porcentagens das vezes que as medidas indicam observações atípicas no cenário
2.

Esquema Medidas 3% 6% 10%
30 60 90 120 30 60 90 120 30 60 90 120

LD

Distância Kullback-Leibler 95, 60 7, 50 0, 00 0, 00 0, 50 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Divergência Kullback-Leibler 78, 40 0, 20 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância χ2 98, 60 99, 90 100, 00 100, 00 100, 00 97, 20 100, 00 100, 00 100, 00 84, 30 100, 00 100, 00

Divergência χ2 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 97, 20 100, 00 100, 00 100, 00 84, 30 100, 00 100, 00
Distância L1 norm 66, 60 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância Bhattacharyya 94, 60 4, 40 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância Hellinger 94, 60 4, 40 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância triangular 90, 50 1, 20 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância média-harmônica 90, 50 1, 20 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

LE

Distância Kullback-Leibler 95, 70 5, 00 0, 00 0, 00 0, 30 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Divergência Kullback-Leibler 77, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 , 000

Distância χ2 99, 30 37, 50 0, 90 0, 00 11, 30 0, 00 0, 00 0, 00 0, 20 0, 00 0, 00 0, 00

Divergência χ2 99, 90 96, 30 28, 20 0, 80 77, 50 0, 20 0, 00 0, 00 2, 30 0, 00 0, 00 0, 00
Distância L1 norm 66, 50 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância Bhattacharyya 94, 60 3, 00 0, 00 0, 00 0, 20 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância Hellinger 94, 60 3, 00 0, 00 0, 00 0, 20 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância triangular 90, 40 0, 60 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância média-harmônica 90, 40 0, 60 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

CLD

Distância Kullback-Leibler 0, 70 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Divergência Kullback-Leibler 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância χ2 12, 50 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Divergência χ2 83, 50 0, 20 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância L1 norm 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância Bhattacharyya 0, 40 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância Hellinger 0, 40 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância triangular 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância média-harmônica 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

CLE

Distância Kullback-Leibler 0, 60 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Divergência Kullback-Leibler 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância χ2 8, 40 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Divergência χ2 73, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância L1 norm 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância Bhattacharyya 0, 30 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância Hellinger 0, 30 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância triangular 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância média-harmônica 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

CAL

Distância Kullback-Leibler 0, 60 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Divergência Kullback-Leibler 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância χ2 8, 30 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Divergência χ2 73, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância L1 norm 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância Bhattacharyya 0, 30 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância Hellinger 0, 30 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância triangular 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância média-harmônica 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Na Figura 5.18 observamos nos esquemas CLD, CLE e CAL, que para o tamanho de
amostra igual a 30 e nível de contaminação de 3% a divergência χ2 (M4) é a única a
apresentar porcentagens de detecção de observações atípicas superiores a 60%. Também
com tamanho de amostra igual a 30 e nível de contaminação de 3%, todas as medidas
apresentam porcentagens superiores a 60%, nos esquemas LD e LE. Podemos destacar
ainda no esquema LD, que a distância e divergência χ2 (M3 e M4) tem boas porcenta-
gens de detecção de observações atípicas para todos os tamanhos de amostra e níveis de
contaminação.

5.3 Cenário 3

Neste cenário geramos a variável resposta a partir de uma distribuição beta retangular
e posteriormente ajustamos um modelo de regressão beta, por fim alteramos a variável
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resposta mantendo fixa a variável regressora.

Na Tabela 5.5 temos um comportamento totalmente diferente ao apresentado pelas
Tabelas 5.3 e 5.4. Percebemos no esquema LD, que todas as medidas detectam melhor
observação atípicas a medida que aumentamos o nível de contaminação. No esquema LE
todas as medidas apresentam maiores porcentagens de detecção de observações atípicas
que as apresentadas no esquema LD. Em relação aos esquemas CLD, CLE e CAL as
medidas apresentam maiores porcentagens para o esquema CLE. Notamos ainda que para
os esquemas CLE e LE ao nível de contaminação de 10% as porcentagens apresentadas
pelas medidas diminuem conforme o tamanho da amostra aumenta.

Tabela 5.5: Porcentagens das vezes que as medidas indicam observações atípicas no cenário
3.

Esquema Medidas 3% 6% 10%
30 60 90 120 30 60 90 120 30 60 90 120

LD

Distância Kullback-Leibler 59, 80 2, 50 0, 00 0, 00 91, 90 58, 10 0, 30 0, 00 99, 70 98, 50 84, 30 52, 80
Divergência Kullback-Leibler 52, 50 1, 30 0, 00 0, 00 88, 20 49, 60 0, 20 0, 00 99, 60 98, 10 77, 40 42, 70

Distância χ2 77, 90 9, 20 0, 00 0, 00 96, 10 73, 50 2, 20 0, 00 99, 80 99, 70 92, 50 73, 20

Divergência χ2 90, 60 31, 30 0, 10 0, 00 99, 10 91, 40 12, 90 0, 80 99, 90 99, 90 98, 60 92, 70
Distância L1 norm 82, 00 12, 40 0, 00 0, 00 97, 50 78, 20 2, 40 0, 00 99, 90 99, 80 94, 00 76, 20

Distância Bhattacharyya 56, 30 2, 20 0, 00 0, 00 90, 00 55, 70 0, 30 0, 00 99, 60 98, 40 82, 50 50, 00
Distância Hellinger 56, 30 2, 20 0, 00 0, 00 90, 00 55, 70 0, 30 0, 00 99, 60 98, 40 82, 50 50, 00
Distância triangular 49, 90 1, 30 0, 00 0, 00 87, 40 48, 70 0, 20 0, 00 99, 60 97, 90 77, 20 43, 20

Distância média-harmônica 49, 90 1, 30 0, 00 0, 00 87, 40 48, 70 0, 20 0, 00 99, 60 97, 90 77, 20 43, 20

LE

Distância Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 50 73, 30
Divergência Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 98, 40 60, 90

Distância χ2 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 84, 20

Divergência χ2 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 97, 30
Distância L1 norm 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 70 76, 80

Distância Bhattacharyya 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 30 71, 40
Distância Hellinger 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 30 71, 40
Distância triangular 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 10 66, 40

Distância média-harmônica 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 10 66, 40

CLD

Distância Kullback-Leibler 96, 90 82, 50 13, 40 0, 00 99, 90 100, 00 99, 00 91, 40 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Divergência Kullback-Leibler 94, 40 76, 20 7, 60 0, 00 99, 90 99, 90 97, 80 82, 10 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00

Distância χ2 98, 90 91, 90 31, 20 1, 30 100, 00 100, 00 99, 80 97, 80 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00

Divergência χ2 99, 70 97, 60 66, 90 15, 10 100, 00 100, 00 99, 90 99, 90 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distância L1 norm 99, 00 93, 60 34, 80 1, 40 100, 00 100, 00 99, 80 98, 40 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00

Distância Bhattacharyya 96, 00 81, 10 12, 00 0, 00 99, 90 100, 00 98, 90 89, 70 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distância Hellinger 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distância triangular 93, 90 76, 20 8, 10 0, 00 99, 90 100, 00 97, 90 83, 90 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00

Distância média-harmônica 93, 90 76, 20 8, 10 0, 00 99, 90 100, 00 97, 90 83, 90 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00

CLE

Distância Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 80 39, 80 0, 20
Divergência Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 30 25, 50 0, 00

Distância χ2 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 90 55, 80 0, 90

Divergência χ2 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 89, 90 18, 30
Distância L1 norm 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 90 42, 80 0, 20

Distância Bhattacharyya 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 70 37, 60 0, 10
Distância Hellinger 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 70 37, 60 0, 10
Distância triangular 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 70 31, 90 0, 00

Distância média-harmônica 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 70 31, 90 0, 00

CAL

Distância Kullback-Leibler 96, 90 82, 50 13, 40 0, 00 99, 90 100, 00 99, 00 91, 40 100, 00 99, 80 39, 80 0, 20
Divergência Kullback-Leibler 94, 40 76, 20 7, 60 0, 00 99, 90 99, 90 97, 80 82, 10 100, 00 99, 30 25, 50 0, 00

Distância χ2 98, 90 91, 90 31, 20 1, 30 100, 00 100, 00 99, 80 97, 80 100, 00 99, 90 55, 80 0, 90

Divergência χ2 99, 70 97, 60 66, 90 15, 10 100, 00 100, 00 99, 90 99, 90 100, 00 100, 00 89, 90 18, 30
Distância L1 norm 99, 00 93, 60 34, 80 1, 40 100, 00 100, 00 99, 80 98, 40 100, 00 99, 90 42, 80 0, 20

Distância Bhattacharyya 96, 00 81, 10 12, 00 0, 00 99, 90 100, 00 98, 90 89, 70 100, 00 99, 70 37, 60 0, 10
Distância Hellinger 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 70 37, 60 0, 10
Distância triangular 93, 90 76, 20 8, 10 0, 00 99, 90 100 97, 90 83, 90 100, 00 99, 70 31, 90 0, 00

Distância média-harmônica 93, 90 76, 20 8, 10 0, 00 99, 90 100, 00 97, 90 83, 90 100, 00 99, 70 31, 90 0, 00

Na Figura 5.19 notamos que todas as medidas parecem ser mais sensíveis a detecção de
observações atípicas nos esquemas LE e CLE. Também é possível observar que as medidas
apresentam configurações semelhantes dentro de cada esquema.
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5.4 Cenário 4

Neste cenário geramos a variável resposta a partir de uma distribuição beta retangular
e posteriormente ajustamos um modelo de regressão beta e por fim alteramos a variável
regressora mantendo fixa a variável resposta.

Na Tabela 5.6 observamos no esquema LD que a distância e divergência χ2 apresen-
tam boas porcentagens de identificação de observações atípicas em todos os níveis de
contaminação. Assim como no cenário 3, também observamos que no esquema LE todas
as medidas apresentam bons desempenhos na detecção de observações atípicas em todos
os níveis de contaminação. Em relação a contaminação em ambos os lados, observamos
que as medidas apresentam melhor desempenho na detecção de observações atípicas no es-
quema CLE, apesar de que ao nível de contaminação de 10% notamos que as porcentagens
diminuem a medida que aumentamos o tamanho da amostra.

Tabela 5.6: Porcentagens das vezes que as medidas indicam observações atípicas no cenário
4.

Esquema Medidas 3% 6% 10%
30 60 90 120 30 60 90 120 30 60 90 120

LD

Distância Kullback-Leibler 36, 90 8, 10 0, 10 0, 00 36, 20 17, 80 0, 00 0, 00 26, 10 26, 70 0, 70 0, 00
Divergência Kullback-Leibler 29, 50 6, 00 0, 00 0, 00 29, 30 11, 60 0, 00 0, 00 21, 70 19, 90 0, 20 0, 00

Distância χ2 100, 00 99, 80 100, 00 100, 00 100, 00 97, 60 100, 00 100, 00 100, 00 90, 00 100, 00 100, 00

Divergência χ2 100, 00 99, 90 100, 00 100, 00 100, 00 98, 10 100, 00 100, 00 100, 00 94, 20 100, 00 100, 00
Distância L1 norm 58, 10 20, 20 0, 30 0, 00 55, 70 32, 10 0, 70 0, 00 42, 60 44, 00 2, 20 0, 00

Distância Bhattacharyya 34, 40 7, 50 0, 10 0, 00 33, 60 16, 10 0, 00 0, 00 24, 30 25, 20 0, 60 0, 00
Distância Hellinger 34, 40 7, 50 0, 10 0, 00 33, 60 16, 10 0, 00 0, 00 24, 30 25, 20 0, 60 0, 00
Distância triangular 27, 90 5, 80 0, 00 0, 00 28, 70 12, 40 0, 00 0, 00 21, 50 21, 30 0, 30 0, 00

Distância média-harmônica 27, 90 5, 80 0, 00 0, 00 28, 70 12, 40 0, 00 0, 00 21, 50 21, 30 0, 30 0, 00

LE

Distância Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Divergência Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00

Distância χ2 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00

Divergência χ2 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distância L1 norm 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00

Distância Bhattacharyya 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distância Hellinger 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distância triangular 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00

Distância média-harmônica 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00

CLD

Distância Kullback-Leibler 99, 90 99, 60 87, 90 45, 20 99, 50 99, 70 95, 10 62, 00 80, 70 82, 30 18, 00 0, 30
Divergência Kullback-Leibler 99, 90 99, 10 80, 70 28, 60 99, 00 99, 60 89, 20 44, 60 74, 00 71, 70 7, 70 0, 00

Distância χ2 99, 90 99, 80 95, 40 69, 30 99, 80 100, 00 99, 00 82, 10 87, 30 89, 70 35, 90 1, 30

Divergência χ2 100, 00 100, 00 99, 80 96, 80 100, 00 100, 00 99, 90 99, 00 96, 80 98, 50 82, 10 22, 10
Distância L1 norm 99, 90 99, 80 95, 60 69, 10 99, 80 100, 00 98, 80 79, 80 84, 60 87, 60 27, 20 0, 90

Distância Bhattacharyya 99, 90 99, 50 86, 80 42, 30 99, 50 99, 70 94, 00 58, 90 79, 20 80, 80 15, 80 0, 20
Distância Hellinger 99, 90 99, 50 86, 80 42, 30 99, 50 99, 70 94, 00 58, 90 79, 20 80, 80 15, 80 0, 20
Distância triangular 99, 90 99, 20 82, 10 32, 00 99, 30 99, 70 91, 40 49, 20 76, 40 76, 20 10, 30 0, 00

Distância média-harmônica 99, 90 99, 20 82, 10 32, 00 99, 30 99, 70 91, 40 49, 20 76, 40 76, 20 10, 30 0, 00

CLE

Distância Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 90 93, 20 53, 60 3, 80
Divergência Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 80 90, 30 42, 90 1, 60

Distância χ2 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 95, 30 66, 40 7, 90

Divergência χ2 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 98, 00 88, 40 35, 10
Distância L1 norm 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 90 93, 00 55, 50 4, 60

Distância Bhattacharyya 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 90 92, 80 51, 90 3, 20
Distância Hellinger 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 90 92, 80 51, 90 3, 20
Distância triangular 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 80 92, 00 47, 60 2, 50

Distância média-harmônica 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 80 92, 00 47, 60 2, 50

CAL

Distância Kullback-Leibler 99, 90 99, 60 87, 90 45, 20 99, 50 99, 70 95, 10 62, 00 80, 60 78, 00 11, 60 0, 10
Divergência Kullback-Leibler 99, 90 99, 10 80, 70 28, 60 99, 00 99, 60 89, 20 44, 60 73, 90 65, 90 3, 70 0, 00

Distância χ2 99, 90 99, 80 95, 40 69, 30 99, 80 100, 00 99, 00 82, 10 87, 30 85, 80 25, 80 0, 20

Divergência χ2 100, 00 100, 00 99, 80 96, 80 100, 00 100, 00 99, 90 99, 00 96, 80 96, 50 73, 90 9, 80
Distância L1 norm 99, 90 99, 80 95, 60 69, 10 99, 80 100, 00 98, 80 79, 80 84, 50 82, 20 17, 70 0, 10

Distância Bhattacharyya 99, 90 99, 50 86, 80 42, 30 99, 50 99, 70 94, 00 58, 90 79, 10 76, 30 9, 80 0, 10
Distância Hellinger 99, 90 99, 50 86, 80 42, 30 99, 50 99, 70 94, 00 58, 90 79, 10 76, 30 9, 80 0, 10
Distância triangular 99, 90 99, 20 82, 10 32, 00 99, 30 99, 70 91, 40 49, 20 76, 30 71, 20 5, 90 0, 00

Distância média-harmônica 99, 90 99, 20 82, 10 32, 00 99, 30 99, 70 91, 40 49, 20 76, 30 71, 20 5, 90 0, 00

Na Figura 5.20 observamos claramente que todas as medidas apresentam melhor de-
sempenho nas configurações do lado esquerdo, LE e CLE. No esquema LD, notamos que
a distância e divergência χ2 (M3 e M4) se destacam das demais medidas, apresentando
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boas porcentagens de detecção de observações atípicas. De modo geral, assim como na
Figura 5.19 notamos que as medidas apresentam configurações semelhantes dentro de
cada esquema.

5.5 Cenário 5

Neste cenário geramos a variável resposta a partir de uma distribuição beta e posteri-
ormente ajustamos um modelo de regressão beta retangular e por fim alteramos a variável
dependente mantendo a variável regressora fixa.

Na Tabela 5.7 notamos uma configuração semelhante a apresentada pela tabela do
cenário 1. Observamos no esquema LE que a divergência Kullback-Leibler é regular na
indicação de observações atípicas, para todos os níveis de contaminação e tamanhos de
amostras. No esquema LE para o nível de contaminação de 3% e todos os tamanhos de
amostras, observamos que a distância e divergência χ2 se destacam das demais medidas.

Tabela 5.7: Porcentagens das vezes que as medidas indicam observações atípicas no cenário
5.

Esquema Medidas 3% 6% 10%
30 60 90 120 30 60 90 120 30 60 90 120

LD

Distância Kullback-Leibler 97, 60 21, 30 0, 00 0, 00 1, 70 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Divergência Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 90

Distância χ2 99, 50 59, 40 1, 40 0, 00 24, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 40 0, 00 0, 00 0, 00

Divergência χ2 100, 00 95, 30 48, 60 2, 00 88, 80 0, 10 0, 00 0, 00 3, 40 0, 00 0, 00 0, 00
Distância L1 norm 88, 10 0, 70 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância Bhattacharyya 97, 30 16, 00 0, 00 0, 00 0, 70 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância Hellinger 97, 30 16, 00 0, 00 0, 00 0, 70 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância triangular 95, 80 6, 70 0, 00 0, 00 0, 20 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância média-harmônica 95, 80 6, 70 0, 00 0, 00 0, 20 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

LE

Distância Kullback-Leibler 95, 40 14, 40 0, 00 0, 00 0, 30 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Divergência Kullback-Leibler 85, 80 0, 30 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância χ2 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 92, 10 0, 00 84, 60 96, 90 66, 40 0, 00 1, 20 0, 20

Divergência χ2 99, 60 100, 00 100, 00 100, 00 78, 70 0, 10 48, 40 64, 70 51, 80 0, 00 0, 20 0, 00
Distância L1 norm 78, 60 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância Bhattacharyya 94, 80 10, 30 0, 00 0, 00 0, 20 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância Hellinger 94, 80 10, 30 0, 00 0, 00 0, 20 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância triangular 93, 20 4, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância média-harmônica 93, 20 4, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

CLD

Distância Kullback-Leibler 2, 60 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Divergência Kullback-Leibler 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância χ2 25, 80 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Divergência χ2 91, 60 0, 40 0, 00 0, 00 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância L1 norm 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância Bhattacharyya 1, 20 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância Hellinger 1, 20 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância triangular 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância média-harmônica 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

CLE

Distância Kullback-Leibler 0, 60 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Divergência Kullback-Leibler 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância χ2 12, 50 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Divergência χ2 82, 50 0, 20 0, 00 0, 00 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância L1 norm 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância Bhattacharyya 0, 20 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância Hellinger 0, 20 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância triangular 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância média-harmônica 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

CAL

Distância Kullback-Leibler 0, 60 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Divergência Kullback-Leibler 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância χ2 12, 40 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Divergência χ2 82, 50 0, 10 0, 00 0, 00 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância L1 norm 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância Bhattacharyya 0, 20 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância Hellinger 0, 20 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância triangular 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância média-harmônica 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Na Figura 5.21 notamos nos esquemas CLD, CLE e CLA que a divergência χ2 (M4)
se destaca das demais medidas, apresentando porcentagens acima de 75% ao nível de
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contaminação de 3% e tamanho de amostra igual a 30. Nos esquemas LD e LE, notamos
que para este mesmo nível de contaminação e tamanho de amostra, todas as medidas
também apresentam porcentagens de detecção de observações atípicas acima de 75%.
Notamos também nos esquemas LD e LE que a distância e divergência χ2 (M3 e M4)
apresentam maior variabilidade em suas porcentagens de detecção que as demais medidas.

5.6 Cenário 6

Neste cenário geramos a variável resposta a partir de uma distribuição beta e posteri-
ormente ajustamos um modelo de regressão beta retangular, por fim alteramos a variável
regressora mantendo fixa a variável resposta.

Na Tabela 5.8 notamos nos esquemas LD e LE para nível de contaminação igual a
3% e tamanho de amostra igual a 30, que todas as medidas apresentam porcentagens de
detecção de observações atípicas acima de 75%. Destacamos no esquema LE a distância e
divergência χ2, tais medidas apresentam porcentagens de detecção de observações atípicas
acima de 75% para todos os níveis de contaminação e tamanhos de amostra.

Tabela 5.8: Porcentagens das vezes que as medidas indicam observações atípicas no cenário
6.

Esquema Medidas 3% 6% 10%
30 60 90 120 30 60 90 120 30 60 90 120

LD

Distância Kullback-Leibler 97, 80 22, 70 0, 10 0, 00 2, 40 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Divergência Kullback-Leibler 93, 60 0, 70 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância χ2 99, 20 99, 50 100, 00 100, 00 100, 00 92, 20 100, 00 100, 00 100, 00 78, 10 100, 00 100, 00

Divergência χ2 99, 90 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 92, 20 100, 00 100, 00 100, 00 78, 10 100, 00 100, 00
Distância L1 norm 89, 70 0, 50 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância Bhattacharyya 97, 40 17, 70 0, 00 0, 00 1, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância Hellinger 97, 40 17, 70 0, 00 0, 00 1, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância triangular 96, 60 7, 50 0, 00 0, 00 0, 30 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância média-harmônica 96, 60 7, 50 0, 00 0, 00 0, 30 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

LE

Distância Kullback-Leibler 97, 80 15, 10 0, 00 0, 00 1, 80 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Divergência Kullback-Leibler 90, 80 0, 40 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância χ2 99, 30 56, 90 1, 00 0, 00 24, 20 0, 00 0, 00 0, 00 0, 20 0, 00 0, 00 0, 00

Divergência χ2 100, 00 94, 90 42, 20 0, 60 90, 80 0, 30 0, 00 0, 00 4, 40 0, 00 0, 00 0, 00
Distância L1 norm 86, 80 0, 30 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância Bhattacharyya 97, 20 10, 90 0, 00 0, 00 0, 70 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância Hellinger 97, 20 10, 90 0, 00 0, 00 0, 70 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância triangular 95, 80 3, 70 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância média-harmônica 95, 80 3, 70 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

CLD

Distância Kullback-Leibler 1, 90 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Divergência Kullback-Leibler 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância χ2 27, 90 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Divergência χ2 93, 70 0, 30 0, 00 0, 00 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância L1 norm 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância Bhattacharyya 0, 80 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância Hellinger 0, 80 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância triangular 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância média-harmônica 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

CLE

Distância Kullback-Leibler 1, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Divergência Kullback-Leibler 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância χ2 20, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Divergência χ2 91, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância L1 norm 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância Bhattacharyya 0, 50 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância Hellinger 0, 50 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância triangular 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância média-harmônica 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

CAL

Distância Kullback-Leibler 1, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Divergência Kullback-Leibler 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância χ2 19, 40 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Divergência χ2 90, 90 0, 00 0, 00 0, 00 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância L1 norm 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância Bhattacharyya 0, 50 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância Hellinger 0, 50 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
Distância triangular 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00

Distância média-harmônica 0, 10 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00 0, 00
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A Figura 5.22 apresenta uma configuração semelhante a apresentada pela Figura 5.21,
isto é, para os esquemas CLD, CLE e CAL, ao nível de contaminação de 3% e tamanho
de amostra igual a 30, observamos que a divergência χ2 (M4) apresenta porcentagem de
detecção de observações atípicas superior a 75%. Para os esquemas LD e LE, temos que
todas as medidas apresentam porcentagens de detecção de observações atípicas acima de
75% no nível de contaminação de 3% e tamanho de amostra igual a 30.

5.7 Cenário 7

Neste cenário geramos a variável resposta a partir de uma distribuição beta e poste-
riormente ajustamos um modelo de regressão beta, por fim alteramos a variável resposta
mantendo fixa a variável regressora.

Na Tabela 5.9 notamos, mais uma fez, que as medidas apresentam maior porcentagem
de detecção de observações atípicas no esquema LE. Vemos no esquema LD que todas
as medidas apresentam bom desempenho ao nível de contaminação de 10% para todos
os tamanhos de amostra. Neste mesmo esquema, observamos nos outros níveis de conta-
minação, que a medida em que aumentamos o tamanho da amostra, as porcentagens de
detecção de observações atípicas diminuem rapidamente. No esquema CLD, destacamos o
bom desempenho das medidas para os níveis de contaminação de 6% e 10% para todos os
tamanhos de amostra. Ainda neste esquema, destacamos o bom desempenho das medidas
ao nível de contaminação de 3% e tamanhos de amostras iguais a 30 e 60. Em relação
ao esquema CLE, vemos que as porcentagens de indicação de observações atípicas não se
mantém constante apenas no nível de contaminação de 10% quanto temos tamanhos de
amostra iguais a 90 e 120.

Na Figura 5.23 notamos, de modo geral, que as medidas apresentam configurações
semelhantes dentro de cada esquema. Observamos que as medidas parecem ser mais
sensíveis a detecção de observações atípicas nos esquemas LE e CLE. Notamos ainda, que
as Figuras 5.23 e 5.19 apresentam configurações semelhantes.
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Tabela 5.9: Porcentagens das vezes que as medidas indicam observações atípicas no cenário
7.

Esquema Medidas 3% 6% 10%
30 60 90 120 30 60 90 120 30 60 90 120

LD

Distância Kullback-Leibler 84, 80 20, 90 0, 30 0, 00 98, 70 86, 30 8, 00 0, 50 100, 00 99, 90 98, 30 92, 70
Divergência Kullback-Leibler 79, 60 13, 30 0, 10 0, 00 97, 70 80, 60 4, 70 0, 10 100, 00 99, 70 97, 10 88, 40

Distância χ2 93, 70 38, 70 0, 50 0, 00 99, 70 94, 20 21, 30 1, 90 100, 00 100, 00 99, 60 97, 20

Divergência χ2 98, 20 69, 80 5, 90 0, 10 100, 00 98, 70 51, 10 14, 60 100, 00 100, 00 100, 00 99, 50
Distância L1 norm 95, 40 45, 00 0, 90 0, 00 99, 80 95, 40 23, 90 2, 20 100, 00 100, 00 99, 80 97, 90

Distância Bhattacharyya 83, 10 19, 40 0, 20 0, 00 98, 30 84, 80 7, 10 0, 50 100, 00 99, 90 98, 20 91, 70
Distância Hellinger 83, 10 19, 40 0, 20 0, 00 98, 30 84, 80 7, 10 0, 50 100, 00 99, 90 98, 20 91, 70
Distância triangular 78, 40 13, 30 0, 10 0, 00 97, 30 80, 10 4, 60 0, 10 100, 00 99, 70 97, 20 88, 70

Distância média-harmônica 78, 40 13, 30 0, 10 0, 00 97, 30 80, 10 4, 60 0, 10 100, 00 99, 70 97, 20 88, 70

LE

Distância Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 97, 70
Divergência Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 94, 30

Distância χ2 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 60

Divergência χ2 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distância L1 norm 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 98, 50

Distância Bhattacharyya 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 97, 50
Distância Hellinger 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 97, 50
Distância triangular 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 96, 60

Distância média-harmônica 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 96, 60

CLD

Distância Kullback-Leibler 99, 90 95, 20 46, 70 5, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 90 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Divergência Kullback-Leibler 99, 50 93, 00 34, 30 2, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 60 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00

Distância χ2 99, 90 98, 40 67, 60 15, 90 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00

Divergência χ2 100, 00 99, 50 91, 10 53, 10 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distância L1 norm 100, 00 98, 70 71, 40 16, 40 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00

Distância Bhattacharyya 99, 90 94, 50 43, 80 4, 10 100, 00 100, 00 100, 00 99, 80 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distância Hellinger 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distância triangular 99, 40 93, 10 35, 40 2, 40 100, 00 100, 00 100, 00 99, 70 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00

Distância média-harmônica 99, 40 93, 10 35, 40 2, 40 100, 00 100, 00 100, 00 99, 70 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00

CLE

Distância Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 76, 40 8, 30
Divergência Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 63, 00 2, 40

Distância χ2 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 87, 50 16, 40

Divergência χ2 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 30 61, 10
Distância L1 norm 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 80, 10 10, 30

Distância Bhattacharyya 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 75, 20 7, 30
Distância Hellinger 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 75, 20 7, 30
Distância triangular 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 71, 30 5, 00

Distância média-harmônica 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 71, 30 5, 00

CAL

Distância Kullback-Leibler 99, 90 95, 20 46, 70 5, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 90 100, 00 100, 00 76, 40 8, 30
Divergência Kullback-Leibler 99, 50 93, 00 34, 30 2, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 60 100, 00 100, 00 63, 00 2, 40

Distância χ2 99, 90 98, 40 67, 60 15, 90 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 87, 50 16, 40

Divergência χ2 100, 00 99, 50 91, 10 53, 10 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 30 61, 10
Distância L1 norm 100, 00 98, 70 71, 40 16, 40 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 80, 10 10, 30

Distância Bhattacharyya 99, 90 94, 50 43, 80 4, 10 100, 00 100, 00 100, 00 99, 80 100, 00 100, 00 75, 20 7, 30
Distância Hellinger 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 75, 20 7, 30
Distância triangular 99, 40 93, 10 35, 40 2, 40 100, 00 100, 00 100, 00 99, 70 100, 00 100, 00 71, 30 5, 00

Distância média-harmônica 99, 40 93, 10 35, 40 2, 40 100, 00 100, 00 100, 00 99, 70 100, 00 100, 00 71, 30 5, 00

5.8 Cenário 8

Neste cenário geramos a variável resposta a partir de uma distribuição beta e posteri-
ormente ajustamos um modelo de regressão beta, por fim alteramos a variável regressora
mantendo fixa a variável resposta.

Na Tabela 5.10 observamos inicialmente que no esquema LE todas as medidas in-
dicam 100% das observações atípicas em todos os níveis de contaminação e tamanhos
de amostras. No esquema LD notamos que a distância e divergência χ2 se destaca das
demais medidas, por manter uma certa regularidade entre os níveis de contaminação e
tamanhos de amostras. Todas as medidas apresentam boas porcentagens de indicação
de observações atípicas nos esquemas CLD e CLE, contudo, notamos que em ambos os
esquemas, ao nível de contaminação de 10%, a medida que aumentamos o tamanho da
amostra as porcentagens diminuem rapidamente.
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Tabela 5.10: Porcentagens das vezes que as medidas indicam observações atípicas no
cenário 8.

Esquema Medidas 3% 6% 10%
30 60 90 120 30 60 90 120 30 60 90 120

LD

Distância Kullback-Leibler 81, 60 67, 60 19, 20 2, 10 80, 70 79, 00 24, 70 3, 60 77, 40 88, 00 44, 80 7, 70
Divergência Kullback-Leibler 77, 30 58, 50 13, 00 1, 50 74, 20 72, 00 16, 30 1, 40 72, 70 82, 40 31, 20 4, 00

Distância χ2 100, 00 99, 80 100, 00 100, 00 100, 00 99, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 00 100, 00 100, 00

Divergência χ2 100, 00 99, 90 100, 00 100, 00 100, 00 99, 90 100, 00 100, 00 100, 00 99, 70 100, 00 100, 00
Distância L1 norm 93, 40 83, 80 35, 00 6, 50 92, 50 91, 00 41, 30 10, 20 89, 90 95, 10 66, 60 17, 30

Distância Bhattacharyya 80, 70 65, 30 17, 60 2, 00 78, 70 77, 10 22, 70 3, 00 76, 60 86, 70 41, 70 6, 90
Distância Hellinger 80, 70 65, 30 17, 60 2, 00 78, 70 77, 10 22, 70 3, 00 76, 60 86, 70 41, 70 6, 90
Distância triangular 76, 40 58, 80 13, 30 1, 50 74, 00 72, 30 17, 10 1, 60 72, 40 83, 50 33, 90 4, 90

Distância média-harmônica 76, 40 58, 80 13, 30 1, 50 74, 00 72, 30 17, 10 1, 60 72, 40 83, 50 33, 90 4, 90

LE

Distância Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Divergência Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00

Distância χ2 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00

Divergência χ2 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distância L1 norm 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00

Distância Bhattacharyya 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distância Hellinger 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00
Distância triangular 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00

Distância média-harmônica 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00

CLD

Distância Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 99, 90 97, 90 99, 90 100, 00 100, 00 98, 40 95, 10 95, 40 56, 80 4, 40
Divergência Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 99, 70 94, 60 99, 90 100, 00 100, 00 95, 90 93, 00 91, 10 40, 20 2, 00

Distância χ2 100, 00 100, 00 100, 00 99, 40 100, 00 100, 00 100, 00 99, 90 96, 60 97, 60 72, 20 13, 80

Divergência χ2 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 40 99, 90 96, 00 62, 40
Distância L1 norm 100, 00 100, 00 100, 00 99, 30 99, 90 100, 00 100, 00 99, 80 95, 70 96, 30 65, 50 8, 80

Distância Bhattacharyya 100, 00 100, 00 99, 90 97, 50 99, 90 100, 00 100, 00 98, 10 94, 80 94, 70 54, 40 3, 40
Distância Hellinger 100, 00 100, 00 99, 90 97, 50 99, 90 100, 00 100, 00 98, 10 94, 80 94, 70 54, 40 3, 40
Distância triangular 100, 00 100, 00 99, 80 95, 60 99, 90 100, 00 100, 00 97, 00 94, 10 93, 20 46, 80 2, 60

Distância média-harmônica 100, 00 100, 00 99, 80 95, 60 99, 90 100, 00 100, 00 97, 00 94, 10 93, 20 46, 80 2, 60

CLE

Distância Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 90 95, 90 67, 70 9, 30
Divergência Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 80 93, 80 56, 30 4, 30

Distância χ2 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 90 97, 40 77, 10 18, 20

Divergência χ2 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 10 93, 60 53, 20
Distância L1 norm 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 90 95, 70 68, 90 10, 60

Distância Bhattacharyya 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 90 95, 60 66, 10 8, 20
Distância Hellinger 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 90 95, 60 66, 10 8, 20
Distância triangular 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 90 95, 20 61, 80 6, 10

Distância média-harmônica 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 90 95, 20 61, 80 6, 10

CAL

Distância Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 99, 90 97, 90 99, 90 100, 00 100, 00 98, 40 95, 00 91, 60 41, 50 0, 50
Divergência Kullback-Leibler 100, 00 100, 00 99, 70 94, 60 99, 90 100, 00 100, 00 95, 90 92, 80 86, 40 24, 80 0, 00

Distância χ2 100, 00 100, 00 100, 00 99, 40 100, 00 100, 00 100, 00 99, 90 96, 50 95, 30 58, 10 3, 50

Divergência χ2 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 100, 00 99, 40 99, 00 90, 50 36, 60
Distância L1 norm 100, 00 100, 00 100, 00 99, 30 99, 90 100, 00 100, 00 99, 80 95, 60 92, 30 49, 00 1, 10

Distância Bhattacharyya 100, 00 100, 00 99, 90 97, 50 99, 90 100, 00 100, 00 98, 10 94, 70 90, 80 38, 70 0, 40
Distância Hellinger 100, 00 100, 00 99, 90 97, 50 99, 90 100, 00 100, 00 98, 10 94, 70 90, 80 38, 70 0, 40
Distância triangular 100, 00 100, 00 99, 80 95, 60 99, 90 100, 00 100, 00 97, 00 94, 00 89, 10 31, 70 0, 10

Distância média-harmônica 100, 00 100, 00 99, 80 95, 60 99, 90 100, 00 100, 00 97, 00 94, 00 89, 10 31, 70 0, 10

Na Figura 5.24 vemos uma configuração muito semelhante a encontrada na Figura
5.20. Isto é, as medidas se mostram mais sensíveis a detecção de observações atípicas nos
esquemas LE e CLE, as configurações apresentadas pelas medidas são semelhantes dentro
de cada esquema e destacamos a regularidade na indicação de observações atípicas da
distância e divergência χ2 (M3 e M4) no esquema LD.

De modo geral, as configurações das tabelas e gráficos estão se repetindo dependendo
do modelo ajustado. Nesse estudo, observamos que a divergência χ2 demonstrou maior
eficiência que as demais medidas na detecção de observações atípicas. Percebemos que o
modelo de regressão beta retangular é mais apropriado que o modelo de regressão beta, no
caso em que temos a presença de observações atípicas. Notamos também que as medidas
apresentam melhor desempenho na detecção de observações atípicas quando o modelo
ajustado não corresponde a verdadeira distribuição geradora dos dados.

5.9 Gráficos referentes as simulações

Nesta seção nós dispomos todos os gráficos referentes aos 8 cenários tratados na simu-
lação.
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CAPÍTULO 6

Aplicação

Neste capítulo apresentamos uma aplicação do uso das divergências Kullback-Leibler e
χ2 e das distâncias estocásticas Kullback-Leibler, χ2, Bhattacharyya, Hellinger, triangular
e média-harmônica, bem como da distância L1 norm na detecção de observações atípicas
nos ajustes dos modelos de regressão beta e beta retangular. O banco de dados utilizado
se refere a um estudo esportivo conduzido pelo Instituto Australiano de Esportes (AIS)
no qual são analisadas 13 variáveis em 202 atletas praticantes de diversos esportes. Tal
banco se encontra disponível no pacote sn do software estatístico R.

Os ajustes dos modelos de regressão beta e beta retangular serão feitos segundo a
abordagem Bayesiana, para os modelos ajustados usamos o método MCMC para obter-
mos uma cadeia de tamanho 100.000, utilizando um burn-in igual a 50.000 e um thin igual
a 10, obtivemos uma amostra final de tamanho 5.000 das distribuições a posteriori dos
parâmetros dos modelos. Consideraremos como variável resposta o percentual de gordura
corporal (PGC) e como variáveis explicativas a massa corporal magra (MCM) e o sexo
referente aos 37 atletas que praticam remo. Na Figura 6.1 apresentamos o gráfico box-
plot (à esquerda) e o histograma (à direita) da variável resposta, por ambos os gráficos
observamos que a distribuição da variável é assimétrica no intervalo (0, 1).

Na Figura 6.2 temos o gráfico de dispersão entre a variável resposta PGC e a variável
explicativa MCM, podemos observar que estas variáveis apresentam um grau de correlação
negativa, isto é, a medida que os valores da variável MCM aumentam os valores da variável
PGC diminuem. Na mesma figura podemos ver a presença de dois grupos na nuvem de
pontos, como também a presença de 3 observações que se destacam dos grupos. As
observações 16 e 30 apresentam os menores valores da variável MCM. A observação 13
apresenta o menor valor da variável PGC referente as observações do sexo feminino.

72
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Figura 6.1: Boxplot e histograma da variável percentual de gordura corporal.
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Figura 6.2: Gráfico de dispersão entre as PGC e MCM referente aos 37 atletas que praticam
remo.
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A seguir ajustaremos o modelo de regressão beta.

6.1 Modelo de regressão beta

Nesta seção, adotaremos um modelo de regressão beta com dispersão constante, da
forma

PGCi ∼ B(µi, φ), logito(µi) = β0 + β1 ×MCMi + β2 × sexoi, i = 1, 2, . . . , 37, (6.1)

em que sexoi = 1 se i representar uma observação do sexo masculino e sexoi = 0 caso con-
trário. Conforme indicado pela literatura, adotamos φ ∼ G(0, 01; 0, 01) como distribuição
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a priori para φ e βi ∼ N (µ∗i , σ
2) para os β′is.

Para uma escolha inicial dos hiperparâmetros das distribuições dos β′is adotamos
βi ∼ N (0; 102). Posteriormente, ajustamos o modelo com tais prioris, e usamos as médias
e desvios-padrão das distribuições a posteriori dos β′is como novos hiperparâmetros. Con-
tinuamos a fazer isto sucessivamente até não observarmos significantes mudanças nas esti-
mativas dos parâmetros em relação ao modelo ajustado anteriormente. No final do ajuste
de 12 modelos nós adotamos as seguintes distribuições a priori para os β′is, são elas, β0 ∼
N (−1, 04644; 0, 025152), β1 ∼ N (−0, 00597; 0, 000392) e β2 ∼ N (−0, 75024; 0, 03052). Na
Tabela 6.1 temos as médias das distribuições a posteriori dos parâmetros do modelo
proposto, bem como o intervalo de credibilidade de 95% e os valores dos critérios de
comparação de modelos adotados. Vemos pela tabela que todos os parâmetros são signi-
ficativos para o modelo.

Na Figura 6.3 temos o gráfico do ĈPO, em que os pontos sem preenchimento se
referem as observações do sexo feminino, enquanto que os pontos com preenchimento se
referem as observações do sexo masculino. Em destaque vemos que a observação 13 tem
o menor valor desta medida, isto nos fornece indícios que esta observação não está sendo
bem ajustada pelo modelo.

Figura 6.3: ĈPO do modelo de regressão beta ajustado.
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Fonte: Dados próprios.

Na Figura 6.4 apresentamos os gráficos das medidas utilizadas na identificação de
observações atípicas. Estamos usando, assim como nas simulações, θ = 0, 8 para o cálculo
do ponto de corte. Os pontos sem preenchimento se referem as observações do sexo
feminino, enquanto que os pontos com preenchimento se referem as observações do sexo
masculino. Notamos que a observação 13 é indicada por todas as medidas como sendo
atípica. Por este indício, posteriormente ajustaremos mais uma vez o modelo de regressão
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beta sem a presença dessa observação, com o intuito de verificarmos seu impacto sobre o
modelo ajustado.

Figura 6.4: Gráficos das medidas utilizadas na identificação de observações atípicas no ajuste
do modelo de regressão beta.
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6.1.1 Modelo de regressão beta sem a observação 13

A escolha dos hiperparâmetros das distribuições dos β′is foi feita de mesmo modo que
no ajuste do modelo de regressão beta com todas as observações, assim nos adotamos, β0 ∼
N (−1, 03996; 0, 014382), β1 ∼ N (−0, 00587; 0, 000232) e β2 ∼ N (−0, 75128; 0, 022012).
Na Tabela 6.1 observamos as médias das distribuições a posteriori dos parâmetros do
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novo modelo ajustado bem como o intervalo de credibilidade de 95%. Notamos que com
a retirada desta observação as inferências com relação aos parâmetros do modelo não
mudaram e que as estimativas dos parâmetros β0 e φ são mais fortemente afetadas que as
dos demais parâmetros. Em relação aos critérios de comparação de modelos, vemos que
estes critérios nos indicam que com a retirada da observação 13 o modelo se ajusta melhor
aos dados. Assim podemos concluir que este ponto tem influência sobre as estimativas
dos parâmetros do modelo.

Na Figura 6.5 temos o gráfico do ĈPO, notamos que com a retirada da observação 13,
nenhuma outra observação aparece em destaque, isto nos fornece indícios de que todas as
observações estão sendo bem ajustadas pelo modelo.

Figura 6.5: ĈPO do modelo de regressão beta ajustado sem a observação 13.
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Fonte: Dados próprios.

Na Figura 6.6 vemos os gráficos das medidas utilizadas na identificação de observações
atípicas. Observamos nesta figura que com a retirada da observação 13 nenhuma divergên-
cia ou distância indica pontos atípicos. Na Figura 6.7 temos o gráfico de dispersão entre as
variáveis PGC e MCM, com a linha de regressão da média da variável PGC do modelo de
regressão beta ajustado com e sem a observação 13. Notamos por esta figura uma suave
diferença entre as linhas de regressão da média da variável PGC. Contudo, como comen-
tado anteriormente, com a retirada da observação 13 observamos significantes mudanças
nas estimativas dos parâmetros β0 e φ.
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Figura 6.6: Gráficos das medidas utilizadas na identificação de observações atípicas no ajuste
do modelo de regressão beta sem a observação 13.
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Figura 6.7: Gráfico de dispersão entre as variáveis PGC e MCM com a linha de regressão da
média da variável PGC para o modelo de regressão beta ajustado com e sem a observação 13.
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Bayes et al. (2012) indicam que o modelo de regressão beta retangular pode ser uma
melhor alternativa ao modelo de regressão beta para situações em que há ocorrência de
eventos extremos. Como a observação 13 é um evento extremo, ajustaremos a seguir o
modelo de regressão beta retangular. Nosso intuito com isto é comparar os ajustes deste
modelo com os modelos de regressão beta ajustados anteriormente.

6.2 Modelo de regressão beta retangular

Nesta seção, para estudar a relação entre a variável resposta PGC e as variáveis ex-
plicativas MCM e sexo, ajustaremos o modelo de regressão beta retangular proposto por
Bayes et al. (2012). O modelo que ajustaremos é dado por

PGCi ∼ BRR(γi, φ, α), logito(γi) = β0 + β1 ×MCMi + β2 × sexoi, i = 1, 2, . . . , 37.(6.2)

Para as distribuições a priori dos β′is, φ e α nos adotamos βi ∼ N (µ∗i , σ
2), φ ∼ G(0, 01; 0, 01)

e α ∼ U(0; 1), conforme indicado pela literatura. A escolha dos hiperparâmetros das dis-
tribuições dos β′is foi feita de mesmo modo que nos ajustes dos modelos de regressão beta
anteriores, assim nos adotamos, β0 ∼ N (−1, 02780; 0, 032942), β1 ∼ N (−0, 00544; 0, 000542)

e β2 ∼ N (−0, 75266; 0, 029972).

Na Tabela 6.1 observamos as médias das distribuições a posteriori dos parâmetros do
modelo ajustado bem como o intervalo de credibilidade de 95%. Pelos valores dos critérios
de comparação de modelos, temos que o modelo de regressão beta ajustado com todas as
observações é mais adequado para este caso que o modelo de regressão beta retangular
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ajustado.

Na Figura 6.8 vemos os gráficos das medidas utilizadas na identificação de observações
atípicas. Assim como no caso do ajuste do modelo beta, todas as medidas indicam apenas
a observação 13 como atípica. Posteriormente ajustamos o modelo de regressão beta
retangular sem esta observação.

Figura 6.8: Gráficos das medidas utilizadas na identificação de observações atípicas no ajuste
do modelo de regressão beta retangular.
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Fonte: Dados próprios.

Na Figura 6.9 temos os gráfico do ĈPO, podemos notar, assim como no caso do ajuste
do modelo de regressão beta com todas as observações, que a observação 13 se destaca
com o menor valor do ĈPO, isto nos fornece indícios de que esta observação não está
sendo bem ajustada pelo modelo.
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Figura 6.9: ĈPO do modelo de regressão beta retangular ajustado.
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A seguir ajustaremos mais uma vez o modelo de regressão beta retangular, mas agora
sem a observação 13. Com isso estamos interessados em verificar o impacto desta obser-
vação sobre o ajuste do modelo.

6.2.1 Modelo de regressão beta retangular sem a observação 13

Para as distribuições dos β′is, conforme feito anteriormente, adotamos,
β0 ∼ N (−1, 02514; 0, 021332), β1 ∼ N (−0, 00542; 0.000332) e β2 ∼ N (−0, 75494; 0, 021552).
Assumimos φ ∼ G(0, 01; 0, 01) e α ∼ U(0; 1).

Na Tabela 6.1 temos as médias das distribuições a posteriori dos parâmetros do mo-
delo ajustado e seus respectivos intervalos de 95% de credibilidade. Notamos que com
a retirada da observação 13 as inferências com relação aos parâmetros do modelo não
mudaram, e que as estimativas dos β′s são fracamente afetadas, apenas os parâmetros φ e
α tem suas estimativas mais fortemente afetadas. Os critérios de comparação de modelos
nos indicam que o modelo de regressão beta ajustado sem a observação 13 é mais indicado
ao ajuste dos dados do que o modelo de regressão beta retangular ajustado também sem
esta observação.

Na Figura 6.10 temos o gráfico de dispersão entre as PGC e MCM com a linha de
regressão da média da variável PGC para o modelo de regressão beta retangular ajus-
tado com e sem a observação 13. Notamos nesta figura uma suave diferença entre as
linhas de regressão da média da variável PGC. Contudo, como comentado anteriormente,
com a retirada da observação 13 observamos significantes mudanças nas estimativas dos
parâmetros α e φ.
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Figura 6.10: Gráfico de dispersão entre as PGC e MCM com a linha de regressão da média da
variável PGC para o modelo de regressão beta retangular ajustado com e sem a observação 13.
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Fonte: Dados próprios.

Na Figura 6.11 temos o gráfico do ĈPO, observamos que não há nenhuma obser-
vação em destaque, isto nos fornece indícios de que todas as observações estão sendo bem
ajustadas pelo modelo.

Figura 6.11: ĈPO do modelo de regressão beta retangular ajustado sem a observação 13.
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Na Figura 6.12 vemos os gráficos das medidas utilizadas na identificação de observações
atípicas. Assim como no caso do ajuste do modelo beta, nenhuma observação é indicada
pelas medidas como sendo atípica.
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Figura 6.12: Gráficos das medidas utilizadas na identificação de observações atípicas no ajuste
do modelo de regressão beta retangular ajustado sem a observação 13.
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6.3 Conclusão

Em nossa aplicação verificamos pelos critérios de comparação de modelos que em am-
bos os casos, com todas as observações e sem a observação 13, o modelo de regressão beta
é mais indicado que o modelo de regressão beta retangular. Contudo, as estimativas dos
parâmetros do modelo de regressão beta retangular são menos afetados que os parâmetros
do modelo de regressão beta, e a estimativa de α é próxima de zero em ambos os casos,
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deste modo advogamos a favor do uso do modelo de regressão beta retangular para ajustar
aos dados. Em ambos os modelos, observamos também que as inferências em relação aos
seus parâmetros não se alteram com a retirada da observação 13. Notamos que as estima-
tivas dos parâmetros β0 e φ são significativamente afetadas quando ajustamos o modelo
de regressão beta com a retirada da observação 13. No ajuste do modelo de regressão beta
retangular não observamos significativas mudanças nas estimativas dos parâmetros β′s,
apenas nas estimativas dos parâmetros α e φ. Notamos nas Figuras 6.7 e 6.10, que com
a retirada da observação 13 o ajuste do modelo de regressão beta retangular não sofre
significante alteração em relação ao modelo de regressão beta, notamos mais claramente a
alteração causada pela retirada da observação 13 no ajuste do modelo de regressão beta.
Em relação as divergências e distâncias utilizadas na detecção de observações atípicas,
podemos dizer que tais medidas foram eficientes, visto que observamos que todas as me-
didas, no ajuste de ambos os modelos, indicam a observação 13 como atípica.

Na Tabela 6.1 observamos as médias das distribuições a posteriori dos parâmetros dos
modelos de regressão beta e beta retangular ajustados com e sem a observação 13, bem
como o intervalo de credibilidade de 95% e os critérios de comparação de modelos. Nas
Figuras 6.13 e 6.14 temos os gráfico de dispersão entre as PGC e MCM com a linha de
regressão da média da variável PGC para o modelo de regressão beta e beta retangular
ajustado com e sem a observação 13, respectivamente.

Tabela 6.1: Média a posteriori e intervalo de credibilidade 95% para os parâmetros dos
modelos de regressão beta e beta retangular para os atletas de remo do conjunto de dados
IAS usando todas as observações e sem a observação 13.

Observações Parâmetros Regressão beta Regressão beta retangular
Média 2,5% 97,5% Média 2,5% 97,5%

Todas

β0 -1.04625 -1.08916 -1.00418 -1.02842 -1.08512 -0.96989
β1 -0.00598 -0.00664 -0.00530 -0.00546 -0.00638 -0.00454
β2 -0.74801 -0.80281 -0.69423 -0.74984 -0.80383 -0.69598
φ 194.53601 117.63917 292.24876 197.35608 114.76043 302.89466
α - - - 0.06027 0.00285 0.15619

LPML 84,50131 83,60112
D̂IC -169,05313 -167,20000
ÊAIC -162,72300 -159,20545
ÊBIC -156,27932 -151,15083

PsBF (B|BRR) 2,260

Sem a observação 13

β0 -1.03972 -1.06527 -1.01377 -1.02536 -1.06385 -0.98703
β1 -0.00586 -0.00627 -0.00545 -0.00542 -0.00601 -0.00481
β2 -0.75191 -0.79335 -0.71194 -0.75548 -0.79542 -0.71622
φ 242.52801 144.16676 369.13141 239.87716 141.13864 365.70748
α - - - 0.05012 0.00251 0.13066

LPML 86,96935 86,02235
D̂IC -173,45062 -171,51798
ÊAIC -166,88150 -163,38013
ÊBIC -160,54754 -155,46255

PsBF (B|BRR) 2,1195
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Figura 6.13: Gráfico de dispersão entre as PGC e MCM com a linha de regressão da média
da variável PGC para o modelo de regressão beta e beta retangular ajustado com todas as
observações.

40 50 60 70 80 90

0.
10

0.
15

0.
20

0.
25

Massa corporal magra (MCM)

Pe
rc

en
tu

al
 d

e 
go

rd
ur

a 
co

rp
or

al
 (P

G
C

)

16

30

13

Beta

Beta retangular

Fonte: Dados próprios.

Figura 6.14: Gráfico de dispersão entre as PGC e MCM com a linha de regressão da média da
variável PGC para o modelo de regressão beta e beta retangular ajustado sem a observação 13.
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CAPÍTULO 7

Considerações finais

Neste trabalho discutimos sobre modelos de regressão beta e beta retangular sob uma
perspectiva Bayesiana, sobre alguns critérios de comparação de modelos e sobre o uso
e algumas divergências e distâncias estocásticas. Como dito anteriormente nosso obje-
tivo é avaliar o uso das divergências Kullback-Leibler e χ2, e das distâncias estocásti-
cas Kullback-Leibler, χ2, Bhattacharyya, Hellinger, triangular e média-harmônica, e da
distância L1 norm na identificação de observações atípicas nos ajustes dos modelos de
regressão beta e beta retangular. Para tal análise fizemos um estudo de simulação que,
de modo geral, demonstrou ser eficiente o uso das citadas medidas para alcançarmos o
objetivo proposto. Também observamos que o modelo de regressão beta retangular se
mostrou mais apto que o modelo de regressão beta, para se trabalhar com dados atípicos.
Percebemos que o modelo de regressão beta retangular é mais apropriado que o modelo de
regressão beta, no caso em que temos a presença de observações atípicas. Notamos tam-
bém que as medidas apresentam melhor desempenho na detecção de observações atípicas
quando o modelo ajustado não corresponde a verdadeira distribuição geradora dos dados.
Em destaque das demais medidas utilizadas, temos a divergência χ2, que se mostrou a
melhor medida para detectar pontos atípicos. Por último apresentamos uma aplicação a
fim de evidenciar a utilização das citadas medidas na indicação de observações atípicas nos
ajustes dos modelos de regressão beta e beta retangular. Como proposta para trabalhos
futuros podemos pensar na criação de novos pontos de corte.
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