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Resumo

Nas tltimas décadas, diversas novas distribuicoes de probabilidade vém sendo estudadas e
aplicadas a conjuntos de dados reais. Especificamente, modelos de mistura entre distribui-
¢oes tém sido empregados em aplicacoes cujos dados resultantes requerem modelos com
alta flexibilidade. Neste trabalho, uma nova distribuicao chamada Composta Poisson-
Truncada Gama é proposta. Este modelo tem trés parametros e sua densidade é dada
por uma mistura infinita de densidades gamas com pesos definidos pela probabilidade de
massa da distribuicdo Poisson-Truncada. Algumas propriedades estatisticas sao estuda-
das: funcao de risco, funcao caracteristica, funcao geradora de momentos, momentos e
funcao geradora de cumulantes. Trés métodos de estimacgao sao propostos e analisados
para a nova distribui¢ao: por momentos, por maxima verossimilhanga via algoritmo EM
e pela funcao caracteristica empirica. Além disso, apresentamos um estudo de simulagao
via Monte Carlo em que comparamos estes trés métodos de estimacao. Finalmente, uma
aplicagao a dados reais de uma imagem SAR é realizada. Resultados decorrentes dos
estudos de simulacao sugerem que o método de estimacao por maxima verossimilhanca
via algoritmo EM tem uma melhor performance. Além disso, a analise dos dados reais
indicam que o modelo proposto pode superar distribuicoes estendidas da literatura.

Palavras-chave: Distribuicio Composta Poisson-Truncada Gama. Funcao Caracteris-
tica Empirica. Algoritmo EM. Momentos.



Abstract

In recent decades, many new probability distributions have been studied and applied
to real data sets. Specifically, mixture models between distributions have been used in
applications whose resulting data requires models with high flexibility. In this work, a
new distribution called Compound Poisson-Truncated Gamma is proposed. This model
has three parameters and its density is given by an infinite mixture of gamma densities,
where the weights are given by the probability mass function of the Poisson-Truncated
distribution. Some statistical properties are studied: risk function, characteristic func-
tion, moment generating function, moments and cumulants generating function. Three
estimation methods are proposed and analyzed for the new distribution: by moments, by
maximum likelihood via EM algorithm and by empirical characteristic function. In addi-
tion, we present a Monte Carlo simulation study where we compare these three estimation
methods. Finally, an application to real data of a SAR image is performed. Results from
the simulation study suggest that the method of maximum likelihood estimation via EM
algorithm has a better performance. Moreover, the analysis of real data indicates that
the proposed model can overcome extended distributions from the literature.

Keywords: Compound Poisson-Truncated Gamma Distribution. Empirical Characteris-

tic Function. EM algorithm. Moments.
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Capitulo 1
Introducao

O avanco dos recursos de captura de dados tem possibilitado a descricao de novos
fendomenos. Entretanto, este acesso impoe a necessidade de modelos de incerteza capazes
de descrever dados de alta complexidade (como, por exemplo, dados multimodais). Nos
ultimos anos, varios modelos tém sido propostos no sentido de preencher esta lacuna.

De acordo com McLachlan e Peel (2000), modelos de misturas tém sido aplicados em
diversas areas. Por exemplo, no reconhecimento de padroes e visao computacional, es-
tudados por Bouguila e Ziou (2006) e Yang e Liu (2002). Na segmentagio de imagens,
abordados por Mignotte et al. (2000) e Yang e Krishnan (2004). A viabilidade da aplica-
cao destes modelos tem aumentado com a sofisticacao de recursos computacionais. Uma
motivagao fisica do uso da abordagem de misturas é apresentado por Vargas (2011), no
qual considera um modelo de misturas de distribui¢oes independentes do tipo Poisson
para a amostra de tremores de terra com magnitude maior ou igual a 7 que ocorreu no
mundo entre 1900-2006.

Segundo Zucchini e MacDonald (2009) a variavel aleatoria X satisfaz o modelo de
mistura de distribui¢ao independente se sua fun¢ao densidade (ou massa) de probabilidade
satisfaz a equacao:

fx(z) = Z di fi(x),

em que n é o nimero de distribui¢oes envolvidas associadas a um valor 0 < §; < 1,
1 <i<n,denominado de peso das misturas tal que > ., §; = 1. Portanto fx(-) satisfaz
as propriedades de funcao densidade de probabilidade ou funcao massa de probabilidade.

Karlis e Xekalaki (2005) apresentaram um tipo importante de mistura de distribuigoes
denominada Composta N, em que uma variavel aleatoria S é formada pela soma de N

variaveis aleatorias, em que N também é uma varidvel aleatoria; ou seja,

S=> X (1.1)

14
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Karlis e Xekalaki (2005) apresentaram ainda um caso particular da composta N que é
a distribuicao Composta Poisson em que consideram N como sendo a distribuicao de Pois-
son. Apoés o surgimento dessa familia de distribuicoes, véarias outras distribui¢oes foram
geradas a exemplo de Willmot (1993) que propos a distribuigao Poisson Gama Truncada
e Al-Awadhi e Ghitany (2001) que estudaram a distribui¢ao Poisson Lomax.

Aratjo (2015) propos uma sub-familia da distribuicdo Composta N em que consi-
dera N como sendo a distribuicao Poisson-Truncada no zero. Ao contrario da distribui-
cao Composta Poisson que sempre tem probabilidade no zero, a distribuicao Composta,
Poisson-Truncada é continua se todas as variaveis aleatorias X tiverem uma distribuicao
continua. Araujo (2015) apresentou ainda um caso especial dessa sub-familia em que se
considera X uma variavel aleatoria seguindo a distribuicao normal, no qual denominou-se
por distribuigdo Composta Poisson-Truncada Normal (CPTN).

Uma motivacao fisica para adotar N como Poisson-Truncada, é que em processamento
de imagens SAR, a area iluminada pode ser descrita fisicamente por

ZFka
k=1

em que n é uma realiza¢ao da Poisson-Truncada e F € C (Delignon e Pieczynski, 2002).
Substituindo Fj por sua intensidade || F}||?, o modelo proposto nesta dissertacao é obtido
naturalmente.

Este trabalho objetiva apresentar uma nova distribuicao denominada Composta Poisson-
Truncada Gama (CPTG), em que os X s em (1.1) sdo variaveis aleatorias independentes
e identicamente distribuidas (iid) com distribui¢do gama. Além disso, derivamos algumas
propriedades estatisticas dessa distribuicao. Apresentamos evidéncias empiricas de que
a distribuicao proposta pode ser muito flexivel, embora seja definida em trés parame-
tros. Este tltimo fato coloca o modelo CPTG em vantagem com respeito aos modelos
de misturas usuais, sobre os quais o nimero de parametros aumenta com as distribuicoes
misturadas. Este fato decorre do resultado de que a soma de gamas resulta na distribuicao
gama. Neste trabalho, deduzimos e discutimos (via simulagdo Monte Carlo) trés métodos
de estimagao: estimagao via momentos, via algoritmo (FEzpectation Mazimization) EM
e por minimizacao da funcao caracteristica. Para o ultimo procedimento de estimacao,
fornecemos evidéncias numéricas para o melhor intervalo de discretizacao do suporte da
funcao caracteristica para o caso da distribuicao CPTG.

A dissertacao esta estruturada da seguinte maneira. No Capitulo 2, apresentamos a
distribuicao Composta N e a sub-familia Composta Poisson-Truncada. Em seguida, apre-
sentamos a distribuicao que estamos propondo, a Composta Poisson-Truncada Gama, e
algumas de suas propriedades estatisticas, tais como: a funcao densidade de probabilidade,
a funcao de risco, a funcao caracteristica, a funcao geradora de momentos, momentos e a
fungao geradora de cumulantes.

No Capitulo 3, é feito um estudo tedrico que embasa todos os métodos de estimagao
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que utilizamos para o desenvolvimento desse trabalho. Os métodos abordados sao o mé-
todo dos momentos, método de maxima verossimilhanca via algoritmo EM e o método
da funcao caracteristica empirica. Além disso, apresentamos um estudo de simulacgao
via Monte Carlo e uma aplicacao a dados reais da distribuicao CPTG. Finalmente, no

Capitulo 4, descrevemos as consideragoes finais e propostas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Apresentacao do Modelo

2.1 Distribuicao Composta N

Conside a variavel aleatoria

N
S = E Xi7
i=1
em que N é uma variavel aleatoria inteira positiva e assuma que Xi,..., X, consiste em

uma amostra aleatoria (variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas)
de uma variavel aleatéria X com funcdo densidade de probabilidade (fdp) f e X; inde-
pendente de N (X; LN). A distribuicao de N é definida por uma fung¢ao de probabilidade
P(N = n) com suporte contido em {1,2,...}. (por simplicidade, estamos considerando
N assumindo valores apenas positivos). Uma variavel aleatoria escrita dessa forma é
denominada Composta N e tem funcao de distribui¢do acumulada (fda) dada por

Fs(z)=P(S<zx) = P(iXi§x>:iP<iXi§x|N:n>P(N:n)

= f:P <§:X, < :p) P(N=n)= ian(x)P(N =n), (2.1)

em que Fg (x) é a fda da soma de n variaveis aleatorias independentes com distribuigao

igual a de X, diga-se S,,. Derivando a expressao (2.1), obtem-se a seguinte fdp:

Fs@) =S fs, () P(N = n),
n=1
em que fg (z) é a fdp da soma de n variaveis aleatorias independentes com distribuigao

17
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igual a de X.

2.2 Modelos Baseline

No que segue, apresentaremos uma rapida discussao de duas distribuicoes baseline.

2.2.1 Distribuicao de Poisson-Truncada no zero

Uma variavel NV segue o modelo de Poisson-Truncada no zero de parametro A > 0 se

sua funcao de probabilidade é expressa por

P(N =n) = ﬁ, para n=1,2,3,...
O parametro A indica a taxa de ocorréncia por unidade de medida. Uma variavel que
segue esta distribuigao seréa denotada por N ~ PT'()). Esta distribui¢do é amplamente
utilizada em fenomenos de contagem, especificamente quando o zero nao faz parte do
espaco amostral (vé, por exemplo, Tippett (1932), Bliss et al. (1948), Moore (1952),
Cohen (1960)).

A fungdo geradora de momentos (fgm) de uma variavel aleatéria X é definida por

Mx(t) = E(etx), —tg < t < g,

em que E(-) é o operador de valor esperado. A fun¢ao geradora de momentos pode ser

. HR(XI . , . ~ . .
reescrita como Mx (t) = 252 5,, ), isto é, uma combinacao infinita dos momentos da

variavel aleatoria X. Qualquer momento de r pode ser obtido a partir da identidade:

4" M, (1)

BX) ==

(2.2)

Para N ~ PT()), a fungao geradora de momentos é dada por

00 " G_A)\k e—A 0 et k
M) = D e T e & L
e t 1 t
= m[exp(Ae )—1] = M[GXP()\Q ) —1]
B e —1
= ST

A esperanca e a variancia desta distribuicao sao dadas, respectivamente, por
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B = 2 e

Var(N) = -
A1 ° ar(N) er—1 er—1)

Outra importante quantidade tipo momento de uma variavel aleatoria X é a funcao
caracterfstica (fc), definida por ¢x(t) = E(e''*). Segundo Magalhaes (2006), se a fgm
existe e é conhecida, ela pode ser usada para calcular a fc, em que ¢x(t) = Mx/(it), em
que i = v/—1 & a unidade imaginéria e t € R, correspondendo a uma alteracio no dominio
e na imagem da funcao geradora. O principal ganho da funcao caracteristica em relacao a
fungao geradora de momentos é que ela sempre existe para qualquer ¢ real, Roussas (1997)
e Magalhaes (2006). Todas as propriedades da fungao geradora de momentos, podem ser

estendidas para a funcao caracteristica. Diante deste resultado, temos

it
et — 1

on(t) = My (it) = E(e'™N) = T

2.2.2 Distribuicao Gama

Uma variavel aleatoria X com distribuigdo gama com parametros o > 0 (parametro
de forma) e 8 > 0 (parametro de escala), é denotada por X ~ T'(a,3) e tem fdp dada
por

ﬁaxafl 675:1:

flz) = W[(txoo)(ﬂf)

e fda dada por

Flo) = P(xX < 0) = L8005 ),

em que y(a,z) = [, t* 'e~'dt ¢ a funcio gama incompleta.

Essa distribuicao tem como suas principais aplicagoes & analise de tempo de vida de
produtos e é modelo para o ruido em intensidades de radar (Nascimento et al., 2010). No
primeiro contexto, ela foi utilizada por Brown e Flood (1947) para ajustar o tempo de
vida de copos de vidro em uma cafeteria. Também foi utilizada para ajustar o tempo de
vida de dispositivos eletronicos (Birnbaum e Saunders, 1958).

/ 20 e (B2 gy

Seja X ~ I'(«, 8), sua fgm é dada por

pr Tla) ( ﬁ

T(a) (B —t)~ B—

M) = Ble) = [ emarie il -
0
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A esperanca e a variancia desta distribuicao sao dadas por

a «
EX)=-= e Var(X)=—
(X) 5 (X) 7
Sejam X, Xs,..., X, varidveis aleatorias independentes com distribuicao gama de

escala comum. Observe que a y | X; ~ (3" | a;, ) com fgm dada por

ME;; Xi(t) = E(etz?:lxi) = E (H etXi> — E(etXi)
=1 =1

B n B Oéi_ 6 Do
= H(ﬂ) -(5)

Caso as variaveis aleatorias X; sejam identicamente distribuidas com parametros o e f3,
n
tem >0, Xi ~ I'(na, ).
A funcao caracteristica da distribuicao gama é dada por

n

ox(t) = Mx(it) = E(e"¥) = (5&1)&’ (2.4)

eafcde ) X;¢éexpressa por

dyn x,(t) = My x,(it) = E(e" =Y = (5 fit> |

2.3 Distribuicao Composta Poisson-Truncada

Aratjo (2015) propos uma sub-familia da distribui¢gdo Composta N em que considera
N como sendo a distribuicao Poisson-Truncada no zero. Esta distribuicao é continua
se todas as variaveis aleatorias X tiverem uma distribuicao continua e é denotada por

distribuicao Composta Poisson-Truncada cuja fda é dada por

Fs(z) = P(S < 1) = iFSn@)P(N =”>:§;FS"<”C) [ﬁ}
— (eAl—l)ni::l%an(x).

e fdp por

) = Y F P =) = Y falo) [

n=1
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1 A"
(e)‘ 1)215]0&(90), com A > 0.

Considerando N ~ PT(\) e X ~ I'(«, /3), obtemos a distribui¢aio Composta Poisson-
Truncada Gama (CPTG), denotada por S ~ CPTG(\, «, ), cuja fda é dada por

Fs(z) = (eAl_ 1) i%,

e fdp expressa por

B 1 o )\nﬁnaxnaflefﬁx B OO )\5& nna—1,—fz
fs(x) = (ex _ 1) Z Il (na) ( ) Z n!l(na)

resultando em uma mistura infinita de densidades gamas com pesos definidos pela proba-
bilidade de massa da distribuicao Poisson-Truncada.

A Figura 2.1 ilustra diferentes formas da distribui¢ao CPTG. Em 2.1(a) fixamos a = 20
e f = 6 e notamos que valores maiores de A\ tendem a gerar curva que tem forma tipica da
densidade da normal. Quando fixamos A =3 e § = 6 em 2.1(b) notamos que, conforme
os valores de o aumentam, a densidade torna-se mais flexivel gerando um niimero maior
de modas. Por fim, na Figura 2.1(c) quando fixamos A = 3 e @ = 20 observamos um
rapido crescimento na densidade quando se aumenta e a densidade decai mais rapido
para zero.

Uma funcao de interesse em analise de sobrevivéncia é a funcao de sobrevivéncia. Ela

é expressa por

S(t)=P(T >t) = /too f(x)dz

e representa a probabilidade do elemento sobreviver pelo menos até o tempo t. Seja T
uma variavel aleatoria nao negativa e continua que representa o tempo de sobrevivéncia
de um elemento. A funcao de sobrevivéncia é o complemento da funcao de distribuicao,
isto &, S(t) =1 — P(T <t)=1— F(t). Assim, a distribuicdo CPTG possui a seguinte

funcao de sobrevivéncia

S(x)=1- Fg(x)=1— (;_Jz%.
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Figura 2.1: Funcao densidade da distribui¢ao Composta Poisson-Truncada Gama
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Fonte: Autoria prépria.

Outra funcao muito importante neste campo é a funcao de risco ou fun¢ao taxa de
falha definida por

O PUST<t+ AT =1 f(0)
ht) = lim, At =S

em que f(t) = F'(t). A funcao de risco é interpretada como a taxa de falha no instante ¢,
dado que a falha nao ocorreu antes de ¢t. Representa pois, o risco eminente de uma falha
ocorrer em t. A seguir, apresentamos a funcao de risco da distribuicao CPTG:
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o )\604 n o 1 — Bz

fslx) <eA 1) Z n!T(na)

hs(z) = S(z) - L ( jl) Z N (e )

er-1 n!T(na)

Segundo Colosimo e Giolo (2006), a funcdo de risco é utilizada como instrumento
natural de estimacao de modelos, isto é, a forma da funcao de taxa de falha define um
possivel modelo probabilistico para o tempo de sobrevivéncia. Na Figura 2.2, esta re-
presentado o grafico da fungao de risco da distribuigio CPTG. Note que em 2.2(a), a
fungao de risco pode assumir forma decrescente. Em 2.2(b), forma unimodal ou bimodal,
ja em 2.2(c), a funcao de risco pode assumir forma de banheira invertida, com um longo
intervalo constante.

Segundo Fine (2006), se N é uma variavel aleatoria inteira ndo negativa, S = Zﬁvzo X,
{Xj,i > 1} sdo iid com fungdo caracteristica comum ¢x, Xy = 0, e elas sdo independentes

de N que é descrita pela fungao caracteristica ¢y, entao

¢s(t) = on(—ilog gx(t)). (2.5)

Assim, aplicando as expressoes (2.3) e (2.4) em (2.5), obtemos

¢s(t) = on(—ilogdx(t))
IV S L BN O s DAV O

er —1 er —1 - er —1

Além disso, obtemos a fgm da distribuicao que é dada por

Ah)"

Ms(t) = er—1

Seja X uma variavel aleatoria com fungio geradora de momentos Mx(t). A fungao

geradora de cumulantes (fgc) de uma variavel aleatoria continua X denotada por Ky (),
é definida como

K (t) = log Mx(t).

Portanto, a fgc da distribuicao CPTG é dada por
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Figura 2.2: Funcao taxa de falha da distribuicio Composta Poisson-Truncada Gama
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Fonte: Autoria prépria.
B ya
M) 1
Kg(t) = IOng<t) = log oA 1

2.4 Momentos

De acordo com a defini¢do (2.2), vamos obter os trés primeiros momentos da distribui-
cao CPTG. Os resultados serao posteriormente utilizados para estimacgao de parametros
pelo método dos momentos, conforme descrito na Secao 3.1.

e Primeiro momento:
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/ o 1 [ )\(i_t)a /8 a—1 /8
Ms(t) = er—1 _6 ’ )\a(ﬁ—t) (B—1)?
D Ve
A —1| (B — t)ett
_ Aaf e L
| I (B—t)aﬂ
Assim,
Ao e Aae?
M(0) =
S<O> ed— 1 (ﬁa-f-l) B(GA _ 1)’
Portanto,
Aoe
E =
)= Ba—1
e Segundo momento:
)\aﬁa )\(i)a o+ 1 1 )\O[/Ba )\(i)a
" _ — —
) = 35 [ G e g
_ Ao e |+l Aaf?
o1 (B0 " (5o
AafBY \( 8 ya o o 20—
_ eA_ﬁﬁM‘”) [(a+1)(8 = 1) 2 4 Dapo(8 - 1) 2],
Dai,
MO — Aafer ((a+ 1)+ Aaf*\  Aaf*e ((a+1) + A\
S(O) - er 1 BZOH_Q _ er — 1 6204—1—2 ?
Portanto,
Aoe)
2y
E(S*) = B = 1) [(a+ 1)+ Aa.

A variancia é obtida em funcao das equagoes do primeiro e segundo momentos, assim

Var(S) = E(S%) —E*(S)
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Aae (e — D[(a+ 1) + Xa] — Aae?

B2(er — 1) (er—1)
by A
@@f%ﬁpm9—1Wa+l)+Nﬂ—Aa&]
@%§§5ﬂ@a+&+kmﬂ—a—1—Aa—xwh
by A
ﬁ[@(oﬁl) —a(l+A)—1].

e Terceiro momento:

Mg ()

Assim,

Mg'(0)

Logo,

AaBe [eA(L)a ((a + 1)(a+2)

[F (a+ 1)(—a = 2)(8— 1) *(-1)

(a4 1)(B—1)* + Aap”

Aaf(2a + 2))

™
S

)\Ozﬁae)\(%)a

(8= 5%

)

(B-tps (g

(a+1)(8 = 1) + Ao

Aa e )\(%)aK(a—i- 1)(a+2)

(ﬁ _ t)3a+3

a5

Bt (G-

X Ka+1X6—wa+AmWﬂ.

Aafeer

er —1
afee?

Aaf%(2a + 2)) N
(8

_ t)3a+3

(@ +1)8° + Aafg°

{(a +1)(a+2) Aaf*(a+2)

Ba+s 32043 + Aafg®

er —1
Aaf(a + 1) + \a](B579)

[(Oz + 1) (a +2)(8°°) + Aa(20 + 2)(8°*7)
6604—}—9

Aae?

e —1

Aaer

ﬁ6a+9

(a+1)(a+2) + Aa(2a +2) + Aaf(a + 1) + Aa]

63044—3

ﬁ5a+6 [ 65@_,_9

(a+1)(a+2)+ Aa[(2a+2) + (a+ 1) + A

er —1

|

63

|

|

|
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3y
E(S°) = T 1) [(a+1)(a+2) + A(3a 4 A + 3)].
Portanto,
E(‘S) = ﬁ()\eo;\ejl)
E(S?) = 7@??5_1) (a4 1)+ A
E(S%) = #fil) [(a+ 1) (a+2) + Aa(3a + Aa + 3)].



Capitulo 3

Métodos de Estimacao e Resultados

Numeéricos

Neste capitulo, apresentamos trés métodos para a estimacao dos parametros da dis-
tribuicio CPTG: Método dos Momentos (MM), Método de Maxima Verossimilhanga via
algoritmo EM (MV via EM) e Método da Funcao Caracteristica Empirica (FCE). Em
seguida, é feito um estudo de simulacao via Monte Carlo referente a cada um dos méto-
dos citados acima. E, por tltimo, apresentamos uma aplicacao da distribuicao proposta

a dados reais.

3.1 Meétodo dos Momentos

O método dos momentos foi proposto em 1900 por Karl Pearson e é um dos métodos
de estimacao mais simples e antigos. O mesmo tem sido utilizado desde o século XVIII
e consiste na solugdo de um sistema de equagOes (em grande maioria, nao lineares),

resultante de igualar momentos populacionais com os respectivos momentos amostrais.

Seja m, = %E:Ll X], para r > 1, o r-ésimo momento amostral de uma amostra
aleatoria X1,..., X,,. Seja pu, = E[X"] 0 r-ésimo momento populacional. O método dos
momentos consiste na obtengao de estimadores para 0 = (6q,...,0;) resolvendo-se as
equacoes

m, =i, para r=1,...k.

Aplicando o método dos momentos para o nosso modelo:

Sabemos,
E(S> = 5()\60/[\65\1)
E(S?) = g l(a+1)+Aa]
E(S*) = %5 [(a+ D(a+2) +Aa(3a+ da+3)].
Assim,

28
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ES)nap=ap = ©
E<52)|()\,a,6)=(}:,a7A) - %;SZQ

E(S*)|rap—Gap = %;Sf’.

\ 63(65\ -1

Dai,

Ou seja,

Portanto,

B: g
2 S —e M)A 141)

Substituindo (3.5) em (3.4), obtemos

(3.4)

(3.5)
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2

S (65‘ —1)
AAS? - TP (1— e M1+ A1)

Dessa forma, substituindo as equagoes (3.5) e (3.6) em (3.3), obtemos uma equagao

o =

(3.6)

nao-linear envolvendo apenas o parametro A\. Cada solugao positiva desta equagao é uma
estimativa A para A. Substituindo A em (3.5) e (3.6), obtemos as estimativas de momentos,
para « e [3, respectivamente. Para cada terno de estimativas positivas, podemos calcular
a funcao log-verossimilhanca e escolhermos como solucao o terno de estimativas positivas
com maior fun¢ao de log-verossimilhanca. No algoritmo 1, encontram-se os passos desta

estimacao.

Algoritmo 1: Algoritmo para o método dos momentos.

Passo 1: Encontre todas as solugoes Mi, para i = 1,..., k, da equacio (3.3) e
substitua nas expressoes para & e [3, de acordo com (3.5) e (3.6);

Passo 2: Se o conjunto de solucoes positivas no passo 1 for vazio, pare a funcao e
informe que nao existe solucao;

Passo 3: Para i variando de 1 a k: se ):Z >0eq; >0e Bl > (, entao calcule a
funcao de log-verossimilhanca;

Passo 4: Retorne como solucao o terno do passo 3 com a maior
log-verossimilhanca.

3.2 Estimacao de Maxima Verossimilhanca via Algo-
ritmo EM

O algoritmo EM apresentado por Dempster et al. (1977) é um processo iterativo para
estimar parametros via maxima verossimilhanca, na presenca de dados incompletos.

Muitas vezes a maximizacao da funcao de verossimilhanca é analiticamente problemé-
tica, e o algoritmo EM pode ser utilizado como uma alternativa. Segundo Casella e Berger
(2010), o EM & um algoritmo que seguramente converge para o estimador de méaxima ve-
rossimilhanga (EMV) e tem como base a ideia de substituir uma dificil maximizac¢ao da
verossimilhanca por uma sequéncia de maximizacoes mais faceis, cujo limite é a resposta
para o problema original. A demonstracao da convergéncia do EM foi apresentada por
Wu (1983) em que assegura a convergéncia para um ponto estacionério, que pode ser um
maximo local ou um ponto de sela.

Antes de introduzir o algoritmo EM, consideremos uma discussao rapida sobre funcao
de verossimilhanca e estimador de maxima verossimilhanca, conforme apresentado por
Bolfarine e Sandoval (2001).

Sejam Xq,..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da variavel aleatoria X com
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fun¢do de densidade (ou de probabilidade) f(z|0), com 6 € ©, em que © é o espago para-
métrico. A funcao de verossimilhanca de 6 correspondente a4 amostra aleatoria observada
é dada por

n

(o) =[] f(xilo).

i=1

O estimador de méxima verossimilhanca de 6 pode ser definido como

arg max[¢(0)]

em que

1(0;x) = log L(#;x).

N
Sejam S = Y X;;, N ~ PT(\), X; ~ I'(«r, B) em que sdo iid e independentes de
i=1

N. Suponha que observa-se uma amostra de tamanho n de S. Logo S é observavel
e N é ndo observéavel; ou seja, observa-se S = x = (11,29,...,2,)', mas ndo observa
N =k = (ki,ks,...,k,)". Sendo o conjunto de dados completos ¢ = (z,k) o conjunto x
ampliado por k, sua fun¢ao de verossimilhanca é fg n(z, k; 0) = L°(0|N, §). Cada iteracdo

do algoritmo EM ¢é composta pelos seguintes passos:

e Passo E(Esperanca): Calcule Q(0|6y, S) := Eg,[log L¢(0| N, S)] em que Ey, é o valor

esperado com respeito a N6y, S.

e Passo M (Maximiza¢do): Encontre um 0 que maximiza Q(0]6, S), ou seja

arg max Q(6]0, 3).

Estes passos devem ser repetidos até se atingir uma convergéncia, adotando como um
critério de parada ||0;11 — 6;|| < € em que || - ||, ¢ uma fun¢do denominada Norma, que a
cada vetor de um espaco vetorial ela associa um ntiimero real nao-negativo, e £ ¢ um valor
pré-especificado maior que zero.

Seja 6 = (A, o, 3). Para o passo E, tem-se

Q = Q(06h, S) = Eg, [log L°(0|N, )] = Eg,[log fn s5(k, z|0)],

em que Eq, é o valor esperado com respeito a N|6y, S. Entao,

[e.e] (e}

Q = Z Z [10g< fﬁ\fx(mki,@)P(N: k‘z|9)>

kn=1 ki1=1 1=
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n

HP(N: k?j|00,S:l‘j)

J=1

[
Mg
1M

log (H fou, (@|0)P(N = ki|0)>

=1

-y ey Z(logfskwe)ﬂogmv i)

— Z . Z Z (ak;i log(B) — log T'(ak;) + (ak; — 1) log(x;) — B + ki log(N)
ki=1

>
3
Il
R
>
2
Il
-

HP —kj\GO,S::L’j)

— log(e* — 1) — log(k;ﬂ))] [T PN = kylbo, S = z;).

No passo M, deve-se estimar o valor de # que maximiza (). Derivando () em relagao a A,

obtemos
“ - z---z[z(;—ek_l) [P0 = ko5 = o)
kn=1 k1=1 Li=1 7=1
= 5 AZZ Zk,HPN:kij,S:xj)
i= lkn—l ki=1  j=1
A
ne
Assim,
dQ ne 1 &
— :O < = =z ENH S: i)
Ou seja,
el —liE(Nw S=u1,)e 2 —liE(me S = ;)
1 n — 05 7 1— 6_5\ n - 05 i)

Derivando agora () em relacao a (3, temos

HP(N:kJW(),S:l‘])

j=1

2o z[z(

kn=1 ki=1 Li=1

n

- —WJFBZZ ZkZHPN kil0o, S = ;)

i=1 kp=1 k1=1 7=1

Q
= —nr+ - E(N|by, S = x;).
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Dessa maneira,

dQ G ¢
= =0= = E(N6y, S = z;) = nx =
dp l(a,8)=@.8) ; (1% )

. & <
= — E(N =x:). .
m; (N6, S = ;) (3.7)

Por tltimo, derivando () em relagao ao parametro «, obtemos

HP(N = k:j|90,5: IL‘j)

Z Z [Z <k: log(8) — ki PP((SS)) Yk log(xi))

kn=1 ki=1 Li=1 j=1
Z Z (log BYY ki = kap(aki) + > ki log(azi)>
kn=1 k1= =1 i=1 =1

HP(N = k?j|00,S :l‘j),
j=1

I (ak;)
T'(aks)

em que ¥(ak;) = ¢ a funcao digama. Logo,

dQ n (o] o n
—= = log(p) > kPN = kyl6h, S = )
i=1 kp=1 ki=1 j=1

PP IED WAL

i=1 kp=1 k:1 1

(N = k’j|00, S = IL‘j)

< ||E:

n o0

4 ZZ Zklog:cln (N = k;|0p, S = x;)
i=1 kn=1  ki=1

= log(s ZE Nlo, S = ;) -

n

+ ZlogazZ (N|6y, S = ;).

E(Ny(aN)|0y, S = x;)

\'M: ||'

Assim,

log(5)) E(Nlby, S = z;) ZE (NY(&N)|6o, S = z;)

+ Zlogwl (N6, S =x;) =0 =



E(N¢(aN)|bo, S = ;) =

2 izt ki (@) fon, (2i]00) P(N = Kilbo)

[fs(@ilbh)
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log(B) Y JE(N|6y, S = z;) = Y E(N¢(GN)|fy, S Z log(;)E(N 16y, S = ;).
i=1 i=1
Ou seja,
~ E(N 9522‘— ﬁ_l Z-EN@, i
() = S VUGN, S = 2) = S og(e BN, S =) g
Zi:l <N|907 S = x2>
Substituindo (3.7) em (3.8), obtemos
logd Y E(N|0o, S =x;) — log» ()Y E(N|by,S =)
i=1 i=1 i=1
+ log ) "E(N|fy, S =x;) > E(Nl|fo, S = ;)
=1 =1
= ZE Ny(aN) |0y, S = z;) Zlog x;)E(N|60y, S = z;).
Logo,
> E(NY(aN)|6y, S = x;) —loga Y E(N|y, S = 2;) — ¢ =0,
i=1 i=1
em que
Zlog z;)E(N|0y, S = x;) — ZE(NWO,S = xz)]
i=1
x |log Z(xi) —log Y E(Nlfo, S = xi)] :
i=1 i=1
> kifsk (2;100)P(N = k;|6
E(N|00,S:{L'Z) Ez:l szk;,(xz| 0) ( Z| 0)
fs(xil0o)
agk; @ k _Box )\ki
Dbt ZFaok)x e ey
oo B avi-1__gow. N
Zj:l F(anj)xi T e 2@07_01)]‘!
e
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Portanto, substituindo o valor de & na espressao (3.7), encontraremos o valor de £.
A fim de encontrar os estimadores, utilizou-se o seguinte algoritmo.

Algoritmo 2: Algoritmo para o método EM.

Passo 1: Escolha um chute inicial §y = (Ao, o, Bo) ';

Passo 2: Faca k = 1;

1.1. Encontre ), tal que —% = 15" E(N|f,_1,S = 2;);

1—e 2k n

1.2. Encontre o4, tal que

ZE(Nw(akN)\Gk,l, S = x;) — log ay, ZE(N|9;€,1, S=ux;)—c=0,

i=1 i=1

em que

c = > log(z)E(N|6p_1,8 = x;) —
=1

> E(N|fi1,S = xi)]
=1

x |log Z(azz) — logz E(N|Og-1,S = xl)] ;
i=1 i=1
1.3. Encontre j3;, tal que 3, = 5t 37" | E(N|0p—1, S = 2;);

Passo 3: Se |\, — M\_1| + |ax — ax—1| + |Bk — Pr_1] < € em que € é com nivel de
precisao pré-estabelecido, retorne (\g, g, B) " como vetor de estimativas. Caso
contrario, faca k = k + 1 e volte ao passo 2.

3.3 Meétodo por Funcao Caracteristica Empirica

Pesquisas relacionadas a estimacao usando o método por funcao caracteristica em-
pirica (FCE) vém sendo objeto de estudo por varios pesquisadores. Parzen (1962) foi
pioneiro com uma ideia de usar a FCE para fins de inferéncia. O método da FCE para o
caso iid tem sido estudado por Paulson et al. (1975), Feuerverger e McDunnough (1981),
Tran (1998), Yu (2004), entre outros.

A ideia geral para a estimativa usando este método é minimizar a distancia entre a
FCE e a fungao caracteristica (FC). A FCE mantém todas as informacoes da amostra,
enquanto que a FC contém informacoes dos parametros. Vale enfatizar que uma das van-
tagens de usar a FC é que é ela uniformemente limitada, e portanto, deve conduzir a uma,
maior estabilidade numérica. Assim, pode-se explorar a FCE para estimar os parametros
de um modelo.

Suponha que a fda de X é F(z;0) que depende de um vetor k-dimensional de para-
metros §. A FC é definida por
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c(r;0) = Elexp(irX)] = /exp(im:)dF(:c; 9),
e a FCE expressa por

n

1 , :
cn(r) = " Z;exp(erj) = /exp(zrx)an(x),
]:
em que i = /—1 e {X;}7_; é uma sequéncia iid, F},(z) é a fda empirica e o r é a varidvel
de transformacao. O suporte de r pode ser considerado de duas formas no contexto de
estimacao com base na minimizacao entre a FC e a FCE: (1) de modo continuo, em que
se utiliza a seguinte funcao de distancia

D(8: 2) — / T ea(r) — () Pg(r)dr.

o0
em que ¢(r) uma fungao de peso continua, ou (2) discretizado o suporte da funcao carac-
teristica. Neste estudo, daremos énfase a forma discreta. Para este fim, defina

Vi = (Relen(r1)], - . ., Re[en(ry)], Im[cn(r1)], - - -, Im[cn('rq)])T

Vo = (Relc(ri;0)], ..., Rele(rg; 0)), Im[e(ri;0)], ..., Ime(rq; 0)]) '

em que Re[-] e Im[] sdo a parte real e imaginaria de um nimero complexo, avaliando os
q pontos r1,79,...,Tq.

Assim, para um determinado conjunto de pontos 71,75, ...,7r, um estimador eficiente
de 6, que vamos designar por Q como estimador da FCE, pode ser encontrado através
da minimizacao de (V,, — Vp)'Q(8)(V,, — Vi), em que Q(¢) = I. Vale enfatizar, que este
método foi usado por Cojocaru e Doray (2013) para estimar os parametros da distribui¢ao
generalizada normal laplace.

De acordo com Quandt e Ramsey (1978), temos que escolher ¢ pontos de tal forma
que o numero de pontos seja maior ou igual ao niimero de parametros a serem estimados.
Porém, a escolha dos pontos 6timos nao é uma tarefa facil, pois para utilizarmos este
método, temos que atribuir valores tanto para os pontos quanto para os parametros,
cujos valores sao desconhecidos.

Para estimar os parametros da distribuigao CPTG, minimizamos a distancia (V,, —
Vp)'Q(0) (Vi — Vi) obtida, utilizando a fun¢ao optim(-) da plataforma R.

O algoritmo 3 descreve os passos desta estimagao.
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Algoritmo 3: Algoritmo para o método FCE.

Passo 1: Escolha um chute inicial § = (\, a, 8);

Passo 2: Escolha também um conjunto de pontos 7,79, ...,74;
Passo 3: Determine a parte real e imaginaria da FC e FCE;

Passo 4: Calcule os valores de V,, e Vp;

Passo 5: Encontre o argumento que minimiza a distancia (V,, — V5)'Q(0)(V,, — Vj).

3.4 Simulacoes

Nesta secao, apresentamos um estudo de simulacao Monte Carlo para quantificar o
desempenho dos trés métodos de estimacao discutidos anteriormente para os parametros
da distribuicago CPTG. As simulacoes foram feitas para pequenas e grandes amostras
N = (50,100, 150) e N = (500, 1000, 2000). Como critérios de comparac¢io, utilizamos as
medidas viés, erro quadratico médio (EQM) e erro de ajuste. A descrigdo computacional
do estudo de simulacao é feita na forma do Algoritmo 4. Adicionalmente, substituindo
N; = 50, Ny = 100 e N3 = 150 por N; = 500, N, = 1000 e N3 = 2000 no item 1.1 do
Passo 1, tem-se a adaptacao do Algoritmo ao caso de grandes amostras.

Primeiramente, foi feito um estudo de simulagao no qual comparamos o método MV via
EM e o método FCE. Nessa simulagao, cada réplica das estimativas foi obtida aplicando
os algoritmos (2) e (3) com chute inicial igual ao valor verdadeiro do vetor de parametros.
O objetivo deste estudo é responder a pergunta "Qual método funcionard melhor diante
de bons chutes?". Adotamos 1000 réplicas Monte Carlo. Para tal estudo, inicialmente
fixamos « e e variamos A, na forma dos casos (A, a, ) = (1,1,4) e (A, 0, ) = (2,1,4) e
mais dois vetores (A, o, ) = (1,1,2) e (A, o, B) = (4, 1,2). Para andlise da variagao apenas
de a consideramos: (A, «, 5) = (1,1,2) e (A, 0, B) = (1, 3,2) e depois consideramos mais
estes dois vetores (A, o, 5) = (1,1,4) e (\, v, 5) = (1,2,4). Finalmente, variamos 5 em
Na,B)=(1,1,2) e (N, a, ) = (1,1,4) e depois (N, a, ) = (4,1,2) e (N, 0, B) = (4, 1,4).

Para escolher a melhor sequéncia r no método FCE foram feitos vérios estudos em
busca do melhor conjunto de pontos. Como uma conclusao deste estudo, notamos que para,
a maioria dos casos, obteve-se o melhor funcionamento para r = seq(0.001, 30, len = 100).
A seguir apresentamos os efeitos da variacao dos parametros da CPTG.
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Algoritmo 4: Algoritmo para simulacao.
Passo 1: Paracada:=1,...,1000 :
1.1. Gere N; = 50 realizagoes de X ~ CPTG(\, o, 3), 0 = (A, o, 8) 7,

Y1 = (:L‘17'I27 ) $50)T;
Crie outros dois vetores de tamanhos Ny, = 100 e N3 = 150, dados por
Y2 = (21,22, . . ., 56’100)T e ys = (21, T2, ... ,£U150)T§

1.2. Com base em y, ys e y3, obtenha as estimativas 91, 0y e ég;
1.3. Caso nao se obtenha estimativa véilida, descarte a amostra e volte ao item 1.1;

1.4. Registre o seguinte vetor de informacoes:

m;r = 5\11'7 5\27;7 5\37;7 (5\12 - )\)27 (5\22 - )\>27 (5\32 - )\>27 651@’7 OA[2i7 @31'7 (OAZIZ - ()()2,
(dZi - a)za (dSZ - a)Qa Bli) BZi) B?)i) (Blz - 6)27 (BZZ - 6)27 (B?)Z - 6)27
[f(xkn elz) - f(xkv 9)] 2100 [f(xk‘a 021) - f(xkn 0)]
» k=1

3l
= 50 100 ’
1150 Lf 2k, 0s:) — f (0, 0))
k=1
150
Passo 2: M = [my|ms,,. .., |m1000]T;

Passo 3: Retorne o vetor de médias das colunas da matriz M.

3.4.1 Simulagoes com chutes iniciais corretos
Pequenas Amostras

As Tabelas 3.1 a 3.6, exibem os resultados da simulagao para pequenas amostras para
os métodos MV via EM e FCE. Os valores de parametros considerados nas Tabelas 3.1
e 3.2 sa0 (1,1,4) e (2,1,4), e, (1,1,2) e (4,1,2). Nas Tabelas 3.3 e 3.4, consideramos
(1,1,2) e (1,3,2),e, (1,1,4) e (1,2,4). E ja nas Tabelas 3.5 e 3.6, os valores considerados
sao (1,1,2) e (1,1,4), e, (4,1,2) e (4,1,4).

e Efeitos da variacao de A

A Tabela 3.1 apresenta o menor erro de ajuste para o maior valor de A. O mesmo
acontece na Tabela 3.2. Observamos na Tabela 3.1 que no método MV via EM, quando
A=1,0EQM de a e B é menor do que quando A = 2. Ja na Tabela 3.2, isto acontece no
método FCE para A\ pequeno. Nota-se na Tabela 3.1, que as estimativas dos parametros
sao mais precisas no método MV via EM, isto acontece para os dois vetores de parametros.

O caso se repete na Tabela 3.2.

e Efeitos da variacao de «
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A Tabela 3.3 mostra que o método MV via EM estimou melhor os parametros do que
o método FCE. O mesmo pode ser visto na Tabela 3.4. Quando comparamos o método
MV via EM para os dois vetores apresentados na Tabela 3.3, o EQM referente aos trés
parametros é menor para o menor valor de a. O mesmo acontece na Tabela 3.4. Fazendo
a mesma comparacao com o método FCE, percebe-se que o EQM(S\) é menor no segundo
vetor e 0 EQM de & e B ¢ menor no primeiro vetor. O mesmo acontece na Tabela 3.4. O

erro de ajuste foi menor para o maior valor de «, isto para as duas tabelas.
e Efeitos da variacao de

As Tabelas 3.5 e 3.6 exibem menor erro de ajuste para o menor valor de 5. A Tabela
3.5, apresenta menor EQM de 5\, ae B no caso do menor valor de 5 com excecao o EQM
de & para tamanho de amostra N = 50 no método FCE. Ja na Tabela 3.6, para todos
os tamanhos de amostras, o menor EQM é quando consideramos o menor valor de 5. Na
Tabela 3.5, o método MV via EM produziu estimativas menos viesadas do que o método
FCE. As estimativas para $ no método FCE é melhor para tamanho de amostra N = 100,
este método também nao apresenta boas estimativas para A, para amostra de tamanho
N = 50. A Tabela 3.6, mostra que o método FCE apresenta estimativas bastante viesadas
para os trés parametros com excecao de o quando consideramos amostras de tamanhos
N = 100 e N = 150 no primeiro vetor. Notamos também que o método MV via EM
estima muito bem os parametros. O pior caso acontece ao estimar o maior valor de .

Portanto, para pequenas amostras, percebemos que os dois métodos convergiram bem
para o verdadeiro valor do parametro. Em senso comparativo, percebemos que o método
MV via EM obteve melhor resultado do que o segundo método. A seguir, faremos o

mesmo estudo para grandes amostras.
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Tabela 3.1: Simulagoes para os métodos MV via EM e FCE variando o pardmetro A

Estimacgoes Método MV via EM Método FCE
50 ‘ 100 ‘ 150 50 ‘ 100 ‘ 150
(>‘7 a, B) = (17 L, 4)
0,9910 | 0,9924 | 0,9906 | 0,6481 | 0,7617 | 1,0474
1,0606 | 1,0435 | 1,0414 | 1,0682 | 1,0198 | 0,9949
4,1761 | 4,1640 | 4,1677 | 4,2350 | 4,0992 | 4,2248
EQM(S\) 0,0053 | 0,0025 | 0,0017 | 0,9236 | 0,9346 | 0,8310
EQM (&) 0,0223 | 0,0108 | 0,0079 | 0,1451 | 0,0849 | 0,0608
EQM(5) 0,4415 | 0,2032 | 0,1559 | 0,8142 | 0,5388 | 0,5583
Erro de ajuste | 0,0494 | 0,0243 | 0,0166 | 0,1062 | 0,0598 | 0,0398
(A a,p)=(2,1,4)
2,0137 | 1,9994 | 2,0024 | 2,1526 | 2,2246 | 2,2925
1,0476 | 1,0323 | 1,0301 | 1,0107 | 0,9756 | 0,9776
4,1668 | 4,1405 | 4,1465 | 4,1546 | 3,9639 | 3,8615
EQM(X) 0,0110 | 0,0059 | 0,0041 | 2,1633 | 2,0005 | 1,7932
EQM (&) 0,0323 | 0,0150 | 0,0097 | 0,1648 | 0,14696 | 0,1229
EQM(B) 0,6411 | 0,3181 | 0,1910 | 1,4613 | 0,7494 | 0,5533
Erro de ajuste | 0,0163 | 0,0084 | 0,0055 | 0,0361 | 0,0201 | 0,0143

X O >

) Q| >

Tabela 3.2: Simulagoes para os métodos MV via EM e FCE variando o pardmetro A

Estimagoes Método MV via EM Método FCE
50 | 100 | 150 50 | 100 | 150
N a,B)=(1,1,2
0,9955 | 0,9934 | 0,9930 | 0,8109 | 1,0035 | 1,1306
1,0600 | 1,0411 | 1,0405 | 1,0405 | 0,9987 | 0,9831
2,0837 | 2,0798 | 2,0800 | 2,2108 | 2,1195 | 2,1434
EQM()) 0,0052 | 0,0025 | 0,0016 | 0,8948 | 0,8095 | 0,7543
EQM (&) 0,0220 | 0,0092 | 0,0068 | 0,1460 | 0,0683 | 0,0438
EQM(B) 0,1073 | 0,0493 | 0,0374 | 0,2598 | 0,1559 | 0,1551
Erro de ajuste | 0,0120 | 0,0059 | 0,0040 | 0,0242 | 0,0138 | 0,0095
(A\a,B)=(4,1,2)
4,0729 | 4,0338 | 4,0136 | 4,6744 | 4,5183 | 4,3775
1,0337 | 1,0242 | 1,0217 | 1,1090 | 1,0721 | 1,0383
2,0450 | 2,0442 | 2,0529 | 2,2059 | 2,2120 | 2,1702
EQM(\) 0,0278 | 0,0135 | 0,0079 | 2,2864 | 1,6371 | 1,4008
EQM (&) 0,0290 | 0,0106 | 0,0047 | 0,5677 | 0,3012 | 0,2242
EQM(B) 0,1475 | 0,0506 | 0,0313 | 0,4761 | 0,3440 | 0,2340
Erro de ajuste | 0,0007 | 0,0003 | 0,0002 | 0,0019 | 0,0009 | 0,0005

~—

) Q| >

o O >
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Tabela 3.3: Simulagoes para os métodos MV via EM e FCE variando o parametro «

Estimacgoes Método MV via EM Método FCE
50 ‘ 100 ‘ 150 50 ‘ 100 ‘ 150
(>‘7 a, B) = (17 L, 2)
A 0,9955 | 0,9934 | 0,9930 | 0,8109 | 1,0035 | 1,1306
Qa 1,0600 | 1,0411 | 1,0405 | 1,0405 | 0,9987 | 0,9831
3 2,0837 | 2,0798 | 2,0800 | 2,2108 | 2,1195 | 2,1434
EQM(S\) 0,0052 | 0,0025 | 0,0016 | 0,8948 | 0,8095 | 0,7543
EQM (&) 0,0220 | 0,0092 | 0,0068 | 0,1460 | 0,0683 | 0,0438
EQM(5) 0,1073 | 0,0493 | 0,0374 | 0,2598 | 0,1559 | 0,1551
Erro de ajuste | 0,0120 | 0,0059 | 0,0040 | 0,0242 | 0,0138 | 0,0095
(A a,8) =(1,3,2)
A 0,9874 | 0,9908 | 0,9882 | 1,0477 | 1,1034 | 1,0939
Q 3,3021 | 3,1554 | 3,1265 | 3,7829 | 3,4716 | 3,3667
I5; 2,2015 | 2,1181 | 2,0881 | 2,7820 | 2,5547 | 2,4902
EQM(X) 0,0075 | 0,0037 | 0,0024 | 0,4336 | 0,3685 | 0,2958
EQM (&) 0,2887 | 0,1435 | 0,0877 | 0,9304 | 0,5328 | 0,4161
EQM(B) 0,1274 | 0,0596 | 0,0377 | 1,0020 | 0,9184 | 0,7756
Erro de ajuste | 0,0007 | 0,0003 | 0,0002 | 0,0024 | 0,0010 | 0,0006

Tabela 3.4: Simulagoes para os métodos MV via EM e FCE variando o parametro «

Estimagoes Método MV via EM Método FCE
50 | 100 | 150 50 | 100 | 150
(>‘7 a, B) = (17 L 4)
A 0,9910 | 0,9924 | 0,9906 | 0,6481 | 0,7617 | 1,0474
Q 1,0606 | 1,0435 | 1,0414 | 1,0682 | 1,0198 | 0,9949
A3 41761 | 4,1640 | 4,1677 | 4,2350 | 4,0902 | 4,2248
EQM(S\) 0,0053 | 0,0025 | 0,0017 | 0,9236 | 0,9346 | 0,8310
EQM (&) 0,0223 | 0,0108 | 0,0079 | 0,1451 | 0,0849 | 0,0608
EQM(B) 0,4415 | 0,2032 | 0,1559 | 0,8142 | 0,5388 | 0,5583
Erro de ajuste | 0,0494 | 0,0243 | 0,0166 | 0,1062 | 0,0598 | 0,0398
(A a,B) =(1,2,4)
A 0,9869 | 0,9853 | 0,9845 | 1,0447 | 0,9656 | 0,9885
Q 2,2051 | 2,1405 | 2,1264 | 2,3067 | 2,1397 | 2,0983
3 4,3839 | 4,2575 | 4,2469 | 4,8480 | 4,4816 | 4,4781
EQM(\) 0,0071 | 0,0036 | 0,0024 | 0,5285 | 0,4784 | 0,4058
EQM (&) 0,1427 | 0,0642 | 0,0434 | 0,2937 | 0,1033 | 0,0709
EQM(B) 0,5883 | 0,2534 | 0,1793 | 2,0597 | 1,7982 | 1,6529
Erro de ajuste | 0,0065 | 0,0030 | 0,0020 | 0,0139 | 0,0062 | 0,0042
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Tabela 3.5: Simulacoes para os métodos MV via EM e FCE variando o parametro g

Estimacgoes Método MV via EM Método FCE
50 ‘ 100 ‘ 150 50 ‘ 100 ‘ 150
(>‘7 a, B) = (17 L, 2)
A 0,9955 | 0,9934 | 0,9930 | 0,8109 | 1,0035 | 1,1306
Qa 1,0600 | 1,0411 | 1,0405 | 1,0405 | 0,9987 | 0,9831
3 2,0837 | 2,0798 | 2,0800 | 2,2108 | 2,1195 | 2,1434
EQM(S\) 0,0052 | 0,0025 | 0,0016 | 0,8948 | 0,8095 | 0,7543
EQM (&) 0,0220 | 0,0092 | 0,0068 | 0,1460 | 0,0683 | 0,0438
EQM(5) 0,1073 | 0,0493 | 0,0374 | 0,2598 | 0,1559 | 0,1551
Erro de ajuste | 0,0120 | 0,0059 | 0,0040 | 0,0242 | 0,0138 | 0,0095
<)‘7 a, ﬁ) = (17 L 4)
A 0,9910 | 0,9924 | 0,9906 | 0,6481 | 0,7617 | 1,0474
Q 1,0606 | 1,0435 | 1,0414 | 1,0682 | 1,0198 | 0,9949
I5; 4,1761 | 4,1640 | 4,1677 | 4,2350 | 4,0992 | 4,2248
EQM(X) 0,0053 | 0,0025 | 0,0017 | 0,9236 | 0,9346 | 0,8310
EQM (&) 0,0223 | 0,0108 | 0,0079 | 0,1451 | 0,0849 | 0,0608
EQM(B) 0,4415 | 0,2032 | 0,1559 | 0,8142 | 0,5388 | 0,5583
Erro de ajuste | 0,0494 | 0,0243 | 0,0166 | 0,1062 | 0,0598 | 0,0398

Tabela 3.6: Simulagoes para os métodos MV via EM e FCE variando o parametro 5

Estimagoes Método MV via EM Método FCE
50 | 100 | 150 50 | 100 | 150
(>‘7 a, B) = (47 L 2)
A 4,0729 | 4,0338 | 4,0136 | 4,6744 | 4,5183 | 4,3775
Q 1,0337 | 1,0242 | 1,0217 | 1,1090 | 1,0721 | 1,0383
A3 2,0450 | 2,0442 | 2,0529 | 2,2059 | 2,2120 | 2,1702
EQM(S\) 0,0278 | 0,0135 | 0,0079 | 2,2864 | 1,6371 | 1,4008
EQM (&) 0,0290 | 0,0106 | 0,0047 | 0,5677 | 0,3012 | 0,2242
EQM(B) 0,1475 | 0,0506 | 0,0313 | 0,4761 | 0,3440 | 0,2340
Erro de ajuste | 0,0007 | 0,0003 | 0,0002 | 0,0019 | 0,0009 | 0,0005
(A a,B)=(4,1,4)
A 4,0697 | 4,0308 | 4,0131 | 4,8756 | 4,7116 | 4,6080
Q 1,0346 | 1,0273 | 1,0223 | 0,9772 | 0,9764 | 0,9528
3 41428 | 4,1390 | 4,1475 | 4,1764 | 4,2771 | 4,1912
EQM(\) 0,0295 | 0,0137 | 0,0085 | 2,5849 | 2,0465 | 1,7453
EQM (&) 0,0352 | 0,0139 | 0,0094 | 0,6442 | 0,3079 | 0,2393
EQM(B) 0,7223 | 0,2706 | 0,1806 | 1,8911 | 1,3168 | 0,9177
Erro de ajuste | 0,0030 | 0,0014 | 0,0009 | 0,0078 | 0,0036 | 0,0023
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Grandes Amostras

Faremos agora o mesmo estudo para grandes amostras. Os valores de parametros
considerados nas Tabelas 3.7 e 3.8 sdo (1,1,4) e (2,1,4), e, (1,1,2) e (4,1, 2). Nas Tabelas
3.9 e 3.10, consideramos (1,1,2) e (1,3,2), e, (1,1,4) e (1,2,4). E ja nas Tabelas 3.11 e
3.12, os valores considerados sao (1,1,2) e (1,1,4), e, (4,1,2) e (4,1,4).

e Efeitos da variacao de A

A Tabela 3.7 apresenta menor erro de ajuste para o maior valor de A\. O mesmo
acontece na Tabela 3.8. Quando comparamos o método MV via EM na Tabela 3.7, nota-
se que o EQM dos trés parametros é menor, para o menor valor de A com excecao do
EQM de a e B para tamanho de amostras N = 2000. Fazendo a mesma comparagao na
Tabela 3.8, percebe-se que o EQM de & e B ¢ menor para o maior valor de A\, enquanto
que o EQM de A é menor no primeiro vetor. Em relacao ao método FCE, a Tabela 3.7
apresenta menor EQM para Ae B para o maior valor de A\ e, menor EQM para & para o
menor valor de \, diferente da Tabela 3.8, que apresenta menor EQM para o menor valor

de A com exce¢ao do EQM (/). Tanto na Tabela 3.7 quanto em 3.8, os dois métodos

resultaram em boas estimativas para os parametros.
e Efeitos da variacao de «

Os dois métodos apresentados na Tabela 3.9, exibem boas estimativas para os dois ve-
tores de parametros. Vale-se destacar que, no método FCE as estimativas do parametro
[ para o maior valor de «, quando N = 500 e N = 1000, apresentam estimativas com um
viés expressivo quando comparadas com as demais; porém nota-se, quando aumentamos
o tamanho de amostra, a estimativa de  tende para o verdadeiro valor. A Tabela 3.10
também apresenta boas estimativas para os parametros, por exemplo, quando considera-
mos uma amostra de tamanho N = 500, as estimativas para o parametro [ apresemtam
um viés expressivo, mas conforme aumentamos o tamanho de amostras, elas vao se apro-
ximando do verdadeiro valor do parametro. O erro de ajuste foi menor para o segundo
vetor de parametros. Isto pode ser visto tanto na Tabela 3.9 quanto em 3.10. Quando
aumentamos o valor de a na Tabela 3.9, os EQMs de A e & sd30 menores para 0 menor
valor de @ no método MV via EM e, no método FCE os EQMs de & e B Sa0 menores para
o menor valor de . O mesmo acontece na Tabela 3.10.

e Efeitos da variacao de

A Tabela 3.11 apresenta menor erro de ajuste para o primeiro vetor de parametros.
Ja na Tabela 3.12, apresenta-se o menor erro de ajuste para o menor valor de 3, com ex-
cecao no método MV via EM para tamanho de amostra N = 2000. Tanto na Tabela 3.11
quanto em 3.12, percebe-se que quando aumentamos o valor de 3, o EQM referente aos

trés parametros é menor no primeiro vetor, isto acontece nos dois métodos de estimacao.
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Observa-se na Tabela 3.11, que os dois métodos estimam bem os parametros, contudo o
método MV via EM apresenta melhores estimativas para os dois vetores de parametros.
O mesmo ocorre na Tabela 3.12.

Portanto, para grandes amostras, percebemos também que os dois métodos convergi-
ram bem para o verdadeiro valor do parametro. Em senso comparativo, nota-se que o
método MV via EM obteve melhor resultado do que o método FCE.
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Tabela 3.7: Simulagoes para os métodos MV via EM e FCE variando o pardmetro A

Estimacgoes Método MV via EM Método FCE
500 ‘ 1000 ‘ 2000 500 ‘ 1000 ‘ 2000
(>‘7 a, B) = (17 L, 4)
A 0,9910 | 0,9915 | 0,9937 | 0,9208 | 0,9996 | 1,0178
Qa 1,0044 | 1,0014 | 0,9999 | 0,9905 | 0,9921 | 0,9972
3 3,9962 | 3,9960 | 3,9919 | 3,8578 | 3,9031 | 4,0033
EQM(S\) 0,0005 | 0,0003 | 0,0001 | 0,6549 | 0,4471 | 0,1929
EQM (&) 0,0015 | 0,0007 | 0,0003 | 0,0116 | 0,0055 | 0,0031
EQM(5) 0,0372 | 0,0184 | 0,0076 | 0,5305 | 0,4531 | 0,3122
Erro de ajuste | 0,0046 | 0,0023 | 0,0011 | 0,0170 | 0,0077 | 0,0042
(A a,B)=(2,1,4)
A 1,9974 | 1,9979 | 1,9973 | 2,1323 | 2,0591 | 2,0378
Q 1,0004 | 1,0009 | 1,0009 | 0,9718 | 0,9916 | 0,9952
Ié] 3,9931 | 3,9952 | 4,0000 | 3,7953 | 3,9076 | 3,9937
EQM(X) 0,0011 | 0,0005 | 0,0003 | 0,5110 | 0,2124 | 0,0939
EQM (&) 0,0017 | 0,0008 | 0,0002 | 0,0362 | 0,0178 | 0,0078
EQM(B) 0,0434 | 0,0187 | 0,0053 | 0,2069 | 0,0957 | 0,0452
Erro de ajuste | 0,0017 | 0,0007 | 0,0003 | 0,0065 | 0,0035 | 0,0018

Tabela 3.8: Simulagoes para os métodos MV via EM e FCE variando o pardmetro A

Estimacoes Método MV via EM Método FCE
500 | 1000 | 2000 500 [ 1000 | 2000
(>‘7 a, B) - (17 L 2)
A 0,9929 | 0,9928 | 0,9945 | 0,9850 | 1,0405 | 1,0318
Q 1,0035 | 1,0012 | 0,9998 | 0,9860 | 0,9933 | 0,9945
I6] 1,9981 | 1,9979 | 1,9960 | 1,9381 | 1,9797 | 2,0161
EQM()) 0,0005 | 0,0002 | 0,0001 | 0,5745 | 0,3721 | 0,1640
EQM (&) 0,0012 | 0,0005 | 0,0002 | 0,0085 | 0,0046 | 0,0025
EQM(B) 0,0091 | 0,0032 | 0,0016 | 0,1422 | 0,1233 | 0,0800
Erro de ajuste | 0,0011 | 0,0005 | 0,0002 | 0,0034 | 0,0017 | 0,0008
(A a,B)=(4,1,2)
A 3,0961 | 3,9947 | 3,9944 | 4,1811 | 4,1305 | 4,1135
o) 0,9986 | 0,9982 | 0,9993 | 0,9901 | 0,9825 | 0,9835
3 1,9921 | 1,9947 | 1,9951 | 2,0315 | 2,0181 | 2,0224
EQM()) 0,0021 | 0,0011 | 0,0005 | 0,8959 | 0,5689 | 0,3276
EQM (&) 0,0009 | 0,0002 | 0,0001 | 0,1221 | 0,0819 | 0,0572
EQM(B) 0,0061 | 0,0016 | 0,0007 | 0,0988 | 0,0595 | 0,0470
Erro de ajuste | 0,00005 | 0,00002 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0001 | 0,00005
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Tabela 3.9: Simulagoes para os métodos MV via EM e FCE variando o parametro «

Estimacoes Método MV via EM Método FCE
500 ‘ 1000 ‘ 2000 500 ‘ 1000 ‘ 2000
(N a,B)=(1,1,2)
A 0,9929 | 0,9928 | 0,9945 | 0,9850 | 1,0405 | 1,0318
o) 1,0035 | 1,0012 | 0,9998 | 0,9860 | 0,9933 | 0,9945
i 1,9981 | 1,9979 | 1,9960 | 1,9381 | 1,9797 | 2,0161
EQM(X) 0,0005 | 0,0002 | 0,0001 | 0,5745 | 0,3721 | 0,1640
EQM (&) 0,0012 | 0,0005 | 0,0002 | 0,0085 | 0,0046 | 0,0025
EQM () 0,0091 | 0,0032 | 0,0016 | 0,1422 | 0,1233 | 0,0800
Erro de ajuste | 0,0011 | 0,0005 | 0,0002 | 0,0034 | 0,0017 | 0,0008
(A a,8) =(1,3,2)
A 0,9936 | 0,9947 | 0,9958 | 1,0635 | 1,0395 | 1,0317
o) 3,0123 | 3,0032 | 2,9991 | 3,0637 | 3,0543 | 3,0389
6] 2,0062 | 2,0007 | 1,9970 | 2,1661 | 2,1074 | 2,0718
EQM(S\) 0,0008 | 0,0004 | 0,0002 | 0,1485 | 0,1032 | 0,0587
EQM (&) 0,0150 | 0,0086 | 0,0021 | 0,1488 | 0,0898 | 0,0515
EQM(B) 0,0075 | 0,0034 | 0,0009 | 0,3449 | 0,2242 | 0,1292
Erro de ajuste | 0,0001 | 0,00002 | 0,00001 | 0,0002 | 0,0001 | 0,00005

Tabela 3.10: Simulacoes para os métodos MV via EM e FCE variando o parametro «

Estimagoes Método MV via EM Método FCE
500 | 1000 | 2000 500 | 1000 | 2000
(>‘7 a, B) = (17 L 4)
A 0,9910 | 0,9915 | 0,9937 | 0,9208 | 0,9996 | 1,0178
Q 1,0044 | 1,0014 | 0,9999 | 0,9905 | 0,9921 | 0,9972
I6] 3,9962 | 3,9960 | 3,9919 | 3,8578 | 3,9031 | 4,0033
EQM(S\) 0,0005 | 0,0003 | 0,0001 | 0,6549 | 0,4471 | 0,1929
EQM (&) 0,0015 | 0,0007 | 0,0003 | 0,0116 | 0,0055 | 0,0031
EQM(B) 0,0372 | 0,0184 | 0,0076 | 0,5305 | 0,4531 | 0,3122
Erro de ajuste | 0,0046 | 0,0023 | 0,0011 | 0,0170 | 0,0077 | 0,0042
(A a,B) =(1,2,4)
A 0,9899 | 0,9921 | 0,9930 | 0,9912 | 0,9833 | 1,0033
Q 1,9996 | 2,0041 | 1,9983 | 1,9533 | 1,9682 | 1,9680
3 4,0037 | 4,0053 | 3,9950 | 4,1003 | 4,0297 | 4,0186
EQM(\) 0,0007 | 0,0004 | 0,0002 | 0,1814 | 0,1245 | 0,0923
EQM (&) 0,0076 | 0,0034 | 0,0012 | 0,0261 | 0,0124 | 0,0071
EQM(B) 0,0349 | 0,0159 | 0,0072 | 0,6954 | 0,5029 | 0,3456
Erro de ajuste | 0,0005 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0012 | 0,0006 | 0,0003




Capitulo 3. Métodos de Estimacao e Resultados Numéricos

Tabela 3.11: Simulacoes para os métodos MV via EM e FCE variando o parametro g

Estimacgoes Método MV via EM Método FCE
500 ‘ 1000 ‘ 2000 500 ‘ 1000 ‘ 2000
(>‘7 a, B) = (17 L, 2)
A 0,9929 | 0,9928 | 0,9945 | 0,9850 | 1,0405 | 1,0318
Q 1,0035 | 1,0012 | 0,9998 | 0,9860 | 0,9933 | 0,9945
3 1,9981 | 1,9979 | 1,9960 | 1,9381 | 1,9797 | 2,0161
EQM(S\) 0,0005 | 0,0002 | 0,0001 | 0,5745 | 0,3721 | 0,1640
EQM (&) 0,0012 | 0,0005 | 0,0002 | 0,0085 | 0,0046 | 0,0025
EQM(5) 0,0091 | 0,0032 | 0,0016 | 0,1422 | 0,1233 | 0,0800
Erro de ajuste | 0,0011 | 0,0005 | 0,0002 | 0,0034 | 0,0017 | 0,0008
(A, a,p) =(1,1,4)
A 0,9910 | 0,9915 | 0,9937 | 0,9208 | 0,9996 | 1,0178
Q 1,0044 | 1,0014 | 0,9999 | 0,9905 | 0,9921 | 0,9972
Ié] 3,9962 | 3,9960 | 3,9919 | 3,8578 | 3,9031 | 4,0033
EQM(X) 0,0005 | 0,0003 | 0,0001 | 0,6549 | 0,4471 | 0,1929
EQM (&) 0,0015 | 0,0007 | 0,0003 | 0,0116 | 0,0055 | 0,0031
EQM(B) 0,0372 | 0,0184 | 0,0076 | 0,5305 | 0,4531 | 0,3122
Erro de ajuste | 0,0046 | 0,0023 | 0,0011 | 0,0170 | 0,0077 | 0,0042

Tabela 3.12: Simulagoes para os métodos MV via EM e FCE variando o parametro 3

Estimacoes Método MV via EM Método FCE
500 | 1000 | 2000 500 | 1000 | 2000
(>‘7 a, B) = (47 L 2)
A 3,9961 | 3,9947 | 3,9944 | 4,1811 | 4,1305 | 4,1135
Q 0,9986 | 0,9982 | 0,9993 | 0,9901 | 0,9825 | 0,9835
3 1,9921 | 1,9947 | 1,9951 | 2,0315 | 2,0181 | 2,0224
EQM(S\) 0,0021 | 0,0011 | 0,0005 | 0,8959 | 0,5689 | 0,3276
EQM (&) 0,0009 | 0,0002 | 0,0001 | 0,1221 | 0,0819 | 0,0572
EQM(B) 0,0061 | 0,0016 | 0,0007 | 0,0988 | 0,0595 | 0,0470
Erro de ajuste | 0,00005 | 0,00002 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0001 | 0,00005
<)‘7 a, ﬁ) = (47 L 4)
A 3,9947 | 3,9913 | 3,9932 | 4,2550 | 4,2073 | 4,1239
o) 0,9986 | 0,9981 | 0,9994 | 0,9537 | 0,9782 | 0,9861
3 3,9849 | 3,9898 | 3,9902 | 4,0092 | 4,0291 | 4,0210
EQM()\) 0,0025 | 0,0012 | 0,0005 | 1,0240 | 0,6390 | 0,3899
EQM (&) 0,0013 | 0,0003 | 0,0001 | 0,1405 | 0,0966 | 0,0673
EQM(B) 0,0319 | 0,0116 | 0,0029 | 0,4376 | 0,2701 | 0,1938
Erro de ajuste | 0,0002 | 0,0001 | 0,00004 | 0,0008 | 0,0004 | 0,0002
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3.4.2 Simulagoes com chute inicial obtido pelo método dos mo-

mentos

Agora vamos apresentar um estudo de simulacao utilizando o método dos momentos
com chute inicial igual ao parametro verdadeiro no qual foi aplicado o algoritmo (1),
utilizamos as estimativas de momento como chute inicial para o MV via EM e FCE nas
estimacoes do método MV via EM com momentos e FCE com momentos, respectivamente.

Os vetores de parametros considerados sao os mesmos apresentados anteriormente.

Pequenas Amostras

As Tabelas 3.13 a 3.6, exibem os resultados da simulacao para pequenas amostras.
Os valores de parametros considerados nas Tabelas 3.13 e 3.14 sao (1,1,4) e (2,1,4), e,
(1,1,2) e (4,1,2). Nas Tabelas 3.15 e 3.16, consideramos (1,1,2) e (1,3,2), e, (1,1,4) e
(1,2,4). E ja nas Tabelas 3.17 e 3.18, os valores considerados sao (1,1,2) e (1,1,4), e,
(4,1,2) e (4,1,4).

e Efeitos da variacao de A

A Tabela 3.13 mostra que em todos os métodos e para todos os tamanhos de amostra o
erro de ajuste é menor quando aumentamos o valor de A\. O mesmo pode ser observado na
Tabela 3.14. Na Tabela 3.13, as estimativas referente a A e a pelo método dos momentos
permaneceram as mesmas para os dois vetores de parametros. Quando aumentamos o
valor de A nao obtemos boas estimativas para o parametro 3, isto pode ser visto nas
Tabelas 3.13 e 3.14. Quando A = 1, obtemos menor viés e EQM e isso acontece apenas
no método FCE com Momentos da Tabela 3.13, diferente da Tabela 3.14 que acontece
com todos os métodos. Um fato que vale enfatizar na Tabela 3.14 é, quando aumentamos
o valor de A, o EQM(S\) assume um valor muito alto nos dois primeiros métodos; no

método da FCE com momentos, embora esse valor diminua, o viés continua expressivo.
e Efeitos da variacao de «

A Tabela 3.15, mostra que, quando o« = 1 o viés e EQM de S\,d e B sao0 menores
do que quando o = 3, isto nos dois primeiros métodos. O mesmo pode ser visto na
Tabela 3.16. Ainda na Tabela 3.15, pode-se observar no método dos momentos que
conforme aumentamos o valor da amostra, os valores das estimativas de  se aproximam
do verdadeiro, o que nao acontece nos demais métodos, o mesmo acontece com o .
Quando o = 3 0 método MV via EM com momentos nao produz boas estimativas para
A. A Tabela 3.16 mostra que, quando aa =1 o EQM(S\) continua sendo o mesmo para os
trés tamanhos de amostras no método FCE com momentos, o mesmo pode ser visto na

Tabela 3.15 para o mesmo método, sendo que quando N = 150 esse valor decai.

e Efeitos da variacao de 3
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Note nas Tabelas 3.17 e 3.18, que o erro de ajuste € menor em todos os métodos e para
todos os tamanhos de amostra no caso de menor valor de §. Quando fixamos A\ e o na
Tabela 3.17, EQM ()\) e EQM (&) permanecem iguais para § = 2 ¢ 8 = 4. O mesmo fato
pode ser visto na Tabela 3.18, na qual consideramos outros vetores de parametros. Vale
ressaltar que o EQM(j\) assumiu valor muito alto para todos os tamanhos de amostras no
método dos momentos e no MV via EM com momentos, mesmo apresentando um EQM
ainda alto, o método FCE com momentos foi o que obteve menor viés para A, este fato
pode ser observado na Tabela 3.18, em que fixamos A = 4 e a = 1. Para o maior valor de
[ da Tabela 3.17, o método FCE com momentos apresenta resultados mais satisfatorios
para o parametro 5 do que os demais métodos, o método dos momentos foi o que mais
produziu estimativas viesadas, este fato acontece para todos os tamanhos de amostras.

Portanto, para este estudo de simulacao, percebemos que em senso comparativo, o
método MV via EM com momentos obteve melhor resultado do que os demais métodos.



Tabela 3.13: Simulagoes para os métodos: MM, MV via EM com momentos ¢ FCE com momentos variando o pardmetro A

Estimacoes Momentos EM com Momentos FCE com Momentos
50 100 150 20 100 150 20 100 150

(N, a,B)=(1,1,4)

A 1,3268 | 1,3134 | 1,3716 | 1,3113 | 1,2940 | 1,3632 | 1,0660 | 1,2548 | 1,4923
Q 0,8279 | 0,8731 | 0,8875 | 0,9745 | 0,9872 | 0,9720 | 0,9324 | 0,9293 | 0,9074
3 3,5289 | 3,7460 | 3,9412 | 4,1018 | 4,0845 | 4,3089 | 4,1826 | 4,0468 | 4,1318

EQM(S\) 0,3312 | 0,2827 | 0,2930 | 0,3260 | 0,2793 | 0,2909 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9998
EQM (&) 0,0617 | 0,0331 | 0,0263 | 0,0487 | 0,0237 | 0,0174 | 0,1615 | 0,1106 | 0,0756

EQM(5) 0,8711 | 0,4687 | 0,3759 | 0,7022 | 0,3993 | 0,4390 | 1,1677 | 0,6472 | 0,5998
Erro de ajuste | 0,0683 | 0,0379 | 0,0265 | 0,0587 | 0,0338 | 0,0266 | 0,0997 | 0,0574 | 0,0393

(N, a,B)=1(2,1,4)

A 1,3268 | 1,3134 | 1,3716 | 1,3148 | 1,2940 | 1,3663 | 2,4429 | 3,0749 | 2,9974
Q 0,8279 | 0,8731 | 0,8875 | 0,9734 | 0,9857 | 0,9712 | 0,9378 | 0,7513 | 0,7362
8 2,6467 | 2,8095 | 2,9559 | 3,0739 | 3,0610 | 3,2222 | 3,6641 | 3,3947 | 3,4998

EQM(S\) 0,3312 | 0,2827 | 0,2930 | 0,3240 | 0,2801 | 0,2913 | 2,9632 | 3,5119 | 2,8363
EQM (&) 0,0617 | 0,0331 | 0,0263 | 0,0487 | 0,0238 | 0,0176 | 0,2191 | 0,2129 | 0,1774

EQM(5) 0,4900 | 0,2637 | 0,2115 | 0,3946 | 0,2201 | 0,2417 | 1,4927 | 1,0203 | 0,7025
Erro de ajuste | 0,0384 | 0,0213 | 0,0149 | 0,0330 | 0,0189 | 0,0149 | 0,0360 | 0,0189 | 0,0143
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Tabela 3.14: Simulagoes para os métodos: MM, MV via EM com momentos ¢ FCE com momentos variando o pardmetro A

Estimacoes Momentos EM com Momentos FCE com Momentos
50 100 150 50 100 150 20 100 150
(Ao B) = (1,1,2)
A 1,3268 | 1,3134 | 1,3716 | 1,3188 | 1,2949 | 1,3682 | 1,2444 | 1,2579 | 1,3753
o 0,8279 | 0,8731 | 0,8875 | 0,9729 | 0,9817 | 0,9687 | 0,9491 | 0,9388 | 0,9342
6 1,7645 | 1,8730 | 1,9706 | 2,0472 | 2,0381 | 2,1420 | 2,1681 | 2,0383 | 2,0547
EQM(S\) 0,3312 | 0,2827 | 0,2930 | 0,3286 | 0,2799 | 0,2917 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9216
EQM (&) 0,0617 | 0,0331 | 0,0263 | 0,0478 | 0,0236 | 0,0176 | 0,1592 | 0,0821 | 0,0556
EQM(B) 0,2178 | 0,1172 | 0,0940 | 0,1749 | 0,0951 | 0,1057 | 0,3044 | 0,1586 | 0,1737
Erro de ajuste | 0,0171 | 0,0095 | 0,0066 | 0,0148 | 0,0083 | 0,0065 | 0,0232 | 0,0138 | 0,0092
(Vo f) = (4,1,2)
A 2,2913 | 6,0467 | 6,5358 | 1,9501 | 6,0545 | 6,5532 | 2,9413 | 4,2921 | 4,6805
o} 1,0844 | 0,5697 | 0,4911 | 1,6521 | 0,5697 | 0,4994 | 1,7742 | 1,1159 | 0,9203
B 1,4779 | 1,4349 | 1,5001 | 1,4030 | 1,3745 | 1,4770 | 1,9052 | 1,8008 | 1,8445
EQM(S\) 11,3390 | 14,8439 | 11,4093 | 14,6670 | 14,8674 | 13,1269 | 6,6256 | 5,7754 | 3,1814
EQM (&) 0,7634 | 0,6808 | 0,5398 | 0,7836 | 0,6815 | 0,5368 | 0,8822 | 0,6730 | 0,3879
EQM(B) 0,4927 | 0,4469 | 0,3931 | 0,4784 | 0,4906 | 0,3897 | 0,6178 | 0,4605 | 0,3207
Erro de ajuste | 0,0014 | 0,0008 | 0,0005 | 0,0013 | 0,0008 | 0,0005 | 0,0022 | 0,0010 | 0,0006
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Tabela 3.15: Simulagoes para os métodos: MM, MV via EM com momentos ¢ FCE com momentos variando o parametro a

Estimacoes Momentos EM com Momentos FCE com Momentos
50 100 150 20 100 150 20 100 150

(A a,p)=(1,1,2)

A 1,3268 | 1,3134 | 1,3716 | 1,3188 | 1,2949 | 1,3682 | 1,2444 | 1,2579 | 1,3753
Q 0,8279 | 0,8731 | 0,8875 | 0,9729 | 0,9817 | 0,9687 | 0,9491 | 0,9388 | 0,9342
B 1,7645 | 1,8730 | 1,9706 | 2,0472 | 2,0381 | 2,1420 | 2,1681 | 2,0383 | 2,0547

EQM(S\) 0,3312 | 0,2827 | 0,2930 | 0,3286 | 0,2799 | 0,2917 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9216
EQM (&) 0,0617 | 0,0331 | 0,0263 | 0,0478 | 0,0236 | 0,0176 | 0,1592 | 0,0821 | 0,0556

EQM(p) 0,2178 | 0,1172 | 0,0940 | 0,1749 | 0,0951 | 0,1057 | 0,3044 | 0,1586 | 0,1737
Erro de ajuste | 0,0171 | 0,0095 | 0,0066 | 0,0148 | 0,0083 | 0,0065 | 0,0232 | 0,0138 | 0,0092

(A a,B)=(1,3,2)

A 1,7032 | 1,7065 | 1,6215 | 0,1777 | 0,1726 | 0,1698 | 1,6190 | 1,5197 | 1,3686
Q 2,5687 | 2,6537 | 2,7269 | 2,6078 | 2,5973 | 2,5877 | 3,7120 | 3,5026 | 3,4159
8 1,9968 | 2,1678 | 2,2752 | 1,3985 | 1,3109 | 1,2611 | 3,1296 | 2,8208 | 2,6746

EQM(S\) 0,7983 | 0,6767 | 0,5864 | 0,6953 | 0,6964 | 0,6956 | 0,7565 | 0,5404 | 0,3780
EQM (&) 0,7701 | 0,5667 | 0,3911 | 0,2049 | 0,1766 | 0,1813 | 4,8554 | 1,3541 | 0,6707

EQM(p) 0,4184 | 0,4046 | 0,3905 | 0,4923 | 0,5557 | 0,6136 | 1,3614 | 1,0340 | 0,8287
Erro de ajuste | 0,0012 | 0,0007 | 0,0005 | 0,0010 | 0,0006 | 0,0004 | 0,0025 | 0,0011 | 0,0006
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Tabela 3.16: Simulacoes para os métodos: MM, MV via EM com momentos ¢ FCE com momentos variando o parametro a

Estimacoes Momentos EM com Momentos FCE com Momentos
50 100 150 20 100 150 20 100 150

(N, a,B)=(1,1,4)

A 1,3268 | 1,3134 | 1,3716 | 1,3113 | 1,2940 | 1,3632 | 1,0660 | 1,2548 | 1,4923
Q 0,8279 | 0,8731 | 0,8875 | 0,9745 | 0,9872 | 0,9720 | 0,9324 | 0,9293 | 0,9074
3 3,5289 | 3,7460 | 3,9412 | 4,1018 | 4,0845 | 4,3089 | 4,1826 | 4,0468 | 4,1318

EQM(S\) 0,3312 | 0,2827 | 0,2930 | 0,3260 | 0,2793 | 0,2909 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9998
EQM (&) 0,0617 | 0,0331 | 0,0263 | 0,0487 | 0,0237 | 0,0174 | 0,1615 | 0,1106 | 0,0756

EQM(5) 0,8711 | 0,4687 | 0,3759 | 0,7022 | 0,3993 | 0,4390 | 1,1677 | 0,6472 | 0,5998
Erro de ajuste | 0,0683 | 0,0379 | 0,0265 | 0,0587 | 0,0338 | 0,0266 | 0,0997 | 0,0574 | 0,0393

(N, a,B)=(1,2,4)

A 1,6492 | 1,6695 | 1,6428 | 1,2432 | 1,4700 | 1,5097 | 1,5354 | 1,3870 | 1,3236
a 1,6926 | 1,7432 | 1,7865 | 2,1087 | 2,0951 | 2,0929 | 2,1297 | 2,0529 | 2,0560
3 4,0567 | 4,1441 | 4,3852 | 4,0201 | 4,4455 | 4,7920 | 5,1283 | 4,7197 | 4,6520

EQM(S\) 0,6084 | 0,5719 | 0,5246 | 0,7020 | 0,6040 | 0,5567 | 0,7921 | 0,5862 | 0,4597
EQM (&) 0,3236 | 0,1861 | 0,1292 | 0,2175 | 0,1342 | 0,1014 | 0,5347 | 0,2072 | 0,1184

EQM(5) 1,0753 | 0,7921 | 0,7049 | 0,8957 | 1,1411 | 1,2753 | 2,5080 | 1,7354 | 1,5539
Erro de ajuste | 0,0081 | 0,0046 | 0,0035 | 0,0089 | 0,0046 | 0,0035 | 0,0137 | 0,0065 | 0,0044
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Tabela 3.17: Simulacoes para os métodos: MM, MV via EM com momentos e FCE com momentos variando o parametro g

Estimacoes Momentos EM com Momentos FCE com Momentos
50 100 150 20 100 150 20 100 150

(A a,p)=(1,1,2)

A 1,3268 | 1,3134 | 1,3716 | 1,3188 | 1,2949 | 1,3682 | 1,2444 | 1,2579 | 1,3753
Q 0,8279 | 0,8731 | 0,8875 | 0,9729 | 0,9817 | 0,9687 | 0,9491 | 0,9388 | 0,9342
B 1,7645 | 1,8730 | 1,9706 | 2,0472 | 2,0381 | 2,1420 | 2,1681 | 2,0383 | 2,0547

EQM(S\) 0,3312 | 0,2827 | 0,2930 | 0,3286 | 0,2799 | 0,2917 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9216
EQM (&) 0,0617 | 0,0331 | 0,0263 | 0,0478 | 0,0236 | 0,0176 | 0,1592 | 0,0821 | 0,0556

EQM(p) 0,2178 | 0,1172 | 0,0940 | 0,1749 | 0,0951 | 0,1057 | 0,3044 | 0,1586 | 0,1737
Erro de ajuste | 0,0171 | 0,0095 | 0,0066 | 0,0148 | 0,0083 | 0,0065 | 0,0232 | 0,0138 | 0,0092

(N, a,B)=(1,1,4)

A 1,3268 | 1,3134 | 1,3716 | 1,3148 | 1,2940 | 1,3663 | 1,0660 | 1,2548 | 1,4923
Q 0,8279 | 0,8731 | 0,8875 | 0,9734 | 0,9857 | 0,9712 | 0,9324 | 0,9293 | 0,9074
8 2,6467 | 2,8095 | 2,9559 | 3,0739 | 3,0610 | 3,2222 | 4,1826 | 4,0468 | 4,1318

EQM(S\) 0,3312 | 0,2827 | 0,2930 | 0,3240 | 0,2801 | 0,2913 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9998
EQM (&) 0,0617 | 0,0331 | 0,0263 | 0,0487 | 0,0238 | 0,0176 | 0,1615 | 0,1106 | 0,0756

EQM(p) 0,4900 | 0,2637 | 0,2115 | 0,3946 | 0,2201 | 0,2417 | 1,1677 | 0,6472 | 0,5998
Erro de ajuste | 0,0384 | 0,0213 | 0,0149 | 0,0330 | 0,0189 | 0,0149 | 0,0997 | 0,0574 | 0,0393
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Tabela 3.18: Simulacoes para os métodos: MM, MV via EM com momentos e FCE com momentos variando o parametro g

Estimacoes Momentos EM com Momentos FCE com Momentos
50 100 150 50 100 150 20 100 150
(Ao, B) = (4,1,2)
A 2,2913 | 6,0467 | 6,5358 | 1,9501 | 6,0545 | 6,5532 | 2,9413 | 4,2921 | 4,6805
o 1,5844 | 0,5697 | 0,4911 | 1,6521 | 0,5697 | 0,4994 | 1,7742 | 1,1159 | 0,9203
B 1,4779 | 1,4349 | 1,5001 | 1,4030 | 1,3745 | 1,4770 | 1,9052 | 1,8008 | 1,8445
EQM(S\) 11,3390 | 14,8439 | 11,4093 | 14,6670 | 14,8674 | 13,1269 | 6,6256 | 5,7754 | 3,1814
EQM (&) 0,7634 | 0,6808 | 0,5398 | 0,7836 | 0,6815 | 0,5368 | 0,8822 | 0,6730 | 0,3879
EQM(B) 0,4927 | 0,4469 | 0,3931 | 0,4784 | 0,4906 | 0,3897 | 0,6178 | 0,4605 | 0,3207
Erro de ajuste | 0,0014 | 0,0008 | 0,0005 | 0,0013 | 0,0008 | 0,0005 | 0,0022 | 0,0010 | 0,0006
(\af) = (4,1,4)
A 2,2913 | 6,0467 | 6,5358 | 1,7986 | 6,0517 | 6,5479 | 2,9153 | 4,3461 | 4,6843
o} 1,0844 | 0,5697 | 0,4911 | 1,6815 | 0,5750 | 0,0043 | 1,8335 | 1,0818 | 0,9107
6 2,9558 | 2,8699 | 3,0001 | 2,7792 | 2,7076 | 2,8825 | 3,8996 | 3,5356 | 3,6768
EQM(S\) 11,3390 | 14,8439 | 11,4093 | 14,7817 | 14,9122 | 14,6942 | 6,4357 | 5,8639 | 3,5262
EQM (&) 0,7634 | 0,6808 | 0,5398 | 0,7939 | 0,6823 | 0,5419 | 0,9027 | 0,6863 | 0,4381
EQM(B) 1,9710 | 1,7876 | 1,5725 | 1,8508 | 1,9736 | 1,5886 | 2,6052 | 1,7973 | 1,3461
Erro de ajuste | 0,0054 | 0,0032 | 0,0021 | 0,0052 | 0,0031 | 0,0022 | 0,0090 | 0,0039 | 0,0025
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Grandes Amostras

Dando continuidade a anélise das simulagoes, as Tabelas 3.19 a 3.24 apresentam in-
formagoes para os tamanhos de amostra 500, 1000 e 2000, respectivamente. Os valores
de parametros considerados nas Tabelas 3.19 e 3.20 sdao (1,1,4) e (2,1,4), e, (1,1,2) e
(4,1,2). Nas Tabelas 3.21 e 3.22, consideramos (1,1,2) e (1,3,2), e, (1,1,4) e (1,2,4).
E ja nas Tabelas 3.23 e 3.24, os valores considerados sao (1,1,2) e (1,1,4), e, (4,1,2) e
(4,1,4).

e Efeitos da variacao de A

As Tabelas 3.19 e 3.20 exibem os resultados obtidos nas simulagoes quando variamos o
parametro A. Podemos observar na Tabela 3.19 que, quanto ao vetor paramétrico (1, 1,4),
o EFQM (&) continua sendo menor para todos os métodos de estimagao comparado ao
vetor (2,1,4). Quando aumentamos o valor de \ as estimativas dos parametros a e 3 se
mostram mais viesadas. Quando A = 1 o método FCE com momentos exibe resultados
mais precisos, ja quando A = 2, os dois primeiros métodos sao os que apresentam melhor
desempenho. Nota-se na Tabela 3.20, que as melhores estimacoes do segundo vetor para
A, e f foram no método FCE com momentos. Quando o tamanho de amostra é N = 500
no segundo vetor, o EQM (5\) nos dois primeiros métodos nao apresentam resultados
satisfatorios, mas, conforme aumentamos o tamanho de amostras, o método que apresenta
estimativas menos viesadas ¢ FCE com momentos. Observe que tanto na Tabela 3.19
quanto em 3.20, o erro de ajuste é menor para o maior o valor de \.

e Efeitos da variacao de «

As Tabelas 3.21 e 3.22 mostram que o erro de ajuste é menor para todos os métodos
no caso de maior valor de o. Analisando o método MV via EM com momentos na Tabela
3.21, percebemos que o EQM de ), & e 3 é menor quando « for menor. Ainda referente
a Tabela 3.21, para o maior valor de a 0 método FCE com momentos apresenta melhor
perfomance para todos os trés tamanhos de amostras. Considerando \ e o para o vetor
paramétrico (1,1,4), da Tabela 3.22, obtemos estimativas bastante precisas no método
FCE com momentos, ji quanto ao parametro (3, este método nao estimou bem. Mas
quando a = 2, este método foi o que melhor estimou S. Ainda analisando a Tabela 3.22,
conforme aumentamos o tamanho de amostras no método dos momentos, as estimativas

de A\, a e 8 convergem para o verdadeiro valor.
e Efeitos da variacao de

Quando aumentamos o valor de § na Tabela 3.23, foi possivel notar no método dos
momentos, que as estimativas de A e a sao as mesmas para os dois vetores de parametros.
Este fato pode ser visto também na Tabela 3.24. E interessante mencionar que o mesmo

aconteceu para pequenas amostras quando variamos esses mesmos parametros. Podemos
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notar nas Tabelas 3.23 e 3.24, que o erro de ajuste foi menor para o menor valor de
3. Nos dois primeiros métodos da Tabela 3.24, 0 EQM ()\) assume valor muito alto. O
método FCE com momentos, é o que apresenta melhor resultado tanto para A quanto para
os demais parametros. Conforme aumentamos o tamanho de amostras neste método, o
EQM é cada vez menor.

Portanto, para grandes amostras, verifica-se em senso comparativo, que o método MV

via EM com momentos obteve melhor resultado do que os demais métodos.



Tabela 3.19: Simulagoes para os métodos: MM, MV via EM com momentos e FCE com momentos variando o pardmetro A

Estimacoes Momentos EM com Momentos FCE com Momentos
200 1000 2000 200 1000 2000 200 1000 2000

(N, a,B)=(1,1,4)

A 1,3464 | 1,2917 | 1,2687 | 1,3437 | 1,2891 | 1,2687 | 1,0405 | 1,0781 | 1,0665
Q 0,9073 | 0,9166 | 0,9321 | 0,9572 | 0,9597 | 0,9687 | 0,9714 | 0,9787 | 0,9881
B 3,8721 | 3,9696 | 4,0143 | 4,1162 | 4,1565 | 4,1686 | 3,6265 | 3,6721 | 3,7644

EQM(S\) 0,2510 | 0,1894 | 0,1399 | 0,2490 | 0,1870 | 0,1391 | 0,7484 | 0,5509 | 0,2699
EQM (&) 0,0148 | 0,0102 | 0,0066 | 0,0074 | 0,0053 | 0,0032 | 0,0148 | 0,0071 | 0,0038

EQM(5) 0,2158 | 0,1303 | 0,0945 | 0,2483 | 0,2007 | 0,1617 | 0,6214 | 0,5359 | 0,3826
Erro de ajuste | 0,0152 | 0,0097 | 0,0060 | 0,0116 | 0,0069 | 0,0041 | 0,0160 | 0,0077 | 0,0043

(N, a,B)=1(2,1,4)

A 2,3109 | 2,1974 | 2,0686 | 2,3087 | 2,1971 | 2,0690 | 3,0736 | 2,6071 | 2,2224
a 0,8587 | 0,9147 | 0,9662 | 0,9104 | 0,9516 | 0,9879 | 0,6845 | 0,8124 | 0,9378
3 3,1907 | 3,4429 | 3,7772 | 3,2031 | 3,4486 | 3,8082 | 3,3492 | 3,6118 | 3,7995

EQM(S\) 1,9213 | 0,6377 | 0,2540 | 1,9120 | 0,6355 | 0,2537 | 2,3693 | 0,8011 | 0,2241
EQM (&) 0,1249 | 0,0607 | 0,0297 | 0,0893 | 0,0469 | 0,0221 | 0,1389 | 0,0631 | 0,0196

EQM(B) | 0,7076 | 0,3337 | 0,0805 | 0,7361 | 0,3461 | 0,0838 | 0,5572 | 0,2654 | 0,1012
Erro de ajuste | 0,0065 | 0,0042 | 0,0028 | 0,0066 | 0,0040 | 0,0025 | 0,0067 | 0,0043 | 0,0022
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Tabela 3.20: Simulagoes para os métodos: MM, MV via EM com momentos ¢ FCE com momentos variando o paradmetro A

Estimacoes Momentos EM com Momentos FCE com Momentos
200 1000 2000 200 1000 2000 200 1000 2000
(Ao B) = (1,1,2)
A 1,3464 | 1,2917 | 1,2687 | 1,3437 | 1,2909 | 1,2697 | 1,1237 | 1,0773 | 1,0753
o 0,9073 | 0,9166 | 0,9321 | 0,9515 | 0,9546 | 0,9655 | 0,9709 | 0,9843 | 0,9881
i 1,9360 | 1,9848 | 2,0071 | 2,0541 | 2,0751 | 2,0744 | 1,8014 | 1,8461 | 1,9042
EQM(S\) 0,2510 | 0,1894 | 0,1399 | 0,2506 | 0,1897 | 0,1399 | 0,6735 | 0,4845 | 0,2058
EQM (&) 0,0148 | 0,0102 | 0,0066 | 0,0077 | 0,0056 | 0,0034 | 0,0117 | 0,0060 | 0,0029
EQM(B) 0,0540 | 0,0326 | 0,0236 | 0,0579 | 0,0471 | 0,0363 | 0,1570 | 0,1379 | 0,0959
Erro de ajuste | 0,0038 | 0,0024 | 0,0015 | 0,0029 | 0,0018 | 0,0010 | 0,0033 | 0,0017 | 0,0009
(N a,B)=(4,1,2)
A 6,7824 | 6,8129 | 6,0218 | 6,7776 | 6,8080 | 6,0213 | 4,8178 | 4,8412 | 4,5679
Qa 0,4414 | 0,4422 | 0,5270 | 0,4410 | 0,4433 | 0,5325 | 0,8020 | 0,7756 | 0,8353
B 1,3784 | 1,4572 | 1,5607 | 1,3670 | 1,4578 | 1,5818 | 1,6576 | 1,8068 | 1,8596
EQM(S\) 14,3059 | 8,5739 | 4,1035 | 14,6290 | 8,6179 | 4,1111 | 2,8032 | 1,1016 | 0,5243
EQM (&) 0,4934 | 0,3447 | 0,2427 | 0,4809 | 0,3424 | 0,2373 | 0,2507 | 0,1248 | 0,0797
EQM(B) 0,4167 | 0,3046 | 0,1997 | 0,4190 | 0,3010 | 0,1862 | 0,2011 | 0,1025 | 0,0686
Erro de ajuste | 0,0003 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0003 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0001
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Tabela 3.21: Simulagoes para os métodos: MM, MV via EM com momentos ¢ FCE com momentos variando o parametro a

Estimacoes Momentos EM com Momentos FCE com Momentos
200 1000 2000 200 1000 2000 200 1000 2000
(Ao B) = (1,1,2)
A 1,3464 | 1,2917 | 1,2687 | 1,3437 | 1,2909 | 1,2697 | 1,1237 | 1,0773 | 1,0753
o 0,9073 | 0,9166 | 0,9321 | 0,9515 | 0,9546 | 0,9655 | 0,9709 | 0,9843 | 0,9881
i 1,9360 | 1,9848 | 2,0071 | 2,0541 | 2,0751 | 2,0744 | 1,8014 | 1,8461 | 1,9042
EQM(S\) 0,2510 | 0,1894 | 0,1399 | 0,2506 | 0,1897 | 0,1399 | 0,6735 | 0,4845 | 0,2058
EQM (&) 0,0148 | 0,0102 | 0,0066 | 0,0077 | 0,0056 | 0,0034 | 0,0117 | 0,0060 | 0,0029
EQM(B) 0,0540 | 0,0326 | 0,0236 | 0,0579 | 0,0471 | 0,0363 | 0,1570 | 0,1379 | 0,0959
Erro de ajuste | 0,0038 | 0,0024 | 0,0015 | 0,0029 | 0,0018 | 0,0010 | 0,0033 | 0,0017 | 0,0009
(N a,B)=1(1,3,2)
A 1,4323 | 1,2987 | 1,1798 | 0,1648 | 0,1627 | 0,1619 | 1,1245 | 1,0643 | 1,0403
Qa 2,8554 | 2,9623 | 3,0041 | 2,4747 | 2,4287 | 2,3949 | 3,0727 | 3,0627 | 3,0515
B 2,2845 | 2,2645 | 2,1845 | 1,1391 | 1,1086 | 1,0954 | 2,1914 | 2,1243 | 2,0863
EQM(S\) 0,3050 | 0,1296 | 0,0623 | 0,6991 | 0,7014 | 0,7024 | 0,1577 | 0,1038 | 0,0587
EQM (&) 0,1311 | 0,0637 | 0,0347 | 0,2759 | 0,3263 | 0,3661 | 0,1594 | 0,0910 | 0,0514
EQM(B) 0,2218 | 0,1571 | 0,0862 | 0,7561 | 0,7979 | 0,8182 | 0,3782 | 0,2255 | 0,1290
Erro de ajuste | 0,0002 | 0,0001 | 0,00005 | 0,0003 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0001 | 0,00005
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Tabela 3.22: Simulagoes para os métodos: MM, MV via EM com momentos ¢ FCE com momentos variando o parametro a

Estimacoes Momentos EM com Momentos FCE com Momentos
200 1000 2000 200 1000 2000 200 1000 2000

(N, a,B)=(1,1,4)

A 1,3464 | 1,2917 | 1,2687 | 1,3437 | 1,2891 | 1,2687 | 1,0405 | 1,0781 | 1,0665
Q 0,9073 | 0,9166 | 0,9321 | 0,9572 | 0,9597 | 0,9687 | 0,9714 | 0,9787 | 0,9881
B 3,8721 | 3,9696 | 4,0143 | 4,1162 | 4,1565 | 4,1686 | 3,6265 | 3,6721 | 3,7644

EQM(S\) 0,2510 | 0,1894 | 0,1399 | 0,2490 | 0,1870 | 0,1391 | 0,7484 | 0,5509 | 0,2699
EQM (&) 0,0148 | 0,0102 | 0,0066 | 0,0074 | 0,0053 | 0,0032 | 0,0148 | 0,0071 | 0,0038

EQM(5) 0,2158 | 0,1303 | 0,0945 | 0,2483 | 0,2007 | 0,1617 | 0,6214 | 0,5359 | 0,3826
Erro de ajuste | 0,0152 | 0,0097 | 0,0060 | 0,0116 | 0,0069 | 0,0041 | 0,0160 | 0,0077 | 0,0043

(N, a,B)=(1,2,4)

A 1,5302 | 1,3746 | 1,2117 | 1,5114 | 1,3637 | 1,2069 | 1,0517 | 1,0252 | 1,0135
Q 1,8056 | 1,8741 | 1,9247 | 2,0204 | 2,0470 | 2,0460 | 1,9497 | 1,9661 | 1,9665
B 4,3269 | 4,3600 | 4,2445 | 4,8949 | 4,7295 | 4,4666 | 4,0939 | 4,0077 | 3,9937

EQM(S\) 0,3400 | 0,1763 | 0,0841 | 0,3148 | 0,1705 | 0,0812 | 0,1846 | 0,1255 | 0,0932
EQM (&) 0,0520 | 0,0241 | 0,0111 | 0,0277 | 0,0161 | 0,0082 | 0,0292 | 0,0131 | 0,0076

EQM(p) 0,4293 | 0,3115 | 0,1700 | 1,2053 | 0,8501 | 0,4013 | 0,7359 | 0,5100 | 0,3527
Erro de ajuste | 0,0016 | 0,0009 | 0,0004 | 0,0012 | 0,0007 | 0,0003 | 0,0012 | 0,0006 | 0,0003
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Tabela 3.23: Simulacoes para os métodos: MM, MV via EM com momentos e FCE com momentos variando o parametro g

Estimacoes Momentos EM com Momentos FCE com Momentos
200 1000 2000 200 1000 2000 200 1000 2000

(A a,p)=(1,1,2)

A 1,3464 | 1,2917 | 1,2687 | 1,3437 | 1,2909 | 1,2697 | 1,1237 | 1,0773 | 1,0753
a 0,9073 | 0,9166 | 0,9321 | 0,9515 | 0,9546 | 0,9655 | 0,9709 | 0,9843 | 0,9881
3 1,9360 | 1,9848 | 2,0071 | 2,0541 | 2,0751 | 2,0744 | 1,8014 | 1,8461 | 1,9042

EQM(S\) 0,2510 | 0,1894 | 0,1399 | 0,2506 | 0,1897 | 0,1399 | 0,6735 | 0,4845 | 0,2058
EQM (&) 0,0148 | 0,0102 | 0,0066 | 0,0077 | 0,0056 | 0,0034 | 0,0117 | 0,0060 | 0,0029

EQM(5) 0,0540 | 0,0326 | 0,0236 | 0,0579 | 0,0471 | 0,0363 | 0,1570 | 0,1379 | 0,0959
Erro de ajuste | 0,0038 | 0,0024 | 0,0015 | 0,0029 | 0,0018 | 0,0010 | 0,0033 | 0,0017 | 0,0009

(N, a,B)=(1,1,4)

A 1,3464 | 1,2917 | 1,2687 | 1,3437 | 1,2891 | 1,2687 | 1,0405 | 1,0781 | 1,0665
Q 0,9073 | 0,9166 | 0,9321 | 0,9572 | 0,9597 | 0,9687 | 0,9714 | 0,9787 | 0,9881
8 3,8721 | 3,9696 | 4,0143 | 4,1162 | 4,1565 | 4,1686 | 3,6265 | 3,6721 | 3,7644

EQM(S\) 0,2510 | 0,1894 | 0,1399 | 0,2490 | 0,1870 | 0,1391 | 0,7484 | 0,5509 | 0,2699
EQM (&) 0,0148 | 0,0102 | 0,0066 | 0,0074 | 0,0053 | 0,0032 | 0,0148 | 0,0071 | 0,0038

EQM(5) 0,2158 | 0,1303 | 0,0945 | 0,2483 | 0,2007 | 0,1617 | 0,6214 | 0,5359 | 0,3826
Erro de ajuste | 0,0152 | 0,0097 | 0,0060 | 0,0116 | 0,0069 | 0,0041 | 0,0160 | 0,0077 | 0,0043
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Tabela 3.24: Simulacoes para os métodos: MM, MV via EM com momentos e FCE com momentos variando o parametro g

Estimacoes Momentos EM com Momentos FCE com Momentos
200 1000 2000 200 1000 2000 200 1000 2000

(N a,B)=(4,1,2)

A 6,7824 | 6,8129 | 6,0218 | 6,7776 | 6,8080 | 6,0213 | 4,8178 | 4,8412 | 4,5679
o 0,4414 | 0,4422 | 0,5270 | 0,4410 | 0,4433 | 0,5325 | 0,8020 | 0,7756 | 0,8353
i 1,3784 | 1,4572 | 1,5607 | 1,3670 | 1,4578 | 1,5818 | 1,6576 | 1,8068 | 1,8596

EQM(S\) 14,3059 | 8,5739 | 4,1035 | 14,6290 | 8,6179 | 4,1111 | 2,8032 | 1,1016 | 0,5243
EQM (&) 0,4934 | 0,3447 | 0,2427 | 0,4809 | 0,3424 | 0,2373 | 0,2507 | 0,1248 | 0,0797

EQM(p) 0,4167 | 0,3046 | 0,1997 | 0,4190 | 0,3010 | 0,1862 | 0,2011 | 0,1025 | 0,0686
Erro de ajuste | 0,0003 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0003 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0001

(N a,B)=(4,1,4)

A 6,7824 | 6,8129 | 6,0218 | 6,7794 | 6,8080 | 6,0213 | 4,6919 | 4,7562 | 4,6084
& 0,4414 | 0,4422 | 0,5270 | 0,4413 | 0,4441 | 0,5325 | 0,8344 | 0,7996 | 0,8279
3 92,7568 | 2,9145 | 3,1214 | 2,7436 | 2,9236 | 3,1679 | 3,3411 | 3,6724 | 3,7219

EQM(S\) 14,3059 | 8,5739 | 4,1035 | 14,5284 | 8,5802 | 4,1111 | 2,9582 | 1,0860 | 0,6116
EQM (&) 0,4934 | 0,3447 | 0,2427 | 0,4844 | 0,3462 | 0,2378 | 0,2861 | 0,1228 | 0,0894

EQM(B) 1,6667 | 1,2186 | 0,7987 | 1,6724 | 1,2040 | 0,7590 | 0,8861 | 0,4082 | 0,2750
Erro de ajuste | 0,0012 | 0,0006 | 0,0003 | 0,0012 | 0,0006 | 0,0003 | 0,0010 | 0,0004 | 0,0002
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3.5 Aplicacao

Para ilustrar a utilidade da distribuicao CPTG, sera utilizado um conjunto de dados
reais, ao qual serao ajustadas diversas outras distribui¢oes, além do modelo CPTG. A
aplicacdo refere-se a uma imagem SAR. (Synthetic Aperture Radar - SAR) extraida da
imagem de Foulum (Dinamarca) e obtida pelo sensor EMISAR (Lee e Pottier, 2009),
construido pelo Electro Magnetics Institute (EMI) na Technical University of Denmark.

O radar é um sensor ativo que transmite um sinal de energia eletromagnética, ilu-
minando a superficie ou alvo e registra as respostas retornadas da superficie. Como um
sensor ativo, os radares independem do sol e de suas condicoes e podem operar de dia ou
de noite (Henderson et al., 1998).

O sistema SAR trata-se de uma técnica de radar especial, que permite aos utilizadores
obterem imagens de radar de alta resolucao a grandes distancias. Este sistema atua na
faixa de microondas, e por isto, possuem algumas vantagens com relacao aos sistemas
Oticos, como a independéncia a luz solar, e a fatores climéticos e maior penetracao na
cobertura vegetal da superficie observada. A desvantagem desse tipo de imagem ocorre
com a presenca do ruido speckle que é inerente ao seu processo de aquisicao e gera um
aspecto granuloso na imagem, dificultando a sua interpretacao e analise. O aparecimento
do speckle em tais imagens se deve a interferéncia coerente do sinal refletido a partir das
muitas unidades elementares da area sob estudo. Isto é, quando um radar ilumina uma
superficie aspera, o sinal retornado consiste de ondas refletidas pelos muitos elementos
dentro de uma célula de resolucao, denominados de scatters.

Um aspecto a ser considerado na aquisi¢ao de imagens é a polarizacao. A polarizagao
descreve a orientacao do campo elétrico de uma onda eletromagnética. Na captura de
imagens PolSAR (Polarimetric Synthetic Aperture Radar - PolSAR), trés canais sao le-
vados em consideracao: a saber, HH (Horizontal-Horizontal), HV (Horizontal-Vertical) ~
VH (Vertical-Horizontal) e VV (Vertical-Vertical). As diregoes pulsos de onda emitidos
e recebidos estao indicadas pela primeira e segunda letra. Por exemplo, a componente
HV indica a transmissao de uma onda polarizada na horizontal e o recebimento da onda
polarizada na vertical pelo radar (Mather e Tso, 2009).

O conjunto de dados apresentado na Tabela 3.25 é composto por 131 valores de in-
tensidades referentes ao canal de polarizacao HH de uma imagem da regiao de Fou-
lum (Dinamarca) [https://earth.esa.int/web/polsarpro/airborne-data-sources].
A descricao desses dados esta representada na Tabela 3.26.

Podemos notar na Tabela 3.26 que a Mediana < Média aponta que a curva da distri-
buicao tem assimetria a direita, o que é confirmado pela assimetria positiva. O C, aponta
que os dados apresentam uma grande dispersao em torno da média levando indicios de
um conjunto de dados heterogéneo. Ja a curtose aponta para uma funcao de distribuicao
mais alta (afunilada) e concentrada que a distribuigdo normal. Diz-se desta fungao de
probabilidade que é leptocirtica, ou que a distribuicao tem caudas pesadas.
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Tabela 3.25: Conjunto de dados de Foulum

0,01894287
0,02293175
0,02721631
0,02856023
0,03879451
0,03232158
0,03501506
0,05260086
0,05190274
0,02792585
0,08028217
0,04832320
0,02833025
0,02260664
0,01250427
0,04768521
0,04638059
0,10605280
0,06442861
0,03578667
0,05941767
0,04278920

0,01935418
0,03228633
0,03141554
0,02839673
0,02941171
0,03402714
0,03453897
0,02942552
0,02861129
0,04164984
0,05686707
0,06187658
0,01992964
0,02931118
0,01528162
0,07643031
0,08566783
0,12579180
0,03224484
0,05177016
0,04971199
0,06403044

0,02396332
0,03474018
0,03752478
0,03598676
0,02338895
0,05611064
0,05705985
0,03763689
0,04111884
0,05508701
0,04585500
0,06816631
0,02185369
0,02775543
0,02017052
0,05274564
0,10034920
0,09340851
0,04694617
0,04639203
0,04367883
0,12067840

0,02647153
0,03384829
0,02784315
0,04629390
0,02777823
0,07915612
0,05515739
0,05229843
0,06560329
0,09429808
0,04230256
0,05449910
0,02363688
0,01802599
0,02358412
0,02667463
0,07746060
0,07589816
0,03803634
0,05562469
0,04341392
0,10924980

0,02082554
0,02407404
0,04168270
0,05547253
0,04783208
0,03754972
0,04647379
0,06204657
0,06084920
0,09665179
0,03445653
0,05385335
0,02051137
0,01570864
0,02585229
0,03024757
0,07138552
0,04526951
0,02665159
0,06370583
0,03989288
0,05840242

0,01911615
0,02296903
0,04891223
0,05395810
0,03824020
0,03101604
0,06612180
0,08059592
0,03424702
0,08470160
0,04063699
0,04675854
0,02317232
0,01149687
0,03893850
0,03427167
0,05092829
0,06653712
0,02892729
0,05983544
0,04538165

Tabela 3.26: Descricao do conjunto de dados de Foulum

Média | Desvio Padrao

Mediana

Minimo

Méximo

Cy

Assimetria

Curtose

0,04582 0,02293

0,04165

0,01150

0,12580

0,50045

1,16726

4,32383

Para esse conjunto de dados, comparamos o ajuste da distribuicao CPTG aos ajustes

de outras quatro distribuicoes alternativas, a saber: gama, Weibull, Weibull estendida
(W.E) e Fréchet, cujas fdp’s sdo dadas por:

¢ Gama

ﬁaxa—le—ﬁa:

()

[(0700) <x> )

a>0

e B>0.
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e Weibull

e Fréchet

f(z) = yo"z= 0V exp [— <%>V] Ioo)(x), 0>0 e ~v>0.

As estimativas de Méaxima Verossimilhanga (MV) para os parametros das distribui-
coes gama e Weibull foram obtidas através da rotina fitdistr () do pacote MASS do R.
Enquanto que para as distribuicoes Weibull estendida e Fréchet foi utilizada a funcao
goodness.fit() do pacote AdequacyModel também presente na plataforma R.

A estimacgao dos parametros da distribuicaio CPTG foi feita pelo método MV via EM
com momentos. Na Tabela 3.27 sao listadas as estimativas dos modelos citados com os
seus respectivos erros padrao (EP). Além disso, apresentamos ainda a média, o desvio
padrao (DP) e o coeficiente de variagdo (CV) de cada modelo. Podemos notar através das
Tabelas 3.26 e 3.27, que a média , o desvio padrao e o coeficiente de variacao estimados
da CPTG sao bem proximos dos valores empiricos.

Tabela 3.27: Parametros estimados ao conjunto de dados de Foulum

Modelo | Parametro | Estimativa EP Média DP CV
CPTG A 0,2812 0,1324

a 6,0389 | 1,3920 | 0,0458 | 0,0234 | 0,5111
3 151,1882 | 30,9989

Gama a 4,4487 | 0,5304 | 0,0458 | 0,0217 | 0,4741
3 07,0853 | 12,2529

Weibull a 0,0520 | 0,0022 | 0,0460 | 0,0226 | 0,4919
~ 2,1397 | 0,1370
W.E a 0,1368 | 0,3094

~ 2,1389 | 0,1369 | 0,0460 | 0,0226 | 0,4921
A 79271 | 38,3625

Fréchet ~ 2,0983 | 0,1322 | 0,0542 | 0,1355 | 2,4988
o 0,0320 | 0,0014
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Para verificar se o modelo proposto é apropriado, faremos uso de alguns critérios de
selecao de modelos presentes na literatura, dentre eles: Critério de Informacao de Akaike
(AIC), Critério de Informagao de Akaike corrigido (AICc) e o Critério de Informacao
Bayesiano (BIC) . Os mesmos satisfazem as seguintes equagoes:

AIC = —2log(L) + 2k.
B 2%k — 1)
BIC = —2log(L)+ klog(N).

em que L(0;x) é a funcdo de verossimilhan¢a do modelo, k£ é o nimero de parametros
e N é o niumero de observacoes. O modelo a ser selecionado (melhor modelo), é o que
possuir menor AIC, AICc ou BIC. Outra estatistica que utilizamos foi o teste Kolmogorov-
Smirnov (KS)

O teste de Kolmogorov-Smirnov objetiva-se averiguar se uma amostra pode ser consi-
derada como proveniente de uma populacao com uma determinada distribuicao. Assim,
consideremos as seguintes hipoteses: Hp: Os dados seguem uma distribuicao F x Hy: Os
dados nao seguem uma distribuicao F.

Este teste observa a maxima diferenca absoluta entre a funcao de distribuicao acu-
mulada assumida para os dados, e a funcao de distribuicao empirica dos dados. Como
critério, comparamos esta diferenca com um valor critico, para um dado nivel de signi-
ficancia. Considerando uma amostra aleatoria X7, Xo, -+, X,, de uma populacao com
funcao de distribuicao acumulada continua F'y desconhecida. A estatistica utilizada para
o teste é:

D, = sup|F(@) = Fy(a)

em que F(x) e F,(x) representam a fun¢ao acumulada e empirica dos dados. Esta funcao
corresponde a distancia maxima vertical entre os graficos de F'(z) e F,(x) sobre a ampli-
tude dos possiveis valores de x.

Neste caso, queremos testar a hipotese Fly = F' contra a hipotese alternativa F'y # F'.
Para isto, tomamos X (1), X(2), -+ , X(,) as observacoes aleatorias ordenadas de forma cres-
cente da populacao com funcao de distribuicao continua Fy. Como a funcao de distri-
buicao empirica F), é descontinua e a funcao de distribuicao hipotética é continua, vamos

considerar duas outras estatisticas:

DY = sup|F(x) — Fu(z)]
0
D™ = sup ‘F(I(i)) — Fn('r(’i—l)>|

Z(4)
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para calcularmos a estatistica de Kolmogorov-Smirnov. Essas estatisticas medem as dis-
tancias (vertical) entre os gréficos das duas fungoes, tedrica e empirica, nos pontos T(i-1)

e x(;). Com isso, podemos utilizar como estatistica de teste:

D,, = max(D*,D")

Se D,, é maior que o valor critico, rejeitamos a hipotese Hy dos dados com (1 — «)100%
de confianca. Caso contrario, nao rejeitamos a hipotese Hy.

Os resultados apresentados na Tabela 3.28 indicam que a distribuicao CPTG tem
os menores valores para AIC, AICc e KS entre todos os modelos ajustados, provendo,
portanto, um melhor ajuste aos dados de Foulum. Na Figura 3.1 observa-se que para as
diferentes distribuicoes ajustadas aos dados, a distribuicao proposta apresenta um melhor
ajuste se comparada a outros modelos probabilisticos alternativos. Portanto, esta analise
mostra evidéncias que a distribuicao CPTG é adequada para esses dados.

Tabela 3.28: Valores das estatisticas do AIC, AICc, BIC e KS para alguns modelos ajustados aos dados
de Foulum

Modelos AIC AlICc BIC KS
Estatistica | p-valor
CPTG |-649,3585 | -649,264 | -640,7329 0,0528 | 0,8588
Gama | -648,2717 | -648,2405 | -642,5213 0,0576 0,7768
Weibull | -635,7022 | -635,671 | -629,9518 0,0707 0.5296
W.E -633,7023 | -633,5133 | -625,0767 0,0709 0,5251
Fréchet | -632,8965 | -632,8027 | -627,1461 0,0752 0,4484

Figura 3.1: Histograma e densidade empirica e ajustada referente aos dados de Foulum.

& | — CPTG L —— E
s~ | Gama I/ — CPTG
o | AN Weibull o | A Gama
o DeEk W.E o Weibull
- L ---- Fréchet - / - W.E
- 7 / = N --—- Fréchet
[

Densidade

10
|

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12

Intensidades referentes ao canal de polarizacdo HH

(a)

Densiade empirica e ajustada
10
|

L/

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.2

Intensidades referentes ao canal de polarizagdo HH

Fonte: Autoria prépria.

(b)



Capitulo 4
Consideracoes Finais

Nesta dissertacao, propomos uma nova distribuicao denominada Composta Poisson-
Truncada Gama (CPTG) e estudamos algumas de suas propriedades. No Capitulo 1,
discutimos o avanco e a importancia de se trabalhar com modelos de misturas. Vimos
que estes modelos vém sendo aplicados em diversas areas do conhecimento.

No Capitulo 2, apresentamos a distribuicao Composta N e, um caso particular da
mesma, a distribuicao Composta Poisson. Apo6s o surgimento dessa familia de distribui-
¢oes, vimos que varias outras distribuicoes foram geradas. Além disso, apresentamos uma,
sub-familia da distribuicao Composta N que é a distribuicao Composta Poisson-Truncada
no zero. Posteriormente, apresentamos a distribuicao que propomos, a Composta Poisson-
Truncada Gama e, algumas de suas propriedades estatisticas, tais como: a funcao den-
sidade de probabilidade, a funcao de risco, a funcao caracteristica, a funcao geradora de
momentos, as expressoes tipo momentos e a fungao geradora de cumulante.

No Capitulo 3, fizemos um estudo teérico que embasa todos os métodos de estima-
¢ao que utilizamos para o desenvolvimento desse trabalho. Deduzimos e discutimos (via
simulagdo Monte Carlo) trés métodos de estimagao: estimagao via momentos, MV via al-
goritmo EM e por minimizacao da funcao caracteristica. Para o tltimo procedimento de
estimacao, fornecemos evidéncias numéricas para o melhor intervalo de discretizacao do
suporte da funcao caracteristica para o caso da distribuicao CPTG. Apresentamos ainda,
toda descricao computacional dos métodos através dos Algoritmos 1-4.

Foi feito um estudo de simulacao Monte Carlo para quantificar o desempenho dos trés
métodos de estimacao proposto para os parametros da distribuicaio CPTG. As simulagoes
foram feitas para pequenas e grandes amostra N = (50, 100, 150) e N = (500, 1000, 2000).
Como critérios de comparacao, utilizamos as medidas viés, erro quadratico médio (EQM)
e erro de ajuste. Adotamos 1000 réplicas Monte Carlo. Para tal estudo, inicialmente
fixamos « e § e variamos A\. Em seguida, fixamos \ e § e variamos «, e por tltimo,
fixamos \ e « e variamos [5.

Foram feitos dois estudos de simulacoes. Primeiro, comparamos o método MV via
EM e o método FCE com chute inicial igual ao valor verdadeiro do vetor de parametros.

E percebemos, que tanto para pequenas quanto para grandes amostras, os dois métodos
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convergiram bem para o verdadeiro valor do parametro. Em senso comparativo, nota-se
que o método MV via EM obteve melhor resultado do que o método FCE.

Quanto ao segundo estudo de simulagao, foi utilizado o método dos momentos com
chute inicial igual ao parametro verdadeiro, utilizamos as estimativas de momento como
chute inicial para o MV via EM e FCE nas estimagoes do método MV via EM com
momentos e FCE com momentos, respectivamente. Os vetores de parametros considera-
dos foram os mesmos apresentados no primeiro estudo. Verifica-se tanto para pequenas
quanto para grandes amostras, que no geral, o método MV via EM com momentos foi
melhor do que os demais métodos.

Apresentamos uma aplicacdo a processamento de imagens SAR. Nesta aplicacao, o
modelo CPTG foi comparado com outros quatro modelos, gama, Weibull, Weibull esten-
dida e Fréchet. Vimos através das medidas de bondade de ajuste consideradas, que o
modelo CPTG superou os demais.

Portanto, a distribuicao proposta pode ser muito flexivel, embora seja definida em
trés parametros. Este ultimo fato coloca o modelo CPTG em vantagem com respeito aos
modelos de misturas usuais, sobre os quais o nimero de parametros aumenta com as dis-
tribui¢oes misturadas. Este fato decorre do resultado de que a soma de gamas resulta na
distribuicao gama. Vimos também, que a funcao de risco pode assumir diferentes formas
tais como: decrescente, forma unimodal ou bimodal e banheira invertida, com um longo
intervalo constante. Logo, como trabalhos futuros, destacamos duas frentes, a saber: cor-
recao do viés dos estimadores da distribuicao proposta; derivacao de mais propriedades
estatisticas para o modelo CPTG e de um modelo de regressao.

Finalmente, eu e meus orientadores agradecemos a Agéncia Espacial Europeia que
tem distribuido softwares e fontes de conjuntos de dados na forma do software Po1SARpro
(Polarimetric SAR Data Processing and Educational-Po1SARpro).
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