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Resumo

Nas últimas dé
adas, diversas novas distribuições de probabilidade vêm sendo estudadas e

apli
adas a 
onjuntos de dados reais. Espe
i�
amente, modelos de mistura entre distribui-

ções têm sido empregados em apli
ações 
ujos dados resultantes requerem modelos 
om

alta �exibilidade. Neste trabalho, uma nova distribuição 
hamada Composta Poisson-

Trun
ada Gama é proposta. Este modelo tem três parâmetros e sua densidade é dada

por uma mistura in�nita de densidades gamas 
om pesos de�nidos pela probabilidade de

massa da distribuição Poisson-Trun
ada. Algumas propriedades estatísti
as são estuda-

das: função de ris
o, função 
ara
terísti
a, função geradora de momentos, momentos e

função geradora de 
umulantes. Três métodos de estimação são propostos e analisados

para a nova distribuição: por momentos, por máxima verossimilhança via algoritmo EM

e pela função 
ara
terísti
a empíri
a. Além disso, apresentamos um estudo de simulação

via Monte Carlo em que 
omparamos estes três métodos de estimação. Finalmente, uma

apli
ação a dados reais de uma imagem SAR é realizada. Resultados de
orrentes dos

estudos de simulação sugerem que o método de estimação por máxima verossimilhança

via algoritmo EM tem uma melhor performan
e. Além disso, a análise dos dados reais

indi
am que o modelo proposto pode superar distribuições estendidas da literatura.

Palavras-
have: Distribuição Composta Poisson-Trun
ada Gama. Função Cara
terís-

ti
a Empíri
a. Algoritmo EM. Momentos.



Abstra
t

In re
ent de
ades, many new probability distributions have been studied and applied

to real data sets. Spe
i�
ally, mixture models between distributions have been used in

appli
ations whose resulting data requires models with high �exibility. In this work, a

new distribution 
alled Compound Poisson-Trun
ated Gamma is proposed. This model

has three parameters and its density is given by an in�nite mixture of gamma densities,

where the weights are given by the probability mass fun
tion of the Poisson-Trun
ated

distribution. Some statisti
al properties are studied: risk fun
tion, 
hara
teristi
 fun
-

tion, moment generating fun
tion, moments and 
umulants generating fun
tion. Three

estimation methods are proposed and analyzed for the new distribution: by moments, by

maximum likelihood via EM algorithm and by empiri
al 
hara
teristi
 fun
tion. In addi-

tion, we present a Monte Carlo simulation study where we 
ompare these three estimation

methods. Finally, an appli
ation to real data of a SAR image is performed. Results from

the simulation study suggest that the method of maximum likelihood estimation via EM

algorithm has a better performan
e. Moreover, the analysis of real data indi
ates that

the proposed model 
an over
ome extended distributions from the literature.

Keywords: Compound Poisson-Trun
ated Gamma Distribution. Empiri
al Chara
teris-

ti
 Fun
tion. EM algorithm. Moments.
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Capítulo 1

Introdução

O avanço dos re
ursos de 
aptura de dados tem possibilitado a des
rição de novos

fen�menos. Entretanto, este a
esso impõe a ne
essidade de modelos de in
erteza 
apazes

de des
rever dados de alta 
omplexidade (
omo, por exemplo, dados multimodais). Nos

últimos anos, vários modelos têm sido propostos no sentido de preen
her esta la
una.

De a
ordo 
om M
La
hlan e Peel (2000), modelos de misturas têm sido apli
ados em

diversas áreas. Por exemplo, no re
onhe
imento de padrões e visão 
omputa
ional, es-

tudados por Bouguila e Ziou (2006) e Yang e Liu (2002). Na segmentação de imagens,

abordados por Mignotte et al. (2000) e Yang e Krishnan (2004). A viabilidade da apli
a-

ção destes modelos tem aumentado 
om a so�sti
ação de re
ursos 
omputa
ionais. Uma

motivação físi
a do uso da abordagem de misturas é apresentado por Vargas (2011), no

qual 
onsidera um modelo de misturas de distribuições independentes do tipo Poisson

para a amostra de tremores de terra 
om magnitude maior ou igual a 7 que o
orreu no

mundo entre 1900-2006.

Segundo Zu

hini e Ma
Donald (2009) a variável aleatória X satisfaz o modelo de

mistura de distribuição independente se sua função densidade (ou massa) de probabilidade

satisfaz a equação:

fX(x) =

n∑

i=1

δifi(x),

em que n é o número de distribuições envolvidas asso
iadas a um valor 0 ≤ δi ≤ 1,

1 ≤ i ≤ n , denominado de peso das misturas tal que

∑n

i=1 δi = 1. Portanto fX(·) satisfaz
as propriedades de função densidade de probabilidade ou função massa de probabilidade.

Karlis e Xekalaki (2005) apresentaram um tipo importante de mistura de distribuições

denominada Composta N , em que uma varíável aleatória S é formada pela soma de N

variáveis aleatórias, em que N também é uma variável aleatória; ou seja,

S =
N∑

i=1

Xi. (1.1)

14
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Karlis e Xekalaki (2005) apresentaram ainda um 
aso parti
ular da 
omposta N que é

a distribuição Composta Poisson em que 
onsideram N 
omo sendo a distribuição de Pois-

son. Após o surgimento dessa família de distribuições, várias outras distribuições foram

geradas a exemplo de Willmot (1993) que prop�s a distribuição Poisson Gama Trun
ada

e Al-Awadhi e Ghitany (2001) que estudaram a distribuição Poisson Lomax.

Araújo (2015) prop�s uma sub-família da distribuição Composta N em que 
onsi-

dera N 
omo sendo a distribuição Poisson-Trun
ada no zero. Ao 
ontrário da distribui-

ção Composta Poisson que sempre tem probabilidade no zero, a distribuição Composta

Poisson-Trun
ada é 
ontínua se todas as variáveis aleatórias X tiverem uma distribuição


ontínua. Araújo (2015) apresentou ainda um 
aso espe
ial dessa sub-família em que se


onsidera X uma variável aleatória seguindo a distribuição normal, no qual denominou-se

por distribuição Composta Poisson-Trun
ada Normal (CPTN).

Uma motivação físi
a para adotar N 
omo Poisson-Trun
ada, é que em pro
essamento

de imagens SAR, a área iluminada pode ser des
rita �si
amente por

n∑

k=1

Fk,

em que n é uma realização da Poisson-Trun
ada e Fk ∈ C (Delignon e Pie
zynski, 2002).

Substituindo Fk por sua intensidade ||Fk||2, o modelo proposto nesta dissertação é obtido

naturalmente.

Este trabalho objetiva apresentar uma nova distribuição denominada Composta Poisson-

Trun
ada Gama (CPTG), em que os X ′
i s em (1.1) são variáveis aleatórias independentes

e identi
amente distribuídas (iid) 
om distribuição gama. Além disso, derivamos algumas

propriedades estatísti
as dessa distribuição. Apresentamos evidên
ias empíri
as de que

a distribuição proposta pode ser muito �exível, embora seja de�nida em três parâme-

tros. Este último fato 
olo
a o modelo CPTG em vantagem 
om respeito aos modelos

de misturas usuais, sobre os quais o número de parâmetros aumenta 
om as distribuições

misturadas. Este fato de
orre do resultado de que a soma de gamas resulta na distribuição

gama. Neste trabalho, deduzimos e dis
utimos (via simulação Monte Carlo) três métodos

de estimação: estimação via momentos, via algoritmo (Expe
tation Maximization) EM

e por minimização da função 
ara
terísti
a. Para o último pro
edimento de estimação,

forne
emos evidên
ias numéri
as para o melhor intervalo de dis
retização do suporte da

função 
ara
terísti
a para o 
aso da distribuição CPTG.

A dissertação está estruturada da seguinte maneira. No Capítulo 2, apresentamos a

distribuição Composta N e a sub-família Composta Poisson-Trun
ada. Em seguida, apre-

sentamos a distribuição que estamos propondo, a Composta Poisson-Trun
ada Gama, e

algumas de suas propriedades estatísti
as, tais 
omo: a função densidade de probabilidade,

a função de ris
o, a função 
ara
terísti
a, a função geradora de momentos, momentos e a

função geradora de 
umulantes.

No Capítulo 3, é feito um estudo teóri
o que embasa todos os métodos de estimação
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que utilizamos para o desenvolvimento desse trabalho. Os métodos abordados são o mé-

todo dos momentos, método de máxima verossimilhança via algoritmo EM e o método

da função 
ara
terísti
a empíri
a. Além disso, apresentamos um estudo de simulação

via Monte Carlo e uma apli
ação a dados reais da distribuição CPTG. Finalmente, no

Capítulo 4, des
revemos as 
onsiderações �nais e propostas para trabalhos futuros.



Capítulo 2

Apresentação do Modelo

2.1 Distribuição Composta N

Conside a variável aleatória

S =
N∑

i=1

Xi,

em que N é uma variável aleatória inteira positiva e assuma que X1, . . . , Xn 
onsiste em

uma amostra aleatória (variáveis aleatórias independentes e identi
amente distribuídas)

de uma variável aleatória X 
om função densidade de probabilidade (fdp) f e Xi inde-

pendente de N (Xi⊥N). A distribuição de N é de�nida por uma função de probabilidade

P (N = n) 
om suporte 
ontido em {1, 2, . . .}. (por simpli
idade, estamos 
onsiderando

N assumindo valores apenas positivos). Uma variável aleatória es
rita dessa forma é

denominada Composta N e tem função de distribuição a
umulada (fda) dada por

FS(x) = P (S ≤ x) = P

(
N∑

i=1

Xi ≤ x

)
=

∞∑

n=1

P

(
N∑

i=1

Xi ≤ x|N = n

)
P (N = n)

=

∞∑

n=1

P

(
n∑

i=1

Xi ≤ x

)
P (N = n) =

∞∑

n=1

FSn
(x)P (N = n), (2.1)

em que FSn
(x) é a fda da soma de n variáveis aleatórias independentes 
om distribuição

igual a de X , diga-se Sn. Derivando a expressão (2.1), obtem-se a seguinte fdp:

fS(x) =
∞∑

n=1

fSn
(x)P (N = n),

em que fSn
(x) é a fdp da soma de n variáveis aleatórias independentes 
om distribuição

17
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igual a de X.

2.2 Modelos Baseline

No que segue, apresentaremos uma rápida dis
ussão de duas distribuições baseline.

2.2.1 Distribuição de Poisson-Trun
ada no zero

Uma variável N segue o modelo de Poisson-Trun
ada no zero de parâmetro λ > 0 se

sua função de probabilidade é expressa por

P (N = n) =
λn

n!(eλ − 1)
, para n = 1, 2, 3, . . .

O parâmetro λ indi
a a taxa de o
orrên
ia por unidade de medida. Uma variável que

segue esta distribuição será denotada por N ∼ PT (λ). Esta distribuição é amplamente

utilizada em fen�menos de 
ontagem, espe
i�
amente quando o zero não faz parte do

espaço amostral (vê, por exemplo, Tippett (1932), Bliss et al. (1948), Moore (1952),

Cohen (1960)).

A função geradora de momentos (fgm) de uma variável aleatória X é de�nida por

MX(t) = E(etX), −t0 < t < t0,

em que E(·) é o operador de valor esperado. A função geradora de momentos pode ser

rees
rita 
omo MX(t) = Σ∞
j=0

tjE(Xj )
j!

, isto é, uma 
ombinação in�nita dos momentos da

variável aleatória X . Qualquer momento de r pode ser obtido a partir da identidade:

E(Xr) =
drMx(t)

dtr

∣∣∣∣∣
t=0

. (2.2)

Para N ∼ PT (λ), a função geradora de momentos é dada por

MN(t) =

∞∑

k=1

etk
e−λλk

k!(1− e−λ)
=

e−λ

(1− e−λ)

∞∑

k=1

(λet)k

k!

=
e−λ

(1− e−λ)
[exp(λet)− 1] =

1

(eλ − 1)
[exp(λet)− 1]

=
eλe

t − 1

eλ − 1
.

A esperança e a variân
ia desta distribuição são dadas, respe
tivamente, por
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E(N) =
λeλ

eλ − 1
e Var(N) =

λeλ

eλ − 1

[
1− λ

(eλ − 1)

]
.

Outra importante quantidade tipo momento de uma variável aleatória X é a função


ara
terísti
a (f
), de�nida por φX(t) = E(ei t X). Segundo Magalhães (2006), se a fgm

existe e é 
onhe
ida, ela pode ser usada para 
al
ular a f
, em que φX(t) = MX(it), em

que i =
√
−1 é a unidade imaginária e t ∈ R, 
orrespondendo a uma alteração no domínio

e na imagem da função geradora. O prin
ipal ganho da função 
ara
terísti
a em relação à

função geradora de momentos é que ela sempre existe para qualquer t real, Roussas (1997)

e Magalhães (2006). Todas as propriedades da função geradora de momentos, podem ser

estendidas para a função 
ara
terísti
a. Diante deste resultado, temos

φN(t) =MN (it) = E(eitN ) =
eλe

it − 1

eλ − 1
. (2.3)

2.2.2 Distribuição Gama

Uma variável aleatória X 
om distribuição gama 
om parâmetros α > 0 (parâmetro

de forma) e β > 0 (parâmetro de es
ala), é denotada por X ∼ Γ(α, β) e tem fdp dada

por

f(x) =
βαxα−1e−βx

Γ(α)
I(0,∞)(x)

e fda dada por

F (x) = P (X ≤ x) =
γ(α, βx)

Γ(α)
I(0,∞)(x),

em que γ(a, x) =
∫ x

0
ta−1e−tdt é a função gama in
ompleta.

Essa distribuição tem 
omo suas prin
ipais apli
ações à análise de tempo de vida de

produtos e é modelo para o ruído em intensidades de radar (Nas
imento et al., 2010). No

primeiro 
ontexto, ela foi utilizada por Brown e Flood (1947) para ajustar o tempo de

vida de 
opos de vidro em uma 
afeteria. Também foi utilizada para ajustar o tempo de

vida de dispositivos eletr�ni
os (Birnbaum e Saunders, 1958).

Seja X ∼ Γ(α, β), sua fgm é dada por

MX(t) = E(etX) =

∫ ∞

0

etxxα−1e−βx βα

Γ(α)
=

βα

Γ(α)

∫ ∞

0

xα−1e−(β−t)xdx

=
βα

Γ(α)

Γ(α)

(β − t)α
=

(
β

β − t

)α

.
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A esperança e a variân
ia desta distribuição são dadas por

E(X) =
α

β
e Var(X) =

α

β2

Sejam X1, X2, . . . , Xn variáveis aleatórias independentes 
om distribuição gama de

es
ala 
omum. Observe que a

∑n

i=1Xi ∼ Γ(
∑n

i=1 αi, β) 
om fgm dada por

M∑n
i=1 Xi

(t) = E(et
∑n

i=1 Xi) = E

(
n∏

i=1

etXi

)
=

n∏

i=1

E(etXi)

=
n∏

i=1

(
β

β − t

)αi

=

(
β

β − t

)∑n
i=1 αi

.

Caso as variáveis aleatórias Xi sejam identi
amente distribuídas 
om parâmetros α e β,

tem

∑n

i=1Xi ∼ Γ(nα, β).

A função 
ara
terísti
a da distribuição gama é dada por

φX(t) =MX(it) = E(eitX) =

(
β

β − it

)α

, (2.4)

e a f
 de

∑n

i=1Xi é expressa por

φ∑n
i=1 Xi

(t) =M∑n
i=1 Xi

(it) = E(eit
∑n

i=1 Xi) =

(
β

β − it

)nα

.

2.3 Distribuição Composta Poisson-Trun
ada

Araújo (2015) prop�s uma sub-família da distribuição Composta N em que 
onsidera

N 
omo sendo a distribuição Poisson-Trun
ada no zero. Esta distribuição é 
ontínua

se todas as variáveis aleatórias X tiverem uma distribuição 
ontínua e é denotada por

distribuição Composta Poisson-Trun
ada 
uja fda é dada por

FS(x) = P (S ≤ x) =

∞∑

n=1

FSn
(x)P (N = n) =

∞∑

n=1

FSn
(x)

[
λn

n!(eλ − 1)

]

=

(
1

eλ − 1

) ∞∑

n=1

λn

n!
FSn

(x).

e fdp por

fS(x) =
∞∑

n=1

fSn
(x)P (N = n) =

∞∑

n=1

fSn
(x)

[
λn

n!(eλ − 1)

]
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=

(
1

eλ − 1

) ∞∑

n=1

λn

n!
fSn

(x), 
om λ > 0.

Considerando N ∼ PT (λ) e X ∼ Γ(α, β), obtemos a distribuição Composta Poisson-

Trun
ada Gama (CPTG), denotada por S ∼ CPTG(λ, α, β), 
uja fda é dada por

FS(x) =

(
1

eλ − 1

) ∞∑

n=1

λnγ(nα, βx)

n!Γ(nα)
,

e fdp expressa por

fS(x) =

(
1

eλ − 1

) ∞∑

n=1

λnβnαxnα−1e−βx

n!Γ(nα)
=

(
1

eλ − 1

) ∞∑

n=1

(λβα)nxnα−1e−βx

n!Γ(nα)
.

resultando em uma mistura in�nita de densidades gamas 
om pesos de�nidos pela proba-

bilidade de massa da distribuição Poisson-Trun
ada.

A Figura 2.1 ilustra diferentes formas da distribuição CPTG. Em 2.1(a) �xamos α = 20

e β = 6 e notamos que valores maiores de λ tendem a gerar 
urva que tem forma típi
a da

densidade da normal. Quando �xamos λ = 3 e β = 6 em 2.1(b) notamos que, 
onforme

os valores de α aumentam, a densidade torna-se mais �exível gerando um número maior

de modas. Por �m, na Figura 2.1(
) quando �xamos λ = 3 e α = 20 observamos um

rápido 
res
imento na densidade quando se aumenta β e a densidade de
ai mais rápido

para zero.

Uma função de interesse em análise de sobrevivên
ia é a função de sobrevivên
ia. Ela

é expressa por

S(t) = P (T ≥ t) =

∫ ∞

t

f(x)dx,

e representa a probabilidade do elemento sobreviver pelo menos até o tempo t. Seja T

uma variável aleatória não negativa e 
ontínua que representa o tempo de sobrevivên
ia

de um elemento. A função de sobrevivên
ia é o 
omplemento da função de distribuição,

isto é, S(t) = 1 − P (T < t) = 1 − F (t). Assim, a distribuição CPTG possui a seguinte

função de sobrevivên
ia

S(x) = 1− FS(x) = 1−
(

1

eλ − 1

) ∞∑

n=1

λnγ(nα, βx)

n!Γ(nα)
.
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Figura 2.1: Função densidade da distribuição Composta Poisson-Trun
ada Gama
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Fonte: Autoria própria.

Outra função muito importante neste 
ampo é a função de ris
o ou função taxa de

falha de�nida por

h(t) = lim
△t→0

P (t ≤ T ≤ t+△t|T ≥ t)

△t =
f(t)

S(t)
,

em que f(t) = F ′(t). A função de ris
o é interpretada 
omo a taxa de falha no instante t,

dado que a falha não o
orreu antes de t. Representa pois, o ris
o eminente de uma falha

o
orrer em t. A seguir, apresentamos a função de ris
o da distribuição CPTG:
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hS(x) =
fS(x)

S(x)
=

(
1

eλ−1

) ∞∑

n=1

(λβα)nxnα−1e−βx

n!Γ(nα)

1−
(

1
eλ−1

) ∞∑

n=1

λnγ(nα, βx)

n!Γ(nα)

.

Segundo Colosimo e Giolo (2006), a função de ris
o é utilizada 
omo instrumento

natural de estimação de modelos, isto é, a forma da função de taxa de falha de�ne um

possível modelo probabilísti
o para o tempo de sobrevivên
ia. Na Figura 2.2, está re-

presentado o grá�
o da função de ris
o da distribuição CPTG. Note que em 2.2(a), a

função de ris
o pode assumir forma de
res
ente. Em 2.2(b), forma unimodal ou bimodal,

já em 2.2(
), a função de ris
o pode assumir forma de banheira invertida, 
om um longo

intervalo 
onstante.

Segundo Fine (2006), se N é uma variável aleatória inteira não negativa, S =
∑N

i=0Xi,

{Xi, i ≥ 1} são iid 
om função 
ara
terísti
a 
omum φX , X0 = 0, e elas são independentes

de N que é des
rita pela função 
ara
terísti
a φN , então

φS(t) = φN(−i log φX(t)). (2.5)

Assim, apli
ando as expressões (2.3) e (2.4) em (2.5), obtemos

φS(t) = φN(−i log φX(t))

=
eλe

i[−i log( β
β−it)

α
] − 1

eλ − 1
=
eλe

[log( β
β−it)

α
] − 1

eλ − 1
=
eλ(

β

β−it)
α

− 1

eλ − 1
.

Além disso, obtemos a fgm da distribuição que é dada por

MS(t) =
eλ(

β

β−t)
α

− 1

eλ − 1
.

Seja X uma variável aleatória 
om função geradora de momentos MX(t). A função

geradora de 
umulantes (fg
) de uma variável aleatória 
ontínua X denotada por KX(t),

é de�nida 
omo

KX(t) = logMX(t).

Portanto, a fg
 da distribuição CPTG é dada por
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Figura 2.2: Função taxa de falha da distribuição Composta Poisson-Trun
ada Gama
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Fonte: Autoria própria.

KS(t) = logMS(t) = log

(
eλ(

β

β−t
)α − 1

eλ − 1

)
.

2.4 Momentos

De a
ordo 
om a de�nição (2.2), vamos obter os três primeiros momentos da distribui-

ção CPTG. Os resultados serão posteriormente utilizados para estimação de parâmetros

pelo método dos momentos, 
onforme des
rito na Seção 3.1.

• Primeiro momento:
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M ′
S(t) =

1

eλ − 1

[
e
λ( β

β−t
)α
λα(

β

β − t
)α−1 β

(β − t)2

]

=
λα

eλ − 1

[
eλ(

β

β−t
)α βα

(β − t)α+1

]

=
λαβα

eλ − 1

[
eλ(

β

β−t
)α 1

(β − t)α+1

]
.

Assim,

M ′
S(0) =

λαβα

eλ − 1

(
eλ

βα+1

)
=

λαeλ

β(eλ − 1)
,

Portanto,

E(S) =
λαeλ

β(eλ − 1)
.

• Segundo momento:

M ′′
S(t) =

λαβα

eλ − 1

[
e
λ( β

β−t
)α α + 1

(β − t)α+2
+

1

(β − t)α+1

λαβα

(β − t)α+1
e
λ( β

β−t
)α
]

=
λαβα

eλ − 1
e
λ( β

β−t
)α
[

α + 1

(β − t)α+2
+

λαβα

(β − t)2α+2

]

=
λαβα

eλ − 1
eλ(

β

β−t
)α
[
(α + 1)(β − t)−α−2 + λαβα(β − t)−2α−2

]
.

Daí,

M ′′
S(0) =

λαβαeλ

eλ − 1

(
(α + 1)βα + λαβα

β2α+2

)
=
λαβ2αeλ

eλ − 1

(
(α + 1) + λα

β2α+2

)
,

Portanto,

E(S2) =
λαeλ

β2(eλ − 1)
[(α + 1) + λα] .

A variân
ia é obtida em função das equações do primeiro e segundo momentos, assim

Var(S) = E(S2)− E
2(S)

=
λαeλ

β2(eλ − 1)
[(α + 1) + λα]−

(
λαeλ

β(eλ − 1)

)2

=
λαeλ

β2(eλ − 1)

[
(α + 1) + λα− λαeλ

(eλ − 1)

]
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=
λαeλ

β2(eλ − 1)

[
(eλ − 1)[(α + 1) + λα]− λαeλ

(eλ − 1)

]

=
λαeλ

β2(eλ − 1)2
[(eλ − 1)[(α+ 1) + λα]− λαeλ]

=
λαeλ

β2(eλ − 1)2
(eλα + eλ + λαeλ − α− 1− λα− λαeλ)

=
λαeλ

β2(eλ − 1)2
[eλ(α + 1)− α(1 + λ)− 1].

• Ter
eiro momento:

M ′′′
S (t) =

λαβα

eλ − 1

[
e
λ( β

β−t
)α [(α + 1)(−α− 2)(β − t)−α−3(−1)

+ λαβα(−2α− 2)(β − t)−2α−3(−1)] +
((α+ 1)(β − t)α + λαβα

(β − t)2α+2

)

×
(λαβαe

λ( β
β−t

)α

(β − t)α+1

)]

=
λαβα

eλ − 1

[
e
λ( β

β−t
)α
((α + 1)(α+ 2)

(β − t)α+3
+
λαβα(2α+ 2)

(β − t)2α+3

)
+
λαβαeλ(

β

β−t
)α

(β − t)3α+3

× [(α + 1)(β − t)α + λαβα]
]

=
λαβα

eλ − 1
e
λ( β

β−t
)α
[((α + 1)(α+ 2)

(β − t)α+3
+
λαβα(2α+ 2)

(β − t)2α+3

)
+

λαβα

(β − t)3α+3

× [(α + 1)(β − t)α + λαβα]
]
.

Assim,

M ′′′
S (0) =

λαβαeλ

eλ − 1

[
(α + 1)(α+ 2)

βα+3
+
λαβα(2α+ 2)

β2α+3
+ λαβα (α+ 1)βα + λαβα

β3α+3

]

=
λαβαeλ

eλ − 1

[(α + 1)(α+ 2)(β5α+6) + λα(2α+ 2)(β5α+6)

β6α+9

+
λα[(α+ 1) + λα](β5α+6)

β6α+9

]

=
λαeλ

eλ − 1
β5α+6

[
(α + 1)(α + 2) + λα(2α + 2) + λα[(α + 1) + λα]

β5α+9

]

=
λαeλ

eλ − 1

[
(α + 1)(α+ 2) + λα[(2α+ 2) + (α + 1) + λα]

β3

]
.

Logo,
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E(S3) =
λαeλ

β3(eλ − 1)
[(α+ 1)(α + 2) + λα(3α+ λα + 3)] .

Portanto,






E(S) = λαeλ

β(eλ−1)

E(S2) = λαeλ

β2(eλ−1)
[(α+ 1) + λα]

E(S3) = λαeλ

β3(eλ−1)
[(α+ 1)(α + 2) + λα(3α+ λα + 3)] .



Capítulo 3

Métodos de Estimação e Resultados

Numéri
os

Neste 
apítulo, apresentamos três métodos para a estimação dos parâmetros da dis-

tribuição CPTG: Método dos Momentos (MM), Método de Máxima Verossimilhança via

algoritmo EM (MV via EM) e Método da Função Cara
terísti
a Empíri
a (FCE). Em

seguida, é feito um estudo de simulação via Monte Carlo referente a 
ada um dos méto-

dos 
itados a
ima. E, por último, apresentamos uma apli
ação da distribuição proposta

a dados reais.

3.1 Método dos Momentos

O método dos momentos foi proposto em 1900 por Karl Pearson e é um dos métodos

de estimação mais simples e antigos. O mesmo tem sido utilizado desde o sé
ulo XVIII

e 
onsiste na solução de um sistema de equações (em grande maioria, não lineares),

resultante de igualar momentos popula
ionais 
om os respe
tivos momentos amostrais.

Seja mr = 1
n

∑n

i=1X
r
i , para r ≥ 1, o r-ésimo momento amostral de uma amostra

aleatória X1, . . . , Xn. Seja µr = E[Xr] o r-ésimo momento popula
ional. O método dos

momentos 
onsiste na obtenção de estimadores para θ = (θ1, . . . , θk) resolvendo-se as

equações

mr = µr para r = 1, . . . k.

Apli
ando o método dos momentos para o nosso modelo:

Sabemos,





E(S) = λαeλ

β(eλ−1)

E(S2) = λαeλ

β2(eλ−1)
[(α+ 1) + λα]

E(S3) = λαeλ

β3(eλ−1)
[(α+ 1)(α + 2) + λα(3α+ λα + 3)] .

Assim,

28



Capítulo 3. Métodos de Estimação e Resultados Numéri
os 29





E(S)|(λ,α,β)=(λ̂,α̂,β̂) = S

E(S2)|(λ,α,β)=(λ̂,α̂,β̂) = 1
n

n∑
i=1

S2
i

E(S3)|(λ,α,β)=(λ̂,α̂,β̂) = 1
n

n∑
i=1

S3
i .

⇐⇒






S =
λ̂α̂eλ̂

β̂(eλ̂ − 1)

S2 =
λ̂α̂eλ̂

β̂2(eλ̂ − 1)

[
(α̂+ 1) + λ̂α̂

]

S3 =
λ̂α̂eλ̂

β̂3(eλ̂ − 1)

[
(α̂+ 1)(α̂ + 2) + λ̂α̂(3α̂ + λ̂α̂ + 3)

]
.

(3.1)

(3.2)

(3.3)

Da Equação (3.1), temos

S =
λ̂α̂eλ̂

β̂(eλ̂ − 1)
⇒ α̂ =

Sβ̂(eλ̂ − 1)

λ̂eλ̂
. (3.4)

Substituindo (3.4) em (3.2), obtemos

S2 =
λ̂Sβ̂(eλ̂ − 1)eλ̂

β̂2(eλ̂ − 1)λ̂eλ̂

[(
Sβ̂(eλ̂ − 1)

λ̂eλ̂
+ 1

)
+ λ̂

(
Sβ̂(eλ̂ − 1)

λ̂eλ̂

)]

=
S

β̂

(
Sβ̂(eλ̂ − 1) + λ̂eλ̂

λ̂eλ̂
+
λ̂Sβ̂(eλ̂ − 1)

λ̂eλ̂

)

=
S

β̂

(
Sβ̂(eλ̂ − 1)(1 + λ̂) + λ̂eλ̂

λ̂eλ̂

)
.

Daí,

β̂[S2λ̂eλ̂ − (S)2(eλ̂ − 1)(1 + λ̂)] = Sλ̂eλ̂.

Ou seja,

β̂ =
Sλ̂eλ̂

S2λ̂eλ̂ − (S)2(eλ̂ − 1)(1 + λ̂)
.

Portanto,

β̂ =
S

S2 − S
2
(1− e−λ̂)(λ̂−1 + 1)

. (3.5)

Substituindo (3.5) em (3.4), obtemos
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α̂ =
S
2
(eλ̂ − 1)

λ̂eλ̂[S2 − S
2
(1− e−λ̂)(1 + λ̂−1)]

. (3.6)

Dessa forma, substituindo as equações (3.5) e (3.6) em (3.3), obtemos uma equação

não-linear envolvendo apenas o parâmetro λ. Cada solução positiva desta equação é uma

estimativa λ̂ para λ. Substituindo λ̂ em (3.5) e (3.6), obtemos as estimativas de momentos,

para α e β, respe
tivamente. Para 
ada terno de estimativas positivas, podemos 
al
ular

a função log-verossimilhança e es
olhermos 
omo solução o terno de estimativas positivas


om maior função de log-verossimilhança. No algoritmo 1, en
ontram-se os passos desta

estimação.

Algoritmo 1: Algoritmo para o método dos momentos.

Passo 1: En
ontre todas as soluções λ̂i, para i = 1, . . . , k, da equação (3.3) e

substitua nas expressões para α̂ e β̂, de a
ordo 
om (3.5) e (3.6);

Passo 2: Se o 
onjunto de soluções positivas no passo 1 for vazio, pare a função e

informe que não existe solução;

Passo 3: Para i variando de 1 a k: se λ̂i > 0 e α̂i > 0 e β̂i > 0, então 
al
ule a

função de log-verossimilhança;

Passo 4: Retorne 
omo solução o terno do passo 3 
om a maior

log-verossimilhança.

3.2 Estimação de Máxima Verossimilhança via Algo-

ritmo EM

O algoritmo EM apresentado por Dempster et al. (1977) é um pro
esso iterativo para

estimar parâmetros via máxima verossimilhança, na presença de dados in
ompletos.

Muitas vezes a maximização da função de verossimilhança é analiti
amente problemá-

ti
a, e o algoritmo EM pode ser utilizado 
omo uma alternativa. Segundo Casella e Berger

(2010), o EM é um algoritmo que seguramente 
onverge para o estimador de máxima ve-

rossimilhança (EMV) e tem 
omo base a ideia de substituir uma difí
il maximização da

verossimilhança por uma sequên
ia de maximizações mais fá
eis, 
ujo limite é a resposta

para o problema original. A demonstração da 
onvergên
ia do EM foi apresentada por

Wu (1983) em que assegura a 
onvergên
ia para um ponto esta
ionário, que pode ser um

máximo lo
al ou um ponto de sela.

Antes de introduzir o algoritmo EM, 
onsideremos uma dis
ussão rápida sobre função

de verossimilhança e estimador de máxima verossimilhança, 
onforme apresentado por

Bolfarine e Sandoval (2001).

Sejam X1, . . . , Xn uma amostra aleatória de tamanho n da variável aleatória X 
om
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função de densidade (ou de probabilidade) f(x|θ), 
om θ ∈ Θ, em que Θ é o espaço para-

métri
o. A função de verossimilhança de θ 
orrespondente à amostra aleatória observada

é dada por

L(θ; x) =

n∏

i=1

f(xi|θ).

O estimador de máxima verossimilhança de θ pode ser de�nido 
omo

argmax
θ∈Θ

[ℓ(θ)]

em que

l(θ;x) = logL(θ;x).

Sejam S =
N∑
i=1

Xi, N ∼ PT(λ), Xi ∼ Γ(α, β) em que são iid e independentes de

N . Suponha que observa-se uma amostra de tamanho n de S. Logo S é observável

e N é não observável; ou seja, observa-se S
˜

= x
˜
= (x1, x2, . . . , xn)

⊤, mas não observa

N
˜

= k
˜
= (k1, k2, . . . , kn)

⊤
. Sendo o 
onjunto de dados 
ompletos c = (x

˜
, k
˜
) o 
onjunto x

˜
ampliado por k

˜
, sua função de verossimilhança é fS,N(x˜

, k
˜
; θ) = Lc(θ|N

˜
, S
˜
). Cada iteração

do algoritmo EM é 
omposta pelos seguintes passos:

• Passo E(Esperança): Cal
ule Q(θ|θ0, S˜
) := Eθ0 [logL

c(θ|N
˜
, S
˜
)] em que Eθ0 é o valor

esperado 
om respeito a N
˜
|θ0, S˜

.

• Passo M (Maximização): En
ontre um θ̂ que maximiza Q(θ|θ0, S˜
), ou seja

argmax
θ∈Θ

Q(θ|θ0, S˜
).

Estes passos devem ser repetidos até se atingir uma 
onvergên
ia, adotando 
omo um


ritério de parada ||θi+1 − θi|| < ε em que || · ||, é uma função denominada Norma, que a


ada vetor de um espaço vetorial ela asso
ia um número real não-negativo, e ε é um valor

pré-espe
i�
ado maior que zero.

Seja θ = (λ, α, β). Para o passo E, tem-se

Q = Q(θ|θ0, S˜
) = Eθ0 [logL

c(θ|N
˜
, S
˜
)] = Eθ0 [log fN

˜
,S

˜
(k
˜
, x
˜
|θ)],

em que Eθ0 é o valor esperado 
om respeito a N
˜
|θ0, S˜

. Então,

Q =
∞∑

kn=1

· · ·
∞∑

k1=1

[
log

(
n∏

i=1

fS
˜
|N
˜
(xi|ki, θ)P (N = ki|θ)

)]
P (N
˜
= k
˜
|θ0, S˜

)
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=

∞∑

kn=1

· · ·
∞∑

k1=1

[
log

(
n∏

i=1

fSki
(xi|θ)P (N = ki|θ)

)]
n∏

j=1

P (N = kj|θ0, S = xj)

=
∞∑

kn=1

· · ·
∞∑

k1=1

[
n∑

i=1

(
log fSki

(xi|θ) + logP (N = ki|θ)
)] n∏

j=1

P (N = kj|θ0, S = xj)

=

∞∑

kn=1

· · ·
∞∑

k1=1

[ n∑

i=1

(
αki log(β)− log Γ(αki) + (αki − 1) log(xi)− βxi + ki log(λ)

− log(eλ − 1)− log(ki!)
)] n∏

j=1

P (N = kj|θ0, S = xj).

No passo M, deve-se estimar o valor de θ que maximiza Q. Derivando Q em relação a λ,

obtemos

dQ

dλ
=

∞∑

kn=1

· · ·
∞∑

k1=1

[
n∑

i=1

(
ki

λ
− eλ

eλ − 1

)] n∏

j=1

P (N = kj |θ0, S = xj)

= − neλ

eλ − 1
+

1

λ

n∑

i=1

∞∑

kn=1

· · ·
∞∑

k1=1

ki

n∏

j=1

P (N = kj|θ0, S = xj)

= − neλ

eλ − 1
+

1

λ

n∑

i=1

E(N |θ0, S = xi).

Assim,

dQ

dλ

∣∣∣
λ=λ̂

= 0 ⇒ neλ̂

eλ̂ − 1
=

1

λ̂

n∑

i=1

E(N |θ0, S = xi).

Ou seja,

λ̂eλ̂

eλ̂ − 1
=

1

n

n∑

i=1

E(N |θ0, S = xi) ⇔
λ̂

1− e−λ̂
=

1

n

n∑

i=1

E(N |θ0, S = xi).

Derivando agora Q em relação a β, temos

dQ

dβ
=

∞∑

kn=1

· · ·
∞∑

k1=1

[
n∑

i=1

(
αki

β
− xi

)] n∏

j=1

P (N = kj|θ0, S = xj)

= −nx̄+ α

β

n∑

i=1

∞∑

kn=1

· · ·
∞∑

k1=1

ki

n∏

j=1

P (N = kj|θ0, S = xj)

= −nx̄+ α

β

n∑

i=1

E(N |θ0, S = xi).
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Dessa maneira,

dQ

dβ

∣∣∣
(α,β)=(α̂,β̂)

= 0 ⇒ α̂

β̂

n∑

i=1

E(N |θ0, S = xi) = nx̄ ⇒

β̂ =
α̂

nx̄

n∑

i=1

E(N |θ0, S = xi). (3.7)

Por último, derivando Q em relação ao parâmetro α, obtemos

dQ

dα
=

∞∑

kn=1

· · ·
∞∑

k1=1

[
n∑

i=1

(
ki log(β)− ki

Γ′(αki)

Γ(αki)
+ ki log(xi)

)] n∏

j=1

P (N = kj |θ0, S = xj)

=
∞∑

kn=1

· · ·
∞∑

k1=1

(
log(β)

n∑

i=1

ki −
n∑

i=1

kiψ(αki) +
n∑

i=1

ki log(xi)

)

×
n∏

j=1

P (N = kj|θ0, S = xj),

em que ψ(αki) =
Γ′(αki)
Γ(αki)

é a função digama. Logo,

dQ

dα
= log(β)

n∑

i=1

∞∑

kn=1

· · ·
∞∑

k1=1

ki

n∏

j=1

P (N = kj|θ0, S = xj)

−
n∑

i=1

∞∑

kn=1

· · ·
∞∑

k1=1

kiψ(αki)
n∏

j=1

P (N = kj|θ0, S = xj)

+

n∑

i=1

∞∑

kn=1

· · ·
∞∑

k1=1

ki log(xi)

n∏

j=1

P (N = kj|θ0, S = xj)

= log(β)
n∑

i=1

E(N |θ0, S = xi)−
n∑

i=1

E(Nψ(αN)|θ0, S = xi)

+

n∑

i=1

log(xi)E(N |θ0, S = xi).

Assim,

dQ

dα

∣∣∣
(α,β)=(α̂,β̂)

= 0 ⇒

log(β̂)

n∑

i=1

E(N |θ0, S = xi) −
n∑

i=1

E(Nψ(α̂N)|θ0, S = xi)

+

n∑

i=1

log(xi)E(N |θ0, S = xi) = 0 ⇒
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log(β̂)
n∑

i=1

E(N |θ0, S = xi) =
n∑

i=1

E(Nψ(α̂N)|θ0, S = xi)−
n∑

i=1

log(xi)E(N |θ0, S = xi).

Ou seja,

log(β̂) =

∑n

i=1 E(Nψ(α̂N)|θ0, S = xi)−
∑n

i=1 log(xi)E(N |θ0, S = xi)∑n

i=1 E(N |θ0, S = xi)
. (3.8)

Substituindo (3.7) em (3.8), obtemos

log α̂
n∑

i=1

E(N |θ0, S = xi) − log

n∑

i=1

(xi)
n∑

i=1

E(N |θ0, S = xi)

+ log

n∑

i=1

E(N |θ0, S = xi)

n∑

i=1

E(N |θ0, S = xi)

=
n∑

i=1

E(Nψ(α̂N)|θ0, S = xi)−
n∑

i=1

log(xi)E(N |θ0, S = xi).

Logo,

n∑

i=1

E(Nψ(α̂N)|θ0, S = xi)− log α̂

n∑

i=1

E(N |θ0, S = xi)− c = 0,

em que

c =
n∑

i=1

log(xi)E(N |θ0, S = xi)−
[

n∑

i=1

E(N |θ0, S = xi)

]

×
[
log

n∑

i=1

(xi)− log

n∑

i=1

E(N |θ0, S = xi)

]
.

E(N |θ0, S = xi) =

∑∞
i=1 kifSki(xi|θ0)P (N = ki|θ0)

fS(xi|θ0)
∑∞

ki=1 ki
β
α0ki
0

Γ(α0ki)
xα0ki−1
i e−β0xi

λ
ki
0

(eλ0−1)ki!

∑∞
j=1

β
α0j
0

Γ(α0j)
x
α0j−1
i e−β0xi

λ
j
0

(eλ0−1)j!

e

E(Nψ(α̂N)|θ0, S = xi) =

∑∞
i=1 kiψ(α̂ki)fSki(xi|θ0)P (N = ki|θ0)

fS(xi|θ0)
.
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Portanto, substituindo o valor de α̂ na espressão (3.7), en
ontraremos o valor de β̂.

A �m de en
ontrar os estimadores, utilizou-se o seguinte algoritmo.

Algoritmo 2: Algoritmo para o método EM.

Passo 1: Es
olha um 
hute ini
ial θ
˜0

= (λ0, α0, β0)
⊤
;

Passo 2: Faça k = 1;

1.1. En
ontre λk tal que

λk

1−e−λk
= 1

n

∑n

i=1 E(N |θk−1, S = xi);

1.2. En
ontre αk tal que

n∑

i=1

E(Nψ(αkN)|θk−1, S = xi)− logαk

n∑

i=1

E(N |θk−1, S = xi)− c = 0,

em que

c =
n∑

i=1

log(xi)E(N |θk−1, S = xi)−
[

n∑

i=1

E(N |θk−1, S = xi)

]

×
[
log

n∑

i=1

(xi)− log
n∑

i=1

E(N |θk−1, S = xi)

]
;

1.3. En
ontre βk tal que βk =
αk

nx̄

∑n

i=1 E(N |θk−1, S = xi);

Passo 3: Se |λk − λk−1|+ |αk − αk−1|+ |βk − βk−1| < ε em que ε é 
om nível de

pre
isão pré-estabele
ido, retorne (λk, αk, βk)
⊤

omo vetor de estimativas. Caso


ontrário, faça k = k + 1 e volte ao passo 2.

3.3 Método por Função Cara
terísti
a Empíri
a

Pesquisas rela
ionadas a estimação usando o método por função 
ara
terísti
a em-

píri
a (FCE) vêm sendo objeto de estudo por vários pesquisadores. Parzen (1962) foi

pioneiro 
om uma ideia de usar a FCE para �ns de inferên
ia. O método da FCE para o


aso iid tem sido estudado por Paulson et al. (1975), Feuerverger e M
Dunnough (1981),

Tran (1998), Yu (2004), entre outros.

A ideia geral para a estimativa usando este método é minimizar a distân
ia entre a

FCE e a função 
ara
terísti
a (FC). A FCE mantém todas as informações da amostra,

enquanto que a FC 
ontém informações dos parâmetros. Vale enfatizar que uma das van-

tagens de usar a FC é que é ela uniformemente limitada, e portanto, deve 
onduzir a uma

maior estabilidade numéri
a. Assim, pode-se explorar a FCE para estimar os parâmetros

de um modelo.

Suponha que a fda de X é F (x; θ
˜
) que depende de um vetor k-dimensional de parâ-

metros θ
˜
. A FC é de�nida por
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c(r; θ
˜
) = E[exp(irX)] =

∫
exp(irx)dF (x; θ),

e a FCE expressa por

cn(r) =
1

n

n∑

j=1

exp(irXj) =

∫
exp(irx)dFn(x),

em que i =
√
−1 e {Xj}nj=1 é uma sequên
ia iid, Fn(x) é a fda empíri
a e o r é a variável

de transformação. O suporte de r pode ser 
onsiderado de duas formas no 
ontexto de

estimação 
om base na minimização entre a FC e a FCE: (1) de modo 
ontínuo, em que

se utiliza a seguinte função de distân
ia

D(θ; x) =

∫ ∞

∞

|cn(r)− c(r)|2g(r)dr,

em que g(r) uma função de peso 
ontínua, ou (2) dis
retizado o suporte da função 
ara
-

terísti
a. Neste estudo, daremos ênfase a forma dis
reta. Para este �m, de�na

Vn = (Re[cn(r1)], . . . , Re[cn(rq)], Im[cn(r1)], . . . , Im[cn(rq)])
⊤

e

Vθ
˜
= (Re[c(r1; θ˜

)], . . . , Re[c(rq; θ˜
)], Im[c(r1; θ˜

)], . . . , Im[c(rq; θ˜
)])⊤

em que Re[·] e Im[·] são a parte real e imaginária de um número 
omplexo, avaliando os

q pontos r1, r2, . . . , rq.

Assim, para um determinado 
onjunto de pontos r1, r2, . . . , rq um estimador e�
iente

de θ
˜
, que vamos designar por θ̂

˜

omo estimador da FCE, pode ser en
ontrado através

da minimização de (Vn − Vθ
˜
)′Q(θ

˜
)(Vn − Vθ

˜
), em que Q(θ

˜
) = I. Vale enfatizar, que este

método foi usado por Cojo
aru e Doray (2013) para estimar os parâmetros da distribuição

generalizada normal lapla
e.

De a
ordo 
om Quandt e Ramsey (1978), temos que es
olher q pontos de tal forma

que o número de pontos seja maior ou igual ao número de parâmetros a serem estimados.

Porém, a es
olha dos pontos ótimos não é uma tarefa fá
il, pois para utilizarmos este

método, temos que atribuir valores tanto para os pontos quanto para os parâmetros,


ujos valores são des
onhe
idos.

Para estimar os parâmetros da distribuição CPTG, minimizamos a distân
ia (Vn −
Vθ
˜
)′Q(θ

˜
)(Vn − Vθ

˜
) obtida, utilizando a função optim(·) da plataforma R.

O algoritmo 3 des
reve os passos desta estimação.
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Algoritmo 3: Algoritmo para o método FCE.

Passo 1: Es
olha um 
hute ini
ial θ
˜
= (λ, α, β);

Passo 2: Es
olha também um 
onjunto de pontos r1, r2, . . . , rq;

Passo 3: Determine a parte real e imaginária da FC e FCE;

Passo 4: Cal
ule os valores de Vn e Vθ
˜
;

Passo 5: En
ontre o argumento que minimiza a distân
ia (Vn − Vθ
˜
)′Q(θ

˜
)(Vn − Vθ

˜
).

3.4 Simulações

Nesta seção, apresentamos um estudo de simulação Monte Carlo para quanti�
ar o

desempenho dos três métodos de estimação dis
utidos anteriormente para os parâmetros

da distribuição CPTG. As simulações foram feitas para pequenas e grandes amostras

N = (50, 100, 150) e N = (500, 1000, 2000). Como 
ritérios de 
omparação, utilizamos as

medidas viés, erro quadráti
o médio (EQM) e erro de ajuste. A des
rição 
omputa
ional

do estudo de simulação é feita na forma do Algoritmo 4. Adi
ionalmente, substituindo

N1 = 50, N2 = 100 e N3 = 150 por N1 = 500, N2 = 1000 e N3 = 2000 no item 1.1 do

Passo 1, tem-se a adaptação do Algoritmo ao 
aso de grandes amostras.

Primeiramente, foi feito um estudo de simulação no qual 
omparamos o método MV via

EM e o método FCE. Nessa simulação, 
ada répli
a das estimativas foi obtida apli
ando

os algoritmos (2) e (3) 
om 
hute ini
ial igual ao valor verdadeiro do vetor de parâmetros.

O objetivo deste estudo é responder à pergunta "Qual método fun
ionará melhor diante

de bons 
hutes?". Adotamos 1000 répli
as Monte Carlo. Para tal estudo, ini
ialmente

�xamos α e β e variamos λ, na forma dos 
asos (λ, α, β) = (1, 1, 4) e (λ, α, β) = (2, 1, 4) e

mais dois vetores (λ, α, β) = (1, 1, 2) e (λ, α, β) = (4, 1, 2). Para análise da variação apenas

de α 
onsideramos: (λ, α, β) = (1, 1, 2) e (λ, α, β) = (1, 3, 2) e depois 
onsideramos mais

estes dois vetores (λ, α, β) = (1, 1, 4) e (λ, α, β) = (1, 2, 4). Finalmente, variamos β em

(λ, α, β) = (1, 1, 2) e (λ, α, β) = (1, 1, 4) e depois (λ, α, β) = (4, 1, 2) e (λ, α, β) = (4, 1, 4).

Para es
olher a melhor sequên
ia r no método FCE foram feitos vários estudos em

bus
a do melhor 
onjunto de pontos. Como uma 
on
lusão deste estudo, notamos que para

a maioria dos 
asos, obteve-se o melhor fun
ionamento para r = seq(0.001, 30, len = 100).

A seguir apresentamos os efeitos da variação dos parâmetros da CPTG.
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Algoritmo 4: Algoritmo para simulação.

Passo 1: Para 
ada i = 1, . . . , 1000 :

1.1. Gere N1 = 50 realizações de X ∼ CPTG(λ, α, β), θ = (λ, α, β)⊤,

y1 = (x1, x2, . . . , x50)
⊤;

Crie outros dois vetores de tamanhos N2 = 100 e N3 = 150, dados por

y2 = (x1, x2, . . . , x100)
⊤
e y3 = (x1, x2, . . . , x150)

⊤;

1.2. Com base em y1, y2 e y3, obtenha as estimativas θ̂1, θ̂2 e θ̂3;

1.3. Caso não se obtenha estimativa válida, des
arte a amostra e volte ao item 1.1;

1.4. Registre o seguinte vetor de informações:

m⊤
i =

[
λ̂1i, λ̂2i, λ̂3i, (λ̂1i − λ)2, (λ̂2i − λ)2, (λ̂3i − λ)2, α̂1i, α̂2i, α̂3i, (α̂1i − α)2,

(α̂2i − α)2, (α̂3i − α)2, β̂1i, β̂2i, β̂3i, (β̂1i − β)2, (β̂2i − β)2, (β̂3i − β)2,

Σ50
k=1

[f(xk, θ̂1i)− f(xk, θ)]

50
,Σ100

k=1

[f(xk, θ̂2i)− f(xk, θ)]

100
,

Σ150
k=1

[f(xk, θ̂3i)− f(xk, θ)]

150

]

Passo 2: M = [m1|m2, . . . , |m1000]
⊤;

Passo 3: Retorne o vetor de médias das 
olunas da matriz M .

3.4.1 Simulações 
om 
hutes ini
iais 
orretos

Pequenas Amostras

As Tabelas 3.1 a 3.6, exibem os resultados da simulação para pequenas amostras para

os métodos MV via EM e FCE. Os valores de parâmetros 
onsiderados nas Tabelas 3.1

e 3.2 são (1, 1, 4) e (2, 1, 4), e, (1, 1, 2) e (4, 1, 2). Nas Tabelas 3.3 e 3.4, 
onsideramos

(1, 1, 2) e (1, 3, 2), e, (1, 1, 4) e (1, 2, 4). E já nas Tabelas 3.5 e 3.6, os valores 
onsiderados

são (1, 1, 2) e (1, 1, 4), e, (4, 1, 2) e (4, 1, 4).

• Efeitos da variação de λ

A Tabela 3.1 apresenta o menor erro de ajuste para o maior valor de λ. O mesmo

a
onte
e na Tabela 3.2. Observamos na Tabela 3.1 que no método MV via EM, quando

λ = 1, o EQM de α̂ e β̂ é menor do que quando λ = 2. Já na Tabela 3.2, isto a
onte
e no

método FCE para λ pequeno. Nota-se na Tabela 3.1, que as estimativas dos parâmetros

são mais pre
isas no método MV via EM, isto a
onte
e para os dois vetores de parâmetros.

O 
aso se repete na Tabela 3.2.

• Efeitos da variação de α
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A Tabela 3.3 mostra que o método MV via EM estimou melhor os parâmetros do que

o método FCE. O mesmo pode ser visto na Tabela 3.4. Quando 
omparamos o método

MV via EM para os dois vetores apresentados na Tabela 3.3, o EQM referente aos três

parâmetros é menor para o menor valor de α. O mesmo a
onte
e na Tabela 3.4. Fazendo

a mesma 
omparação 
om o método FCE, per
ebe-se que o EQM(λ̂) é menor no segundo

vetor e o EQM de α̂ e β̂ é menor no primeiro vetor. O mesmo a
onte
e na Tabela 3.4. O

erro de ajuste foi menor para o maior valor de α, isto para as duas tabelas.

• Efeitos da variação de β

As Tabelas 3.5 e 3.6 exibem menor erro de ajuste para o menor valor de β. A Tabela

3.5, apresenta menor EQM de λ̂, α̂ e β̂ no 
aso do menor valor de β 
om ex
eção o EQM

de α̂ para tamanho de amostra N = 50 no método FCE. Já na Tabela 3.6, para todos

os tamanhos de amostras, o menor EQM é quando 
onsideramos o menor valor de β. Na

Tabela 3.5, o método MV via EM produziu estimativas menos viesadas do que o método

FCE. As estimativas para β no método FCE é melhor para tamanho de amostra N = 100,

este método também não apresenta boas estimativas para λ, para amostra de tamanho

N = 50. A Tabela 3.6, mostra que o método FCE apresenta estimativas bastante viesadas

para os três parâmetros 
om ex
eção de α quando 
onsideramos amostras de tamanhos

N = 100 e N = 150 no primeiro vetor. Notamos também que o método MV via EM

estima muito bem os parâmetros. O pior 
aso a
onte
e ao estimar o maior valor de β.

Portanto, para pequenas amostras, per
ebemos que os dois métodos 
onvergiram bem

para o verdadeiro valor do parâmetro. Em senso 
omparativo, per
ebemos que o método

MV via EM obteve melhor resultado do que o segundo método. A seguir, faremos o

mesmo estudo para grandes amostras.
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Tabela 3.1: Simulações para os métodos MV via EM e FCE variando o parâmetro λ

Estimações Método MV via EM Método FCE

50 100 150 50 100 150

(λ, α, β) = (1, 1, 4)

λ̂ 0,9910 0,9924 0,9906 0,6481 0,7617 1,0474

α̂ 1,0606 1,0435 1,0414 1,0682 1,0198 0,9949

β̂ 4,1761 4,1640 4,1677 4,2350 4,0992 4,2248

EQM(λ̂) 0,0053 0,0025 0,0017 0,9236 0,9346 0,8310

EQM(α̂) 0,0223 0,0108 0,0079 0,1451 0,0849 0,0608

EQM(β̂) 0,4415 0,2032 0,1559 0,8142 0,5388 0,5583

Erro de ajuste 0,0494 0,0243 0,0166 0,1062 0,0598 0,0398

(λ, α, β) = (2, 1, 4)

λ̂ 2,0137 1,9994 2,0024 2,1526 2,2246 2,2925

α̂ 1,0476 1,0323 1,0301 1,0107 0,9756 0,9776

β̂ 4,1668 4,1405 4,1465 4,1546 3,9639 3,8615

EQM(λ̂) 0,0110 0,0059 0,0041 2,1633 2,0005 1,7932

EQM(α̂) 0,0323 0,0150 0,0097 0,1648 0,14696 0,1229

EQM(β̂) 0,6411 0,3181 0,1910 1,4613 0,7494 0,5533

Erro de ajuste 0,0163 0,0084 0,0055 0,0361 0,0201 0,0143

Tabela 3.2: Simulações para os métodos MV via EM e FCE variando o parâmetro λ

Estimações Método MV via EM Método FCE

50 100 150 50 100 150

(λ, α, β) = (1, 1, 2)

λ̂ 0,9955 0,9934 0,9930 0,8109 1,0035 1,1306

α̂ 1,0600 1,0411 1,0405 1,0405 0,9987 0,9831

β̂ 2,0837 2,0798 2,0800 2,2108 2,1195 2,1434

EQM(λ̂) 0,0052 0,0025 0,0016 0,8948 0,8095 0,7543

EQM(α̂) 0,0220 0,0092 0,0068 0,1460 0,0683 0,0438

EQM(β̂) 0,1073 0,0493 0,0374 0,2598 0,1559 0,1551

Erro de ajuste 0,0120 0,0059 0,0040 0,0242 0,0138 0,0095

(λ, α, β) = (4, 1, 2)

λ̂ 4,0729 4,0338 4,0136 4,6744 4,5183 4,3775

α̂ 1,0337 1,0242 1,0217 1,1090 1,0721 1,0383

β̂ 2,0450 2,0442 2,0529 2,2059 2,2120 2,1702

EQM(λ̂) 0,0278 0,0135 0,0079 2,2864 1,6371 1,4008

EQM(α̂) 0,0290 0,0106 0,0047 0,5677 0,3012 0,2242

EQM(β̂) 0,1475 0,0506 0,0313 0,4761 0,3440 0,2340

Erro de ajuste 0,0007 0,0003 0,0002 0,0019 0,0009 0,0005
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Tabela 3.3: Simulações para os métodos MV via EM e FCE variando o parâmetro α

Estimações Método MV via EM Método FCE

50 100 150 50 100 150

(λ, α, β) = (1, 1, 2)

λ̂ 0,9955 0,9934 0,9930 0,8109 1,0035 1,1306

α̂ 1,0600 1,0411 1,0405 1,0405 0,9987 0,9831

β̂ 2,0837 2,0798 2,0800 2,2108 2,1195 2,1434

EQM(λ̂) 0,0052 0,0025 0,0016 0,8948 0,8095 0,7543

EQM(α̂) 0,0220 0,0092 0,0068 0,1460 0,0683 0,0438

EQM(β̂) 0,1073 0,0493 0,0374 0,2598 0,1559 0,1551

Erro de ajuste 0,0120 0,0059 0,0040 0,0242 0,0138 0,0095

(λ, α, β) = (1, 3, 2)

λ̂ 0,9874 0,9908 0,9882 1,0477 1,1034 1,0939

α̂ 3,3021 3,1554 3,1265 3,7829 3,4716 3,3667

β̂ 2,2015 2,1181 2,0881 2,7820 2,5547 2,4902

EQM(λ̂) 0,0075 0,0037 0,0024 0,4336 0,3685 0,2958

EQM(α̂) 0,2887 0,1435 0,0877 0,9304 0,5328 0,4161

EQM(β̂) 0,1274 0,0596 0,0377 1,0020 0,9184 0,7756

Erro de ajuste 0,0007 0,0003 0,0002 0,0024 0,0010 0,0006

Tabela 3.4: Simulações para os métodos MV via EM e FCE variando o parâmetro α

Estimações Método MV via EM Método FCE

50 100 150 50 100 150

(λ, α, β) = (1, 1, 4)

λ̂ 0,9910 0,9924 0,9906 0,6481 0,7617 1,0474

α̂ 1,0606 1,0435 1,0414 1,0682 1,0198 0,9949

β̂ 4,1761 4,1640 4,1677 4,2350 4,0992 4,2248

EQM(λ̂) 0,0053 0,0025 0,0017 0,9236 0,9346 0,8310

EQM(α̂) 0,0223 0,0108 0,0079 0,1451 0,0849 0,0608

EQM(β̂) 0,4415 0,2032 0,1559 0,8142 0,5388 0,5583

Erro de ajuste 0,0494 0,0243 0,0166 0,1062 0,0598 0,0398

(λ, α, β) = (1, 2, 4)

λ̂ 0,9869 0,9853 0,9845 1,0447 0,9656 0,9885

α̂ 2,2051 2,1405 2,1264 2,3067 2,1397 2,0983

β̂ 4,3839 4,2575 4,2469 4,8480 4,4816 4,4781

EQM(λ̂) 0,0071 0,0036 0,0024 0,5285 0,4784 0,4058

EQM(α̂) 0,1427 0,0642 0,0434 0,2937 0,1033 0,0709

EQM(β̂) 0,5883 0,2534 0,1793 2,0597 1,7982 1,6529

Erro de ajuste 0,0065 0,0030 0,0020 0,0139 0,0062 0,0042
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Tabela 3.5: Simulações para os métodos MV via EM e FCE variando o parâmetro β

Estimações Método MV via EM Método FCE

50 100 150 50 100 150

(λ, α, β) = (1, 1, 2)

λ̂ 0,9955 0,9934 0,9930 0,8109 1,0035 1,1306

α̂ 1,0600 1,0411 1,0405 1,0405 0,9987 0,9831

β̂ 2,0837 2,0798 2,0800 2,2108 2,1195 2,1434

EQM(λ̂) 0,0052 0,0025 0,0016 0,8948 0,8095 0,7543

EQM(α̂) 0,0220 0,0092 0,0068 0,1460 0,0683 0,0438

EQM(β̂) 0,1073 0,0493 0,0374 0,2598 0,1559 0,1551

Erro de ajuste 0,0120 0,0059 0,0040 0,0242 0,0138 0,0095

(λ, α, β) = (1, 1, 4)

λ̂ 0,9910 0,9924 0,9906 0,6481 0,7617 1,0474

α̂ 1,0606 1,0435 1,0414 1,0682 1,0198 0,9949

β̂ 4,1761 4,1640 4,1677 4,2350 4,0992 4,2248

EQM(λ̂) 0,0053 0,0025 0,0017 0,9236 0,9346 0,8310

EQM(α̂) 0,0223 0,0108 0,0079 0,1451 0,0849 0,0608

EQM(β̂) 0,4415 0,2032 0,1559 0,8142 0,5388 0,5583

Erro de ajuste 0,0494 0,0243 0,0166 0,1062 0,0598 0,0398

Tabela 3.6: Simulações para os métodos MV via EM e FCE variando o parâmetro β

Estimações Método MV via EM Método FCE

50 100 150 50 100 150

(λ, α, β) = (4, 1, 2)

λ̂ 4,0729 4,0338 4,0136 4,6744 4,5183 4,3775

α̂ 1,0337 1,0242 1,0217 1,1090 1,0721 1,0383

β̂ 2,0450 2,0442 2,0529 2,2059 2,2120 2,1702

EQM(λ̂) 0,0278 0,0135 0,0079 2,2864 1,6371 1,4008

EQM(α̂) 0,0290 0,0106 0,0047 0,5677 0,3012 0,2242

EQM(β̂) 0,1475 0,0506 0,0313 0,4761 0,3440 0,2340

Erro de ajuste 0,0007 0,0003 0,0002 0,0019 0,0009 0,0005

(λ, α, β) = (4, 1, 4)

λ̂ 4,0697 4,0308 4,0131 4,8756 4,7116 4,6080

α̂ 1,0346 1,0273 1,0223 0,9772 0,9764 0,9528

β̂ 4,1428 4,1390 4,1475 4,1764 4,2771 4,1912

EQM(λ̂) 0,0295 0,0137 0,0085 2,5849 2,0465 1,7453

EQM(α̂) 0,0352 0,0139 0,0094 0,6442 0,3079 0,2393

EQM(β̂) 0,7223 0,2706 0,1806 1,8911 1,3168 0,9177

Erro de ajuste 0,0030 0,0014 0,0009 0,0078 0,0036 0,0023
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Grandes Amostras

Faremos agora o mesmo estudo para grandes amostras. Os valores de parâmetros


onsiderados nas Tabelas 3.7 e 3.8 são (1, 1, 4) e (2, 1, 4), e, (1, 1, 2) e (4, 1, 2). Nas Tabelas

3.9 e 3.10, 
onsideramos (1, 1, 2) e (1, 3, 2), e, (1, 1, 4) e (1, 2, 4). E já nas Tabelas 3.11 e

3.12, os valores 
onsiderados são (1, 1, 2) e (1, 1, 4), e, (4, 1, 2) e (4, 1, 4).

• Efeitos da variação de λ

A Tabela 3.7 apresenta menor erro de ajuste para o maior valor de λ. O mesmo

a
onte
e na Tabela 3.8. Quando 
omparamos o método MV via EM na Tabela 3.7, nota-

se que o EQM dos três parâmetros é menor, para o menor valor de λ 
om ex
eção do

EQM de α̂ e β̂ para tamanho de amostras N = 2000. Fazendo a mesma 
omparação na

Tabela 3.8, per
ebe-se que o EQM de α̂ e β̂ é menor para o maior valor de λ, enquanto

que o EQM de λ̂ é menor no primeiro vetor. Em relação ao método FCE, a Tabela 3.7

apresenta menor EQM para λ̂ e β̂ para o maior valor de λ e, menor EQM para α̂ para o

menor valor de λ, diferente da Tabela 3.8, que apresenta menor EQM para o menor valor

de λ 
om ex
eção do EQM(β̂). Tanto na Tabela 3.7 quanto em 3.8, os dois métodos

resultaram em boas estimativas para os parâmetros.

• Efeitos da variação de α

Os dois métodos apresentados na Tabela 3.9, exibem boas estimativas para os dois ve-

tores de parâmetros. Vale-se desta
ar que, no método FCE as estimativas do parâmetro

β para o maior valor de α, quando N = 500 e N = 1000, apresentam estimativas 
om um

viés expressivo quando 
omparadas 
om as demais; porém nota-se, quando aumentamos

o tamanho de amostra, a estimativa de β tende para o verdadeiro valor. A Tabela 3.10

também apresenta boas estimativas para os parâmetros, por exemplo, quando 
onsidera-

mos uma amostra de tamanho N = 500, as estimativas para o parâmetro β apresemtam

um viés expressivo, mas 
onforme aumentamos o tamanho de amostras, elas vão se apro-

ximando do verdadeiro valor do parâmetro. O erro de ajuste foi menor para o segundo

vetor de parâmetros. Isto pode ser visto tanto na Tabela 3.9 quanto em 3.10. Quando

aumentamos o valor de α na Tabela 3.9, os EQMs de λ̂ e α̂ são menores para o menor

valor de α no método MV via EM e, no método FCE os EQMs de α̂ e β̂ são menores para

o menor valor de α. O mesmo a
onte
e na Tabela 3.10.

• Efeitos da variação de β

A Tabela 3.11 apresenta menor erro de ajuste para o primeiro vetor de parâmetros.

Já na Tabela 3.12, apresenta-se o menor erro de ajuste para o menor valor de β, 
om ex-


eção no método MV via EM para tamanho de amostra N = 2000. Tanto na Tabela 3.11

quanto em 3.12, per
ebe-se que quando aumentamos o valor de β, o EQM referente aos

três parâmetros é menor no primeiro vetor, isto a
onte
e nos dois métodos de estimação.
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Observa-se na Tabela 3.11, que os dois métodos estimam bem os parâmetros, 
ontudo o

método MV via EM apresenta melhores estimativas para os dois vetores de parâmetros.

O mesmo o
orre na Tabela 3.12.

Portanto, para grandes amostras, per
ebemos também que os dois métodos 
onvergi-

ram bem para o verdadeiro valor do parâmetro. Em senso 
omparativo, nota-se que o

método MV via EM obteve melhor resultado do que o método FCE.
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Tabela 3.7: Simulações para os métodos MV via EM e FCE variando o parâmetro λ

Estimações Método MV via EM Método FCE

500 1000 2000 500 1000 2000

(λ, α, β) = (1, 1, 4)

λ̂ 0,9910 0,9915 0,9937 0,9208 0,9996 1,0178

α̂ 1,0044 1,0014 0,9999 0,9905 0,9921 0,9972

β̂ 3,9962 3,9960 3,9919 3,8578 3,9031 4,0033

EQM(λ̂) 0,0005 0,0003 0,0001 0,6549 0,4471 0,1929

EQM(α̂) 0,0015 0,0007 0,0003 0,0116 0,0055 0,0031

EQM(β̂) 0,0372 0,0184 0,0076 0,5305 0,4531 0,3122

Erro de ajuste 0,0046 0,0023 0,0011 0,0170 0,0077 0,0042

(λ, α, β) = (2, 1, 4)

λ̂ 1,9974 1,9979 1,9973 2,1323 2,0591 2,0378

α̂ 1,0004 1,0009 1,0009 0,9718 0,9916 0,9952

β̂ 3,9931 3,9952 4,0000 3,7953 3,9076 3,9937

EQM(λ̂) 0,0011 0,0005 0,0003 0,5110 0,2124 0,0939

EQM(α̂) 0,0017 0,0008 0,0002 0,0362 0,0178 0,0078

EQM(β̂) 0,0434 0,0187 0,0053 0,2069 0,0957 0,0452

Erro de ajuste 0,0017 0,0007 0,0003 0,0065 0,0035 0,0018

Tabela 3.8: Simulações para os métodos MV via EM e FCE variando o parâmetro λ

Estimações Método MV via EM Método FCE

500 1000 2000 500 1000 2000

(λ, α, β) = (1, 1, 2)

λ̂ 0,9929 0,9928 0,9945 0,9850 1,0405 1,0318

α̂ 1,0035 1,0012 0,9998 0,9860 0,9933 0,9945

β̂ 1,9981 1,9979 1,9960 1,9381 1,9797 2,0161

EQM(λ̂) 0,0005 0,0002 0,0001 0,5745 0,3721 0,1640

EQM(α̂) 0,0012 0,0005 0,0002 0,0085 0,0046 0,0025

EQM(β̂) 0,0091 0,0032 0,0016 0,1422 0,1233 0,0800

Erro de ajuste 0,0011 0,0005 0,0002 0,0034 0,0017 0,0008

(λ, α, β) = (4, 1, 2)

λ̂ 3,9961 3,9947 3,9944 4,1811 4,1305 4,1135

α̂ 0,9986 0,9982 0,9993 0,9901 0,9825 0,9835

β̂ 1,9921 1,9947 1,9951 2,0315 2,0181 2,0224

EQM(λ̂) 0,0021 0,0011 0,0005 0,8959 0,5689 0,3276

EQM(α̂) 0,0009 0,0002 0,0001 0,1221 0,0819 0,0572

EQM(β̂) 0,0061 0,0016 0,0007 0,0988 0,0595 0,0470

Erro de ajuste 0,00005 0,00002 0,0001 0,0002 0,0001 0,00005
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Tabela 3.9: Simulações para os métodos MV via EM e FCE variando o parâmetro α

Estimações Método MV via EM Método FCE

500 1000 2000 500 1000 2000

(λ, α, β) = (1, 1, 2)

λ̂ 0,9929 0,9928 0,9945 0,9850 1,0405 1,0318

α̂ 1,0035 1,0012 0,9998 0,9860 0,9933 0,9945

β̂ 1,9981 1,9979 1,9960 1,9381 1,9797 2,0161

EQM(λ̂) 0,0005 0,0002 0,0001 0,5745 0,3721 0,1640

EQM(α̂) 0,0012 0,0005 0,0002 0,0085 0,0046 0,0025

EQM(β̂) 0,0091 0,0032 0,0016 0,1422 0,1233 0,0800

Erro de ajuste 0,0011 0,0005 0,0002 0,0034 0,0017 0,0008

(λ, α, β) = (1, 3, 2)

λ̂ 0,9936 0,9947 0,9958 1,0635 1,0395 1,0317

α̂ 3,0123 3,0032 2,9991 3,0637 3,0543 3,0389

β̂ 2,0062 2,0007 1,9970 2,1661 2,1074 2,0718

EQM(λ̂) 0,0008 0,0004 0,0002 0,1485 0,1032 0,0587

EQM(α̂) 0,0150 0,0086 0,0021 0,1488 0,0898 0,0515

EQM(β̂) 0,0075 0,0034 0,0009 0,3449 0,2242 0,1292

Erro de ajuste 0,0001 0,00002 0,00001 0,0002 0,0001 0,00005

Tabela 3.10: Simulações para os métodos MV via EM e FCE variando o parâmetro α

Estimações Método MV via EM Método FCE

500 1000 2000 500 1000 2000

(λ, α, β) = (1, 1, 4)

λ̂ 0,9910 0,9915 0,9937 0,9208 0,9996 1,0178

α̂ 1,0044 1,0014 0,9999 0,9905 0,9921 0,9972

β̂ 3,9962 3,9960 3,9919 3,8578 3,9031 4,0033

EQM(λ̂) 0,0005 0,0003 0,0001 0,6549 0,4471 0,1929

EQM(α̂) 0,0015 0,0007 0,0003 0,0116 0,0055 0,0031

EQM(β̂) 0,0372 0,0184 0,0076 0,5305 0,4531 0,3122

Erro de ajuste 0,0046 0,0023 0,0011 0,0170 0,0077 0,0042

(λ, α, β) = (1, 2, 4)

λ̂ 0,9899 0,9921 0,9930 0,9912 0,9833 1,0033

α̂ 1,9996 2,0041 1,9983 1,9533 1,9682 1,9680

β̂ 4,0037 4,0053 3,9950 4,1003 4,0297 4,0186

EQM(λ̂) 0,0007 0,0004 0,0002 0,1814 0,1245 0,0923

EQM(α̂) 0,0076 0,0034 0,0012 0,0261 0,0124 0,0071

EQM(β̂) 0,0349 0,0159 0,0072 0,6954 0,5029 0,3456

Erro de ajuste 0,0005 0,0002 0,0001 0,0012 0,0006 0,0003
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Tabela 3.11: Simulações para os métodos MV via EM e FCE variando o parâmetro β

Estimações Método MV via EM Método FCE

500 1000 2000 500 1000 2000

(λ, α, β) = (1, 1, 2)

λ̂ 0,9929 0,9928 0,9945 0,9850 1,0405 1,0318

α̂ 1,0035 1,0012 0,9998 0,9860 0,9933 0,9945

β̂ 1,9981 1,9979 1,9960 1,9381 1,9797 2,0161

EQM(λ̂) 0,0005 0,0002 0,0001 0,5745 0,3721 0,1640

EQM(α̂) 0,0012 0,0005 0,0002 0,0085 0,0046 0,0025

EQM(β̂) 0,0091 0,0032 0,0016 0,1422 0,1233 0,0800

Erro de ajuste 0,0011 0,0005 0,0002 0,0034 0,0017 0,0008

(λ, α, β) = (1, 1, 4)

λ̂ 0,9910 0,9915 0,9937 0,9208 0,9996 1,0178

α̂ 1,0044 1,0014 0,9999 0,9905 0,9921 0,9972

β̂ 3,9962 3,9960 3,9919 3,8578 3,9031 4,0033

EQM(λ̂) 0,0005 0,0003 0,0001 0,6549 0,4471 0,1929

EQM(α̂) 0,0015 0,0007 0,0003 0,0116 0,0055 0,0031

EQM(β̂) 0,0372 0,0184 0,0076 0,5305 0,4531 0,3122

Erro de ajuste 0,0046 0,0023 0,0011 0,0170 0,0077 0,0042

Tabela 3.12: Simulações para os métodos MV via EM e FCE variando o parâmetro β

Estimações Método MV via EM Método FCE

500 1000 2000 500 1000 2000

(λ, α, β) = (4, 1, 2)

λ̂ 3,9961 3,9947 3,9944 4,1811 4,1305 4,1135

α̂ 0,9986 0,9982 0,9993 0,9901 0,9825 0,9835

β̂ 1,9921 1,9947 1,9951 2,0315 2,0181 2,0224

EQM(λ̂) 0,0021 0,0011 0,0005 0,8959 0,5689 0,3276

EQM(α̂) 0,0009 0,0002 0,0001 0,1221 0,0819 0,0572

EQM(β̂) 0,0061 0,0016 0,0007 0,0988 0,0595 0,0470

Erro de ajuste 0,00005 0,00002 0,0001 0,0002 0,0001 0,00005

(λ, α, β) = (4, 1, 4)

λ̂ 3,9947 3,9913 3,9932 4,2550 4,2073 4,1239

α̂ 0,9986 0,9981 0,9994 0,9537 0,9782 0,9861

β̂ 3,9849 3,9898 3,9902 4,0092 4,0291 4,0210

EQM(λ̂) 0,0025 0,0012 0,0005 1,0240 0,6390 0,3899

EQM(α̂) 0,0013 0,0003 0,0001 0,1405 0,0966 0,0673

EQM(β̂) 0,0319 0,0116 0,0029 0,4376 0,2701 0,1938

Erro de ajuste 0,0002 0,0001 0,00004 0,0008 0,0004 0,0002
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3.4.2 Simulações 
om 
hute ini
ial obtido pelo método dos mo-

mentos

Agora vamos apresentar um estudo de simulação utilizando o método dos momentos


om 
hute ini
ial igual ao parâmetro verdadeiro no qual foi apli
ado o algoritmo (1),

utilizamos as estimativas de momento 
omo 
hute ini
ial para o MV via EM e FCE nas

estimações do método MV via EM 
om momentos e FCE 
ommomentos, respe
tivamente.

Os vetores de parâmetros 
onsiderados são os mesmos apresentados anteriormente.

Pequenas Amostras

As Tabelas 3.13 a 3.6, exibem os resultados da simulação para pequenas amostras.

Os valores de parâmetros 
onsiderados nas Tabelas 3.13 e 3.14 são (1, 1, 4) e (2, 1, 4), e,

(1, 1, 2) e (4, 1, 2). Nas Tabelas 3.15 e 3.16, 
onsideramos (1, 1, 2) e (1, 3, 2), e, (1, 1, 4) e

(1, 2, 4). E já nas Tabelas 3.17 e 3.18, os valores 
onsiderados são (1, 1, 2) e (1, 1, 4), e,

(4, 1, 2) e (4, 1, 4).

• Efeitos da variação de λ

A Tabela 3.13 mostra que em todos os métodos e para todos os tamanhos de amostra o

erro de ajuste é menor quando aumentamos o valor de λ. O mesmo pode ser observado na

Tabela 3.14. Na Tabela 3.13, as estimativas referente a λ e α pelo método dos momentos

permane
eram as mesmas para os dois vetores de parâmetros. Quando aumentamos o

valor de λ não obtemos boas estimativas para o parâmetro β, isto pode ser visto nas

Tabelas 3.13 e 3.14. Quando λ = 1, obtemos menor viés e EQM e isso a
onte
e apenas

no método FCE 
om Momentos da Tabela 3.13, diferente da Tabela 3.14 que a
onte
e


om todos os métodos. Um fato que vale enfatizar na Tabela 3.14 é, quando aumentamos

o valor de λ, o EQM(λ̂) assume um valor muito alto nos dois primeiros métodos; no

método da FCE 
om momentos, embora esse valor diminua, o viés 
ontinua expressivo.

• Efeitos da variação de α

A Tabela 3.15, mostra que, quando α = 1 o viés e EQM de λ̂, α̂ e β̂ são menores

do que quando α = 3, isto nos dois primeiros métodos. O mesmo pode ser visto na

Tabela 3.16. Ainda na Tabela 3.15, pode-se observar no método dos momentos que


onforme aumentamos o valor da amostra, os valores das estimativas de β se aproximam

do verdadeiro, o que não a
onte
e nos demais métodos, o mesmo a
onte
e 
om o λ.

Quando α = 3 o método MV via EM 
om momentos não produz boas estimativas para

λ. A Tabela 3.16 mostra que, quando α = 1 o EQM(λ̂) 
ontinua sendo o mesmo para os

três tamanhos de amostras no método FCE 
om momentos, o mesmo pode ser visto na

Tabela 3.15 para o mesmo método, sendo que quando N = 150 esse valor de
ai.

• Efeitos da variação de β
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Note nas Tabelas 3.17 e 3.18, que o erro de ajuste é menor em todos os métodos e para

todos os tamanhos de amostra no 
aso de menor valor de β. Quando �xamos λ e α na

Tabela 3.17, EQM(λ̂) e EQM(α̂) permane
em iguais para β = 2 e β = 4. O mesmo fato

pode ser visto na Tabela 3.18, na qual 
onsideramos outros vetores de parâmetros. Vale

ressaltar que o EQM(λ̂) assumiu valor muito alto para todos os tamanhos de amostras no

método dos momentos e no MV via EM 
om momentos, mesmo apresentando um EQM

ainda alto, o método FCE 
om momentos foi o que obteve menor viés para λ, este fato

pode ser observado na Tabela 3.18, em que �xamos λ = 4 e α = 1. Para o maior valor de

β da Tabela 3.17, o método FCE 
om momentos apresenta resultados mais satisfatórios

para o parâmetro β do que os demais métodos, o método dos momentos foi o que mais

produziu estimativas viesadas, este fato a
onte
e para todos os tamanhos de amostras.

Portanto, para este estudo de simulação, per
ebemos que em senso 
omparativo, o

método MV via EM 
om momentos obteve melhor resultado do que os demais métodos.
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Tabela 3.13: Simulações para os métodos: MM, MV via EM 
om momentos e FCE 
om momentos variando o parâmetro λ

Estimações Momentos EM 
om Momentos FCE 
om Momentos

50 100 150 50 100 150 50 100 150

(λ, α, β) = (1, 1, 4)

λ̂ 1,3268 1,3134 1,3716 1,3113 1,2940 1,3632 1,0660 1,2548 1,4923

α̂ 0,8279 0,8731 0,8875 0,9745 0,9872 0,9720 0,9324 0,9293 0,9074

β̂ 3,5289 3,7460 3,9412 4,1018 4,0845 4,3089 4,1826 4,0468 4,1318

EQM(λ̂) 0,3312 0,2827 0,2930 0,3260 0,2793 0,2909 0,9998 0,9998 0,9998

EQM(α̂) 0,0617 0,0331 0,0263 0,0487 0,0237 0,0174 0,1615 0,1106 0,0756

EQM(β̂) 0,8711 0,4687 0,3759 0,7022 0,3993 0,4390 1,1677 0,6472 0,5998

Erro de ajuste 0,0683 0,0379 0,0265 0,0587 0,0338 0,0266 0,0997 0,0574 0,0393

(λ, α, β) = (2, 1, 4)

λ̂ 1,3268 1,3134 1,3716 1,3148 1,2940 1,3663 2,4429 3,0749 2,9974

α̂ 0,8279 0,8731 0,8875 0,9734 0,9857 0,9712 0,9378 0,7513 0,7362

β̂ 2,6467 2,8095 2,9559 3,0739 3,0610 3,2222 3,6641 3,3947 3,4998

EQM(λ̂) 0,3312 0,2827 0,2930 0,3240 0,2801 0,2913 2,9632 3,5119 2,8363

EQM(α̂) 0,0617 0,0331 0,0263 0,0487 0,0238 0,0176 0,2191 0,2129 0,1774

EQM(β̂) 0,4900 0,2637 0,2115 0,3946 0,2201 0,2417 1,4927 1,0203 0,7025

Erro de ajuste 0,0384 0,0213 0,0149 0,0330 0,0189 0,0149 0,0360 0,0189 0,0143
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Tabela 3.14: Simulações para os métodos: MM, MV via EM 
om momentos e FCE 
om momentos variando o parâmetro λ

Estimações Momentos EM 
om Momentos FCE 
om Momentos

50 100 150 50 100 150 50 100 150

(λ, α, β) = (1, 1, 2)

λ̂ 1,3268 1,3134 1,3716 1,3188 1,2949 1,3682 1,2444 1,2579 1,3753

α̂ 0,8279 0,8731 0,8875 0,9729 0,9817 0,9687 0,9491 0,9388 0,9342

β̂ 1,7645 1,8730 1,9706 2,0472 2,0381 2,1420 2,1681 2,0383 2,0547

EQM(λ̂) 0,3312 0,2827 0,2930 0,3286 0,2799 0,2917 0,9998 0,9998 0,9216

EQM(α̂) 0,0617 0,0331 0,0263 0,0478 0,0236 0,0176 0,1592 0,0821 0,0556

EQM(β̂) 0,2178 0,1172 0,0940 0,1749 0,0951 0,1057 0,3044 0,1586 0,1737

Erro de ajuste 0,0171 0,0095 0,0066 0,0148 0,0083 0,0065 0,0232 0,0138 0,0092

(λ, α, β) = (4, 1, 2)

λ̂ 2,2913 6,0467 6,5358 1,9501 6,0545 6,5532 2,9413 4,2921 4,6805

α̂ 1,5844 0,5697 0,4911 1,6521 0,5697 0,4994 1,7742 1,1159 0,9203

β̂ 1,4779 1,4349 1,5001 1,4030 1,3745 1,4770 1,9052 1,8008 1,8445

EQM(λ̂) 11,3390 14,8439 11,4093 14,6670 14,8674 13,1269 6,6256 5,7754 3,1814

EQM(α̂) 0,7634 0,6808 0,5398 0,7836 0,6815 0,5368 0,8822 0,6730 0,3879

EQM(β̂) 0,4927 0,4469 0,3931 0,4784 0,4906 0,3897 0,6178 0,4605 0,3207

Erro de ajuste 0,0014 0,0008 0,0005 0,0013 0,0008 0,0005 0,0022 0,0010 0,0006
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Tabela 3.15: Simulações para os métodos: MM, MV via EM 
om momentos e FCE 
om momentos variando o parâmetro α

Estimações Momentos EM 
om Momentos FCE 
om Momentos

50 100 150 50 100 150 50 100 150

(λ, α, β) = (1, 1, 2)

λ̂ 1,3268 1,3134 1,3716 1,3188 1,2949 1,3682 1,2444 1,2579 1,3753

α̂ 0,8279 0,8731 0,8875 0,9729 0,9817 0,9687 0,9491 0,9388 0,9342

β̂ 1,7645 1,8730 1,9706 2,0472 2,0381 2,1420 2,1681 2,0383 2,0547

EQM(λ̂) 0,3312 0,2827 0,2930 0,3286 0,2799 0,2917 0,9998 0,9998 0,9216

EQM(α̂) 0,0617 0,0331 0,0263 0,0478 0,0236 0,0176 0,1592 0,0821 0,0556

EQM(β̂) 0,2178 0,1172 0,0940 0,1749 0,0951 0,1057 0,3044 0,1586 0,1737

Erro de ajuste 0,0171 0,0095 0,0066 0,0148 0,0083 0,0065 0,0232 0,0138 0,0092

(λ, α, β) = (1, 3, 2)

λ̂ 1,7032 1,7065 1,6215 0,1777 0,1726 0,1698 1,6190 1,5197 1,3686

α̂ 2,5687 2,6537 2,7269 2,6078 2,5973 2,5877 3,7120 3,5026 3,4159

β̂ 1,9968 2,1678 2,2752 1,3985 1,3109 1,2611 3,1296 2,8208 2,6746

EQM(λ̂) 0,7983 0,6767 0,5864 0,6953 0,6964 0,6956 0,7565 0,5404 0,3780

EQM(α̂) 0,7701 0,5667 0,3911 0,2049 0,1766 0,1813 4,8554 1,3541 0,6707

EQM(β̂) 0,4184 0,4046 0,3905 0,4923 0,5557 0,6136 1,3614 1,0340 0,8287

Erro de ajuste 0,0012 0,0007 0,0005 0,0010 0,0006 0,0004 0,0025 0,0011 0,0006
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Tabela 3.16: Simulações para os métodos: MM, MV via EM 
om momentos e FCE 
om momentos variando o parâmetro α

Estimações Momentos EM 
om Momentos FCE 
om Momentos

50 100 150 50 100 150 50 100 150

(λ, α, β) = (1, 1, 4)

λ̂ 1,3268 1,3134 1,3716 1,3113 1,2940 1,3632 1,0660 1,2548 1,4923

α̂ 0,8279 0,8731 0,8875 0,9745 0,9872 0,9720 0,9324 0,9293 0,9074

β̂ 3,5289 3,7460 3,9412 4,1018 4,0845 4,3089 4,1826 4,0468 4,1318

EQM(λ̂) 0,3312 0,2827 0,2930 0,3260 0,2793 0,2909 0,9998 0,9998 0,9998

EQM(α̂) 0,0617 0,0331 0,0263 0,0487 0,0237 0,0174 0,1615 0,1106 0,0756

EQM(β̂) 0,8711 0,4687 0,3759 0,7022 0,3993 0,4390 1,1677 0,6472 0,5998

Erro de ajuste 0,0683 0,0379 0,0265 0,0587 0,0338 0,0266 0,0997 0,0574 0,0393

(λ, α, β) = (1, 2, 4)

λ̂ 1,6492 1,6695 1,6428 1,2432 1,4700 1,5097 1,5354 1,3870 1,3236

α̂ 1,6926 1,7432 1,7865 2,1087 2,0951 2,0929 2,1297 2,0529 2,0560

β̂ 4,0567 4,1441 4,3852 4,0201 4,4455 4,7920 5,1283 4,7197 4,6520

EQM(λ̂) 0,6084 0,5719 0,5246 0,7020 0,6040 0,5567 0,7921 0,5862 0,4597

EQM(α̂) 0,3236 0,1861 0,1292 0,2175 0,1342 0,1014 0,5347 0,2072 0,1184

EQM(β̂) 1,0753 0,7921 0,7049 0,8957 1,1411 1,2753 2,5080 1,7354 1,5539

Erro de ajuste 0,0081 0,0046 0,0035 0,0089 0,0046 0,0035 0,0137 0,0065 0,0044
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Tabela 3.17: Simulações para os métodos: MM, MV via EM 
om momentos e FCE 
om momentos variando o parâmetro β

Estimações Momentos EM 
om Momentos FCE 
om Momentos

50 100 150 50 100 150 50 100 150

(λ, α, β) = (1, 1, 2)

λ̂ 1,3268 1,3134 1,3716 1,3188 1,2949 1,3682 1,2444 1,2579 1,3753

α̂ 0,8279 0,8731 0,8875 0,9729 0,9817 0,9687 0,9491 0,9388 0,9342

β̂ 1,7645 1,8730 1,9706 2,0472 2,0381 2,1420 2,1681 2,0383 2,0547

EQM(λ̂) 0,3312 0,2827 0,2930 0,3286 0,2799 0,2917 0,9998 0,9998 0,9216

EQM(α̂) 0,0617 0,0331 0,0263 0,0478 0,0236 0,0176 0,1592 0,0821 0,0556

EQM(β̂) 0,2178 0,1172 0,0940 0,1749 0,0951 0,1057 0,3044 0,1586 0,1737

Erro de ajuste 0,0171 0,0095 0,0066 0,0148 0,0083 0,0065 0,0232 0,0138 0,0092

(λ, α, β) = (1, 1, 4)

λ̂ 1,3268 1,3134 1,3716 1,3148 1,2940 1,3663 1,0660 1,2548 1,4923

α̂ 0,8279 0,8731 0,8875 0,9734 0,9857 0,9712 0,9324 0,9293 0,9074

β̂ 2,6467 2,8095 2,9559 3,0739 3,0610 3,2222 4,1826 4,0468 4,1318

EQM(λ̂) 0,3312 0,2827 0,2930 0,3240 0,2801 0,2913 0,9998 0,9998 0,9998

EQM(α̂) 0,0617 0,0331 0,0263 0,0487 0,0238 0,0176 0,1615 0,1106 0,0756

EQM(β̂) 0,4900 0,2637 0,2115 0,3946 0,2201 0,2417 1,1677 0,6472 0,5998

Erro de ajuste 0,0384 0,0213 0,0149 0,0330 0,0189 0,0149 0,0997 0,0574 0,0393
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Tabela 3.18: Simulações para os métodos: MM, MV via EM 
om momentos e FCE 
om momentos variando o parâmetro β

Estimações Momentos EM 
om Momentos FCE 
om Momentos

50 100 150 50 100 150 50 100 150

(λ, α, β) = (4, 1, 2)

λ̂ 2,2913 6,0467 6,5358 1,9501 6,0545 6,5532 2,9413 4,2921 4,6805

α̂ 1,5844 0,5697 0,4911 1,6521 0,5697 0,4994 1,7742 1,1159 0,9203

β̂ 1,4779 1,4349 1,5001 1,4030 1,3745 1,4770 1,9052 1,8008 1,8445

EQM(λ̂) 11,3390 14,8439 11,4093 14,6670 14,8674 13,1269 6,6256 5,7754 3,1814

EQM(α̂) 0,7634 0,6808 0,5398 0,7836 0,6815 0,5368 0,8822 0,6730 0,3879

EQM(β̂) 0,4927 0,4469 0,3931 0,4784 0,4906 0,3897 0,6178 0,4605 0,3207

Erro de ajuste 0,0014 0,0008 0,0005 0,0013 0,0008 0,0005 0,0022 0,0010 0,0006

(λ, α, β) = (4, 1, 4)

λ̂ 2,2913 6,0467 6,5358 1,7986 6,0517 6,5479 2,9153 4,3461 4,6843

α̂ 1,5844 0,5697 0,4911 1,6815 0,5750 0,5043 1,8335 1,0818 0,9107

β̂ 2,9558 2,8699 3,0001 2,7792 2,7076 2,8825 3,8996 3,5356 3,6768

EQM(λ̂) 11,3390 14,8439 11,4093 14,7817 14,9122 14,6942 6,4357 5,8639 3,5262

EQM(α̂) 0,7634 0,6808 0,5398 0,7939 0,6823 0,5419 0,9027 0,6863 0,4381

EQM(β̂) 1,9710 1,7876 1,5725 1,8508 1,9736 1,5886 2,6052 1,7973 1,3461

Erro de ajuste 0,0054 0,0032 0,0021 0,0052 0,0031 0,0022 0,0090 0,0039 0,0025
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Grandes Amostras

Dando 
ontinuidade à análise das simulações, as Tabelas 3.19 a 3.24 apresentam in-

formações para os tamanhos de amostra 500, 1000 e 2000, respe
tivamente. Os valores

de parâmetros 
onsiderados nas Tabelas 3.19 e 3.20 são (1, 1, 4) e (2, 1, 4), e, (1, 1, 2) e

(4, 1, 2). Nas Tabelas 3.21 e 3.22, 
onsideramos (1, 1, 2) e (1, 3, 2), e, (1, 1, 4) e (1, 2, 4).

E já nas Tabelas 3.23 e 3.24, os valores 
onsiderados são (1, 1, 2) e (1, 1, 4), e, (4, 1, 2) e

(4, 1, 4).

• Efeitos da variação de λ

As Tabelas 3.19 e 3.20 exibem os resultados obtidos nas simulações quando variamos o

parâmetro λ. Podemos observar na Tabela 3.19 que, quanto ao vetor paramétri
o (1, 1, 4),

o EQM(α̂) 
ontinua sendo menor para todos os métodos de estimação 
omparado ao

vetor (2, 1, 4). Quando aumentamos o valor de λ as estimativas dos parâmetros α e β se

mostram mais viesadas. Quando λ = 1 o método FCE 
om momentos exibe resultados

mais pre
isos, já quando λ = 2, os dois primeiros métodos são os que apresentam melhor

desempenho. Nota-se na Tabela 3.20, que as melhores estimações do segundo vetor para

λ, α e β foram no método FCE 
om momentos. Quando o tamanho de amostra é N = 500

no segundo vetor, o EQM(λ̂) nos dois primeiros métodos não apresentam resultados

satisfatórios, mas, 
onforme aumentamos o tamanho de amostras, o método que apresenta

estimativas menos viesadas é FCE 
om momentos. Observe que tanto na Tabela 3.19

quanto em 3.20, o erro de ajuste é menor para o maior o valor de λ.

• Efeitos da variação de α

As Tabelas 3.21 e 3.22 mostram que o erro de ajuste é menor para todos os métodos

no 
aso de maior valor de α. Analisando o método MV via EM 
om momentos na Tabela

3.21, per
ebemos que o EQM de λ̂, α̂ e β̂ é menor quando α for menor. Ainda referente

a Tabela 3.21, para o maior valor de α o método FCE 
om momentos apresenta melhor

perfoman
e para todos os três tamanhos de amostras. Considerando λ e α para o vetor

paramétri
o (1, 1, 4), da Tabela 3.22, obtemos estimativas bastante pre
isas no método

FCE 
om momentos, já quanto ao parâmetro β, este método não estimou bem. Mas

quando α = 2, este método foi o que melhor estimou β. Ainda analisando a Tabela 3.22,


onforme aumentamos o tamanho de amostras no método dos momentos, as estimativas

de λ, α e β 
onvergem para o verdadeiro valor.

• Efeitos da variação de β

Quando aumentamos o valor de β na Tabela 3.23, foi possível notar no método dos

momentos, que as estimativas de λ e α são as mesmas para os dois vetores de parâmetros.

Este fato pode ser visto também na Tabela 3.24. É interessante men
ionar que o mesmo

a
onte
eu para pequenas amostras quando variamos esses mesmos parâmetros. Podemos
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notar nas Tabelas 3.23 e 3.24, que o erro de ajuste foi menor para o menor valor de

β. Nos dois primeiros métodos da Tabela 3.24, o EQM(λ̂) assume valor muito alto. O

método FCE 
om momentos, é o que apresenta melhor resultado tanto para λ quanto para

os demais parâmetros. Conforme aumentamos o tamanho de amostras neste método, o

EQM é 
ada vez menor.

Portanto, para grandes amostras, veri�
a-se em senso 
omparativo, que o método MV

via EM 
om momentos obteve melhor resultado do que os demais métodos.
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Tabela 3.19: Simulações para os métodos: MM, MV via EM 
om momentos e FCE 
om momentos variando o parâmetro λ

Estimações Momentos EM 
om Momentos FCE 
om Momentos

500 1000 2000 500 1000 2000 500 1000 2000

(λ, α, β) = (1, 1, 4)

λ̂ 1,3464 1,2917 1,2687 1,3437 1,2891 1,2687 1,0405 1,0781 1,0665

α̂ 0,9073 0,9166 0,9321 0,9572 0,9597 0,9687 0,9714 0,9787 0,9881

β̂ 3,8721 3,9696 4,0143 4,1162 4,1565 4,1686 3,6265 3,6721 3,7644

EQM(λ̂) 0,2510 0,1894 0,1399 0,2490 0,1870 0,1391 0,7484 0,5509 0,2699

EQM(α̂) 0,0148 0,0102 0,0066 0,0074 0,0053 0,0032 0,0148 0,0071 0,0038

EQM(β̂) 0,2158 0,1303 0,0945 0,2483 0,2007 0,1617 0,6214 0,5359 0,3826

Erro de ajuste 0,0152 0,0097 0,0060 0,0116 0,0069 0,0041 0,0160 0,0077 0,0043

(λ, α, β) = (2, 1, 4)

λ̂ 2,3109 2,1974 2,0686 2,3087 2,1971 2,0690 3,0736 2,6071 2,2224

α̂ 0,8587 0,9147 0,9662 0,9104 0,9516 0,9879 0,6845 0,8124 0,9378

β̂ 3,1907 3,4429 3,7772 3,2031 3,4486 3,8082 3,3492 3,6118 3,7995

EQM(λ̂) 1,9213 0,6377 0,2540 1,9120 0,6355 0,2537 2,3693 0,8011 0,2241

EQM(α̂) 0,1249 0,0607 0,0297 0,0893 0,0469 0,0221 0,1389 0,0631 0,0196

EQM(β̂) 0,7076 0,3337 0,0805 0,7361 0,3461 0,0838 0,5572 0,2654 0,1012

Erro de ajuste 0,0065 0,0042 0,0028 0,0066 0,0040 0,0025 0,0067 0,0043 0,0022



C
a
p
í
t
u
l
o
3
.

M
é
t
o
d
o
s
d
e
E
s
t
i
m
a
ç
ã
o
e
R
e
s
u
l
t
a
d
o
s
N
u
m
é
r
i


o
s

5
9

Tabela 3.20: Simulações para os métodos: MM, MV via EM 
om momentos e FCE 
om momentos variando o parâmetro λ

Estimações Momentos EM 
om Momentos FCE 
om Momentos

500 1000 2000 500 1000 2000 500 1000 2000

(λ, α, β) = (1, 1, 2)

λ̂ 1,3464 1,2917 1,2687 1,3437 1,2909 1,2697 1,1237 1,0773 1,0753

α̂ 0,9073 0,9166 0,9321 0,9515 0,9546 0,9655 0,9709 0,9843 0,9881

β̂ 1,9360 1,9848 2,0071 2,0541 2,0751 2,0744 1,8014 1,8461 1,9042

EQM(λ̂) 0,2510 0,1894 0,1399 0,2506 0,1897 0,1399 0,6735 0,4845 0,2058

EQM(α̂) 0,0148 0,0102 0,0066 0,0077 0,0056 0,0034 0,0117 0,0060 0,0029

EQM(β̂) 0,0540 0,0326 0,0236 0,0579 0,0471 0,0363 0,1570 0,1379 0,0959

Erro de ajuste 0,0038 0,0024 0,0015 0,0029 0,0018 0,0010 0,0033 0,0017 0,0009

(λ, α, β) = (4, 1, 2)

λ̂ 6,7824 6,8129 6,0218 6,7776 6,8080 6,0213 4,8178 4,8412 4,5679

α̂ 0,4414 0,4422 0,5270 0,4410 0,4433 0,5325 0,8020 0,7756 0,8353

β̂ 1,3784 1,4572 1,5607 1,3670 1,4578 1,5818 1,6576 1,8068 1,8596

EQM(λ̂) 14,3059 8,5739 4,1035 14,6290 8,6179 4,1111 2,8032 1,1016 0,5243

EQM(α̂) 0,4934 0,3447 0,2427 0,4809 0,3424 0,2373 0,2507 0,1248 0,0797

EQM(β̂) 0,4167 0,3046 0,1997 0,4190 0,3010 0,1862 0,2011 0,1025 0,0686

Erro de ajuste 0,0003 0,0002 0,0001 0,0003 0,0002 0,0001 0,0002 0,0001 0,0001
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Tabela 3.21: Simulações para os métodos: MM, MV via EM 
om momentos e FCE 
om momentos variando o parâmetro α

Estimações Momentos EM 
om Momentos FCE 
om Momentos

500 1000 2000 500 1000 2000 500 1000 2000

(λ, α, β) = (1, 1, 2)

λ̂ 1,3464 1,2917 1,2687 1,3437 1,2909 1,2697 1,1237 1,0773 1,0753

α̂ 0,9073 0,9166 0,9321 0,9515 0,9546 0,9655 0,9709 0,9843 0,9881

β̂ 1,9360 1,9848 2,0071 2,0541 2,0751 2,0744 1,8014 1,8461 1,9042

EQM(λ̂) 0,2510 0,1894 0,1399 0,2506 0,1897 0,1399 0,6735 0,4845 0,2058

EQM(α̂) 0,0148 0,0102 0,0066 0,0077 0,0056 0,0034 0,0117 0,0060 0,0029

EQM(β̂) 0,0540 0,0326 0,0236 0,0579 0,0471 0,0363 0,1570 0,1379 0,0959

Erro de ajuste 0,0038 0,0024 0,0015 0,0029 0,0018 0,0010 0,0033 0,0017 0,0009

(λ, α, β) = (1, 3, 2)

λ̂ 1,4323 1,2987 1,1798 0,1648 0,1627 0,1619 1,1245 1,0643 1,0403

α̂ 2,8554 2,9623 3,0041 2,4747 2,4287 2,3949 3,0727 3,0627 3,0515

β̂ 2,2845 2,2645 2,1845 1,1391 1,1086 1,0954 2,1914 2,1243 2,0863

EQM(λ̂) 0,3050 0,1296 0,0623 0,6991 0,7014 0,7024 0,1577 0,1038 0,0587

EQM(α̂) 0,1311 0,0637 0,0347 0,2759 0,3263 0,3661 0,1594 0,0910 0,0514

EQM(β̂) 0,2218 0,1571 0,0862 0,7561 0,7979 0,8182 0,3782 0,2255 0,1290

Erro de ajuste 0,0002 0,0001 0,00005 0,0003 0,0002 0,0002 0,0002 0,0001 0,00005
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Tabela 3.22: Simulações para os métodos: MM, MV via EM 
om momentos e FCE 
om momentos variando o parâmetro α

Estimações Momentos EM 
om Momentos FCE 
om Momentos

500 1000 2000 500 1000 2000 500 1000 2000

(λ, α, β) = (1, 1, 4)

λ̂ 1,3464 1,2917 1,2687 1,3437 1,2891 1,2687 1,0405 1,0781 1,0665

α̂ 0,9073 0,9166 0,9321 0,9572 0,9597 0,9687 0,9714 0,9787 0,9881

β̂ 3,8721 3,9696 4,0143 4,1162 4,1565 4,1686 3,6265 3,6721 3,7644

EQM(λ̂) 0,2510 0,1894 0,1399 0,2490 0,1870 0,1391 0,7484 0,5509 0,2699

EQM(α̂) 0,0148 0,0102 0,0066 0,0074 0,0053 0,0032 0,0148 0,0071 0,0038

EQM(β̂) 0,2158 0,1303 0,0945 0,2483 0,2007 0,1617 0,6214 0,5359 0,3826

Erro de ajuste 0,0152 0,0097 0,0060 0,0116 0,0069 0,0041 0,0160 0,0077 0,0043

(λ, α, β) = (1, 2, 4)

λ̂ 1,5302 1,3746 1,2117 1,5114 1,3637 1,2069 1,0517 1,0252 1,0135

α̂ 1,8056 1,8741 1,9247 2,0204 2,0470 2,0460 1,9497 1,9661 1,9665

β̂ 4,3269 4,3600 4,2445 4,8949 4,7295 4,4666 4,0939 4,0077 3,9937

EQM(λ̂) 0,3400 0,1763 0,0841 0,3148 0,1705 0,0812 0,1846 0,1255 0,0932

EQM(α̂) 0,0520 0,0241 0,0111 0,0277 0,0161 0,0082 0,0292 0,0131 0,0076

EQM(β̂) 0,4293 0,3115 0,1700 1,2053 0,8501 0,4013 0,7359 0,5100 0,3527

Erro de ajuste 0,0016 0,0009 0,0004 0,0012 0,0007 0,0003 0,0012 0,0006 0,0003
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Tabela 3.23: Simulações para os métodos: MM, MV via EM 
om momentos e FCE 
om momentos variando o parâmetro β

Estimações Momentos EM 
om Momentos FCE 
om Momentos

500 1000 2000 500 1000 2000 500 1000 2000

(λ, α, β) = (1, 1, 2)

λ̂ 1,3464 1,2917 1,2687 1,3437 1,2909 1,2697 1,1237 1,0773 1,0753

α̂ 0,9073 0,9166 0,9321 0,9515 0,9546 0,9655 0,9709 0,9843 0,9881

β̂ 1,9360 1,9848 2,0071 2,0541 2,0751 2,0744 1,8014 1,8461 1,9042

EQM(λ̂) 0,2510 0,1894 0,1399 0,2506 0,1897 0,1399 0,6735 0,4845 0,2058

EQM(α̂) 0,0148 0,0102 0,0066 0,0077 0,0056 0,0034 0,0117 0,0060 0,0029

EQM(β̂) 0,0540 0,0326 0,0236 0,0579 0,0471 0,0363 0,1570 0,1379 0,0959

Erro de ajuste 0,0038 0,0024 0,0015 0,0029 0,0018 0,0010 0,0033 0,0017 0,0009

(λ, α, β) = (1, 1, 4)

λ̂ 1,3464 1,2917 1,2687 1,3437 1,2891 1,2687 1,0405 1,0781 1,0665

α̂ 0,9073 0,9166 0,9321 0,9572 0,9597 0,9687 0,9714 0,9787 0,9881

β̂ 3,8721 3,9696 4,0143 4,1162 4,1565 4,1686 3,6265 3,6721 3,7644

EQM(λ̂) 0,2510 0,1894 0,1399 0,2490 0,1870 0,1391 0,7484 0,5509 0,2699

EQM(α̂) 0,0148 0,0102 0,0066 0,0074 0,0053 0,0032 0,0148 0,0071 0,0038

EQM(β̂) 0,2158 0,1303 0,0945 0,2483 0,2007 0,1617 0,6214 0,5359 0,3826

Erro de ajuste 0,0152 0,0097 0,0060 0,0116 0,0069 0,0041 0,0160 0,0077 0,0043
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Tabela 3.24: Simulações para os métodos: MM, MV via EM 
om momentos e FCE 
om momentos variando o parâmetro β

Estimações Momentos EM 
om Momentos FCE 
om Momentos

500 1000 2000 500 1000 2000 500 1000 2000

(λ, α, β) = (4, 1, 2)

λ̂ 6,7824 6,8129 6,0218 6,7776 6,8080 6,0213 4,8178 4,8412 4,5679

α̂ 0,4414 0,4422 0,5270 0,4410 0,4433 0,5325 0,8020 0,7756 0,8353

β̂ 1,3784 1,4572 1,5607 1,3670 1,4578 1,5818 1,6576 1,8068 1,8596

EQM(λ̂) 14,3059 8,5739 4,1035 14,6290 8,6179 4,1111 2,8032 1,1016 0,5243

EQM(α̂) 0,4934 0,3447 0,2427 0,4809 0,3424 0,2373 0,2507 0,1248 0,0797

EQM(β̂) 0,4167 0,3046 0,1997 0,4190 0,3010 0,1862 0,2011 0,1025 0,0686

Erro de ajuste 0,0003 0,0002 0,0001 0,0003 0,0002 0,0001 0,0002 0,0001 0,0001

(λ, α, β) = (4, 1, 4)

λ̂ 6,7824 6,8129 6,0218 6,7794 6,8080 6,0213 4,6919 4,7562 4,6084

α̂ 0,4414 0,4422 0,5270 0,4413 0,4441 0,5325 0,8344 0,7996 0,8279

β̂ 2,7568 2,9145 3,1214 2,7436 2,9236 3,1679 3,3411 3,6724 3,7219

EQM(λ̂) 14,3059 8,5739 4,1035 14,5284 8,5802 4,1111 2,9582 1,0860 0,6116

EQM(α̂) 0,4934 0,3447 0,2427 0,4844 0,3462 0,2378 0,2861 0,1228 0,0894

EQM(β̂) 1,6667 1,2186 0,7987 1,6724 1,2040 0,7590 0,8861 0,4082 0,2750

Erro de ajuste 0,0012 0,0006 0,0003 0,0012 0,0006 0,0003 0,0010 0,0004 0,0002
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3.5 Apli
ação

Para ilustrar a utilidade da distribuição CPTG, será utilizado um 
onjunto de dados

reais, ao qual serão ajustadas diversas outras distribuições, além do modelo CPTG. A

apli
ação refere-se a uma imagem SAR (Syntheti
 Aperture Radar - SAR) extraída da

imagem de Foulum (Dinamar
a) e obtida pelo sensor EMISAR (Lee e Pottier, 2009),


onstruído pelo Ele
tro Magneti
s Institute (EMI) na Te
hni
al University of Denmark.

O radar é um sensor ativo que transmite um sinal de energia eletromagnéti
a, ilu-

minando a superfí
ie ou alvo e registra as respostas retornadas da superfí
ie. Como um

sensor ativo, os radares independem do sol e de suas 
ondições e podem operar de dia ou

de noite (Henderson et al., 1998).

O sistema SAR trata-se de uma té
ni
a de radar espe
ial, que permite aos utilizadores

obterem imagens de radar de alta resolução a grandes distân
ias. Este sistema atua na

faixa de mi
roondas, e por isto, possuem algumas vantagens 
om relação aos sistemas

óti
os, 
omo a independên
ia à luz solar, e a fatores 
limáti
os e maior penetração na


obertura vegetal da superfí
ie observada. A desvantagem desse tipo de imagem o
orre


om a presença do ruído spe
kle que é inerente ao seu pro
esso de aquisição e gera um

aspe
to granuloso na imagem, di�
ultando a sua interpretação e análise. O apare
imento

do spe
kle em tais imagens se deve à interferên
ia 
oerente do sinal re�etido a partir das

muitas unidades elementares da área sob estudo. Isto é, quando um radar ilumina uma

superfí
ie áspera, o sinal retornado 
onsiste de ondas re�etidas pelos muitos elementos

dentro de uma 
élula de resolução, denominados de s
atters.

Um aspe
to a ser 
onsiderado na aquisição de imagens é a polarização. A polarização

des
reve a orientação do 
ampo elétri
o de uma onda eletromagnéti
a. Na 
aptura de

imagens PolSAR (Polarimetri
 Syntheti
 Aperture Radar - PolSAR), três 
anais são le-

vados em 
onsideração: a saber, HH (Horizontal-Horizontal), HV (Horizontal-Verti
al) ≈
VH (Verti
al-Horizontal) e VV (Verti
al-Verti
al). As direções pulsos de onda emitidos

e re
ebidos estão indi
adas pela primeira e segunda letra. Por exemplo, a 
omponente

HV indi
a a transmissão de uma onda polarizada na horizontal e o re
ebimento da onda

polarizada na verti
al pelo radar (Mather e Tso, 2009).

O 
onjunto de dados apresentado na Tabela 3.25 é 
omposto por 131 valores de in-

tensidades referentes ao 
anal de polarização HH de uma imagem da região de Fou-

lum (Dinamar
a) [https://earth.esa.int/web/polsarpro/airborne-data-sour
es℄.

A des
rição desses dados está representada na Tabela 3.26.

Podemos notar na Tabela 3.26 que a Mediana < Média aponta que a 
urva da distri-

buição tem assimetria a direita, o que é 
on�rmado pela assimetria positiva. O Cv aponta

que os dados apresentam uma grande dispersão em torno da média levando indí
ios de

um 
onjunto de dados heterogêneo. Já a 
urtose aponta para uma função de distribuição

mais alta (afunilada) e 
on
entrada que a distribuição normal. Diz-se desta função de

probabilidade que é lepto
úrti
a, ou que a distribuição tem 
audas pesadas.
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Tabela 3.25: Conjunto de dados de Foulum

0,01894287 0,01935418 0,02396332 0,02647153 0,02082554 0,01911615

0,02293175 0,03228633 0,03474018 0,03384829 0,02407404 0,02296903

0,02721631 0,03141554 0,03752478 0,02784315 0,04168270 0,04891223

0,02856023 0,02839673 0,03598676 0,04629390 0,05547253 0,05395810

0,03879451 0,02941171 0,02338895 0,02777823 0,04783208 0,03824020

0,03232158 0,03402714 0,05611064 0,07915612 0,03754972 0,03101604

0,03501506 0,03453897 0,05705985 0,05515739 0,04647379 0,06612180

0,05260086 0,02942552 0,03763689 0,05229843 0,06204657 0,08059592

0,05190274 0,02861129 0,04111884 0,06560329 0,06084920 0,03424702

0,02792585 0,04164984 0,05508701 0,09429808 0,09665179 0,08470160

0,08028217 0,05686707 0,04585500 0,04230256 0,03445653 0,04063699

0,04832320 0,06187658 0,06816631 0,05449910 0,05385335 0,04675854

0,02833025 0,01992964 0,02185369 0,02363688 0,02051137 0,02317232

0,02260664 0,02931118 0,02775543 0,01802599 0,01570864 0,01149687

0,01250427 0,01528162 0,02017052 0,02358412 0,02585229 0,03893850

0,04768521 0,07643031 0,05274564 0,02667463 0,03024757 0,03427167

0,04638059 0,08566783 0,10034920 0,07746060 0,07138552 0,05092829

0,10605280 0,12579180 0,09340851 0,07589816 0,04526951 0,06653712

0,06442861 0,03224484 0,04694617 0,03803634 0,02665159 0,02892729

0,03578667 0,05177016 0,04639203 0,05562469 0,06370583 0,05983544

0,05941767 0,04971199 0,04367883 0,04341392 0,03989288 0,04538165

0,04278920 0,06403044 0,12067840 0,10924980 0,05840242

Tabela 3.26: Des
rição do 
onjunto de dados de Foulum

Média Desvio Padrão Mediana Mínimo Máximo Cv Assimetria Curtose

0,04582 0,02293 0,04165 0,01150 0,12580 0,50045 1,16726 4,32383

Para esse 
onjunto de dados, 
omparamos o ajuste da distribuição CPTG aos ajustes

de outras quatro distribuições alternativas, a saber: gama, Weibull, Weibull estendida

(W.E) e Fré
het, 
ujas fdp's são dadas por:

• Gama

f(x) =
βαxα−1e−βx

Γ(α)
I(0,∞)(x), α > 0 e β > 0.
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• Weibull

f(x) =
γ

α

(x
α

)γ−1

exp
[(x
α

)γ]
I(0,∞)(x), α > 0 e γ > 0.

• Weibull estendida

f(x) =
λγ

α

(x
α

)γ−1

exp
[
−λ
(x
α

)γ]
I(0,∞)(x), α > 0, γ > 0 e λ > 0.

• Fré
het

f(x) = γσγx−(γ+1) exp
[
−
(σ
x

)γ]
I(0,∞)(x), σ > 0 e γ > 0.

As estimativas de Máxima Verossimilhança (MV) para os parâmetros das distribui-

ções gama e Weibull foram obtidas através da rotina fitdistr() do pa
ote MASS do R.

Enquanto que para as distribuições Weibull estendida e Fré
het foi utilizada a função

goodness.fit() do pa
ote Adequa
yModel também presente na plataforma R.

A estimação dos parâmetros da distribuição CPTG foi feita pelo método MV via EM


om momentos. Na Tabela 3.27 são listadas as estimativas dos modelos 
itados 
om os

seus respe
tivos erros padrão (EP). Além disso, apresentamos ainda a média, o desvio

padrão (DP) e o 
oe�
iente de variação (CV) de 
ada modelo. Podemos notar através das

Tabelas 3.26 e 3.27, que a média , o desvio padrão e o 
oe�
iente de variação estimados

da CPTG são bem próximos dos valores empíri
os.

Tabela 3.27: Parâmetros estimados ao 
onjunto de dados de Foulum

Modelo Parâmetro Estimativa EP Média DP CV

CPTG λ 0,2812 0,1324

α 6,0389 1,3920 0,0458 0,0234 0,5111

β 151,1882 30,9989

Gama α 4,4487 0,5304 0,0458 0,0217 0,4741

β 97,0853 12,2529

Weibull α 0,0520 0,0022 0,0460 0,0226 0,4919

γ 2,1397 0,1370

W.E α 0,1368 0,3094

γ 2,1389 0,1369 0,0460 0,0226 0,4921

λ 7,9271 38,3625

Fré
het γ 2,0983 0,1322 0,0542 0,1355 2,4988

σ 0,0320 0,0014
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Para veri�
ar se o modelo proposto é apropriado, faremos uso de alguns 
ritérios de

seleção de modelos presentes na literatura, dentre eles: Critério de Informação de Akaike

(AIC), Critério de Informação de Akaike 
orrigido (AIC
) e o Critério de Informação

Bayesiano (BIC) . Os mesmos satisfazem as seguintes equações:

AIC = −2 log(L) + 2k.

AICc = AIC +
2k(k − 1)

(N − k − 1)
.

BIC = −2 log(L) + k log(N).

em que L(θ; x) é a função de verossimilhança do modelo, k é o número de parâmetros

e N é o número de observações. O modelo a ser sele
ionado (melhor modelo), é o que

possuir menor AIC, AIC
 ou BIC. Outra estatísti
a que utilizamos foi o teste Kolmogorov-

Smirnov (KS)

O teste de Kolmogorov-Smirnov objetiva-se averiguar se uma amostra pode ser 
onsi-

derada 
omo proveniente de uma população 
om uma determinada distribuição. Assim,


onsideremos as seguintes hipóteses: H0: Os dados seguem uma distribuição F x H1: Os

dados não seguem uma distribuição F.

Este teste observa a máxima diferença absoluta entre a função de distribuição a
u-

mulada assumida para os dados, e a função de distribuição empíri
a dos dados. Como


ritério, 
omparamos esta diferença 
om um valor 
ríti
o, para um dado nível de signi-

�
ân
ia. Considerando uma amostra aleatória X1, X2, · · · , Xn de uma população 
om

função de distribuição a
umulada 
ontínua FX des
onhe
ida. A estatísti
a utilizada para

o teste é:

Dn = sup
x

|F (x)− Fn(x)|

em que F (x) e Fn(x) representam a função a
umulada e empíri
a dos dados. Esta função


orresponde a distân
ia máxima verti
al entre os grá�
os de F (x) e Fn(x) sobre a ampli-

tude dos possíveis valores de x.

Neste 
aso, queremos testar a hipótese FX = F 
ontra a hipótese alternativa FX 6= F .

Para isto, tomamosX(1), X(2), · · · , X(n) as observações aleatórias ordenadas de forma 
res-


ente da população 
om função de distribuição 
ontínua FX . Como a função de distri-

buição empíri
a Fn é des
ontínua e a função de distribuição hipotéti
a é 
ontínua, vamos


onsiderar duas outras estatísti
as:

D+ = sup
x(i)

|F (x(i))− Fn(x(i))|

D− = sup
x(i)

|F (x(i))− Fn(x(i−1))|
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para 
al
ularmos a estatísti
a de Kolmogorov-Smirnov. Essas estatísti
as medem as dis-

tân
ias (verti
al) entre os grá�
os das duas funções, teóri
a e empíri
a, nos pontos x(i−1)

e x(i). Com isso, podemos utilizar 
omo estatísti
a de teste:

Dn = max(D+, D−)

Se Dn é maior que o valor 
ríti
o, rejeitamos a hipótese H0 dos dados 
om (1 − α)100%

de 
on�ança. Caso 
ontrário, não rejeitamos a hipótese H0.

Os resultados apresentados na Tabela 3.28 indi
am que a distribuição CPTG tem

os menores valores para AIC, AIC
 e KS entre todos os modelos ajustados, provendo,

portanto, um melhor ajuste aos dados de Foulum. Na Figura 3.1 observa-se que para as

diferentes distribuições ajustadas aos dados, a distribuição proposta apresenta um melhor

ajuste se 
omparada a outros modelos probabilísti
os alternativos. Portanto, esta análise

mostra evidên
ias que a distribuição CPTG é adequada para esses dados.

Tabela 3.28: Valores das estatísti
as do AIC, AIC
, BIC e KS para alguns modelos ajustados aos dados

de Foulum

Modelos AIC AIC
 BIC KS

Estatísti
a p-valor

CPTG -649,3585 -649,264 -640,7329 0,0528 0,8588

Gama -648,2717 -648,2405 -642,5213 0,0576 0,7768

Weibull -635,7022 -635,671 -629,9518 0,0707 0.5296

W.E -633,7023 -633,5133 -625,0767 0,0709 0,5251

Fré
het -632,8965 -632,8027 -627,1461 0,0752 0,4484

Figura 3.1: Histograma e densidade empíri
a e ajustada referente aos dados de Foulum.
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Fonte: Autoria própria.



Capítulo 4

Considerações Finais

Nesta dissertação, propomos uma nova distribuição denominada Composta Poisson-

Trun
ada Gama (CPTG) e estudamos algumas de suas propriedades. No Capítulo 1,

dis
utimos o avanço e a importân
ia de se trabalhar 
om modelos de misturas. Vimos

que estes modelos vêm sendo apli
ados em diversas áreas do 
onhe
imento.

No Capítulo 2, apresentamos a distribuição Composta N e, um 
aso parti
ular da

mesma, a distribuição Composta Poisson. Após o surgimento dessa família de distribui-

ções, vimos que várias outras distribuições foram geradas. Além disso, apresentamos uma

sub-família da distribuição Composta N que é a distribuição Composta Poisson-Trun
ada

no zero. Posteriormente, apresentamos a distribuição que propomos, a Composta Poisson-

Trun
ada Gama e, algumas de suas propriedades estatísti
as, tais 
omo: a função den-

sidade de probabilidade, a função de ris
o, a função 
ara
terísti
a, a função geradora de

momentos, as expressões tipo momentos e a função geradora de 
umulante.

No Capítulo 3, �zemos um estudo teóri
o que embasa todos os métodos de estima-

ção que utilizamos para o desenvolvimento desse trabalho. Deduzimos e dis
utimos (via

simulação Monte Carlo) três métodos de estimação: estimação via momentos, MV via al-

goritmo EM e por minimização da função 
ara
terísti
a. Para o último pro
edimento de

estimação, forne
emos evidên
ias numéri
as para o melhor intervalo de dis
retização do

suporte da função 
ara
terísti
a para o 
aso da distribuição CPTG. Apresentamos ainda,

toda des
rição 
omputa
ional dos métodos através dos Algoritmos 1-4.

Foi feito um estudo de simulação Monte Carlo para quanti�
ar o desempenho dos três

métodos de estimação proposto para os parâmetros da distribuição CPTG. As simulações

foram feitas para pequenas e grandes amostra N = (50, 100, 150) e N = (500, 1000, 2000).

Como 
ritérios de 
omparação, utilizamos as medidas viés, erro quadráti
o médio (EQM)

e erro de ajuste. Adotamos 1000 répli
as Monte Carlo. Para tal estudo, ini
ialmente

�xamos α e β e variamos λ. Em seguida, �xamos λ e β e variamos α, e por último,

�xamos λ e α e variamos β.

Foram feitos dois estudos de simulações. Primeiro, 
omparamos o método MV via

EM e o método FCE 
om 
hute ini
ial igual ao valor verdadeiro do vetor de parâmetros.

E per
ebemos, que tanto para pequenas quanto para grandes amostras, os dois métodos

69
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onvergiram bem para o verdadeiro valor do parâmetro. Em senso 
omparativo, nota-se

que o método MV via EM obteve melhor resultado do que o método FCE.

Quanto ao segundo estudo de simulação, foi utilizado o método dos momentos 
om


hute ini
ial igual ao parâmetro verdadeiro, utilizamos as estimativas de momento 
omo


hute ini
ial para o MV via EM e FCE nas estimações do método MV via EM 
om

momentos e FCE 
om momentos, respe
tivamente. Os vetores de parâmetros 
onsidera-

dos foram os mesmos apresentados no primeiro estudo. Veri�
a-se tanto para pequenas

quanto para grandes amostras, que no geral, o método MV via EM 
om momentos foi

melhor do que os demais métodos.

Apresentamos uma apli
ação a pro
essamento de imagens SAR. Nesta apli
ação, o

modelo CPTG foi 
omparado 
om outros quatro modelos, gama, Weibull, Weibull esten-

dida e Fré
het. Vimos através das medidas de bondade de ajuste 
onsideradas, que o

modelo CPTG superou os demais.

Portanto, a distribuição proposta pode ser muito �exível, embora seja de�nida em

três parâmetros. Este último fato 
olo
a o modelo CPTG em vantagem 
om respeito aos

modelos de misturas usuais, sobre os quais o número de parâmetros aumenta 
om as dis-

tribuições misturadas. Este fato de
orre do resultado de que a soma de gamas resulta na

distribuição gama. Vimos também, que a função de ris
o pode assumir diferentes formas

tais 
omo: de
res
ente, forma unimodal ou bimodal e banheira invertida, 
om um longo

intervalo 
onstante. Logo, 
omo trabalhos futuros, desta
amos duas frentes, a saber: 
or-

reção do viés dos estimadores da distribuição proposta; derivação de mais propriedades

estatísti
as para o modelo CPTG e de um modelo de regressão.

Finalmente, eu e meus orientadores agrade
emos a Agên
ia Espa
ial Europeia que

tem distribuído softwares e fontes de 
onjuntos de dados na forma do software PolSARpro

(Polarimetri
 SAR Data Pro
essing and Edu
ational-PolSARpro).



Referên
ias

AL-AWADHI, S. A.; GHITANY, M. E. Statisti
al properties of Poisson-Lomax Distribu-

tion and its appli
ation to repeated a

idents data. Journal of Applied Statisti
al S
ien
e,

v.10, n.4, p. 365-372, 2001.

ARAÚJO, R. L. B. Família Composta Poisson-Trun
ada: Propriedades e Apli
ações. Dis-

sertação (Mestrado) - Dissertação de Mestrado em Estatísti
a, Universidade Federal de

pernambu
o, Re
ife, 2015.

BIRNBAUM, Z.; SAUNDERS, S. C. A statisti
al model for life-lenght of materials. Jour-

nal of the Ameri
an Statisti
al Asso
iation, Taylor & Fran
is, v.53, n.281, p. 151-160,

1958.

BLISS, C. I. Estimation of the mean and its error from in
omplete Poisson distributions.

Conne
ti
ut Agri
ultural Experiment Station, p. 1-12, 1948.

BOLFARINE, H.; SANDOVAL, M. C. Introdução a inferên
ia estatísti
a, SBM, v.2, 2001.

BOUGUILA, N.; ZIOU, D. A hybrid SEM algorithm for high-dimensional unsupervised

learning using a �nite generalized Diri
hlet mixture. IEEE Transa
tions on Image Pro-


essing, IEEE, v.15, n.9, p. 2657-2668, 2006.

BROWN, G. W.; FLOOD, M. M. Tumbler mortality. Journal of the Ameri
an Statisti
al

Asso
iation, Taylor & Fran
is, v.42, n.240, p. 562-574, 1947.

CASELLA, G.; BERGER, R. L. Inferên
ia estatísti
a - tradução da 2a edição norte ame-

ri
ana, Centage Learning, 2010.

COHEN, A. C. Estimating the parameter in a 
onditional Poisson distribution. Biome-

tri
s, JSTOR, v.16, n.2, p. 203-211, 1960.

71



Capítulo 4. Considerações Finais 72

COJOCARU, I. G.; DORAY, L. G. Inferen
e for the Generalized Normal Lapla
e Dis-

tribution. Communi
ations in Statisti
s-Simulation and Computation, Taylor & Fran
is,

v.42, n.9, p. 1989-1997, 2013.

COLOSIMO, E. A.; GIOLO, S .R. Análise de sobrevivên
ia apli
ada. ABE-Projeto

Fisher, Edgard Blu
her, 2006.

DELIGNON, Y.; PIECZYNSKI, W. Modeling non-Rayleigh spe
kle distribution in SAR

images. Geos
ien
e and Remote Sensing, IEEE Transa
tions on, IEEE, v.40, n.6, p.

1430-1435, 2002.

DEMPSTER, A. P.; LAIRD, N. M.; RUBIN, D. B. Maximum likelihood from in
omplete

data via the EM algorithm. Journal of the royal statisti
al so
iety. Series B (methodolo-

gi
al), JSTOR, v.39, n.1, p. 1-38, 1977.

FEUERVERGER, A.; MCDUNNOUGH, P. On the e�
ien
y of empiri
al 
hara
teristi


fun
tion pro
edures. Journal of the Royal Statisti
al So
iety. Series B (Methodologi
al),

JSTOR, v.43, n.1, p.20-27, 1981.

FINE, T. L. Probability and Probabilisti
 Reasoning for Ele
tri
al Engineering, Prenti
e

Hall, 2006.

HENDERSON, F. M.; LEWIS, A. J. Prin
iples and appli
ations of imaging radar. Ma-

nual of remote sensing, John Wiley & Sons, v.2, p. 1-6, 1998.

KARLIS, D.; XEKALAKI, E. Mixed Poisson Distributions. International Statisti
al Re-

view, Wiley Online Library v.73, n.1, p. 35-58, 2005.

LEE, J. S.; POTTIER, E. Polarimetri
 radar imaging: from basi
s to appli
ations, CRC

press, 2009.

MAGALH�ES, M. N. Probabilidade e variáveis aleatórias. [S.1.℄: Edusp, 2006.

MARINHO, P. R. D.; PEREIRA, M. B.; Dias, C. R. B. Adequa
yModel: Adequa
y of

probabilisti
 models and generation of pseudo-random numbers. Bibliote
a para lingua-

gem de programação R, 2012.

MATHER, P.; TSO, B. Classi�
ation methods for remotely sensed data, CRC press, 2009.

MCLACHLAN, G. J.; PEEL, D. Finite mixture models. New York: John Wiley & Sons,

p. 419, 2000.



Capítulo 4. Considerações Finais 73

MIGNOTTE, M. et al. Sonar image segmentatation using an unsupervised hierar
hi
al

MRF model. IEEE Transa
tions on Image Pro
essing, IEEE, v.9, n.7, p. 1216-1231, 2000.

MOORE, P. G. The estimation of the Poisson parameter from a trun
ated distribution.

Biometrika, Biometrika Trust, v.39, n.3-4, p. 247-251, 1952.

NASCIMENTO, A. D. C.; CINTRA, R. J.; FRERY, A. C. Hypothesis Testing in Spe
kled

Data With Sto
hasti
 Distan
es. IEEE Transa
tions on Geos
ien
e and Remote Sensing,

IEEE, v.48, n.1, p. 373-385, 2010.

PARZEN, E. On estimation of a probability density fun
tion and mode. The annals of

mathemati
al statisti
s, JSTOR, v.33, p. 1065-1076, 1962.

PAULSON, A. S.; HOLCOMB, E. W.; LEITCH, R. A. The estimation of the parameters

of the stable laws. Biometrika, v.62, n.1, p.163-170, 1975.

QUANDT, R. E.; RAMSEY, J. B. Estimating mixtures of normal distributions and swit-


hing regressions. Journal of the Ameri
an statisti
al Asso
iation, Taylor & Fran
is, v.73,

n.364, p. 730-738, 1978.

ROUSSAS, G. G. A 
ourse in mathemati
al statisti
s. [S.1.℄: A
ademi
 Press, 1997.

TIPPETT, L. H. C. A modi�ed method of 
ounting parti
les. Pro
eedings of the Royal

So
iety of London. Series A, Containing Papers of a Mathemati
al and Physi
al Chara
-

ter, JSTOR, v. 13, p. 434-446, 1932.

TRAN, K. C. Estimating mixtures of normal distributions via empiri
al 
hara
teristi


fun
tion. E
onometri
 Reviews, Taylor & Fran
is, v.17, n.2, p.167-183, 1998.

VARGAS, R. N. Inferên
ia Esto
ásti
a e Modelos de Mistura de Distribuições. Disserta-

ção (Mestrado) - Dissertação de Mestrado em Matemáti
a, Universidade Federal do Rio

Grande do Sul, Porto Alegre, 2011.

WILLMOT, G. E. On re
ursive evaluation of mixed Poisson probabilities and related

quantities. S
andinavian A
tuarial Journal, Taylor & Fran
is n.2, 114-133, 1993.

WU, C. J. On the 
onvergen
e properties of the EM algorithm. The Annals of statisti
s,

JSTOR, v.11, n.1, p. 95-103, 1983.

YANG, X.; KRISHNAN, S. M. Image segmentation using �nite mixtures and spatial in-



Capítulo 4. Considerações Finais 74

formation. Image and Vision Computing, Elsevier, v.22, n.9, p. 735-745, 2004.

YANG, X.; LIU, J. Mixture density estimation with group membership fun
tions. Pattern

Re
ognilion Letters, Elsevier, v.23, n.5, p. 501-512, 2002.

YU, J. Empiri
al 
hara
teristi
 fun
tion estimation and its appli
ations. E
onometri


Reviews, Taylor & Fran
is, v.23, n.2, 2004.

ZUCCHINI, W.; MACDONALD, I. L. Hidden Markov Models for Time Series: an intro-

du
tion using R. Londres: Chapman & Hall. p. 6, 2009.


