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Resumo

O estudo de dados continuos no intervalo (0,1) vem crescendo bastante nesses ultimos
anos. Na literatura destaca-se o modelo de regressao beta, proposto por Ferrari e Cribari-
Neto (2004), como um dos principais modelos para analisar esses tipos dados. No entanto,
para situagoes em que o ajuste do modelo beta nao se torna adequado, surge uma contra-
proposta, o uso do modelo de regressao simplex, apresentado por Song e Tan (2000), que
consiste em supor que a variavel resposta possui uma distribuicao simplex. Essa distri-
buicao é derivada da distribuicao Gaussiana inversa generalizada, e foi desenvolvida por
Barndorff-Nielsen e Jorgensen (1991), sendo bastante estudada por Song e Tan (2000) e
Song et al. (2004), que apresentaram varias propriedades importantes dessa distribuigao.
Entretanto, é possivel haver casos em que o ajuste do modelo simplex também nao seja
adequado, sendo assim, esse trabalho consiste em desenvolver um teste de diagnostico
proposto, originalmente, por Zhu e Zhang (2004) para esse modelo. A construgio do
teste é baseado no método de influéncia local. Por meio de simulagoes de Monte Carlo
avaliamos o desempenho do teste, observando o tamanho e o poder em diversas situacoes.
Trabalhamos com os quantis empiricos da distribuicao da estatistica de teste, obtidos
via método bootstrap paramétrico. Finalmente, realizamos algumas aplicagoes do teste,
com dados reais e comparamos os resultados obtidos usando esse teste com os resultados
segundo outros métodos de diagnostico, bastante conhecidos na literatura.

Palavras-chave: Distribuicao simplex. Teste de hipoteses. Influéncia local. Método

bootstrap paramétrico.



Abstract

The study of continuous data in interval (0,1) has grown much in recent years, in literature
stands out the beta regression model, proposed by Ferrari and Cribari-Neto (2004), as one
of the models to analyze these data. The simplex regression model proposed by Song and
Tang (2000) based on simplex distribution is another option to modelling data on unit
interval. This distribution was developed by Barndorff-Nielsen and Jorgensen (1991) and
was derived from the generalized inverse Gaussian distribution. Song and Tang (2000)
and Song et al. (2004) presented several important properties of this distribution. This
work consist in develop a diagnostic test originally proposed by Zhu and Zhang (2004) for
this model. The construction of the test is based on the local influence method (Cook,
1986). We also propose a new test, based on bootstrap empirical distribution of the
original test statistic. The tests performance were evaluated based on size and/or power.
Finally, were performed some applications using real data and the results of bootstrap
test were compared with results obtained by other diagnostic methods well known in the
literature.

Keywords: Simplex distribution. Hypothesis test. Local influence. Method parametric
bootstrap.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

E bastante comum nos estudos estatisticos haver o interesse de explicar o comportamento
de uma variavel aleatoria especifica (chamada de variavel resposta) por meio de uma ou
varias variaveis (chamadas de variaveis explicativas ou covariaveis). Por muitos anos, o
uso do modelo de regressao linear foi a solugao comumente utilizada com esse objetivo.
Esse método busca associar a média da variavel resposta com uma funcao linear das
covariaveis. Dessa forma, cada valor da variavel resposta estd associado a uma funcao
linear das covariaveis junto com um erro aleatorio nao observavel, em que é suposto que
esse erro tenha uma distribuigao normal de média zero e variancia constante. Sendo assim,
sob essas suposicoes, tem-se que a variavel resposta possui uma distribui¢ao normal e esse
modelo ¢ definido como modelo de regressao normal linear.

No entanto, em muitas situacoes a variavel resposta possui uma distribuicao diferente da
normal e a relagao entre o seu valor esperado e as covariaveis nao é diretamente descrito
de uma forma linear. Assim, buscando fornecer algumas opc¢oes de distribuigoes para
essa variavel, Nelder e Wedderburm (1972) propuseram os modelos lineares generalizados
(MLG’s), que se baseiam em considerar que a variavel resposta pertence a familia expo-
nencial e garantem que a relacao entre a sua média e a funcao linear das covariaveis seja
mais flexivel.

Um procedimento bastante importante realizado apds ajustar um modelo de regressao a
um conjunto de dados é avaliar a adequabilidade do ajuste, esse procedimento é conhecido
como andlise de diagnostico e procura verificar possiveis afastamentos das suposicoes
feitas para o modelo. Para mais detalhes ver Paula (2013). Na literatura encontramos
diversas técnicas de diagnostico, muitas foram desenvolvidas baseando-se na identificagao
de observagoes que destoam das demais, chamadas de observacoes atipicas. Inicialmente,
Cox e Snell (1968) procuraram identificar esse tipo de observagao por meio da analise dos
residuos, pois pontos que apresentam residuos altos (conhecidos como pontos aberrantes
ou outlier) podem afetar além da média dos valores preditos da resposta também as
estimativas dos parametros do modelo. Belsley et al. (1980) e Cook e Weisberg (1982)

17



Capitulo 1. Introdugao 18

realizaram algumas padronizacoes para os residuos, aplicados no caso de regressao normal
linear, enquanto que Pregibon (1981) sugeriu uma nova padronizagao dos residuos para
os modelos lineares generalizados.

Outro tipo de observacao atipica sao os pontos de alavanca, que correspondem as observa-
¢oes que apresentam um padrao atipico nas variaveis explicativas. A identificacao desses
pontos é dada pelo uso de uma matriz de projecao apresentada por Hoaglin e Welsch
(1978), dependendo de sua localizagao, esse tipo de observagao exerce um peso despro-
porcional nos valores ajustados e causam mudancas nas estimativas. Existem ainda os
chamados pontos influentes, que também exercem peso desproporcional nas estimativas
dos parametros, sua identificacao consiste na avaliacao do impacto causado nas estimati-
vas apos a retirada desses pontos. A distancia de Cook é uma das medidas de influéncia
mais conhecida e muito usada para detectar esses pontos, foi proposta por Cook (1977)
para o modelo normal linear e estendida para diversas classes de modelos.

Outra técnica de diagnostico bastante importante é o método de influéncia local, apre-
sentada por Cook (1986). Esse método consiste em estudar o comportamento de uma
determinada medida de influéncia quando sao introduzidas pequenas mudangas (ou per-
turbagoes) nos dados ou no modelo, dessa forma é possivel identificar a presenca de
observacoes que sob pequenas alteracoes nos dados ou no modelo, modificam conside-
ravelmente os resultados do ajuste, ver Paula (2013). O método de influéncia local é
considerado um dos métodos de analise de diagnéstico mais modernos e diversos estudos
foram desenvolvidos por meio do uso dessa técnica.

Atkinson (1981) desenvolveu um grafico de diagnostico para detectar afastamento da
distribuicao postulada para a variavel resposta. A sua metodologia consiste na construgao
via simulacao de Monte Carlo de uma banda de confianca para os residuos, de forma que,
se a distribuicao assumida nao for adequada os pontos ou uma parte deles encontram-se
fora das banda de confianca, esse grafico ¢ comumente chamado de “grafico de envelope”.
Ainda no contexto de analise de diagnostico, foram desenvolvidos alguns testes de hipo-
teses, com a finalidade de testar se o modelo ajustado aos dados estd adequado. Um
teste bastante conhecido é o RESET, proposto por Ramsey (1969), que foi criado para o
modelo de regressao linear e procura adicionar ao modelo uma quantidade nao-linear por
meio de termos de diferentes graus, para em seguida testar a exclusao de tais termos pelo
usual teste F. Os autores, Zhu e Zhang (2004) desenvolveram um teste de diagnostico
baseado em influéncia local, que busca avaliar a mé especificacdo do modelo. Esse teste
pode ser desenvolvido para diferentes classes de distribui¢oes, além disso, eles também
propuseram um método para detectar pontos simultaneamente influentes.

Atualmente, existem diversos estudos em que o interesse consiste em analisar dados con-
tinuos no intervalo (0,1). Em alguns casos é realizada uma transformacgao nos dados de
modo que eles assumam valores reais e a média da resposta possa ser modelada por um mo-
delo de regressao normal linear. No entanto, esse procedimento nao se mostra eficaz, pois
os parametros do modelo nao podem ser facilmente interpretados em termos da resposta

original, além disso, medidas de proporc¢oes normalmente exibem assimetria, portanto, a
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andlise baseada no pressuposto de normalidade pode nao ser confidvel. Buscando solucao
para esse problema, Ferrari e Cribari-Neto (2004) propuseram o modelo de regressao beta.
O uso desse modelo tem crescido bastante nos tultimos anos e os métodos para avaliar a
adequabilidade do seu ajuste, estao cada vez mais aprimorados. Lima (2007) prop6s um
teste de especificagao correta do modelo de regressao beta, cujo desenvolvimento teve
como base o teste RESET.

Contudo, é provéavel haver casos em que o ajuste do modelo beta & um determinado con-
junto de dados nao seja adequado, entao, uma alternativa proposta é ajustar o modelo de
regressao simplex, introduzido por Song e Tan (2000), em que supoem-se que a variavel
resposta possui uma distribuicao simplex. A distribui¢ao simplex foi criada por Barndorff-
Nielsen e Jorgensen (1991), sendo desenvolvida a partir da distribuicao inversa Gaussiana
generalizada. Uma propriedade importante sobre essa distribui¢ao é que sua funcao densi-
dade de probabilidade nao pertence a familia exponencial, consequentemente, ela nao faz
parte dos modelos lineares generalizados. Entretanto, Jorgensen (1997) estendeu a ideia
que Nelder e Wedderburm (1972) usaram para definir os modelos lineares generalizados e
obtiveram uma classe de modelos que cobrem uma rica faixa de distribui¢coes nao-normais,
chamados de modelos de dispersao, os quais contém a distribui¢ao simplex.

Alguns trabalhos foram desenvolvidos com intuito de modelar dados no intervalo (0, 1) por
meio da distribuigao simplex. Song e Tan (2000) utilizaram essa distribuigao para avaliar
dados longitudinais, sob a suposicao do parametro de dispersao ser constante, além de
apresentar varias propriedades importantes dessa distribuigdo. Song et al. (2004) utiliza-
ram essa distribuicao para avaliar dados longitudinais, sob a suposicao de que o parametro
de dispersao varia ao longo das observagoes. Venezuela (2007) buscou estimar os para-
metros do modelo simplex usando equagoes de estimagao generalizada (EEG). Miyashiro
(2008) estudou o modelo de regressao simplex com dispersao fixa, apresentando diversas
propriedades desse modelo e algumas medidas de diagnéstico e Santos (2011) desenvolveu
algumas correcoes para o residuo de Pearson do modelo simplex com dispersao fixa. Lopez
(2013) utilizou o enfoque bayesiano para avaliar os estimadores do modelo simplex com
dispersao variavel. Recentemente, Oliveira (2015) propds o modelo de regressiao simplex
nao linear, além de apresentar algumas medidas de diagnostico e Meireles (2015) propos
duas novas medidas de diagnostico, construidas a partir dos residuos ponderado.

O objetivo principal desse trabalho é desenvolver o teste de diagnostico proposto por Zhu e
Zhang (2004) para os modelos de regressao simplex, com dispersao fixa e também variavel,
além de avaliar, por meio de um estudo de simulacao de Monte Carlo, o desempenho
dos testes propostos para ambos os modelos. Também, propomos um melhoramento
nesses testes, baseados na metodologia bootstrap, introduzida por Efron (1979). Portanto,
esse trabalho fornece um método bastante tutil para identificar se o ajuste do modelo de
regressao simplex a um determinado conjunto de dados esta ou nao adequado, tanto para

situagoes em que a dispersao é fixa quanto variavel.
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1.1.1 Organizacao da Dissertacao

O presente trabalho, encontra-se dividido em seis capitulos e um apéndice. No primeiro
capitulo realizamos uma breve revisao bibliografica sobre alguns temas da area de estatis-
tica, que foram de grande utilidade no desenvolvimento do trabalho. Foram apresentados
os modelos de dispersao, proposto por Jorgensen (1997), o método de influéncia local, pro-
posto por Cook (1986) e por ultimo, o método bootstrap, introduzido por Efron (1979).
No segundo capitulo introduzimos a distribui¢ao simplex e algumas propriedades, seguido
pelo modelo de regressao simplex para o caso em que o parametro de dispersao é fixo
e também para o caso em que esse parametro é varidvel. Nesse capitulo obtivemos a
funcao escore, a matriz de informacao de Fisher, os estimadores e a matriz hessiana para
os parametros do modelo nos dois casos. Também, obtivemos as quantidades necessarias
para realizar uma analise de influéncia local nesses modelos.

No terceiro capitulo, apresentamos o teste de diagnostico proposto por Zhu e Zhang (2004).
Ainda nesse capitulo, desenvolvemos esse teste para o modelo simplex com dispersao fixa
e para o modelo com dispersao variavel.

No quarto capitulo, avaliamos o desempenho dos testes, bem como, dos melhoramentos
realizados nestes, baseados na metodologia bootstrap para os modelos simplex com disper-
sao fixa e variavel. Foram realizadas diversas simulagoes de Monte Carlo, com intuito de
observar o tamanho e o poder do teste em diversas situagoes, como por exemplo, quando
os dados vém de uma distribuicao diferente da simplex, quando o parametro de dispersao
é variavel e quando sao omitidas covariaveis durante o ajuste.

No quinto capitulo, aplicamos o modelo de regressao simplex a diversos conjuntos de
dados reais e verificamos a adequacao do ajuste por meio do teste proposto. Também
comparamos os resultados obtidos por esse teste com os resultados segundo outros méto-
dos de diagnosticos bastante conhecidos na literatura. Por tltimo, no sexto capitulo, sao
apresentadas as conclusoes gerais, obtidas pelo trabalho. Além disso, no final, disponibi-
lizamos no apéndice, algumas propriedades extras da distribuicao simplex, junto com os
conjuntos de dados utilizados nas aplicagoes.

1.1.2 Suporte Computacional

Todos os resultados numéricos, obtidos pelas simulacoes e pelas aplicacoes, presentes
no quarto e quinto capitulo, respectivamente, foram obtidos por meio da linguagem de
programacao 0x, na sua versao 7.1, utilizando o sistema operacional Windows. Esta
linguagem de programacao foi desenvolvida por Jurgen Doornik em 1994, e encontra-se
disponivel em http://www.doornik.com, para mais detalhes, ver Doornik (2001).

Os resultados gréficos, foram produzidos utilizando o ambiente computacional e estatis-
tico R, na sua versao 3.2.1, no sistema operacional Windows, O R foi criado por Ross
Ihaka e Robert Gentleman em 1996, e trata-se de uma implementacao da linguagem S,

porém com a vantagem de ser livre e possuir codigo-fonte aberto e encontra-se disponivel
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gratuitamente em http://www.r-project.org. Para mais detalhes ver Peternelli e Mello
(2011).

A digitagao do presente trabalho, se deu por uso do sistema de tipografia IXTEX, criado
por Leslie Lamport em 1985, em que trata-se de um conjunto de macros ou rotinas TEX.
O TEX por sua vez é um sistema de editor de textos, usado para produzir livros, artigos,
etc., com alta qualidade, desenvolvido por Donald E. Knuth. Para mais detalhes sobre o
sistema de tipografia XTEX, ver Knuth (1986) ou Lamport (1994).

1.2 Revisao Bibliografica

Apresentaremos uma breve revisao sobre a classe dos modelos de dispersao, o método
de influéncia local e o método Bootstrap. Esses temas foram de grande importancia no
desenvolvimento desse trabalho.

1.2.1 Introducao aos Modelos de Dispersao

Quando se tem o interesse de estudar o comportamento de uma variavel aleatéria depen-
dente, y, dado outras variaveis, o modelo de regressao ¢ um dos métodos mais utilizados
para investigar essa relacao. Particularmente, o modelo de regressao normal linear.

No entanto, existem situagoes em que a variavel resposta possui uma distribuicao diferente
da normal, bem como a relagao entre o seu valor esperado e as covariaveis nao é descrito
de uma forma linear.

Nelder e Wedderburm (1972) propuseram a classe de modelos lineares generalizados
(MLG) que sao constituidos de duas componentes. A primeira é a variavel resposta,
comumente chamada de componente aleatoria, que deve possuir uma distribuicao perten-
cente a familia exponencial. Ou seja, considerando y1, 9o, . . . , ¥y, uma amostra aleatoria de
n variaveis aleatorias independentes, temos que a funcao densidade ou de probabilidade
de cada uma pode ser escrita na forma

f(y, 0, 0) = expl¢{wnbr — b(6:1)} + c(ye, 0)], (1.1)

em que t =1,2,... n e as fungoes b(-) e ¢(-) sdo ambas conhecidas. Em (1.1) é possivel
notar que E(y;) = u; = V' (6;) e Var(y;) = ¢~ 'V;, em que ¢! é o parametro de dispersao
e V =du/df é fungao de variancia utilizada para caracterizar a distribuigao.

Existem varias distribuicoes importantes que pertencem a familia exponencial, algumas
delas sao: normal, Poisson, gama, binomial, Rayleigh e normal inversa, Cordeiro et al.
(1995) apresentam varias outras distribui¢des com essa caracteristica.

De acordo com Paula (2013), a outra componente que define os MLG’s é a componente
sistematica, dada por

g(ue) = m, (1.2)
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em que 7, = XtT,@ é o preditor linear, 3 = (1, . .. ﬂp)T é o vetor de parametros desconhe-
cidos, com p < n , X; = (T4, Ty2, - - -, Tp) | 08 valores de p variaveis explicativas (em geral
assumimos x4 = 1, 0 que garante o intercepto do modelo) e g(-) é uma fungdo mondtona
e diferenciavel, conhecida como func¢ao de ligacdo. A componente sistematica garante que

a relacao entre a sua média e o preditor linear seja mais flexivel.

Sabendo que os MLG’s foram desenvolvidos originalmente para modelar dados cuja dis-
tribui¢ao pertence a familia exponencial, Jorgensen (1997) estendeu a ideia para cobrir
uma rica faixa de distribui¢oes nao-normais, incluindo os modelos lineares generalizados,
formando assim os “Modelos de Dispersao”.

Segundo Song (2009), definimos como um modelo de dispersao, MD(y, 0?), com parame-
tro de locacdo u e parametro de dispersdo o2, uma familia de distribuicdes cuja funcao

densidade de probabilidade pode ser reescrita na seguinte formas:
2 2 1
plyip,0°) = aly;o )exp{—@d(y;u)}, (1.3)

com,y € C, p € Qe oc? >0, em que C corresponde ao suporte da fungao (1.3) e Q ao
espago parameétrico de u, enquanto que a(-) > 0 é uma funcao regularmente adequada em
termos de ser independente de p.

A fungao d(-; ) é chamada de desvio unitdrio ou Componente de desvio com (y, ) € Cx €,
se esta satisfizer as seguintes condigoes:

1. quando a observacao y for igual a u a funcao é zero, ou seja,

dly;y) = 0, Vye

2. quando a observagao y for diferente de p entao a fungao é positiva, ou seja,
dly;p) > 0, Vy# p.

O desvio unitario é chamado de regular se a fungao d(-;-) for duas vezes continuamente

diferenciavel com respeito a (y, u) em €2 x e satisfizer

0%d
a—ﬂg(y;ﬂ) > 0, Vye.

n=y

De acordo com Santos (2011), os desvios unitarios sdo definidos pela diferenca entre o
logaritmo da func¢ao de verossimilhanga com y = p, definida por £(y,y) e o logaritmo da

fungao de verossimilhanga com y # u, definida por £(y, i), ou seja,

d(y; i) = c[l(y,y) — Ly, p)], (1.4)



Capitulo 1. Introdugao 23

em que ¢ ¢ uma constante tal que (1.4) seja satisfeita.
Na Tabela 1.1 sao apresentadas algumas distribuicoes de probabilidades que pertencem
aos modelos de dispersao, juntamente com seus suportes, seus espacos paramétricos para

1 e seus desvios unitarios.

Tabela 1.1: Algumas distribuicoes pertencentes aos modelos de dispersio e seus respectivos suportes,
espacos paramétricos e desvios unitarios.

Distribuicao C Q d(y; 1)

Normal (—O0,00) <_OO7OO) (y _’u)2

Poisson {0,1,...} (0, 00) 2[y log (/% —y+ ,u)]
Binomial 0,1,...,n}  (0,1) 2[ylog (g +(n—y) 1og<g))]
Gaussiana Inversa (0, 00) (0, 00) %

Von Mises (0, 27) (0, 2) 2[1 — cos(y — p)]
Simplex (0,1) (0,1) S ')

Para mais detalhes sobre modelos de dispersao ver Jgrgensen (1997).

1.2.2 Método de Influéncia Local

A anélise de influéncia local é um procedimento de diagnéstico proposto por Cook em
1986. De acordo com Paula (2013), ele é considerado um dos métodos mais modernos de
analisar a adequacao do modelo ajustado. Com esse método é possivel verificar a presenca
de observacoes que modificam consideravelmente os resultados a partir do momento em
que o modelo ou os dados sofrem pequenas alteragoes ou perturbagoes.

A ideia basica do método consiste em inserir pequenas perturbacoes nos dados ou no
modelo, e avaliar o comportamento de uma determinada medida de influéncia, observando-
se assim, 0 quanto as estimativas fornecidas pelo modelo ajustado variam apos a presenca
dessas perturbacoes. Em resumo, podemos dizer que o método de influéncia local verifica

0 quao sensiveis sao as estimativas que o modelo fornece.
Procedimento Basico:

Segundo Paula (2013), considerando £(€) o logaritmo da funcao de verossimilhanga do
modelo postulado, com @ sendo um vetor p-dimensional, que contém os parametros desse
modelo, e seja & um vetor de perturbacoes, de ordem ¢ x 1, de forma que § € 2 € IRY,
em que geralmente ¢ = n, temos que ¢5(6) é o logaritmo da fungio de verossimilhanga
perturbada, de modo que denotaremos 6y como sendo o vetor de nao perturbacao, con-
sequentemente (5,(0) = £(0).

Existem diversas maneiras de perturbacgao, algumas sao:

e ponderacao de casos - é inserida uma perturbacao J; no logaritmo da funcao de
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verossimilhanca, correspondente a t-ésima observacao, de forma que

(5(8) = 5,:4(6),

em que 0 <9, < 1.

e perturbacao da variavel resposta - para cada observacao y;, acrescentamos uma

perturbacao, de modo que o seu valor perturbado é dado por

Yts = Y + 010y, ,

em que o,, é o desvio padrao de y;, com d; € IR.

e perturbacao de uma covariavel - para cada observacao da covariavel x;; acrescenta-

mos uma perturbacgao, de modo que o seu valor perturbado é dado por
Tiks = Tip + 0104,

em que o,,, € o desvio padrao de zy, com o € Re k=2,...,p.

De acordo com Paula (2013), a medida de influéncia utilizada para avaliar o efeito das per-
turbacoes nas estimativas de maxima verossimilhanca, fornecidas pelo modelo ajustado,

é o deslocamento pela verossimilhanca, dado por
LD(8) = 2[t(6) - ((B5)], (1.5)

com 0 e ég sendo os vetores de estimadores de maxima verossimilhanca, obtidos sob o
modelo nao perturbado £(8) e sob o modelo perturbado ¢5(0), respectivamente.

Cook (1986), propos estudar o comportamento da fungao (1.5) em torno de &g, de modo
que LD(8y) = 0. Assim, considerando a seguinte superficie geométrica:

)

o) = LD(5)

, (1.6)

a ideia proposta foi avaliar o modo como essa superficie desvia-se de seu plano tangente
em 0y, a medida que 6 se afasta lentamente de d,, ou seja, quando pequenas perturbacoes

sao introduzidas no modelo.

A compreensao desse método, torna-se mais facil quando realizamos um estudo das cur-
vaturas normais da superficie «(d) em &g, é possivel observar o grafico dessa superficie
juntamente com seu plano tangente em dy e o vetor ortogonal a esse plano chamado de
7(70), na Figura (A.1) e também em Espinheira (2007).

Por Espinheira (2007), considerar que uma leve perturbagao seja inserida no modelo é
equivalente a escolher uma dire¢ao unitaria I, ou seja, ||I|| = 1, e tomar § = &y + I,
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logo LD(dy + I) # 0. Na Figura (A.2) podemos notar a existéncia de um outro plano
cuja interse¢ao com «(d) forma o que chamamos de sec¢ao normal, ela é especificada pela
dire¢ao I associada ao vetor 7(7y). Assim, o grafico LD(do + al) contra a € R apresenta
a seccao normal caracterizada por sua curvatura normal em torno de a = 0, denotada por
C7, esse grafico é conhecido como linha projetada.

Seguindo essa linha de raciocinio, Cook (1986) sugere analisar o vetor de dire¢ao I, que
especifica a linha projetada com maior curvatura normal (C,,.. ), esse vetor é denotado por
I'maz- Na Figura 1.1 encontramos uma ilustracao das linhas projetadas LD(dp + aly) X a
e LD(8¢ + aly) %X a, que foram especificadas pelas dire¢oes I e I, respectivamente. Nela
podemos observar que a medida que os valores de a se afastam do zero a curvatura normal
da linha projetada associada a [y torna-se maior que a curvatura da linha projetada
associada a I;, consequentemente, o deslocamento pela verossimilhanga, LD(§), cresce
mais rapidamente na diregdo de I,. Essa figura foi extraida de Espinheira (2007).

Figura 1.1: Linhas projetadas LD(dg + al1) X a e LD(d¢ + al2) X a.
A

LD(8)

LD(5o+ aly)

LD(5o+ aly)

Fonte: Espinheira (2007).

Baseando-se em conceitos de geometria diferencial, Cook (1986) também mostra que a

curvatura normal na direcao I é dada por
Cr(d) = ‘ITHLD((S)I‘a (1.7)

avaliada em & = dy. De forma que

.  2°LD(s)
LD(50) - 86867— 58
520(85)
= -2 T
9808 |5

= 207(0)[-¢(0)] ' A(0)

5-8,,0-0
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em que £(8) = 92((0)/0000" ¢ a matriz hessiana, cuja (i, j)-ésima entrada é dada por

920(0)

[00); = 96,00, (1.9)

comi,j=1,....,pe AB) = 0*(5(0)/0008 " & uma matriz p X ¢, cuja (r, s)-ésima entrada,
comr=1,....,.pes=1,...,q, é dada por

9205(8)
90,05,

[A(8)];s (1.10)

Assim, podemos expressar a curvatura normal na direcao I, avaliada em @ = 0 e § = d,
por

Cr(0) = 21ITAT(0)[—£(0)A(6)I). (1.11)

E possivel haver situacbes em que existe apenas uma observacdo influente e que nio
conseguimos detectar pela analise do vetor I,,,., pois essa nao produz um alto nivel de
deslocamento da verossimilhanca. Procurando uma solucao para esse caso, Lesaffre e
Verbeke (1998) sugeriram construir o grafico da curvatura normal na dire¢ao da t-ésima
observacao, ou seja, a direcao usada agora serd um vetor com o t-ésimo elemento igual a
1 e 0s demais iguais a zero, denotado por I;.

Zhu e Zhang (2004) afirmaram que a curvatura normal na dire¢do do vetor canonico é

dado por
p
Cr, = > AU (1.12)
m=1
em que (Ap,vn,) com m = 1,...,p sao pares de autovalores e autovetores da matriz
HLD((SO)’ de modo que >\1 > )\2 > 2 )\p > )\p+1 == )\n =0 € Um = (Uml,...,’l}mn)T

corresponde a uma base ortogonal associada a essa matriz.
Espinheira (2007) indica utilizar na anélise de influéncia local os seguintes graficos:

e componentes do vetor [,,,, contra os indices das observacoes - para sugerir quais
observacoes sao conjuntamente influentes;

e (;,’s contra os indices das observagoes - para indicar observagoes individualmente
influente. Lesaffre e Verbeke (1998) sugerem usar como ponto de corte a quantidade
> i1 Cr /.

Tendo como objetivo entender as propriedades de Cp,, Zhu e Zhang (2004) também apre-
sentaram a proposi¢ao dada a seguir. Esta proposicao foi de grande importancia para esses
autores definirem o teste de diagnostico apresentado no terceiro capitulo desse trabalho

PROPOSICAO 1.1: Assumindo que —E(é\)/n L Ae [AAT(0) /7] ’507 5 2 B, emque Aé
uma matriz positiva definida B é uma matriz nao-negativa definida. Seja 2tr(A~1B) = .
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Entao,
> Cro= ulHs,)
t=1

= 2tr [ —Z'(O)

n

T AAT(6)

- 2 o, (1.13)

5,.0

em que 2, denota convergéncia em probabilidade, para mais detalhes sobre esse tipo de
convergéncia ver James (1981) ou Magalhaes (2006).

1.2.3 Método Bootstrap

E notével como o desenvolvimento de novos métodos de analises estatisticas vem crescendo
nos ultimos anos. Um dos principais fatores que tem contribuido bastante para esse
crescimento, foi o uso intenso de recursos computacionais, que permitiu simular diversas
vezes a aplicacao desses métodos, e assim verificar a sua eficiéncia e o quao confidveis sao
seus resultados. Essa técnica é conhecida como simulagao.

O método bootstrap, introduzido por Efron (1979), trata-se de uma classe da técnica
de simulacao de Monte Carlo, cuja ideia basica, consiste em tratar a amostra original
como se fosse a propria populacao, e assim obter réplicas dos dados, por meio de uma
reamostragem com reposicao, ou pelo ajuste do modelo ao qual os dados pertencem.
Um dos grandes objetivos desse método ¢ determinar a distribuicao de probabilidade
empirica para uma determinada estatistica, quando conhecemos ou nao o modelo gerador
dos dados, também, podemos estimar o viés e o erro padrao dessa estatistica. Além
disso, o método também é bastante usado para obter intervalos de confiancas e teste de
hipoteses. Para mais detalhes ver Efron e Tibishiran (1993).

Existem dois tipos de bootstrap, a saber: nao-paramétrico e paramétrico. Baseando-se em
Furtado (2008), podemos descrever a metodologia das duas técnicas bootstrap da maneira
como é dada a seguir.

Bootstrap Nao Paramétrico:

Nesse caso, seja y = (y1,-..,Yn) uma amostra aleatoria de n variaveis aleatorias, inde-
pendentes e identicamente distribuidas, cuja funcao densidade de probabilidade é uma
fungao desconhecida, denotada por f(y).

Realizando uma reamostragem com reposicao, de tamanho n, da amostra y, temos que a

fungao de distribui¢ao empirica de y;, com t =1,...,n, é dada por
* * 1
Flyy) = Plyi=w)=—. (1.14)

em que ¢ = 1,...,n. Logo, as varidveis aleatorias y7,...,y, sao independentes e identica-
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mente distribuidas e além disso estao distribuidas uniformemente em {y1,...,yn}.
Dessa forma, seja T' a estatistica de interesse, a estimativa de bootstrap da funcao de
distribuicao de T, definida por F(T), é obtida da seguinte maneira:

1. Geramos B amostras de tamanho n, com reposicao de y, ou seja, obtemos

vio= (Wi Yies s Yin);

y*B = (y*Blvy*BQ7 e 7y*Bn>'

2. Para cada subamostra, calculamos a estatistica de interesse, obtendo assim 17, ..., T%.

Obtidas as B estimativas de T, temos que a distribuicao empirica dessas réplicas servirao
com estimativa de F(T). Dessa forma, podemos também estimar os quatis empiricos
da distribuicao dessa estatistica e também observar o possivel formato da sua funcao
densidade, por meio do seu histograma.

Para estimar por bootstrap, o erro padrao de T, denotado por ep(T), calculamos o erro

padrao dos estimadores das B réplicas, isto é

W) = || ST T, (1.15)

em que, % = (3,7, Ty)/ B.
De acordo com Efron e Tibishiran (1986), quando B vai para infinito, temos que

lim ép(T) = ep(T).

B—oo

Bootstrap Paramétrico:

Nesse caso, dispomos de toda informagao necessaria sobre a distribuicao dos dados, logo,
as amostras bootstrap sao obtidas por meio de uma amostragem diretamente nessa dis-
tribuicao, em que os parametros desconhecidos sao substituidos pelas suas respectivas
estimativas, obtidas através da amostra original.

Dessa forma, a estimativa de bootstrap da funcao de distribuicao da estatistica 1" é obtida

da seguinte maneira:

1. Geramos B amostras de tamanho n, da distribuicao ao qual supomos que os dados
pertencem, assumindo as estimativas dos parametros, como sendo seus verdadeiros

valores.

2. Para cada subamostra, calculamos a estatistica de interesse, obtendo, respectiva-
mente, 17, ..., T5.
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3. Calculamos a distribuicao empirica baseada em b = 1,..., B e a usamos como
estimativa de F'(T).

O procedimento para estimar o erro padrao de 7', nessa situacao, é analogo ao caso nao

paramétrico.
Intervalo de Confianca Bootstrap Percentil-t

De acordo com Cook et al. (2001), considerando que 6 corresponde a caracteristica de
interesse da populacao, podem ser construidos varios tipos de intervalos de confianca para
6, a partir da reamostragem bootstrap, quando é suposto que o estimador desse parametro,
é\, possui uma distribuicao normal, e que ep(é\) é o erro padrao desse estimador. Logo, a
construcao do intervalo de confianca para 6, devera utilizar a seguinte estatistica:

)
>

7 = —, 1.16
e (1.16)

~—

em que (1.16), possui uma distribui¢io aproximadamente N(0,1). No entanto, geral-
mente, nao conhecemos ep(f), tendo que ser estimado, uma alternativa ¢ construir o

intervalo de confianca baseando-se na estatistica

)
>

T = 50 (1.17)

~

assumindo que (1.17) tem distribuigdo ¢ de Student, em que ép(f) sera obtido via bootstrap.
Assim, temos que

[é—fkwﬁma;5+fwﬁﬂﬁ , (1.18)

corresponde ao intervalo percentil-t, de nivel de confianga 100(1 — )%, em que t*1_4/2
e 1*4/2 sdo os quantis de ordem 1 — /2 e «/2, respectivamente, da distribuicao de T,
obtidos via método bootstrap. Para obter esse intervalo, precisamos realizar os seguintes

passos:

1. calcular a estatistica 5, utilizando a amostra original;
2. Para cada réplica bootstrap (b=1,..., B) executar as seguintes tarefas:

2.1 obter uma amostra bootstrap da amostra original, y; = (yiy, ..., Ui,);
2.2 calcular a estimativa bootstrap da estatistica de interesse, 5;:;

2.3 realizar um bootstrap de segundo nivel, com b; = 1, ..., By réplicas para estimar

o erro padrao de 5},“, denotado por éj)(alf),

2.4 calcular a estatistica
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~

3. calcular ép(f) a partir das réplicas 85, ..., 0%
4. obter os quantis t*1_o/2 € t*4/2, a partir das réplicas 17, ..., T3;
5. calcular os limites dos intervalos.

Devido ao fato de que precisamos estimar o erro padrao por meio de um segundo nivel
bootstrap, o que caracteriza o bootstrap duplo, observamos que o custo computacional
nesse caso é altamente elevado.
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Modelo de Regressao Simplex

2.1 Distribuicao Simplex

A distribuigdo simplex, denotada por S~ (u,0?), com parametros de posicao e disper-

2

sao dados, respectivamente, por 0 < p < 1 e 0° > 0 possui uma funcao densidade de

probabilidade dada por

_ 1
pin®) = {2nolyL - P} e { o ) 2.)
para 0 < y < 1, em que

(y — p)?
y(1 —y)p(1 — p)?

d(y;p) =

é o desvio unitario. A esperanca e variancia dessa distribui¢ao sao dadas, respectivamente,

por

EY) = u

1 1 1 1
VarY) = =) =y g o {02u2(1 — ) } g (5’ 2022(1 — H)Z) ’

em que I'(a, b) corresponde a fun¢ao gama incompleta, definida por I'(a,b) = [~ 2 te™"dx.

Na Figura 2.1 sao apresentadas alguns graficos referentes a densidade da distribui¢ao sim-
plex, para diferentes valores de p e o2. O primeiro corresponde a o = 0,5, e podemos
observar que para valores pequenos de p a distribuicao apresenta valores mais concentra-
dos proximos da média. No segundo grafico, em que o2 = 1, observamos comportamentos
semelhantes ao primeiro, porém, a distribuicao assume formas mais achatadas, entre-

2

tando, a medida que o aumenta a distribuicao assume formatos bastante assimétricos,

31
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como podemos ver nos dois altimos grificos, em que 02 = 4 e 0% = 16, respectivamente.

Figura 2.1: Gréaficos da densidade da distribuicdo simplex para o2 = 0,5, 1, 4 e 16, respectivamente,
com diferentes valores de p.
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Fonte: Autoria prépria.

Na proposicao a seguir apresentamos algumas propriedades importantes da distribuicao
simplex. Elas serao de grande utilidade na maioria dos calculos realizados no presente
trabalho.

PROPOSICAO 2.1: Suponha que y ~ S~ (u,0?). Entdo, valem as seguintes proprie-
dades:

(i) Eld(y; )] = o*

(i) E[(y — p)d'(y; p)] = —20%
(iii) E[(y — p)d(y; p)] = 0;
(iv) Elly — p)d*(y; 1)) = 0;

(v) E[d'(y;p)] = 0;
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(Vi) %E[d//(y;ﬂ)] = #(3107#) + M3(11*M)3;
(vil) Var[d(y; p)] = 2(0?)%.
As provas dos itens (i), (ii) e (iii) sdo encontradas em Song e Tan (2000). Song et al.

(2004) provaram o item (vii) e no Apéndice desse trabalho, apresentamos a prova dos
itens (iv), (v) e (vi).

2.2 Modelo de Regressao Simplex com Dispersao Fixa

Sejam y1,...,y, variaveis aleatorias independentes, em que cada y;, t = 1,...,n segue
uma distribui¢ao simplex, cuja fungiao densidade de probabilidade é dada por (2.1), com
média yi; e dispersdo o2, que vamos assumir fixa, porém desconhecida.

O modelo de regressao simplex é definido por (2.1) e pela componente sistematica

p
g(u) = thiﬁi:nh (2.2)

i=1
em que, 1; = x; 3 ¢ o preditor linear, 8 = (81,...,08,)" é um vetor de parametros des-
conhecidos, com 3 € R? e (p < n), x; = (x41,...,7s) " sao valores fixos e conhecidos,

assumidos por p variaveis explicativas e ¢g(-) é uma funcao estritamente mondtona e dife-
renciavel, conhecida como funcao de ligacao. Essa funcao além de relacionar a média da
variavel resposta com o preditor linear, também nos permite trabalhar com valores que
pertencem aos reais, valores esses de y; que antes pertenciam ao intervalo (0,1). Existem
diversos tipos de funcoes de ligagoes que sao bastante utilizadas, algumas delas sao:

e probito: g(us) = ® (), em que ®(-) é a funcao de distribuicio acumulada da

normal padrao;
e log-log: g(u:) = log|—log(uu:)];
e complemento log-log: g(p;) = log{—log(1 — u)};
o logito: g(u) = log(pe/(1 — ).

2.2.1 Funcao Escore, Matriz Hessiana e Matriz de Informacao de
Fisher

Baseado em (2.1), temos que o logaritmo da func¢do de verossimilhanca é

(B0 = > b, o), (2.3)
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em que

1

1 1 3
b, 0%) = —§1Og(27f) - 5105%(02) — §1Og[yt(1 — )] — 27265(.%;%)-

Considerando a equacgao (2.3) podemos obter a fungao escore para o vetor de parametros
B calculando, inicialmente, a funcao escore para (;, com i = 1,...,p. Assim, temos que

ol(B,0?) _ i@ft(ut,az)

9B —~  Op;
_ i{a€t<ﬂta02)%ant}
—1 Ope  dy 95;
— =TTy ) + Ty ¢ -
;{Uzm(l—ut) Wit ¥ T o] )™

Note que du/dn; = 1/9' (i), On/0B; = x4

Ol (juy, 1 — 1
o) _ 2wt p) [d(yt; pe) + 2] :
O 02 pe(1 — py) 17 (1 — puy)
(Detalhes, ver Apéndice B.2). Logo, a fungao escore para (3 pode ser escrita na seguinte

forma matricial:

1

Us(B,0%) = ;XTTU(y — ), (2.4)
com X sendo uma matriz de posto completo de ordem n X p, com a i-ésima linha denotada
por x; e

T = diag{1/g'(1n),..-,1/9' (1)},
U = diag{u,...,u,},
sendo
1 1
o= Nl ) + |
' (1 — pe) (01 1) 117 (1 — pur)?

e finalmente, (y — p) = (y1 = pa, -+ Yo — fin) -

Considerando a funcao (2.3), temos que a fungio escore para o parametro de dispersao
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o? é dada por

Y4 2
U02</6702) = a (8[?;20-)

_ i Oy (e, 02)
Oo?

t=1
n

I

t=1

n I &
- _E d(ys;
552 + 554 - (Ye; pae),

(Detalhes desse resultado, ver Apéndice B.4).

(2.5)

Para obtermos a matriz de informacao de Fisher vamos obter, primeiramente, as derivadas

de segunda ordem do logaritmo da funcao de verossimilhanca, ou seja, a matriz hessiana,

dada por

é (0> _ gﬁﬂ(e) 5502(9)
" l25(0) 1r2,2(0)

sendo @ = (8",0%)". Da matriz (2.6) verificamos que

. 0%0(0
l35(0) —()r
0BIB
em que, o (i, 7)-ésimo elemento de (2.7) comi=1,...,pej=1,...,pé
" _0%(8)
[ls5(0)]i; = 35,08,
_ - 4y, 0°)
—~  0B3;00
_ i 8 -a€t<,ut,0'2):|
295, | o8,

_ i 0 _8&(/1,5,02)%877,5]
— 353' L Oy dny 0B

_ zn: 0 _8€t(ut,02) dlLLt 877,5} dut%

— Oy | O dn, 9B, dn, OB

Xn: 9 [0l(pe,0%) 1 ] 1
g/

— O | O g ()] ' ()

Tt Ltj

our g () O Lg(m)] O

B i{a%t(ut,ﬂ) L0 [ 1 }8&(%02)

(2.6)

(2.7)
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zn: {82&5(,&75,0'2) 1 - 0 |: 1 :| 8€t(ut,a2) 1 - }
p ot g o g o g

_ 2{62&(’“’02) L iy — ) i(yt—ut)utl“tﬂ?tj}

ot g (u)> " [ ()] o

_ z":i Lo {—d(yt;m) (e ) (U= 2p)d(y; )

£ o2 [/ ()2 LU= pae) (1 — ) pii (1 — pue)?
B ) (=20 (g — p)d (s ) 0! (pue)

0=t (i) (e = e (ut)]

_ —~ 1 1 T [—u _ (ye — pe) (1 — 2p20)d(ys; pr) 3(?Jt — ) (1 — 24)

o [g () pi (1 — pue)? (1= i)

e = p)d (o) 9" ()
+ 11— 1) (yr — ) tg'(/lt)} ; (2.8)

lembrando que
Pl(p,0%) 1 {—d(yt;ut) b (e ) (1 2u)d (e )
o (1 — i) (1l — ,Ut) u?(l Ok
. 3(ye — pe) (1 —2p10) (Y — pue)d (s e ]
pi (1= pae)? e 1 — [it)

O [ 1] g"(m) o Obluo?) 1
Opte {g’(ut)] () Opte 52 B~ pe)us

(Detalhes ver Apéndice B.6). Assim, definindo,

7 (1 — pe)? pg (1 — pg)?

" = {—ut (e — ) (1= 2p)d(ys ) 3(ye — ) (1 — 2410)

(Y — pe)d' (e ) gﬂ(ut)} 1
+ — (Y — pe)u , 2.9
—p) P )| P 29
temos que
.. "1
[0s5(0)]ij = Z;iﬂtﬂtﬂt- (2.10)
t=1
Dessa forma, matricialmente, temos que
. R
lp(0) = —X QX, (2.11)

em que Q = diag {q1,...,qn}-
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Prosseguindo com o intuito de determinar os elementos da matriz hessiana e sabendo que

520(6)

&725(0) = W?

temos que o i-ésimo elemento de (2.12) é dado por

. 326(0)
[6025(0)]1 - 80'2851'
_ - 0 8€t(/,6t,0'2)
— 0o? 06,
_ —~ 0 L (ye — ) )
5 802{02Mt(1—ﬂt) s ) +
S D XAt
= £ 902 | o2 Ye — Ht)Us " )xtz
= i— . (ye — pe)u i
— (O’2)2 t t t /( ) te
Definindo,

obtemos, entao,

026 th

Reescrevendo matricialmente, temos

(25(0) = f'TX,

, ). Vale observar que @502(0)

Finalizando, segue que

em que f = (f1,...

lp202(0) =

= @25(0)

(2.12)
1 1
pi(1— ut)2] g’(ut)x”}
(2.13)
(2.14)
(2.15)
—X'Tf.
(2.16)



Capitulo 2. Modelo de Regressao Simplex 38

(Detalhes ver Apéndice B.8). Denotando,

d = - (2.17)

temos que
l202(0) = tr(D), (2.18)

em que D = diag{dy,...,d,}.

Usando o resultado apresentado em (2.8) e pela propriedades mostradas na Proposigao
2.1, obtemos que

- {%ﬁg[g)} ) i{%{uﬁfw*mll—mw] [g'<;t>12”“"”"”””}

Assim, a informacao de Fisher para 3 é dada por

0%0(0
K - m[ 219
0Bos
1
EXTWX, (2.19)
em que W = diag {wy, ..., w,}, com
[ 302 N 1 } 1
w; = .
: pe(L—=pa) (1= )] g/ ()2

De acordo com (2.16) e utilizando novamente a Proposi¢ao 2.1, temos que a informagao

2

de Fisher para o parametro o“ sera

Ko — {32«9)1

Finalmente, baseando-se na expressao (2.13) e ainda pela Proposigao 2.1, é facil ver que

200)\

E[(y; — pe)u) = 0, assim,
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Consequentemente, Kg,2 = K;ﬁ = 0, logo, podemos dizer que os parametros 3 e o2 sdo
ortogonais.

Portanto, a matriz de informacao de Fisher para @ = (8", 02)" é bloco diagonal dada por
Ko = diag{ Kps, K,2,2}, ou seja,

Kss 0
Ko — . 2.20
v [ 0 Ky ] (2.20)

Para os casos em que o tamanho amostral é consideravelmente grande e as condicoes
de regularidades sao satisfeitas, temos que a distribuicao assintética dos estimadores de

méxima verossimilhanca é dada por
0 ~ Ny (9; Ke_al) 5

7N AT AN . ”, . . . —
em que @ = (B ,5%)" é o estimador de maxima verossimilhanca de 6 = (BT, o) e K991
¢ a inversa da matriz de informagao de Fisher, dada por (2.20).

2.2.2 Estimacao dos Parametros

Pela definicao dos estimadores de maxima verossimilhanca, sabemos que o estimador para,
B é obtido como solugio da equagio Ug(3,0%) = 0. Porém, nesse caso, o estimador de
méxima verossimilhanca de B nao possui forma fechada, sendo necessario a utilizacao de
métodos numéricos para estimar o vetor de parametros (3.

Um método bastante utilizado é o método iterativo de Newton-Raphson, que se baseia em
expandir em série de Taylor a funcao escore Ug, em torno de um ponto inicial arbitrario.
Assim, sob essa ideia, é possivel chegar ao seguinte processo iterativo

gty = g 4 [—(U)™MUSY, com m =0,....

em que vale notar que —(U’) corresponde a matriz observada de 3. No entanto, um
problema que esse método apresenta é o fato da matriz _(UIB) nem sempre ser positiva
definida quando 3 estiver longe de seu valor 6timo, e também, em muitas situagoes o
custo computacional em trabalhar com a matriz observada pode ser elevado, entao, uma
solucao é substituir —(U%) pelo seu correspondente valor esperado, ou seja, pela matriz de
informagao de Fisher Kpgg, definida em (2.19). Isso resulta no processo iterativo Scoring
de Fisher, definido por

g+ — B(m)+[K§§](m)Uém)- (2.21)

m—+1

O processo anterior é repetido até que a diferenca entre B( ) e B(m) seja menor que

uma tolerancia especificada. Trabalhando o lado direito da expressao (2.21), utilizando a
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fungao escore de 3 definida por (2.4) e a matriz (2.19), obtemos

/B(m+1) _ ﬁ(m) + 02(XTw(m)X)—1(02)—leT(m)U(m) (,y . u(m))
— 5(m) + (XTW(m)X)*lXTT(m)U(m) (y — H(m)>7

denotando,
zm = xpMm 4 [W—l](m)T(m)U(m)(y _ “(m))’
temos que
Bim+h) — (XTW(m)X)*lXTW(m)z(m),

que representa um processo iterativo de minimos quadrados reponderados, em que z
desempenha o papel de uma variavel dependente e W a matriz de pesos.
Utilizando a equacdo U,:2(B,0%) = 0, em que U,2(83,0?) ¢é definido em (2.5), podemos
verificar que o estimador de maxima verossimilhanca para o2 é dado por

N N .
5t = - Z d(y; fir). (2.22)
=1

2.3 Analise de Influéncia Local no Modelo Simplex

Na primeiro capitulo, apresentamos uma breve introducao ao método de influéncia local,
para um modelo de regressao qualquer. Agora, usando o modelo de regressao simplex
com dispersao fixa, iremos obter a matriz A(8), considerando o método de perturbagao
ponderacao de casos.

Dessa forma, iremos considerar o modelo de regressao definido em (2.2) em que 6 =
(B",0%)7 e A() ¢ uma matriz de ordem (p + 1) x n, de modo que

AB) = 0%(5(0)
50087
[ 9%s(0) . 9%s5(6) ]
05450 iyl
982851 T 0P80,
T (2.23)
g .. S
2Us(0)  0%s(6)
| 002061 00206, |

avaliada em 6 = 0 ¢ em § = do.
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2.3.1 Ponderacao de Casos

Seja £(0) o logaritmo da fungao de verossimilhanga correspondente ao modelo postulado.
Considerando que seja realizada neste modelo, uma pertubagao através de um vetor § de
ordem n X 1, entao, o logaritmo da funcao de verossimilhanca do modelo perturbado fica
dado por

(5(0) = D il 0”),
t=1

em que 0 < 9; < 1. Desse modo, temos que

0l5(0) B 0 - 9
a5, 05, [;M(“ no)
= Et(ﬂtaUQ)'
Logo,
0*0;(0) 9 [04s(6)
0095, 00 00,
_ Oy (e, 02)
00
- At(0)>

que corresponde a t-ésima coluna da matriz A(0). Ou seja, A;(0) indica a taxa de variagao
do logaritmo da funcao de verossimilhanca em relacao a 0 na t-ésima observacao. Dessa
forma, temos que a matriz (2.23), para esse tipo de perturbagao, fica dada por

[ 91 (p1,0°) Ol (pn,0?) ]
9B 91
o4 (my0®) . On(pno®)
92 92
aél(ul,az) L. 8€n(ﬂn702)
9By 09Bp
8@1(#1,0’2) L. 8671(#7170'2)
L Oo? do2

avaliada em 6 = 6. Sabemos que para o modelo de regressao simplex

Oly(puz, 02)
(9BZ o2

Ol (g, o 2)
Oc?

1

1
= —(yt — p)u————xy, com i=1,...,p
g/(#t)

_ 1 1— d(yﬁﬂt)
202 o2

—o? + d(ys; e
2(02)? 3

(2.24)

(2.25)
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comt=1,...,n. Segue entao

> (W = p)u g en 72 (Yn = tin)tingris G )Pl
Ag0) - =W — )w e o7 (Yn = Hn)tn G755 n2
s = w5z (U = ) Un g T
1
= SX'TUE,
o

avaliada em 6 = 0, em que £ = diag{y: — p1, ..., Yn — tn}. Temos também que

0%05(0)
Apa(0) = 207
0) = SorasT
— [M 702+d(yn;un)]
2(02)2 ’ ) 2(02)2
= J'
avaliada em 6 = 6. Entao,
LXTTUE
A(O) = o 5T (2.26)

2.4 Modelo Simplex com Dispersao Variavel

Na secao anterior apresentamos o modelo simplex supondo que o parametro de dispersao
era constante. No entanto, podem existir casos em que essa suposicao é violada, e esse
parametro varia ao longo das observagoes. Nessa secao, apresentaremos um modelo de
regressao simplex que modela nao apenas a média, mas também a dispersao.

Sejam ¥, ...,y, variaveis aleatorias independentes, em que cada y;, ¢ = 1,...,n segue
uma distribui¢ao simplex, cuja fun¢ao densidade de probabilidade é apresentada por (2.1),
com média j; e dispersao o?.

O modelo de regressao simplex com dispersao variavel admite que a média e a dispersao

satisfazem as seguintes relagoes funcionais

P
Z TiBi = My, (2.27)
i=1

q
h(op) = Zzti%‘ = T2 (2.28)

i=1

em que g(-) e h(-), sdo fun¢oes estritamente monotonas e diferenciaveis, com preditores

lineares 11, = x/ 3 e no; = z/v. Sendo B = (B1,...,3,)" o vetor de parametros do



Capitulo 2. Modelo de Regressao Simplex 43

modelo para média e v = (v1,...,7,) " o vetor de parametros do modelo para dispersio,
com 3 € R’ e~y € R% ecom x; = (T41,...,71)" €2z = (211,...,24)" sendo valores
conhecidos e fixados das variaveis explicativas de ambos os modelos, podendo coincidir
totalmente ou parcialmente, de modo que p + ¢ < n. Podemos notar, que h(-) sera a

funcao de ligacao da dispersao, e as funcoes mais comuns nesse caso sao:
e logaritmica: h(c?) = log(o?);
e raiz quadrada: h(o?) = /02 = 0y;
e identidade: h(o?) = o2,

Para mais detalhes sobre as fungoes de ligagoes, ver McCullagh e Nelder (1989).

2.4.1 Funcao Escore, Matriz Hessiana e Matriz de Informacao de

Fisher para os Parametros do Modelo

Baseado em (2.1), temos que o logaritmo da func¢do de verossimilhanca é

By = D bl o7), (2.29)
t=1
em que
) 1 1 o3 1
blp, o) = —5log(2m) — 5 log(oy) — 5 loglyn(1 — 4)] — 5—5d(ys; o).
t

A funcao escore do vetor 3 é obtido a partir de

owB.y) z":%(ut,af)

0B, & o5
i {a€t<ut70_1€2) dp 8%}
—1 Opy dm, OB;

t=1

Segue que o vetor escore de 3 é dado por

Us(B,v) = X'STU(y — ),

em que

Y = diag{l/o},...,1/0.}. (2.30)



Capitulo 2. Modelo de Regressao Simplex 44

Vamos obter, agora, a fungao escore para v. Assim, derivando inicialmente, o logaritmo
da verossimilhanca em relacao a 7;, com j = 1,...,¢q, temos que

oUB,y) Z”:f%t(ut,af)

0% = 9
_ i {(%t(ﬂtaaf) do 377%}
— dof  dnzy 0v;
_ i{_% |:1_d(yt;2,ut):| /12 th}7
—1 0% Oy W(of)

em que do?/dny, = 1/1/(0}) e Odna, /0y = zij. Segue que a fungao escore para v é dado
por

U’Y(ﬁaﬁ)/) = ZTHG’)

com Z sendo uma matriz de posto completo de ordem n X ¢, com a ¢-ésima linha denotada

por z| e em que

H = diag {1/} (0?),...,1/l(0?)}

ea=(ay,...,a,) , com

o = - [1 - d<yt;“t)] . (2.31)

T 9.2
207

Agora, vamos obter matriz Hessiana. Nesse caso, a matriz é dada por

h(®) = [éjme) we)] (2.3

Evﬂ (0) éw(e)

em que @ = (B87,47)7. Assim, da matriz (2.32) observamos que o (i, j)-ésimo elemento

da matriz @55(0), comi=1,...,pej=1,...,pé&dado por

0%4(0)
0B:0p;
- 52€t(ut,0,52)
2 Dp0p;
"1

= Z ?.Ttil'tth. (233)

[055(0)); =

Dessa forma, segue matricialmente que

l35(0) = XTRQX. (2.34)
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Considerando, agora, a matriz
. 00(8)
(5(0) AT (2.35)
ovoB
cujo (i, j)-ésimo elemento com i =1,...,pe j=1,...,q é definido por
. 00(0)
C5(0)]; =
[75( )]] 8’Ygaﬁz
_ Zn:i {M}
i1 0, OBi
_ . i {f%t(ut,af) du 8771t:|
— Oy dny, OB
_ zn: {8%(%03) dpy Oy, do? 577%]
— | Owdoi dmy, OB; dny 0v;
- 1 Tti th
= ————=u (Y — . 2.36
D A Y= (2:30)
Entao, podemos definir a matriz (2.35) da seguinte forma
(50 = Z'TFHX, (2.37)
em que F = diag{fy,..., fr}, com
. 1
ft = —Wut(yt — ,ut) (238)

Ainda, temos que (4,(0) = {1,(0) = X TFHZ. Finalizando, observamos que o (i, j)-

ésimo elemento da matriz ZW(B), comi=1,...,qej=1,...
. 020(0)
0 ]i4(0) =
[ ’Y’Y] J( ) a,yza,y]
_ & 82€t(:ut7 at2)
—1 8%8%

—~ 9 [0, 07) do} oy
80‘? d?’]Qt 8%

_ i 0 {3&(%,0?) do} 3771t] do} Ons,
do;  dny, Ovi | diy O

o i 0 8615(,&75,0'?) 1 1 o
T L9 | 007 W(oD)] W(od) Y

,q é dado por

_I_
2\ " a? W(op) 00 [W(od)

_ z":{a%(ut,af) 1 0 {h’(l }%(ut,a?)

2
0o

ZtiRtj
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-3 {826555?)3 : T [‘f (1 ) d(y;%m))] [Zéfﬁ }

=1

— 1 _d<yt§,ut) 1 _d(yt;ﬂt) h'(o7) Rtjeti
) ;{2@%)2 (7 +[2az 2(0%)2]h'<az>}[h'<az>12’ (239
denotando
x L dlye pe) 1 d(ys ) h'(7) 1
@ = = o S o e GO
temos que
[EW(B)]M = Zdiztjztz‘- (2.41)

Logo, matricialmente,
(.(0) = Z'DZ, (2.42)

em que D* = diag{d},...,d}. Agora, pela expressao (2.33), temos que

- {iﬁgfgﬂ - g {Ui? [Mt(fa—?ﬂt) N i (1 l—ﬂt)g] [g’(/lﬁt)]ﬂtixtj}

Assim, a matriz de informacao de Fisher de 3, para o caso com dispersao variavel fica

dada por
0%((0
Kgy = —IB |:—(2F:|
0Bos
= X'SW*X,
em que W* = diag {w?,...,w:}, com
. [ 302 N 1 } 1
wi = .
' (1= pie) g (1= pe) | g/ (e)]?

Para obter a matriz de informagao de Fisher para -, iremos utilizar a expressao (2.39),

assim

- {%5(3)} > {2@2)4 [h/(clf2>J2Z“Z”} |

t=1 t
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Entao, a matriz de informacao de Fisher para ~ fica dada por

020(9)
K = —-IE
b = )
= Z'VZ,
em que V = diag {vy,...,v,}, com
1 1
V¢ =

Finalizando, tomando a esperanga de (2.36), vemos que

’UB,v)\
]E< 07,00 ) -0

ou seja, Kiz = K*gv = 0. Consequentemente, temos que os parametros 3 e = sao
ortogonais.

Portanto, a matriz de informacio de Fisher para @ = (8',4")" é bloco diagonal, dada
por Kg, = diag{ K}z, K7}, ou seja,

Ky 0
Ky = op : (2.43)
0K

Para n suficientemente grande e consciderando validas as condigoes de regularidades,
temos que a distribuicao assintética dos estimadores de maxima verossimilhanca é dada
por

0~ Nyiy (0:55,7)

-~ AT ) . . . .
em que 8 = (3 ,'yT)T é o estimador de méxima verossimilhanca de 8 = (8",7")" e
K;,~' é o inverso da matriz de informacdo de Fisher, dada por (2.43).

2.4.2 Estimacao dos Parametros

Nesse caso, também, nao temos forma fechada para os estimadores de méaxima verossimi-
lhanca dos parametros do modelo. Utilizando, novamente, o algoritmo Scoring de Fisher
obtemos o seguinte processo iterativo

D) = ) [

Y
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Reescrevendo o processo iterativo por minimos quadrados reponderados, temos que

B(erl) _ (XTEW*(m)X)_lXTEW*(m)ZL

7(m+1) _ (ZTV(m)Z)_IZTV(m)Z;(m),

em que 25™ = X B L [T () (g — 1y (M)} @ 235(m) = Z~(m) L[} =1]0m) F(m) g (m)
sao solugoes de minimos quadrados de regressoes lineares com variaveis respostas z7 e 25

e matrizes de pesos XW* e V, respectivamente.

2.4.3 Analise de Influéncia Local para o Modelo com Dispersao

Variavel

Considerando o modelo de regressao definido por (2.27) e por (2.28), em que 8 = (8" ,v")T,
temos que a matriz A(0) nesse caso sera uma matriz de ordem (p+¢q) X n. Assim como no
caso com dispersao fixa, vamos trabalhar com o tipo de pertubacao ponderacao de casos.
Considerando que £(0) seja o logaritmo da funcao de verossimilhanca correspondente ao
modelo com dispersao variavel. Supondo que esse modelo seja perturbado por um vetor

d de ordem n x 1, o logaritmo da fun¢ao de verossimilhan¢a do modelo perturbado sera

l5(0) = Z 8ele(pae, o),
t=1

em que 0 < 9, < 1. Assim, segue que

0%05(0
(9) A(0).
00006
Portanto, a matriz A(0) fica dada por
[ 961 (p1,0%) o O (pn,od)
op1 0p1
0l (#17‘7%) . Wn(#nﬁ%)
_ op 0B
A(G) = D0 (ui0?) Ol |
8’)/1 a'Yl
9y (UlvU%) . 8en(ﬂn705)
L 0vq 0vq .

avaliada em 6 = 6.
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Para o modelo de regressao simplex com dispersao variavel verificamos que

Oy (g, 02) 1 1
T = O__tg<yt - Mt)utml'm
e
Ol(pe,0f) 1 [1 d(ys; ut)} L
0 207 of | W(oi)™
- érf)
com,i=1,....,p,5=1,...,get=1,...,n. Logo, teremos que
Ag(0) = X'TYUE,
e que
A~(0) = ZTHA,
em que A = diag{a4,...,a,}, com a; definido por (2.31), e com ambas matrizes avaliadas

em 6 = 0. Entao,

XTTYUE

AB) =
6) ZTHA

(2.44)




Capitulo 3

Um Teste de Diagnostico Para o

Modelo Simplex

Ao ajustarmos um modelo de regressao a um conjunto de dados é necessario avaliar
a qualidade do ajuste verificando possiveis afastamentos das suposicoes feitas para o
modelo. Para tanto, sao utilizados varias técnicas de diagnostico propostas na literatura,
tais como: analise de residuos, que tem como objetivo detectar observacoes extremas,
bem como, validar a adequacao da distribuicao de probabilidade assumida; analise de
diagnostico que tem como finalidade detectar observacoes influentes, ou seja, aquelas que
exercem um efeito desproporcional nas estimativas dos parametros do modelo.

Como ja foi mencionado, o método de influéncia local é um dos procedimentos de di-
agnosticos, utilizados com essa finalidade. Dessa forma, baseando-se nesse método, Zhu
e Zhang (2004) desenvolveram um teste para avaliar a adequabilidade do ajuste de um
modelo de regressao. Neste capitulo, apresentaremos o desenvolvimento desse teste para

o modelo de regressao simplex.

3.1 Teste de Diagnoéstico Baseado em Influéncia Local

Nesta secao, iremos descrever o teste de hipoteses baseado em influéncia local, proposto
por Zhu e Zhang (2004).

Supondo 1, ..., y, uma realizacao de n variaveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas, cuja fungao densidade de probabilidade é g(y), vamos supor que os dados

vém de uma familia de distribuicoes
Fo = {p(y;0): 0 € © C IRk},

que nao necessariamente contém g(y), porém satisfaz algumas condi¢oes impostas por
White (1982). Entao, quando n — oo, temos que 6 sera um estimador consistente para

20
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um certo parametro 6., de modo que

: 9(y)
0. = arg min E {log oy 0)] : (3.1)

Da expressao (3.1), temos que 6, é uma parametro que reflete a distancia minima ente
log[g(y)] e log[p(y; @)]. Adicionalmente, segue que

V(6 — 8.) 2 N(0,0(8.)),

em que C(0,) = A(0,)"'B(0.)A(6,)™!, com

A0) = —Elly(y; 0)]

[82 log p(y; 0)]
= —]E _—
0000"

B(0) = E[ls(y;0)(] (y;0)]
Ologp(y;0)\ (Ologp(y; 0)\ "
:E[( 20)) (s )].

Notemos que £(y;0) = log p(y; 0) e que B(0) é a matriz de informagao de Fisher de 6, e

para os casos em que as condigoes de regularidades sao satisfeitas temos que A(0) = B(6).
Dessa forma, seja v, ..., y, uma amostra aleatoria que assumimos ser de p(y; ), o loga-
ritmo da funcao de verossimilhanca é dado por

n

(6) = > logp(y; 0) =D _4(6).

t=1

Considerando o esquema de perturbacao ponderagao de casos, cujo logaritmo da funcao
de verossimilhanca perturbado é dado por

6O) = 3 56(0)

com &y = (1,1,...,1)", podemos observar, nesse caso, que a (i, j)-ésima entrada da matriz
hessiana com¢=1,...,pe j=1,...,p, em que p é a dimensao de 0, sera dada por
. 0%0(0)
log(0)];; =
[ 99( )] J aezaej
"L 0%0,(6)

£ 90,00;
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Logo, a matriz de informacao observada de 6 é

, 0%,(0
_J —
oo(0 Z aeaeT
Sabemos que A(0) = [A1(0),...,A,(0)], logo AAT(0) = >"1" | AyA[(0). Entéo, baseando-
se em (1.10) temos que a (r, s)-ésima entrada da matriz A(@) com r =1,...,pe s =
1,...,n é dada por
D%(5(0)
[A(e)]'fs - (‘907«855

2 [&
= 90,00, [;5t€t(0>]

_ 9 [32?:1@&(9)]
00, 00
a¢,(8)

00, ’

segue que, a s-ésima coluna da matriz A(0) é definida por

Utilizando a lei dos grandes ntimeros, é possivel mostrar que

__Zaet ®)
aeaeT

Bl {[o00] [50] 2o

Entretanto, de (3.1) temos que N 0., logo,

_%%fa)fgfﬂe*) (3.2)
2810 5, o). (33)

Seguiremos agora, fazendo algumas suposigoes, que serao utilizadas na definicao do Te-
orema 1, dado a seguir. A prova desse teorema pode ser encontrada no apéndice desse
trabalho e, também, em Zhu e Zhang (2004).
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As suposigoes sao as seguintes:

S1: 6, é um ponto contido em O, em que © é um espaco limitado com métrica d.
n—o0

S2: P(\@ -0, >¢) —— 0, ¥V € >0, ou seja, NS quando n — oo, em que 6, é o
tinico valor que minimiza IE[Y 1 | £,(0)].

S3: para qualquer p(y; @), com t = 1,...,n, o suporte é independente do parametro

0 e permanece o mesmo. /;(0) é trés vezes continuamente diferenciavel em O,
e [00,(0)/00;|, 0%,(0)/00;006y|, |0°¢,(0)/00;06,00,| e |0[,(0)0¢,(0)/06)]/06;] sao
dominados por B(y;), V t, com j, k,l=1,...,p.

S4: Para cada € > 0, existe um K finito, tal que

supn™' Y E{B(y)*[1p>n} < €,
t=1

n>1

para todo n, em que Ip,(,)>x] ¢ a funcao indicadora de B;(y:) > K.

S5: Assumimos que

n—00 n

lim {M} _ B(6.),

n—o00 n
em que A(6.) é positiva definida.

TEOREMA 1. Sob essas suposi¢oes, Zhu e Zhang (2004) mostraram que sao validos os
seguintes resultados:

1. Ao = 2tr[A(6,)"'B(8,)];

2. Se g(y) = p(y; 0), com By € O, em que g(y) é a densidade verdadeira de y1, ..., yn,
entao 6, = 0y, A(0.) = B(0.) e Ao = 2p.

Os autores concluem que se o modelo estiver ajustado adequadamente, entao da segunda
parte do teorema temos que \g = 2p, em que p é a dimensao de 8. Dado que o valor de
2p é conhecido, pela Proposi¢ao 1.1, podemos usar a soma dos C7,’s como um critério de
bondade de ajuste, ou seja, se >, Cy, estiver proximo de 2p, existem fortes indicios de
que p(y; @) é um bom modelo para o verdadeiro gerador dos dados.

Assim, tendo como objetivo testar as hipdteses

Hy:9(y) = p(y;0), para algum 6 € ©
Hy:g(y) # ply;0), V0 €0,
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foi introduzida a estatistica de teste

Tn(/é) _ Z?:l (n\f%t - )\0)’ (34)

lembrando que C}, é funcao de 6. Com o intuito de determinar a distribuicao assintotica

~

de T,,(0), foram consideradas as seguintes quantidades

LOA(0) "1 B(0)]

S1(0) = 50 : (3:5)
e
00,(0.

Hi0) = hi.)-+ 707 A() | 242 (3.6)

em que k(y;; 0,) é definido a partir de uma aproximagao de Taylor de J;(0), com

M6 = 26{A.) AL (6.) — B6.)])
- ufae) <508 - e ae By 6)
' 9000 " " ' e '

para t = 1,...,n. Utilizando (3.5) e (3.6), foi definido o Teorema 2, que sera enunciado

mais adiante, porém, antes de apresenti-lo é necessario assumir trés novas suposicoes:

S6: V' t, £,(0) ¢ quatro vezes continuamente diferencidvel em O, e [0*¢,(6)/060;00,,00,00;]
sao dominados por B(y;), com 7, k,li=1,...,p.

S7: Quando n — oo, entao

em que SC,(0) = >  nCy,.

S8: Para cada K > 0,

2 B {k2(yt; 0*)I[k(yt;0*)>ﬁK] }

n

— 0,

quando n — 0o, em que I[k(yt.e*»\/m(] ¢ a fungao indicadora de k(y;; 0,) > /nK.
Além disso,

S BR300}

e
n
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TEOREMA 2. Sob as suposi¢oes S1-S8 é valido que, quando n — oo,

2N 00 = 02+ 02 k(s 0.) + 0,(1), (3.8)
t=1

t=1

em que 0,(1) indica que os proximos termos convergem em probabilidade para zero. Além
disso, também é valido que Tn(g) D, N(0,0?), em que 2>, denota convergéncia em
distribuigao. Para mais detalhes sobre esse tipo de convergéncia ver James (1981) ou
Magalhaes (2006).

A prova desse teorema é apresentada no apéndice desse trabalho e também em Zhu e
Zhang (2004). Segue do Teorema 2 que a variancia de Tn(a), que também é a variancia
de k(y;; 0,) é dada por o2. Apos estimar 0., A(0,), B(0,) e J1(0.) podemos obter um
estimador consistente para k(y; 6.), denotado por k(y,a), cuja variancia amostral desse
estimador, representada por s ., serd um estimador consistente de o?.

Também, segue do Teorema 2 que

n

T.0) = n72Y " (nCy, — Xo) = N(0,02),

t=1

entao,
T,0) a2 (nCh — Xo)
o 0.
n 23 (nCr, = Ao + 2p — 2p)
= .
n” 23 (nCr = 2p) + 0T P30 (2p — o)
= -
—-1/2 n C, —2 1/2 2 — \
_ (O = 2p) + TR = No) by )
O«
Definindo,
U, = n!/? Z?zl (nCIt - 2p)
n O_* 7
observamos que,
® se \g = 2p, entao
T,(6
©) _ v, 2 N, 1);
O«

® se \g # 2p, entao, \g — 2p = ¢y # 0, em que ¢y é um escalar. Assim,

Tn§ 1/2
9) _ U, — = B N(0,1),

O« O«
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logo,

Portanto, tendo como objetivo testar as hipoteses

H()I/\() = 2p,
Hl:)\O 7é 2p7

temos que a estatistica

_1/2 n o 2
Un — n Et:l (nCIt p) , (39)

Sk,c

¢ uma ferramenta bastante util para realizar esse teste. Observamos que U,, corresponde
a estatistica T,,(0)/sk. sob Hy. Dessa forma, rejeitar a hipotese que Ao = 2p, indica que
p(y; 0) esta mal especificado, por outro lado, nao rejeitar essa hipotese indica que p(y; 0)

estd bem ajustado.

Zhu e Zhang (2004) afirmam que embora a estatistica U, tenha sido desenvolvida sob a
mesma ideia que a estatistica introduzida por White (1982), torna-se mais util utilizar U,
pelo fato de ser mais facil adapté-la para casos em que p > 1 e para o ajuste de diversos
tipos de modelos, como por exemplo, os modelos lineares generalizados e aos modelos de
dispersao.

3.2 O Teste para o Modelo Simplex Com Dispersao
Fixa

No segundo capitulo foi apresentado o modelo de regressao simplex, no caso em que o
parametro de dispersao é constante, em que o logaritmo da verossimilhanca denotado por
0(0) foi definido por (2.3).

A partir de (2.11), (2.15) e (2.16), segue que a matriz de informagao observada fica dada
por

) [ —AxTex —XTT¥
—lop(0) = X uo | (3.10)
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e a matriz A(f) é dada por (2.26).

Através das expressoes (3.2) e (3.3), podemos verificar que os estimadores consistentes
para as matrizes A(0.) e B(0,) sdo definidos, respectivamente, por

AB) = —@Z@
By - 220

em que 6, é definido por (3.1), de forma de p(y; @) corresponde a densidade da distribuigao
simplex e @ é o estimador de maxima verrossimilhanca de 0,. Pela suposicao S7, podemos
ver que um estimador consistente para a matriz J;(6,) é dado por

~ 0 [SC,(0
1@ = 50
- 0=0
_ ﬂ _ZyzlnCIt
00| n s
8 [ n
= 96|20 |
| t=1 0=0
. a{tr[HLD((;D)]}
N 00
_ O[Hrp(s)]
= tr{T . (3.11)

Segue de (1.8), que

logo,
OHipey] ) OAT(6) 1 T o O —Loo(0)] !
—0 2{ 70 [—Co0(0)] " A(6) + A7 (0) 20 A(0)
+ AT(O)[—@%(G)]l%OB)}. (3.12)
Podemos observar que
O—Lle(0)]7! i o 10 =Llee()] o
S — —linlO)] el (O)] . (313)
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o8

Assim, antes de estimar a matriz J1(0.), precisamos obter as derivadas das matrizes

—lpp(0) e A(B). Dessa forma, vamos comecar derivando as entradas de —lys(6) em

relagdo a f3,, com r = 1,...,p. Da equagao (2.10), temos que
[~lps(0)]i; = —= thzxtj%a
entao
0[—Lp5(0)] 0
POl Ly (),

Pela defini¢ao de ¢;, dada por (2.9), observamos que

g 0 { Uy } 0 {(Z/t — ) (1 — 2Mt)d(ytsﬂt)}
dB, B, Llg'(m)?) 0B, 9" () 2 (1 — g )?
O [ 3(yr — pe) (1 — 2) O | (ye — pa)d' (Y pe)
dB, { 9" () (1 — ,Ut)4} " P, { (9 (pe) e (1 — ut)}
Oy 9 )
0B, {<yt t) t[g’(ut)P} '

Sabendo que,

Oug [_(1 = 2u)d(yss ) 3(1—2p) | d'(yssp) T
9, pii (1 — pue)? pi (L= p)* (1 — ) | g’ (pae)
(S
dlg’ 13 ’ "
%gi)] - 2xtrg (:ut)v

entao, o primeiro termo de (3.16) fica dado por

0 {[ s } _ {_(1—2ut)d(yt;ut) 3(1 — 2m)

IBr g’ (1ae)]? pp (1 — pae)? pt (1 — )t
A Y ) R )
(=) g () ) ()]

Agora, do segundo termo de (3.16), vemos que

a Lir
95, [(ye — 1) (1 = 2p0)d(ys; )] = 7 (1)

[(=2ye — 14 dpu)d(yy; pue)

+  (Ye — 2yppie — i + 2uf)d'(yt; )],

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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e que

0
95,

{1g' () Ppi (1 = )?} = 2@ (1 — pe)[g" (pe) i (1 — pr) + (1 = 2p20) ' ()],

logo, esse termo serd dado por

d { (e = pe) (L = 2p1)d(ys; ) } { —2u — 1+ 4pe)d(ye; 1r)
9B, [ ()P (1 — g )? 117 (1 — par)?
+ )( - QMt) (yt, Mt)
M?(l - Mt)
20y — ) (1= 2p)d(ye; ) 9" (1)
7 (1 — pae)? g ()
2y — p) (1 = 2p)*d (s p1e)
p (1 — pe)?

Prosseguindo, vamos obter o terceiro termo de (3.16), em que

O~ (= 2m)) = (2= 1t )

aﬁr g (/vbt>7
e também
9
93 {Ig' ()P (X =)'} = 2w (1= pe)®[g" () (1 = pe) + 29 () (1 — 210)],
entao,

4y — pe)(1 — 2Nt)2

O [ (ye — pue) (1 — 2p) ] _ [(_zyt — 1+ 4) -

OB L9’ (pue)Ppa (1 — pg)? pe (1 — pur)
2y — ) (1= 200)g" (i) Ly
9 (1) 9" (o) Pt (1 = pag)*

Prosseguindo, temos que

a Ly

95, [(ye — p)d' (yes )] = ) [—d'(ye; 1) + (g — pe)d” (e p1e)]

0
95,

{1g' () Ppe(X = )} = 220" (o) pe(1 — 1) + g’ (o) (1 — 2124)],

assim, o quarto termo de (3.16) sera

9 { (ye — pe)d' (yi; 11e) } _ Tir
Br UL (pe) e (1 — paz) [ (pe) B e (1 — pa)

—d'(ye; 1) — 2(ye — pre)d' (s 1) =

(e — ) (1 — 200 )d' (ys; )
fe (1 — pur)

Q
—~
=

N

+ (ye — p)d" (ye; pe) —
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Finalmente, o ultimo termo da expressao (3.16) é dado por

0 g"(w) Wb Ty B ug”’(ut)
aﬁr{[g'mtns(% t) } [gf(ums{(yf HOUE )

9" (u)]® 9" ()
3 = pu)uu {gw] g ()
(ye — o) (1 = 201 )d(yy; pue) 9" (p1r)
M?(l - ,Ut)2 gl(ﬂt)
3(yt - Mt)(l - 2#:&) gll(lﬁt)
pr(L—p)* g ()
(e — pe)d (ye; 1) 9" (pe) }
pe(L—pe) 9" () )

_|_

Finalmente, temos que a expressao (3.16) fica dada por

9" ()

= — + 2u
Yo ()

9B, g/ ()] p7 (1 — pae)? (L= )t (1 — )
(—2ye — L+ 4p)d(ye; 1) (ye — ) (1 — 2p0)d (a5 )
p7 (1 — pae)? p7 (1 — pae)?
2(ye — ) (1 — 20 )d(ys; pae) 9" (pae) N 2(ye — ) (1 = 2p1)*d(ys; pue)
pi (1 — pue)? 9 () (1 — pue)?

gy Tty {(1 = 2u)d(ye; pre) . 31— 2p)  d' (Y )

3(—2ys — L+4p) | 6(ye — p) (L= 2p) ¢" (i) | 12(ye — ) (1 — 2p10)?

i (1 — pu)* pi(L— )t g () g (1 — pe)®
d'(yes pe) (e — p)d" (yes i) 20y — p)d (yes o) 9" (1)

pe(L — pae) pe(l — pue) p(l =) g ()

9 ()

(e ) (U= 2p0)d (Y ) (g — t)utgm('ut) +3(ys — ) {9”(/%)12

9 ()

pi (1 — pe)?

/(Mt)

e p)d (yes ) 9" () }
pe(l =) g'(e) )

Organizando e simplimplicando alguns termos da expressao anterior, obtemos

T T 1)
- Sy (1 - 2+ 1]+ 35 o
o P () ) G
- [ ()] 2l

2(ye — pe) (1 — 241)*d (s pue) + (ye — pe)d" (ye; ) }
pf (1 = pg)? pue(1 — pug) '

. 9" (pe) (e — p) (L= 2p0)d (s o) 9" (o) 3(ye — 1) (1 — 241) ¢
Yo' () (1 — )2 9 (11e) pi(l— )t g ()

|

(3.17)
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Definindo

_— 1 2(ye +1 — 1) _ 3
RN PTIAIE { 17 (1 — pae)? [d(‘%’ pe) pi (1 — ut)Q]
o 2d(ys ) N 9" () [
20— 1) [(ye — pe) (1 = 2p1¢) + 1] +3—g’(ut) [ :
(ye — pr) (1 — 2p1) 3 ) (e = p)d (v ,ut):|

pi (1= pue)? (d(yt;m) M ICEE pe(1 — pur)

=y — v |9 ) o (9 () 2120y — ) (1 — 2p)
o [g’(ut) ’ (g’(ut)) ] Ty

2(ye — pe) (1 = 2q1)*d(ye; p1e) n (yr — p1e)d" (Y5 put) }

+

(1 — p)? pe(1 = pur) (3.18)

vemos que a equagao (3.15) pode ser reescrita da seguinte forma:

0]—0l55(0));; 1 <& i
# = _;;Itixt]’xtr%'

Matricialmente, temos que

O—lgs(®)] 1 . ~
5 - X XQX, (3.19)

sendo

X, = diag{zi, ..., T}, (3.20)

de modo que x4, corresponde ao (t,r)-ésimo elemento da matriz X, comt =1,...,ne
r=1,...,p e sendo

Q = diag{d,....d.}, (3.21)

em que G; ¢ dado em (3.18).
Agora, da equagao (2.14), sabemos que

N " 1
[—lo25(0)]; = _thmxm (3.22)

t=1

entao,
Atles®) i{ ;] |
0B, ;3@» Urem) R

- “ (0 1 of, 1 |
= - {357« {g’(ut)] Jet 9B, g' (1) } o

t=1
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Observamos que

of; _ 1z {u (e — 1) (1 — 2p00)d(yy; 1)
oJeR (02)2 g/ (1r) p7 (1 — pae)?
n 3(ye — pe) (L —2p10)  (ye — pe)d (5 p1e)
pi (1 — pe)? pue(1 = )
9 { 1 } _ )
0B, |9 (e) " (e)?
Assim,
o, vy e [ g ) (e ) (= 2 d(yes )
95, {f gw] (029 ()P [(yt B ) 12— 1)?
L 30— ) (= 20) (e = p)d (i) ]
pg (1 — ) pe (1 — pag) i
Definindo,
~ 1 e ) (e = ) (L= 240)d(ys; )
SRR PRIE [@f B ) 21— )?
3(% - Mt)(l - Q,Ut) _ (yt - Mt)d/(ytS ,Ut) u
" pi (1 — )t pe(1 — pur) - t] 7
temos que
O[—0,25(0)]; i _
—[ aﬁi( ) = - ; TtiTtrGt-

Escrevendo em forma matricial, obtemos

9[—lo25(0)] T
A7 0N _ 57X, X, 2
95, g (3.23)
em que, g = (g1,...,9,) . Podemos notar que
013,20 -
——= = -X'X,g. .24
95, g (3.24)
Finalmente, temos de (2.18) que
—lyp2p2(0) = —tr(D)

= =) d, (3.25)
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em que d; é definido em (2.17). Entao,

O[—l,2,2(0)] B i od,

95 2 9B,
zn: 1 d'(ye; pe)
- —xtr
(e)
= —ZCZtﬂftra
t=1
sendo d; definido por
7 1 d’(?Jt%Mt)
dy = - 2\3 o/ :
(@2)® g'(u)
Podemos observar que
Ol 242(0)]

o = —tr(X,D), (3.26)

em que, D = diag{a?l, . ,Jn}

Agora, vamos seguir derivando as entradas de —(g3(8), —ly25(0), —l3452(0) € —Ly2,2(0)
em relagao a o2, Logo, de (3.14), (3.22) e (3.25), obtemos que

3[—%259)]@ Tride, (3.27)
O—ly2s(0)]i 2~ Ty
T T e 2 2

Ol—ly22(0)] O >
do?  Jo? <_Zdt)

= =) a (3.29)

em que ¢; é definido por
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Portanto, a partir das expressoes (3.27), (3.28) e (3.29), podemos definir, respectivamente,

as seguintes matrizes:

O-lss0)] _ 1
- XX, (3.30)
8[_%;[23(0)] _ % TrY. (3_31)
a[—éng(m] G (3.32)
0o
em que C' = diag{cy,...,c,} e com, d[—{3,2(8)]/do?® = (2/0>) X Tf.

Dessa forma, a partir de (3.19), (3.23), (3.24), (3.26), (3.30), (3.31) e (3.32), obtemos,

finalmente, as seguintes matrizes:

0—lp(0)] | —LZX'X,QX -XTX.g
o5, [ -g' X, X —tr(er))] (3:33)
(S}
Ol—los(0)] X QX ZXTTS
do? B [ 27X —tx(0) (3:34)

Analogamente, vamos derivar cada entrada da matriz A(0), entdo, de (2.24), sabemos
que a (7,t)-ésima entrada de Ag(@), comi=1,....,pet=1,...,n, é dada por

Aol = 5o = pJu—

assim, derivando [Ag(0)];;, em relagdo a 3, com r = 1,...,p e em relagio a o2, obtemos,
respectivamente, os seguintes resultados:

o050 1 a{ 1 }
O, T 2, (v Mt)utg’(ut)
1
= gxtixtr(k
e
A 0 [1, 1
90T T B2 [l T MGy
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Matricialmente, temos

As(0) 1 ¢
'7£7__ SXTQx, (3.35)
Qggégﬂ = X'L, (3.36)

em que L = diag{ly,...,l,}, com

Finalmente, por (2.25), sabemos que a t-ésima entrada do vetor A,2(0) é dada por

—0? + d(ye; )

Age =
[ o (0)]75 2(0’2)2 )
em que t = 1,...,n. Facilmente vemos que, derivando [A,2(0)]; em relagao a (,, com
r=1,...,p, obtemos
0|A,2(0 1
—[ 2( )]t = ft—, Tip-
OB, 9'(11t)
Matricialmente, temos que
0[A2(6)] T
= TX,. 3.37

Agora, derivando [A,2(0)];, em relacao a o2, temos

0[A,2(0)]; _ 0 {—02 + d(yy; ,ut)]
Oo? Odo? 2(02)?
1 dys )
2(0-2)2 (0-2)3
= dt7
Entao,
ﬂ%im]:(mww%f:d (3.38)

Dessa forma, a partir de (3.35), (3.36), (3.37) e (3.38), obtemos as matrizes

O[A(6)]
a/67'

LXTQX,
f'TX,

(3.39)
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oam) [ xTL
ol [xn] -

Apos obtermos essas matrizes, vamos dar continuidade a estimacao da matriz J;(6.). De

acordo com as expressoes (3.13) e (3.12), temos que

Mol _ 2{a%5£0>[_é-00<9)]_1A(9)MT(@)WM)
+AT(9)[—@99(0)]_1 a?ﬁ(f) } (3.41)
8[HLD(60)] . 2{aAT(e)[_£09<9)]_1A(0)+AT(0)WA<0>
do? do? do*
AT (0) () 21 } , (3.42)
em que
% _ _[—égo(e)]—l%gf(m[—%ew)]”
O~low@)) " i o aOle®)] o
ST = (@) S e (6)]7

cujas matrizes A(8), [—Cpg(0)], d[—los(0)]/0,, O[—Lg(0)]/00?, O[A(8)]/Df, e D[A(8)]/Dc?
dadas por (2.26), (3.10), (3.33), (3.34), (3.39) e (3.40), respectivamente, sendo essas ma-

~

trizes avaliadas em 0 = 0.

Assim, pela equacao (3.11), temos que um estimador consistente para a matriz .J;(0.) fica
dado por

[ OHLpso)\ ]
tr( 5 0 )

Jl( ¢ O[HLp(50)] ’
Ir 9By
tr O[HLD(50)]

=
I

002

avaliada em 6 = 6.
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Seguindo, temos agora que um estimador consistente para h(y; 0.), definida em (3.7), é
dado por

~ ~ -1

Myi®) = 200{A®) " [aa](0) - BO)}

—mr{/uéy*

Portanto, o estimador consistente de k(y;; 6,) fica definido por

52,(6)
9000

0-0

—~ —~ ~ T

Ky ) = h(y:0)+J,(8) A®) A,@0). (3.44)

Dessa forma, para testar se o ajuste do modelo de regressao simplex é adequado para o
conjunto de dados, devemos testar as hipoteses

H()Z/\O = Q(p—l-l),
Hy:ho # 2(p+1),

cuja estatistica de teste, sob a hipotese Hy, serd dada por

Un _ n1/2 [Z?zl Cft — 2<p + 1)]’ (345)

Sk,c

em que, Y1 Cy, = 2A7T(0)[—lge(8)] 1 A(B), avaliada em & = 8y, com A(8) e [—lgs(0)]
dadas por (2.26) e (3.10), respectivamente, e 3%,0 corresponde a variancia amostral de

-~

k(y; 0), dado em (3.44).

3.3 O Teste para o Modelo Simplex Com Dispersao Va-
riavel

Considerando agora o modelo de regressao simplex, no caso em que o parametro de
dispersao é variavel, cujo logaritmo da verossimilhanca é definido por (2.29). Nesse caso,
a partir de (2.34), (2.37) e (2.42), segue que a matriz de informacao observada fica dada

por

~XTYQX -X'TFHZ

~®) = | _rrpux  _zTDz

, (3.46)
e a matriz A(0) é definida por (2.44), em que 8 = (8", ") ".

Assim como para o caso com dispersao fixa, apds obter o estimador de maxima verossi-
milhanga, €, de 6", podemos obter os estimadores consistentes de A(6,) e B(0,) e antes

de estimar a matriz .J;(6,), precisamos obter as derivadas das matrizes —lgy(0) e A(8).
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Dessa forma, inicialmente, vamos derivar as entradas de —@'99(0) em relacao a ., com
r=1,...,p. Logo, da equagao (2.33), temos que

[~las(0))y; = —Z Rl (3.47)

Similarmente ao caso com dispersao fixa, precisamos derivar ¢;, em relacdo a f3,, cuja
derivada é dada por (3.17). Segue que

o|—/
[g—gr —Z Sﬂtzxt]iﬁtera

em que G; ¢ dado em (3.18). Em forma matricial, resultamos em

0—l3s(0)] T v

em que X,, X e Q sdo definidos, respectivamente, por (3.20), (2.30) e (3.21).
A partir da equagao (2.36), sabemos que

n

i 1 Tt; Ztj
—.5(0)];; = ——u - I 3.49
[ ’YB( )] J ,LZI (0t2>2 t(yt Iut)g,(,ut) h,(()_tg) ( )
entao,
O[—1,5(0)];; S { I oz wyoe [ 9" (pe) | (ye — pue)d (ys; p1e)
_ Y = — u +
05, ; R D o P [ ™ ) (1 — )
v 30— ) = 20 (g = p) (1= 2p0)d(yes ) ut} }
pA (L — pg) (1 — py)?
= - Z 2t L Lgr Mg,
—1
com my definido por
1 9" (1) (e — pre)d (e p1e)
m; = — )u
" @)Y )P [@“ P ) T — )
N 3(yr — pue) (1= 2p1) | (ye — pe) (1 — 2p0)d(ys; ir) b
(L — g ) p7 (1 — pu)?
Assim, colocando em forma matricial, obtemos
=l _yrx mix, (3.50)

9B,

em que M = diag{my,...,m,}.
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Facilmente vemos que,
0[—{5,(8)] T
—= = —X'X,MZ. 3.51
95, (351
Finalmente, da equagao (2.41), temos que
[~0n 0]y = = dizz, (3.52)
i=1
em que d; é dado por (2.40). Entao, é facil ver que
8[_éw(0)]ij _ _i{_d(yﬁ/it) {i_i_lh”(ag)} Ter 2524
9pr —~ | (07)* Lot 2W(07)] g' () [W(o?)]?
= - Z StTrZtj2ti
t=1
com s; definido por
—d(ys ) [ 1 11'(07) 1
S = ——— |—+ = .
t (02)? Lot = 2M(0f)] g'(u)W (o))
Em forma matricial, temos
0[—(,,(0
% _ _77X,57, (3.53)

em que S = diag{sy,..., s, }.

Seguiremos agora, derivando as expressoes (3.47), (3.49) e (3.52), em relacdo a s com

s=1,...,q, entao,
0[—ls5(0)); - 0 (1
0. = ; TtiTt;qt E Ut2
— T 62 1 (0)
= Z T4i X150t Zts
t=1
e
0[—L,5(0)];; —~ 0 [ 1 Ty 2 }
L R L S — J— —_—U .
o, 2 5y o ) T o)

u 3 % 1 Tty
- ; {3_% [ft h’(a?)} 9’(Mt)} ’

(3.54)

(3.55)
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em que o; é denotado por

e fi é definido por (2.38). Dessa forma, sabendo que

aft*_ 2 Zts 0 1 B h' (o)
oy, ~ et Ty a_%[h«o—z)]“[h'(o—%)]f“’

temos entao que,

s [ft W (o7 >] - [é“t(%‘“t*ggg; } [hf(zé%lz'

Portanto, de (3.55), verificamos que

o - e [ 2]

= — Z Ty 245 %Mt (3.56)

em que n; é dado por por

1 L1 W(o2) 2
™S ) DR R ’“)[h(az) a}

Agora, derivando (3.52) em relagao a 75, com s = 1,...,¢q, temos
8[%# Zn:zt]zm (a—d:) , (3.57)
em que
ody {_ 1 3d(ys )  30"(0}) { I d(?Jt;ﬂt)]
0 (et L (o7)®  (o})* W(of) [2(a7)*  (0F)?
" 2 " 2
+ 3 {ep | e}

Denotando,
= 1 {_ o 3d(y; pie) _ 3n"(c?) [ I d(yt;ut)}
(0?)*  (of)! W(o?) [2(07)*  (0F)?

o[, - e, )
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temos que (3.57) fica dada por

0. (0], n _
i 5;( 2l = - Z 24§24 %Dt (3.58)
s t=1

Dessa forma, a partir das expressoes (3.54), (3.56) e (3.58), obtemos, respectivamente, as

seguintes matrizes:

w - —_X'72.0X (3.59)
afys S ) *
I R P (3.60)
8’7/8 S Y M
[§]
Atn®) _ yrypy (3.61)
878 S ) N

em que O = diag{oy,...,0,}, N = diag{ny,...,n,} e P = diag{p1,...,pn} e sendo
Zs = diag{z1s, - - -, Zns }, de modo que z, corresponde ao (t, s)-ésimo elemento da matriz
Z,comt=1,....nes=1,...,q e lembrando que 8[—@57(0)]/8% = - XT"ZNZ.

A partir de (3.48), (3.50), (3.51), (3.53), (3.59), (3.60), (3.61) podemos definir as matrizes

O]9y (0)] ~XTX, 20X —-X'X,MZ (362)
dB, | —ZTX,MX -Z7X,8Z '
e
A[—Lgy(0)] -X"2,0X -X"Z,NZ
SANILUASEE g . (3.63)
s ~-ZVZNX -Z'Z,PZ

Prosseguindo, vamos obter as derivadas da matriz A(0). Inicialmente, derivamos a (i, t)-
ésima entrada de Ag(@), em relagao a f,, comr=1,...,pea, com s =1,...,q, logo,

obtivemos que

I[As(0)]; 1

a—ﬁrt = U—tgiUtifEtrCIt
e

s g () I (0F)

= THResTe,
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com 7 definindo como

Assim, seja R = diag{ry,...,r,} e baseando-se nas derivadas de [Az(0)];; em relagao a
B, e a vs, podemos obter, respectivamente, as matrizes

0As0)] _ 7

aﬁﬁr = X'X,2Q (3.64)
0lAs(0)] _

# - X'ZR. (3.65)

Prosseguindo, facilmente vemos que, derivando [A,(0)];;, em relagdo a (., com r =

1,...,peem relacao a s, com s = 1,...,q, temos, respectivamente,
0B, "1 (07) g' ()

e
0|A,(0)]; .

Matricialmente, obtemos

olA,0)] _ 7

55 — 2R (3.66)
olA0)] _ 7
—5 - = 74D, (3.67)

Assim, a partir de (3.64), (3.65), (3.66) e (3.67), podemos finalmente definir as matrizes

A[A(O)] XTX,Q
OB, ZTX.R (3.68)
e
o[A0)] | XTZR
s | Z'zD | (3.69)
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Obtidas essas matrizes, seguimos com o objetivo de obter um estimador da matriz .J (6.).

Nesse caso, temos que

Mol _ 2{(%8550)[—@99(9)]IA(0)+AT(0)—8[_%05(?)]_ A®)
+aTO) (o) 75 ) (3.70)
IHrpwy)) OAT(0) o o Ol —Lop(0)] !
Aio] _ 2{ S OIRINORFNI R NG
+aTO) (o) 75} )
em que
G . 5 0l (0)], O
~ o5 —[—490(0)] 8—@[_%9(0)]
O[—leo(0)] 71 5 0 lge(0)], 5 O
0. ) a—%[—ﬁee(e)] ,

de forma que, nesse caso, as matrizes A(8), [—lgg(0)], O[—Loy(0)]/0Br, O[—Lo6(0)]/D7s,
J[A(0)]/0B, e O]A(0)]/0s sdo dadas, respectivamente, por (2.44), (3.46), (3.62), (3.63),
(3.68) e (3.69) todas essas matrizes avaliadas em 0 = 6.

Finalmente, temos que um estimador consistente para a matriz J;(6,) é dado por

[ AHrp\ ]
tr (—%1 0 )

tr 3[Hgg<5o>]
Jl( ) = 8[HLDP(50>] ? (3'72)

tr o

D)

tr (3[HLD(5Q>])
Oq

avaliada em 6 = 6.
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Logo, um estimador consistente para h(y; 6,), fica dado por

~

hyi®) = 2u{a®) " [a0]0) - BO)}

. {A(/é)—l 82&(9)

— A(8)

LA
0000" |5 5

e o estimador consistente de k(y;; 0,) fica dado por

—~ —~ ~T o~

k(y: ) = h(y:0)+.J1(8) A®) A,@0). (3.74)

Assim, para testar se o ajuste do modelo de regressao simplex com dispersao variavel é
adequado para o conjunto de dados, devemos testar as hipoteses

Hy: )Xo = 2(p+q),
H1:>\0 7é 2(p+Q)a

cuja estatistica de teste, sob a hipotese Hj, serd dada por

U, = n!/? {Z?:l Cft - 2(]9 + Q)]’ (375)

Sk,c

em que, y . Cp, = QAT(E)[—Z%@)]*A(B), avaliada em & = &g, com A(0) e [—lpo(0)]
dadas por (2.44) e (3.46), respectivamente, e 3%76 corresponde a variancia amostral de
k(y; 0.), dada por (3.74).



Capitulo 4
Avaliacao Numérica dos Testes

Tendo como objetivo avaliar o desempenho dos testes desenvolvidos nesse trabalho, foram
realizadas simulacoes de Monte Carlo com Ry;c = 5000 réplicas.

Procuramos observar o desempenho dos testes propostos sob alguns tipos de erros de
especificacao: quando os dados sao gerados de uma distribuicao diferente da simplex,
quando assumimos que o parametro de dispersao é fixo quando na verdade é variavel ou

quando sao omitidas covariaveis durante o ajuste.

A funcao de ligacao usada nesse estudo foi a logito, dada por

g(m) = 1og<1“t > (4.1)

M
Logo, podemos facilmente verificar que derivando (4.1) em relagao a y; obtemos

1

AT (42)

g () =

Seguindo, obtemos que as derivadas segunda e terceira sao dadas, respectivamente, por

" _(1 _ zlut)
) = ) (4.3)
' p7 (1 — pg)?
e
" (1 B “t)z _ :ut(l B 2:ut)
9" () = —2 (4.4)
g (1= pe)?
Assim, seja y1,vs, - - ., Y, uma amostra de n variaveis aleatérias independentes, cuja média
de y;, com t = 1,..., n, satisfaz a relagao (4.1), de forma que
9(e) = Br+ Porig + Bsxy3 + Bates + B5ays. (4.5)

75
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Consideramos quatro covariaveis em cada caso de estudo, que foram geradas de distribui-
coes diferentes e permaneceram fixas durante toda a simulacao.
Além disso, foram considerados os tamanhos amostrais n = 40, 80 e 120, em que a prin-
cipio sao geradas 40 observagoes das covariaveis xy, com ¢ = 2, ..., 5, e em seguida esses
valores sao replicados duas e trés vezes, obtendo-se assim n = 80 e n = 120, respectiva-
mente. Esse procedimento de replicacao dos valores de covariaveis é usado para garantir
que o grau de heterogeneidade da dispersao permaneca fixo a medida que o tamanho da
amostra aumenta. Esse grau de heterogeneidade da dispersao é comumente medido por
max (o7)
A= S (4.6)
Sin (07)
Podemos observar que se o parametro de dispersao ¢ fixo, ou seja o2 é 0 mesmo para todo
t, entao A = 1.

4.1 Avaliacao do Teste para o Modelo Simplex com Dis-

persao Fixa

A principio realizamos um estudo referente ao célculo do tamanho do teste, em que
utilizamos o fato que, sob a hipotese do modelo ajustado estd adequado, temos que a
estatistica U, converge em distribuicao para uma normal padrao. Logo, desenvolvemos

um programa em 0x com a seguinte metodologia:
1. fixamos os valores dos parametros [31, 32, 33, B4 € B35 e também de 02 e o
2. geramos x; ~ U(0,1), comt=1,...,40ei=2,...,5;
3. obtivemos py = €™ /(1 +€"), em que ny = Y 0, 4

4. iniciamos o laco de Monte Carlo, em que para cada réplica executamos as seguintes
tarefas:

e geramos uma amostra aleatoria yi, yo, . . ., y, de n variaveis aleatorias indepen-
dentes, em que cada y; ~ S~ (puy, 0?);

e obtivemos os estimadores [i; e 5> pelo método BFGS;

~

e calculamos a estatistica 7,,(0), definida em (3.4), sob a hipotese que Ay =
2(p + 1);

e calculamos s ., que corresponde ao estimador do desvio padrao de k(y:;0.),
definida por (3.6);

e obtivemos a estatistica U,, = Tn(a)/skﬁ;
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e verificamos se U, < —za/2 ou Uy, > 2aj2, €m que 242 € tal que P(Z > 2zq4)2) =
a/2, com Z ~ N(0,1).

5. estimamos os valores de «, como sendo o ntimero de estatisticas U,, cujos valores
estao contidos na regiao critica, estabelecida no item anterior, dividido pelo niimero
de réplicas de Monte Carlo.

Os valores dos parametros do modelo, ou seja, de (1, B2, B3, B4 € [5, foram estabelecidos
de forma que os valores de p; estejam distribuidos em trés diferentes intervalos: proximos
do zero, proximos de um e centrais (ou seja, proximos de 0,5), com isso, conseguimos
observar o comportamento do teste em trés diferentes situagoes. Assim, na Tabela 4.1
encontramos os valores que foram fixados para esses parametros e os intervalos que eles

proporcionaram para o parametro fi.

Tabela 4.1: Valores verdadeiros dos parametros ’s, fixados para estimar os tamanhos do teste.

b1 B2 B3 B Bs %

297 05 1,0 -18 065 | 1€ (0,019;0,147)
50 05 1,4 1,25 2,35 |y (0,205;0,386)
18 23 05 134 05 | u< (0,0030,095)

Dessa forma, foram utilizados trés niveis de significancia, o = 1%, 5% e 10%, além disso,
realizamos todo esse procedimento para o? = 0,5, 1,5, 4,0 e 16,0. Entao, na Tabela 4.2
sao apresentados os tamanhos do teste obtidos em todas essas situacoes.

Tabela 4.2: Tamanho do teste usando os quantis da distribuicao normal padrao.

1 € (0,019;0,147) 1 € (0,205; 0, 886) 1 € (0,903;0,995)

N o 05| 1,5 | 4,0 (16,0 0,5 | 1,5 | 4,0 [16,0| 0,5 | 1,5 | 4,0 |16,0| n
1% [15,78]17,34]20,02]27,06]19,60(25,58|34,52(51,12( 18,58 19,22|20,74|24,58
5%  |27.52|29.48|32.46|39,74|32,08|38,22|48.30(65,06|30,52|30, 72| 32,34/ 35,74 4°
10%  [35,24|37,58|40,46|47,74|38,84|46,08|55,98| 72,10|38,16|38,62|40,06 42,84
1% [10,10]12,04]17,22[31,00(11,14]17,08(26,56(44,04] 11,24]12,36( 13,62 19,82
5% |18,74|22,04|28,06|43,56|20,46|27,04(38.82|56,34|20 34|21, 74|23, 76| 30,92| &
10%  [26,44|28,74|35,72|50,84|28,48|35,78|46,74|63,86|27,04/28,80|31,10|38,36
1% | 7,60 | 9,34 [13,66]28,02] 9,12 [13,04]20,82(35,06] 7,78 | 8,68 |10,02|15,96
5% 14,70(17,00(23,80|40,44|17,40|22,74|32.06|47,42|15.96|16,90| 18,94| 26 58| 1 2°
10%  [20,90|23,88|30,26|47,66|23,48|30,60|40,08| 54,62|21,96|23,62|25,80|33,40

Observamos que os tamanhos estao bem acima dos valores nominais de «, principalmente
quando g assume valores centrais e quando o valor do parametro de dispersao é alto.
Também notamos que as estimativas do tamanho do teste vao diminuindo a medida que
o tamanho amostral aumenta, porém, isso ocorre muito lentamente.

Diante desse resultado, resolvemos investigar o comportamento da estatistica U, ou seja,
realizamos um pequeno estudo de simulagao para verificar se de fato, a distribuicao de U,
era proxima da normal padrao. Para isso geramos 1000 valores dessa estatistica, por meio
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de uma breve simulacao de Monte Carlo, para os trés tamanhos amostrais e utilizamos

os mesmos valores dos parametros presentes na Tabela 4.1. Fixamos apenas dois valores

para o parametro de dispersao, o2 = 0,5 e 02 = 16, para que possamos observar como a

distribuicao de U, se comporta quando esse parametro assume um valor baixo ou alto e

geramos xy; ~ U(0,1), comt =1,...,40 e i =2,...,5. Com os valores de U, fizemos os

histogramas que sao apresentados nas Figuras 4.1, 4.2 e 4.3.

Figura 4.1: Histogramas da estatistica U,, para diferentes cenarios de u e valores de o2 iguais a 0,5 e

16, respectivamente, para n = 40.

0.4
04

® ©

=7 pe(0,019;0,146) S 1 =(0,205 ; 0,886)
— 2 — 2 —
5 o 5 5

5 5

o =

= T T T T T T 1 = T T T T T

8 ] 4 2 0 2 4 6 4 -2 0 2 4
Un Un

04
04

0.3

e (0,019;0,146) u (0,205 0,886)

o?=16,0 o o'=160
8

f(Un)
02
f(Un)
f(Un)

01
01

0.0
0.0

Autoria propria.

Figura 4.2: Histogramas da estatistica U,, para diferentes cenarios de
16, respectivamente, para n = 80.
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Figura 4.3: Histogramas da estatistica U,, para diferentes cenarios de p e valores de o2 iguais a 0,5 e
16, respectivamente, para n = 120.
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Observamos que os histogramas referentes a 02 = 0,5 ajustaram-se melhor a curva da
normal padrio, com excecdo de quando n = 40. Porém, quando o? = 16, temos que a
distribuicao da estatistica difere bastante dessa curva, mesmo quando o tamanho amostral
é consideravelmente grande, isso implica que, para dados de uma distribuicao simplex
com parametro de dispersao alto, nao é adequado assumir que a estatistica U,, segue uma
distribuicao normal com média zero e variancia um.

Podemos observar que em todas as situacoes consideradas, a distribuicao da estatistica
U, apresenta assimetria, principalmente quando os dados possuem uma dispersao alta.
Provavelmente, os verdadeiros quantis da distribuicao de U, devem diferir bastante dos
quantis da distribuicao normal padrao. Dessa forma, os resultados do teste considerando
os quantis da distribuicao normal podem nao ser confiaveis.

Nas Figuras 4.4, 4.5 e 4.6 encontramos os graficos de qqplot’s usados para verificarmos a
normalidade de U,, sua metodologia consiste em confrontar os quantis empiricos de U,
obtidos a partir da amostra com os quantis teoricos da distribuicao normal padrao. Foram
considerados os mesmos valores da U,, usados na obtencao dos histogramas.

Observamos ainda, a presenca de uma reta, comumente chamada de ggpline ou linha de
normalidade. Os pontos devem ficar alinhados em torno dessa linha caso a estatistica U,
siga uma distribui¢ao normal padrao.

Com base nas Figuras 4.4, 4.5 e 4.6 observamos em todos os tamanhos amostrais consi-
derados, que apenas para os quantis da normal concentrados em torno do zero, os pontos
encontram-se sobre a linha. Assim, apenas para valores bem pequenos da estatistica U,

a suposicao de normalidade torna-se plausivel.
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Figura 4.4: Graficos ggplot’s da distribuicio de U, para diferentes cenérios de p e valores de o2 iguais
a 0,5 e 16, respectivamente, para n = 40.
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Figura 4.5: Graficos ggplot’s da distribuicio de U, para diferentes cenarios de p e valores de o2 iguais
a 0,5 e 16, respectivamente, para n = 80.
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Figura 4.6: Gréaficos ggplot’s da distribuicio de U, para diferentes cenarios de p e valores de o2 iguais
a 0,5 e 16, respectivamente, para n = 120.
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Além desses graficos, procuramos avaliar também algumas medidas, consideradas impor-
tantes na caracterizacao de uma distribuicao de probabilidade. Sabemos que no caso da
distribuicao normal padrao, a média, a variancia, a curtose e o coeficiente de assimetria
dever ser iguais a zero, um, trés e zero, respectivamente. Logo, baseando-se nos 1000
valores gerados para a estatistica U, procuramos estimar essas medidas, na Tabela 4.3
encontramos os valores obtidos.

Tabela 4.3: Estimativas dos valores de algumas medidas caracteristicas da distribuicdo de U,, para
n = 40, 80 e 120.

1 € (0,019;0,147) € (0,205;0, 886) 1 € (0,903;0,995)
o2 |Média|Variancia|Curtose | Assimetria|Meédia | Variancia|Curtose | Assimetria| Média|Variancia| Curtose | Assimetria| n
0,5 (-0,994| 2,464 3,459 -0,289 [-1,170| 2,624 2,899 -0,242  [-1,159| 2,715 3,694 -0,519
16,0(-1,803| 2,381 | 6,481 | -1,130 |-3,003| 3,861 | 4,173 | -0,961 |-1,591| 2,762 | 3,500 | -0,685 40
0,5(-0,654| 1,971 3,063 -0,488 [-0,768| 1,905 3,243 -0,424 1-0,809| 2,112 3,072 -0,441
16,0(-1,795| 3,026 3,828 -0,602 [-2,457| 3,641 4,290 -0,711  |-1,324| 2,612 3,190 -0,443 80
0,51(-0,536| 1,661 3,370 -0,601 [-0,633| 1,745 3,184 -0,439 |-0,670| 1,851 3,542 -0,612
16,0|-1,574| 3,233 3,409 -0,571  [-1,968| 3,289 3,334 -0,464 [-1,105| 2,380 2,962 -0,431 120

Pela Tabela 4.3 vemos que, a média de U,, assume valores negativos e distantes de zero,
principalmente quando 0% = 16 e p € (0, 205;0,886), no caso da variancia, notamos que
em todas as situacgoes, seus valores estimados estao distantes de um. Para os valores
estimados da curtose, observamos que, com excecao dos casos em que o2 = 16, n = 40 e
p € (0,019;0,147) ou p € (0,205;0,886), ela assume valores proximos de trés. Por fim,
vemos também que a distribuicao de U,, apresenta certa assimetria a esquerda.

Dessa forma, procuramos realizar um estudo de simulacao considerando tamanhos amos-
trais bastante elevados, em que foram utilizados n = 500 e 1000. Trabalhamos com os
mesmos cendrios apresentados pela Tabela 4.1 e novamente fixamos apenas dois valores
para o parametro de dispersdo, 02 = 0,5 e 02 = 16. Nesse caso, foram geradas a principio
500 observagoes das covariaveis do modelo, de modo que, x;; ~ U(0,1), comt =1,...,500
e1=2,...,5, em seguida replicamos esses valores uma vez, obtendo-se entao n = 1000.
Geramos 1000 valores da estatistica U,, e obtemos os histogramas e graficos ggplot’s da
distribuicao de U,.

Avaliando os graficos da Figura 4.7 vemos um bom ajuste dos histogramas com a curva da
normal padrao, no entanto, pelos graficos qgplot’s temos que, embora o tamanho amostral
seja consideravelmente alto, a suposicao de normalidade da estatistica U, nao é adequada.
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Figura 4.7: Histogramas e graficos qgplot’s da estatistica U,, para diferentes cenarios de u, 02 = 0,5 e

n = 500.
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2

Quantis Tedricos da N(0,1)

= 16,0, em que notamos uma

certa assimetria na distribuicao de U,, tornando o ajuste da curva da normal padrao

inadequado, principalmente quando os valores de i estao proximos de zero. Essa conclusao

é reforcada quando observamos os graficos qqplot’s, também presentes na Figura 4.8.
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Figura 4.8: Histogramas e graficos ggplot’s da estatistica U, para diferentes cenarios de p, 02 = 16,0 e
n = 500.
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Na Figura 4.9 encontramos os histogramas e gréaficos ggplot’s da distribuicao de U, para
n = 1000. Observamos nesse caso, um ajuste ainda melhor dos histogramas com a curva da
normal padrao, entretanto, pelos graficos qgplot’s vemos que, embora o tamanho amostral
seja bastante elevado, a suposicao de normalidade da estatistica U, continua nao sendo
completamente adequada.
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Figura 4.9: Histogramas e graficos qgplot’s da estatistica U,, para diferentes cenarios de u, 02 = 0,5 e

n = 1000.
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1 e (0,153; 0,928)
6°=05
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e (0,827; 0,996)
6°=0,5

Quantis Tedricos da N(0,1)

Fonte: Autoria proépria.

Para a situacao em que o? = 16,0 e n = 1000, observamos na Figura 4.10 uma leve

melhora no ajuste da curva da normal padrao com os histogramas, quando comparamos
com os graficos com o2 = 16,0 e tamanhos amostrais menores.

Entretanto, os graficos ggplot’s ainda mostram que a suposicao de normalidade da es-
tatistica U, nao ¢ adequada. Logo, podemos concluir por fim, que, para dados de uma
distribuicao simplex com alta dispersao, nao é aconselhavel assumir que a estatistica
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U, segue uma distribuicao aproximadamente normal padrao, mesmo que o tamanho da

amostra utilizado seja relativamente grande.

Figura 4.10: Histogramas e graficos gqplot’s da estatistica U,, para diferentes cenarios de p, o2 = 16,0

e n = 1000.

f(un)

f(un)
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Pela Tabela 4.4 vemos que, para o
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0.0

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

ne(0,015; 0,225)
6°=16,0

Quantis Empiricos de Un

1 (0,153; 0,928)
52=16,0

Un

w e (0,015; 0,225)
>=16,0

Quantis Empiricos de Un
2
1

& -

1 (0,827; 0,996)
°=16,0

e (0,153; 0,928)
>=16,0

Quantis Tedricos da N(0,1)

Quantis Empiricos de Un

n e (0,827; 0,996)
*>=16,0

Fonte: Autoria prépria.

2

Quantis Tedricos da N(0,1)

= 0,5 a média e o coeficiente de assimetria da

distribuicao de U, estao proximos de zero, porém, seus valores tendem a serem negativos,

indicando que a distribuicao de U,, é assimétrica a esquerda. Entretanto, vemos que a
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variancia torna-se mais proxima de um e a curtose proxima de trés.
No entanto, para o2 = 16,0, observamos que os valores estimados de todas as medidas
estao distantes dos valores referentes a distribui¢ao normal padrao, refor¢cando a conclusao

2

de que, para altos valores de o° a distribuicao de U,, nao possui uma boa aderéncia a

distribuicao normal padrao.

Tabela 4.4: Estimativas dos valores de algumas medidas caracteristicas da distribuicao de U,, para
n = 500 e n = 1000.

€ (0,015; 0, 225) w € (0,153;0,928) € (0,827:0,996)
2

o® |Média|Variancia|Curtose|Assimetria|Meédia|Variancia|Curtose|Assimetria|Média|Variancia|Curtose| Assimetria| n

0,5[-0,284| 1,109 | 3,447 | -0,568 |-0,302| 1,132 | 3,106 | -0,507 |-0,329| 1,183 | 3,129 | -0,469

16,0[-0,767| 1,782 | 3129 | -0476 |-0867| 1,890 | 4472 | -0932 |-0584| 1545 | 4405 | -0712 |°%

0,5(-0,193| 1,083 | 3,247 | -0,462 |-0,244| 1,066 | 2,952 | -0,377 |-0,269| 1,208 | 3,482 | -0,679

16,0(-0542| 1411 | 3417 | -0641 |-0632| 1,380 | 3,378 | -0,610 |-0451| 1,431 | 3,772 | -0,743 |10

Buscando avaliar o poder do teste em identificar o erro de especificacao relativo a distri-
buicao da variavel resposta, geramos dados com base na distribuicao beta, competidora
direta da simplex no intervalo (0, 1).

Seguimos com o método de simulacao utilizado para o calculo do tamanho do testes,
porém agora, os valores da amostra aleatoéria yi,¥s,...,y, sao gerados de n variaveis
aleatorias independentes, com distribuicao beta de média p; e parametro de precisao ¢.
Entretanto, calculamos a estatistica U,, como se os dados fossem provenientes de uma
distribuicao simplex de parametros p; e 2. Fixamos ¢ = 40 e apresentamos na Tabela
4.5 os valores que foram fixados para os (’s e os respectivos intervalos para o parametro
p. Geramos zy; ~ U(0,1), comt=1,...,40 e i =2,...,5.

O procedimento de gerar valores da distribuicao beta e estimar os parametros por uma
simplex, pode acarretar em uma certa demora no processo de simulacao, ou até mesmo a
falta de convergéncia, a depender dos valores fixados para os parametros, especialmente
do parametro ¢. Por esse motivo, buscamos fixar outros valores para os parametros do
modelo, diferentes dos que foram fixados para o tamanho do teste, porém sem se afastar
muito das situagoes antes consideradas.

Tabela 4.5: Valores verdadeiros dos parametros f3’s, fixados para calcular o poder do teste, gerando
dados da distribuicao beta.

B B2 B3 Bs  Ps 7

14 0,7 04 0,9 -15 | e (0,014;0,130)
10 1,0 -1,0 L1 15 | ue(0,225,0,853)
18 1,1 03 1,01 09 | e (0,902;0,990)

Pela Tabela 4.6 podemos observar que o teste, nesse caso, possui poderes muito baixos,
principalmente quando os valores da média estao no intervalo (0, 225;0,853) e o tamanho
da amostra e o nivel de significancia do teste sao baixos. Notamos também, que em cada
situacao de p, ndo existe mudanca no poder do teste nos diferentes valores de o2.



Capitulo 4. Avaliacao Numérica dos Testes

87

Tabela 4.6: Poder do teste para o modelo simplex com dispersao fixa, quando os dados sao gerados da

distribuicao beta.

1€ (0,014;0,130)

1 € (0,225;0,853)

1 € (0,902;0,990)

> 0,5|1,5|4,0[16,0/0,5|1,5|4,016,0| 0,5 | 1,5 | 4,0 [16,0| n

1%  [13,10]12,96]13,12]13,10(10,06/10,06]10,06(10,06(19,10[19,10|19,10/19,10

5% |19,94]19,88|20,00/20,06/20,30|20,30|20,30(20,30|27.,00|26,84| 26 84| 26,84| ¥
10%  [25,32|25,44|25,50|25,56|28,70|28,70(28,70(28,70|32,42|32,12|32,12| 32,12

1% [21,62]21,70(21,70(21,68| 4,00 | 4,00 | 4,00 | 4,00 [34,82(34,78|34,76|34,76

5% |38,34|38,44|38,44|38,42|13.92|13.02(13.92|13.92|50,76|50,82| 50,84| 50,84| &
10%  |49,10(49,22(49,24|49,22(23.86(23,86|23,86|23,86|61,04|61,14|61,12|61,12

1%  126,20(26,28|26,28]26,28] 3,42 | 3,42 | 3,42 | 3,42 [42,62(42,60[42,60(42,60

5% |48,12|18,28|48,26|48,24|14,06|14,06|14,06|14,06|63,20|63,18|63,15| 63, 18| 1 2°
10%  [62,36]62,48/62,50(62,48|25,68|25,68|25,68|25,68| 75,00/ 75,00|75,00|75,00

Diante do fato que a distribuicao de U,, nao tem uma boa aderéncia a distribuicao normal

padrao e comprometendo o desempenho do teste baseado nos quatis desta distribuicao,

propomos utilizar os quantis empiricos da distribuicao de U,,, obtidos via método bootstrap

paramétrico, tanto para obter o tamanho quanto o poder do teste.

4.1.1 Avaliacao do Teste Usando Quantis Bootstrap

Desenvolvemos a simulacao de Monte Carlo para calcular o tamanho e também o poder

do teste em detectar a ma especificacao do modelo quando geramos dados com base na

distribuicao beta e ajustamos o modelo simplex, baseando-se na seguinte metodologia:

1. fixamos os valores dos parametros 31, 32, 33, 31 € 35 e também de ¢, 02 e a;

2. geramos x; ~ U(0,1), comt=1,...,40ei=2,...,5;

3. obtivemos p; = €™ /(1 +€"), em que ny = Y 0, x4 ;;

4. iniciamos o laco de Monte Carlo, em que para cada réplica executamos as seguintes

tarefas:

e geramos uma amostra aleatoria yi1, 12, - - .

, Y1n de m varidveis aleatorias inde-

pendentes, em que cada yy; ~ S~ (s, 02) e obtemos os estimadores jiy; e 61>
pelo método BFGS;

e geramos uma amostra aleatoria ys1, Y29, . . .

, Yo, de m varidveis aleatorias inde-

pendentes, em que cada ya; ~ B(ju, ¢) e obtemos os estimadores fig; € &° pelo
método BFGS;

e pela amostra yi1, Y12, - -

que A\g = 2(p+ 1) e calculamos s 1;

e obtivemos a estatistica U,;; = Tnl(a)/sk,c’l;

., Y1n, calculamos a estatistica T, (5), sob a hipotese
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e pela amostra o1, Yoo, - - ., Y2n, calculamos a estatistica Tng(/é), sob a hipotese

que \g = 2(p+ 1) e calculamos sg .. o;
e obtivemos a estatistica U,y = TnZ(/é)/sk,c,Q;

e iniciamos o lago bootstrap, em que para cada réplica (b = 1,...,500), realizamos

as seguintes tarefas:

(i) geramos uma amostra aleatoria (v, ¥y, - - -, Yg,) de n variaveis aleatorias
independentes, em que cada yp; ~ S~ (fi1, 01°);
(ii) obtivemos a estatistica U}, = ;n(ﬁ)/s;,c,b, em que T}, (6) e Sk.c.p S0 Obti-
dos da amostra bootstrap (Yiy, Ysos - - - Ypn);
e calculamos os quantis empiricos de ordem «/2, denotados por ¢; e g2, a partir

das B réplicas de Uy ;

e verificamos se U,; < ¢; ou Uy, > g2 e também se U,s < g1 ou Us, > qo;

5. calculamos o niimero de estatisticas U,,; cujos valores estao contidos na regiao critica
e dividimos pelo nimero de réplicas de Monte Carlo, assim estimamos o tamanho
do teste, em seguida realizamos esse mesmo procedimento para as estatistica U,q,

nesse caso, estimamos o poder do teste.

Na Tabela 4.7 encontramos os tamanhos do teste quando utilizamos os quantis empiricos
via método bootstrap paramétrico, podemos notar que os valores obtidos estao bastante

proximos dos valores nominais.

Tabela 4.7: Tamanho do teste utilizando quantis bootstrap.

1 € (0,014;0,130) 1 € (0,225;0,853) 1 € (0,902;0,990)

> o® 05| 1,5 | 4,0(16,0]0,5| 1,5 | 4,0 16,0/ 0,5 | 1,5 | 4,0 |16,0| n
1% [1,36]1,34 1,16 | 1,26 | 1,66 | 1,66 | 1,36 | 1,24] 1,24 ] 1,38 | 1,16 1,12
5% 4,92 |5,44 (5,58 |4,72| 5,42 | 5,54 | 5,26 | 5,68 | 5,36 | 5,94 | 4,86 | 4,72 40
10% | 9,88 | 9,98 |10,16| 9,36 |10,72|10,12(10,50(10,74|10,22|10,36| 9,66 | 9,70
1% [1,34]136] 1,72 1,34 1,42 1,22 1,52 1,56 | 1,42 ] 1,34 | 1,38 | 1,32
5% 5,06 512600552 542|584 (534574510598 | 526|538 |
10% | 9,84 | 9,72 |10,52|10,56|10,48|10,28|10,22(10,76| 9,62 |11,24/10,66/10,40
1% [1,28]1,22]1,16 1,44 |1,26|1,44]1,36]1,26]1,32] 1,24 1,42 1,30
5% 534|524 538560528542 | 548|542 562 560|540 526 |2
10%  [10,26]10,78/10,50|10,66|10,82|10,56(10,42|10,54|10,68| 10,48 10,64/ 9,98

Ressaltamos que, no caso em que estimamos o poder do teste, estamos calculando a
probabilidade de rejeitar a hipotese do ajuste estd adequado, quando isso de fato ocorre.
Os resultados obtidos encontram-se disponiveis na Tabela 4.8. Nessa tabela observamos
que o poder do teste é bem maior quando os valores de p estao concentrados nos extremos,
ou seja, proximos de zero ou um, embora para amostras de tamanho n = 40 e n = 80 esses
poderes ndo sdo muito altos, exceto quando o = 16,0. Além disso, notamos também que

o poder aumenta consideravelmente quando o = 10%.
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Quando os valores de p estao proximos de 0, 5, isto é, quando estao concentrados no centro
do intervalo (0, 1), vemos que mesmo quando o tamanho amostral e o valor de 02 sdo altos
e a = 10%, o poder do teste nao é tao alto. Sendo assim, para valores de p centrais as
distribuicoes beta e simplex apresentam comportamentos semelhantes, logo, nao seré facil

do teste identificar qual modelo ¢é o verdadeiro gerador dos dados.

Tabela 4.8: Poder do teste para o modelo simplex com dispersao fixa, quando os dados sao gerados da
distribuicao beta, utilizando quantis bootstrap .

1 € (0,014;0,130) 1 € (0,225;0,853) 1 € (0,902;0,990)

N o 0,5 1,5|4,0/(160 0,5 1,5|4,0[16,0/0,5|1,5|4,0|16,0| n

1% | 9,48 [11,34]12,70(24,34] 3,36 | 6,00 |15,08(37,36/15,84/16,28|17,50|28,36

5% |17,06]19,22|21,88|37,78|11,76(18,16|32,72|52,44/|24,86|25,52|27,72|41,38 40
10%  [23,26(25,92|30,20|48,08|20,42|28,90(42,04|60,34|31,36|32,56|34,78| 50,52

1% [28,44(28,06]27,82(34,92| 7,44 | 7,58 | 9,24 [21,76]42,66]40,84/40,38(44,22

5% |45,36|46,18|48,40|59.12|19.98|22.10(29.30|49.30|59.82|59,06| 58,26 | 64,60| &
10%  [56,94|58,26]60,90|71,22|31,38|35,34|44,02|62,42|68,82| 68,78 68,28 | 75,64

1% |43,50]42,42]42,70]40,84]11,62(11,68|11,50(15,54]58,72( 59,48 |58,52|56,00

5% |66.40(65,46(65,92(69.64|29.34|30,54|33.28|46.92|76 42| 77,16| 77 32| 78 82| 12
10%  |78,40|77,38|78,20|83,08|42,30(45,90|51,22|63,22|83,98|85,38|86,04/88,12

Agora, consideraremos outro tipo de erro de especificacdo: omissao de covariaveis. Con-

siderando o modelo com quatro covariaveis, de modo que
o 145~ U(0,1);
o 13~ LN(0,1)%x0,2;
e 1,4~ LN(0,1) x 0,45;
e x5 ~ Ber(0,2),

comt=1,...,40 e os valores fixados para os parametros do modelo foram os apresentados
pela Tabela 4.9. Portanto, temos que nesse caso os valores da variavel y foram geradas a
partir da distribuicao simplex, cuja média, p;, esta associada as quatros covariaveis, x;o,

T3, Tys € Tys, especificadas anteriormente.

Tabela 4.9: Valores verdadeiros dos parametros f’s, fixados para calcular o poder do teste, gerando
dados da distribuicao simplex com 4 covaridveis.

Br B2 B3 Bs Bs I

15 1,1 02 -1,1 -1,0 | € (0,002;0,139)
06 09 09 05 1,7 | ue (0,258 0,8068)
18 1,1 03 1,01 09 | e (0,893;0,998)

Entretanto, procuramos ajustar alguns modelos de regressao simplex para y, de forma
que omitimos algumas dessas covariaveis, consequentemente, baseando-se nos modelos

“erroneamente” ajustados, procuramos estimar os parametros da distribuicao e em seguida
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calcular o valor da estatistica U,, para assim, estimar via simulacao de Monte Carlo o
poder do teste para identificar a omissao dessas covariaveis.

Na Tabela 4.10 observamos que nos extremos, ou seja, para valores da média p; proximo
de zero ou um, o teste apresenta poderes consideravelmente altos, que vao diminuindo le-
vemente a medida que acrescentamos as covariaveis faltantes, o que é compreensivo, pois
dessa forma, o modelo vai tornando-se cada vez mais proximo ao verdadeiro, constituido
de quatro covariaveis. Porém, para valores de i, concentrados no intervalo (0, 258; 0, 868)
obtemos poderes muito baixos quando ajustamos os modelos com uma e com duas co-
variaveis. Entretanto, ao ajustar o modelo com trés covaridveis notamos um aumento
consideravel do poder do teste, principalmente para os niveis de significancia de 5% e
10%. Isso pode esta ocorrendo talvez devido ao fato que ao incluirmos a terceira co-
variavel, o modelo ajustado estima um cenario com os valores de p; muito distantes do
verdadeiro cendario ao qual ele de fato pertence, provocando assim, uma drastica mudanca
detectada pelo teste.

De fato, no cenario central, a associacao entre as distribui¢oes de probabilidades das qua-
tro covariaveis e seus respectivos coeficientes causam um cenario bastante complexo. E
possivel perceber que de fato a segunda covariavel associada ao seu coeficiente, apresenta
uma influéncia pequena no modelo, pois tem-se 0,9 x LN(0,1) x 0,2 = 0,18 x LN (0, 1).
Comparando o coeficiente 0, 18 com o coeficiente 0,9 da covariavel uniforme x;9, percebe-
mos que, provavelmente a combinacao de ;5 e seu coeficiente gere valores bem proximos
dos verdadeiros. O teste s6 consegue identificar a falta de uma varidvel quando xy €
incluida no modelo, pois as duas distribui¢oes lognormais juntas criam valores ajustados
muito distantes dos verdadeiros.

Também notamos que para valores de g nos extremos, o poder diminui & medida que
o valor da dispersao aumenta, enquanto que valores em torno de 0,5 o poder aumenta

quando o2 cresce.
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O 1ltimo tipo de ma especificagao que consideramos foi gerar os dados com dispersao
variavel e ajustar com dispersao fixa. Dessa forma, geramos valores da variavel resposta
y a partir do modelo de regressao simplex com dispersao variavel, em que a dispersao
satisfaz a relacao funcional dada por (2.28). Para o modelo da média p,, trabalhamos
com um conjunto de observacao geradas a partir de zy; ~ U(0,1), com i = 2,...,5 e
t=1,...,40 e os valores fixados para os parametros desse modelos estao na Tabela 4.11.

Tabela 4.11: Valores verdadeiros dos parametros 3’s, fixados para obter o poder do teste, gerando dados
de um modelo simplex com dispersao variavel e ajustando o modelo simplex com dispersao fixa.

B1 B2 B3 B4 Bs o

-1,4 -0,7 -0,7 -0,9 -1,0 | p€(0,019;0,144)
1,2 1,3 -0,9 1,0 1,0 | ue(0,223;0,796)
1,6 1,1 1,0 09 0,9 | ue(0,883;0,990)

Tendo como objetivo analisar o poder do teste para observacoes geradas sob diferentes
graus de heterogeneidade, optamos em utilizar cinco diferentes cenarios para o modelo
da dispersao, de modo que, em cada cenério acrescentamos uma nova covariavel que ira
provocar um aumento no grau de heterogeneidade e assim gerar valores de y de acordo com
cada grau, lembrando que definimos grau de heterogeneidade em (4.6) e representamos
essa medida por A.

Os cenarios considerados para a geracao dos dados foram:

o hi(07) =, para A = 1;

o hy(02) = 1 + Yoz, para A = 25, 86;

o h3(0}) =7 + Y222 + Y33, para X = 52,66;

o Ny(02) = 71 + Vo220 + V3213 + Va2, para A = 101, 86;

o h5(07) =71 + Y222 + V323 + Yazu + V525, para A = 145, 37,

comt = 1,...,40. A funcao de ligacao usada nesse estudo foi a logaritmica, ou seja,
hi(o?) = log(c?), comi=1,...,5.

Como o interesse consiste em gerar dados a partir de um modelo com dispersao varidvel e
ajustar um modelo com dispersao fixa, temos que, os quantis bootstrap a serem utilizados
devem ser obtidos sob a hipotese que os dados apresentam dispersao constante, para
isso, as estimativas dos parametros, utilizadas na geracao da amostra aleatoéria no laco
bootstrap, foram obtidas a partir do primeiro cenéario para o modelo para a dispersao.
Para diferentes valores de 0 = exp(7;) sdo mantidos os mesmos valores para \. Para isso,
¢ necessario combinar diferentes valores dos 7’s e das covariaveis z;, com j = 2,...,5.
Trabalhamos com um conjunto de observacoes geradas originalmente a partir dos cenarios

apresentados pela Tabela 4.12.
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Tabela 4.12: Valores verdadeiros dos parametros v’s, fixados para obter o poder do teste, gerando dados
de um modelo simplex com dispersao variavel e ajustando o modelo simplex com dispersao fixa.

Caso 1: ¢2=0,5 Caso 2: 02 =1,5
1 = —0,68 71 = 0,41
Zto ~~ LN(O, 1) — 0, 2 Yo = 0,48 Zto ~~ U(O, ].) Yo = 0, 72
zt3 ~ LN(0,1) — 0,2 | v3=0,15 23 ~U(0,1) | y3=1,0
244 ~ LN(0,1) — 0,2 | 74 = 0,21 214 ~U(0,1) | 74 =1,08
Ztg ™~ U(O, 1) Y5 = 07 6 Ztg ™~ U(O, 1) Y5 = —0, 92
Caso 3: 02 =4 Caso 4: 02 =16
71:134 71:2778
zZto N(O, 1) Y2 = 0, 72 Zio LN(O, 1) Y2 = —0,48
23 ~ N(0,1) v3 = —0,62 zt3 ~ N(0,1) | v3=0,77
zta ~ N(0,1) v4 = 0,55 zta ~ N(0,1) | 74 = —0,301
zt5 ~ N(0,1) v5 = 0,427 zt5 ~ N(0,1) | v5 = 0,312

Avaliando os resultados de cada caso, apresentados pela Tabela 4.13, vemos que o teste
apresenta maiores poderes para valores de y; no intervalo (0,2230;0,7963) e quando 02 =
0,5. Nesse caso obtemos bons poderes para todos os niveis de significancia, graus de
heterogeneidade iguais a A = 101,86 ou A = 145,37, tamanhos amostrais dados por
n = 80 ou n = 120 e os valores de p concentrados no centro do intervalo (0,1). Também
é possivel identificar altos poderes, quando a média p estd distribuida nos extremos do
intervalo (0,1) e n = 80 ou n = 120, porém, apenas quando o = 5% ou o = 10% e A
igual a 52,66, 101,86 ou 145, 37.

Para o segundo caso, nao obtivemos poderes satisfatorios em todos os cenarios para a
média p, uma justificativa para esse fato é que embora os valores de A sejam os mesmos
que no caso anterior, o uso do segundo cenario da Tabela 4.12 nao produz valores altos
para irllaxn(af), enquanto que para . :nlnnn(atz) produz valores consideravelmente baixos.
O mesmo pode estar ocorrendo no terceiro caso, porém, notemos que geralmente os valores
dos poderes quando usamos o2 = 4,0 sdo maiores do que para 02> = 1,5 e em algumas

situagoes chegam a ser altos.

No ultimo caso, em que 02 = 16, temos que, embora baixos, os poderes quando n = 40
sao maiores do que no caso anterior, mais quando o tamanho amostral aumenta esses

poderes tornam-se menores do que quando o2 = 4,0.

Logo, podemos assim dizer, que de maneira geral, o teste consegue detectar a dispersao
variavel contida nos dados.
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Tabela 4.13: Poderes do teste para o modelo simplex com dispersao fixa, quando os dados sao gerados
com dispersao varidvel.

Caso 1: 62 =0,5
u € (0,0194;0,1446) u € (0,2230;0,7963) u € (0,8831;0,9903)

Al 1,0 |25,86(52,66(101,86|145,37| 1,0 |25,86|52,66]101,86|145,37| 1,0 [25,86/52, 66101, 86|145, 37| n

1% | 1,44 |15,20(23,76 | 19,36 | 18,66 | 1,06 |15,54|25,16| 22,88 | 22,42 | 1,40 [18,00|26,22| 22,48 | 21,74
5% | 5,34 [29,88139,88| 36,52 | 34,96 | 4,68 [27,60[40,50| 41,00 | 39,86 | 5,48 [33,08 42,52 | 40,10 | 38,64
10%10,04|40,66 | 49,96 | 48,54 | 46,60 |10,06(36,50|49,48| 52,38 | 51,66 |10,28|43,08 52,26 | 51,60 | 50,66
1% | 1,34 |24,86|35,32| 36,46 | 37,02 | 1,62 |31,34|51,38| 69,20 | 73,24 | 1,42 |27,46|38,80| 39,60 | 40,40
5% | 5,52 [47,8860,26| 59,98 | 60,04 | 5,90 [50,02 (67,78 | 81,90 | 84,76 | 5,32 | 52,08 65,28 | 63,74 | 64,34
10%10,34|62,08 | 72,52 | 72,40 | 71,90 |10,78(60,70|75,82| 86,72 | 88,74 |10,34|65,68|77,04| 75,34 | 77,00
1% | 1,40 |34,80(45,68 | 47,00 | 49,38 | 1,32 |40,50|63,84 | 86,24 | 90,84 | 1,34 |38,26|48,50| 50,68 | 51,74
5% | 5,74 [63,00|74,58| 74,92 | 75,88 | 5,28 |64,32[81,14| 94,56 | 96,16 | 5,20 |67,00|76,86| 78,40 | 78,42
10%110,58|76,10 | 86,36 | 86,02 | 86,94 |10,32|75,24 87,98 | 96,72 | 97,38 |10,26|80,24|88,18| 88,16 | 88,70
Caso 2: 02 =1,5
1 € (0,0194;0, 1446) 1 € (0,2230;0, 7963) 1 € (0,8831;0,9903)

A 1,0 |25,86(52,66(101,86(145,37| 1,0 (25,86(52,66|101,86|145,37| 1,0 |25,86|52,66|101,86(145,37| n

40

80

120

1% | 1,36 | 3,56 | 4,00 | 2,50 | 4,48 | 1,32 | 4,48 | 3,90 | 4,04 | 6,46 | 1,46 | 4,72 | 4,60 | 3,24 | 5,72
5% | 5,54 [11,04|11,68| 8,76 | 12,82 | 4,88 |10,88|10,60| 10,82 | 14,88 | 5,30 | 12,26 |12,78| 10,48 | 15,08
10%|11,08(19,56 [ 18,94 | 15,46 | 20,98 | 9,72 |16,92|17,34| 17,82 | 22,20 |10,10/20,16 (20,62 | 17,72 | 23,02
1% (1,64 7,64 | 7,90 | 8,64 | 10,84 |1,38 | 7,00 |12,88] 14,62 | 16,36 | 1,16 | 7,66 | 9,34 | 10,24 | 10,72
5% | 5,50 [19,9420,50| 18,94 | 23,26 | 5,70 [17,70 (25,70 | 27,64 | 30,92 | 4,96 |20,16 22,28 | 22,02 | 24,44
10%10,24|29,76 29,94 | 27,94 | 34,02 |11,02|26,50|35,74 | 36,36 | 40,66 | 9,66 |30,16 33,08 | 31,68 | 36,06
1% | 1,44 |11,26 |13,88| 12,58 | 14,90 | 1,56 | 9,66 |20,96 | 26,32 | 28,30 | 1,68 |11,92|14,90| 13,24 | 14,96
5% | 5,80 [27,08|29,50| 27,16 | 32,74 | 5,54 [23,20 (37,54 | 43,66 | 48,00 | 5,82 |27,08 32,42 | 29,70 | 34,14
10% 110,46 (38,82 |42,12 | 38,28 | 45,18 |10,28|34,32 (48,98 | 53,56 | 58,20 |10,70|39,30|45,02| 40,98 | 47,80
Caso 3: 02 =4,0
u € (0,0194;0,1446) u € (0,2230;0,7963) w € (0,8831;0,9903)

40

80

120

A 1,0 |25,86(52,66(101,86(145,37| 1,0 (25,86(52,66|101,86|145,37| 1,0 |25,86|52,66|101,86(145,37| n

1% (1,28 2,60 | 3,80 | 3,48 | 3,92 |1,34|3,92|6,28 | 9,30 | 10,48 | 1,46 | 3,52 | 4,12 | 4,10 | 4,42
5% | 5,30 | 8,90 [11,76] 10,12 | 12,02 | 5,22 |11,00|15,38| 20,18 | 22,80 | 5,14 |10,86|12,10| 11,96 | 12,88
10%[10,14| 16,46 | 19,02 | 17,70 | 19,62 | 9,66 |17,48[22,34| 28,60 | 32,24 | 9,74 |17,90{19,88| 19,48 | 20,60
1% (1,32 5,80 | 7,54 | 8,06 | 10,64 | 1,34 | 8,40 |14,16| 26,86 | 37,72 | 1,44 | 5,94 | 8,60 | 8,48 | 14,28
5% | 5,64 [14,70(19,10| 18,50 | 24,56 | 5,10 |19,60|29,56 | 47,46 | 58,10 | 5,22 |16,18|21,42| 20,16 | 29,24
10%|10,42| 23,26 29,20 | 28,14 | 35,44 |10,12(28,40 (39,22 | 57,78 | 68,26 |10,02| 25,12 |31,88| 30,14 | 41,30
1% | 1,28 | 9,46 [13,02] 13,94 | 20,88 | 1,28 |12,62(20,30| 46,08 | 64,12 | 1,38 [10,20{14,44] 13,42 | 23,20
5% | 5,56 [21,76|28,86 | 26,84 | 38,10 | 5,48 |27,54|39,94| 68,18 | 81,02 | 5,08 | 22,66 |31,42| 29,56 | 42,94
10%10,26|31,96 | 41,68 | 38,04 | 50,58 | 9,80 [39,08|51,48 | 76,64 | 87,22 | 9,80 | 33,88 (44,24 | 41,74 | 55,80
Caso 4: 02 =16
1 € (0,0194; 0, 1446) 1 € (0,2230;0, 7963) 1 € (0,8831;0,9903)

40

80

120

A 1,0 |25,86(52,66(101,86(145,37| 1,0 (25,86(52,66|101,86|145,37| 1,0 |25,86|52,66|101,86(145,37| n

1% (1,12 [ 2,32 | 3,74 | 5,82 | 6,60 | 1,40 | 3,46 [12,10| 15,80 | 19,16 | 1,34 | 2,22 | 3,46 | 536 | 5,20
5% | 4,52 | 7,10 [10,40| 13,46 | 15,02 | 5,64 | 9,42 |22,02| 28,98 | 33,62 | 4,76 | 6,92 |10,12| 13,30 | 14,02
10%| 8,90 |12,10|16,54| 20,72 | 22,68 |10,68|15,22(28,86 | 37,44 | 41,56 | 9,20 |11,24[16,48| 19,52 | 21,40
1% [ 1,44 [ 2,02 | 3,00 | 7,58 | 7,72 | 1,44 | 4,46 [24,14| 34,44 | 38,48 [ 1,34 | 1,48 | 3,80 | 6,64 | 8,10
5% | 4,80 | 7,28 [12,16| 17,92 | 19,44 | 5,48 [12,12 (43,02 | 54,66 | 59,80 | 5,60 | 5,74 {10,80| 16,84 | 19,16
10%[10,36|12,88 | 19,98 | 27,50 | 29,66 |10,32|19,84|53,76 | 66,02 | 69,78 |10,66|11,40|17,88| 27,16 | 30,04
1% (1,26 | 1,96 | 4,96 | 7,98 | 10,54 | 1,38 | 5,76 [32,42| 46,80 | 54,04 | 1,72 | 1,56 | 4,22 | 8,26 | 10,84
5% | 5,52 | 6,74 13,84 20,22 | 24,18 | 5,20 |15,26|55,76 | 71,04 | 75,90 | 5,38 | 5,64 12,76 | 20,72 | 25,82
10%[10,36|12,52 | 23,36 | 30,66 | 35,76 |10,24|24,30(67,48 | 80,18 | 84,44 10,44|11,06 [21,22| 31,24 | 37,92

40

80

120
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4.1.2 Avaliacao do Teste Usando Variancia Bootstrap

Na defini¢ao do teste de diagnostico proposto por Zhu e Zhang (2004) no terceiro capitulo,
vimos que a estatistica U,, é obtida a partir da estatistica Tn(a) e de sua variancia, deno-
tada por 2. Entretanto, sabemos que o2 também corresponde a variancia da quantidade
Ek(y; 0.) introduzida pelos autores e definida por (3.6), notamos que k(y;; 6.) depende de
duas outras quantidades, que sao J;(60.) e h(y:; 0.), definidas, respectivamente, por (3.5)
e(3.7).

Assim, antes de estimar o2, devemos estimar k(y;; 0.). Nesta se¢io, propomos uma vari-

-~

ac¢ao no teste obtendo a variancia de T,,(0) via método bootstrap.

Nesse caso, objetivando avaliar o desempenho do teste quando a estatistica U,, ¢ obtida
a partir da estimativa bootstrap de o2, desenvolvemos os mesmos estudo de tamanhos
e poderes antes realizado. Considerando os valores presentes na Tabela 4.14 para os
parametros do modelo e gerando xy; ~ U(0,1), comt =1,...,40e¢ = 2,...,5, calculamos
os tamanhos do teste, cujos resultados encontram-se na Tabela 4.15. Utilizando os mesmos
valores da Tabela 4.14, calculamos o poder do teste quando geramos observagoes de uma
distribuicao beta e ajustamos um modelo simplex. Fixamos ¢ = 15 e apresentamos na
Tabela 4.16 os resultados obtidos.

Tabela 4.14: Valores verdadeiros dos parametros (s, fixados para calcular o poder do teste, gerando
beta, usando a varidncia bootstrap.

B B2 B3 Bs  Ps I

14 <07 -0,7 -0,9 -1,0| u € (0,019;0,144)
10 1,0 1,0 LI 15 | ue(0,225,0,853)
16 1,01 1,0 09 09 | e (0,883;0,990)

Tabela 4.15: Tamanho do teste para o modelo simplex com dispersao fixa usando a variancia bootstrap.

1 € (0,019;0,144) 1€ (0,225;0,853) 1 € (0,883;0,990)

N o* 05| 1,5 | 4,0 |16,0] 0,5 | 1,5 | 4,0 [16,0| 0,5 | 1,5 | 4,0 |16,0| n
1% [142]1,54 1,48 1,28 1,18 1,34 ] 1,26 1,10 1,58 | 1,76 | 1,54 | 1,34
5% 530|576 |5.90 | 5.80 | 5,14 | 5,56 | 5,50 | 5,02 | 540 | 5.92 | 6,00 | 5,74 | 4
10%  [10,54|11,02|11,52|11,38/10,52|10,50|10,46| 9,96 |10,2011,18|11,32|11,08
1% [106]1,42]1,72]1,62] 1,46 1,72] 1,70 1,00 1,42 1,56 | 1,28 | 1,72
5% 5,08 |5,74 6,12 6,14 |5.84|592 | 5,68 | 5,18 | 4,88 | 532|618 6,20 | >
10% | 9,58 |10,74|11,10|10,92|10,88|10,86(11,02|10,04|10,38(10,92|11,24|11,82
1% [1,30 1,48 | 1,46 | 1,48 | 1,18 1,30 | 1,38 | 1,30 2,00 ] 2,40 | 2,10 | 1,48
5% 5,76 | 5,54 | 542 | 554 | 514 | 524 | 564|532 | 572|590 6,70 | 5,60 |2
10%  [10,36]10,82|10,40|11,48|10,18/10,32|11,10|10,58|10,78/10,90|11,60|11,20
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Da Tabela 4.15 temos que os resultados apresentados encontram-se bem proximos dos
valores nominais dos niveis de significancia. Pelos resultados da Tabela 4.16 notamos que
os poderes obtidos pela variancia bootstrap sao consideravelmente baixos, principalmente
quando u € (0,225;0,853). Entretanto, nao é possivel concluir que esse método nao seja
eficiente, pois vale lembrar que utilizamos ¢ = 15 | isso significa que, os dados usados
para o método proposto nessa secao foram gerados por uma distribuicao beta com alta
dispersao.

Tabela 4.16: Poder do teste para o modelo simplex com dispersao fixa usando a variancia bootstrap,
quando os dados sao gerados da distribuicao beta.

1€ (0,019;0,144) | pe (0,225;0,853) | € (0,883;0,990)

> o* 05| 1,5 | 4,0 16,0[0,5/1,54,0[16,0 0,5 | 1,5 | 4,0 |16,0| n

1% | 4,02 4,46 | 4,94 | 6,96 [0,22]0,28]0,56 3,38 | 8,92 | 8,16 | 8,56 | 10,68

5% | 8,80 9,16 [10,14]15,24/0,68(1,04/3,00/43,46|15 88| 15,58| 15, 76| 18,90| 1°
10% |13,58|13,68|14,90|23,16|1,16(2,40|9,38(90,06|21,76|21,70(22,22|26,24

1%  |25,14]25,62(26,80(31,40[0,10]0,10]0,12] 0,32 [36,78]36,62(36,08|37,58

5% |36,60|37,26|40,10(45,82(0,26(0,30(0,46| 1,66 |46,72|47,32|46,74|49 04| %
10%  |43,62|44,66|48,02|55,54|0,42(0,58| 1,22 7,38 |53,00|53,64(53,50|56,62

1%  [50,56]50,90|51,58]55,86]0,08]0,08[0,10] 0,14 [48,56]48,30|48,60]49,66

5% |63,00(63,72(65,52|70,50(0,16(0,18]0.24| 0,60 |58,38|59,70(59,60|59,96| 2"
10%  |69,98|70,48|73,22|78,78|0,24(0,38|0,64| 1,16 |64,12/65,30(65,90/65,68

Podemos observar que para n = 40, o teste apresentou um poder bem acima do esperado
para u € (0,225;0,853) e 02 = 16. Isso poder ter ocorrido devido ao fato da amostra
gerada pela distribuicao beta apresentar dispersao muito baixa caracterizando bem a
verdadeira distribuicao a qual pertence.

Procurando avaliar o poder do teste em detectar a omissao de covariaveis, quando tra-
balhamos com a variancia bootstrap, consideramos os mesmos cenarios aplicados para a
variancia analitica associada aos quantis bootstrap. Na Tabela 4.17 encontramos os po-
deres obtidos nessa situacao. Podemos observar que para valores de j; concentrados no
intervalo (0, 258;0,868) o teste com variancia bootstrap apresenta uma leve melhora, mas
ainda nao apresenta bons resultados. Por outro lado, para o caso em que apenas uma
covariavel é omitida, o uso da variancia analitica e quantis bootstrap apresenta melhores
poderes. Notemos também que ainda sob esse cenério de u;, os poderes do teste usando
a variancia bootstrap comportam-se de modo inverso aos poderes obtidos com a variancia
analitica, ou seja, eles vao diminuindo a medida que acrescentamos as covariaveis faltantes.
Nas situagoes em que os valores da média p; estao proximos de zero ou de um, o teste
utilizando a variancia analitica e quantis bootstrap apresenta maiores poderes para iden-
tificar a omissao de trés e duas covariaveis, enquanto que para o caso em que apenas um

covariavel é omitida, é mais indicado o uso do método com a variancia bootstrap.
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Finalmente, avaliamos o poder do teste em detectar a méa especificacao do modelo, quando
ajustamos um modelo de regressao simplex com dispersao fixa, quando de fato a dispersao
é variavel. Os resultados estao apresentados na Tabela 4.18.

Podemos verificar que, para os casos em que o2 assume os valores 0,5, 1,5 e 4,0, os poderes
do teste com variancia bootstrap sao maiores do que utilizando a variancia analitica e
quantis bootstrap. No entanto, o comportamento dos valores desses poderes em relacao a
cada caso trabalhado é o mesmo apresentado pela variancia analitica.

Portanto, concluimos que, embora em alguns casos, o teste com variancia bootstrap nao
aparenta ser tao bom quanto o teste com a variancia calculada analiticamente, exitem
varias outras situacoes em que o teste utilizando a variancia bootstrap apresenta um melhor

desempenho, logo, o uso desse método torna-se recomendavel.
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Tabela 4.18: Poderes do teste para o modelo simplex com dispersao fixa usando a variancia bootstrap,
quando os dados sdo gerados com dispersao varidvel.

Caso 1: 62 =0,5
u € (0,0194;0,1446) u € (0,2230;0,7963) u € (0,8831;0,9903)

Al 1,0 |25,86(52,66(101,86|145,37| 1,0 |25,86|52,66]101,86|145,37| 1,0 [25,86/52, 66101, 86|145, 37| n

1% | 1,66 |26,00(36,28| 39,22 | 41,74 | 1,44 |23,02(35,04 | 42,12 | 44,38 | 1,60 |25,12|36,68 | 40,58 | 41,48
5% | 5,66 [37,70(47,76 | 50,30 | 53,24 | 5,14 [33,96 |45,42| 54,48 | 56,90 | 5,54 |37,3848,12| 52,16 | 53,58
10%10,28|45,58 | 54,78 | 57,30 | 59,22 |10,70(40,58 51,86 | 60,96 | 63,12 |10,72|45,66 |55,12| 58,30 | 59,72
1% | 1,34 |50,22|63,82| 68,24 | 70,20 | 1,32 |48,00|64,60| 78,68 | 81,46 | 1,54 |52,34|66,56 | 70,46 | 73,10
5% | 5,38 [64,44|74,80| 77,78 | 79,06 | 5,84 |59,72|73,84| 86,74 | 87,90 | 5,56 |65,30|77,64| 79,68 | 81,48
10%10,50|71,52 80,52 | 82,12 | 83,84 |10,76(66,34|78,46| 89,72 | 90,78 |10,98(72,62|82,568| 83,92 | 85,44
1% | 1,56 {68,02|80,36 | 84,50 | 85,38 | 1,30 |65,76|81,02| 91,98 | 93,70 | 1,24 |71,58(81,94| 86,14 | 87,32
5% | 5,22 [79,72(87,66| 90,38 | 91,28 | 5,56 76,74 87,56 | 95,50 | 97,02 | 4,80 [82,32(89,14| 91,82 | 91,94
10%110,32|84,66 | 90,68 | 92,84 | 93,44 {10,28|81,04 90,50 | 96,78 | 97,92 |10,24|86,52|92,42 | 94,26 | 93,94
Caso 2: 02 =1,5
1 € (0,0194;0, 1446) 1 € (0,2230;0, 7963) 1 € (0,8831;0,9903)

40

80

120

A 1,0 |25,86(52,66(101,86(145,37| 1,0 (25,86(52,66|101,86|145,37| 1,0 |25,86|52,66|101,86(145,37| n

1% (1,14 | 5,92 | 7,10 | 7,22 | 9,68 | 1,32 | 5,00 | 6,62 | 9,24 | 10,28 | 1,40 | 5,96 | 7,26 | 8,02 | 9,60
5% | 4,96 [14,52(16,06 | 14,86 | 17,88 | 5,14 |12,22|14,62| 18,58 | 19,00 | 5,46 |14,10|15,52| 16,56 | 18,40
10% | 9,98 | 22,54 |23,26 | 22,26 | 25,54 |10,46/19,36|22,12| 26,66 | 25,88 |10,62|21,42|23,36| 23,78 | 26,04
1% [ 1,34 [12,22]13,74] 14,12 | 18,98 | 1,40 | 9,72 15,06 19,32 | 24,12 | 1,60 [13,06|17,40] 17,02 | 22,64
5% | 5,66 [25,32|26,54| 25,72 | 32,48 | 5,46 | 19,62 |27,54| 32,70 | 36,58 | 6,30 |26,02(30,30| 29,30 | 36,26
10%10,80|34,58 34,80 | 34,26 | 41,40 |{10,88|28,20|37,26 | 41,38 | 44,84 |11,28|35,70(39,30| 37,40 | 44,84
1% | 1,30 [16,38]21,12| 21,22 | 27,94 | 1,38 |14,98[24,90| 30,10 | 35,58 | 1,24 [20,44[25,14] 26,44 | 31,86
5% | 4,94 [32,04|36,78| 34,70 | 43,04 | 5,40 {28,94 (39,94 | 46,12 | 51,88 | 5,34 |35,98|40,78 | 40,94 | 47,32
10%1 9,94 42,56 | 46,24 | 43,98 | 52,72 |10,26|37,62|50,44 | 55,00 | 60,96 |10,54|46,60|50,74| 50,12 | 56,12
Caso 3: 02 =4,0
u € (0,0194;0,1446) u € (0,2230;0,7963) w € (0,8831;0,9903)

40

80

120

A 1,0 |25,86(52,66(101,86(145,37| 1,0 (25,86(52,66|101,86|145,37| 1,0 |25,86|52,66|101,86(145,37| n

1% 1,20 | 4,88 | 7,06 | 8,12 | 9,80 | 0,94 | 4,18 | 7,32 | 11,98 | 14,84 | 1,36 | 5,96 | 7,82 | 9,04 | 12,08
5% | 5,34 12,70 16,00 | 16,50 | 19,74 | 5,24 |11,22[16,00| 22,50 | 26,70 | 5,48 [13,70|17,58| 18,12 | 23,38
10%[10,44| 19,58 | 23,52 | 23,70 | 27,40 10,52|17,34 (23,42 | 30,46 | 35,52 |10,38|20,62|26,02| 25,46 | 31,28
1% | 1,62 | 8,48 | 13,04 16,14 | 21,54 |01,18] 9,92 |17,34| 33,46 | 44,04 | 1,58 | 10,06 |15,00| 17,46 | 24,72
5% | 5,98 [19,42(25,70| 28,60 | 35,46 | 5,24 |21,70|31,62| 49,94 | 60,42 | 5,40 |20,82(29,02| 30,04 | 39,38
10%10,92|28,18 35,16 | 37,76 | 43,96 |10,60|30,26 |40,90 | 59,84 | 69,26 [10,28|30,10|39,46| 38,24 | 47,58
1% | 1,52 (11,30 (18,48 23,08 | 31,22 | 1,04 |15,62|25,80| 50,84 | 63,66 | 1,46 |14,28|22,96 | 24,88 | 37,32
5% | 5,20 [23,44|34,22| 37,36 | 46,80 | 5,28 |30,44 43,52 | 69,42 | 80,56 | 5,64 |27,94(39,36| 39,78 | 54,62
10%10,70(32,24 44,36 | 46,44 | 56,34 {10,02|40,74|53,34| 77,40 | 86,64 [10,58|38,78(50,28| 49,68 | 63,86
Caso 4: 02 =16
1 € (0,0194; 0, 1446) 1 € (0,2230;0, 7963) 1 € (0,8831;0,9903)

40

80

120

A 1,0 |25,86(52,66(101,86(145,37| 1,0 (25,86(52,66|101,86|145,37| 1,0 |25,86|52,66|101,86(145,37| n

1% | 1,44 | 1,42 | 3,20 | 4,68 | 5,22 | 1,46 | 2,92 |10,84| 15,40 | 16,32 | 1,52 | 1,20 | 3,22 | 4,92 | 5,80
5% | 5,54 | 5,48 | 9,44 | 11,82 | 13,24 | 5,52 | 8,50 |23,32| 30,02 | 32,20 | 5,92 | 4,80 | 9,02 | 11,40 | 13,14
10%[11,06|10,16 |14,90| 18,66 | 19,66 |11,00|15,00(31,90 | 40,16 | 42,92 |11,76| 9,46 [15,02| 17,72 | 20,38
1% 1,18 [ 1,50 | 6,14 | 9,10 | 11,74 [ 1,38 | 4,82 [23,90| 33,24 | 39,08 | 1,18 | 1,48 | 5,62 | 8,76 | 11,86
5% | 5,58 | 5,74 [13,72| 19,02 | 23,90 | 5,78 |12,86|41,62| 53,52 | 59,36 | 5,26 | 5,48 [12,52| 19,16 | 23,52
10%[11,04| 11,74 |21,04| 27,32 | 33,08 |10,58|20,10{52,32 | 64,60 | 69,56 |10,68|10,24 [19,54| 27,42 | 32,70
1% (1,38 [ 1,80 | 7,42 | 13,54 | 15,84 | 1,26 | 5,66 |34,78| 48,98 | 56,36 | 1,14 | 1,94 | 7,74 | 14,40 | 17,28
5% | 5,34 | 6,82 [17,00| 26,32 | 30,40 | 5,66 | 15,06 |55,52| 69,36 | 75,44 | 5,22 | 6,42 |16,94 | 26,82 | 32,16
10%[11,38]12,02 | 25,44 | 36,74 | 39,98 |10,76|24,36(66,62 | 79,08 | 83,54 [10,18]12,38 24,82 | 36,02 | 42,72

40

80

120
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4.2 Avaliacao do Teste para o Modelo Simplex com Dis-

persao Variavel

No terceiro capitulo, também desenvolvemos o teste de diagnostico para o modelo de
regressao simplex quando o parametro de dispersao é varidvel. Nesse caso, também,
procuramos avaliar esse teste por meio de simulagoes de Monte Carlo, com Ry;c = 5000
réplicas. A funcao de ligacao assumida para o parametro de dispersao foi a logaritmica,

dada por
R(o?) = log(o?). (4.7)
Logo,
1 1 2
h/<0,2) = h//(O_Q) - _ e h///(0_2> —
R Uy U@y

Assim, seja y1,vs, - - ., Y, uma amostra de n variaveis aleatérias independentes, cuja média
e dispersao de y;, com t = 1,...,n, satisfazem, respectivamente, as relacoes (4.1) e (4.7),
de forma que

g(e) = BrA+ Paeo + Bats + Bates + Bsts (4.8)
e

ho?) = m+ Yz + Va2 + azu + Vs, (4.9)

temos que p = ¢ = 5. Ou seja, nesse estudo foram consideradas quatro covaridveis
associadas a média da variavel resposta e outras quatro associadas a dispersao dessa
variavel.

A principio temos o interesse de analisar a distribuicao empirica da estatistica U, para
o modelo simplex com dispersao variavel. Dessa forma, geramos 1000 valores dessa esta-
tistica, por meio de uma breve simulacao de Monte Carlo, em que assumimos n = 120,
fixamos os valores presentes na Tabela 4.19 para parametros do modelo para a média
e os valores da Tabela 4.20 para os parametros do modelo para a dispersao e geramos
zy ~ U(0,1), z;j ~ LN(0,1) — 0,2 e 25 ~ U(0,1), com ¢t = 1,...,40, i = 2,...,5 e
j=2,...,5.

Tabela 4.19: Valores verdadeiros dos parametros f3’s, fixados para obter os histogramas dos valores da
estatistica U, para o modelo com dispersao variavel.

B B2 Bz Ba Bs 14

T4 07 04 -00 -1,5] i€ (0,0140;0,1303)
10 1,0 1,0 L1 1,5 | pe(0,2250,853)

18 11 03 1,1 0,9 | ue(0,9010,9902)
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Tabela 4.20: Valores verdadeiros dos parametros ~’s, fixados para obter os histogramas dos valores da
estatistica U,, para o modelo com dispersdo varidvel.

71 V2 V3 V4 V5 A
-06 004 03 02 0,03] 25091
-0,68 0,48 0,15 0,21 0,6 | 145,37

Ressaltamos que foram estabelecidos apenas dois graus de heterogeneidade, A = 25,91
e A = 145,37, pois consideramos o suficiente para observar como a distribuicao de U,
se comporta quando os dados possuem baixo e alto grau de heterogeneidade. Assim,
apresentamos na Figura 4.11 os histogramas contruidos para U,,. E possivel observar que
os valores que a estatistica assume, para o caso em que os dados apresentam dispersao
variavel, estao distribuidos sempre dentro do intervalo (-1,0; 0,2), independente do grau
de heterogeneidade e do cenario ao qual a média p pertence. Também vemos que a

distribuicao dessa estatistica tende a ser assimétrica.

Figura 4.11: Histogramas da estatistica U,, para diferentes cenérios de pu e graus de heterogeneidade
iguais a 25,91 e 145, 37, respectivamente.
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Fonte: Autoria prépria.

Na Figura 4.12 encontramos os graficos de ggplot’s. Podemos ver que, para os quantis
abaixo de zero os pontos encontram-se mais distantes da reta ggpline do que para os quan-
tis acima de zero, isso reforca a conclusao de que a estatistica U,, possui uma distribuicao

bastante assimétrica.

Analisando mais a fundo, podemos dizer que para dados simplex, com dispersao variavel,
a distribuicao da estatistica U, difere em muitos aspectos de uma normal com meédia
zero e desvio padrao um, por esse motivo, continuaremos utilizando os quantis empiricos,

obtidos via método bootstrap paramétrico.
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Figura 4.12: Graficos ggplot’s da distribuicao de U, para diferentes cenérios de p e graus de heteroge-
neidade iguais a 25,91 e 145, 37, respectivamente.
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Fonte: Autoria prépria.

Procuramos avaliar o poder do teste, de forma analoga ao método de simulacao utilizado
na secao anterior, em que o parametro de dispersao era fixo.

Entao, seja y1,vs, ..., y, Uma amostra aleatoria gerados a partir de n variaveis aleatorias
independentes, com distribui¢ao beta de média y; e parametro de dispersao ¢; (notemos
que agora geramos dados da distribui¢ao beta com precisao variavel), iremos em seguida,
calcular a estatistica U, como se os dados fossem provenientes de uma distribuicao sim-
plex de parametros y; e oZ. Assim, pretendemos estimar o poder do teste, calculando a
probabilidade de rejeitar a hipotese do ajuste ser adequado, dado que o ajuste nao esté
correto.

Os valores que foram fixados para os 3’s sao os mesmos apresentados pela Tabela 4.19 e os
valores fixados para o modelo da dispersao com seus respectivos graus de heterogeneidade
sao apresentados pela Tabela 4.21 em que utilizamos z; ~ U(0, 1), z; ~ LN(0,1) — 0,2
ez ~U(0,1), comt=1,...,40,i=2,...,5ej=2,...,4.

Tabela 4.21: Valores verdadeiros dos parametros ~’s, fixados para calcular o poder do teste, gerando
dados da distribuicao beta.

" V2 3 Y4 5 A
-06 004 03 02 0,03 2591
-0.68 0,48 0,15 0,021 0,03 | 52,72
-08 002 0,15 04 0,1 | 101,85
-0,68 0,48 0,15 021 0,6 | 145,37

Encontramos na Tabela 4.22 as probabilidades do teste rejeitar a hipotese de que o modelo
de regressao simplex com dispersao variavel estd bem ajustado a um conjunto de dados
com distribuicao beta com dispersao variavel. Podemos ver nesse caso, que os poderes a
partir de n = 80, sao bastante altos para todos os graus de heterogeneidade e para todos
0s cendrios para a média, inclusive para p € (0,225;0,853) .
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Tabela 4.22: Poder do teste para o modelo simplex com dispersao variavel, quando os dados sao gerados
apresentam distribuicdo beta com dispersao varidvel.

1 € (0,014;0, 130) 1 € (0,225;0,853) 1 € (0,902;0,990)
> A |25,91|52, 72|101, 85145, 37|25, 91|52, 72(101, 85|145, 37|25, 91|52, 72|101, 85| 145, 37| n
1%  |19,80(19,26| 18,66 | 13,84 [16,14|16,02| 15,14 | 6,14 |26,18|23,80| 23,20 | 6,82
5% |42,40|48,08| 38,82 | 46,28 |37,04|40,60| 32,14 | 21,44 |48 50|50,04| 42,38 | 25,48 | 4°
10% |54,52|63,02| 48,56 | 63,44 [49,04|55,88| 42,30 | 44,40 |58,92|62,46 | 50,92 | 45,32
1% | 76,86(75,02| 79,38 | 64,54 [62,72(63,48| 71,56 | 43,38 |85,80|85,90 | 85,88 | 70,56
5% |89,00|88,82] 90,18 | 82,52 | 74,64|76,58| 81,50 | 57,28 |93,64|93,72| 93,84 | 86,30 | °°
10%  [92,94|92,74| 93,60 | 88,16 | 80,02 [82,36| 85,80 | 66,40 [95,92|96,12| 95,94 | 91,62
1% |92,96(92,20| 95,38 | 82,28 79,30 |81,70| 89,34 | 61,40 |96,84|97,06| 98,04 | 89,08
5% |97,66|96,74| 98,46 | 92,54 |87,22(89.90| 94,16 | 74,26 |99,10|98,96| 99,26 | 96,64 |**°
10%  |98,88(98,34| 99,14 | 95,80 90,24 [92,82 | 95,86 | 80,02 [99,58|99,50| 99,54 | 98,28

Prosseguindo com a avaliacao do teste, vamos agora calcular o poder do teste em detectar
a omissao de covaridveis do modelo para a média. Considerando os modelos para p; e

para o2, ambos com quatro covariaveis, de modo que
o x4~ U(0,1);
e 13~ Exp(8) x0,2;
o x4 ~ Fxp(3) x 0,45;
e 1,5 ~ Ber(0,2);
e 25~ LN(0,1)—0,2;
e 23~ LN(0,1)—0,2;
e 24~ LN(0,1)—0,2;
o 25 ~ U(0,1),

comt = 1,...,40 e os valores fixados para os parametros de ambos os modelos sao
apresentados pela Tabela 4.23. Nesse caso, os valores da variavel y foram geradas a partir
da distribui¢ao simplex, cuja média, u;, estd associada as quatro covariaveis, Tz, T3,
Ty e Ty e a dispersdo of associada as covaridveis, 2, 213, 214 € 25, todas especificadas
anteriormente.

Procuramos ajustar alguns modelos de regressao simplex para y, considerando o verda-
deiro modelo da dispersao, porém omitindo algumas das covariaveis do modelo para a
média. Trabalhamos com o poder do teste para identificar a falta dessas covariaveis,
fixando diversas combinagoes para os parametros 7, Y2, V3, V4, V5 € assim avaliar o de-
sempenho do teste para diversos graus de heterogeneidade. Os resultados encontram-se

distribuidos na Tabela 4.24
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Tabela 4.23: Valores verdadeiros dos parametros 3’s e v’s, fixados para calcular o poder do teste,
gerando pela distribui¢ao simplex com 4 covariaveis.

B1 B2 B3 B4 Bs H
1,0 -11 12 1,1  -3,0 | € (0,006;0,219)
-0,35 -0,8 3,5 -0,5 2,3 u € (0,249;0,854)
25 1,0 1,0 -1,0 1.8 | pe (0,8810,994)

7 Y2 V3 Y4 5 A
-0,6 0,04 0,3 0,2 0,03 25,91
-0,68 0,48 0,15 0,021 0,03 52,72
-0,8 0,02 0,15 0,4 0,1 101,85
0,68 048 0,15 021 06 145,37

A partir da Tabela 4.24, vemos que o teste apresenta bons poderes em todos os casos. Para
p € (0,249;0,854) quando o tamanho da amostra cresce, o poder aumenta e encontramos
maiores valores de poderes para A = 25,91 e A = 101, 85.

Quando p € (0,006;0,219) e o tamanho da amostra cresce vemos que, se a = 1%, o
poder diminui rapidamente. Se o = 5%, o poder também diminui, porém, se o cenario
observado for o modelo ajustado apenas com uma covariavel, temos que, para A = 25,91
e A\ = 101,85 o poder aumenta. Se o = 10%, o poder cresce quando o modelo ajustado
contém uma covariavel ou duas covariaveis. Porém apenas para os trés primeiros graus

de heterogeneidade.

Para p € (0,881;0,994) vemos que, quando o tamanho da amostra cresce, se o = 1%,
assim como, quando i encontra-se concentrado proximo de zero, o poder do teste tende
a diminuir de modo rapido, enquanto que se o = 5% o poder tende a aumentar para
A = 2591 ou A = 101,85. Para a = 10% o poder também aumenta, com excecao
de quando ajustamos o modelo com quatro covariaveis e o grau de heterogeneidade é

consideravelmente grande.

Diversas situacoes podem ser consideradas para verificar o desempenho do teste para
o modelo simplex com dispersao variavel, como por exemplo, calcular o poder do teste
quando omitimos covariaveis do modelo para a dispersao. Nas situacoes estudadas, pode-
mos concluir que quando trabalhamos com os niveis de significancia de 5% e 10% o teste
aqui proposto pode ser considerado bastante eficaz em verificar a qualidade do ajuste do
modelo simplex realizado.
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Capitulo 5
Algumas Aplicacoes do Teste

Nesse capitulo ajustamos o modelo de regressao simplex para alguns conjuntos de dados e
procuramos avaliar a adequabilidade dos ajustes por meio do teste de diagnostico baseado
em influéncia local. Além disso, também realizamos a analise de diagnostico tradicional,

para compararmos com o resultado fornecido pelo teste.

5.1 Aplicacao I: Dados do Cloro

Nesta aplica¢ao analisamos os dados da fragao de cloro de Draper e Smith (1981), tais
dados encontram-se disponiveis no Apéndice desse trabalho. E considerado que um de-
terminado produto deve conter logo apos o exato momento de sua fabricagao uma fragao
de cloro disponivel igual a 0,5, sendo conhecido o fato que essa fracao ird diminuindo
com o tempo, e que em oito semanas apos a producao, ela tera decaido 0,01 unidade.
Assim, ajustamos a esse conjunto de dados o modelo de regressao simplex com dispersao
constante, de modo que a variavel resposta sera a fracao de cloro disponivel e a variavel

explicativa serd o niimero de semanas ap6s a fabricacao.

Tabela 5.1: Estimativas dos parametros do modelo de regressao simplex ajustado aos dados do cloro.

Coeficiente | Estimativa | Erro-padrao | p-valor
Bo -0,0462 0,0238 0,0000
b1 -0,0117 0,0010 0,0000
o? 0,0148 0,0032 0,0000

Na Tabela 5.1 encontramos as estimativas dos parametros do modelo junto com seus
respectivos erros-padrao e p-valores, em que a funcao de ligacao usada foi a logito. Pode-
mos observar que todos os parametros sao significativos a todos os niveis de significancia

usuais.

106
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Tendo como objetivo testar as seguintes hipoteses:

Hy : o modelo ajustado estd adequado aos dados do cloro;

H, : o modelo ajustado nao esta adequado aos dados do cloro;

calculamos a estatistica U,, e obtivemos pelo método bootstrap paramétrico os quantis
da distribuicao empirica dessa estatistica para os niveis de significancia 1%, 5% e 10%,
também obtivemos os quantis da distribuicao normal padrao correspondentes a cada nivel
de significancia.

Tabela 5.2: Resultados do teste de diagnostico para os dados do cloro.

Estatistica Quantis Bootstrap Quantis da N(0,1)
Un 1% 5% 10% 1% 5% 10%
_0.9398 -7,0365 -5,2329 -4,3567 | -2,5758 -1,9600 -1,6449

1,8967 1,4969 1,0706 | 2,5758 1,9600 1,6449

Pela Tabela 5.2 podemos verificar que tanto para os quantis Bootstrap, como para os
quantis da N(0, 1), correspondentes ao trés niveis, o valor da estatistica se encontra dentro
das regioes de aceitagao, logo, pelo teste de diagnostico baseado em influéncia local nao
devemos rejeitar a hipotese Hy, isto é, o modelo de regressao simplex com dispersao fixa
¢ um bom modelo para o conjunto de dados do cloro.

Figura 5.1: Envelope dos residuos ponderados padronizados para os dados do cloro.

Normal Q-Q Plot

nizados 2

Residuos ponderados padror

Percentis da N(0,1)

Fonte: Autoria prépria.

Pelo grafico normal de probabilidades com envelope apresentado pela Figura 5.1, vemos
que quase todos os pontos encontram-se bem distribuidos dentro das bandas de confianca
do intervalo, o que reforca consideravelmente o resultado apresentado pelo teste, ou seja,
de fato, o modelo de regressao simplex com dispersao fixa ¢ adequado para os dados do
cloro.
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Residuos ponderados padronizados 2

Figura 5.2: Graficos dos residuos ponderados padronizados

para os dados do cloro.

Residuos ponderados padronizados 2
0

Residuos ponderados padronizados 2
1]

038 0.40

Indices das observagdes

0.42

Valores Ajustados

0.44

0.46

Fonte: Autoria prépria.

Semanas
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Na Figura 5.2 encontramos os graficos dos residuos ponderados padronizados 2, contra os

indices das observacoes, contra os valores ajustados e também contra a covaridvel nimero

de semanas, respectivamente, esses residuos sdo apresentados por Miyashiro (2008). No-

tamos que todos eles apresentam comportamento semelhantes, em que os residuos estao

distribuidos aleatoriamente em torno do zero e dentro dos limites (—2,2). Os graficos de

residuos evidenciam ainda uma tendéncia nao-linear.

Figura 5.3: Gréfico dos possiveis pontos de alavanca e influentes para os dados do cloro, respectivamente.
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Entretanto, de acordo com os graficos da Figura 5.3a os pontos 41 e 42 sao indicados como

possiveis pontos de alavanca, ou seja, eles se destacam por apresentarem altos valores para
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o numero de semanas e assim, podem estar interferindo demasiadamente nas estimativas
dos parametros. Além disso, o grafico da distancia de Cook (Figura 5.3b) refor¢a a
afirmacao de que o ponto 42 é uma observacao bastante influente nessas estimativas.

Na Figura 5.3c e 5.3d estao os graficos das curvaturas normais (C7,) e dos vetores I,
respectivamente. Pelo grafico de I,,,,, temos que as observagoes 1, 2, 3, 5, 10, 17, 24, 35,
39, 41 e 42 sao indicadas com sendo individualmente influentes, enquanto que o grafico de
(', destaca que as observagoes 1, 2, 3, 5, 10, 39, 41 e 42 provavelmente sao conjuntamente
influentes.

Dessa forma, decidimos avaliar o impacto que essas observagoes provocam nas estimativas
dos parametros. Para isso, procuramos reajustar o modelo sem essas observacoes, em
seguida calculamos a mudancga relativa em porcentagem das estimativas dos parametros
do modelo. Essa mudanca é definida por

~ o~

0 — 04

—~

Mudanca Relativa em Porcentagem = x 100%),

em que @\(i) é a estimativa do parametro 0 sem a i-ésima observacao. Pela Tabela 5.3
vemos que cada uma dessas observacoes exercem uma influéncia maior na estimativa do
intercepto Sy do que nas estimativas de 3; ou de 0. Porém essa influéncia nio é tao alta,
logo, podemos dizer que o modelo de regressao simplex se ajusta bem a esse conjunto de
dados.

Tabela 5.3: Mudancas relativas em porcentagens para as estimativas dos parametros do modelo para
os dados do cloro.

Observacao Bo 081 52

1 24,60 | 3,48 | 4,60

2 24,60 | 3,48 | 4,60

3 17,92 | 2,44 | 2,34

5 17,92 | 2,44 | 2,34

10 17,55 | 2,27 | 3,79

17 9,92 | 0,87 | 3,88

24 4,92 | 0,07 | 4,62

35 557 | 1,92 | 3,56

39 16,06 | 4,02 | 5,61

41 15,15 | 3,50 | 1,05

42 24,26 | 5,46 | 4,25
1,2,3, 5,10, 39,41 e 42 | 8,06 | 4,78 | 37,43
Todas 32,88 | 0,34 | 54,12

Finalizando, podemos concluir que o teste apresentou um bom desempenho em identificar
que um modelo com distribuicao simplex é adequado aos dados. No entanto, uma possivel

nao linearidade deve ser considerada.
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5.2 Aplicacao II: Dados dos Transplantes Autologos de

Células Tronco do Sangue Periférico

Os transplantes autologos de células tronco do sangue periférico (CTSP) tém sido ampla-
mente utilizados para uma rapida recuperacao hematolodgica, apds a terapia mieloablativa
para diversas doencas hematolégicas malignas. Um estudo envolvendo 239 pacientes foi
desenvolvido pelo Edmonton Hematopoietic Stem Cell Lab, no Cross Cancer Institute,
em Alberta, Canada. Esses pacientes consentiram em realizar o transplante autélogo de
CTSP, apos receber doses de quimioterapia mieloablativos entre os anos de 2003 e 2008.
Os dados coletados sao referentes a idade dos pacientes, sexo e algumas caracteristicas
clinicas. Os dados dessa aplicacao foram usados por Allan et al. (2002) e Yang et al.
(2005) e encontram-se disponiveis no Apéndice desse trabalho.

Nesse estudo sao usadas as seguintes variaveis:

e idade dos pacientes;
e taxa de recuperacao das células CD34+;

e quimio - corresponde a uma variavel dummy, indicando se o paciente recebe uma

quimioterapia no protocolo de 1 dia (quimio=0) ou de 3 dias (quimio=1);

e idade ajustada - idades menores que 40 anos sao definidas como idades da linha
de base, idades acima de 40 anos sao ajustadas subtraindo o valor 40 da idade dos

pacientes.

Dessa forma, ajustamos a esse conjunto de dados o modelo de regressao simplex com
dispersao constante, de modo que a variavel resposta corresponde a taxa de recuperacao
das células CD34+ e as variaveis explicativas sao a idade ajustada e a varidvel quimio.
Na Tabela 5.4 estao as estimativas dos parametros do modelo junto com seus respectivos
erros-padrao e p-valores, podemos observar que ao nivel de signficancia de 5%, todos os
parametros sao significativos.

Tabela 5.4: Estimativas dos parametros do modelo de regressao simplex ajustado aos dados dos trans-
plantes autélogos.

Coeficiente | Estimativa | Erro-padrao | p-valor
Bo 1,1002 0,1401 0,0000
b1 0,0136 0,0065 0,0373
Ba 0,2661 0,1245 0,0333
o? 6,3966 0,5851 0,0000

Procurando testar as hipoteses

Hy : o modelo ajustado estd adequado aos dados dos transplantes autdlogos;

Hy, : o modelo ajustado nao esta adequado aos dados dos transplantes autélogos;
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calculamos a estatistica U, e obtemos os quantis bootstrap da distribuicao empirica de U,
e os quantis da distribuicao normal padrao, correspondentes aos niveis de significancia
1%, 5% e 10%, dispomos esses valores na Tabela 5.5.

Tabela 5.5: Resultados do teste de diagnéstico para os dados dos transplantes autélogos.

Estatistica Quantis Bootstrap Quantis da N(0,1)
Un 1% 5% 10% 1% 5% 10%
3 3968 -5,8651 -4,1770 -3,3945 | -2,5758 -1,9600 -1,6449

2,0566 1,3068 1,0634 | 2,5758 1,9600 1,6449

Pela Tabela 5.5 podemos observar que tanto para os quantis bootstrap como para os quantis
da normal padrao, nos trés niveis de significancia, o valor da estatistica U,, encontra fora da
regiao de aceitacao, assim, pelo teste de diagnostico baseado em influéncia local devemos
rejeitar a hipotese Hy, ou seja, pelo teste, o modelo simplex com dispersao fixa nao é um

bom ajuste para os dados dos transplantes autélogos.

Figura 5.4: Envelope dos residuos ponderados padronizados para os dados dos transplantes autélogos

nizados 2

Residuos ponderados padror

Percentis da N(0,1)

Fonte: Autoria prépria.

Observando o grafico normal de probabilidades com envelope ilustrado pela Figura 5.4,
vemos que a maior parte dos pontos encontram-se fora das bandas de confianca do inter-
valo, indicando assim que o modelo ajustados nao é adequado para esse conjunto de dados,
reafirmando os resultados apresentados pelo teste de diagnostico baseado em influéncia
local.

Pelos gréficos dos residuos ponderados padronizados 2 da Figura 5.5 podemos observar
que varias observacoes apresentam altos valores de residuos, logo, o ajuste do modelo
simplex com dispersao fixa para esse conjunto de observacoes provoca a existéncia de
muitos pontos aberrantes, que devem estar interferindo de maneira desproporcional na
média dos valores preditos da taxa de recuperacao das células CD34-+ e nas estimativas
dos parametros do modelo. Observamos também que a medida que a idade dos pacientes
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Figura 5.5: Graficos dos residuos ponderados padronizados para os dados dos transplantes autélogos.
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aumenta os valores dos residuos tendem a se distanciar mais do zero, (Figura 5.5d),

indicando que provavelmente os dados possuem um certo grau de heterogeneidade.

Figura 5.6: Alguns gréficos de diagnosticos para os dados dos transplantes autélogos.
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Avaliando os graficos de diagnosticos apresentados pela Figura 5.6a-d, verificamos a exis-
téncia de muitos pontos de alavanca e influentes, logo, esses pontos podem exercer uma
influéncia desproporcional nas estimativas dos parametros do modelo. No caso do grafico
da Figura 5.6c observamos a presenca de muitos pontos que sao conjuntamente influentes,
além disso os valores das curvaturas normais de alguns pontos sao consideravelmente al-
tos. Portanto, existem fortes indicios de que o ajuste do modelo de regressao simplex com
dispersao fixa nao é adequado para esse conjunto de dados, ou seja o teste de diagnostico
conseguiu captar a ma especificacao do modelo.

Considerando o fato que pacientes com idades elevada produzem altos valores de resi-
duos, buscamos ajustar um modelo de regressao simplex com dispersao variavel, logo
iremos ajustar um modelo para a dispersao considerando a variavel idade como sendo
uma covariavel desse modelo, em que a funcao de ligacao usada para o modelo da disper-
sao foi a logaritmica. Assim, encontramos na Tabela 5.6 as estimativas dos parametros
de ambos os modelos.

Tabela 5.6: Estimativas dos parametros do modelo de regressao simplex com dispersao varidvel, ajustado
aos dados dos transplantes autélogos.

Coeficiente | Estimativa | Erro-padrao | p-valor
Bo 1,1156 0,1414 0,0000
51 0,0130 0,0065 0,0437
Ba 0,2519 0,1218 0,0386
Yo 2,6075 0,3669 0,0000
" -0,0150 0,0069 0,0292

Podemos notar que ao nivel de significancia de 5%, todas covariaveis sao significativas
para o modelo. Na Tabela 5.7 encontramos ainda os resultados fornecidos pela aplicacao
do teste de diagnostico baseado em influéncia local, notamos que, para os quantis boots-
trap em que o = 1% e a = 5% o teste indica a realizacao de um bom ajuste, porém,
para o = 10%, o teste rejeita a hipotese do ajuste estar adequado. Para os quantis da
distribuicao normal padrao, o teste indica a realizacao de um bom ajuste para os trés
niveis de significancia.

Tabela 5.7: Resultados do teste de diagndstico para os dados dos transplantes autélogos, para o modelo
com dispersao varidvel.

Estatistica Quantis Bootstrap Quantis da N(0,1)
Un 1% 5% 10% 1% 5% 10%
0.2636 -0,7955 -0,6048 -0,5226 | -2,5758 -1,9600 -1,6449

0,3719  0,2792  0,2099 | 2,5758 1,9600 1,6449
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Figura 5.7: Alguns graficos de diagnosticos para os dados dos transplantes autélogos, para o modelo
simplex com dispersao varidvel.

N7 168 »

Residuos ponderados padronizados 2
Residuos ponderados padronizados 2

¥
o © |
@
T T T T T T T T T T T T
0 50 100 150 200 -3 -2 -1 0 1 2 3
Indices das observagoes Percentis da N(0,1)
(a) (b)
0 . .
| 203 £l 168
e =]
=)
3 4 129« * :
2 . 115 183
S 4
- 195 ¢ é 2 16 e
c S . . [§) *23
=) .
5 . .. A
g & | ¢« e ew . s 27
271 . . - .. 2 . .
0 cge o . '.' T . . o
P + Q .
Sle el it w e . % o N ce .
oottt o, °."g.~g°:g e %3 &% . . .
o | o3 WA BT IR N ., S
ERRY I BN R $e o ®yeee , e LR
O | aedone AT L vt 8 | Rnlirnabasbodind s lIid
T T T T T S = T T T T
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Indices das observactes Indices das observagdes
(©) d
2 o .23
183 ~ o .
16
©
=]
4 . .
” 115 168
© |
=]
7@ . o115 3 w
° » 1680
43
~ .
o -
e 36 71 183
.o .. * - . . . .
o | o + >
T T T T T T T T T T
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Indices das Observactes Indices das observagtes

(e)

Fonte: Autoria proépria.

A partir dos graficos apresentados pela Figura 5.7 é possivel observar o grafico normal
de probabilidade com envelope, para o modelo simplex com dispersao variavel, pelo gra-
fico podemos observar que esse modelo apresenta um melhor ajuste para os dados dos
transplantes autologos, quando comparado com o modelo com dispersao fixa, no entanto,
muitos pontos ainda encontram-se fora do envelope, indicando que o modelo nao é com-
pletamente adequado.

Observamos ainda, que no ajuste do modelo com dispersao variavel, alguns pontos sao
indicados como possiveis pontos de alavanca e influentes, além disso alguns pontos também
apresentam residuos altos. Entretanto, o nimero de pontos indicados como possiveis
pontos influentes é bem menor do que quando usamos o modelo com dispersao fixa, logo,
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Tabela 5.8: Mudancas relativas em porcentagens para as estimativas dos parametros do modelo com
dispersao variavel para os dados dos transplantes autologos.

Observacao 51 Bo ) A1 Y2
16 401 | 17,24 | 1,79 | 20,76 | 60,10
23 407 | 17,43 | 1,49 | 22,37 | 65,63
36 2.40 | 10,50 | 12,92 | 2,54 | 13,83
48 1,26 | 5,46 | 0,95 | 4,25 | 12,36
71 1,63 | 7,13 | 2,90 | 4,63 | 11,17
115 4,27 | 6,24 | 15,23 | 0,30 | 14,99
129 0,19 | 0,85 | 0,88 | 041 | 1,93
168 357 | 15,44 | 21,98 | 3,92 | 26,02
183 1,14 | 15,35 | 347 | 229 | 9.78
195 0,71 | 3,16 | 3,31 | 0,32 1,48
203 2,09 | 9,32 | 877 | 0,09 0,31
Todas 15,49 | 63,97 | 21,70 | 74,51 | 166,99

16, 23, 36, 48, 71, 115, 168 | 12,22 | 39,15 | 30,85 | 76,35 | 174,99
16, 23 10,12 | 44,49 | 4,92 | 57,29 | 167,83

podemos dizer que o modelo com dispersao variavel se ajusta melhor aos dados, isso indica
um bom desempenho do testes de diagnostico.

Avaliando a mudanca relativa que a retirada de cada uma dessas observagoes provoca nas
estimativas dos parametros do modelo, observamos pela Tabela 5.8 que as observacoes
16 e 23 sao bastante influentes nas estimativas do parametro s, as demais nao exercem
tanta influéncia quantos essas duas. A retirada conjunta das observacgoes 16 e 23 provoca
uma mudanca consideravelmente alta nas estimativas de muitos parametros do modelo.
Temos também que, a retirada conjunta das observacoes 16, 23, 36, 48, 71, 115 e 168
provoca uma grande mudanca nas estimativas dos parametros. Portanto, podemos con-
cluir que o ajuste do modelo simplex com dispersao variavel é de fato melhor do que
o modelo com dispersao fixa. Entretanto, a presenca de algumas observagoes bastante
influentes nao torna o modelo completamente adequado. Assim, verificamos que o teste
de diagnostico com os quantis boostrap, com o« = 10%, consegue representar bem essa

situacao.
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Consideracoes finais

6.1 Conclusao

Esse trabalho consistiu em desenvolver um teste de diagnostico para o modelo de regressao
simplex, nos casos em que o parametro de dispersao ¢ fixo e também varidavel. Antes,
fizemos uma breve revisao dos modelos de dispersao, do método de influéncia local e do
método bootstrap, em seguida, apresentamos ambos os modelos, juntamente com seus,
respectivos, vetores escores, matrizes hessianas e de informacao de Fisher e as matrizes
A(0), introduzidas durante a andlise de influéncia local pelo esquema de perturbagao
ponderacao de casos.

Posteriormente, apresentamos o teste de diagnostico proposto por Zhu e Zhang (2004),
esse método é construido baseando-se no método de influéncia local. Os autores introdu-
zem uma estatistica de teste, que sob a hipdtese que os dados sao de fato originados do
modelo ajustado, segue uma distribuicao aproximadamente normal padrao. Dessa forma,
desenvolvemos esse teste para o modelo de regressao simplex com dispersao fixa e o modelo
com dispersao variavel. No entanto, ao realizar um breve estudo simulacao verificamos
que nao ¢ adequado utilizar os quantis da distribuicao normal padrao, assim, propomos
trabalhar com os quantis empiricos da distribuicao da estatistica de teste, obtidos via
método bootstrap paramétrico.

Dessa forma, por meio de simulacao de Monte Carlo, procuramos avaliar o desempenho
dos testes em identificar uma mé especificacdio do modelo, seguindo trés diferentes si-
tuagoes. Pudemos ver que, para situacoes em que os dados sao provenientes da uma
distribuicao beta e ajustamos o modelo simplex, o teste apresentou um bom desempe-
nho em detectar a mé especificagao do modelo quando os valores assumidos pela média
estao concentrados nos extremos do intervalo (0,1). O mesmo ocorreu para as situagoes
em que ajustamos modelos de regressao omitindo algumas covaridveis, entretanto, nesse
caso, o teste apresentou poderes consideravelmente altos. Para o teste desenvolvido para
o modelo simplex com dispersao variavel, os resultados obtidos apresentaram comporta-
mentos semelhantes para com dispersao fixa, entretanto, os poderes obtidos foram bem

mais altos.
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Outro erro de especificagao trabalhado foi ajustar um modelo com dispersao fixa, quando
os dados sao provenientes de modelo com dispersao variavel, nesse caso, o teste apresenta
um bom desempenho quando os valores da média estao proximos de zero e ajustamos um
modelo com baixa dispersao. O teste apresentou bons resultados, principalmente para
tamanhos amostrais de n = 120 e nivel de significincia de a = 10%.

Assim, concluimos que esse teste consiste numa importante ferramenta para avaliar a

adequabilidade do ajuste de modelos simplex, tanto com dispersao fixa quanto variavel.

6.2 Trabalhos Futuros

Serao objetivos de nossas proximas pesquisas:

e Desenvolver o teste de diagnoéstico baseado em influéncia local para o modelo de

regressao simplex nao linear.

e Desenvolver estudo de simulagoes adicionais, principalmente para o modelo de re-

gressao simplex com dispersao variavel.

e Desenvolver o teste de diagnostico para modelos simplex utilizando outro esquema
de perturbacao, como por exemplo pertubacao no parametro de dispersao.
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Apéndice A
Graficos das Curvaturas Normais

Figura A.1: Curvatura da superficie a(9).
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Fonte: Espinheira (2007).

Figura A.2: Curvatura da superficie a(d) e a secgdo normal.
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Apéndice B
Propriedades da Distribuicao Simplex

Seja y uma variavel aleatoria com distribuicao simplex, com parametros p e o2, ou seja,

y ~ S~ (p,0?), o logaritmo da funcao densidade da distribui¢dao simplex é dado por

o) = fostznalylt = ) + Sty | (B.1)

Podemos verificar que a fungao score para o parametro p é dada por

o(y;p,0%) 0 L
alu - 8# _202d(yaﬂ)
_ 1 dd(y;p)
202 Ou
1 .
- _ﬁd(y,ﬂ),
em que,
! a y— 2
d(y;p) = )

o Ly(1—y)u*(1 — p)?
20y — p)(—Dy(1 — y)p* (1 — w)?) — (y — w)?y(1 — y) 201 — p)* — 2(1 — p)p?]

y2(1 —y)?pt(1 — p)t
—2(y — p)y(1 — y)[p® (L — p)® + (y — p)p(l — p)* = (y — p)p* (1 — )]
y2(1 —y)2pt (1 — )t
—2(y — p)y(1 —y)p(1 — @) [p( = p) + (y — ) (1 = p) = (y — p)yl
y2(1 —y)2pt(1 — p)*
—2(y — ) [p(1 — ) + (y — p)(1 — p) — (y — p) 1]
y(1 —y)p?(l — p)?
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—2(y — ) — 1+ (y —yp — p+ p?) — yp + ]
y(1 —y)pP(l — p)?
—2(y — p)ly — 2yp + 117
y(1 —y)pd(1 — p)?
e = 2yp +y + y° — 7]

y(1 —y)p3(1 — p)?

_ —%y—m_w”—%u+ﬁ%+@—y5}
p(l—p) [y —y)p*(l —p)?
—%y—u)Yy—uV+yﬂ—yq
p(l—p) [yl —y)p*(l —p)?

—2(y —p) [ (y — p)? y(1—y) }
p(l—p) [y =y)p*(1—p)?  y(1—y)p*(l — p)?
2 -w [, 1
o op(l—p) ?@””*mu—uvm

Assim que a funcao score de p fica dada por

My;p,0®) 1 (y—p) , 1
e = T [ ) (2
Definindo
1 1
u(y; p) = mij{ﬂ%m*7ﬁajZF]> (B.3)

temos entao d'(y; u) = —2(y — p)u(y; p).

Considerando a fungao (B.1), tem-se que a funcao score para o* é dada por

oM(y;p,0%) 1{1 ﬂ%M}

D0 ACNCE
_iﬁ{l_g%%ﬂ}‘ (B.4)

Tendo como objetivo obter a informacao de Fisher para p, seguiremos calculando a deri-
vada segunda de (B.1) em rela¢ao a pu, entao temos
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Do primeiro termo de (B.5), vemos que

% {H} - {u(ll— 0 . ;:251)(—1 /:)22;0} ’

logo,

ﬁ{u} [d(y;uH—Q 1 } = —[d(y; AR

op [ (1 — p) P31 — p)? p(l—p)  p3(l—p)?
L o mA = 2p)dys p)
p?(1 = p)?
(y — )1 —2p)
el
Do segundo termo de (B.5), vemos que
o[, 1 oy 20— 2p)
op {d(y’u) - u)zl 4wk A (1 — )’
y—w 107, . 1 =) 20— (1 - 2p)
[u(l - u)} p {d(y’ H ¥ (1 — M)Q} (1l — u)d (Wi ) prl—p*
Dessa forma,
Py p,0®) 1 {—d(y;u) L (=) (= 2p)d(y; )
o o [p(l—p)  p(l—p)? PP (1 — p)?
B3y =2 | (y—p)d (v )
e+ | (B6)

A partir das propriedades apresentadas pela Proposicao 2.1, obtemos que a informagao
de Fisher para p é dada por

- [821ogz;(52;u,02)} - %{u(fa—zu) +u3(11—u)3}' (B

A derivada segunda de (B.1) em relagdo a o2 é

Ply;po®) L dyip) (B.3)
d(c?)2 2(02)?2 (02)3 :
entao facilmente temos que a informacao de Fisher para o é definida por
0% log p(y; p1, 0%) 1
-E 1 = ) B.9
s 207 ()
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B.1 Prova do item (iv) da Proposigao 2.1:

Seja y uma variavel aleatoria com distribuicao simplex, com parametros p e o2, ou seja,

y ~ S~ (u,0?), entdo, a funcao densidade de probabilidade é dada por

p(y;p,0?) = {2ma’fy(1— )P} exp {—%d(y; u)} : (B.10)

para 0 < y < 1, em que

N (y — p)?
dyin) = y(1—y)p2(1 — p)?

Supondo as seguinte tranformacgoes para y e p:

(B.11)

Assim, temos que

(z—&*(A+¢)°

dly;p) = d(z;€) = e

T
(1+ )2

y(l—y) =

definindo 02 = 1/v, dessa forma a fungao (B.10) fica definida por

plai&,v) = {2;l<1fx)2]3}1/2€xp{%<xsfgw?}

_ L[ x 1_3/26Xp{—g(x_€):£(21+€>2}. (B.12)

Logo, calculando IE[(y — u)d?(y; p)], temos

E[(y — p)d*(y; )] = /O (y — w)d(y; w)p(y; p, 0%)dy

() ] ]




Apéndice B. Propriedades da Distribuicao Simplex 127

- [ [T e [

eXp{_z($—£)2(1+€)2}( 1

2 &2 1+ x)?
v ” . -3/2
e T Vxw
exp { 3 €)x§(21 &) } § _:I)de. (B.13)
Definindo,
fx;€,v) = exp{—%(x_fi(;Jrf)Q} (B.14)

e procurando desenvolver a integral do primeiro termo de (B.13), obtemos

Lmlix{@_§Z$+§frvg;{uj?PyWQGJxVﬂﬁa””x
_ Vg;“;ff[fx*ﬂ@—gfﬂnaqu
_ \/;1+54/000 (et — 48x + 66222 — Al + a2t f(x; €, v)da
_ \/*1+5 {54 o3 f xg,y)d:p—453/000x—3/2f(a:;€,l/)d$
n 65/ V2 f (s 6 dx—4§/ 22 (5 €, v)da
+ /0 w2 f(x3€, )x]. (B.15)

Entretanto, baseando-se nas expressoes (5.41)-(5.43) de Jorgensen (1997), Song e Tan
(2000) afirmam que

0o 1/2
e f(x € v)de = — —§+V(1 )
[ e = (5) S g

00 1/2
s e 1
/ xgvuf””x“(u) i+

00 1/2
12 g _ (2 §
/[) r 12f(£L‘,£,V)dl’ - (V) (1+§)7
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(%)”2 &+ re(1+ )

/0 V2 f(x; € v)da ” V(13 8

e de Song et al.(2004), temos que

00 1/2 923 4 4 2 5
/ ‘ (2 PO+ +3vEH(1 4+ £)* + 3¢
/0 73 2f(x,§,y)dx = (V) 1 1 £ .

Dessa forma, a expressao (B.15) é dada por

<1+5>4{£5+54v<1+5>2_ g 6g
¢! v+ (148 (148
- 4{£4+v€3(1+£>1 +v2£3<1+£>4+3v£4<1+£)2+3§5}
v(1+8)° AL+ )
(1+£)4[ 3¢ ]

¢ A+

3¢
v (14¢)

Podemos observar que o segundo termo de (B.13) é equivalente a

3 20 .
mE[d (y; )],

em que a partir dos itens (vii) e (i) da Proposigao 2.1 temos que IE[d*(y; u)] = 3/v?,
portanto, provamos que E[(y — u)d*(y; p)] = 0.

B.2 Prova dos itens (v) e (vi) da Proposicao 2.1:

Sabendo que

d(y;p) = =2y — puly; p), (B.16)

entao,

Eld(y;p)] = —2E[(y — p)uly; p)]

PN ey O N PV S
= 20 [d(y,uH MQ(l_u)Q}
L 1
= [E[(y — w)d(y; p)] + 21— p)?

E(y — u)} :

utilizando o item (iii) da Proposi¢ao 2.1 e sabendo que [E(y — p) = 0, concluimos assim,
que E[d'(y; p)] = 0.
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De (B.16), obtemos que

(y — p)(1 = 2u)d(y; 1) N 3(y — p)(1 —2p)

d"(y;p) = 2 {U(y; /) +

PP (1 — p)? pd(1 — )4
(y — w)d'(y; 1)
- p(l — p) ] ’ (B.17)
logo,
Eld"(y: )] = 2 {E[(y; R QMLISJ([l(y_—M/;Q)d(y;M)] L3 _H%)I?[iyyl_ 0]
_ E[(y — p)d (y; u)]}
p(l — p)

facilmente vemos que

1
n(l— p)

: {d@;u) i u2(11— M)QH

o 1
w(l—p) 0= p)p

Elu(y; p)] = JE{

El(y —pd(y;p)] _ 207
(1 — p) p(l —p)

Portanto,

S (i) = + . (B.18)



Apéndice C

Prova dos Teoremas

C.1 Provando o Teorema 1:

Ja sabemos que

e da Proposicao 1.1, vimos que
> Cr, = tr(Hpey) 2 o,
t=1

em que \g = 2tr[A(0,)"'B(6,)]. Logo, para provar o primeiro item, basta mostrar que

quando n — oo

—_%Z@ —A@)| 20 (C.1)
‘AA;@ — B(6.)| & 0. (C.2)

130
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Assim, de (C.1), temos que

‘#@_M*) _ |Hel® _ - Bin@)] , Bin®)
_ E[lew(6.)] | E[Lo(6.)]
_ | =lw(®)  E[l(0)] . IE[—{p(0)]  TE[—{ps(6.)]
- —]E[_éf(e*)] — A(6.)|.

Portanto, devemos mostrar que os trés termos do lado direito da inequagao convergem
em probabilidade para zero. Pela suposicao S5 ja observamos diretamente, que o terceiro

termo converge e para zero, quando n cresce.

De acordo com o lema 2(a) de Andrews (1992) e sob as suposigoes feitas é possivel verificar

que
n ' E[—0;0;4,(0)] — n ' IE[—0;0;4,(8.)]| 2 0, (C.3)
quando n — 0o, em que Jy = /00y, com k =1,...,p. Ou seja,
‘E[—%e@] - EC®))] 4, c4)

Sob as suposi¢oes S1 e S4 e utilizando o Teorema 8.2 de Pollard (1990), obtemos

sup —lo(0) E[-le(0)]) .,
0€O n n
Logo,
|—409(9) _ IE[—(gy(0)] £ (C.5)
n n

Entao, podemos concluir a prova da expressao (C.1), e prova de (C.2) é feita de modo
similar. Portanto, com esses resultados fica provado o item 1 do Teorema 1.

Para a prova do segundo item, supomos que g(y) = p(y; 0y), logo, de (3.1) temos que 6, =



Apéndice C. Prova dos Teoremas 132

6,. Prosseguindo, ¢é possivel verificar da (4, j)-ésima entrada da matriz IE[—(y(6.,)]/n, que

n n

{EPQM&H} —IE[Y), 0:0;,(6.)]
] — 1 1
= = ;E {m@p(ytﬂ*)m@p(% 0.)
- LS Bpae)066.)

{]E[AAT(O*)]} '

Assim,
E[-in(6.)] _ E[AAT(6,)] (©.6)
entao, )
hm{_EWd&”}:hm{EmAV&”}

desse modo, sob S5, obtemos que A(6,) = B(0.). Consequentemente, temos que

N = 2tr[A(8,)"'B(8.)]

em que, [, corresponde a matriz identidade, de ordem p x p. Dessa forma, fica provado o
Teorema 1.
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C.2 Prova do Teorema 2:

Sabemos que C, é uma funcao de 5, logo substituindo 0 por 6, podemos representar Cf,
como uma fungao de 6, ou seja Cp,(0).

Dessa forma, SC,,(0) = .7, nC,(0). Usando a expansao de Taylor na fungio SCn(b\)
em torno de 6., obtemos

9SC,,(6.) ~

SC,(0) = SC,(6,)+ Gg 00+ 0,(0 —9,),

pela suposicao S2 temos que N 0., entao op(/O\ —0,) = 0,(1), logo

9SC,.(6.

SC.(0) = SC,(6,)+ 56 )<9 6.,) + 0,(1). (C.7)

—-1/2

Multiplicando ambos os lados de (C.7) por n e usando a suposicao S7, temos que

n~Y2SC,(0) = nY2SC,(0,) + J1(8,)Tvn(6 — 6,) + 0,(1). (C.8)

Por meio de uma expansdo assintotica, Zhu e Zhang (2004) concluem que

n28C,(0.) = nVPAo+n2D T h(y; 0.) + 0,(1). (C.9)

t=1

Agora, expandindo Y, 8&({9\)/80 = 0 em torno de 6,, pela expansao de Taylor, obtemos

"L 0,(8) UL 00(0.) |~ 0P(6.) 5
A S/ A V4 — (-0, 1
t=1 00 t=1 00 ! Zl: aeaHT (9 ? )+0p( )
"L 01,(6.)

+ (9p(0.)(8 — 8.) + 0,(1) = 0.

00

t=1

Assim, vemos que

NCAICE Z X0) 1 o).

Facilmente vemos que
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Utilizando o Teorema 8.2 de Pollard (1990), sabemos por (C.5) que

— 20,

‘—éea@ )

entretanto, pela suposicao S5, temos que

lim {—w} = A(6,).

n—oo n

Assim,

~ 1 "L 00,(6.)
n 00

+ 0,(1). (C.10)

Dessa forma, utilizando as expressoes (C.9) e (C.10) na equacao (C.8), obtemos

n"Y28C,(0) = 7Y+ 0TV by 0.) + Ji(0,) V2 A(8,) ! 8%(3*) +0,(1)
t=1 t=1
_ e ACH
= n V2 +n 2 ; {h(yt; 0.) + J1(6.)"A0.)7! {3—0] } + 0,(1)
n~Y2)\ —i—n_l/ZZk(yt;O*) + 0,(1). (C.11)
t=1

Portanto, fica provado a primeira parte do Teorema 2.

Agora, definindo X; = k(y; 0,), entdo temos que X, ..., X, sio independentes. E pos-
sivel verificar que nesse caso, a condi¢cao de Lindeberg é valida, de forma que, para todo
t>0

sy )
5’2

n

20, (C.12)

em que E(X;) =0, Var(X;) =07 e S2=>"1" | 07.
Entdo, temos que Y 1, X¢/S, D, N(0,1). Assim, por hipotese S, /\/n 2 o, logo

n~1/? ZXt N N(0,0.),

t=1

ou seja,

n"Y2N " k(i 0.) = N(0,02).
t=1
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Pela definicdo de T,,(8), temos que
,0) = ch, n2,

Sabendo que

nfl/QZnCIt = n1/2)\0 +n71/22k<yt70*) +OP<1)

t=1

n_l/QZnC’It —nt?N = _1/2Zk‘ Yi; 0.) + op(1).
t=1
Obtemos entao

TnA = 1/2276%, )+ 0,(1).

Portanto

T,(0) 2 N(0,02). (C.13)



Apéndice D

Dados das Aplicacoes

Tabela D.1: Conjunto de dados usados na aplicacao I, referente a fracao de cloro disponivel.

Obs. | N° de semanas | fracao de cloro disp. || Obs. | N° de semanas | fracao de cloro disp.
1 8 0.49 22 22 0.41
2 8 0.49 23 22 0.41
3 10 0.48 24 22 0.40
4 10 0.47 25 24 0.42
5 10 0.48 26 24 0.40
6 10 0.47 27 24 0.40
7 12 0.46 28 26 0.41
8 12 0.46 29 26 0.40
9 12 0.45 30 26 0.41
10 12 0.43 31 28 0.41
11 14 0.45 32 28 0.40
12 14 0.43 33 30 0.40
13 14 0.43 34 30 0.40
14 16 0.44 35 30 0.38
15 16 0.43 36 32 0.41
16 16 0.43 37 32 0.40
17 18 0.46 38 34 0.40
18 18 0.45 39 36 0.41
19 20 0.42 40 36 0.38
20 20 0.42 41 40 0.39
21 20 0.43 42 42 0.39
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Tabela D.2: Conjunto de dados usados na aplicacao 11, referente aos transplantes autélogos.

obs | idade | taxa | idade ajust. | chemo || obs | idade | taxa | idade ajust. | chemo
1 62 0.75 22 0 53 56 0.82 16 1
2 39 0.83 0 1 54 68 0.85 28 0
3 43 0.94 3 1 55 60 0.94 20 1
4 58 0.86 18 0 56 71 0.71 31 0
5 43 0.54 3 0 57 63 0.82 23 0
6 51 0.70 11 1 58 43 0.72 3 0
7 64 0.59 24 0 59 56 0.90 16 1
8 64 0.82 24 0 60 48 0.62 8 0
9 48 0.67 8 1 61 68 0.78 28 0
10 51 0.57 11 0 62 20 0.67 0 1
11 57 0.75 17 0 63 46 0.94 6 0
12 60 0.74 20 1 64 23 0.87 0 1
13 53 0.75 13 1 65 58 0.86 18 1
14 47 0.94 7 0 66 65 0.85 25 0
15 51 0.87 11 1 67 62 0.90 22 0
16 29 0.99 0 1 68 43 0.73 3 1
17 43 0.83 3 1 69 50 0.77 10 0
18 57 0.82 17 1 70 60 0.96 20 0
19 62 0.81 22 0 71 42 0.98 2 1
20 60 0.68 20 0 72 35 0.81 0 1
21 50 0.67 10 1 73 67 0.88 27 0
22 61 0.80 21 0 74 40 0.84 0 1
23 27 0.99 0 1 75 65 0.70 25 0
24 46 0.86 6 1 76 46 0.70 6 0
25 32 0.73 0 1 7 71 0.93 31 0
26 68 0.90 28 0 78 61 0.80 21 1
27 51 0.56 11 0 79 37 0.66 0 0
28 56 0.82 16 1 80 53 0.77 13 0
29 63 0.91 23 0 81 47 0.44 7 0
30 68 0.96 28 0 82 54 0.72 14 1
31 62 0.90 22 1 83 21 0.61 0 1
32 61 0.66 21 0 84 62 0.80 22 1
33 38 0.77 0 1 85 42 0.77 2 1
34 57 0.84 17 1 86 57 0.89 17 0
35 58 0.93 18 0 87 54 0.86 14 1
36 61 0.98 21 1 88 61 0.82 21 1
37 60 0.81 20 0 89 42 0.91 2 1
38 53 0.91 13 0 90 61 0.90 21 1
39 28 0.73 0 1 91 20 0.90 0 1
40 64 0.55 24 0 92 62 0.90 22 0
41 65 0.83 25 0 93 63 0.88 23 0
42 o7 0.90 17 0 94 55 0.74 15 0
43 66 0.89 26 0 95 67 0.70 27 0
44 49 0.73 9 1 96 44 0.83 4 1
45 50 0.78 10 1 97 69 0.83 29 0
46 61 0.87 21 0 98 63 0.95 23 0
47 34 0.93 0 1 99 39 0.76 0 1
48 28 0.97 0 1 100 | 54 0.84 14 0
49 46 0.80 6 1 101 29 0.79 0 1
50 56 0.63 16 0 102 | 67 0.89 27 0
51 65 0.82 25 0 103 | 52 0.94 12 1
52 46 0.77 6 0 104 | 63 0.79 23 0
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obs | idade | taxa | idade ajust. | chemo || obs | idade | taxa | idade ajust. | chemo
105 | 55 | 0.82 15 1 157 | 56 | 0.83 16 1
106 | 58 | 0.90 18 0 158 | 69 | 0.80 29 0
107 | 23 | 045 0 1 159 | 58 | 0.85 18 0
108 | 57 | 0.80 17 0 160 | 51 0.75 11 1
109 | 20 | 0.81 0 1 161 | 62 | 0.96 22 0
110 | 56 | 0.92 16 0 162 | 33 | 0.87 0 1
111 44 ] 0.85 4 1 163 | 67 | 0.89 27 0
112 | 62 | 0.73 22 1 164 | 42 | 0.78 2 1
113 | 56 | 0.87 16 0 165 | 66 | 0.78 26 0
114 | 43 | 0.86 3 1 166 | 50 | 0.79 10 0
115 | 56 | 0.99 16 0 167 | 68 | 0.65 28 0
116 | 63 | 0.79 23 0 168 | 59 | 0.99 19 1
117 | 58 | 0.96 18 0 169 | 57 | 0.82 17 0
118 | 53 | 0.80 13 0 170 | 59 | 0.86 19 0
119 | 54 | 0.81 14 0 171 | 63 | 0.69 23 0
120 | 49 | 0.87 9 0 172 | 53 | 0.80 13 0
121 | 50 | 0.86 10 1 173 | 48 | 0.71 8 1
122 | 54 | 0.81 14 1 174 62 | 0.83 22 0
123 | 44 | 0.73 4 0 175 | 31 0.77 0 1
124 | 69 | 0.93 29 0 176 | 58 | 0.91 18 0
125 | 24 | 0.83 0 1 177 46 | 0.76 6 1
126 | 48 | 0.70 8 0 178 | 59 | 0.80 19 0
127 | 31 0.80 0 1 179 | 48 | 0.74 8 1
128 | 45 | 0.93 5 0 180 | 50 | 0.66 10 0
129 | 65 | 0.83 25 1 181 | 59 | 040 19 0
130 | 60 | 0.89 20 1 182 | 57 | 0.86 17 0
131 | 59 | 0.95 19 0 183 | 69 | 047 29 0
132 | 60 | 091 20 0 184 | 65 | 0.96 25 0
133 | 65 | 0.92 25 0 185 | 27 | 0.72 0 1
134 | 56 | 0.86 16 1 186 | 28 | 0.66 0 0
135 | 60 | 0.81 20 1 1871 52 | 0.70 12 1
136 | 55 | 0.82 15 1 188 | 39 | 0.75 0 1
137 22 | 084 0 1 189 | 64 | 0.71 24 0
138 | 38 | 0.62 0 1 190 | 29 | 0.63 0 0
139 | 58 | 0.74 18 0 191 | 61 0.50 21 0
140 | 59 | 0.88 19 0 192 | 60 | 0.68 20 0
141 | 56 | 0.62 16 0 193 | 30 | 0.54 0 1
142 | 37 | 0.77 0 1 194 | 63 | 0.75 23 1
143 | 26 | 0.92 0 1 195 64 | 0.78 24 1
144 | 62 | 0.74 22 0 196 | 41 0.83 1 0
145 | 40 | 0.74 0 1 197 | 27 | 0.86 0 1
146 | 63 | 0.85 23 0 198 | 57 | 0.88 17 0
147 | 59 | 0.78 19 1 199 | 50 | 0.78 10 0
148 | 65 | 0.90 25 0 200 | 55 | 0.78 15 0
149 | 28 | 0.84 0 1 201 | 30 | 0.86 0 1
150 [ 70 | 0.93 30 0 202 | 42 | 0.82 2 1
151 | 65 | 0.67 25 0 203 | 67 | 0.72 27 1
152 | 26 | 0.89 0 1 204 | 57 | 0.92 17 1
153 | 58 | 0.75 18 1 205 | 18 | 041 0 1
154 | 28 | 0.86 0 1 206 | 48 | 0.76 8 0
155 | 22 | 0.71 0 1 207 | 62 | 0.84 22 1
156 | 60 | 0.78 20 0 208 | 67 | 0.80 27 0
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obs | idade | taxa | idade ajust. | chemo || obs | idade | taxa | idade ajust. | chemo
209 | 61 0.84 21 0 225 | 51 0.52 11 0
210 | 65 | 0.75 25 0 226 | 33 | 0.70 0 1
211 | 52 | 0.87 12 0 227 | 68 | 0.78 28 0
212 | 59 | 0.84 19 0 228 | 66 | 0.75 26 0
213 | 57 | 0.64 17 0 229 | 44 | 0.65 4 1
214 | 70 | 0.72 30 0 230 | 63 | 095 23 1
215 | 53 | 0.69 13 1 231 | 60 | 0.82 20 0
216 | 20 | 0.71 0 1 232 | 52 | 0.72 12 0
217 | 59 | 0.80 19 0 233 19 |0.71 0 1
218 | 69 | 0.82 29 0 234 | 61 0.83 21 1
219 | 46 | 0.61 6 0 235 | 55 | 0.70 15 0
220 | 28 | 0.73 0 1 236 | 43 | 0.62 3 1
221 | 62 | 0.65 22 1 237 | 45 | 0.62 5 0
222 | 58 | 0.72 18 1 238 | 60 | 0.76 20 0
223 | 25 | 0.85 0 1 239 | 30 | 0.77 0 0
224 | 57 | 0.65 17 0




