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Resumo

Nesta dissertacdo, tratamos de refinamentos para testes de hipdteses em modelos de re-
gressdo nao lineares heterosceddsticos. Na primeira parte da dissertagdo, reunimos resultados
importantes da literatura sobre correcao de Bartlett as razido de verossimilhangas perfiladas mo-
dificadas (CYSNEIROS; FERRARI, 2006) e razdo de verossimilhancas bootstrap (ROCKE,
1989) nos modelos de regressao nao lineares da familia exponencial com parametros de dis-
persdo que ndo sao constantes para todas as observacoes, respectivamente. Na segunda parte,
obtemos um fator de correcdo tipo-Bartlett para a estatistica gradiente (TERRELL, 2002), nesta
classe de modelos. Na terceira parte, desenvolvemos estudos de simulagdo Monte Carlo para
avaliar e comparar numericamente os desempenhos dos testes em amostras finitas. Finalmente,
realizamos uma aplicagcdo empirica.

Palavras-chave: Correcio de Bartlett. Correcdo tipo-Bartlett. Estatistica gradiente. Estatistica
da razdo de verossimilhancgas. Modelo nao linear heteroscedastico. Verossimilhanga perfilada.



Abstract

In this dissertation, we deal with refinements for hypothesis tests in nonlinear heteroskedas-
tic regression models. Firstly, we describe important results in the literature on Bartlett correc-
tions to the modified profile likelihood ratio and likelihood ratio bootstrap to the class of the
exponential family nonlinear models with dispersion parameters that are not constant over the
observations, respectively. Secondly, we obtain a Bartlett-type correction to the gradient statistic
in this class of models. Thirdly, the finite-sample performances of the various tests considered in
this dissertation are evaluated and compared using Monte Carlo simulations. Finally, we present
one empirical application.

Keywords: Bartlett correction. Bartlett-type correction. Bootstrap. Gradient. Likelihood ratio.
Modified profile likelihood. Score. Nonlinear heteroskedastic regression model.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

Os modelos nao lineares da familia exponencial (MNLFE) (CORDEIRO; PAULA, 1989)
sdo extensdes naturais dos modelos lineares generalizados (GLM) e dos modelos de regres-
sd0 ndo lineares normais. Esses modelos sdo menos restritivos permitindo uma flexibilidade
na funcdo de ligacdo que relaciona a média e as componentes sistemdticas € s30 compostos por
fungdes conhecidas e parametros desconhecidos. Wei (1998) em seu livro apresenta uma discus-
sdo bem detalhada dos MNLFE enfatizando na andlise de diagndstico e medidas de influéncia.
Nesta dissertacdo abordamos os MNLFE com dispersdo varidvel, ou seja, a dispersdo ndo sao
constantes para todas observacdes. Os testes mais comuns para verificar a presenca de heteros-
cedasticidade dos dados sao baseados nas estatisticas: razao de verossimilhangas (LR), escore
(S), wald (W) e gradiente (G) recentemente proposta por Terrell (2002). A estatistica gradiente
surge como uma alternativa para os testes de hip6teses baseados nas estatisticas usuais por sua
simplicidade de cdlculo que ndo exige a determinacdo da matriz de informacao, matriz obser-
vada e nem de suas inversas. Em grandes amostras e sob a hipétese nula, as estatisticas LR, S,
W e G sdo equivalentes.

Lemonte e Ferrari (2012b) fizeram um estudo de poder local do teste baseado na estatistica
gradiente comparando com o poder local dos testes baseados nas estatisticas: razdo de veros-
similhangas, wald e escore, na qual concluiram que nenhum dos testes € uniformemente mais
poderoso que o outro. Além disso, outros estudos sobre o poder local dos testes baseados nas
estatisticas LR, S, W e G foram realizados para os modelos: modelos nao lineares da fami-
lia exponencial (LEMONTE, 2011), modelos de regressdo Birnbaum-Saunders (LEMONTE,;
FERRARI, 2011), modelos lineares generalizados com dispersao varidvel (LEMONTE, 2013)
e modelos de dispersdo varidvel (LEMONTE; FERRARI, 2012a).

Geralmente a distribuicdo exata das estatisticas razdo de verossimilhancas, escore, wald
e gradiente em amostras finitas € desconhecida, entdo os testes baseados nestas estatisticas
sdo baseados em aproximacdes assintdticas. Sob a hipdtese nula, a distribuicdo de referéncia
utilizada é a x2. Contudo, em amostras pequenas essas aproximacdes pela x? pode ndo ser muito
boa. No entanto, faz-se necessdrio desenvolver técnicas de aperfeicoamento das estatisticas de

13



Capitulo 1. Introdugao 14

tal forma que melhore a aproximacdo das distribuicoes dessas estatisticas pela distribuicdo x?
de referéncia produzindo inferéncias mais precisas. Essa linha de pesquisa é denominada teoria
assintotica de alta ordem, que tem como objetivo o refinamento de métodos inferenciais a fim de
tornd-los mais precisos em amostras finitas e principalmente de tamanho pequeno ou moderado.

Um fator de corre¢do foi introduzido por Bartlett (1937), a idéia consiste em modificar a
estatistica por um fator produzindo uma estatistica corrigida com o primeiro momento igual ao
da distribuicdo y? usada como referéncia. Lawley (1956) obteve uma férmula geral para a cons-
tante que compde o fator de corre¢do de Bartlett, esta férmula envolve cumulantes conjuntos
do logaritmo da funcdo de verossimilhanca e derivadas de cumulantes. Outra técnica que visa
o refinamento de métodos inferenciais sdo denominados corre¢des do tipo-Bartlett. Essa corre-
cdo produz uma estatistica modificada por um fator, que é um polindmio na propria estatistica
cujos coeficientes sdo funcdes dos cumulantes conjuntos do logaritmo da fun¢do de verossimi-
lhanga. Podemos citar alguns trabalhos que utilizam essas técnicas de refinamentos em modelos
lineares e nao lineares da familia exponencial com dispersdo varidvel, dentre eles: corre¢ao de
Bartlett as estatisticas da razao de verossimilhancas (CORDEIRO, 1993), escore (CORDEIRO;
FERRARI, 1991), razao de verossimilhancas perfiladas modificadas (CYSNEIROS; FERRARI,
2006), razao de verossimilhangas bootstrap (ROCKE, 1989) e correcao tipo-Bartlett a estatistica
escore (CAVALCANTI, 2009).

O objetivo principal desta dissertagdo é a obtencdo de refinamentos de testes de hipoteses
em MNLFE. Especificamente:

e Obter uma férmula para o fator de correcio tipo-Bartlett em nota¢do matricial para a es-
tatistica gradiente nos MNLFE, para testar a presenca de heteroscedasticidade nos dados.

e Comparar os desempenhos dos testes baseados nas estatisticas razao de verossimilhancas,
razdo de verossimilhangas perfiladas modificadas, razao de verossimilhancas bootstrap e
suas versoes corrigidas, escore, gradiente e a gradiente corrigida em que utilizamos os
resultados obtidos por Vargas, Ferrari e Lemonte (2013), em termos de tamanho e poder
em amostras finitas.

e Avaliar o impacto da quantidade de parametros de perturbacio e interesse no desempenho
dos testes supracitados acima.

1.2 Organizacao da dissertacao

A presente dissertacdo estd dividida em quatro capitulos e cinco apéndices. O Capitulo 2 in-
troduzimos brevemente os modelos ndo lineares da familia exponencial (MNLFE) e discutimos
alguns aspectos inferenciais, tais como: funcio escore, informacao de Fisher, estimacao dos pa-
rametros e testes de hipéteses baseados nas estatisticas da razdo de verossimilhangas, razio de
verossimilhangas perfiladas modificadas, escore, gradiente e razdo de verossimilhancas boots-
trap. Avaliamos numericamente o comportamento desses diferentes testes em amostras finitas
através do tamanho e poder. Além disso, analisamos a influéncia do nimero de parimetros de
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perturbacao no desempenho dos testes e consideramos diferentes tamanhos amostrais. Algumas
consideragdes finais sdo apresentadas neste capitulo.

No Capitulo 3, apresentamos a principal contribui¢do dessa dissertacdo, em que desenvol-
vemos a partir dos resultados obtidos por Vargas, Ferrari e Lemonte (2013) um fator de corre-
cdo tipo-Bartlett a estatistica gradiente nos MNLFE, em especial no modelo de regressao ndo
linear normal e normal inverso. Apresentamos também, alguns resultados importantes sobre
correcdo de Bartlett as estatisticas da razdo de verossimilhangas (CORDEIRO, 1993), razdo de
verossimilhancgas perfiladas modificadas (CYSNEIROS; FERRARI, 2006) e razdo de verossi-
milhancas bootstrap (ROCKE, 1989). Resultados numéricos sobre o comportamento dos testes
considerando diferentes nimeros de parametros de interesse e perturbacdo em amostras finitas
sdo apresentados. Além disso, avaliamos o desempenho dos testes em amostras de tamanho
pequeno e moderado. Aplicacdes a dados reais também sio apresentadas e s@o feitos alguns
comentarios no final deste capitulo.

No Capitulo 4 sdo apresentadas as conclusdes desta dissertacdo. No Apéndice A destacamos
alguns cumulantes conjuntos de derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhancas e suas
derivadas de até segunda ordem necessdrios para o cdlculo do fator de correcdo tipo-Bartlett
a estatistica gradiente e no Apéndice B mostramos como obtemos a quantidade A, necessaria
para o cdlculo do fator de correcdo tipo-Bartlett, as outras quantidades sdo obtidas de forma
analdga e serdo omitidas nesta dissertacdo.

Para elaboragdo desta dissertacao utilizou-se o sistema tipografico ISIEX desenvolvido por
Leslie Lamport na década de 80. Todos os resultados das simulagdes foram obtidas usando a
linguagem matricial de programacdo Ox em sua versao 7.01 para o sistema operacional Win-
dows. Mais detalhes sobre a linguagem Ox podem ser obtidos em (DOORNIK, 2009) e em
(CRIBARI-NETO; ZARKOS, 1999). As maximiza¢des ndo lineares para o célculo das estima-
tivas de maxima verossimilhancas foram realizadas utilizando os algoritmos BFGS e SQP, ver
Nocedal e Wright (1999).



Capitulo 2

Modelos nao lineares da familia

exponencial

2.1 Introducao

Os modelos lineares generalizados (MLG) foram definidos por Nelder e Wedderburn (1972).
Estes modelos foram introduzidos a partir dos modelos lineares normais, expandindo assim um
leque de opc¢des sobre a distribuicdo da varidvel resposta. Os MLG sdo definidos por varidveis
aleatdrias independentes que pertencem a familia exponencial podendo ser estendidos também
a uma familia mais ampla de distribui¢cdes. Através de uma fun¢do de ligacdo relaciona-se a
média da varidvel resposta com uma estrutura nos parametros linear ou nao linear. Um caso es-
pecial abrangido pelo MLG e muito utilizado em pesquisas que envolvem diversas dreas como
agronomia, econometria, engenharias, quimica, entre outras, sdo os modelos ndo lineares da
familia exponencial (MNLFE). Em vérias aplicagdes do conhecimento observamos que a vari-
ancia da varidvel resposta nao € constante e assim dizemos que ela apresenta um comportamento
heterosceddstico. Assim neste estudo iremos abordar os MNLFE com dispersao varidvel. Defi-
nimos, na Secao 2.2, os modelos ndo lineares da familia exponencial. Na Sec¢do 2.3, discutimos
alguns aspectos inferenciais para esta classe de modelos. Testes de hipéteses usuais com erro
de aproximagdo por qui-quadrado até de ordem O(n~!) ! e um teste baseado em reamostragem
bootstrap sdo apresentados na Secao 2.4. Por fim, realizamos estudos de simulagao Monte Carlo
para avaliar e comparar numericamente os desempenhos dos testes discutidos neste capitulo em
amostras finitas de tamanho pequeno e moderado.

1Se {an}n>1 € {by }n>1 sdo duas sequéncias de nimeros reais, dizemos que {a,,} é de ordem menor que {b,, }
e denotamos {a,} = o(by,) se lim,_,0a, /by, = 0. Dizemos que a,, é de ordem no maximo igual a b,,, denotado
por {a,} = O(b,) se existe um nimero real M > 0 tal que, |a,/b,| > M, isto é, a razéo |a,/b,| é limitada.
Observamos que se {a,} = o(by,), entdo {a,} = O(b,) e que quando b,, — 0 a ordem fornece nocéo de taxa de
convergéncia de a,, para zero.

16
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2.2 Definicao do modelo

Sejam Y7, --- .Y, n varidveis aleatérias independentes em que cada Y, tem fungdo densi-
dade na familia exponencial da forma

T (Yo, Oe, be) = exp {@ (e 0p — b(0) — c(ye)] — %a(yea ¢e)} , L=1,...,n 2.1)

emquea(--),b(-)ec()sdofungdes conhecidas, 0y e (¢, > 0) sdo denominados de pardmetros
candnico e precisdo, respectivamente. Aqui, assumimos que ¢, € desconhecido e denominamos

2 my, sendo o? uma constante

gbzl como parametro de dispersdo. Admitimos aqui que gzﬁ[l =0
desconhecida finita e estritamente positiva e m, = m (2, ) > 0 o (-ésimo elemento da matriz
diagonal M com dimensdo n X n, zy € a (-ésima linha da matriz Z com dimensdo n X ¢
de covariadas para modelar as flutuacdes da varidncia. A esperanca e a variancia da varidvel
aleatoria Y, do modelo (2.1) é dado por IE[Y,] = p, = V' (6y) e Var [Y,] = ¢, ' Vi, £ = 1,...,n,
sendo V, = V; (pe) = d(us)/d(6;) a fungdo variancia e 6, = [V, 'd (110) = q (pe)-

Nesta classe de modelos, a componente sistemdtica € definida como

g(:uf) =T = f(vaﬂ)7

em que ¢ (-) € uma fung¢do conhecida, monétona e diferencidvel, denominada funcdo de ligagdo
relacionando a média da varidvel resposta 1, com o preditor ndo linear 7, f (+;-) é uma fungéo
continua, diferencidvel e ndo linear em relacdo as componentes dos parametros desconhecidos
f'scom B = (f,... ,BP)T sendo um vetor p-dimensional, com p < ne x;, = (x4, .. . ,xgp)T
um vetor p de covaridveis conhecidas associadas a /-ésima observacdo. Temos que a matriz de
derivadas do preditor ndo linear em relagio aos (s é denotada por X* = X*(8) = dn/08"
com posto p para todo 5. Supomos identificabilidade tal que diferentes 5’s implicam diferentes
n's, sendo assim a matriz X* terd dimensdo n X p cujo elementos sdo fungdes do vetor de
parametros (3 desconhecidos a serem estimados. Em particular, f (z,,3) = ;3 obtemos os
modelos lineares generalizados. Para todos estudos nessa dissertacio adotamos g (i¢) = -
Assumindo a (y;, ¢¢) = s (¢¢) + t (ye), podemos reescrever (2.1) como

T (Yo, 0p, d¢) = exp {—% (e d(ye) + 5 (de) +1 (yz)]} , I=1,...,n (2.2)

em que d(y,) = dy = —2[yeby — b(6s) — c(ye)]. Esta forma corresponde a um modelo da
familia exponencial na forma natural com os pardmetros canonicos ¢, e ¢.6,. Por exemplo, a
Tabela 2.1 apresenta as quantidades s(¢,) e d(y,) para as distribui¢des normal, normal inversa
e gama pertencentes a classe dos MNLFE. Para estes casos supomos que s (¢y) tem as quatro
primeiras derivadas.
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Tabela 2.1: Quantidades d; e s (¢,) para os modelos normal, normal inversa e gama.

Normal Normal inversa Gama
— 2
TR e = )

s(¢e) | —log (¢r) — log (¢) —2[¢¢log (¢¢) —log T (¢0)]

2.3 Alguns aspectos inferenciais

Sejam Yi,--- Y, varidveis aleatorias independentes com fun¢do densidade de probabi-
lidade dada em (2.1). O logaritmo da fun¢do de verossimilhanca £ para o modelo definido
por (2.1) e (2.2) com o vetor de parametros ¢ = (6T, B8, O'T) dadas as observacdes y, com
¢=1,---,nédado por

£(5.8.0%1) = — { d(y€)+5(¢e>+t(yz)}; 23)
(=1

o2my

assumimos que £ seja regular com respeito as derivadas em relagdo aos pardmetros até quarta
ordem; ver Cox e Hinkley (1974).

-
A fungdo escore U = U (8,3, 0?%) = (Ug, U[Ti’ Uaz) apresenta as seguintes componentes:

0L(8,B,0%y) 1<~ 1 1 0my . 1
— S = d
Us 0@ 2 ; o2mymg 960 | te o?my ) |’

_0L(6,B8,0%y) 1 df,due
D D T T

(=1

L8, B,0%y) 1 1 (1
= = d .
Uo Jo? 202 p o2my ¢ets o2my

Em nota¢do matricial, obtemos:
J0Te (d+ 9)

U=U(8,8,0°)=| X*TUTV-'(y—p) |,

17 (d+5)

em que ®, T, V sdo matrizes diagonais de dimensdo n X n, cujos elementos sdo ¢, = 1/ (02m4),
te = dpe/dn, e v, = dpe/dby, respectivamente, ¥ é uma matriz de dimensdo n x p com a (-
ésima linha dada por dlogm (z¢,8) /08", S = (5 (¢1), ..., 5 (¢n)) " sendo s (¢) = ds (¢¢) /dey
com? =1,...,n,1éum vetor de uns n-dimensional, d = (d, . .. ,dn)T ep = (p,... ,un)T.
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Vimos na Tabela 2.1 apresentada na Sec¢do 2.2 a quantidade s (¢,) para as distribui¢des normal,
normal inversa e gama. Assim & facil ver que S = (—1/¢1, ..., —1/¢,) para as distruibuicdes
normal e normal inversa. O estimador de mdxima verossimilhanga (EMV) de 1) € obtido através
da solugdo de sistemas de equacdes dado por

Us=0, Ug=0¢e Up=0.

Como estamos trabalhando com modelos nao lineares, ndo € possivel expressar os estimadores
de méxima verossimilhan¢ca em uma forma analitica fechada, portanto utilizamos métodos ite-
rativos de otimizacao ndo linear como, por exemplo, Newton-Raphson, escore de Fisher, quasi-
Newton BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno), SQP (Sequential quadratic programming)
e entre outros. Ver Nocedal e Wright (1999). A linguagem de programacio Ox disponibiliza no
seu pacote de maximizacdo o comando MAXSQP. Este comando maximiza fun¢des ndo lineares
sujeitas as restricdes nao lineares usando uma técnica de programagdo quadrética sequencial,
que, basicamente, consiste em gerar passos (iteragdes) resolvendo subproblemas quadraticos.
Maiores detalhes sobre o comando MAXSQP podem ser encontrados em:
http://www.nuff.ox.ac.uk/Users/Doornik/doc/ox/index.html.
Pode ser mostrado facilmente que

IE[c(ye)] = 00" (0) —b(0) — %5 ( 21 )

g“my
e através das condig¢des de regularidade que IE (U?) = 0. Sendo assim temos
E(d) = E{-2[yb—b(0)—c(y)l}
= —2{00E (ye) — b(00) — Efe(yo)]}
/ 1, 1
= —26’5[) (9) + 2b (9@) + 2 |:¢9@b/ (0) —b (9@) — 58 ( 5 ):|

g1y

_ _g( ! > (2.4)
oMy

A matriz de informacao total de Fisher para ¢ = (5T, 8T, O'Q)T na classe dos modelos nao

lineares da familia exponencial é dada por

or LyTeSow 0 U5
K=-E <W> = 0 X T2 ol/2 X 0 . (25)
511 25T 0 511 0251

em que S e W sdo matrizes diagonais n X n cujos respectivos elementos sido dados por § (¢y) =
d2s (¢h¢) /de? e wy = (dpe/dng)? Jve, £ = 1, ..., n e 0 representa uma matriz de zeros ou vetores
nulos com dimensdes apropriadas.

Podemos notar da matriz de informacao de Fisher (2.5) que os parametros (5T, 02) sao
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ortogonais a 3, isto &, —IE (0L£/96°08") e —IE (0L/dc?03") sdo iguais a zero, entretanto § e
o ndo sdo ortogonais. A fim de obter a ortogonalidade entre os pardmetros uma transformaco
€ necessdria, assim uma solugdo para tal nas distribui¢cdes normal e normal inversa vem da

seguinte igualdade:

2 Y
o I mg)l/n , (2.6)
ver Simonoff e Tsai (1994).
Agora, 0 nosso vetor de parametros que pertence a um espago paramétrico é dado por ¢ =
(9,8, 7)T. Logo, utilizando a transformagdo em (2.6) o logaritmo da func¢ao de verossimilhanga

do modelo reparametrizado fica dado por

£ i) = —5 3 { Lo + ¢ )+ 105 (2 )} e

— qe

em que

-
A fungdo escore total U = U (6, 3,7) = (Ug, Ulg, UW) para o modelo reparametrizado
(2.7) tem componentes dadas por

—%QTd

U=U(8,8,7)=| XTIV~ (y - p)

T
L (@d-1).

Aqui, ® é uma matriz diagonal n X n cujos os seus elementos sdo dados por ¢y = qy/v e Qé
uma matriz n X ¢ cuja a (-ésima linha é dada por gy, = 0gq,/06". Entdo, a matriz de informacgdo
de Fisher do modelo reparametrizado (2.7) é dada por

o 11TQE"1 0 0
K= _ _ *T F1/2 1/2 y* 2.8
(—awaw) 0 xXTol2wel2x* o |, (2.8)

0 0 =

Q = Q (6) é um “array” de dimensdo n x ¢ X ¢ com elementos dados por g, = 9%/ (85”5”);
ver Apéndice C e Q™' a matriz inversa da matriz diagonal Q = Q (§) de dimensdo n x n
com o (-ésimo elemento dado por ¢, = ¢, (0) = ([[_, ms)l/ " /my. Observando a matriz
(2.8) e aplicando a transformagdo dada em (2.6) atingimos a ortogonalidade desejada obtemos
IE(—0L/060B") = TE(—0L/0B'Dy) = IE(—0L/D5*Dy) = 0, ou seja, os parAmetros sdo
todos ortogonais.

Nesta dissertac@o, abordamos para o vetor de observagdes (i, - - ,y,) apenas a distribui-
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¢do normal. Desse modo, do resultado (2.4) e apds a reparametrizagdo temos que IE (d;) =
—5(qe/7) = — (=v/q) = ~/q e da matriz (2.5) temos S = &> ¢ W = I,, é a matriz identi-
dade de ordem n.

2.4 Testes de hipoteses

Apos a estimacdo dos parametros é comum realizar testes afim de avaliar se as hipéteses
feitas sobre os parametros apresentam evidéncias obtidas através de amostras. Nosso interesse
neste capitulo € realizar testes usuais para identificar se ha presenca de heteroscedasticidade na
classe dos modelos ndo lineares da familia exponencial. Por isso abordamos a situagdo em que
os parametros de dispersd@o ndo sdo constantes para todas as observagdes, apresentando assim
uma estrutura heterosceddastica. Usualmente, em alguns modelos ha interesse em testar apenas
um subconjunto de pardmetros ao invés de todos os parametros, desta forma é conveniente fa-
zer uma particdo no vetor de parametros. Denominamos pardmetros de interesse aqueles que
desejamos testar e os demais denominamos pardmetros de perturbagdo. Nesta dissertacdo o
interesse € testar o vetor de pardmetros §, portanto este serd nosso vetor de parametros de inte-
resse que serd testado pela hipétese nula e os demais 3 e v sdo considerados como parametros
de perturbacdo. Realizamos todas estimagdes e testes baseados no modelo reparametrizado de-
finido em (2.7). Sendo assim, o ndmero de parametros de interesse e de perturbagdo sdo g e
(p + 1), respectivamente. Aqui, 0 nosso interesse estd em testar a hipdtese nula Hy : § = &g
Hi : § # o, sendo dp um vetor g-dimensional de constantes especificadas tal que m (z,,d) = 1
paral =1,...,n.

Considerando a heteroscedasticidade multiplicativa, isto é, m, = exp {zzé }, obtemos ¢, =
exp {— (20 — E)T(S}, Qoo = — (20 — Z), €Xp {— (20 — Z)T(S} =—(20—2), 9 = (%00 — Za) G
€ Qrap = (Zz — z)ab qe = (Zga — ,fa) (Zgb — 2(,) qe, COM Z = (21, ce Eq)—r €2z, = n1 Z?:l Z0a
para a = 1,...,q. Usando estas quantidades a matriz de informacdo de Fisher do modelo
repametrizado (2.7) se reduz a

op Yz2-2)(2-2)" 0 0
K=—-FE <W> = 0 X*TWoeXx* 0 (2.9)
U

emque (Z—2) = (21— Z,...,2,— %) . 7 -
Denota-se K5 = ]E{U(é)U(&T)} =1(Z-2)(z-2) eKlg = ]E{U(ﬁ)U(ﬁT)} =

X*TW®X* como sendo as matrizes de informacao de Fisher de § e 3, respectivamente.
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2.4.1 Teste da razao de verossimilhancas

A estatistica da razdo de verossimilhangas para testar H, no modelo reparametrizado (2.7)
pode ser escrita da seguinte forma:

LR = 2{L*(3,8,%;y) — L*(d0, B, % )}, (2.10)

em que 3 B < sdo os EMYV irrestrito, respectivamente, de d, 3, v e B v sdo os EMV restritos
de 3, v, respectivamente. Sob H,, a estatistica dada em (2.10) tem distribui¢do assintética Xg-
Rejeitamos a hipétese nula, ao nivel de significancia o se, LR > X%a, o) €M que X?a, g €0
percentil (1 — «) da distribui¢do qui-quadrado. Sabemos que a aproximagdo das estatisticas
LR, S, LR, e G pela distribui¢io x? em amostras pequenas pode conduzir a taxas de rejeicdo
distorcidas e os testes baseados nessas estatisticas tendem a ter comportamento liberal, isto €,
tendem a rejeitar a hipotese nula com frequéncia demasiada ou conservativo, uma vez que nessa
situacdo erro tipo I ocorre com baixa probabilidade.

2.4.2 Teste escore

A estatistica escore proposta originalmente por Rao (1947) para testar H, € expressa por:
T e=17
S=UsK 5 Us,

em que [75 = —%QTd, Kgl = [% (Z — Z) (Z — Z)T}_l a matriz inversa da informacao
de Fisher para 6, y = (y1,...,y¢) s o = (i1, ..., ptn) ', em que py = 1, = f (4, 3), para
¢ =1,...,n.Utlizamos notacao til em U 5 para denotar que o EMV do parametro de interesse
estd sendo avaliado sob H,.

Assintoticamente e sob H,, temos que a estatistica escore tem distribui¢ao Xg- Rejeitamos
a hipdtese nula, ao nivel de signicancia « se, S > X?% q)> €M que X(2a7 g €0 percentil (1 — «) da
distribui¢do qui-quadrado.

2.4.3 Teste gradiente

A estatistica gradiente recentemente proposta por Terrell (2002) vem como uma estatistica
alternativa para a realizacdo de testes de hipdteses, notavelmente mais simples que algumas
estatisticas de testes usuais. Assim como a estatistica da razdo de verossimilhangas proposta
originalmente por Neyman e Pearson (1928) e discutida com mais detalhes por Wilks (1938),
a estatistica Wald proposta por Wald (1943) e a estatistica escore proposta por Rao (1973), a
estatistica gradiente também tem distribui¢do assintética xﬁ-

Seja um vetor de observagdes (yi,...,y,) com fun¢do de densidade dada em (2.2) que
depende de um vetor de parametros e possui logaritmo da funcio de verossimilhanga dada em
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(2.7), a estatistica gradiente para testar H, é dada por:
G =Ug(d — d), (2.11)

em que U 5= —%QTd, sendo B e v os EMV restritos de 3 e v, respectivamente. Vale ressaltar
que a estatistica gradiente € atrativa pela sua simplicidade de cdlculo e pode ser facilmente
computada, além disso apresenta vantagem em problemas complexos quando ndo € possivel
calcular, estimar ou inverter a matriz de informacdo de Fisher. Rejeitamos a hipétese nula, ao
nivel de signicancia o se, G > X%a, o) €M que X%a, 2 ¢ o percentil (1 — «) da distribui¢do qui-
quadrado.

2.4.4 'Teste da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas

Uma fungao de verossimilhanga perfilada € utilizada em modelos em que hé presenca de
parametros de perturbacdo e esta fun¢do dependerd apenas do vetor de parametros de interesse.
A verossimilhanca perfilada € obtida da verossimilhanca original substituindo os parametros de
perturbacao por seus estimadores de méxima verossimilhanca para cada valor fixado dos para-
metros de interesse. Assim o logaritmo da fun¢do de verossimilhanga perfilada para o parametro
de interesse & é dado por

L,(0;y) = L,(8, Bs, 025 y), (2.12)

em que B(; e 025 sdo os EMVs de B e o2, respectivamente, para § fixado. Considerando o
modelo reparametrizado podemos reescrever (2.12) como

Ly(8;y) = L,(8, 85,951 y).

Considerando um modelo normal ndo linear reparametrizado o logaritmo da fungdo de ve-

rossimilhanca perfilada € dado por

L, =L,(8;y) = —g log 45 — 21% (y— i)' Qly — fn) — glog(%%

sendo 45 0 EMV de v, com § fixo e £}, denota a fungio de verossimilhanga perfilada do modelo
reparametrizado. Esta funcao apresenta algumas propriedades da fun¢ao de verossimilhanca ori-
ginal, porém pode apresentar vicios na funcdo escore e matriz de informac¢do de Fisher. Além
disso a presen¢a de um niimero de parametros de perturbacdo pode conduzir a uma ma quali-
dade em inferéncias que se baseiam em resultados assint6ticos. Assim, a fim de corrigir este
efeito dos parametros de perturbacdao Cox e Reid (1987) definiram uma versao modificada ex-
plorando a ortogonalidade entre os pardmetros de interesse e perturbacdo. Para tal, utilizaram
a transformacao (2.6) e em seguida um termo de ajuste foi incorporado a funcdo de verossimi-
lhanca perfilada. Sendo assim, o logaritmo da fun¢do de verossimilhanca perfilada modificada

para § € dado por
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* * 1 - a2
Loy = L£3(8y) — 5 log |det {778, B5,5) }
em que a notagdo L} representa o logaritmo da fung@o de verossimilhanga perfilada modificada
do modelo reparametrizado e j* é o bloco da matriz de informacdo observada definida como
J = —-0U{ /35 = —82£; /6%6°. Lembrando que tomando a esperanga da matriz de informagio

observada obtemos a matriz de informacao de Fisher, isto &, IE(.J) = K. Para o modelo normal
ndo linear obtemos

L {XTWRQWAX — [(y — ) TQIX ™} 0
0 n. )7

242

j*(aaﬁ&;ﬂs) =

em que W = I, por se tratar de um modelo normal, X** = X**(8§) = 0’1/0B0B3" é um
“array”’de dimensdo n X p X p e [-][-] representa a multiplicacdo de uma matriz por um array;
ver Wei (1998).

A estatistica da razdo de verossimilhancas perfiladas modificadas para testar H, é dada por:

LR = 2{L5,(8;9) — L1,,(0;9)},

em que 8 é o EMV restrito de 4.

Sob H, a estatistica LR, tem distribuicao assintoticamente Xg- Rejeitamos a hip6tese nula,

2
(a,9)

cdo qui-quadrado. No entanto, esta aproximag¢ao pode ndo ser muito boa quando o tamanho da

ao nivel de signicancia « se, LR,, > X(Qa > €M que x ¢ o percentil (1 — «) da distribui-
amostra € pequeno resultando em taxas de rejeicdo distorcida, geralmente, apresentando com-
portamento liberal. Por esse motivo se faz necessdrio uso de técnicas estatisticas para melhorar
essa aproximacao. Essas técnicas serdo apresentadas e avaliadas por simulacdo Monte Carlo no
Capitulo 3.

2.4.5 Teste da razao de verossimilhancas bootstrap

Uma alternativa para melhorar testes baseados nas estatisticas razdo de verossimilhanga,
Wald e Escore € utilizar um esquema de reamostragem pra estimar a distribui¢ao nula da esta-
tistica de teste. Essa metodologia é conhecida como bootstrap. A técnica boostrap introduzida
por Efron (1979) e mais detalhada para testes de hipoteses em Efron e Tibshirani (1994) utiliza
um valor critico a partir da distribuicao nula da estatistica de teste estimada pela reamostragem
bootstrap. Essa metodologia consiste em obter a partir da amostra original y = (y1,..., )
um nimero grande (por exemplo, B) de pseudos-amostras, a qual denominamos de amostras
bootstrap y* = (y*l, ceey y*B)T. Esta amostras artificiais sdo geradas impondo como verdadeira
a hipétese nula. Posteriormente computa-se para cada amostra y* a estatistica de teste denotada
por 7*, assim, obtem-se T*b, parab=1,..., B. As estatisticas de bootstrap sao entdo utilizadas
para estimar a distribui¢do nula de 7*. O valor critico bootstrap denotado por ¢(;_,) correspon-
dente ao nivel de significincia a (0 < o < 1) e é obtido como o percentil (1—«/) da distribui¢do
empirica das B realizagdes da estatistica 7*. Assim, a hipétese nula € rejeitada se 7 > §(1_q).
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Note que o teste da razdo de verossimilhangas bootstrap ndo usa um valor critico obtido da
distribui¢do nula assintética, ele utiliza o valor critico estimado da distribui¢do nula de 7.
Para o teste da razdo de verossimilhanga bootstrap a estatistica de teste bootstrap ¢ dada por

b

LRpoo = 2{C°(0" 15™) — L@ 3 5™)}, 2.13)

3 *b ~ xb . . . . s . » .
emquey e ¢* sdo os EMV irrestrito e restrito de 10", respectivamente, na b-ésima réplica
bootstrap, com b = 1,. .., B. Aqui, rejeita-se H se a estatistica LRoot > q(1-a)-

2.5 Avaliacdo numérica

Neste capitulo apresentamos resultados da simulagcdo Monte Carlo comparando os desem-
penhos dos testes baseados nas estatisticas da razdo de verossimilhancas (LR), razdo de ve-
rossimilhancgas perfiladas modificadas (LR,,), razdo de verossimilhancas bootstrap ((LRpoot),
escore (S) e gradiente (G). Avaliamos estes desempenhos através da proximidade das probabili-
dades de rejeicao da hipétese nula, sendo esta verdadeira (erro tipo I) com os respectivos niveis
nominais 10, 0%, 5,0%, 1,0% e 0, 5% e o poder dos testes levando em consideragio a hipitese
alternativa para diferentes valores de . As hipdteses consideradas foram:

Hop: 01 = 03 = - - - = 04 = 0 (modelo homoscedastico)
versus
Hq: 01 # 02 # - - - # d4 # 0 (modelo heterosceddstico).

Consideramos o seguinte modelo de regressao ndo-linear para a simulagdo

p
ye = B +exp{fazp} + Zﬁjxgj +up, €=1,2,...n,
j=3

em que u, ~ N (0,1) e Cov (us, uy,) para todo ¢ # m. As covariadas x; foram geradas
como amostras da aleatérias da distribuicéo U (0, 1). A varidvel resposta foi gerada assumindo
By =y ==, =1e0? = 1. Usamos diferentes valores de p e ¢ a fim de avaliar o
desempenho dos testes quando aumentamos o nimero de parametros de interesse e perturba-
cdo. Para a modelagem da flutuacdo da variancia construimos a matriz Z utilizando as colunas
2,3,...,p da matriz X de covariadas, em que ¢ < p e para o caso, ¢ > k as colunas extras
foram geradas usando amostras aleatdrias independentes da distribui¢do ¢/ (0, 1). O nimero de
réplicas Monte Carlo e bootstrap foram fixadas em 10000 e 600, respectivamente. Para cada
tamanho amostra e nivel nominal considerado, estimamos, via simulagdo, as taxas de rejei-
cdo: P (LR > X%mq)), P <LRm > X%a,q))’ P (S > X?@q)), P (G > x%mq)), tal que X%oc,q) éo
percentil (1 — «) da distribui¢do qui-quadrado e para o teste baseado na LRp,, as taxas de
rejeicdo sdo obtidas calculando a P (LRBoot > G(l_a)), em que qA(l_a) ¢ estimado de acordo
com o procedimento descrito na Subsecdo 2.4.5. As simulacdes foram realizadas utilizando a
linguagem de programag¢do matricial Ox (DOORNIK, 2009).
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Nesta secdo, inicialmente, analisamos a influéncia dos pardmetros de perturbacdo e do tama-
nho amostral no desempenho dos testes no modelo normal ndo linear. Em seguida, avaliamos
também o poder dos testes, considerando diferentes valores para . Obviamente, para § = 0
temos o tamanho do teste. Todos os resultados apresentados aqui baseiam-se no modelo de
regressdo nao linear repametrizado com logaritmo da funcdo de verossimilhanca definida em
2.7).

A Tabela 2.2 apresenta os tamanhos estimados dos testes para a situacdo em que n = 35,
q = 2 e diferentes valores de p. Podemos observar que os testes da razdo de verossimilhancas
e gradiente apresentam taxas de rejei¢do muito acima dos niveis nominais considerados, prin-
cipalmente quando o niimero de parametros de perturbacdo p aumenta, tornando-os liberais.
Comparando estes dois testes, notamos que o teste gradiente tem melhor desempenho que o
teste da razdo de verossimilhangas. Por exemplo, para p = 4 e o« = 5,0% as taxas de rejeicdo
para os testes LR e G sdo iguais a 9, 9% e 9, 0%, respectivamente. Por outro lado, os testes LR,
e S, para 0 mesmo caso, apresentam taxas de rejei¢do iguais a 4, 2% e 3, 8%, respectivamente,
apresentando taxas de rejei¢do mais préximas dos niveis nominais, todavia apresentam compor-
tamento conservativo. Vale ressaltar que a modificagdo de Cox e Reid a verossimilhanca per-
filada atenua o efeito do nimero de pardmetros de perturbacdo, trazendo uma notdvel melhora
para o teste LR,,, comparado ao teste LR. Notamos que o aumento no nimero de parametros
de perturbagcdo o impacto € bem menos marcante nos desempenho dos testes baseados nas es-
tatisticas LR,,, LRpoot € S, mas tratando-se dos testes LR e G o impacto € consideravelmente
alto sobre a aproximacdo por Y2 para as distribuicdes das estatisticas baseadas nestes testes.
Aqui, o teste da razdo de verossimilhanga bootstrap foi o que apresentou melhor desempenho,
com taxas de rejeicdo bem mais proximas dos niveis nominais que os demais testes, como por
exemplo, para p = 3 e para todos os niveis nominais considerados. Para este teste, podemos
observar que ele passa a ser liberal quando p > 5, mas ndo tdo distante dos niveis nominais.

A Figura 2.1 apresenta o grafico de distorcao dos testes, ou seja, a diferenca entre a taxa de
rejeicdo empirica e o nivel nominal o = 5,0% para diferentes valores de p. Este grifico mos-
tra o impacto do nimero de parametros de perturbacdo nos testes considerados neste capitulo.
Vemos, claramente, que a medida que aumentamos o nimero de parametros de perturbacao as
taxas de rejei¢do para os testes LR, e G distorcem do nivel nominal 5, 0% tornando extrema-
mente liberais e para os testes LR, LRpoot € S as taxas de rejeicdo ndo sofrem tanto impacto
quando aumentamos o nimero de parametros de perturbacdo, confirmando graficamente o que
J4 haviamos mencionado anteriormente.

Na Tabela 2.3, fixamos o valor de p = 5, ¢ = 2 e variamos o tamanho da amostra em
n = 25, 35, 45, 100 para os niveis nominais o = 10, 0%, 5, 0%, 1,0% e 0, 5%. Observe que com
o aumento do tamanho amostral, as taxas de rejeicao dos testes se aproximam dos respectivos
niveis nomimais, todavia, os testes LR e G continuam liberais. Assim, até mesmo paran = 100,
os testes LR e G apresentam taxas de rejeicdo acima dos niveis nominais. Nesta mesma situagao
e a = 5,0%, as taxas de rejei¢do dos testes LR, LR,,, LRpoot, S € G foram 8,2%, 4, 5%,
5,3%, 4,5%, 7,8%, respectivamente. Dessa maneira, é necessdrio obter uma corre¢cdo para
as estatisticas LR e G para que, em amostras de tamanho pequeno haja uma diminuicido na
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distor¢do das taxas de rejei¢do empiricas nos testes baseados nestas estatisticas modificadas.

A Tabela 2.4 apresenta resultados da simulacao considerando a hipétese alternativa (heteros-
cedasticidade) para n = 35, p = 5 e ¢ = 2 e diferentes valores ded = §; = &9, com ¢§ variando
de 0 a 3, 5. Podemos observar que o poder do testes LR e G s3o maiores que os outros testes,
entretando, os testes baseados nas estatisticas razao de verossimilhangas usual e gradiente ndo
podem ser recomendados por serem muito liberais. Considerando 6 = 3,5 e o = 10,0% o
poder do teste para a LR,,, LRy € S foram, respectivamente, 98, 3, 98,4 e 96, 0. Vemos uma
pequena desvantagem da estatistica escore com relagdo as estatisticas LR, e LRt € portanto,
o poder dos testes baseados nas estatisticas razao de verossimilhancas perfiladas modificadas e
razdo de verossimilhangas bootstrap sdo similares, neste caso.

A Figura 2.2 apresenta o grafico das discrepancias relativas entre os quantis amostrais e o0s
quantis assintoticos das estatisticas dos testes contra os quantis assintoticos para todos os niveis
nominais o = 15, 0%, 10,0%, 5,0%, 3,0%, 1,0% e 0,5%. A discrepancia relativa é definida
como

ST(1—-a)—=x:(1—-a)
x;(1—a) ’

em que denotamos por ST'(1 — «) o quantil amostral de ordem (1 — «) do conjunto de valores

simulados das estatisticas dos testes (LR, LR, S € G, conforme o caso) e o corresponde quantil
da distribucao X3 sendo denotado por Xg(l — «). Quanto mais préxima de zero estiver a curva
da discrepéncia, melhor a aproximacdo da distribuicao exata sob a hipdtese nula da estatistica
de teste pela distribui¢cdo limite qui-quadrado. Observe que para o caso o = 5,0%, n = 35,
p = 5 e ¢ = 2 adiscrepancia relativa para as estatisticas LR e G apresentam-se em torno de
43,3% ((8,6 — 6,0)/6,0 x 100%) e 36, 7% ((8,2 — 6,0) /6,0 x 100%); ver Tabela 3.5, respec-
tivamente, confirmando que esses testes sdo liberais. Em contrapartida, as estatisticas razio de
verossimilhangas perfiladas modificadas (LR,,) e escore (S) apresentam discrepancias relativas
em torno de —5,0% ((5,7—6,0)/6,0 x 100%), mais préximas de zero que as estatisticas razao
de verossimilhangas e gradiente, no entanto reafirmam um comportamento conservativo.

Concluimos destes resultados que os testes baseados nas estatisticas da razdo de verossi-
milhancas usual (LR) e gradiente (G) sdo muitos liberais em amostras pequenas e moderadas,
rejeitando H, com frequéncia muito maior que o esperado. Por outro lado, os testes razdo de
verossimilhancas perfiladas modificadas (LR,,) e escore (S) apresentam taxas de rejeicdo em-
piricas mais préximas dos niveis nominais, mas estes testes sdo conservativos. Portanto, dos
testes analisados neste capitulo o teste razdo de verossimilhanca bootstrap (LRpo0t) € 0 mais
recomenddvel.
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Tabela 2.2: Tamanhos empiricos dos testes LR, LR,,,, LRpoot, S € G - Modelo normal néo linear
paran = 35, ¢ = 2 e diferentes valores de p.

p a(%) LR LR, LRpot S G

10,0 13,8 9,6 9,7 8,8 13,1
2 50 7,7 45 49 43 7,0
1,0 1,9 0,8 1,0 0,8 1,6
0,5 1,0 0,4 06 0,4 0,8
10,0 14,9 88 9,8 8,6 14,1
3 50 82 42 50 4,3 7.6
1,0 2,3 0,7 1,0 0,8 1,9
05 1,2 0,3 06 04 0,9
10,0 16,4 88 9,9 83 15,7
4 50 99 42 53 38 90
1,0 2,7 0,8 1,2 0,7 23
0,5 1,7 04 0,6 0,3 1,3
10,0 20,3 9,0 10,4 89 19,2
5 50 12,7 4,4 53 4,2 11,6
1,0 4,2 0,7 1,2 0,7 3,6
0,5 2,7 0,3 0,7 0,4 20
10,0 22,5 8,5 10,3 8,2 21,4
6 50 14,4 4,1 54 4,0 13,2
1,0 52 0,8 1,1 0,8 46
0,5 3,4 04 06 04 209
10,0 27,5 8,9 10,7 8,4 25,3
7 50 18,6 45 55 3,9 16,3
1,0 7.4 0,8 1,5 0,8 58
0,5 54 04 09 04 38
10,0 34,1 81 10,5 7,8 31,9
8 50 245 3,8 53 3,7 21,9
1,0 11,5 0,6 1,2 0,6 9,3
0,5 81 0,3 0,7 0,3 65
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Tabela 2.3: Tamanhos empiricos dos testes LR, LR,,,, LRpoot, S € G - Modelo normal néo linear

para p = 5, ¢ = 2 e diferentes tamanhos amostrais.

n  a(%) LR LRm LRpoe S G
10,0 28,6 86 10,1 7,9 25,9
25 0 19,2 4,0 50 4,0 16,8
0O 79 07 1,0 08 5,8

5 53 0,3 06 04 3,6
10,0 20,3 9,0 10,4 8,9 19,2
35 0 12,7 4,4 53 4,2 11,6
0 42 07 1,2 0,7 3,6

5 2,7 0,3 0,7 04 20
10,0 16,5 88 9,6 8,0 16,0

45 0 8 4,4 4,8 4,1 9,3
0 9 08 1,1 0,7 2,6

5 7 04 0,7 03 1,4
10,0 14,3 9,0 10,2 9,5 13,7

100 50 82 45 53 45 78
L0 22 0,9 1,2 09 1,9

0,5 1,3 0,5 0,7 04 1,1

Tabela 2.4: Poder dos testes LR, LR, LRgoot, S € G - Modelo normal nao linear para n = 35,

p=>5,q¢=2ea=10,0%.

5 LR LR, LRp: S G
0,0 20,3 9,0 10,4 8,9 19,2
0,5 28,3 13,9 13,5 13,8 26,4
1,0 41,2 27,1 26,2 27,3 40,0
1,5 64,6 51,4 48,4 47,6 63,3
2,0 87,5 77,0 71,2 76,1 87,7
2,5 96,2 91,3 87,6 90,3 96,3
3,0 97,4 94,7 95,0 90,6 97,4
3,5 99,7 983 984 960 99,7
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Figura 2.1: Distor¢ao do tamanho dos testes LR, LR,,,, LRpoot, 5, G - Modelo normal néo linear
com n = 35, ¢ = 2 e diferentes valores de p.
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Figura 2.2: Discrepancias relativas de quantis das estatisticas LR,LR,,, S, G - Modelo normal
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2.6 Comentarios

Apresentamos primeiramente uma breve introducdo sobre os modelos nao lineares da fami-
lia exponencial com dispersdo varidvel. Discutimos alguns aspectos inferencias, como testes de
heteroscedastidade usuais tais como razdo de verossimilhancas e escore. Também apresentamos
testes baseados na estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas modificada, na recente es-
tatistica gradiente e na estatistica razdo de verossimilhancas via reamostragem bootstrap. Em
vdrias situacdes praticas observamos que a dispersdo nio € a mesma para todas as observacoes,
por isso € determinante elaborar testes mais confidveis e precisos que detectam a presenca de
heteroscedasticidade nos dados.

Nos resultados numéricos vimos que os testes LR e G apresentam um comportamento li-
beral, com taxas de rejeicao distorcidas acima dos niveis nominais considerados. Vimos que a
modifica¢do na verossimilhanca perfilada atenuou o efeito do nimero de parametros de pertur-
bacao nas inferéncias, porém este teste produziu um comportamento conservativo, similarmente
ao teste S. Notamos a necessidade de técnicas estatisticas que visem corrigir e melhorar a apro-
ximacdo das distribuicdes dessas estatisticas para a distribui¢io x2. Em linhas gerais, dos testes
apresentados o mais recomedavel € o teste LRp,.;. No entanto, este teste requer um tempo de
execucdo (computacionalmente) mais alto que os demais.



Capitulo 3

Aperfeicoamento de testes em MNLFE

3.1 Introducao

Vimos no Capitulo 2 através de simulacdo de Monte Carlo que os testes baseados em apro-
ximagdes assintéticas de primeira ordem ndo sao bons quando o tamanho amostral é pequeno
ou mesmo de tamanho moderado, conduzindo a taxas de rejei¢do distorcidas. Vimos que os
testes baseados nas estatisticas da razdo de verossimilhancas (LR) e gradiente (G) sdo bastantes
liberais, enquanto que os testes baseados nas estatisticas da razdo de verossimilhancas perfila-
das modificada (LR,,) e escore (S) sdo conservativos. Para isso, foram desenvolvidos técnicas
que visam corrigir e melhorar a aproximacao assintética das estatisticas de testes. Na literatura
sdo encontradas as corre¢oes de Bartlett as estatisticas da razdo de verossimilhangas perfiladas
modificadas (Cysneiros e Ferrari, 2006), razao de verossimilhancas bootstrap (Rocke, 1989)
e correcao tipo-Bartlett para a estatistica escore (Cavalcanti, 2009), que nao serd apresentado
nessa dissertacdao, para os MNLFE. Nosso objetivo agora é obter um fator de correcao tipo-
Bartlett para a estatistica gradiente (Terrel, 2002), na classe dos MNLFE, de tal forma que a
aproximacgao por Xg seja até de ordem n~!. A organizacdo desse capitulo serd dada na seguinte
forma: definimos na Sec¢do 3.2 cumulantes conjuntos e apresentamos as principais identidades
de Bartlett que facilitam o cdlculo dos cumulantes. Na Secao 3.3 apresentamos a forma ma-
tricial para o fator de correcao Bartlett na estatistica razdo de verossimilhangas. Apresenta-se
na Secdo 3.4 a correcdo de Bartlett aplicada a estatistica razao de verossimilhangas perfiladas
modificadas. Na Secdo 3.5 apresentamos a metodologia do cdlculo da estatistica LRpqo; €m
sua versao corrigida. Como objetivo principal deste capitulo apresentamos na Se¢do 3.6 a ex-
pressdo matricial para o fator de correcao tipo-Bartlett para a estatistica gradiente nos modelos
nao lineares da familia exponencial, sendo baseada no método geral obtido por Vargas, Ferrari
e Lemonte (2013). Desenvolvemos na Secdo 3.7 estudos de simulagdo Monte Carlo para ava-
liar e comparar numericamente os desempenhos dos testes supracitados no Capitulo 2 e neste
capitulo, em amostras finitas. Finalmente, realizamos uma aplicacao empirica.

32
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3.2 Cumulantes conjuntos e identidades de Bartlett

Primeiramente, apresentamos algumas notagdes. Seja @ = (6T, 8, )T o vetor de pa-
rametros que pertence a algum espaco paramétrico, em que )" € o r-ésimo elemento de 2.
Denotamos U; = 9L* /Oy, U;, = 9*L*JOPIoY", Uj.s = O3L* 0T 0y"dvp*, etc. Definimos
os cumulantes como:

Kjr = E(Ujr),  Kjrs = B(Ujrs), ke = E(U;U),  Kjps = IE(U;Us)
e assim por diante. Denotamos as derivadas dos cumulantes por mgi) = Okj,/OY®, Iigit) =
0%k /O Ot. Adicionalmente, os elementos da matriz informacdo de Fisher dada em (2.9)
possui elementos —r;,, sendo —x’" os correspondentes elementos de sua inversa. Para evi-

tar ambiguidades de indices entre os componentes do vetor de paradmetros de interesse € 0s
componentes do vetor de perturbagdo vamos adotar as seguintes notagdes: os indices a, b, c, . . .

variam em 1, ..., g relacionados aos parimetros de interesse, os indices i, j, k, ... variam em
p—+1,...,p+ qrelacionados aos pardmetros de perturbacdo 3’s e os indices r, s, ¢, ... variam
eml,...,p+q+1. Algumas relacdes podem ser estabelecidas a partir dos cumulantes apresen-

tados acima, essas relacdes sdo denominadas identidades de Bartlett. Alguns exemplos dessas
relacdes sao:

Rps = —Rrs,

(w)

Rrstu = Rpgts

(w) _
'%rst = Rrstu + Hu,rst,

Rpst = —Rpst — 2(3),{7‘,8’

(s) (r) (rs)
Rrstu = Brstu = Rpgy = Kgtu t Ky — Krs,tu ©

Rrstu + Z(4)Hr,stu + E(g)"irs,tu + Z(G)Kr,s,tu + er,s,t,u = 07 etc,

em que » () denota a soma sobre as k permutagdes dos indices.

As identidades de Bartlett facilitam a obtencdo dos cumulantes e podem conduzir a cél-
culos diretos de alguns cumulantes em algumas situacdes. Os cumulantes sao utilizados prin-
cipalmente em correcdes de Bartlett e tipo-Bartlett que serdo discutidas posteriormente neste
capitulo. Devido a ortogonalidade dos pardmetros nos MNLFE, o célculo de certos cumulan-
tes tornam-se muito simples, uma vez que varios cumulantes mistos sao nulos. No Apéndice A
apresentamos alguns cumulantes conjuntos para os modelos nao lineares da familia exponencial
reparametrizados com dispersao varidvel.
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3.3 Estatistica da razao de verossimilhancas corrigida

Para melhorar a aproximacao da distribui¢do da estatistica LR, (BARTLETT, 1937) propos
um fator de corre¢do (1 + ¢/q) "' que multiplicado a estatistica razdo de verossimilhangas gera
a estatistica definida como razdo de verossimilhangas corrigida (LR*), de tal forma que, a sua
média estd mais préxima do valor esperado da distribui¢do de referéncia xﬁ- A estatistica LR”

¢ dada por
LR

e
q

em que ¢ é o nimero de pardmetros de interesse, ou seja, € o nimero de restricdes impostas
pela hipétese nula, n é o tamanho da amostra e a constante ¢ é de ordem n~! e é funcdo dos
cumulantes e derivadas dos cumlantes. Sob H o valor esperado da LR, corresponde a ¢{(1 +
c/q) + O(n=*?)}. Enquanto P(LR > z,) = a + O(n™!), tem-se que P(LR* > z,) =
a+O(n™?), em que z, € o quantil (1 — o) da distribui¢do x_. Baseando-se no método geral de
obtencdo da constante ¢ desenvolvida por Lawley (1956), Cordeiro (1993) obteve um fator de
correcdo de Bartlett para a estatistica LR para o teste H contra H; no modelo heteroscedastico
multiplicativo, ou seja, m, = exp{z/ §}. Para § = 0, obtem-se um modelo homoscedastico. A
constante ¢ ¢ dada por

3(k+1)2—1
=hX,R) - —~— L —
¢ (X, R) 6n ’
sendo
1 1
WX, R) = —tr (A2) + g1TA<3>1 + 1217 A4AA.1 + tr (AgBy) — 17 (B® 0 A)1

1
+ 51TBdABd1 +1A4AB,1,

emque A = R(RTR)"'RT com R = [1Z], Ay = diag(ayy, ... ,am), B= X (X'X) "' X e
By = diag(by1, . . ., by, ). Em problemas regulares, a estatistica LR* tem distribuigao assintdtica
X; com erro de ordem O(n ).

3.4 Estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas mo-

dificadas corrigida

No Capitulo 2 vimos que o ajuste de Cox e Reid (1987) para a verossimilhanca perfilada
reduziu o impacto de parametros de perturbacio no teste baseado na estatistica LR conduzindo
a taxas de rejeicdo empiricas mais proximas do niveis nominais adotados, todavia, o teste LR,
produziu taxas de rejei¢do abaixo dos niveis nominais. Contudo, a partir dos resultados de
DiCiccio e Stern (1994), Cysneiros e Ferrari (2006) desenvolveram um fator de correcao de
Bartlett para a estatistica LR, definida na Subse¢do 2.4.4 para a classe dos MNLFE, tal como
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a aproximacao por xﬁ para a estatistica corrigida é de ordem n 2. A estatistica da razdo de
verossimilhancas perfiladas modificadas corrigida é dada por

LRm

LR = —— 2
m=q 4 Cm/q

em que, admitindo uma estrutura multiplicativa para a dispersao nos modelos nio lineares nor-
mal, o fator de correcao de Bartlett ¢,, fica dada por

Cm = —ltr(Hde) + ti - llTHdHHdl + T e - gq + l1TH<2>1,
2 2n 2 3 n n
sendo H = {hy} = (Z - 2)(Z - 2)(Z - 2)]7N(Z - Z)T,com (Z — Z) =
(21— 2oz —2), 2 = (Z1,...,2), 2o = 'Yz paraa = 1,...,q, Hy =
diag{h11, ..., hon}, H® = (h2) e H® = (h3)).

Observe que o cdlculo do fator de correcdo ¢, ndo depende do nimero de parametros de
perturbacdo, nem de parametros desconhecidos. Depende somente do tamanho amostral e da
matriz , cujo é fungdo da matriz Z de varidveis auxiliares usadas para modelar as flutua¢des na
dispersao da resposta. Cysneiros e Ferrari (2006) mostraram por meio de simulacdo de Monte
Carlo que o teste baseado na estatistica LR} produz inferéncias mais precisas que os testes
baseados nas estatisticas LR, LR, e LR". Note que a expressdo matricial do fator de corregdo
¢, € muito simples visto que requer apenas operacdes com vetores € matrizes, sendo facilmente
computada. No entanto, o fator de correcdo de Bartlett € aplicado 4 forma exata da estatitica
LR, que envolve maximiza¢do da funcdo de verossimilhanca perfilada modificada.

3.5 Estatistica da raziao de verossimilhancas bootstrap corri-
gida

Rocke (1989) introduz uma técnica alternativa para calcular o fator de correcdao de Bartlett
utilizando a técnica de reamostragem bootstrap (EFRON, 1979), para melhorar a qualidade do
teste baseado na estatistica LR e n@o para se obter um valor critico da distribui¢do nula, em
outras palavras, a proposta de Rocke (1989) € estimar numericamente o fator de correcao de
Bartlett para a estatistica LR por meio da amostra observada y = v, ..., y,. O procedimento
para calcular o teste razdo de verossimilhangas bootstrap corrigida LR}, pode ser descrito
como:

e Gerar B pseudos-amostras aleatorias (y*l, e ,y*B) usando o bootstrap paramétrico im-
pondo a hipétese nula.

s ~ . . b
e Calcular o valor da estatistica razdo de verossimilhangas para cada pseudo-amostra y* ,
comb=1,...,B:

b

LR = 2{L° " s y™) — L@ ™))
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xb b
emque e v,b* sdo EMV irrestrito e restrito de 1, respectivamente da réplica b.

e calcular o valor da estatistica LR, da seguinte maneira:

LRp oot = i—lzbq’
LR
em que LR € a estatistica de razdo de verossmilhancas da amostra original, ¢ representa o
nimero de restricdes impostas na hipotese nula e

B
—xb 1
IR" = = > LR,
b=1
Sob H, a estatistica LR5, ., tem distribui¢@o assintdtica x?]-

3.6 Estatistica gradiente corrigida

A partir de uma expansao assintética da distribui¢cdo acumulada, sob hipétese nula, da es-
tatistica gradiente e utilizando uma rota bayesiana com base no argumento de encolhimento
abordado por Ghosh e Mukerjee (1991), Vargas, Ferrari e Lemonte (2013) propuseram a es-
tatistica gradiente corrigida (G*) utilizando um fator de correcdo tipo-Bartlett. A estatistica
gradiente corrigida, sob a hipétese nula, tem distribuicdo qui-quadrado até um erro de ordem
o(n™1), enquanto que a estatistica gradiente proposta por Terrell (2002) tem erro até de ordem
o(n~1/2), sob H,. A partir disso, Vargas, Ferrari e Lemonte (2013) obtiveram expressdes ma-
triciais e algébricas para G* nos MLG com dispersdo conhecida e desconhecida. A estatistica
gradiente corrigida é expressa pela seguinte forma:

G* =G[l — (¢ +bG+ aG?)], (3.1
em que
A Ay — 24, A — Ay + As
a = , = c C= —/— . (32)
12q(q + 2)(q + 4) 12q(q + 2) 12g

As expressoes algébrica das A;, A; e A3 que sdo fungdes dos cumulantes e de derivadas dos
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cumulantes sdo dadas por
' jr 1 k k jir, skl ik 7l
A = 3 E ﬁjrsmklu[mﬂa“(ms + 2a°") 4+ ’"'m*Fa™ + 2m’"a" 0]
o 2 :/ngi K:kl I{js%rkl{lu —FG,S]CLTkG,lu +/€sk/€l]/€ru +askalja )

_ 62 ’ijrsﬁkl (asu _ Ksu)(ﬁjkﬁjlr _ CijCLlT) + mjr(askalu + Rskﬁlu)

+ QGTS(/{]kHlu . a]kalu) + 2arkalsm]u]
+ 6 2 :/K:jmumjrasu —6 § :lligi;i [m]r(asu . Hsu) + nguars]
+ 12 g lisu) KRS — a"at),

A _ 3 jT‘ lu ]r sk lu 9 jk su, 7l

5 = — /f]m/@klu m** + m + 2m’ a®“m”
1 gr. sk, lu gk, rl, su
+ Z(Bm m*m™ 4+ 2m? m" m)]
+ 6 E : K]TSHkl H]klﬁlr a]kalr) 4 m]r</€sknlu o askalu)]
Jr. o, SU I T, SU

+ 6 E /fjrsm m 3 E Kjrsu’ 1M
€

Ag _ _32 :/Kjrsnklu(gmjrmskmlu =+ 2m]kmrlm5u)7

em que os indices j, r, s, k, [, e u variam sobre as componentes dos vetores §, e ye >’
denota todas as possiveis combinagdes de (p + ¢ + 1) parAmetros de 31, . .., 5y, 01,...,04 € 7.
Sendo a’" e m’" os elementos (4, r) das matrizes

0 O
AZ(O K22> e M=K"-A4

com K~! = —((x’")) denotando a inversa da matriz de informagdo de Fisher.

Agora vamos apresentar as formas matriciais para o fator de correcdo tipo-Bartlett a esta-
tistica gradiente em MNLFE considerando o caso de heteroscedasticidade multiplicativa. Dai,
definimos as matrizes Zg = X*(X* WOX*)"'X*', Z; =2Z-2)(Z2-2)"(Z-Z)] " (Z -
Z)T. Como no Capitulo 2, ® = (1/7)Q, sendo Q = diag{qy,...,qu}, X* = 0n/08" e
W = I, para o caso do modelo normal. Denotamos 79 = 7072e7Z¥ =720720 27,
sendo ® o produto direto de matrizes. Utilizamos o sub-indice d para indicar que uma matriz
diagonal foi obtida a partir da diagonal principal da matriz original e 1 representa um vetor
n-dimensional de uns. Portanto, as formas matriciais dos A’s para testar Hy : d = d( contra a
hipétese alternativa H; : & # & sdo dadas da seguinte forma:
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3 2
A = §1TZ(;dZ§Z5dW¢>1—|——1TZ5dZ/3dW<I>1
n

12

+ 31T OW 25,2525, W1 + —10W[Z7|W 1
n

+ 618,25, W1,

3 6

Ay = —§1ngdz(;zﬁdwq>1 - ElT[Z(?d]l -
9 3 3

- ElTZ(;dZ(;ngl - g1T[Z(§3)]1 +5171Z; 1

3

n

1z

3 1
Ay = Z—llTZ(;dZ5Z(;d1+§[Z§3)]1.
(3.3)

Mais detalhes sobre a obtencdo das expressdes que compdes os A’s encontram-se no Apén-
dice B. Observe que os cdlculos dessas quantidades envolvem operagdes simples com vetores
e matrizes sendo facilmente computadas. Substituindo A;, A e A3 em (3.2) e aplicando estes
resultados na expresao (3.1) obtemos a estatistica gradiente corrigida. Sob H,, a estatistica G*
possui distribui¢c@o assintdtica X?I-

3.7 Avaliacdo numérica

O objetivo desta se¢do é comparar o desempenho dos testes LR, LR, LRpoot, S € G apre-
sentados no Capitulo 2 com os testes, LR,,*, LRpoot™ € G* apresentados neste capitulo através
de simulacdo de Monte Carlo. Aproveitamos alguns resultados obtidos na Se¢do 2.5 e compa-
ramos com novos resultados dos testes baseados nas estatisticas LR}, LRg,,, € G* proposta
nesta dissertacao.

Avaliamos estes desempenhos através da proximididade das probabilidades de rejeicdo da
hipétese nula, sendo esta verdadeira ( erro tipo I ) com os respectivos niveis nominais 10, 0%,
5,0%, 1,0% e 0,5% e o poder dos testes levando em consideragé@o a hipitese alternativa para
diferentes valores de ¢. Outra vez, aqui vamos testar:

Ho: 61 = 02 = -+ - = 9§, = 0 (modelo homosceddstico)
versus
Hi: 01 # 09 # - - - # 4 # 0 (modelo heterosceddstico).

Adotamos 0 mesmo modelo de regressdao ndo linear (2.5) apresentado na Secdo 2.5 e os res-

pectivos valores para geracdo das covariadas e varidvel resposta, conforme descrito também na
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Secdo 2.5 para fim de simulac@o. Usamos diferentes valores de p e ¢ a fim de avaliar o desem-
penho dos testes quando aumentamos o nimero de pardmetros de interesse e perturbacido. A
matriz Z utilizada para modelar as flutuagdes da variancia foi construida utilizando as colunas
2,3,...,pdamatriz X de covariadas quando ¢ < p, para o caso em que g > p, as colunas extras
foram geradas usando amostras aleatérias independentes da distribuig¢do U (0, 1). Aqui, também
o nimero de réplicas Monte Carlo e bootstrap foram fixadas em 10000 e 600, respectivamente.
Para cada tamanho amostral e nivel nominal considerado, estimamos, via simulacdo, as taxas

de rejeicio, P (LR = x2, ), P (LR = %, )s P (LRA 2 ¥ )s P (ERioor = 1),

P (LR*Boot =z X%tm))’ P (S = X%qu))’ P (G = X%%Q)) ¢
P (G* > X?mq)), tal que X%a,q) é o percentil (1 — «) da distribui¢do qui-quadrado e q(1_q) é
estimado de acordo com o procedimento descrito na Se¢do 2.4.5.

A Tabela 3.1 apresenta os resultados da simulacdo dos tamanhos dos testes para n = 35,
nimero de pardmetros de interesse (¢ = 2) e diferentes valores para p. A finalidade da vari-
acdo dos valores de p foi para analisar o efeito nos tamanhos dos testes quando o nimero de
parametros de perturbacdo aumenta. Observamos que os testes baseados na estatistica gradiente
e razdo de verossimilhangas apresentam taxas de rejeicdo acima dos niveis nominais conside-
rados e essas taxas diferenciam mais dos niveis nominais quando aumentamos o nimero de
parAmetros de perturbagdo. Por exemplo, para p = 5 e a = 5, 0% as taxas de rejei¢do dos testes
LR e G foram 12, 7% e 11, 6%, respectivamente. No entanto, o fator de corre¢éo tipo-Bartlett
para a estatistica gradiente atenuou significativamente a tendéncia do teste gradiente em rejeitar
com frequéncia a hipétese nula, exibindo , por exemplo para 0 mesmo caso, taxa de rejeicao
igual a 5, 3%, satisfatoriamente pr6ximo ao nivel nominal. J4 o teste S apresenta taxas de rejei-
cdo conservativas, ou seja, abaixo dos niveis nominais continuando conservativa a medida que
aumentamos p. O teste LR,, tende a corrigir a tendéncia liberal do teste LR, mas exibe taxas
de rejeicdo abaixo dos niveis nominais para todos valores de p. Observe que a aplicagdo do
fator de corre¢ao Bartlett no teste baseado na estatistica LR,," eleva as taxas para valores mais
proximos dos tamanhos nominais, apresentando taxas de rejeicao mais estaveis, assim como 0s
testes LRpoot € LR o1 -

A Tabela 3.2 apresenta resultados da simulacdo para n = 35, p = 5 (fixos) e quando
variamos o nimero de parametros de interesse, isto é, ¢ = 1, ..., 8. Observamos que novamente,
os testes LR e G sdo muito liberais, apresentando taxas de rejei¢do demasiadamente acima dos
niveis nominais. Por exemplo, para ¢ = 5 e o = 5, 0%, estes testes apresentam taxas de rejeigéo
24,0% e 20, 6%, respectivamente, isto é, quase o quintuplo e o quadruplo do nivel nominal
selecionado, respectivamente. O fator de correcdo tipo-Bartlett aplicado a estatistica G atenua
a liberalidade do teste original. Notamos que, quando aumentamos o nimero de parametros
que definem o comportamento de heteroscedasticidade, os tamanhos dos testes LR, G ¢ G*
tendem a se distanciar consideravelmente em todos os niveis nominais adotados. Apesar que o
teste G* permanece liberal, a correcéo fez com que a taxa de rejeicéo reduzisse de 20, 6% para
8, 2%, ou seja, uma reducdo de 12,4% no mesmo caso citado, em que p = 5 e o = 5,0%. Isso

representa uma diminuicao significativa mesmo para g elevado. Para a mesma situacdo a taxa
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de rejei¢do dos testes LR, LR, LRpoot € LR, s80, respectivamente, 4, 0%, 4, 7%, 5,1%
e 5, 2%, permanecendo préximas aos tamanhos nominais ao passo que aumentamos 0 nimero
de parametros de interesse. O teste escore permanece conservativo como na Tabela 3.1 quando
aumentamos o nimero de pardmetros de perturbacao.

Na Tabela 3.3 variamos o tamanho amostral em n = 25, 35,45, 100 e fixamos em p = 5
e ¢ = 2. Com o aumento da amostra, as taxas de rejeicdo dos testes se aproximam do nivel
nominal, como esperado. Mesmo para n = 100 os testes LR e G apresentam taxas de rejei¢ao
acima dos niveis considerados. Obviamente n = 35 equivale ao caso da Tabela 3.1 quando
p = 5 e ocaso da Tabela 3.2 quando ¢ = 2. Com o tamanho amostral igual a 100 e o« = 5,0%
temos que as taxas de rejeicdo dos testes LR, LR,,,, LRoot, G foram 8, 2%, 4, 5%, 5,3% e 7, 8%
, respectivamente, e as versdes corrigidas das trés tltimas estatisticas, 4, 9%, 5,3% e 4,8%. Ja
para o teste S a taxa de rejei¢do foi igual a 4, 5%. Por outro lado, todos as trés testes corrigidos
LR}, LRpoot+» G* apresentam taxas de rejeicdo bem proximas a todos os niveis nominais.

A Tabela 3.4 apresenta as taxas de rejeicao adotando como verdadeira a hipétese alternativa,
foram fixados p = 5, ¢ = 2 e tamanho da amostra n = 35. Consideramos os niveis nominais
a = 10,0%, 5,0%, 1,0%, 0,5% para diferentes valores de &, obviamente que para § = 0
obtemos o tamanho do teste. Ndo consideramos os testes baseados nas estatisticas razdo de ve-
rossimilhancas original e gradiente por apresentarem comportamento bastante liberal conforme
discutimos no Capitulo 2. Como esperado, a medida que aumentamos o valor de J, ou seja,
afastamos do valor da hipétese nula (6; = d2 = 0) o poder do teste cresce para todos os niveis
nominais. Por exemplo, fixando o« = 10, 0% temos que para § = 2, 0 os poderes do testes LR,
LR, LRBoots LREoets S € G* sd0, 77, 0%, 78,4%, 71,2%, 71,2%, 76,1% e 79, 0%, respectiva-
mente. Enquanto que, para & = 3,5 os poderes dos testes sdo, 98, 3%, 99, 7%, 98, 4%, 98, 4%,
96, 0% e 98, 8%, respectivamente. Vemos que os poderes dos testes ndo apresentam diferengas
significativas, porém o teste S apresenta uma pequena desvantagem com relacdo aos demais
testes considerados neste caso.

Na Tabela 3.5 comparamos os quantis amostrais das estatisticas LR, LR,,, LR}, LR, ;>
S, G e G* com os da distribui¢do 3. Consideramos p = 5 e variamos o tamanho da amostra
(n = 25, 35, 45100). Observe que os quantis amostrais das estatisticas LR e G estao bem acima
dos quantis da x2, mesmo para amostra de tamanho moderado. Por exemplo, para o quantil de
ordem 95% e n = 45 temos que as estatisticas LR e G, apresentam quantis 7,8 e 7,6, sendo o
quantil 95% da distribui¢do y3 igual a 6, 0. Contudo, os quantis das estatisticas LR, LR,
G* sdo mais proximos dos quantis da distribui¢fo x3. Para a mesma situagfio essas estatisticas
apresentam quantis amostrais 6, 0, 5,9 e 6, 0, respectivamente. J4 os quantis amostrais de LR, €
S estdo abaixo dos quantis da distribuigdo 2, confirmando seus comportamentos conservativos.
Note que, como esperado a medida que aumentamos a amostra os quantis amostrais para todas
as estatisticas aproximam-se dos quantis da distribui¢do y3. Mesmo assim, para n = 100 os
quantis amostrais de LR, LR* e G excedem os quantis da x3.

Na Tabela 3.6 apresentamos as médias e as variancias estimadas de todas estatisticas con-
sideradas neste estudo. Consideramos p = 5, n = 35 e diferentes valores de ¢q. Observe que
as médias e as varidncias de LR e G se distanciam demasiadamente das médias da distribui-
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cdo x2 quando ¢ aumenta. Todavia a correcdo na estatistica gradiente melhora a qualidade da
aproximacdo da gradiente exibindo médias e varidncias mais proximas com os das distribui¢ao
XZ- Assim, mesmo para g grande podemos observar uma significativa melhora. Conjuntamente,
as médias e varidncias de LR}, e LRy, sdo proximas com os da distribui¢ao xﬁ- Dentre as
trés estatisticas que apresentam médias e variancias mais proximas com as da distribui¢ao X(QI’ a
estatistica LR} € que obteve menos efeito quando aumentamos g. Mais uma vez temos indicios
de que as estatisticas LR,, e S sdo conservativas apresentando médias e varincias abaixo das
médias e varidncias da Xg. Seguindo ainda esta tabela, confirmamos que a estatistica LRpoot
ndo possui distribui¢do assintética x?, ou seja, possui distribuicio nula desconhecida, assim
estimamos o valor critico de acordo com o procedimento descrito na Subsecio 2.4.5.

A Figura 3.1 apresenta o grafico da discrepancias relativas para as estatisticas LR, LR,,,
LR}, LR, . 5. G e G* . Quanto mais préxima de zero a curva da discrepancia estiver , melhor
a aproximagao da distribui¢do exata sob a hip6tese nula da estatistica de teste pela distribui¢cao
limite y2. Observe que as discrepancias relativas baseadas nas estatisticas LR}, LR .. ¢ G*
sd0 mais proximas de zero, mostrando uma boa aproximagao das distribui¢ao dessas estatisticas
para a distribuicao qui-quadrado. As estatisticas da razdo de verossimilhancas perfiladas modi-
ficadas (LR,,) e escore (S) apresentam discrepancias relativas préximas de zero, porém abaixo
de zero, confirmando o comportamento conservativo dos testes baseados nestas estatisticas. Em
contrapartida, as estatisticas LR e G apresentam-se curvas afastadas de zero, confirmando que
os testes baseados nestas estatisticas sdo liberais.
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Tabela 3.1: Tamanhos empiricos dos testes LR, LR,,,, LRpoot. S, G, LR}, LR} . € G*- Modelo
normal ndo linear para n = 35, ¢ = 2 e diferentes valores de p.

p (%) LR LRm LR, LRpoot LRhw S G G

10,0 13,8 9,6 10,3 9,7 9,8 88 13,1 10,2
2 50 7,7 45 51 4,9 4,8 4,3 7,0 4,8
1,0 1,9 0,8 1,0 1,0 0,9 0,8 1,6 0,9
0,5 1,0 0,4 05 06 0,5 0,4 08 0,4
10,0 14,9 88 9,9 9.8 9,6 86 14,1 9,5
3 50 82 42 48 50 4,9 4,3 7.6 4,5
1,0 2,3 0,7 09 1,0 0,9 08 1,9 0,7
05 1,2 0,3 04 0,6 0,4 0,4 09 03
10,0 16,4 88 96 9,9 10,0 83 157 9,6
4 50 99 42 4,7 53 51 3,8 9,0 4,7
1,0 2,7 0,8 09 1,2 1,0 0,7 2,3 0,8
0,5 1,7 0,4 0,5 06 0,5 0,3 1,3 0,4

3 89 19,2 10,6
2 4,2 11,6 53
0 0,7 36 08
6 0,4 2,0 04

10,0 22,5 85 9,4 10,3 10,3 8,2 21,4 10,9
6 50 14,4 4,1 4,7 5.4 53 4,0 13,2 5,3
1,0 52 0,8 1,0 1,1 0,9 0,8 46 0,9
0,5 3,4 04 05 06 0,4 0,4 29 04
10,0 27,5 89 98 10,7 10,5 84 253 12,3
7 50 186 4,5 50 55 53 3,9 16,3 6,1
1,0 7.4 0,8 09 1,5 1,2 0,8 58 1,1
0,5 54 04 05 09 0,6 0,4 3,8 0,5
10,0 34,1 81 90 10,5 10,3 7,8 31,9 13,1
8 50 245 3,8 43 53 50 3,7 21,9 6,9
1,0 11,5 0,6 0,7 1,2 0,9 0,6 9,3 1.4
0,5 81 0,3 04 0,7 0,5 0,3 6,5 0,6
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Tabela 3.2: Tamanhos empiricos dos testes LR, LR,,,, LRpoot. S, G, LR}, LR, . € G* - Modelo
normal ndo linear para n = 35, p = 5 e diferentes valores de q.

¢ a(%) LR LRn LR., LRpot LRhy S G G

10,0 17,0 9,1 9,8 10,2 10,1 8,8 16,5 09,1
1 50 10,4 4,4 4,8 52 52 4,3 10,0 4,4
L0 32 08 09 1,1 1,1 0,6 2,8 0,8
0,5 2,0 0,3 05 0,7 0,5 0,3 1,6 0,4

10,0 20,3 9,0 10,0 10,4 10,3 8,9 19,2 10,6
2 5,0 12,7 4,4 50 53 52 4,2 11,6 5,3
1,0 42 0,7 09 1,2 1,0 0,7 3,6 0,8
0,5 2,7 0,3 04 0,7 0,6 0,4 2,0 04

10,0 22,9 9,1 10,0 10,5 10,3 85 21,5 12,0
3 50 14,8 4,2 4,8 53 52 4,3 13,3 5,9
1,0 53 2,7 09 1,1 0,9 0,8 4,0 1,0
0,5 3,1 03 04 06 0,4 0,5 2,3 04
10,0 28,5 9,1 10,0 9,7 9,8 8,0 259 13,6
4 50 18,7 40 4,7 4,6 4,7 4,1 16,7 6,7
L0 7,5 0,6 08 1,0 L1 08 59 1,1
0,5 50 03 04 06 0,4 0,4 3,9 04

10,0 34,1 8,5 9,7 9,9 10,0 7,8 30,7 15,8
5 5,0 240 40 47 5.1 5,2 4,0 20,6 82
1,0 10,1 0,6 0,8 1,2 1,2 0,9 &0 1,1
0,5 6,7 0,2 0,3 0,7 0,7 0,6 51 0,3

10,0 40,5 9.4 10,4 10,4 10,9 8,2 36,5 20,3
6 50 30,3 47 53 5,0 58 4,2 26,2 11,3
1,0 149 0,9 1,0 1,0 1,3 1,1 12,0 2,3
0,5 11,1 0,4 0,5 0,5 0,8 0,6 86 0,8
10,0 44,8 9,3 10,4 10,3 10,9 8,5 39,9 22.8
7 50 344 4,7 51 55 6,2 4,9 29,5 12,8
1,0 17,8 0,8 0,9 1,1 1,7 1,3 14,6 2.5
0,5 13,4 0,3 0,5 0,7 1,0 0,7 10,7 0,7

10,0 52,4 10,0 10,7 9,5 10,2 7,2 456 26,7
8 50 41,6 4,9 55 4,7 56 4,0 35,2 16,1
1,0 23,6 0,9 09 1,1 1,4 1,0 19,1 2,6
0,5 18,8 0,4 0,5 0,6 0,8 0,5 14,9 0,0
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Tabela 3.3: Tamanhos empiricos dos testes LR, LR,,,, LRpoot. S, G, LR}, LR, . € G* - Modelo
normal ndo linear para p = 5, ¢ = 2 e diferentes tamanhos amostrais.

n (%) LR LRwm LR, LRpw LRhy S G G

10,0 28,6 86 10,1 10,1 10,0 7,9 25,9 11,5
25 5,0 19,2 4,0 50 5,0 4,8 4,0 16,8 5,4
1,0 7,9 0,7 09 1,0 0,8 0,8 58 0,8
0,5 53 03 04 06 0,4 0,4 36 0,4
10,0 20,3 9,0 10,0 10,4 10,3 89 19,2 10,6
35 5,0 12,7 4,4 5,0 53 52 4,2 11,6 5,3
1,0 42 0,7 09 1,2 1,0 0,7 3,6 0,8
0,5 2,7 0,3 0,4 07 0,6 0,4 2,0 0,4
10,0 16,5 88 9.5 9,6 9,4 80 16,0 9,8
45 50 9,8 4,4 4,8 4,8 47 4,1 9,3 5,9
L0 29 0,8 08 1,1 0,9 0,7 2,6 08
0,5 1,7 0,4 0,5 07 0,5 0,3 1,4 0,3
10,0 14,3 9,0 9,6 10,2 10,2 9,5 13,7 9.7
100

2,2 0,9 1,0 1,2 1,1 0,9 1.9 0,9

0
0 82 45 49 53 53 45 78 48
0

5 1,3 0,5 06 0,7 0,5 0,4 1,1 0,5
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Tabela 3.4: Poder dos testes LR,,, LRpoot. S, LR}, LR, € G* - Modelo normal ndo linear
paran =35, p=>5,q=2¢e a = 10,0%.

>

LRm LR, LRpox LRL., S G

9,0 10,0 10,4 10,3 8,9 10,6
13,9 14,9 13,5 13,3 13,8 17,7
27,1 28,9 26,2 26,1 27,3 27,5
51,4 53,3 48,4 48,3 47,6 48,6
770 784 712 712 76,1 79,0
91,3 92,0 87,6 87,7 90,3 90,1
94,7 95,0 955 955 90,6 91,7
983 99,7 984 984 960 9838

W WO NN == OO
OO Ot O Ot O ot O
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Tabela 3.5: Quantis das estatisticas LR, LR,,, S, G, LR}, LRj,,, € G* - Modelo normal ndo
linear para p = 5, ¢ = 2 e diferentes tamanhos amostrais.

n  quantist %) x3 LR LR, LR LRi,. S G G

85,0 3,8 6,9 3,6 3,8 38 35 63 41
90,0 4,6 84 4,3 46 46 42 7.5 4,8
25 95,0 6,0 10,8 57 6,0 59 55 97 61
97,0 7.0 12,5 6,6 7,0 6,8 6,6 11,1 6,6
99,0 9,2 16,5 85 91 9,0 87 14,5 8,9
99,5 10,6 19,2 9.8 10,4 10,0 10,0 16,4 9,9
85,0 38 55 3,6 38 38 36 53 3,9
90,0 4,6 6,6 4,4 46 4,7 44 6,4 4,7
35 95,0 6,0 86 57 60 61 57 82 61
97,0 7.0 10,3 6,7 7,0 7.1 6,6 96 7,1
99,0 9,2 13,6 86 89 92 85 12,3 89
99,5 10,6 15,4 9,9 10,3 10,7 9,8 14,4 10,4
85,0 38 50 3,7 38 37 34 48 3,9
90, 0 4,6 6,0 4,4 46 45 42 58 4,6
45 95,0 6,0 78 58 6,0 59 56 76 6,0
97,0 70 9,1 68 70 69 66 88 7,0
99,0 9,2 12,6 9,5 11,7 9,1 86 11,7 9,2

99,5 10,6 14,1 10,3 10,7 10,5 9,7 13,4 10,5

85,0 3,8 4,1 3,7 3,7 38 3,7 4,1 3,8
90,0 4,6 51 45 46 47 45 50 4,6
100 95,0 6,0 6,5 58 59 61 58 64 509
97,0 70 7,6 68 69 7,1 68 76 609
99,0 9,2 10,4 9,3 94 93 89 10,2 9,3
99,5 10,6 11,9 10,6 10,8 10,5 10,5 11,7 10,7
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Figura 3.1: Discrepancias relativas de quantis das estatisticas LR, LR,,, S, G, LR}, LR

- Modelo normal ndo linear comn = 35, p =5e q = 2.

Discrepancia relativa

Fonte: Elaborada pela autora.
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3.8 Aplicacoes

3.8.1 Exemplo 1

Este exemplo utiliza dados analisados por Wei (1998, p.155) e Cysneiros e Ferrari (2006)
apresentados no Apéndice D. Os dados analisados representam os pesos em mg (y) das lentes
dos olhos dos coelhos europeus (Oryctolagus Cuniculus) e a idade média do animal (z) em dias

numa amostra composta por 71 observacdes. O modelo utilizado foi:

B

log(ye) = B1 — .

em que Cov(uy, uy,) = 0 para £ # m. Inicialmente Cysneiros e Ferrari (2006) assumiram que
ug ~ N(0,0%) e estimaram os pardmetros do modelo por méxima verossimilhanga, obtendo
B = 5,640, By = 130,58, B3 = 37,603 e 0> = 0,004. Observe que os grificos da Figura
3.2 mostram que as observacoes 4, 5, 16 e 17 apresentam residuos grandes (em valor abso-

luto)apresentando alguma evidéncia de heteroscedasticidade.

Figura 3.2: (a) Grafico dos residuos padronizados contra percentis normais com envelope si-
mulado; (b) Grafico de dispersdo do peso das lentes dos olhos contra a idade; (¢) Grafico dos
residuos studentizados ¢,, contra os valores ajustados e (d) Gréfico dos residuos studentizados
ts, contra x para o modelo homoscedastico - Coelhos europeus na Australia.
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Fonte: Elaborada pelas autoras Cysneiros e Ferrari (2006).

Entdo, considerando o modelo heterosceddstico, em que uy ~ N(0, 0% exp{dx}), 0 nosso
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interesse consiste em testar Hg : 6 = 0 (homoscedasticidade) contra H; : § # 0.

Para este teste, temos LR = 10,250, LR,, = 9,556, LR}, = 9,776, G = 3,944 e G* =
3,541 que conduzem aos respectivos niveis descritivos 0,001, 0,001, 0,002, 0,047 e 0, 060.
Segue entdo que os testes baseados nas estatisticas da razdo de verossimilhancas (LR), razdo
de verossimilhan.cas perfiladas modificada (LR,,), sua versao corrigida (LR})), gradiente (G)
e gradiente corrigida (G*) conduzem a rejeicdo da hipdtese nula ao nivel de significancia de
10%. Observe que a 5% o teste G rejeita a hip6tese nula enquanto que o teste G* ndo rejeita a
hipétese nula.

3.8.2 Exemplo 2

Neste segundo exemplo foram considerados os dados analisados por Rawlings (1988) e
Cysneiros e Ferrari (2006) apresentados no Apéndice E. Howard Grimes do Departamento
de Botanica da North Carolina State University realizou um experimento para andlise bioqui-
mica de armazenamento intracelular e transporte de cdlcio através da membrana plasmatica.
O experimento consistiu em células suspendidas em uma solucd@o de célcio radioativo por um
certo periodo de tempo x (em minutos) e entdo a quantidade de cdlcio radioativo y (em nmo-
les/mg)absorvida foi medida numa amostra com 27 observacgdes. O modelo usado foi:

Ye :Bﬂ{l _eXp(_ﬂle)}+uf7 (= 17-"7277

em que Cov(uy, uy,) = 0 para £ # m. Inicialmente Cysneiros e Ferrari (2006) assumiram que
up ~ N(0,0%) e estimaram os parAmetros do modelo por maxima verossimilhanga, obtendo
Bo = 4,309, 81 = 0,208 e 02 = 0,276. Os graficos da Figura 3.3 mostram alguma evidéncia
de heteroscedasticidade.

Entdo, considerando o modelo heterosceddstico, em que u, ~ N (0, 0% exp{dz}), o interesse
¢ testar Hy : 6 = 0 (homoscedasticidade) contra H; : § # 0.

Para este teste, temos LR = 3,097, LR,, = 2,914, LR} = 3,056, G = 3,055 ¢ G* =
2,540 que conduzem aos respectivos niveis descritivos 0,078, 0,088, 0,080, 0,081 e 0,111.
Segue entdo que os testes baseados nas estatisticas da razao de verossimilhangas (LR), razao
de verossimilhancas perfiladas modificada (LR,,), sua versdo corrigida (LR})) e gradiente (G)
conduzem a rejei¢do da hipdtese nula ao nivel de 10%, por outro lados o teste baseado na
estatistica gradiente corrigida (G*) ndo rejeita H. Para o nivel de significAncia de 5% nenhum
dos testes rejeitam a hipdtese nula.
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Figura 3.3: (a) Grafico dos residuos padronizados contra percentis normais com envelope si-
mulado; (b) Grafico de dispersdo da quantidade absorvida de cdlcio radioativo contra o tempo;
(c) Grafico dos residuos studentizados ¢, contra os valores ajustados e (d) Gréfico dos residuos
studentizados t,, contra x para o modelo homosceddstico - Solucdo de célcio radioativo.
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Fonte: Elaborada pelas autoras Cysneiros e Ferrari (2006).

3.9 Comentarios

Trabalhamos neste capitulo com testes de heteroscedasticidade em modelos ndo lineares da
familia exponencial com dispersdo varidvel. Em especial utilizamos o modelo de regressdao ndo
linear repametrizado. Admitimos uma forma funcional que relaciona os parametros de dispersao
com alguns parametros desconhecidos , que nao dependem do vetor de parametros de regressao
e algumas vardveis auxiliares.

Como maior contribui¢io deste trabalho derivamos um fator de correcdo tipo-Bartlett para
a estatistica gradiente. Mostramos a partir dos resultados da simulagao Monte Carlo que o teste
baseado na estatistica gradiente ndo apresenta uma aproximacao muito boa para a distribui¢dao
de referéncia 2. Vale salientar que esse fator de correcdo tipo-Bartlett é valido para as dis-
tribui¢des normal e normal inversa, pois para a distribui¢do gamma nao € possivel obter uma
transformac@o em que implica na ortogonalidade geral dos parametros.

Comparamos o desempenho em amostras finitas de nove testes, a saber: o teste da razao
de verossimilhangas original (LR), o teste da razdo de verossimilhangas perfiladas modificadas
LR, o teste da razdo de verossimilhangas bootstrap LR .., O teste escore S, o teste gradiente
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G, o teste da razdo de verossimilhancas perfiladas modificadas corrigido LR , o teste da razdo
de verossimilhancas bootstrap corrigido LR}, e o teste G* proposto como objeto de estudo
dessa dissertagdo.

Inicialmente o tamanho dos testes levou a concluir que os testes baseados nas estatisticas
LR e G s@o liberais, conduzindo a rejei¢do da hipdtese de homoscedasticidade erroneamente
com uma probabilidade maior do que os niveis nominais considerados. Por outro o lado, os
testes LR, e S exibiram taxas de rejeicdo menores que os niveis nominais dos testes. Os testes
LR}, LRBoot, LRg, ., G* apresentaram taxas de rejei¢do mais proximas dos niveis nominais.
Posteriormente, fizemos estudos sobre o impacto dos parametros de interesse e perturbagcdo
nos testes e vimos que houve um impacto considerdvel principalmente nos testes baseados nas
estatisticas LR e G. Esse impacto também foi observado no teste baseado na estatistica G*
porém de forma mais moderada, sobretudo quando aumentamos o numero de parametros de
interesse. No entanto, vemos claramente o quanto a corre¢ao tipo-Bartlett melhorou o teste
gradiente, tornando-o um teste mais preciso.

Nas simulacdes envolvendo poder do teste, ndo consideramos os testes baseados nas es-
tatisticas LR e G por serem muito liberais, sendo os testes LR}, LRpoot, LRj,,; € G* ndo
significativamente mais poderoso que o outro.

Por fim, dos quatro testes com melhores desempenhos LR}, LRgoot, LRg,; € G* podemos
recomendar o teste G*, pois apresenta um bom desempenho e pela sua simplicidade e tempo de
execuc¢dao baixo, ja que nao exige a matriz de informacao de Fisher e nem a sua inversa, que em
muitas situagdes praticas pode ser dificil ou mesma nao possivel de ser calculada. Além disso,
o fator de correcdo tipo-Bartlett envolve operagdes simples com vetores e matrizes.
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Consideracoes finais

A principal contribuicao tedrica deste trabalho foi a obten¢do de um fator de correcao tipo-
Bartlett para um teste de heteroscedasticidade baseado na estatistica gradiente nos modelos nao
lineares da familia exponencial (MNLFE). O fator de correcdo foi obtido a partir dos resulta-
dos apresentados por (VARGAS; FERRARI; LEMONTE, 2013). Consideramos os modelos de
regressdo nao linear normal e normal inversa, pois utilizamos uma transformagao que sob essa
nova parametriza¢cdo garantimos a ortogonalidade entre os parametros facilitando o calculo dos
cumulantes conjuntos de derivadas do logaritmo da fun¢do de verossimilhanca e o calculo das
derivadas desses cumulantes conjuntos. Para o modelo gama ndo € possivel obter uma repara-
metrizacdo que torna os parametros, em geral, ortogonais.

Nessa dissertacao fizemos um estudo de comparacao dos desempenhos dos testes em relacao
ao tamanho e ao poder. No Capitulo 2 comparamos apenas os testes baseados na estatistica
razdo de verossimilhancgas, na razdo de verossimilhancgas perfiladas modificada proposta por
(COX; REID, 1987), na estatistica escore introduzida por (RAO, 1973), na estatistica razao
de verossimilhangas bootstrap e na estatitica gradiente proposta recentemente por (TERRELL,
2002). O tamanho dos testes indicou que os testes razdo de verossimilhancas e gradiente, sao
em geral, liberais, conduzindo a taxas de rejei¢dao da hipdtese nula com demasiada frequéncia.
Por outro lado, o teste da razdo de verossimilhangas perfiladas modificado baseado na LR,
mostrou-se eficiente corrigindo a tendéncia liberal do teste original. Entretanto, exibiu taxas
abaixo dos niveis nominais considerados para o teste. Similarmente, o teste escore apresentou
0 mesmo comportamento conservativo. Deste capitulo o teste que mostrou melhor desempenho
foi o teste baseado na estatistica razao de verossimilhangas utilizando reamostragem bootstrap.

No Capitulo 3 discutiu-se alguns testes de heteroscedasticidade para as estatisticas do Ca-
pitulo 2 em suas versdes corrigidas, exceto para a estatistica escore. Desenvolvemos o fator
de corregdo tipo-Bartlett a estatistica gradiente nos MNLFE e fizemos uma comparacao dos de-
sempenhos dos testes abordados nos Capitulos 2 e 3. Das quais tiramos as seguintes conclusdes:

e Os resultados para os tamanhos dos testes indicaram que a corre¢do de Bartlett atenuou
fracamente a tendéncia liberal do teste baseado na estatistica razdo de verossimilhangas,
nao houve também uma melhora significativa quando utilizamos a razdo de verossimi-
lhangas bootstrap corrigida proposta por (ROCKE, 1989), visto que o teste baseado na
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razdo de verossimilhangas ja apresentava um bom desempenho. Em destaque, o teste
gradiente corrigido mostrou-se bastante eficiente corrigindo a tendéncia liberal do teste
original, levando as taxas de rejei¢do proximas dos niveis nominais.

e Analisou-se estudos de simulag@o para avaliar o desempenho dos testes quando aumen-
tamos o nimero de parametros de perturbacdo e interesse. Neste cendrio observou-se que
os testes baseados nas estatisticas escore, razdo de verossimilhangas perfiladas modifica-
das, razdo de verossimilhangas bootstrap e essas duas tltimas em suas versoes corrigidas
nao sofreram impactos significativos tanto para o aumento de parametros de perturbacao
quanto para o aumento de parametros de interesse. Em relacdo aos testes baseados nas
estatisticas razdo de verossimilhancas original, gradiente e em suas versdes corrigidas
foram os que apresentaram impacto nas taxas de rejei¢do, principalmente quando aumen-
tamos o ndmero de pardmetros de interesse. Ainda assim, o teste baseado na estatistica
gradiente corrigida foi o que teve melhor desempenho quando aumentamos o nimero
de parametros de perturbacdo e interesse comparados aos testes que sofreram impacto

significativo.

e Nas simulac¢des envolvendo o poder desconsideramos os testes baseados nas estatisticas
razdo de verossimilhancas e gradiente, pois estes testes apresentaram taxas de rejeicao
distorcidas, portanto ndo podem ser recomendados. Observou-se que os quatros testes:
LR}, LRBoot. LR, € G* ndo sdo significativamente mais poderosos que o outro para

0s niveis nominais altos.

e Em sintese, os testes que apresentaram melhor desempenho para testar a presenca de he-
teroscedasticidade formam os testes LR}, LRpoot, LRG,.; € G*. Vale ressaltar que estes
quatro testes apresentam comportamentos semelhantes quando p < 6 e numero de pa-
rametros de interesse pequeno. Salientamos que o fator de correcdo tipo-Bartlett corrige
eficientemente o comportamento nao-conservativo do teste baseado na estatistica gradi-
ente. Por isso, pode ser recomendavel a sua utilidade em testes de heteroscedasticidade
nos MNLFE.
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Apéndice A

Calculo dos cumulantes nos modelos nao
lineares da familia exponencial com

dispersao variavel

Apresentamos alguns cumulantes conjuntos de derivadas do logaritmo da fungdo de ve-
rossimilhanca nos MNLFE reparametrizados com dispersao varidvel que sdo necessdrios para
correcao tipo-Bartlett na estatistica gradiente. Calculamos estes cumulantes a partir do loga-
ritmo da fun¢do de verossimilhanca dado em (2.7). Para a estatistica gradiente corrigida pelo
fator tipo-Bartlett utiliza-se cumulantes conjuntos até de quarta ordem, por isso adotamos os
indices i, j, k, [ para as componentes do vetor de pardmetros 3 e os indices a, b, ¢, d para as
componentes do vetor de pardmetros §. Utilizando a ortogonalidade entre os parametros 6, 3,
~ e algumas condic¢des de regularidade temos que os cumulantes de segunda ordem sdo dados

por
n
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em que wy = (dpg/dne)*(d0e/dpe), x5, = One/0B" € qu,, = 0%qe/05°00°, parai =1,...,pe
a,b=1,...,q.

As derivadas primeira dos cumulantes de segunda ordem siao dadas por
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/-iz(?,)g = —— Z{q@ (fe +2g0)xy, :cg Ty, +qe, wy(xy xy” et xz Ty + xgkxg )},
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f]k = Z{% (fe +2g90) 2y, 27,27, + qewe(xy,xy, + x5 2p) + 25,757 )},
/=1
(k) awg
KRija = = Z{xe qfawfmgk + fL’g 4o, ~— a ZL‘Z l‘gk + I’g qe, ngz k}
/=1
zja = Z xf anbwgfg )
z]a - Zxﬂ qe, w€$£ )
K;'ij')’ - ,-)/2 — xfj qEUJZ-T&_k fE@.Q@ 677@ xf ':ka xe qéwﬁ’l?f ik )
1]7 Z xﬁ qf ’I.ngg )
k) = 2 Z T Qg
ijy 3 4;qeWeTy,
/=1
© _ 1 9 [,
W2y =06\
RO
aby 2/72 e 0 )
€
@ _ 6 G _ (6 () (0 _ () _ G b
/iabc - '%a’ly)c - 'Liab'y - /ﬁ’(y%v - /i'(w)'y '%abz /ﬁabi - Haflyn' - K:EL’z/’Y H((z'y)'y
N €] (4) (@) _ () (4) b _ () _
- 'ia’zw Kivy = Rinvy = Fiyy = Faiy = Raiy = Raiy =

Finalmente, os cumulantes de quarta ordem sao dadas por

62wg 62W 3294 6,ug 6394
i Zqz K on ) ! (377? > <577?> i (fm) (377? )} ettt

*xk ok *xk ok *k
+ we(xe kwgl +xé lxgk +xé klf]jz +xé klfljz +:U€ fljgkl +.’L'£kx€l +$€ xé )

*3k * k%
+ (27 9%9% + kxf Ty, + Tp, T, Ty, + Ty lxe Ty, + Ty, Ty, xe + kxg 7))

Oue\ [ 0%, 00\ (%1
2 — )=z )+ (=) =5,
ong on; one on,

X
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n
_ 1 qzabcd
Rabed = _5 ’
- &
In
K =——
YYYY 1
/‘)/

n
Kijka = == > _{ae.(fo + 290757 75, + qeowe(ay 2y, + ) a) + xpay)

1
7=

1 n
Rigkr = 3 > {ael fo + 20075 27 27, + qewe) 2y + @) 2yt + wpy)},

(=1
n
5 _ ]' qzabc

abcy — §_ -
2
T
n

_ 1 * *

Kijab = —— L, ey WeLy,

(=1

2 n
_ * *
Rijyy = —ﬁ E Ly, qeWeTy,
=1

1 <,
Kapyy = ——5 Yy —2

1 n
_ * *
Rijay = ? E Ly, Qe Wely, s
=1

Rinyy = Rayyy = Rabei = Rabiy = 07

em que ;" = O3ny/0BOBI B, para i, j k= 1,...,pe q,,., = 0%q/05°05°05°05?, para
a,bc,d=1,...,q.



Apéndice B

Obtencao das quantidades A, Ao e A3
para a correcao tipo-Bartlett em modelos
nao lineares da familia exponencial com

dispersao variavel

As expressoes algébricas de Ay, Ay e Az sdo calculadas a partir dos cumulantes conjun-
tos e das derivadas dos cumulantes conjuntos apresentados no Apéndice A. Mostramos aqui,
a obtencdo da quantidade A, na forma matricial e omitimos as demais, pois os cdlculos sdao
realizados de forma analoga. Para facilitar os cdlculos expandimos a expressao algébrica de A,
apresentada em 3.3 e escrevemos da seguinte forma:

Ag = Aoy + Ago + Aogg + Aoy + Aoz + Agg + Aoz,

€m que

A _ 3 / gr lu, sk
21 — RjrsRElu0° @ 1,

A . _3 I gr sk, lu
22 — RjrsRklu° a1

A — -3 Py ik su, 7l
23 — RjrsRkl, M7 a1,

A . 3 / 3 gr. sk, lu
24 — Z_l’ijrs'%klum momo,

A . 3 / 2 jk. . rl, su
25 — Z_l"ijrs'%k:lum m-m -,
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A26 _ 62/ Sﬁlm]’r su,

/ T, SU
A27 = —32 /{jmum]m

sendo a’” e m’" os elementos (4, ) das matrizes definidas em 3.6.
Considerando a heteroscedastidade multiplicativa, isto €, m, = exp{z, 8 }, pode-se mostrar
facilmente que:
(cd) (k) _ 0.

(€ _ _ _
Koy = 0, Koy =0, Kij =0 € Kij

Explorando este fato e a ortogonalidade entre os parametros 6, 3 e 7y, obtemos

A21 = -3 Z ’fiabcf@'dijmaba”m cd
Ay = =3 Z Kby Foyeam ™ a? " mee,
Ay = =3 Z ! QKCdA,HCdWm“Canbd,
Asyy = =3 Z’ Zﬁabc/@defm bmedmer
Ay = =3> %fa’abc%de ym®m®mel,
Ay = 0,

e
Ayy = =3 Z 'Kabeamn®me.

(B.1)

Substituindo os cumulantes conjuntos e as derivadas dos cumulantes conjuntos obtidos no
Apéndice A nas expressoes dadas em (B.1) e rearranjando os termos, obtemos
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ndo lineares da familia exponencial com dispersao varidvel 65
Ay = —= Z Z — 2)am®(z, — 2)p(2r — 2)em (2, — Z)d%wsx a”@ :
rs=1
Ay = —= Z Z — 2)am® (2, — 2)p(2s — 2)em (25 — 2)a,
13
Ay = =3 Z Z — 2)am®(zs — 2)o(2, — 2)em™ (25 — 2)a,
rs=1
A = 23 Y e B — 2o — D zs — Dl — Do (21— 25,
153 4

Ay = _SZ Z,__(ZT - Z)amab(zr — Z)p(2r — z)cmCd(ZT — Z)4-

* 0 ok 3 ab 5 = :
Os termos > _z;.a’z; € > (2 — Z)am®(z, — Z), sdo elementos das matrizes Zs e Z;,
respectivamente, definidas na Secdo 3.6. Assim, A, se reduz a:

Ay = _g > Zs,. Zs, bawiZs,, — 2 > D5 s, — % > 7.2,

r,s=1 r,s=1 r,s=1

Z Lo Lsns Lt = 3 Z Zses s Lios T 5 Z L0 L

rsl rsl

e pode ser escrita em nota¢ao matricial conforme apresentamos em (3.3).



Apéndice C
Multiplicacao de ‘““‘array”

Neste apéndice, apresentamos a definicdo de um array tri-dimensional e uma proprie-
dade de multiplicacdo de array que nos auxiliard no célculo de 7%, o bloco da matriz de infor-
macao observada para os parametros de perturbacdo (ﬁT, 7)" no modelo ndo-linear heterosce-
déstico reparametrizado avaliado em (&', B 5 35)? Um “array” tri-dimensional de dimensao
n X p x q € denotado por X = (X;;), onde os indices /, i e j indicam a face, a linha e a coluna,
respectivamente. Um “array” pode ser visto da seguinte forma: A = (A;) e cada A, é uma
matriz Ay = (Ay;) de dimensdo p x ¢ para algum ¢ fixo e A, é chamada de (-ésima face de A.

A multiplicacdo de “array” tri-dimensional foi introduzida por Bates e Watts (1980). Desde
entdo, muitos autores tém discutido e utilizado esta multiplicagdo; ver Bates e Watts (1988),
Seber e Wild (1989) e Wei (1998).

Definicao 1. Se X é um “array” de dimensdon X p x q, A e B sdo matrizes de dimensées r X p

e q X s, respectivamente, entdo Y = AX B é definido como um “array” de dimensdon X r x s

p q
Yo = Z Z AkiXi;Bji.

i=1 j=1

com elementos

Definicao 2. Se X é um “array” de dimensdo n X p x q, A é uma matriz de dimensdo m x n,
entdo Y = [A|[X] é chamado de produto colchete de A e X, isto é, um “array” de dimensdo

m X p X q com elemento

Yo = Z A Xij.
t=1

Definicao 3. (Decomposicdo de Cholesky) Se A é uma matriz positiva definida, existe uma
tinica matriz triangular superior, U, com elementos diagonais positivos tal que

A=U'TU.
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A seguinte propriedade pode ser deduzida diretamente das defini¢des acima.

Propriedade 1. Sejam A, L, M matrizes e X um “array”, entdo, temos que

[A][LXM] = L[A][X]M.



Apéndice D

Coelhos Europeus na Australia

Tabela D.1: Pesos das lentes dos olhos de coelhos europeus (), em miligramas e idade (x), em
dias, numa amostra de 71 observagdes.

x Y x Y x Y
15 21,66 98 104,30 285 189,66
15 22775 125 134,90 300 186,09
15 2230 142 130,68 301 186,70
18 31,25 142 140,58 305 186,80
28 44,79 147 155,30 312 195,10
29 40,55 147 152,20 317 216,41
37 50,25 150 144,50 338 203,23
37 46,88 159 142,15 347 188,38
44 52,03 165 139,81 354 189,70
50 6347 183 153,22 357 195,31
50 61,13 192 145,72 375 202,63
60 81,00 195 161,10 394 22482
61 73,09 218 174,18 513 203,30
64 79,09 218 173,03 535 209,70
65 79,51 219 173,54 554 233,90
65 6531 224 178,86 591 234,70
72 7190 225 177,68 648 24430
75 86,10 227 173,73 660 231,00
75 94,60 232 159,98 705 242,40
82 92,50 232 161,29 723 230,77
85 105,00 237 187,07 756 242,57
91 101,70 246 176,13 768 232,12
91 102,90 258 183,40 860 246,70
97 110,00 276 186,26
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Apéndice E

Solucao de Calcio Radioativo

Tabela E.1: Quantidade absorvida de cdlcio radioativo (y), em nmoles/mg, e tempo (x), em
minutos, numa amostra de 27 observagdes.

x Y x Y
0,45 0,34170 6,10 2,67061
0,45 -0,00438 8,05 3,05959
0,45 0,82531 8,05 3,94321
1,30 1,77967 8,05 3,43726
1,30 0,95384 11,15 4,80735
1,30 0,64080 11,15 3,35583
240 1,75136 11,15 2,78309
2,40 1,27497 13,15 5,13825
2,40 1,17332 13,15 4,70274
4,00 3,12273 13,15 4,25702
4,00 2,60958 15,00 3,60407
4,00 2,57429 15,00 4,15029
6,10 3,17881 15,00 3,42484
6,10 3,00782
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