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Resumo

Nesta dissertação, tratamos de refinamentos para testes de hipóteses em modelos de re-
gressão não lineares heteroscedásticos. Na primeira parte da dissertação, reunimos resultados
importantes da literatura sobre correção de Bartlett às razão de verossimilhanças perfiladas mo-
dificadas (CYSNEIROS; FERRARI, 2006) e razão de verossimilhanças bootstrap (ROCKE,
1989) nos modelos de regressão não lineares da família exponencial com parâmetros de dis-
persão que não são constantes para todas as observações, respectivamente. Na segunda parte,
obtemos um fator de correção tipo-Bartlett para a estatística gradiente (TERRELL, 2002), nesta
classe de modelos. Na terceira parte, desenvolvemos estudos de simulação Monte Carlo para
avaliar e comparar numericamente os desempenhos dos testes em amostras finitas. Finalmente,
realizamos uma aplicação empírica.

Palavras-chave: Correção de Bartlett. Correção tipo-Bartlett. Estatística gradiente. Estatística
da razão de verossimilhanças. Modelo não linear heteroscedástico. Verossimilhança perfilada.



Abstract

In this dissertation, we deal with refinements for hypothesis tests in nonlinear heteroskedas-
tic regression models. Firstly, we describe important results in the literature on Bartlett correc-
tions to the modified profile likelihood ratio and likelihood ratio bootstrap to the class of the
exponential family nonlinear models with dispersion parameters that are not constant over the
observations, respectively. Secondly, we obtain a Bartlett-type correction to the gradient statistic
in this class of models. Thirdly, the finite-sample performances of the various tests considered in
this dissertation are evaluated and compared using Monte Carlo simulations. Finally, we present
one empirical application.

Keywords: Bartlett correction. Bartlett-type correction. Bootstrap. Gradient. Likelihood ratio.
Modified profile likelihood. Score. Nonlinear heteroskedastic regression model.



Lista de Figuras

2.1 Distorção do tamanho dos testes LR, LRm, LRBoot, S, G - Modelo normal não
linear com n = 35, q = 2 e diferentes valores de p. . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.2 Discrepâncias relativas de quantis das estatísticas LR,LRm, S, G - Modelo nor-
mal não linear com n = 35, p = 5 e q = 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.1 Discrepâncias relativas de quantis das estatísticas LR, LRm, S, G, LR∗m, LR∗Boot,
G∗ - Modelo normal não linear com n = 35, p = 5 e q = 2. . . . . . . . . . . . 47

3.2 (a) Gráfico dos resíduos padronizados contra percentis normais com envelope
simulado; (b) Gráfico de dispersão do peso das lentes dos olhos contra a idade;
(c) Gráfico dos resíduos studentizados tsi contra os valores ajustados e (d) Grá-
fico dos resíduos studentizados tsi contra x para o modelo homoscedástico -
Coelhos europeus na Austrália. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.3 (a) Gráfico dos resíduos padronizados contra percentis normais com envelope
simulado; (b) Gráfico de dispersão da quantidade absorvida de cálcio radioativo
contra o tempo; (c) Gráfico dos resíduos studentizados tsi contra os valores
ajustados e (d) Gráfico dos resíduos studentizados tsi contra x para o modelo
homoscedástico - Solução de cálcio radioativo. . . . . . . . . . . . . . . . . . 51



Lista de Tabelas

2.1 Quantidades d` e s (φ`) para os modelos normal, normal inversa e gama. . . . . 18
2.2 Tamanhos empíricos dos testes LR, LRm, LRBoot, S e G - Modelo normal não

linear para n = 35, q = 2 e diferentes valores de p. . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.3 Tamanhos empíricos dos testes LR, LRm, LRBoot, S e G - Modelo normal não

linear para p = 5, q = 2 e diferentes tamanhos amostrais. . . . . . . . . . . . . 29
2.4 Poder dos testes LR, LRm, LRBoot, S e G - Modelo normal não linear para

n = 35, p = 5, q = 2 e α = 10, 0%. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.1 Tamanhos empíricos dos testes LR, LRm, LRBoot, S, G, LR∗m, LR∗Boot e G∗-
Modelo normal não linear para n = 35, q = 2 e diferentes valores de p. . . . . 42

3.2 Tamanhos empíricos dos testes LR, LRm, LRBoot, S, G, LR∗m, LR∗Boot e G∗ -
Modelo normal não linear para n = 35, p = 5 e diferentes valores de q. . . . . 43

3.3 Tamanhos empíricos dos testes LR, LRm, LRBoot, S, G, LR∗m, LR∗Boot e G∗ -
Modelo normal não linear para p = 5, q = 2 e diferentes tamanhos amostrais. . 44

3.4 Poder dos testes LRm, LRBoot, S, LR∗m, LR∗Boot e G∗ - Modelo normal não linear
para n = 35, p = 5, q = 2 e α = 10, 0%. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.5 Quantis das estatísticas LR, LRm, S, G, LR∗m, LR∗Boot e G∗ - Modelo normal
não linear para p = 5, q = 2 e diferentes tamanhos amostrais. . . . . . . . . . . 46

3.6 Média e variância das estatísticas LR, LRm, LRBoot, S, G, LR∗m, LR∗Boot e G∗ -
Modelo normal não linear para p = 5 e n = 35 e diferentes valores de q. . . . . 48

D.1 Pesos das lentes dos olhos de coelhos europeus (y), em miligramas e idade (x),
em dias, numa amostra de 71 observações. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

E.1 Quantidade absorvida de cálcio radioativo (y), em nmoles/mg, e tempo (x), em
minutos, numa amostra de 27 observações. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69



Sumário

1 Introdução 13
1.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2 Organização da dissertação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 Modelos não lineares da família exponencial 16
2.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.2 Definição do modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.3 Alguns aspectos inferenciais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.4 Testes de hipóteses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.4.1 Teste da razão de verossimilhanças . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.4.2 Teste escore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.4.3 Teste gradiente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.4.4 Teste da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas . . . . . . . 23
2.4.5 Teste da razão de verossimilhanças bootstrap . . . . . . . . . . . . . . 24

2.5 Avaliação numérica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.6 Comentários . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3 Aperfeiçoamento de testes em MNLFE 32
3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.2 Cumulantes conjuntos e identidades de Bartlett . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.3 Estatística da razão de verossimilhanças corrigida . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.4 Estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas corrigida . . . . 34
3.5 Estatística da razão de verossimilhanças bootstrap corrigida . . . . . . . . . . . 35
3.6 Estatística gradiente corrigida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.7 Avaliação numérica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.8 Aplicações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.8.1 Exemplo 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.8.2 Exemplo 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.9 Comentários . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51



4 Considerações finais 53

Referências 55

A Cálculo dos cumulantes nos modelos não lineares da família exponencial com dis-
persão variável 58

B Obtenção das quantidades A1, A2 e A3 para a correção tipo-Bartlett em modelos
não lineares da família exponencial com dispersão variável 63

C Multiplicação de “array” 66

D Coelhos Europeus na Austrália 68

E Solução de Cálcio Radioativo 69



Capítulo 1

Introdução

1.1 Introdução

Os modelos não lineares da família exponencial (MNLFE) (CORDEIRO; PAULA, 1989)
são extensões naturais dos modelos lineares generalizados (GLM) e dos modelos de regres-
são não lineares normais. Esses modelos são menos restritivos permitindo uma flexibilidade
na função de ligação que relaciona a média e as componentes sistemáticas e são compostos por
funções conhecidas e parâmetros desconhecidos. Wei (1998) em seu livro apresenta uma discus-
são bem detalhada dos MNLFE enfatizando na análise de diagnóstico e medidas de influência.
Nesta dissertação abordamos os MNLFE com dispersão variável, ou seja, a dispersão não são
constantes para todas observações. Os testes mais comuns para verificar a presença de heteros-
cedasticidade dos dados são baseados nas estatísticas: razão de verossimilhanças (LR), escore
(S), wald (W) e gradiente (G) recentemente proposta por Terrell (2002). A estatística gradiente
surge como uma alternativa para os testes de hipóteses baseados nas estatísticas usuais por sua
simplicidade de cálculo que não exige a determinação da matriz de informação, matriz obser-
vada e nem de suas inversas. Em grandes amostras e sob a hipótese nula, as estatísticas LR, S,
W e G são equivalentes.

Lemonte e Ferrari (2012b) fizeram um estudo de poder local do teste baseado na estatística
gradiente comparando com o poder local dos testes baseados nas estatísticas: razão de veros-
similhanças, wald e escore, na qual concluíram que nenhum dos testes é uniformemente mais
poderoso que o outro. Além disso, outros estudos sobre o poder local dos testes baseados nas
estatísticas LR, S, W e G foram realizados para os modelos: modelos não lineares da famí-
lia exponencial (LEMONTE, 2011), modelos de regressão Birnbaum-Saunders (LEMONTE;
FERRARI, 2011), modelos lineares generalizados com dispersão variável (LEMONTE, 2013)
e modelos de dispersão variável (LEMONTE; FERRARI, 2012a).

Geralmente a distribuição exata das estatísticas razão de verossimilhanças, escore, wald
e gradiente em amostras finitas é desconhecida, então os testes baseados nestas estatísticas
são baseados em aproximações assintóticas. Sob a hipótese nula, a distribuição de referência
utilizada é a χ2. Contudo, em amostras pequenas essas aproximações pela χ2 pode não ser muito
boa. No entanto, faz-se necessário desenvolver técnicas de aperfeiçoamento das estatísticas de

13



Capítulo 1. Introdução 14

tal forma que melhore a aproximação das distribuiçoes dessas estatísticas pela distribuição χ2

de referência produzindo inferências mais precisas. Essa linha de pesquisa é denominada teoria
assintótica de alta ordem, que tem como objetivo o refinamento de métodos inferenciais a fim de
torná-los mais precisos em amostras finitas e principalmente de tamanho pequeno ou moderado.

Um fator de correção foi introduzido por Bartlett (1937), a idéia consiste em modificar a
estatística por um fator produzindo uma estatística corrigida com o primeiro momento igual ao
da distribuição χ2 usada como referência. Lawley (1956) obteve uma fórmula geral para a cons-
tante que compõe o fator de correção de Bartlett, esta fórmula envolve cumulantes conjuntos
do logaritmo da função de verossimilhança e derivadas de cumulantes. Outra técnica que visa
o refinamento de métodos inferenciais são denominados correções do tipo-Bartlett. Essa corre-
ção produz uma estatística modificada por um fator, que é um polinômio na própria estatística
cujos coeficientes são funções dos cumulantes conjuntos do logaritmo da função de verossimi-
lhança. Podemos citar alguns trabalhos que utilizam essas técnicas de refinamentos em modelos
lineares e não lineares da família exponencial com dispersão variável, dentre eles: correção de
Bartlett às estatísticas da razão de verossimilhanças (CORDEIRO, 1993), escore (CORDEIRO;
FERRARI, 1991), razão de verossimilhanças perfiladas modificadas (CYSNEIROS; FERRARI,
2006), razão de verossimilhanças bootstrap (ROCKE, 1989) e correção tipo-Bartlett à estatística
escore (CAVALCANTI, 2009).

O objetivo principal desta dissertação é a obtenção de refinamentos de testes de hipóteses
em MNLFE. Especificamente:

• Obter uma fórmula para o fator de correção tipo-Bartlett em notação matricial para a es-
tatística gradiente nos MNLFE, para testar a presença de heteroscedasticidade nos dados.

• Comparar os desempenhos dos testes baseados nas estatísticas razão de verossimilhanças,
razão de verossimilhanças perfiladas modificadas, razão de verossimilhanças bootstrap e
suas versões corrigidas, escore, gradiente e a gradiente corrigida em que utilizamos os
resultados obtidos por Vargas, Ferrari e Lemonte (2013), em termos de tamanho e poder
em amostras finitas.

• Avaliar o impacto da quantidade de parâmetros de perturbação e interesse no desempenho
dos testes supracitados acima.

1.2 Organização da dissertação

A presente dissertação está dividida em quatro capítulos e cinco apêndices. O Capítulo 2 in-
troduzimos brevemente os modelos não lineares da família exponencial (MNLFE) e discutimos
alguns aspectos inferenciais, tais como: função escore, informação de Fisher, estimação dos pa-
râmetros e testes de hipóteses baseados nas estatísticas da razão de verossimilhanças, razão de
verossimilhanças perfiladas modificadas, escore, gradiente e razão de verossimilhanças boots-
trap. Avaliamos numericamente o comportamento desses diferentes testes em amostras finitas
através do tamanho e poder. Além disso, analisamos a influência do número de parâmetros de
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perturbação no desempenho dos testes e consideramos diferentes tamanhos amostrais. Algumas
considerações finais são apresentadas neste capítulo.

No Capítulo 3, apresentamos a principal contribuição dessa dissertação, em que desenvol-
vemos a partir dos resultados obtidos por Vargas, Ferrari e Lemonte (2013) um fator de corre-
ção tipo-Bartlett à estatística gradiente nos MNLFE, em especial no modelo de regressão não
linear normal e normal inverso. Apresentamos também, alguns resultados importantes sobre
correção de Bartlett às estatísticas da razão de verossimilhanças (CORDEIRO, 1993), razão de
verossimilhanças perfiladas modificadas (CYSNEIROS; FERRARI, 2006) e razão de verossi-
milhanças bootstrap (ROCKE, 1989). Resultados numéricos sobre o comportamento dos testes
considerando diferentes números de parâmetros de interesse e perturbação em amostras finitas
são apresentados. Além disso, avaliamos o desempenho dos testes em amostras de tamanho
pequeno e moderado. Aplicações a dados reais também são apresentadas e são feitos alguns
comentários no final deste capítulo.

No Capítulo 4 são apresentadas as conclusões desta dissertação. No Apêndice A destacamos
alguns cumulantes conjuntos de derivadas do logaritmo da função de verossimilhanças e suas
derivadas de até segunda ordem necessários para o cálculo do fator de correção tipo-Bartlett
à estatística gradiente e no Apêndice B mostramos como obtemos a quantidade A2 necessária
para o cálculo do fator de correção tipo-Bartlett, as outras quantidades são obtidas de forma
analóga e serão omitidas nesta dissertação.

Para elaboração desta dissertação utilizou-se o sistema tipográfico LATEX desenvolvido por
Leslie Lamport na década de 80. Todos os resultados das simulações foram obtidas usando a
linguagem matricial de programação Ox em sua versão 7.01 para o sistema operacional Win-
dows. Mais detalhes sobre a linguagem Ox podem ser obtidos em (DOORNIK, 2009) e em
(CRIBARI-NETO; ZARKOS, 1999). As maximizações não lineares para o cálculo das estima-
tivas de máxima verossimilhanças foram realizadas utilizando os algoritmos BFGS e SQP, ver
Nocedal e Wright (1999).



Capítulo 2

Modelos não lineares da família
exponencial

2.1 Introdução

Os modelos lineares generalizados (MLG) foram definidos por Nelder e Wedderburn (1972).
Estes modelos foram introduzidos a partir dos modelos lineares normais, expandindo assim um
leque de opções sobre a distribuição da variável resposta. Os MLG são definidos por variáveis
aleatórias independentes que pertencem a família exponencial podendo ser estendidos também
a uma família mais ampla de distribuições. Através de uma função de ligação relaciona-se a
média da variável resposta com uma estrutura nos parâmetros linear ou não linear. Um caso es-
pecial abrangido pelo MLG e muito utilizado em pesquisas que envolvem diversas áreas como
agronomia, econometria, engenharias, química, entre outras, são os modelos não lineares da
família exponencial (MNLFE). Em várias aplicações do conhecimento observamos que a vari-
ância da variável resposta não é constante e assim dizemos que ela apresenta um comportamento
heteroscedástico. Assim neste estudo iremos abordar os MNLFE com dispersão variável. Defi-
nimos, na Seção 2.2, os modelos não lineares da família exponencial. Na Seção 2.3, discutimos
alguns aspectos inferenciais para esta classe de modelos. Testes de hipóteses usuais com erro
de aproximação por qui-quadrado até de ordem O(n−1) 1 e um teste baseado em reamostragem
bootstrap são apresentados na Seção 2.4. Por fim, realizamos estudos de simulação Monte Carlo
para avaliar e comparar numericamente os desempenhos dos testes discutidos neste capítulo em
amostras finitas de tamanho pequeno e moderado.

1Se {an}n≥1 e {bn}n≥1 são duas sequências de números reais, dizemos que {an} é de ordem menor que {bn}
e denotamos {an} = o(bn) se limn→∞an/bn = 0. Dizemos que an é de ordem no máximo igual a bn, denotado
por {an} = O(bn) se existe um número real M > 0 tal que, |an/bn| ≥ M , isto é, a razão |an/bn| é limitada.
Observamos que se {an} = o(bn), então {an} = O(bn) e que quando bn → 0 a ordem fornece noção de taxa de
convergência de an para zero.

16
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2.2 Definição do modelo

Sejam Y1, · · · , Yn n variáveis aleatórias independentes em que cada Y` tem função densi-
dade na família exponencial da forma

π (y`, θ`, φ`) = exp

{
φ` [y` θ` − b (θ`)− c (y`)]−

1

2
a (y`, φ`)

}
, ` = 1, . . . , n (2.1)

em que a (·, ·), b (·) e c (·) são funções conhecidas, θ` e (φ` > 0) são denominados de parâmetros
canônico e precisão, respectivamente. Aqui, assumimos que φ` é desconhecido e denominamos
φ−1` como parâmetro de dispersão. Admitimos aqui que φ−1` = σ2m`, sendo σ2 uma constante
desconhecida finita e estritamente positiva e m` = m (z`, δ) > 0 o `-ésimo elemento da matriz
diagonal M com dimensão n × n, z` é a `-ésima linha da matriz Z com dimensão n × q

de covariadas para modelar as flutuações da variância. A esperança e a variância da variável
aleatória Y` do modelo (2.1) é dado por IE [Y`] = µ` = b′ (θ`) e Var [Y`] = φ−1` V`, ` = 1, . . . , n,
sendo V` = V` (µ`) = d(µ`)/d(θ`) a função variância e θ` =

∫
V −1` d (µ`) = q (µ`).

Nesta classe de modelos, a componente sistemática é definida como

g (µ`) = η` = f (x`,β) ,

em que g (·) é uma função conhecida, monótona e diferenciável, denominada função de ligação
relacionando a média da variável resposta µ` com o preditor não linear η`, f (·; ·) é uma função
contínua, diferenciável e não linear em relação as componentes dos parâmetros desconhecidos
β′s com β = (β1, . . . , βp)

> sendo um vetor p-dimensional, com p < n e x` = (x`1, . . . , x`p)
>

um vetor p de covariáveis conhecidas associadas à `-ésima observação. Temos que a matriz de
derivadas do preditor não linear em relação aos β′s é denotada por X∗ = X∗(β) = ∂η/∂β>

com posto p para todo β. Supomos identificabilidade tal que diferentes β′s implicam diferentes
η′s, sendo assim a matriz X∗ terá dimensão n × p cujo elementos são funções do vetor de
parâmetros β desconhecidos a serem estimados. Em particular, f (x`,β) = x>` β obtemos os
modelos lineares generalizados. Para todos estudos nessa dissertação adotamos g (µ`) = µ`.

Assumindo a (y`, φ`) = s (φ`) + t (y`), podemos reescrever (2.1) como

π (y`, θ`, φ`) = exp

{
−1

2
[φ` d(y`) + s (φ`) + t (y`)]

}
, ` = 1, . . . , n (2.2)

em que d(y`) = d` = −2 [y`θ` − b (θ`)− c (y`)]. Esta forma corresponde a um modelo da
família exponencial na forma natural com os parâmetros canônicos φ` e φ`θ`. Por exemplo, a
Tabela 2.1 apresenta as quantidades s(φ`) e d(y`) para as distribuições normal, normal inversa
e gama pertencentes a classe dos MNLFE. Para estes casos supomos que s (φ`) tem as quatro
primeiras derivadas.
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Tabela 2.1: Quantidades d` e s (φ`) para os modelos normal, normal inversa e gama.

Normal Normal inversa Gama

d` (y` − µ`))2 (y`−µ`)2
µ2` y`

2
[
y`
µ`
− log

(
y`
µ`

)]
s(φ`) − log (φ`) − log (φ`) −2 [φ` log (φ`)− log Γ (φ`)]

2.3 Alguns aspectos inferenciais

Sejam Y1, · · · , Yn variáveis aleatórias independentes com função densidade de probabi-
lidade dada em (2.1). O logaritmo da função de verossimilhança L para o modelo definido
por (2.1) e (2.2) com o vetor de parâmetros ψ =

(
δ>,β>, σ>

)
dadas as observações y` com

` = 1, · · · , n é dado por

L
(
δ,β, σ2; y

)
= −1

2

n∑
`=1

{
1

σ2m`

d(y`) + s (φ`) + t (y`)

}
, (2.3)

assumimos que L seja regular com respeito às derivadas em relação aos parâmetros até quarta
ordem; ver Cox e Hinkley (1974).

A função escore U = U (δ,β, σ2) =
(
U>δ , U

>
β, Uσ

2

)>
apresenta as seguintes componentes:

Uδ =
∂L (δ,β, σ2; y)

∂δa
=

1

2

n∑
`=1

1

σ2m`

1

m`

∂m`

∂δa

{
d` + ṡ

(
1

σ2m`

)}
,

Uβ =
∂L (δ,β, σ2; y)

∂βi
=

n∑
`=1

(y` − µ`)
1

σ2m`

dθ`
dµ`

dµ`
dη`

x∗`i e

Uσ =
∂L (δ,β, σ2; y)

∂σ2
=

1

2σ2

n∑
`=1

1

σ2m`

{
d` + ṡ

(
1

σ2m`

)}
.

Em notação matricial, obtemos:

U = U
(
δ,β, σ2

)
=



1
2
Ψ>Φ

(
d+ Ṡ

)
X∗>ΨTV −1 (y − µ)

1
2σ2 1>Ψ

(
d+ Ṡ

)


,

em que Φ, T , V são matrizes diagonais de dimensão n×n, cujos elementos são φ` = 1/ (σ2m`),
t` = dµ`/dη` e v` = dµ`/dθ`, respectivamente, Ψ é uma matriz de dimensão n × p com a `-
ésima linha dada por ∂ logm (z`, δ) /∂δ>, Ṡ = (ṡ (φ1) , . . . , ṡ (φn))> sendo ṡ (φ`) = ds (φ`) /dφ`

com ` = 1, . . . , n, 1 é um vetor de uns n-dimensional, d = (d1, . . . , dn)> e µ = (µ1, . . . , µn)>.
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Vimos na Tabela 2.1 apresentada na Seção 2.2 a quantidade s (φ`) para as distribuições normal,
normal inversa e gama. Assim é fácil ver que Ṡ = (−1/φ1, . . . ,−1/φn) para as distruibuições
normal e normal inversa. O estimador de máxima verossimilhança (EMV) deψ é obtido através
da solução de sistemas de equações dado por

Uδ = 0, Uβ = 0 e Uσ2 = 0.

Como estamos trabalhando com modelos não lineares, não é possível expressar os estimadores
de máxima verossimilhança em uma forma analítica fechada, portanto utilizamos métodos ite-
rativos de otimização não linear como, por exemplo, Newton-Raphson, escore de Fisher, quasi-
Newton BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno), SQP (Sequential quadratic programming)
e entre outros. Ver Nocedal e Wright (1999). A linguagem de programação Ox disponibiliza no
seu pacote de maximização o comando MAXSQP. Este comando maximiza funções não lineares
sujeitas às restrições não lineares usando uma técnica de programação quadrática sequencial,
que, basicamente, consiste em gerar passos (iterações) resolvendo subproblemas quadráticos.
Maiores detalhes sobre o comando MAXSQP podem ser encontrados em:
http://www.nuff.ox.ac.uk/Users/Doornik/doc/ox/index.html.

Pode ser mostrado facilmente que

IE [c (y`)] = θ`b
′ (θ)− b (θ)− 1

2
ṡ

(
1

σ2m`

)
e através das condições de regularidade que IE (U2

σ) = 0. Sendo assim temos

IE (d`) = IE {−2 [y` θ` − b (θ`)− c (y`)]}
= −2 {θ`IE (y`)− b (θ`)− IE [c (y`)]}

= −2θ`b
′ (θ) + 2b (θ`) + 2

[
θ`b
′ (θ)− b (θ`)−

1

2
ṡ

(
1

σ2m`

)]
= −ṡ

(
1

σ2m`

)
. (2.4)

A matriz de informação total de Fisher para ψ =
(
δ>,β>, σ2

)>
na classe dos modelos não

lineares da família exponencial é dada por

K = −IE

(
∂L

∂ψ∂ψ>

)
=


1
2
Ψ>ΦS̈ΦΨ 0 1

2σ2 Ψ>S̈Φ21
0 X∗>Φ1/2WΦ1/2X∗ 0

1
2σ2 1>Φ2S̈Ψ 0 1

2σ4 1>Φ2S̈1

 , (2.5)

em que S̈ e W são matrizes diagonais n×n cujos respectivos elementos são dados por s̈ (φ`) =

d2s (φ`) /dφ
2
` ew` = (dµ`/dη`)

2 /v`, ` = 1, . . . , n e 0 representa uma matriz de zeros ou vetores
nulos com dimensões apropriadas.

Podemos notar da matriz de informação de Fisher (2.5) que os parâmetros
(
δ>, σ2

)
são
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ortogonais a β, isto é, −IE (∂L/∂δa∂βi) e −IE (∂L/∂σ2∂βi) são iguais a zero, entretanto δ e
σ2 não são ortogonais. A fim de obter a ortogonalidade entre os parâmetros uma transformação
é necessária, assim uma solução para tal nas distribuições normal e normal inversa vem da
seguinte igualdade:

σ2 =
γ

(
∏n

`=1m`)
1/n

, (2.6)

ver Simonoff e Tsai (1994).
Agora, o nosso vetor de parâmetros que pertence a um espaço paramétrico é dado por ψ =

(δ,β, γ)>. Logo, utilizando a transformação em (2.6) o logaritmo da função de verossimilhança
do modelo reparametrizado fica dado por

L∗ (ψ; y) = −1

2

n∑
`=1

{
q`
γ
d(y`) + t (y`) + log

(
γ

q`

)}
(2.7)

em que

q` = q` (δ) =
(
∏n

s=1ms)
1/n

m`

.

A função escore total U = U (δ,β, γ) =
(
U>δ , U

>
β, Uγ

)>
para o modelo reparametrizado

(2.7) tem componentes dadas por

U = U (δ,β, γ) =



− 1
2γ
Q̇>d

X∗>ΦTV −1 (y − µ)

1>
2γ

(Φd− 1) .


.

Aqui, Φ é uma matriz diagonal n×n cujos os seus elementos são dados por φ` = q`/γ e Q̇ é
uma matriz n× q cuja a `-ésima linha é dada por q`a = ∂q`/∂δ

a. Então, a matriz de informação
de Fisher do modelo reparametrizado (2.7) é dada por

K = −IE

(
∂L∗

∂ψ∂ψ>

)
=


1
2
1>Q̈Q−11 0 0

0 X∗>Φ1/2WΦ1/2X∗ 0

0 0 n
2γ2

 , (2.8)

Q̈ = Q̈ (δ) é um “array” de dimensão n× q × q com elementos dados por q`ab = ∂2/
(
∂δaδb

)
;

ver Apêndice C e Q−1 a matriz inversa da matriz diagonal Q = Q (δ) de dimensão n × n

com o `-ésimo elemento dado por q` = q` (δ) = (
∏n

s=1ms)
1/n

/m`. Observando a matriz
(2.8) e aplicando a transformação dada em (2.6) atingimos a ortogonalidade desejada obtemos
IE (−∂L/∂δa∂βi) = IE (−∂L/∂βi∂γ) = IE (−∂L/∂δa∂γ) = 0, ou seja, os parâmetros são
todos ortogonais.

Nesta dissertação, abordamos para o vetor de observações (y1, · · · , yn) apenas a distribui-
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ção normal. Desse modo, do resultado (2.4) e após a reparametrização temos que IE (d`) =

−ṡ (q`/γ) = − (−γ/q`) = γ/q` e da matriz (2.5) temos S̈ = Φ2 e W = In é a matriz identi-
dade de ordem n.

2.4 Testes de hipóteses

Após a estimação dos parâmetros é comum realizar testes afim de avaliar se as hipóteses
feitas sobre os parâmetros apresentam evidências obtidas através de amostras. Nosso interesse
neste capítulo é realizar testes usuais para identificar se há presença de heteroscedasticidade na
classe dos modelos não lineares da família exponencial. Por isso abordamos a situação em que
os parâmetros de dispersão não são constantes para todas as observações, apresentando assim
uma estrutura heteroscedástica. Usualmente, em alguns modelos há interesse em testar apenas
um subconjunto de parâmetros ao invés de todos os parâmetros, desta forma é conveniente fa-
zer uma partição no vetor de parâmetros. Denominamos parâmetros de interesse aqueles que
desejamos testar e os demais denominamos parâmetros de perturbação. Nesta dissertação o
interesse é testar o vetor de parâmetros δ, portanto este será nosso vetor de parâmetros de inte-
resse que será testado pela hipótese nula e os demais β e γ são considerados como parâmetros
de perturbação. Realizamos todas estimações e testes baseados no modelo reparametrizado de-
finido em (2.7). Sendo assim, o número de parâmetros de interesse e de perturbação são q e
(p+ 1), respectivamente. Aqui, o nosso interesse está em testar a hipótese nula H0 : δ = δ0

H1 : δ 6= δ0, sendo δ0 um vetor q-dimensional de constantes específicadas tal quem (z`, δ) = 1

para ` = 1, . . . , n.
Considerando a heteroscedasticidade multiplicativa, isto é, m` = exp

{
z>` δ

}
, obtemos q` =

exp
{
− (z` − z̄)> δ

}
, q`a = − (z` − z̄)a exp

{
− (z` − z̄)> δ

}
= − (z` − z̄)a q` = (z`a − z̄a) q`

e q`ab = (z` − z̄)ab q` = (z`a − z̄a) (z`b − z̄b) q`, com z̄ = (z̄1, . . . , z̄q)
> e z̄a = n−1

∑n
`=1 z`a

para a = 1, . . . , q. Usando estas quantidades a matriz de informação de Fisher do modelo
repametrizado (2.7) se reduz a

K = −IE

(
∂L∗

∂ψ∂ψ>

)
=


1
2

(
Z − Z̄

) (
Z − Z̄

)>
0 0

0 X∗>WΦX∗ 0

0 0 n
2γ2

 (2.9)

em que
(
Z − Z̄

)
= (z1 − z̄, . . . , zn − z̄)>.

Denota-seKδ = IE{U (δ)U
(
δ>
)
} = 1

2

(
Z − Z̄

) (
Z − Z̄

)> eKβ = IE{U (β)U
(
β>
)
} =

X∗>WΦX∗ como sendo as matrizes de informação de Fisher de δ e β, respectivamente.
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2.4.1 Teste da razão de verossimilhanças

A estatística da razão de verossimilhanças para testar H0 no modelo reparametrizado (2.7)
pode ser escrita da seguinte forma:

LR = 2{L∗(δ̂, β̂, γ̂;y)− L∗(δ0, β̃, γ̃;y)}, (2.10)

em que δ̂, β̂, γ̂ são os EMV irrestrito, respectivamente, de δ, β, γ e β̃, γ̃ são os EMV restritos
de β, γ, respectivamente. Sob H0, a estatística dada em (2.10) tem distribuição assintótica χ2

q .
Rejeitamos a hipótese nula, ao nível de significância α se, LR ≥ χ2

(α,q), em que χ2
(α,q) é o

percentil (1− α) da distribuição qui-quadrado. Sabemos que a aproximação das estatísticas
LR, S, LRm e G pela distribuição χ2 em amostras pequenas pode conduzir a taxas de rejeição
distorcidas e os testes baseados nessas estatísticas tendem a ter comportamento liberal, isto é,
tendem a rejeitar a hipótese nula com frequência demasiada ou conservativo, uma vez que nessa
situação erro tipo I ocorre com baixa probabilidade.

2.4.2 Teste escore

A estatística escore proposta originalmente por Rao (1947) para testarH0 é expressa por:

S = Ũ>δK
−1
δ
Ũδ,

em que Ũδ = − 1
2γ
Q̇>d, K−1

δ
=
[
1
2

(
Z − Z̄

) (
Z − Z̄

)>]−1 a matriz inversa da informação

de Fisher para δ, y = (y1, . . . , y`)
>, µ = (µ1, . . . , µn)>, em que µ` = η` = f (x`,β), para

` = 1, . . . , n. Utilizamos notação til em Ũδ para denotar que o EMV do parâmetro de interesse
está sendo avaliado sobH0.

Assintoticamente e sob H0, temos que a estatística escore tem distribuição χ2
q . Rejeitamos

a hipótese nula, ao nível de signicância α se, S ≥ χ2
(α,q), em que χ2

(α,q) é o percentil (1− α) da
distribuição qui-quadrado.

2.4.3 Teste gradiente

A estatística gradiente recentemente proposta por Terrell (2002) vem como uma estatística
alternativa para a realização de testes de hipóteses, notavelmente mais simples que algumas
estatísticas de testes usuais. Assim como a estatística da razão de verossimilhanças proposta
originalmente por Neyman e Pearson (1928) e discutida com mais detalhes por Wilks (1938),
a estatística Wald proposta por Wald (1943) e a estatística escore proposta por Rao (1973), a
estatística gradiente também tem distribuição assintótica χ2

q .
Seja um vetor de observações (y1, . . . , yn) com função de densidade dada em (2.2) que

depende de um vetor de parâmetros e possui logaritmo da função de verossimilhança dada em
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(2.7), a estatística gradiente para testarH0 é dada por:

G = Ũδ(δ̂ − δ0), (2.11)

em que Ũδ = − 1
2γ
Q̇>d, sendo β̃ e γ̃ os EMV restritos de β e γ, respectivamente. Vale ressaltar

que a estatística gradiente é atrativa pela sua simplicidade de cálculo e pode ser facilmente
computada, além disso apresenta vantagem em problemas complexos quando não é possível
calcular, estimar ou inverter a matriz de informação de Fisher. Rejeitamos a hipótese nula, ao
nível de signicância α se, G ≥ χ2

(α,q), em que χ2
(α,q) é o percentil (1 − α) da distribuição qui-

quadrado.

2.4.4 Teste da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas

Uma funçao de verossimilhança perfilada é utilizada em modelos em que há presença de
parâmetros de perturbação e esta função dependerá apenas do vetor de parâmetros de interesse.
A verossimilhança perfilada é obtida da verossimilhança original substituindo os parâmetros de
perturbação por seus estimadores de máxima verossimilhança para cada valor fixado dos parâ-
metros de interesse. Assim o logaritmo da função de verossimilhança perfilada para o parâmetro
de interesse δ é dado por

Lp(δ;y) = Lp(δ, β̂δ, σ̂2
δ;y), (2.12)

em que β̂δ e σ̂2
δ são os EMVs de β e σ2, respectivamente, para δ fixado. Considerando o

modelo reparametrizado podemos reescrever (2.12) como

L∗p(δ;y) = Lp(δ, β̂δ, γ̂δ;y).

Considerando um modelo normal não linear reparametrizado o logaritmo da função de ve-
rossimilhança perfilada é dado por

L∗p = L∗p(δ;y) = −n
2

log γ̂δ −
1

2γ̂δ
(y − µ̂)>Q(y − µ̂)− n

2
log(2π),

sendo γ̂δ o EMV de γ, com δ fixo e L∗p denota a função de verossimilhança perfilada do modelo
reparametrizado. Esta função apresenta algumas propriedades da função de verossimilhança ori-
ginal, porém pode apresentar vícios na função escore e matriz de informação de Fisher. Além
disso a presença de um número de parâmetros de perturbação pode conduzir a uma má quali-
dade em inferências que se baseiam em resultados assintóticos. Assim, a fim de corrigir este
efeito dos parâmetros de perturbação Cox e Reid (1987) definiram uma versão modificada ex-
plorando a ortogonalidade entre os parâmetros de interesse e perturbação. Para tal, utilizaram
a transformação (2.6) e em seguida um termo de ajuste foi incorporado a função de verossimi-
lhança perfilada. Sendo assim, o logaritmo da função de verossimilhança perfilada modificada
para δ é dado por
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L∗mp = L∗p(δ;y)− 1

2
log
[
det
{
j∗(δ, β̂δ, γ̂δ)

}]
,

em que a notaçãoL∗mp representa o logaritmo da função de verossimilhança perfilada modificada
do modelo reparametrizado e j∗ é o bloco da matriz de informação observada definida como
J = −∂U>δ /∂δ = −∂2L∗p/δaδb. Lembrando que tomando a esperança da matriz de informação
observada obtemos a matriz de informação de Fisher, isto é, IE(J) = K. Para o modelo normal
não linear obtemos

j∗(δ, β̂δ, γ̂δ) =

(
1
γ̂δ

{
X∗>W 1/2QW 1/2X∗ − [(y − µ)>Q][X∗∗]

}
0

0 n
2γ̂2δ

)
,

em que W = In por se tratar de um modelo normal, X∗∗ = X∗∗(δ) = ∂2η/∂β∂β> é um
“array”de dimensão n × p × p e [·][·] representa a multiplicação de uma matriz por um array;
ver Wei (1998).

A estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas para testarH0 é dada por:

LRm = 2{L∗mp(δ̃;y)− L∗mp(δ0;y)},

em que δ̃ é o EMV restrito de δ.
SobH0 a estatística LRm tem distribuição assintoticamente χ2

q . Rejeitamos a hipótese nula,
ao nível de signicância α se, LRm ≥ χ2

(α,q), em que χ2
(α,q) é o percentil (1 − α) da distribui-

ção qui-quadrado. No entanto, esta aproximação pode não ser muito boa quando o tamanho da
amostra é pequeno resultando em taxas de rejeição distorcida, geralmente, apresentando com-
portamento liberal. Por esse motivo se faz necessário uso de técnicas estatísticas para melhorar
essa aproximação. Essas técnicas serão apresentadas e avaliadas por simulação Monte Carlo no
Capítulo 3.

2.4.5 Teste da razão de verossimilhanças bootstrap

Uma alternativa para melhorar testes baseados nas estatísticas razão de verossimilhança,
Wald e Escore é utilizar um esquema de reamostragem pra estimar a distribuição nula da esta-
tística de teste. Essa metodologia é conhecida como bootstrap. A técnica boostrap introduzida
por Efron (1979) e mais detalhada para testes de hipóteses em Efron e Tibshirani (1994) utiliza
um valor crítico a partir da distribuição nula da estatística de teste estimada pela reamostragem
bootstrap. Essa metodologia consiste em obter a partir da amostra original y = (y1, . . . , yn)

um número grande (por exemplo, B) de pseudos-amostras, a qual denominamos de amostras
bootstrap y∗ = (y∗

1
, . . . , y∗

B
)>. Esta amostras artificiais são geradas impondo como verdadeira

a hipótese nula. Posteriormente computa-se para cada amostra y∗ a estatística de teste denotada
por τ ∗, assim, obtem-se τ ∗b , para b = 1, . . . , B. As estatísticas de bootstrap são então utilizadas
para estimar a distribuição nula de τ ∗. O valor crítico bootstrap denotado por q̂(1−α) correspon-
dente ao nível de significância α (0 < α < 1) e é obtido como o percentil (1−α) da distribuição
empírica das B realizações da estatística τ ∗. Assim, a hipótese nula é rejeitada se τ ≥ q̂(1−α).
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Note que o teste da razão de verossimilhanças bootstrap não usa um valor crítico obtido da
distribuição nula assintótica, ele utiliza o valor crítico estimado da distribuição nula de τ .

Para o teste da razão de verossimilhança bootstrap a estatística de teste bootstrap é dada por

LRBoot = 2{L∗(ψ̂
∗b

;y∗
b

)− L∗(ψ̃∗
b

;y∗
b

)}, (2.13)

em que ψ̂
∗b

e ψ̃
∗b

são os EMV irrestrito e restrito de ψ∗, respectivamente, na b-ésima réplica
bootstrap, com b = 1, . . . , B. Aqui, rejeita-seH0 se a estatística LRBoot ≥ q̂(1−α).

2.5 Avaliação numérica

Neste capítulo apresentamos resultados da simulação Monte Carlo comparando os desem-
penhos dos testes baseados nas estatísticas da razão de verossimilhanças (LR), razão de ve-
rossimilhanças perfiladas modificadas (LRm), razão de verossimilhanças bootstrap ((LRBoot),
escore (S) e gradiente (G). Avaliamos estes desempenhos através da proximidade das probabili-
dades de rejeição da hipótese nula, sendo esta verdadeira (erro tipo I) com os respectivos níveis
nominais 10, 0%, 5, 0%, 1, 0% e 0, 5% e o poder dos testes levando em consideração a hipótese
alternativa para diferentes valores de δ. As hipóteses consideradas foram:

H0: δ1 = δ2 = · · · = δq = 0 (modelo homoscedástico)
versus

H1: δ1 6= δ2 6= · · · 6= δq 6= 0 (modelo heteroscedástico).

Consideramos o seguinte modelo de regressão não-linear para a simulação

y` = β1 + exp {β2x`2}+

p∑
j=3

βjx`j + u`, ` = 1, 2, . . . , n,

em que u` ∼ N (0, 1) e Cov (u`, um) para todo ` 6= m. As covariadas xj foram geradas
como amostras da aleatórias da distribuição U (0, 1). A variável resposta foi gerada assumindo
β1 = β2 = · · · = βp = 1 e σ2 = 1. Usamos diferentes valores de p e q a fim de avaliar o
desempenho dos testes quando aumentamos o número de parâmetros de interesse e perturba-
ção. Para a modelagem da flutuação da variância construímos a matriz Z utilizando as colunas
2, 3, . . . , p da matriz X de covariadas, em que q < p e para o caso, q ≥ k as colunas extras
foram geradas usando amostras aleatórias independentes da distribuição U (0, 1). O número de
réplicas Monte Carlo e bootstrap foram fixadas em 10000 e 600, respectivamente. Para cada
tamanho amostra e nível nominal considerado, estimamos, via simulação, as taxas de rejei-
ção: P

(
LR ≥ χ2

(α,q)

)
, P
(

LRm ≥ χ2
(α,q)

)
, P
(

S ≥ χ2
(α,q)

)
, P
(

G ≥ χ2
(α,q)

)
, tal que χ2

(α,q) é o
percentil (1− α) da distribuição qui-quadrado e para o teste baseado na LRBoot, as taxas de
rejeição são obtidas calculando a P

(
LRBoot ≥ q̂(1−α)

)
, em que q̂(1−α) é estimado de acordo

com o procedimento descrito na Subseção 2.4.5. As simulações foram realizadas utilizando a
linguagem de programação matricial Ox (DOORNIK, 2009).
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Nesta seção, inicialmente, analisamos a influência dos parâmetros de perturbação e do tama-
nho amostral no desempenho dos testes no modelo normal não linear. Em seguida, avaliamos
também o poder dos testes, considerando diferentes valores para δ. Obviamente, para δ = 0

temos o tamanho do teste. Todos os resultados apresentados aqui baseiam-se no modelo de
regressão não linear repametrizado com logaritmo da função de verossimilhança definida em
(2.7).

A Tabela 2.2 apresenta os tamanhos estimados dos testes para a situação em que n = 35,
q = 2 e diferentes valores de p. Podemos observar que os testes da razão de verossimilhanças
e gradiente apresentam taxas de rejeição muito acima dos níveis nominais considerados, prin-
cipalmente quando o número de parâmetros de perturbação p aumenta, tornando-os liberais.
Comparando estes dois testes, notamos que o teste gradiente tem melhor desempenho que o
teste da razão de verossimilhanças. Por exemplo, para p = 4 e α = 5, 0% as taxas de rejeição
para os testes LR e G são iguais a 9, 9% e 9, 0%, respectivamente. Por outro lado, os testes LRm

e S, para o mesmo caso, apresentam taxas de rejeição iguais a 4, 2% e 3, 8%, respectivamente,
apresentando taxas de rejeição mais próximas dos níveis nominais, todavia apresentam compor-
tamento conservativo. Vale ressaltar que a modificação de Cox e Reid à verossimilhança per-
filada atenua o efeito do número de parâmetros de perturbação, trazendo uma notável melhora
para o teste LRm comparado ao teste LR. Notamos que o aumento no número de parâmetros
de perturbação o impacto é bem menos marcante nos desempenho dos testes baseados nas es-
tatísticas LRm, LRBoot e S, mas tratando-se dos testes LR e G o impacto é consideravelmente
alto sobre a aproximação por χ2 para as distribuições das estatísticas baseadas nestes testes.
Aqui, o teste da razão de verossimilhança bootstrap foi o que apresentou melhor desempenho,
com taxas de rejeição bem mais próximas dos níveis nominais que os demais testes, como por
exemplo, para p = 3 e para todos os níveis nominais considerados. Para este teste, podemos
observar que ele passa a ser liberal quando p ≥ 5, mas não tão distante dos níveis nominais.

A Figura 2.1 apresenta o gráfico de distorção dos testes, ou seja, a diferença entre a taxa de
rejeição empírica e o nível nominal α = 5, 0% para diferentes valores de p. Este gráfico mos-
tra o impacto do número de parâmetros de perturbação nos testes considerados neste capítulo.
Vemos, claramente, que à medida que aumentamos o número de parâmetros de perturbação as
taxas de rejeição para os testes LRm e G distorcem do nível nominal 5, 0% tornando extrema-
mente liberais e para os testes LRm, LRBoot e S as taxas de rejeição não sofrem tanto impacto
quando aumentamos o número de parâmetros de perturbação, confirmando graficamente o que
já havíamos mencionado anteriormente.

Na Tabela 2.3, fixamos o valor de p = 5, q = 2 e variamos o tamanho da amostra em
n = 25, 35, 45, 100 para os níveis nominais α = 10, 0%, 5, 0%, 1, 0% e 0, 5%. Observe que com
o aumento do tamanho amostral, as taxas de rejeição dos testes se aproximam dos respectivos
níveis nomimais, todavia, os testes LR e G continuam liberais. Assim, até mesmo para n = 100,
os testes LR e G apresentam taxas de rejeição acima dos níveis nominais. Nesta mesma situação
e α = 5, 0%, as taxas de rejeição dos testes LR, LRm, LRBoot, S e G foram 8, 2%, 4, 5%,
5, 3%, 4, 5%, 7, 8%, respectivamente. Dessa maneira, é necessário obter uma correção para
as estatísticas LR e G para que, em amostras de tamanho pequeno haja uma diminuição na
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distorção das taxas de rejeição empíricas nos testes baseados nestas estatísticas modificadas.
A Tabela 2.4 apresenta resultados da simulação considerando a hipótese alternativa (heteros-

cedasticidade) para n = 35, p = 5 e q = 2 e diferentes valores deδ = δ1 = δ2, com δ variando
de 0 a 3, 5. Podemos observar que o poder do testes LR e G são maiores que os outros testes,
entretando, os testes baseados nas estatísticas razão de verossimilhanças usual e gradiente não
podem ser recomendados por serem muito liberais. Considerando δ = 3, 5 e α = 10, 0% o
poder do teste para a LRm, LRBoot e S foram, respectivamente, 98, 3, 98, 4 e 96, 0. Vemos uma
pequena desvantagem da estatística escore com relação as estatísticas LRm e LRBoot e portanto,
o poder dos testes baseados nas estatísticas razão de verossimilhanças perfiladas modificadas e
razão de verossimilhanças bootstrap são similares, neste caso.

A Figura 2.2 apresenta o gráfico das discrepâncias relativas entre os quantis amostrais e os
quantis assintóticos das estatísticas dos testes contra os quantis assintóticos para todos os níveis
nominais α = 15, 0%, 10, 0%, 5, 0%, 3, 0%, 1, 0% e 0, 5%. A discrepância relativa é definida
como

ST (1− α)− χ2
q(1− α)

χ2
q(1− α)

,

em que denotamos por ST (1− α) o quantil amostral de ordem (1− α) do conjunto de valores
simulados das estatísticas dos testes (LR, LRm, S e G, conforme o caso) e o corresponde quantil
da distribução χ2

q sendo denotado por χ2
q(1 − α). Quanto mais próxima de zero estiver a curva

da discrepância, melhor a aproximação da distribuição exata sob a hipótese nula da estatística
de teste pela distribuição limite qui-quadrado. Observe que para o caso α = 5, 0%, n = 35,
p = 5 e q = 2 a discrepância relativa para as estatísticas LR e G apresentam-se em torno de
43, 3% ((8, 6− 6, 0)/6, 0× 100%) e 36, 7% ((8, 2− 6, 0)/6, 0× 100%); ver Tabela 3.5, respec-
tivamente, confirmando que esses testes são liberais. Em contrapartida, as estatísticas razão de
verossimilhanças perfiladas modificadas (LRm) e escore (S) apresentam discrepâncias relativas
em torno de−5, 0% ((5, 7−6, 0)/6, 0×100%), mais próximas de zero que as estatísticas razão
de verossimilhanças e gradiente, no entanto reafirmam um comportamento conservativo.

Concluímos destes resultados que os testes baseados nas estatísticas da razão de verossi-
milhanças usual (LR) e gradiente (G) são muitos liberais em amostras pequenas e moderadas,
rejeitando H0 com frequência muito maior que o esperado. Por outro lado, os testes razão de
verossimilhanças perfiladas modificadas (LRm) e escore (S) apresentam taxas de rejeição em-
píricas mais próximas dos níveis nominais, mas estes testes são conservativos. Portanto, dos
testes analisados neste capítulo o teste razão de verossimilhança bootstrap (LRBoot) é o mais
recomendável.
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Tabela 2.2: Tamanhos empíricos dos testes LR, LRm, LRBoot, S e G - Modelo normal não linear
para n = 35, q = 2 e diferentes valores de p.

p α(%) LR LRm LRBoot S G
10, 0 13, 8 9, 6 9, 7 8, 8 13, 1

2 5, 0 7, 7 4, 5 4, 9 4, 3 7, 0
1, 0 1, 9 0, 8 1, 0 0, 8 1, 6
0, 5 1, 0 0, 4 0, 6 0, 4 0, 8

10, 0 14, 9 8, 8 9, 8 8, 6 14, 1
3 5, 0 8, 2 4, 2 5, 0 4, 3 7, 6

1, 0 2, 3 0, 7 1, 0 0, 8 1, 9
0, 5 1, 2 0, 3 0, 6 0, 4 0, 9

10, 0 16, 4 8, 8 9, 9 8, 3 15, 7
4 5, 0 9,9 4,2 5, 3 3,8 9,0

1, 0 2, 7 0, 8 1, 2 0, 7 2, 3
0, 5 1, 7 0, 4 0, 6 0, 3 1, 3

10, 0 20, 3 9, 0 10, 4 8, 9 19, 2
5 5, 0 12, 7 4, 4 5, 3 4, 2 11, 6

1, 0 4, 2 0, 7 1, 2 0, 7 3, 6
0, 5 2, 7 0, 3 0, 7 0, 4 2, 0

10, 0 22, 5 8, 5 10, 3 8, 2 21, 4
6 5, 0 14, 4 4, 1 5, 4 4, 0 13, 2

1, 0 5, 2 0, 8 1, 1 0, 8 4, 6
0, 5 3, 4 0, 4 0, 6 0, 4 2, 9

10, 0 27, 5 8, 9 10, 7 8, 4 25, 3
7 5, 0 18, 6 4, 5 5, 5 3, 9 16, 3

1, 0 7, 4 0, 8 1, 5 0, 8 5, 8
0, 5 5, 4 0, 4 0, 9 0, 4 3, 8

10, 0 34, 1 8, 1 10, 5 7, 8 31, 9
8 5, 0 24, 5 3, 8 5, 3 3, 7 21, 9

1, 0 11, 5 0, 6 1, 2 0, 6 9, 3
0, 5 8, 1 0, 3 0, 7 0, 3 6, 5
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Tabela 2.3: Tamanhos empíricos dos testes LR, LRm, LRBoot, S e G - Modelo normal não linear
para p = 5, q = 2 e diferentes tamanhos amostrais.

n α(%) LR LRm LRBoot S G
10, 0 28, 6 8, 6 10, 1 7, 9 25, 9

25 5, 0 19, 2 4, 0 5, 0 4, 0 16, 8
1, 0 7, 9 0, 7 1, 0 0, 8 5, 8
0, 5 5, 3 0, 3 0, 6 0, 4 3, 6

10, 0 20, 3 9, 0 10, 4 8, 9 19, 2
35 5, 0 12, 7 4, 4 5, 3 4, 2 11, 6

1, 0 4, 2 0, 7 1, 2 0, 7 3, 6
0, 5 2, 7 0, 3 0, 7 0, 4 2, 0

10, 0 16, 5 8, 8 9, 6 8, 0 16, 0
45 5, 0 9, 8 4, 4 4, 8 4, 1 9, 3

1, 0 2, 9 0, 8 1, 1 0, 7 2, 6
0, 5 1, 7 0, 4 0, 7 0, 3 1, 4

10, 0 14, 3 9, 0 10, 2 9, 5 13, 7
100 5, 0 8,2 4,5 5,3 4,5 7,8

1, 0 2, 2 0, 9 1, 2 0, 9 1, 9
0, 5 1, 3 0, 5 0, 7 0, 4 1, 1

Tabela 2.4: Poder dos testes LR, LRm, LRBoot, S e G - Modelo normal não linear para n = 35,
p = 5, q = 2 e α = 10, 0%.

δ LR LRm LRBoot S G
0, 0 20, 3 9, 0 10, 4 8, 9 19, 2
0, 5 28, 3 13, 9 13, 5 13, 8 26, 4
1, 0 41, 2 27, 1 26, 2 27, 3 40, 0
1, 5 64, 6 51, 4 48, 4 47, 6 63, 3
2, 0 87, 5 77, 0 71, 2 76, 1 87, 7
2, 5 96, 2 91, 3 87, 6 90, 3 96, 3
3, 0 97, 4 94, 7 95, 0 90, 6 97, 4
3, 5 99, 7 98,3 98,4 96,0 99, 7
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Figura 2.1: Distorção do tamanho dos testes LR, LRm, LRBoot, S, G - Modelo normal não linear
com n = 35, q = 2 e diferentes valores de p.
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Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 2.2: Discrepâncias relativas de quantis das estatísticas LR,LRm, S, G - Modelo normal
não linear com n = 35, p = 5 e q = 2.
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2.6 Comentários

Apresentamos primeiramente uma breve introdução sobre os modelos não lineares da famí-
lia exponencial com dispersão variável. Discutimos alguns aspectos inferencias, como testes de
heteroscedastidade usuais tais como razão de verossimilhanças e escore. Também apresentamos
testes baseados na estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificada, na recente es-
tatística gradiente e na estatística razão de verossimilhanças via reamostragem bootstrap. Em
várias situações práticas observamos que a dispersão não é a mesma para todas as observações,
por isso é determinante elaborar testes mais confiáveis e precisos que detectam a presença de
heteroscedasticidade nos dados.

Nos resultados numéricos vimos que os testes LR e G apresentam um comportamento li-
beral, com taxas de rejeição distorcidas acima dos níveis nominais considerados. Vimos que a
modificação na verossimilhança perfilada atenuou o efeito do número de parâmetros de pertur-
bação nas inferências, porém este teste produziu um comportamento conservativo, similarmente
ao teste S. Notamos a necessidade de técnicas estatísticas que visem corrigir e melhorar a apro-
ximação das distribuições dessas estatísticas para a distribuição χ2. Em linhas gerais, dos testes
apresentados o mais recomedável é o teste LRBoot. No entanto, este teste requer um tempo de
execução (computacionalmente) mais alto que os demais.



Capítulo 3

Aperfeiçoamento de testes em MNLFE

3.1 Introdução

Vimos no Capítulo 2 através de simulação de Monte Carlo que os testes baseados em apro-
ximações assintóticas de primeira ordem não são bons quando o tamanho amostral é pequeno
ou mesmo de tamanho moderado, conduzindo a taxas de rejeição distorcidas. Vimos que os
testes baseados nas estatísticas da razão de verossimilhanças (LR) e gradiente (G) são bastantes
liberais, enquanto que os testes baseados nas estatísticas da razão de verossimilhanças perfila-
das modificada (LRm) e escore (S) são conservativos. Para isso, foram desenvolvidos técnicas
que visam corrigir e melhorar a aproximação assintótica das estatísticas de testes. Na literatura
são encontradas as correções de Bartlett às estatísticas da razão de verossimilhanças perfiladas
modificadas (Cysneiros e Ferrari, 2006), razão de verossimilhanças bootstrap (Rocke, 1989)
e correção tipo-Bartlett para a estatística escore (Cavalcanti, 2009), que não será apresentado
nessa dissertação, para os MNLFE. Nosso objetivo agora é obter um fator de correção tipo-
Bartlett para a estatística gradiente (Terrel, 2002), na classe dos MNLFE, de tal forma que a
aproximação por χ2

q seja até de ordem n−1. A organização desse capítulo será dada na seguinte
forma: definimos na Seção 3.2 cumulantes conjuntos e apresentamos as principais identidades
de Bartlett que facilitam o cálculo dos cumulantes. Na Seção 3.3 apresentamos a forma ma-
tricial para o fator de correção Bartlett na estatística razão de verossimilhanças. Apresenta-se
na Seção 3.4 a correção de Bartlett aplicada a estatística razão de verossimilhanças perfiladas
modificadas. Na Seção 3.5 apresentamos a metodologia do cálculo da estatística LRBoot em
sua versão corrigida. Como objetivo principal deste capítulo apresentamos na Seção 3.6 a ex-
pressão matricial para o fator de correção tipo-Bartlett para a estatística gradiente nos modelos
não lineares da família exponencial, sendo baseada no método geral obtido por Vargas, Ferrari
e Lemonte (2013). Desenvolvemos na Seção 3.7 estudos de simulação Monte Carlo para ava-
liar e comparar numericamente os desempenhos dos testes supracitados no Capítulo 2 e neste
capítulo, em amostras finitas. Finalmente, realizamos uma aplicação empírica.

32
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3.2 Cumulantes conjuntos e identidades de Bartlett

Primeiramente, apresentamos algumas notações. Seja ψ = (δ>,β>, γ)> o vetor de pa-
râmetros que pertence a algum espaço paramétrico, em que ψr é o r-ésimo elemento de ψ.
Denotamos Uj = ∂L∗/∂ψj , Ujr = ∂2L∗/∂ψj∂ψr, Ujrs = ∂3L∗/∂ψj∂ψr∂ψs, etc. Definimos
os cumulantes como:

κjr = IE(Ujr), κjrs = IE(Ujrs), κj,r = IE(UjUr), κj,rs = IE(UjUrs)

e assim por diante. Denotamos as derivadas dos cumulantes por κ(s)jr = ∂κjr/∂ψ
s, κ(st)jr =

∂2κjr/∂ψ
s∂ψt. Adicionalmente, os elementos da matriz informação de Fisher dada em (2.9)

possui elementos −κjr, sendo −κjr os correspondentes elementos de sua inversa. Para evi-
tar ambiguidades de índices entre os componentes do vetor de parâmetros de interesse e os
componentes do vetor de perturbação vamos adotar as seguintes notações: os índices a, b, c, . . .
variam em 1, . . . , q relacionados aos parâmetros de interesse, os índices i, j, k, . . . variam em
p + 1, . . . , p + q relacionados aos parâmetros de perturbação β’s e os índices r, s, t, . . . variam
em 1, . . . , p+q+1. Algumas relações podem ser estabelecidas a partir dos cumulantes apresen-
tados acima, essas relações são denominadas identidades de Bartlett. Alguns exemplos dessas
relações são:

κr,s = −κrs,

κrst,u = κ
(u)
rst ,

κ
(u)
rst = κrstu + κu,rst,

κr,s,t = −κrst −
∑

(3)κr,s,

κr,s,tu = κrstu − κ(s)rtu − κ
(r)
stu + κ

(rs)
tu − κrs,tu e

κrstu +
∑

(4)κr,stu +
∑

(3)κrs,tu +
∑

(6)κr,s,tu + κr,s,t,u = 0, etc,

em que
∑

(k) denota a soma sobre as k permutações dos índices.
As identidades de Bartlett facilitam a obtenção dos cumulantes e podem conduzir a cál-

culos diretos de alguns cumulantes em algumas situações. Os cumulantes são utilizados prin-
cipalmente em correções de Bartlett e tipo-Bartlett que serão discutidas posteriormente neste
capítulo. Devido a ortogonalidade dos parâmetros nos MNLFE, o cálculo de certos cumulan-
tes tornam-se muito simples, uma vez que vários cumulantes mistos são nulos. No Apêndice A
apresentamos alguns cumulantes conjuntos para os modelos não lineares da família exponencial
reparametrizados com dispersão variável.
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3.3 Estatística da razão de verossimilhanças corrigida

Para melhorar a aproximação da distribuição da estatística LR, (BARTLETT, 1937) propôs
um fator de correção (1 + c/q)−1 que multiplicado a estatística razão de verossimilhanças gera
a estatística definida como razão de verossimilhanças corrigida (LR∗), de tal forma que, a sua
média está mais próxima do valor esperado da distribuição de referência χ2

q . A estatística LR∗

é dada por

LR∗ =
LR

1 + c
q

,

em que q é o número de parâmetros de interesse, ou seja, é o número de restrições impostas
pela hipótese nula, n é o tamanho da amostra e a constante c é de ordem n−1 e é funcão dos
cumulantes e derivadas dos cumlantes. Sob H0 o valor esperado da LR, corresponde a q{(1 +

c/q) + O(n−3/2)}. Enquanto P (LR > xα) = α + O(n−1), tem-se que P (LR∗ > xα) =

α+O(n−2), em que xα é o quantil (1−α) da distribuição χ2
q . Baseando-se no método geral de

obtenção da constante c desenvolvida por Lawley (1956), Cordeiro (1993) obteve um fator de
correção de Bartlett para a estatística LR para o testeH0 contraH1 no modelo heteroscedástico
multiplicativo, ou seja, m` = exp{z>` δ}. Para δ = 0, obtem-se um modelo homoscedástico. A
constante c é dada por

c = h(X,R)− 3(k + 1)2 − 1

6n
,

sendo

h(X,R) = −1

2
tr
(
A2
d

)
+

1

3
1>A(3)1 + 121>AdAAd1 + tr (AdBd)− 1>(B(2) � A)1

+
1

2
1>BdABd1 + 1AdABd1,

em que A = R(R>R)−1R> com R = [1Z], Ad = diag(a11, . . . , ann), B = X (X ′X)−1X> e
Bd = diag(b11, . . . , bnn). Em problemas regulares, a estatística LR∗ tem distribuição assintótica
χ2
q com erro de ordem O(n−2).

3.4 Estatística da razão de verossimilhanças perfiladas mo-
dificadas corrigida

No Capítulo 2 vimos que o ajuste de Cox e Reid (1987) para a verossimilhança perfilada
reduziu o impacto de parâmetros de perturbação no teste baseado na estatística LR conduzindo
a taxas de rejeição empíricas mais próximas do níveis nominais adotados, todavia, o teste LRm

produziu taxas de rejeição abaixo dos níveis nominais. Contudo, a partir dos resultados de
DiCiccio e Stern (1994), Cysneiros e Ferrari (2006) desenvolveram um fator de correção de
Bartlett para a estatística LRm definida na Subseção 2.4.4 para a classe dos MNLFE, tal como
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a aproximação por χ2
q para a estatística corrigida é de ordem n−2. A estatística da razão de

verossimilhanças perfiladas modificadas corrigida é dada por

LR∗m =
LRm

1 + cm/q
,

em que, admitindo uma estrutura multiplicativa para a dispersão nos modelos não lineares nor-
mal, o fator de correção de Bartlett cm fica dada por

cm = −1

2
tr (HdHd) +

1

2n
q2 +

1

2
1>HdHHd1 +

1

3
1>H(3)1− 2

n
q +

1

n
1>H(2)1,

sendo H = {h`s} = (Z − Z̄)[(Z − Z̄)>(Z − Z̄)]−1(Z − Z̄)>, com (Z − Z̄) =

(z1 − z̄, . . . , zn − z̄)>, z̄ = (z̄1, . . . , z̄q)
>, z̄a = n−1

∑n
`=1 z`a para a = 1, . . . , q, Hd =

diag{h11, . . . , hnn}, H(2) = (h2`s) e H(3) = (h3`s).
Observe que o cálculo do fator de correção cm não depende do número de parâmetros de

perturbação, nem de parâmetros desconhecidos. Depende somente do tamanho amostral e da
matrizH , cujo é função da matrizZ de variáveis auxiliares usadas para modelar as flutuações na
dispersão da resposta. Cysneiros e Ferrari (2006) mostraram por meio de simulação de Monte
Carlo que o teste baseado na estatística LR∗m produz inferências mais precisas que os testes
baseados nas estatísticas LR, LRm e LR∗. Note que a expressão matricial do fator de correção
cm é muito simples visto que requer apenas operações com vetores e matrizes, sendo facilmente
computada. No entanto, o fator de correção de Bartlett é aplicado á forma exata da estatítica
LRm, que envolve maximização da função de verossimilhança perfilada modificada.

3.5 Estatística da razão de verossimilhanças bootstrap corri-
gida

Rocke (1989) introduz uma técnica alternativa para calcular o fator de correção de Bartlett
utilizando a técnica de reamostragem bootstrap (EFRON, 1979), para melhorar a qualidade do
teste baseado na estatística LR e não para se obter um valor crítico da distribuição nula, em
outras palavras, a proposta de Rocke (1989) é estimar numericamente o fator de correção de
Bartlett para a estatística LR por meio da amostra observada y = y1, . . . , y`. O procedimento
para calcular o teste razão de verossimilhanças bootstrap corrigida LR∗Boot pode ser descrito
como:

• Gerar B pseudos-amostras aleatórias (y∗
1
, . . . , y∗

B
) usando o bootstrap paramétrico im-

pondo a hipótese nula.

• Calcular o valor da estatística razão de verossimilhanças para cada pseudo-amostra y∗b ,
com b = 1, . . . , B:

LR∗
b

= 2{L∗(ψ̂
∗b

;y∗
b

)− L∗(ψ̃∗
b

;y∗
b

)},
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em que ψ̂
∗b

e ψ̃
∗b

são EMV irrestrito e restrito de ψ, respectivamente da réplica b.

• calcular o valor da estatística LR∗Boot da seguinte maneira:

LR∗Boot =
LR

LR∗
b q,

em que LR é a estatística de razão de verossmilhanças da amostra original, q representa o
número de restrições impostas na hipótese nula e

LR∗
b

=
1

B

B∑
b=1

LR∗
b

,

SobH0 a estatística LR∗Boot tem distribuição assintótica χ2
q .

3.6 Estatística gradiente corrigida

A partir de uma expansão assintótica da distribuição acumulada, sob hipótese nula, da es-
tatística gradiente e utilizando uma rota bayesiana com base no argumento de encolhimento
abordado por Ghosh e Mukerjee (1991), Vargas, Ferrari e Lemonte (2013) propuseram a es-
tatística gradiente corrigida (G∗) utilizando um fator de correção tipo-Bartlett. A estatística
gradiente corrigida, sob a hipótese nula, tem distribuição qui-quadrado até um erro de ordem
o(n−1), enquanto que a estatística gradiente proposta por Terrell (2002) tem erro até de ordem
o(n−1/2), sob H0. A partir disso, Vargas, Ferrari e Lemonte (2013) obtiveram expressões ma-
triciais e algébricas para G∗ nos MLG com dispersão conhecida e desconhecida. A estatística
gradiente corrigida é expressa pela seguinte forma:

G∗ = G[1− (c+ bG + aG2)], (3.1)

em que

a =
A3

12q(q + 2)(q + 4)
, b =

A2 − 2A3

12q(q + 2)
e c =

A1 − A2 + A3

12q
. (3.2)

As expressões algébrica das A1, A2 e A3 que são funções dos cumulantes e de derivadas dos
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cumulantes são dadas por

A1 = 3
∑

′κjrsκklu[m
jralu(msk + 2ask) + ajrmskalu + 2mjkarlasu]

−
∑

′κ
(s)
jr κ

(u)
kl (κjsκrkκlu + asjarkalu + κskκljκru + askaljaru)

− 6
∑

′κjrsκ
(u)
kl [(asu − κsu)(κjkκlr − ajkalr) +mjr(askalu + κskκlu)

+ 2ars(κjkκlu − ajkalu) + 2arkalsmju]

+ 6
∑

′κjrsum
jrasu − 6

∑
′κ

(u)
jrs[m

jr(asu − κsu) + 2mjuars]

+ 12
∑

′κ
(su)
jr (κjrksu − ajrasu),

A2 = −3
∑

′κjrsκklu[m
jralumsk +mjraskmlu + 2mjkasumrl

+
1

4
(3mjrmskmlu + 2mjkmrlmsu)]

+ 6
∑

′κjrsκ
(u)
kl [msu(κjkκlr − ajkalr) +mjr(κskκlu − askalu)]

+ 6
∑

′κ
(u)
jrsm

jrmsu − 3
∑

′κjrsum
jrmsu,

e

A3 = −3
∑

′κjrsκklu(3m
jrmskmlu + 2mjkmrlmsu),

em que os índices j, r, s, k, l, e u variam sobre as componentes dos vetores δ, β e γ e
∑ ′

denota todas as possíveis combinações de (p+ q + 1) parâmetros de β1, . . . , βp, δ1, . . . , δq e γ.
Sendo ajr e mjr os elementos (j, r) das matrizes

A =

(
0 0

0 K22

)
e M = K−1 − A,

com K−1 = −((κjr)) denotando a inversa da matriz de informação de Fisher.
Agora vamos apresentar as formas matriciais para o fator de correção tipo-Bartlett à esta-

tística gradiente em MNLFE considerando o caso de heteroscedasticidade multiplicativa. Daí,
definimos as matrizes Zβ = X∗(X∗

>
WΦX∗)−1X∗

> , Zδ = 2(Z−Z̄)[(Z−Z̄)>(Z−Z̄)]−1(Z−
Z̄)>. Como no Capítulo 2, Φ = (1/γ)Q, sendo Q = diag{q1, . . . , qn}, X∗ = ∂η/∂β> e
W = In para o caso do modelo normal. Denotamos Z(2) = Z � Z e Z(3) = Z � Z � Z,
sendo � o produto direto de matrizes. Utilizamos o sub-índice d para indicar que uma matriz
diagonal foi obtida a partir da diagonal principal da matriz original e 1 representa um vetor
n-dimensional de uns. Portanto, as formas matriciais dos A’s para testar H0 : δ = δ0 contra a
hipótese alternativaH1 : δ 6= δ0 são dadas da seguinte forma:
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A1 =
3

2
1>ZδdZδZβdWΦ1 +

2

n
1>ZδdZβdWΦ1

+ 31>ΦWZβdZδZβdWΦ1 +
12

n
1ΦW [Z

(2)
β ]WΦ1

+ 61βdZδdWΦ1,

A2 = −3

2
1>ZδdZδZβdWΦ1− 6

4n
1>[Z2

δd
]1− 3

n
1>[Z

(2)
δ ]1

− 9

16
1>ZδdZδZδd1−

3

8
1>[Z

(3)
δ ]1 +

3

2
1>[Z2

δd
]1

e

A3 =
3

4
1>ZδdZδZδd1 +

1

8
[Z

(3)
δ ]1.

(3.3)

Mais detalhes sobre a obtenção das expressões que compões os A’s encontram-se no Apên-
dice B. Observe que os cálculos dessas quantidades envolvem operações simples com vetores
e matrizes sendo facilmente computadas. Substituindo A1, A2 e A3 em (3.2) e aplicando estes
resultados na expresão (3.1) obtemos a estatística gradiente corrigida. Sob H0, a estatística G∗

possui distribuição assintótica χ2
q .

3.7 Avaliação numérica

O objetivo desta seção é comparar o desempenho dos testes LR, LRm, LRBoot, S e G apre-
sentados no Capítulo 2 com os testes, LRm

∗, LRBoot
∗ e G∗ apresentados neste capítulo através

de simulação de Monte Carlo. Aproveitamos alguns resultados obtidos na Seção 2.5 e compa-
ramos com novos resultados dos testes baseados nas estatísticas LR∗m, LR∗Boot e G∗ proposta
nesta dissertação.

Avaliamos estes desempenhos através da proximididade das probabilidades de rejeição da
hipótese nula, sendo esta verdadeira ( erro tipo I ) com os respectivos níveis nominais 10, 0%,
5, 0%, 1, 0% e 0, 5% e o poder dos testes levando em consideração a hipótese alternativa para
diferentes valores de δ. Outra vez, aqui vamos testar:

H0: δ1 = δ2 = · · · = δq = 0 (modelo homoscedástico)
versus

H1: δ1 6= δ2 6= · · · 6= δq 6= 0 (modelo heteroscedástico).

Adotamos o mesmo modelo de regressão não linear (2.5) apresentado na Seção 2.5 e os res-
pectivos valores para geração das covariadas e variável resposta, conforme descrito também na
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Seção 2.5 para fim de simulação. Usamos diferentes valores de p e q a fim de avaliar o desem-
penho dos testes quando aumentamos o número de parâmetros de interesse e perturbação. A
matriz Z utilizada para modelar as flutuações da variância foi construída utilizando as colunas
2, 3, . . . , p da matriz X de covariadas quando q < p, para o caso em que q ≥ p, as colunas extras
foram geradas usando amostras aleatórias independentes da distribuição U (0, 1). Aqui, também
o número de réplicas Monte Carlo e bootstrap foram fixadas em 10000 e 600, respectivamente.
Para cada tamanho amostral e nível nominal considerado, estimamos, via simulação, as taxas
de rejeição, P

(
LR ≥ χ2

(α,q)

)
, P
(

LRm ≥ χ2
(α,q)

)
, P
(

LR∗m ≥ χ2
(α,q)

)
, P
(
LRBoot ≥ q̂(1−α)

)
,

P
(

LR∗Boot ≥ χ2
(α,q)

)
, P
(

S ≥ χ2
(α,q)

)
, P
(

G ≥ χ2
(α,q)

)
e

P
(

G∗ ≥ χ2
(α,q)

)
, tal que χ2

(α,q) é o percentil (1− α) da distribuição qui-quadrado e q̂(1−α) é
estimado de acordo com o procedimento descrito na Seção 2.4.5.

A Tabela 3.1 apresenta os resultados da simulação dos tamanhos dos testes para n = 35,
número de parâmetros de interesse (q = 2) e diferentes valores para p. A finalidade da vari-
ação dos valores de p foi para analisar o efeito nos tamanhos dos testes quando o número de
parâmetros de perturbação aumenta. Observamos que os testes baseados na estatística gradiente
e razão de verossimilhanças apresentam taxas de rejeição acima dos níveis nominais conside-
rados e essas taxas diferenciam mais dos níveis nominais quando aumentamos o número de
parâmetros de perturbação. Por exemplo, para p = 5 e α = 5, 0% as taxas de rejeição dos testes
LR e G foram 12, 7% e 11, 6%, respectivamente. No entanto, o fator de correção tipo-Bartlett
para a estatística gradiente atenuou significativamente a tendência do teste gradiente em rejeitar
com frequência a hipótese nula, exibindo , por exemplo para o mesmo caso, taxa de rejeição
igual a 5, 3%, satisfatoriamente próximo ao nível nominal. Já o teste S apresenta taxas de rejei-
ção conservativas, ou seja, abaixo dos níveis nominais continuando conservativa à medida que
aumentamos p. O teste LRm tende a corrigir a tendência liberal do teste LR, mas exibe taxas
de rejeição abaixo dos níveis nominais para todos valores de p. Observe que a aplicação do
fator de correção Bartlett no teste baseado na estatística LRm

∗ eleva as taxas para valores mais
próximos dos tamanhos nominais, apresentando taxas de rejeição mais estáveis, assim como os
testes LRBoot e LR∗Boot.

A Tabela 3.2 apresenta resultados da simulação para n = 35, p = 5 (fixos) e quando
variamos o número de parâmetros de interesse, isto é, q = 1, . . . , 8. Observamos que novamente,
os testes LR e G são muito liberais, apresentando taxas de rejeição demasiadamente acima dos
níveis nominais. Por exemplo, para q = 5 e α = 5, 0%, estes testes apresentam taxas de rejeição
24, 0% e 20, 6%, respectivamente, isto é, quase o quíntuplo e o quádruplo do nível nominal
selecionado, respectivamente. O fator de correção tipo-Bartlett aplicado à estatística G atenua
a liberalidade do teste original. Notamos que, quando aumentamos o número de parâmetros
que definem o comportamento de heteroscedasticidade, os tamanhos dos testes LR, G e G∗

tendem a se distanciar consideravelmente em todos os níveis nominais adotados. Apesar que o
teste G∗ permanece liberal, a correção fez com que a taxa de rejeição reduzisse de 20, 6% para
8, 2%, ou seja, uma redução de 12, 4% no mesmo caso citado, em que p = 5 e α = 5, 0%. Isso
representa uma diminuição significativa mesmo para q elevado. Para a mesma situação a taxa
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de rejeição dos testes LRm, LR∗m, LRBoot e LR∗Boot são, respectivamente, 4, 0%, 4, 7%, 5, 1%

e 5, 2%, permanecendo próximas aos tamanhos nominais ao passo que aumentamos o número
de parâmetros de interesse. O teste escore permanece conservativo como na Tabela 3.1 quando
aumentamos o número de parâmetros de perturbação.

Na Tabela 3.3 variamos o tamanho amostral em n = 25, 35, 45, 100 e fixamos em p = 5

e q = 2. Com o aumento da amostra, as taxas de rejeição dos testes se aproximam do nível
nominal, como esperado. Mesmo para n = 100 os testes LR e G apresentam taxas de rejeição
acima dos níveis considerados. Obviamente n = 35 equivale ao caso da Tabela 3.1 quando
p = 5 e o caso da Tabela 3.2 quando q = 2. Com o tamanho amostral igual a 100 e α = 5, 0%

temos que as taxas de rejeição dos testes LR, LRm, LRBoot, G foram 8, 2%, 4, 5%, 5, 3% e 7, 8%

, respectivamente, e as versões corrigidas das três últimas estatísticas, 4, 9%, 5, 3% e 4, 8%. Já
para o teste S a taxa de rejeição foi igual a 4, 5%. Por outro lado, todos as três testes corrigidos
LR∗m, LRBoot∗ , G∗ apresentam taxas de rejeição bem próximas a todos os níveis nominais.

A Tabela 3.4 apresenta as taxas de rejeição adotando como verdadeira a hipótese alternativa,
foram fixados p = 5, q = 2 e tamanho da amostra n = 35. Consideramos os níveis nominais
α = 10, 0%, 5, 0%, 1, 0%, 0, 5% para diferentes valores de δ, obviamente que para δ = 0

obtemos o tamanho do teste. Não consideramos os testes baseados nas estatísticas razão de ve-
rossimilhanças original e gradiente por apresentarem comportamento bastante liberal conforme
discutimos no Capítulo 2. Como esperado, à medida que aumentamos o valor de δ, ou seja,
afastamos do valor da hipótese nula (δ1 = δ2 = 0) o poder do teste cresce para todos os níveis
nominais. Por exemplo, fixando α = 10, 0% temos que para δ = 2, 0 os poderes do testes LRm,
LRm

∗, LRBoot, LR∗Boot, S e G∗ são, 77, 0%, 78, 4%, 71, 2%, 71, 2%, 76, 1% e 79, 0%, respectiva-
mente. Enquanto que, para δ = 3, 5 os poderes dos testes são, 98, 3%, 99, 7%, 98, 4%, 98, 4%,
96, 0% e 98, 8%, respectivamente. Vemos que os poderes dos testes não apresentam diferenças
significativas, porém o teste S apresenta uma pequena desvantagem com relação aos demais
testes considerados neste caso.

Na Tabela 3.5 comparamos os quantis amostrais das estatísticas LR, LRm, LR∗m, LR∗Boot,
S, G e G∗ com os da distribuição χ2

2. Consideramos p = 5 e variamos o tamanho da amostra
(n = 25, 35, 45 100). Observe que os quantis amostrais das estatísticas LR e G estão bem acima
dos quantis da χ2

2, mesmo para amostra de tamanho moderado. Por exemplo, para o quantil de
ordem 95% e n = 45 temos que as estatísticas LR e G, apresentam quantis 7, 8 e 7, 6, sendo o
quantil 95% da distribuição χ2

2 igual a 6, 0. Contudo, os quantis das estatísticas LR∗m, LR∗Boot,
G∗ são mais próximos dos quantis da distribuição χ2

2. Para a mesma situação essas estatísticas
apresentam quantis amostrais 6, 0, 5, 9 e 6, 0, respectivamente. Já os quantis amostrais de LRm e
S estão abaixo dos quantis da distribuição χ2

2, confirmando seus comportamentos conservativos.
Note que, como esperado à medida que aumentamos a amostra os quantis amostrais para todas
as estatísticas aproximam-se dos quantis da distribuição χ2

2. Mesmo assim, para n = 100 os
quantis amostrais de LR, LR∗ e G excedem os quantis da χ2

2.
Na Tabela 3.6 apresentamos as médias e as variâncias estimadas de todas estatísticas con-

sideradas neste estudo. Consideramos p = 5, n = 35 e diferentes valores de q. Observe que
as médias e as variâncias de LR e G se distanciam demasiadamente das médias da distribui-
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ção χ2
q quando q aumenta. Todavia a correção na estatística gradiente melhora a qualidade da

aproximação da gradiente exibindo médias e variâncias mais próximas com os das distribuição
χ2
q . Assim, mesmo para q grande podemos observar uma significativa melhora. Conjuntamente,

as médias e variâncias de LR∗m e LR∗Boot são próximas com os da distribuição χ2
q . Dentre as

três estatísticas que apresentam médias e variâncias mais próximas com as da distribuição χ2
q , a

estatística LR∗m é que obteve menos efeito quando aumentamos q. Mais uma vez temos índicios
de que as estatísticas LRm e S são conservativas apresentando médias e variâncias abaixo das
médias e variâncias da χ2

q . Seguindo ainda esta tabela, confirmamos que a estatística LRBoot

não possui distribuição assintótica χ2, ou seja, possui distribuição nula desconhecida, assim
estimamos o valor crítico de acordo com o procedimento descrito na Subseção 2.4.5.

A Figura 3.1 apresenta o gráfico da discrepâncias relativas para as estatísticas LR, LRm,
LR∗m, LR∗Boot, S, G e G∗ . Quanto mais próxima de zero a curva da discrepância estiver , melhor
a aproximação da distribuição exata sob a hipótese nula da estatística de teste pela distribuição
limite χ2. Observe que as discrepâncias relativas baseadas nas estatísticas LR∗m, LR∗Boot e G∗

são mais próximas de zero, mostrando uma boa aproximação das distribuição dessas estatísticas
para a distribuição qui-quadrado. As estatísticas da razão de verossimilhanças perfiladas modi-
ficadas (LRm) e escore (S) apresentam discrepâncias relativas próximas de zero, porém abaixo
de zero, confirmando o comportamento conservativo dos testes baseados nestas estatísticas. Em
contrapartida, as estatísticas LR e G apresentam-se curvas afastadas de zero, confirmando que
os testes baseados nestas estatísticas são liberais.
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Tabela 3.1: Tamanhos empíricos dos testes LR, LRm, LRBoot, S, G, LR∗m, LR∗Boot e G∗- Modelo
normal não linear para n = 35, q = 2 e diferentes valores de p.

p α(%) LR LRm LR∗m LRBoot LR∗Boot S G G∗

10, 0 13, 8 9, 6 10, 3 9, 7 9, 8 8, 8 13, 1 10, 2
2 5, 0 7, 7 4, 5 5, 1 4, 9 4, 8 4, 3 7, 0 4, 8

1, 0 1, 9 0, 8 1, 0 1, 0 0, 9 0, 8 1, 6 0, 9
0, 5 1, 0 0, 4 0, 5 0, 6 0, 5 0, 4 0, 8 0, 4

10, 0 14, 9 8, 8 9, 9 9, 8 9, 6 8, 6 14, 1 9, 5
3 5, 0 8, 2 4, 2 4, 8 5, 0 4, 9 4, 3 7, 6 4, 5

1, 0 2, 3 0, 7 0, 9 1, 0 0, 9 0, 8 1, 9 0, 7
0, 5 1, 2 0, 3 0, 4 0, 6 0, 4 0, 4 0, 9 0, 3

10, 0 16, 4 8, 8 9, 6 9, 9 10, 0 8, 3 15, 7 9, 6
4 5, 0 9, 9 4, 2 4, 7 5, 3 5, 1 3, 8 9, 0 4, 7

1, 0 2, 7 0, 8 0, 9 1, 2 1, 0 0, 7 2, 3 0, 8
0, 5 1, 7 0, 4 0, 5 0, 6 0, 5 0, 3 1, 3 0, 4

10, 0 20, 3 9, 0 10, 0 10, 4 10, 3 8, 9 19, 2 10, 6
5 5, 0 12,7 4, 4 5, 0 5, 3 5, 2 4, 2 11,6 5,3

1, 0 4, 2 0, 7 0, 9 1, 2 1, 0 0, 7 3, 6 0, 8
0, 5 2, 7 0, 3 0, 4 0, 7 0, 6 0, 4 2, 0 0, 4

10, 0 22, 5 8, 5 9, 4 10, 3 10, 3 8, 2 21, 4 10, 9
6 5, 0 14, 4 4, 1 4, 7 5, 4 5, 3 4, 0 13, 2 5, 3

1, 0 5, 2 0, 8 1, 0 1, 1 0, 9 0, 8 4, 6 0, 9
0, 5 3, 4 0, 4 0, 5 0, 6 0, 4 0, 4 2, 9 0, 4

10, 0 27, 5 8, 9 9, 8 10, 7 10, 5 8, 4 25, 3 12, 3
7 5, 0 18, 6 4, 5 5, 0 5, 5 5, 3 3, 9 16, 3 6, 1

1, 0 7, 4 0, 8 0, 9 1, 5 1, 2 0, 8 5, 8 1, 1
0, 5 5, 4 0, 4 0, 5 0, 9 0, 6 0, 4 3, 8 0, 5

10, 0 34, 1 8, 1 9, 0 10, 5 10, 3 7, 8 31, 9 13, 1
8 5, 0 24, 5 3, 8 4, 3 5, 3 5, 0 3, 7 21, 9 6, 9

1, 0 11, 5 0, 6 0, 7 1, 2 0, 9 0, 6 9, 3 1, 4
0, 5 8, 1 0, 3 0, 4 0, 7 0, 5 0, 3 6, 5 0, 6
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Tabela 3.2: Tamanhos empíricos dos testes LR, LRm, LRBoot, S, G, LR∗m, LR∗Boot e G∗ - Modelo
normal não linear para n = 35, p = 5 e diferentes valores de q.

q α(%) LR LRm LR∗m LRBoot LR∗Boot S G G∗

10, 0 17, 0 9, 1 9, 8 10, 2 10, 1 8, 8 16, 5 9, 1
1 5, 0 10, 4 4, 4 4, 8 5, 2 5, 2 4, 3 10, 0 4, 4

1, 0 3, 2 0, 8 0, 9 1, 1 1, 1 0, 6 2, 8 0, 8
0, 5 2, 0 0, 3 0, 5 0, 7 0, 5 0, 3 1, 6 0, 4

10, 0 20, 3 9, 0 10, 0 10, 4 10, 3 8, 9 19, 2 10, 6
2 5, 0 12, 7 4, 4 5, 0 5, 3 5, 2 4, 2 11, 6 5, 3

1, 0 4, 2 0, 7 0, 9 1, 2 1, 0 0, 7 3, 6 0, 8
0, 5 2, 7 0, 3 0, 4 0, 7 0, 6 0, 4 2, 0 0, 4

10, 0 22, 9 9, 1 10, 0 10, 5 10, 3 8, 5 21, 5 12, 0
3 5, 0 14, 8 4, 2 4, 8 5, 3 5, 2 4, 3 13, 3 5, 9

1, 0 5, 3 2, 7 0, 9 1, 1 0, 9 0, 8 4, 0 1, 0
0, 5 3, 1 0, 3 0, 4 0, 6 0, 4 0, 5 2, 3 0, 4

10, 0 28, 5 9, 1 10, 0 9, 7 9, 8 8, 0 25, 9 13, 6
4 5, 0 18, 7 4, 0 4, 7 4, 6 4, 7 4, 1 16, 7 6, 7

1, 0 7, 5 0, 6 0, 8 1, 0 1, 1 0, 8 5, 9 1, 1
0, 5 5, 0 0, 3 0, 4 0, 6 0, 4 0, 4 3, 9 0, 4

10, 0 34, 1 8, 5 9, 7 9, 9 10, 0 7, 8 30, 7 15, 8
5 5, 0 24,0 4,0 4,7 5,1 5,2 4, 0 20,6 8,2

1, 0 10, 1 0, 6 0, 8 1, 2 1, 2 0, 9 8, 0 1, 1
0, 5 6, 7 0, 2 0, 3 0, 7 0, 7 0, 6 5, 1 0, 3

10, 0 40, 5 9, 4 10, 4 10, 4 10, 9 8, 2 36, 5 20, 3
6 5, 0 30, 3 4, 7 5, 3 5, 0 5, 8 4, 2 26, 2 11, 3

1, 0 14, 9 0, 9 1, 0 1, 0 1, 3 1, 1 12, 0 2, 3
0, 5 11, 1 0, 4 0, 5 0, 5 0, 8 0, 6 8, 6 0, 8

10, 0 44, 8 9, 3 10, 4 10, 3 10, 9 8, 5 39, 9 22, 8
7 5, 0 34, 4 4, 7 5, 1 5, 5 6, 2 4, 9 29, 5 12, 8

1, 0 17, 8 0, 8 0, 9 1, 1 1, 7 1, 3 14, 6 2, 5
0, 5 13, 4 0, 3 0, 5 0, 7 1, 0 0, 7 10, 7 0, 7

10, 0 52, 4 10, 0 10, 7 9, 5 10, 2 7, 2 45, 6 26, 7
8 5, 0 41, 6 4, 9 5, 5 4, 7 5, 6 4, 0 35, 2 16, 1

1, 0 23, 6 0, 9 0, 9 1, 1 1, 4 1, 0 19, 1 2, 6
0, 5 18, 8 0, 4 0, 5 0, 6 0, 8 0, 5 14, 9 0, 0
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Tabela 3.3: Tamanhos empíricos dos testes LR, LRm, LRBoot, S, G, LR∗m, LR∗Boot e G∗ - Modelo
normal não linear para p = 5, q = 2 e diferentes tamanhos amostrais.

n α(%) LR LRm LR∗m LRBoot LR∗Boot S G G∗

10, 0 28, 6 8, 6 10, 1 10, 1 10, 0 7, 9 25, 9 11, 5
25 5, 0 19, 2 4, 0 5, 0 5, 0 4, 8 4, 0 16, 8 5, 4

1, 0 7, 9 0, 7 0, 9 1, 0 0, 8 0, 8 5, 8 0, 8
0, 5 5, 3 0, 3 0, 4 0, 6 0, 4 0, 4 3, 6 0, 4

10, 0 20, 3 9, 0 10, 0 10, 4 10, 3 8, 9 19, 2 10, 6
35 5, 0 12, 7 4, 4 5, 0 5, 3 5, 2 4, 2 11, 6 5, 3

1, 0 4, 2 0, 7 0, 9 1, 2 1, 0 0, 7 3, 6 0, 8
0, 5 2, 7 0, 3 0, 4 0, 7 0, 6 0, 4 2, 0 0, 4

10, 0 16, 5 8, 8 9, 5 9, 6 9, 4 8, 0 16, 0 9, 8
45 5, 0 9, 8 4, 4 4, 8 4, 8 4, 7 4, 1 9, 3 5, 9

1, 0 2, 9 0, 8 0, 8 1, 1 0, 9 0, 7 2, 6 0, 8
0, 5 1, 7 0, 4 0, 5 0, 7 0, 5 0, 3 1, 4 0, 3

10, 0 14, 3 9, 0 9, 6 10, 2 10, 2 9, 5 13, 7 9, 7
100 5, 0 8,2 4,5 4,9 5,3 5,3 4,5 7,8 4,8

1, 0 2, 2 0, 9 1, 0 1, 2 1, 1 0, 9 1, 9 0, 9
0, 5 1, 3 0, 5 0, 6 0, 7 0, 5 0, 4 1, 1 0, 5
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Tabela 3.4: Poder dos testes LRm, LRBoot, S, LR∗m, LR∗Boot e G∗ - Modelo normal não linear
para n = 35, p = 5, q = 2 e α = 10, 0%.

δ LRm LR∗m LRBoot LR∗Boot S G∗

0, 0 9, 0 10, 0 10, 4 10, 3 8, 9 10, 6
0, 5 13, 9 14, 9 13, 5 13, 3 13, 8 17, 7
1, 0 27, 1 28, 9 26, 2 26, 1 27, 3 27, 5
1, 5 51, 4 53, 3 48, 4 48, 3 47, 6 48, 6
2, 0 77,0 78,4 71,2 71,2 76,1 79,0
2, 5 91, 3 92, 0 87, 6 87, 7 90, 3 90, 1
3, 0 94, 7 95, 0 95, 5 95, 5 90, 6 91, 7
3, 5 98,3 99,7 98,4 98,4 96,0 98,8
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Tabela 3.5: Quantis das estatísticas LR, LRm, S, G, LR∗m, LR∗Boot e G∗ - Modelo normal não
linear para p = 5, q = 2 e diferentes tamanhos amostrais.

n quantis( %) χ2
2 LR LRm LR∗m LR∗Boot S G G∗

85, 0 3, 8 6, 9 3, 6 3, 8 3, 8 3, 5 6, 3 4, 1
90, 0 4, 6 8, 4 4, 3 4, 6 4, 6 4, 2 7, 5 4, 8

25 95, 0 6, 0 10, 8 5, 7 6, 0 5, 9 5, 5 9, 7 6, 1
97, 0 7, 0 12, 5 6, 6 7, 0 6, 8 6, 6 11, 1 6, 6
99, 0 9, 2 16, 5 8, 5 9, 1 9, 0 8, 7 14, 5 8, 9
99, 5 10, 6 19, 2 9, 8 10, 4 10, 0 10, 0 16, 4 9, 9

85, 0 3, 8 5, 5 3, 6 3, 8 3, 8 3, 6 5, 3 3, 9
90, 0 4, 6 6, 6 4, 4 4, 6 4, 7 4, 4 6, 4 4, 7

35 95, 0 6, 0 8, 6 5, 7 6, 0 6, 1 5, 7 8, 2 6, 1
97, 0 7, 0 10, 3 6, 7 7, 0 7, 1 6, 6 9, 6 7, 1
99, 0 9, 2 13, 6 8, 6 8, 9 9, 2 8, 5 12, 3 8, 9
99, 5 10, 6 15, 4 9, 9 10, 3 10, 7 9, 8 14, 4 10, 4

85, 0 3, 8 5, 0 3, 7 3, 8 3, 7 3, 4 4, 8 3, 9
90, 0 4, 6 6, 0 4, 4 4, 6 4, 5 4, 2 5, 8 4, 6

45 95, 0 6, 0 7,8 5, 8 6, 0 5, 9 5, 6 7,6 6, 0
97, 0 7, 0 9, 1 6, 8 7, 0 6, 9 6, 6 8, 8 7, 0
99, 0 9, 2 12, 6 9, 5 11, 7 9, 1 8, 6 11, 7 9, 2
99, 5 10, 6 14, 1 10, 3 10, 7 10, 5 9, 7 13, 4 10, 5

85, 0 3, 8 4, 1 3, 7 3, 7 3, 8 3, 7 4, 1 3, 8
90, 0 4, 6 5, 1 4, 5 4, 6 4, 7 4, 5 5, 0 4, 6

100 95, 0 6, 0 6, 5 5, 8 5, 9 6, 1 5, 8 6, 4 5, 9
97, 0 7, 0 7, 6 6, 8 6, 9 7, 1 6, 8 7, 6 6, 9
99, 0 9, 2 10, 4 9, 3 9, 4 9, 3 8, 9 10, 2 9, 3
99, 5 10, 6 11, 9 10, 6 10, 8 10, 5 10, 5 11, 7 10, 7
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Figura 3.1: Discrepâncias relativas de quantis das estatísticas LR, LRm, S, G, LR∗m, LR∗Boot, G∗

- Modelo normal não linear com n = 35, p = 5 e q = 2.
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3.8 Aplicações

3.8.1 Exemplo 1

Este exemplo utiliza dados analisados por Wei (1998, p.155) e Cysneiros e Ferrari (2006)
apresentados no Apêndice D. Os dados analisados representam os pesos em mg (y) das lentes
dos olhos dos coelhos europeus (Oryctolagus Cuniculus) e à idade média do animal (x) em dias
numa amostra composta por 71 observações. O modelo utilizado foi:

log(y`) = β1 −
β2

x` − β3
+ u`, ` = 1, . . . , 71,

em que Cov(u`, um) = 0 para ` 6= m. Inicialmente Cysneiros e Ferrari (2006) assumiram que
u` ∼ N(0, σ2) e estimaram os parâmetros do modelo por máxima verossimilhança, obtendo
β1 = 5, 640, β2 = 130, 58, β3 = 37, 603 e σ2 = 0, 004. Observe que os gráficos da Figura
3.2 mostram que as observações 4, 5, 16 e 17 apresentam resíduos grandes (em valor abso-
luto)apresentando alguma evidência de heteroscedasticidade.

Figura 3.2: (a) Gráfico dos resíduos padronizados contra percentis normais com envelope si-
mulado; (b) Gráfico de dispersão do peso das lentes dos olhos contra a idade; (c) Gráfico dos
resíduos studentizados tsi contra os valores ajustados e (d) Gráfico dos resíduos studentizados
tsi contra x para o modelo homoscedástico - Coelhos europeus na Austrália.
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Fonte: Elaborada pelas autoras Cysneiros e Ferrari (2006).

Então, considerando o modelo heteroscedástico, em que u` ∼ N(0, σ2 exp{δx}), o nosso
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interesse consiste em testarH0 : δ = 0 (homoscedasticidade) contraH1 : δ 6= 0.
Para este teste, temos LR = 10, 250, LRm = 9, 556, LR∗m = 9, 776, G = 3, 944 e G∗ =

3, 541 que conduzem aos respectivos níveis descritivos 0, 001, 0, 001, 0, 002, 0, 047 e 0, 060.
Segue então que os testes baseados nas estatísticas da razão de verossimilhanças (LR), razão
de verossimilhan.cas perfiladas modificada (LRm), sua versão corrigida (LR∗m), gradiente (G)
e gradiente corrigida (G∗) conduzem à rejeição da hipótese nula ao nível de significância de
10%. Observe que a 5% o teste G rejeita a hipótese nula enquanto que o teste G∗ não rejeita a
hipótese nula.

3.8.2 Exemplo 2

Neste segundo exemplo foram considerados os dados analisados por Rawlings (1988) e
Cysneiros e Ferrari (2006) apresentados no Apêndice E. Howard Grimes do Departamento
de Botânica da North Carolina State University realizou um experimento para análise bioquí-
mica de armazenamento intracelular e transporte de cálcio através da membrana plasmática.
O experimento consistiu em células suspendidas em uma solução de cálcio radioativo por um
certo período de tempo x (em minutos) e então a quantidade de cálcio radioativo y (em nmo-
les/mg)absorvida foi medida numa amostra com 27 observações. O modelo usado foi:

y` = β0{1− exp(−β1x`)}+ u`, ` = 1, . . . , 27,

em que Cov(u`, um) = 0 para ` 6= m. Inicialmente Cysneiros e Ferrari (2006) assumiram que
u` ∼ N(0, σ2) e estimaram os parâmetros do modelo por máxima verossimilhança, obtendo
β0 = 4, 309, β1 = 0, 208 e σ2 = 0, 276. Os gráficos da Figura 3.3 mostram alguma evidência
de heteroscedasticidade.

Então, considerando o modelo heteroscedástico, em que u` ∼ N(0, σ2 exp{δx}), o interesse
é testarH0 : δ = 0 (homoscedasticidade) contraH1 : δ 6= 0.

Para este teste, temos LR = 3, 097, LRm = 2, 914, LR∗m = 3, 056, G = 3, 055 e G∗ =

2, 540 que conduzem aos respectivos níveis descritivos 0, 078, 0, 088, 0, 080, 0, 081 e 0, 111.
Segue então que os testes baseados nas estatísticas da razão de verossimilhanças (LR), razão
de verossimilhanças perfiladas modificada (LRm), sua versão corrigida (LR∗m) e gradiente (G)
conduzem a rejeição da hipótese nula ao nível de 10%, por outro lados o teste baseado na
estatística gradiente corrigida (G∗) não rejeita H0. Para o nível de significância de 5% nenhum
dos testes rejeitam a hipótese nula.
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Figura 3.3: (a) Gráfico dos resíduos padronizados contra percentis normais com envelope si-
mulado; (b) Gráfico de dispersão da quantidade absorvida de cálcio radioativo contra o tempo;
(c) Gráfico dos resíduos studentizados tsi contra os valores ajustados e (d) Gráfico dos resíduos
studentizados tsi contra x para o modelo homoscedástico - Solução de cálcio radioativo.
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Fonte: Elaborada pelas autoras Cysneiros e Ferrari (2006).

3.9 Comentários

Trabalhamos neste capítulo com testes de heteroscedasticidade em modelos não lineares da
família exponencial com dispersão variável. Em especial utilizamos o modelo de regressão não
linear repametrizado. Admitimos uma forma funcional que relaciona os parâmetros de dispersão
com alguns parâmetros desconhecidos , que não dependem do vetor de parâmetros de regressão
e algumas varáveis auxiliares.

Como maior contribuição deste trabalho derivamos um fator de correção tipo-Bartlett para
a estatística gradiente. Mostramos a partir dos resultados da simulação Monte Carlo que o teste
baseado na estatística gradiente não apresenta uma aproximação muito boa para a distribuição
de referência χ2. Vale salientar que esse fator de correção tipo-Bartlett é válido para as dis-
tribuições normal e normal inversa, pois para a distribuição gamma não é possível obter uma
transformação em que implica na ortogonalidade geral dos parâmetros.

Comparamos o desempenho em amostras finitas de nove testes, a saber: o teste da razão
de verossimilhanças original (LR), o teste da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas
LRm, o teste da razão de verossimilhanças bootstrap LRBoot, o teste escore S, o teste gradiente
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G, o teste da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas corrigido LR∗m, o teste da razão
de verossimilhanças bootstrap corrigido LR∗Boot e o teste G∗ proposto como objeto de estudo
dessa dissertação.

Inicialmente o tamanho dos testes levou a concluir que os testes baseados nas estatísticas
LR e G são liberais, conduzindo a rejeição da hipótese de homoscedasticidade erroneamente
com uma probabilidade maior do que os níveis nominais considerados. Por outro o lado, os
testes LRm e S exibiram taxas de rejeição menores que os níveis nominais dos testes. Os testes
LR∗m, LRBoot, LR∗Boot, G∗ apresentaram taxas de rejeição mais próximas dos níveis nominais.
Posteriormente, fizemos estudos sobre o impacto dos parâmetros de interesse e perturbação
nos testes e vimos que houve um impacto considerável principalmente nos testes baseados nas
estatísticas LR e G. Esse impacto também foi observado no teste baseado na estatística G∗

porém de forma mais moderada, sobretudo quando aumentamos o número de parâmetros de
interesse. No entanto, vemos claramente o quanto a correção tipo-Bartlett melhorou o teste
gradiente, tornando-o um teste mais preciso.

Nas simulações envolvendo poder do teste, não consideramos os testes baseados nas es-
tatísticas LR e G por serem muito liberais, sendo os testes LR∗m, LRBoot, LR∗Boot e G∗ não
significativamente mais poderoso que o outro.

Por fim, dos quatro testes com melhores desempenhos LR∗m, LRBoot, LR∗Boot e G∗ podemos
recomendar o teste G∗, pois apresenta um bom desempenho e pela sua simplicidade e tempo de
execução baixo, já que não exige a matriz de informação de Fisher e nem a sua inversa, que em
muitas situações práticas pode ser díficil ou mesma não possível de ser calculada. Além disso,
o fator de correção tipo-Bartlett envolve operações simples com vetores e matrizes.
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Considerações finais

A principal contribuição teórica deste trabalho foi a obtenção de um fator de correção tipo-
Bartlett para um teste de heteroscedasticidade baseado na estatística gradiente nos modelos não
lineares da família exponencial (MNLFE). O fator de correção foi obtido a partir dos resulta-
dos apresentados por (VARGAS; FERRARI; LEMONTE, 2013). Consideramos os modelos de
regressão não linear normal e normal inversa, pois utilizamos uma transformação que sob essa
nova parametrização garantimos a ortogonalidade entre os parâmetros facilitando o cálculo dos
cumulantes conjuntos de derivadas do logaritmo da função de verossimilhança e o cálculo das
derivadas desses cumulantes conjuntos. Para o modelo gama não é possível obter uma repara-
metrização que torna os parâmetros, em geral, ortogonais.

Nessa dissertação fizemos um estudo de comparação dos desempenhos dos testes em relação
ao tamanho e ao poder. No Capítulo 2 comparamos apenas os testes baseados na estatística
razão de verossimilhanças, na razão de verossimilhanças perfiladas modificada proposta por
(COX; REID, 1987), na estatística escore introduzida por (RAO, 1973), na estatística razão
de verossimilhanças bootstrap e na estatítica gradiente proposta recentemente por (TERRELL,
2002). O tamanho dos testes indicou que os testes razão de verossimilhanças e gradiente, são
em geral, liberais, conduzindo a taxas de rejeição da hipótese nula com demasiada frequência.
Por outro lado, o teste da razão de verossimilhanças perfiladas modificado baseado na LRm

mostrou-se eficiente corrigindo a tendência liberal do teste original. Entretanto, exibiu taxas
abaixo dos níveis nominais considerados para o teste. Similarmente, o teste escore apresentou
o mesmo comportamento conservativo. Deste capítulo o teste que mostrou melhor desempenho
foi o teste baseado na estatística razão de verossimilhanças utilizando reamostragem bootstrap.

No Capítulo 3 discutiu-se alguns testes de heteroscedasticidade para as estatísticas do Ca-
pítulo 2 em suas versões corrigidas, exceto para a estatística escore. Desenvolvemos o fator
de correção tipo-Bartlett à estatística gradiente nos MNLFE e fizemos uma comparação dos de-
sempenhos dos testes abordados nos Capítulos 2 e 3. Das quais tiramos as seguintes conclusões:

• Os resultados para os tamanhos dos testes indicaram que a correção de Bartlett atenuou
fracamente a tendência liberal do teste baseado na estatística razão de verossimilhanças,
não houve também uma melhora significativa quando utilizamos a razão de verossimi-
lhanças bootstrap corrigida proposta por (ROCKE, 1989), visto que o teste baseado na
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razão de verossimilhanças já apresentava um bom desempenho. Em destaque, o teste
gradiente corrigido mostrou-se bastante eficiente corrigindo a tendência liberal do teste
original, levando as taxas de rejeição próximas dos níveis nominais.

• Analisou-se estudos de simulação para avaliar o desempenho dos testes quando aumen-
tamos o número de parâmetros de perturbação e interesse. Neste cenário observou-se que
os testes baseados nas estatísticas escore, razão de verossimilhanças perfiladas modifica-
das, razão de verossimilhanças bootstrap e essas duas últimas em suas versões corrigidas
não sofreram impactos significativos tanto para o aumento de parâmetros de perturbação
quanto para o aumento de parâmetros de interesse. Em relação aos testes baseados nas
estatísticas razão de verossimilhanças original, gradiente e em suas versões corrigidas
foram os que apresentaram impacto nas taxas de rejeição, principalmente quando aumen-
tamos o número de parâmetros de interesse. Ainda assim, o teste baseado na estatística
gradiente corrigida foi o que teve melhor desempenho quando aumentamos o número
de parâmetros de perturbação e interesse comparados aos testes que sofreram impacto
significativo.

• Nas simulações envolvendo o poder desconsideramos os testes baseados nas estatísticas
razão de verossimilhanças e gradiente, pois estes testes apresentaram taxas de rejeição
distorcidas, portanto não podem ser recomendados. Observou-se que os quatros testes:
LR∗m, LRBoot, LR∗Boot e G∗ não são significativamente mais poderosos que o outro para
os níveis nominais altos.

• Em síntese, os testes que apresentaram melhor desempenho para testar a presença de he-
teroscedasticidade formam os testes LR∗m, LRBoot, LR∗Boot e G∗. Vale ressaltar que estes
quatro testes apresentam comportamentos semelhantes quando p ≤ 6 e número de pa-
râmetros de interesse pequeno. Salientamos que o fator de correção tipo-Bartlett corrige
eficientemente o comportamento não-conservativo do teste baseado na estatística gradi-
ente. Por isso, pode ser recomendável a sua utilidade em testes de heteroscedasticidade
nos MNLFE.
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Apêndice A

Cálculo dos cumulantes nos modelos não
lineares da família exponencial com
dispersão variável

Apresentamos alguns cumulantes conjuntos de derivadas do logaritmo da função de ve-
rossimilhança nos MNLFE reparametrizados com dispersão variável que são necessários para
correção tipo-Bartlett na estatística gradiente. Calculamos estes cumulantes a partir do loga-
ritmo da função de verossimilhança dado em (2.7). Para a estatística gradiente corrigida pelo
fator tipo-Bartlett utiliza-se cumulantes conjuntos até de quarta ordem, por isso adotamos os
índices i, j, k, l para as componentes do vetor de parâmetros β e os índices a, b, c, d para as
componentes do vetor de parâmetros δ. Utilizando a ortogonalidade entre os parâmetros δ, β,
γ e algumas condições de regularidade temos que os cumulantes de segunda ordem são dados
por

κij = −1

γ

n∑
`=1

x∗`iq`w`x
∗
`j
,

κab = −1

2

n∑
`=1

q`ab
q`
,

κγγ = − n

2γ2
,

e
κβδ = κβγ = κδγ = 0,

em que w` = (dµ`/dη`)
2(dθ`/dµ`), x∗`i = ∂η`/∂β

i e q`ab = ∂2q`/∂δ
a∂δb, para i = 1, . . . , p e

a, b = 1, . . . , q.

As derivadas primeira dos cumulantes de segunda ordem são dadas por
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κ
(k)
ij = −1

γ

n∑
`=1

q`w`(x
∗
`i
x∗∗`jk + x∗`jx

∗∗
`ik

+ x∗`kx
∗∗
`ij

) +
1

γ

n∑
`=1

2q`
∂θ`
∂η`

x∗`ix
∗
`j
x∗`k ,

κ
(c)
ab = −1

2

n∑
`=1

∂

∂δc

(
q`ab
q`

)
,

κγγ =
n

γ3
,

κ
(a)
ij = −1

γ

n∑
`=1

x∗`iq`aw`x
∗
`j
,

κ
(γ)
ij =

1

γ2

n∑
`=1

x∗`iq`w`x
∗
`j
,

e

κ
(i)
ab = κ

(γ)
ab = κ(i)γγ = κ(a)γγ = κ

(j)
ia = κ

(b)
ia = κ

(γ)
ia = κ

(j)
iγ = κ

(a)
iγ = κ

(γ)
iγ = κ(i)aγ = κ(b)aγ = κ(γ)aγ = 0.

em que x∗∗`ij = ∂2η`/∂β
i∂βj , para i, j = 1, . . . , p.

As derivadas de segunda ordem dos cumulantes de segunda ordem são dadas por

κ
(cd)
ab = −1

2

n∑
`=1

{
∂2

∂δcδd

(
q`ab
q`

)}
,

κ(γγ)γγ = −3n

γ4
,

κ
(ka)
ij = −1

γ

n∑
`=1

x∗∗`ikq`aw`x
∗
`j

+ x∗`iq`a
∂w`
∂η`

x∗`jx
∗
`k

+ x∗`iq`aw`x
∗∗
`jk
,

κ
(kγ)
ij =

1

γ2

n∑
`=1

x∗∗`ikq`w`x
∗
`j

+ x∗`iq`
∂w`
∂η`

x∗`jx
∗
`k

+ x∗`iq`w`x
∗∗
`jk
,

κ
(ab)
ij = −1

γ

n∑
`=1

x∗`iq`abw`x
∗
`j
,

κ
(γγ)
ij = − 2

γ3

n∑
`=1

x∗`iq`w`x
∗
`j
,

κ
(aγ)
ij =

1

γ2

n∑
`=1

x∗`iq`aw`x
∗
`j
,
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e

κ
(cγ)
ab = κ

(γγ)
ab = κ

(iγ)
ab = κ

(ij)
ab = κ

(ic)
ab = κ(ij)γγ = κ(ij)γγ = κ(iγ)γγ = κ(ia)γγ = κ(γa)γγ =

= κ(ab)γγ = κ
(jk)
ia = κ

(jγ)
ia = κ

(jb)
ia = κ

(bγ)
ia = κ

(bc)
ia = κ

(γγ)
ia = κ

(jk)
iγ = κ

(jγ)
iγ =

= κ
(ja)
iγ = κ

(aγ)
iγ = κ

(ab)
iγ = κ

(γγ)
iγ = κ(ij)aγ = κ(iγ)aγ = κ(ib)aγ = κ(bγ)aγ = κ(bc)aγ =

= κ(γγ)aγ = 0.

Os cumulantes de terceira ordem são dados por

κijk = −1

γ

n∑
`=1

{q`(f` + 2g`)x
∗
`i
x∗`jx

∗
`k

+ q`w`(x
∗
`i
x∗∗`jk + x∗`jx

∗∗
`ik

+ x∗`kx
∗∗
`ij

)},

κabc = −1

2

n∑
`=1

q`abc
q`

,

κγγγ =
2n

γ3
,

κija = −1

γ

n∑
`=1

x∗`iq`aw`x
∗
`j
,

κijγ =
1

γ2

n∑
`=1

x∗`iq`w`x
∗
`j
,

κabγ =
1

2γ

n∑
`=1

q`ab
q`
,

κaγγ = κiγγ = κabi = κaiγ = 0,

em que q`abcd = ∂3q`/∂δ
a∂δb∂δc, para a, b, c = 1, . . . , q,

f` =
d2µ`
dη2`

dθ`
dµ`

e g` =
d2θ`
dµ2

`

(
dµ`
dη`

)2

.

Assim, as derivadas de primeira ordem dos cumulantes de terceira ordem são dados por

κ
(d)
abc = −1

2

n∑
`=1

∂

∂δd

(
q`abc
q`

)
,

κ(γ)γγγ = −6n

γ4
,

κ
(a)
ijk = −1

γ

n∑
`=1

{q`a(f` + 2g`)x
∗
`i
x∗`jx

∗
`k

+ q`aw`(x
∗
`i
x∗∗`jk + x∗`jx

∗∗
`ik

+ x∗`kx
∗∗
`ij

)},
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κ
(γ)
ijk =

1

γ2

n∑
`=1

{q`(f` + 2g`)x
∗
`i
x∗`jx

∗
`k

+ q`w`(x
∗
`i
x∗∗`jk + x∗`jx

∗∗
`ik

+ x∗`kx
∗∗
`ij

)},

κ
(k)
ija = −1

γ

n∑
`=1

{x∗`jq`aw`x
∗∗
`ik

+ x∗`iq`a
∂w`
∂η`

x∗`jx
∗
`k

+ x∗`iq`aw`x
∗∗
`jk
},

κ
(b)
ija = −1

γ

n∑
`=1

x∗`iq`abw`x
∗
`j
,

κ
(γ)
ija =

1

γ2
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x∗`iq`aw`x
∗
`j
,

κ
(k)
ijγ =

1
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n∑
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∗∗
`ik

+ x∗`iq`
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∗∗
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,

κ
(a)
ijγ =

1

γ2

n∑
`=1

x∗`iq`aw`x
∗
`j
,

κ
(γ)
ijγ = − 2

γ3

n∑
`=1

x∗`iq`w`x
∗
`j
,

κ
(c)
abγ =

1

2γ

n∑
`=1

∂

∂δc

(
q`ab
q`

)
,

κ
(γ)
abγ = − 1

2γ2

n∑
`=1

q`ab
q`
,

e

κ
(i)
abc = κ

(γ)
abc = κ

(i)
abγ = κ(i)γγγ = κ(δ)γγγ = κ

(j)
abi = κ

(c)
abi = κ

(γ)
abi = κ(i)aγγ = κ(b)aγγ

= κ(γ)aγγ = κ
(j)
iγγ = κ

(a)
iγγ = κ

(γ)
iγγ = κ

(j)
aiγ = κ

(b)
aiγ = κ

(γ)
aiγ = 0.

Finalmente, os cumulantes de quarta ordem são dadas por

κijkl = −1

γ

n∑
`=1

q`

[(
∂2w`
∂η2`

)
+

(
∂2µ`
∂η2`

)(
∂2θ`
∂η2`

)
+ 2

(
∂µ`
∂η`

)(
∂3θ`
∂η3`

)]
x∗`ix

∗
`j
x∗`kx

∗
`l

+ w`(x
∗∗∗
`ijk
x∗`l + x∗∗∗`ijlx

∗
`k

+ x∗∗∗`iklx
∗
`j

+ x∗∗∗`jklx
∗
`i

+ x∗∗`ijx
∗∗
`kl

+ x∗∗`ikx
∗∗
`jl

+ x∗∗`ilx
∗∗
`jk

)

+ (x∗∗`ijx
∗
`k
x∗`l + x∗∗`jkx

∗
`i
x∗`l + x∗∗`jlx

∗
`i
x∗`k + x∗∗`ilx

∗
`j
x∗`k + x∗∗`klx

∗
`i
x∗`j + x∗∗`ikx

∗
`j
x∗`l)

×
[
2

(
∂µ`
∂η`

)(
∂2θ`
∂η2`

)
+

(
∂θ`
∂η`

)(
∂2µ`
∂η2`

)]
,
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κabcd = −1

2

n∑
`=1

q`abcd
q`

,

κγγγγ = −9n

γ4
,

κijka = −1

γ

n∑
`=1

{q`a(f` + 2g`)x
∗
`i
x∗`jx

∗
`k

+ q`aw`(x
∗
`i
x∗∗`jk + x∗`jx

∗∗
`ik

+ x∗`kx
∗∗
`ij
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κijkγ =
1

γ2

n∑
`=1

{q`(f` + 2g`)x
∗
`i
x∗`jx

∗
`k

+ q`w`(x
∗
`i
x∗∗`jk + x∗`jx

∗∗
`ik

+ x∗`kx
∗∗
`ij

)},

κabcγ =
1

2γ

n∑
`=1

q`abc
q`

,

κijab = −1

γ

n∑
`=1

x∗`iq`abw`x
∗
`j
,

κijγγ = − 2

γ3

n∑
`=1

x∗`iq`w`x
∗
`j
,

κabγγ = − 1

γ2

n∑
`=1

q`ab
q`
,

κijaγ =
1

γ2

n∑
`=1

x∗`iq`aw`x
∗
`j
,

κiγγγ = κaγγγ = κabci = κabiγ = 0,

em que x∗∗∗`ijk = ∂3η`/∂β
i∂βjβk, para i, j, k = 1, . . . , p e q`abcd = ∂4q`/∂δ

a∂δb∂δc∂δd, para
a, b, c, d = 1, . . . , q.



Apêndice B

Obtenção das quantidades A1, A2 e A3

para a correção tipo-Bartlett em modelos
não lineares da família exponencial com
dispersão variável

As expressões algébricas de A1, A2 e A3 são calculadas a partir dos cumulantes conjun-
tos e das derivadas dos cumulantes conjuntos apresentados no Apêndice A. Mostramos aqui,
a obtenção da quantidade A2 na forma matricial e omitimos as demais, pois os cálculos são
realizados de forma análoga. Para facilitar os cálculos expandimos a expressão algébrica de A2

apresentada em 3.3 e escrevemos da seguinte forma:

A2 = A21 + A22 + A23 + A24 + A25 + A26 + A27,

em que

A21 = −3
∑

′κjrsκklum
jralumsk,

A22 = −3
∑

′κjrsκklum
jraskmlu,

A23 = −3
∑

′ 2κjrsκklum
jkasumrl,

A24 = −3
∑

′ 3

4
κjrsκklum

jrmskmlu,

A25 = −3
∑

′ 2

4
κjrsκklum

jkmrlmsu,
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A26 = 6
∑

′κ
(u)
jrsm

jrmsu,

e

A27 = −3
∑

′κjrsum
jrmsu,

sendo ajr e mjr os elementos (j, r) das matrizes definidas em 3.6.
Considerando a heteroscedastidade multiplicativa, isto é, m` = exp{z>` δ}, pode-se mostrar

facilmente que:

κ
(c)
ab = 0, κ

(cd)
ab = 0, κ

(k)
ij = 0 e κ

(kl)
ij = 0.

Explorando este fato e a ortogonalidade entre os parâmetros δ, β e γ, obtemos

A21 = −3
∑

′κabcκdijm
abaijmcd,

A22 = −3
∑

′κabγκγcdm
abaγγmcd,

A23 = −3
∑

′ 2κcdγκcdγm
acaγγmbd,

A24 = −3
∑

′ 3

4
κabcκdefm

abmcdmef ,

A25 = −3
∑

′ 2

4
κabcκdefm

admbemcf ,

A26 = 0,

e

A27 = −3
∑

′κabcdm
abmcd.

(B.1)

Substituindo os cumulantes conjuntos e as derivadas dos cumulantes conjuntos obtidos no
Apêndice A nas expressões dadas em (B.1) e rearranjando os termos, obtemos
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A21 = −3

2

n∑
r,s=1

∑
′(zr − z̄)am

ab(zr − z̄)b(zr − z̄)cm
cd(zs − z̄)d

qs
γ
wsx

∗
si
aijx∗sj ,
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cd(zs − z̄)d(zs − z̄)em

ef (zs − z̄)f ,

A25 = −3
n∑

r,s=1

∑
′1

8
(zr − z̄)am

ad(zr − z̄)d(zr − z̄)bm
be(zs − z̄)e(zr − z̄)cm

cf (zs − z̄)f ,

e

A27 = −3
n∑
r=1

∑
′−1

2
(zr − z̄)am

ab(zr − z̄)b(zr − z̄)cm
cd(zr − z̄)d.

Os termos
∑
x∗ria

ijx∗rj e
∑

(zr − z̄)am
ab(zr − z̄)b são elementos das matrizes Zβ e Zδ,

respectivamente, definidas na Seção 3.6. Assim, A2 se reduz a:

A2 = −3

2

n∑
r,s=1

ZδrrZδrsφswsZβss −
6

4

n∑
r,s=1

ZδrrZδss −
3

n

n∑
r,s=1

ZδrsZδrs

− 9

16

n∑
r,s=1

ZδrrZδrsZδss −
3

8

n∑
r,s=1

ZδrsZδrsZδrs +
3

2

n∑
r=1

ZδrrZδrr

e pode ser escrita em notação matricial conforme apresentamos em (3.3).



Apêndice C

Multiplicação de “array”

Neste apêndice, apresentamos a definição de um array tri-dimensional e uma proprie-
dade de multiplicação de array que nos auxiliará no cálculo de j∗, o bloco da matriz de infor-
mação observada para os parâmetros de perturbação (β>, γ)> no modelo não-linear heterosce-
dástico reparametrizado avaliado em (δ>, β̂δ> , γ̂δ)>. Um “array” tri-dimensional de dimensão
n× p× q é denotado por X = (X`ij), onde os índices `, i e j indicam a face, a linha e a coluna,
respectivamente. Um “array” pode ser visto da seguinte forma: A = (A`) e cada A` é uma
matriz A` = (A`ij) de dimensão p× q para algum ` fixo e A` é chamada de `-ésima face de A.

A multiplicação de “array” tri-dimensional foi introduzida por Bates e Watts (1980). Desde
então, muitos autores têm discutido e utilizado esta multiplicação; ver Bates e Watts (1988),
Seber e Wild (1989) e Wei (1998).

Definição 1. Se X é um “array” de dimensão n×p×q, A e B são matrizes de dimensões r×p
e q× s, respectivamente, então Y = AXB é definido como um “array” de dimensão n× r× s
com elementos

Y`kt =

p∑
i=1

q∑
j=1

AkiX`ijBjt.

Definição 2. Se X é um “array” de dimensão n× p× q, A é uma matriz de dimensão m× n,
então Y = [A][X] é chamado de produto colchete de A e X , isto é, um “array” de dimensão
m× p× q com elemento

Y`ij =
n∑
t=1

A`kXtij.

Definição 3. (Decomposição de Cholesky) Se A é uma matriz positiva definida, existe uma
única matriz triangular superior, U , com elementos diagonais positivos tal que

A = U>U.
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Apêndice C. Multiplicação de “array” 67

A seguinte propriedade pode ser deduzida diretamente das definições acima.

Propriedade 1. Sejam A,L,M matrizes e X um “array”, então, temos que

[A][LXM ] = L[A][X]M.



Apêndice D

Coelhos Europeus na Austrália

Tabela D.1: Pesos das lentes dos olhos de coelhos europeus (y), em miligramas e idade (x), em
dias, numa amostra de 71 observações.

x y x y x y

15 21,66 98 104,30 285 189,66
15 22,75 125 134,90 300 186,09
15 22,30 142 130,68 301 186,70
18 31,25 142 140,58 305 186,80
28 44,79 147 155,30 312 195,10
29 40,55 147 152,20 317 216,41
37 50,25 150 144,50 338 203,23
37 46,88 159 142,15 347 188,38
44 52,03 165 139,81 354 189,70
50 63,47 183 153,22 357 195,31
50 61,13 192 145,72 375 202,63
60 81,00 195 161,10 394 224,82
61 73,09 218 174,18 513 203,30
64 79,09 218 173,03 535 209,70
65 79,51 219 173,54 554 233,90
65 65,31 224 178,86 591 234,70
72 71,90 225 177,68 648 244,30
75 86,10 227 173,73 660 231,00
75 94,60 232 159,98 705 242,40
82 92,50 232 161,29 723 230,77
85 105,00 237 187,07 756 242,57
91 101,70 246 176,13 768 232,12
91 102,90 258 183,40 860 246,70
97 110,00 276 186,26
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Apêndice E

Solução de Cálcio Radioativo

Tabela E.1: Quantidade absorvida de cálcio radioativo (y), em nmoles/mg, e tempo (x), em
minutos, numa amostra de 27 observações.

x y x y
0,45 0,34170 6,10 2,67061
0,45 -0,00438 8,05 3,05959
0,45 0,82531 8,05 3,94321
1,30 1,77967 8,05 3,43726
1,30 0,95384 11,15 4,80735
1,30 0,64080 11,15 3,35583
2,40 1,75136 11,15 2,78309
2,40 1,27497 13,15 5,13825
2,40 1,17332 13,15 4,70274
4,00 3,12273 13,15 4,25702
4,00 2,60958 15,00 3,60407
4,00 2,57429 15,00 4,15029
6,10 3,17881 15,00 3,42484
6,10 3,00782
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