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Resumo

A classe de modelos de regressao beta introduzida por Ferrari & Cribari-Neto (2004) é
muito util para modelar taxas e proporgoes. O modelo proposto pelos autores ¢ baseado
na suposicao de que a variavel resposta tem distribuicao beta com uma parametrizacao
que é indexada pela média e por um parametro de precisao. ApoOs a construcao de um
modelo de regressao é de extrema importancia realizar a analise de diagnostico, objeti-
vando verificar possiveis afastamentos das suposicoes feitas para o modelo apresentado,
bem como detectar possiveis observacoes que causem influéncia desproporcional nas es-
timativas dos parametros. A anéalise de influéncia local introduzida por Cook (1986) é
uma abordagem que objetiva avaliar a influéncia das observagoes. Com base no método
de influéncia local, Zhu & Zhang (2004) propuseram um teste de hipoteses para detectar
o grau de discrepancia entre o modelo suposto e o modelo subjacente do qual dos dados
sao gerados. Nesse trabalho, foi densenvolvido esse teste para o modelo de regressao beta
com dispersao fixa e varidvel, como também, foram propostos um melhoramento nesse
teste baseados na metodologia bootstrap e um novo teste, também com base em influén-
cia local, mas considerando outro esquema de perturbacao, a perturbacao no parametro
de precisao no modelo de regressao beta com dispersao fixa. O desempenho desses testes
foram avaliados com base no tamanho e poder. Por fim, aplicamos a teoria desenvolvida
a um conjunto de dados reais.

Palavras-chave: Modelo de Regressao Beta. Teste de hipdteses. Qualidade do ajuste.
Bootstrap.



Abstract

The class of beta regression models introduced by Ferrari & Cribari-Neto (2004) is very
useful for modelling rates and proportions. The proposed model by the authors is based on
the assumption that the response variable is beta distributed with indexed by mean and
dispersion parameters. After fitting a regression model is very important to carry out the
diagnostic analysis in sense that, verifying possible deviations of the model assumptions, as
well as detect possible observations that cause disproportionate influence on the parameter
estimates. The local influence analysis introduced by Cook (1986) is an approach that
objective assess the influence of observations. Based on local influence method, Zhu &
Zhang (2004) proposed a hypothesis test to detect the degree of discrepancy between
the supposed model and the underlying model from which the data is generated. In
this work, was developed this test for the beta regression model with fixed and varying
dispersion, as well as, we proposed in addition, an improvement of this test based on
bootstrap methodology and a new test, also based on local influence, but considering
other perturbation scheme, the perturbation of the precision parameter in beta regression
model with fixed dispersion. The performance of these tests were evaluated based on size
and power. Finally, we applied the theory developed to a set of real data.

Keywords: Beta Regression Model. Hypothesis Test. Goodness of Fit. Bootstrap.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

Fénomenos aleatorios que produzem dados no intervalo (0, 1) sdo bastante comuns. Den-
tre as distribuigdes mais conhecidas que possuem suporte no intervalo (0,1), o modelo
beta é um dos mais utilizados para ajustar esses tipos de dados que, geralmente, sao ta-
xas e proporgoes. Falls (1974) utilizou a distribuigao beta para construir um modelo que
representa a cobertura de nuvens em todo o mundo. Janardan e Padmanabhan (1986)
modelaram variaveis hidrologicas, usando a distribui¢ao beta. Harrop-Williams (1989)
desenvolveu estudos de porosidade (propor¢ao) de vazios de solos através do uso do mo-
delo beta. Wiley et al. (1989) obtiveram um modelo beta para estimar a probabilidade
de transmissao do virus HIV durante o contato sexual entre um infectado e um individuo
sadio. McNally (1990) utilizou a distribuigdo beta no estudo de algumas variaveis que
afetam a reprodutibilidade de vacas. Graham e Hollands (1990) e Milyutin e Yaromenko
(1991) aplicaram a distribuigdo beta para estudar indices relacionados & transmissao de
radiagao solar. Koppes e Grover (1992) determinaram o tamanho de progénie em Es-
cherchia Coli, utilizando a distribui¢do beta. Sulaiman et al. (1999) modelaram dados
da luz do sol para aplicacao na utilizacao de energia solar renovavel da Malésia, através
da distribui¢ao beta. Ferrari e Cribari-Neto (2004) modelaram a proporc¢ao de petroleo
convertido em gasolina apds destilagao e fracionamento, utilizando o modelo beta. Espi-
nheira et al. (2008a) utilizaram a distribui¢do beta para modelar o indice de indigéncia
no estado de Sdo Paulo (Brasil). Para outras aplicagdes do modelo beta, ver Johnson et
al. (1995).

Devido ao grande ntimero de situagoes em que a varidvel de interesse de estudo é do tipo
percentagem ou proporg¢ao, surgiu a necessidade de saber qual tipo de modelagem seria
mais adequada para ajustar esses tipos de dados. Existem diversas propostas de mode-
lagem para dados no intervalo (0,1). Kieschnick e McCullough (2003) apresentaram sete
possiveis tipos de modelagem: normal linear, logito, normal censurado (tobit), normal
nao-linear, beta, simplex e quasi-verossimilhanca. Porém, de acordo com os autores, os

quatro primeiros violam algumas suposicoes basicas. Por exemplo, quando utilizamos um
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modelo de regressao normal linear para modelar uma taxa ou propor¢ao, podemos nao
obter um bom ajuste, devido ao fato de que o suporte do modelo utilizado é sobre todos os
reais. Sendo assim, nem sempre o modelo normal linear é adequado para modelar taxas ou
proporc¢oes. Portanto, nesse contexto, ha a classe de modelos de regressao linear beta de-
senvolvida por Ferrari e Cribari-Neto (2004). O modelo proposto pelos autores é baseado
na suposicao de que a variavel resposta tem distribui¢ao beta com uma parametrizacao
que é indexada pela média e por um parametro de precisao. Ainda, nessa classe de mode-
los, é suposto que a média possui uma estrutura de regressao linear, assim, os parametros
de regressao sao interpretados em termos da média da resposta, um comportamento que
se assemelha aos modelos lineares generalizados (MLGs). Algumas extensoes do modelo
proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004), além de classes de modelos baseados na distri-
buigao beta foram desenvolvidas ao longo dos tltimos anos. Smithson e Verkuilen (2006)
propuseram uma extensao do modelo de regressao linear beta, admitindo que a precisao
do modelo também possua uma estrutura de regressao linear. Com base na classe de
modelos proposta por Ferrari e Cribari-Neto (2004) e Smithson e Verkuilen (2006), foi
derivada por Simas et al. (2010) uma nova classe de modelos de regressao beta que in-
clui os modelos anteriores como casos especiais, e além disso, considera uma estrutura de
regressao nao linear tanto para a média como para a precisao. Ospina e Ferrari (2012)
propuseram uma classe geral de modelos de regressao para proporgoes continuas em que
é suposto que a variavel resposta tem uma distribuicao continua-discreta que é uma mis-
tura de uma distribuicao beta e uma distribuicao degenerada em 0 e ou 1. Carrasco et
al. (2014) propuseram a classe de modelos beta com erros nas variaveis. Pereira et al.
(2012) propuseram a classe de modelos de regressao beta inflacionado truncado.

Apo6s a construcao de um modelo de regressao, que tenta representar o comportamento de
algum fendmeno aleatorio, é primordial realizar uma analise de diagnostico, objetivando
verificar possiveis afastamentos das suposigoes feitas, ou seja, investigar se o modelo pro-
posto esta corretamente especificado. Por exemplo, no modelo de regressao linear cléssico
ha duas suposigdes basicas sobre a variavel resposta: variancia constante (homoscedasti-
cidade) e linearidade nos parametros do modelo. Em algumas situagdes, tais suposigoes
nao valem, assim, o modelo de regressao linear classico estaré mal especificado. Uma boa
analise de diagnostico deverd detectar esses tipos de desvios das suposi¢oes do modelo
proposto.

Varias metodologias foram desenvolvidas por diversos autores com o objetivo de detectar
possiveis afastamentos das suposicoes feitas para o modelo proposto em algumas classes
de modelos de regressao. No que se diz respeito a medidas de influéncia, existem diversas
propostas. Considerando o modelo de regressio linear normal, Hoaglin e Welsch (1978)
estudaram o comportamento dos elementos da diagonal principal da matriz de projecao
H = X(X"X)"'X em que X denota a matriz modelo, sendo denominados pontos de ala-
vanca, devido a caracteristica de terem peso desproporcional no préprio valor ajustado.
St. Laurent e Cook (1992) propuseram extensoes da defini¢ao de pontos de alavanca para

modelos normais nao lineares. Paula (1999) discute pontos de alavanca em modelos nor-
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mais lineares com parametros restritos, com extensoes para os MLGs. Outro aspecto que
se deve considerar durante a analise de diagnodstico, é se a exclusao de alguma observagao
(ou algumas observagoes) causa uma mudanga significativa nas estimativas dos parame-
tros do modelo, denominadas influentes. Uma medida para detectar pontos influentes
no modelo de regressao normal linear ¢ a distancia de Cook (1977), em que ¢ realizado
um processo de delecao de pontos para avaliar o impacto da retirada de uma observacao
particular nas estimativas dos parametros do modelo. Essa técnica de delecao de pon-
tos, rapidamente, foi assimilada e estendida para diversas classes de modelos (para mais
detalhes, ver Paula (1999)). Outra medida que é utilizada para verificagdo de pontos in-
fluentes é a DFFITS proposta por Belsley, Kuhe e Welsch (1980). Por fim, uma proposta
interessante e muito utilizada na deteccao de pontos influentes em modelos de regressao
foi apresentada por Cook (1986) conhecida como método de influéncia local. O método
proposto pelo autor é baseado no conceito de curvatura normal, visando avaliar, através
de uma certa medida de influéncia, se pequenas perturbacoes introduzidas no modelo ou
nos dados causam efeitos desproporcionais nas estimativas dos parametros ou se causam
mudancas inferenciais.

Em relagao a testes de hipoteses, para avaliar a qualidade do ajuste do modelo foram
feitas algumas propostas. Na classe de modelos de regressao linear cléssico, um teste que
é frequentemente utilizado para verificar se o modelo esta corretamente especificado é o
teste RESET (regression specification error test) proposto por Ramsey (1969). Esse teste é
baseado na adi¢ao de uma forma nao linear ao modelo através de termos de grau dois, trés,
etc., e, em seguida testar, por um teste F usual, a exclusao de tais termos. Desta forma, se
os termos de nao linearidade forem rejeitados, o modelo estara corretamente especificado.
Uma outra abordagem para validar o modelo foi proposta por Zhu e Zhang (2004), uma
vez que propuseram um teste de hipoteses para detectar o grau de discrepancia entre o
modelo suposto e o subjacente do qual os dados sao gerados. O referido teste é baseado
em influéncia local, considerando o esquema de perturbacao de casos. Tal teste pode
ser aplicado a diversas classes de modelos de regressao. Portanto, a aplicacao do teste
proposto por Zhu e Zhang (2004) apresenta-se como uma boa ferramenta para avaliar a
qualidade do ajuste em varias classes de modelos que nao possuem um teste rigoroso com
esse objetivo.

Nos ultimos anos, foram desenvolvidos trabalhos na area de anélise de diagnodstico para
o modelo de regressao linear beta e extensdes. Cribari-Neto e Lima (2007) propuseram o
teste RESET para a classe de modelos de regressao linear beta com base no teste proposto
por Ramsey (1969). Considerando o modelo de regressao linear beta, Espinheira et al.
(2008a) apresentam a distancia de Cook e as medidas de influéncia local. Chien (2011)
apresenta dois procedimentos de diagnostico para avaliar a adicao de novas variaveis
explicativas no modelo de regressao linear beta. Chien (2012) propoe as medidas de
diagnostico SWR (standardized weighted residual) generalizada, LD generalizada, DFFITS
generalizada e DFBETAS generalizada, considerando o modelo de regressao linear beta.
Ospina e Ferrari (2012) fornecem algumas medidas de diagnostico para a classe de modelos
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proposta. Rocha e Simas (2011) apresentam medidas de influéncia global e local para a
classe de modelos de regressao beta introduzidos por Simas et al. (2010). Pereira e Cribari-
Neto (2014) propuseram dois testes gerais para avaliar a ma especificagdo na classe de
modelos derivada por Ospina e Ferrari (2012) baseado no teste RESET proposto por
Ramsey (1969).

O objetivo desse trabalho é apresentar um novo teste para avaliar a qualidade do ajuste
nos modelos de regressao linear beta com dispersao fixa e varidvel, e para tanto, uti-
lizamos a metodologia proposta por Zhu e Zhang (2004). Além disso, propomos um
melhoramento nesses testes baseados na metodologia bootstrap. Baseando-se ainda, na
metodologia apresentada por Zhu e Zhang (2004), propusemos um novo teste de hipoteses
que ¢é também baseado em influéncia local, considerando o esquema de perturbacao do
parametro de precisao no modelo de regressao beta com dispersao fixa. A avaliacao do
desempenho dos testes propostos foi realizada através de estudos de simulagoes em que
sao calculadas as taxas de rejeicao sob a hipdtese nula e poder dos testes quando intro-
duzidas algumas mas especificagoes ao modelo. Por fim, aplicamos a teoria desenvolvida

a um conjunto de dados reais.

1.1.1 Organizacao da Dissertacao

A presente dissertacao de mestrado estd dividida em oito capitulos. No primeiro, além
da introducgao, apresentamos uma breve revisao sobre a influéncia local e a metodologia
bootstrap. No segundo capitulo, a distribuicao beta é apresentada juntamente com al-
gumas propriedades, bem como, abordamos os modelos de regressao beta com dispersao
fixa e variavel. No terceiro, discutimos o teste para avaliar a qualidade do ajuste pro-
posto por Zhu e Zhang (2004), como também, aplicamos o teste as classes de modelos de
regressao beta com dispersao fixa e variavel. No quarto capitulo ha diversos estudos de
simulagao de Monte Carlo para avaliar o desempenho dos testes de hipdteses propostos
citados anteriormente, juntamente com melhoramentos realizados nesses testes baseados
na metodologia bootstrap. No quinto capitulo, introduzimos o teste de hipoteses baseado
no esquema de perturbagao do parametro de precisao para o modelo de regressao beta
com dispersao fixa. No sexto capitulo, ha estudos de simulacao de Monte Carlo para
avaliar o desempenho do teste apresentado no capitulo anterior. No sétimo, apresentamos
aplicagoes desses testes a dados reais. Por fim, no oitavo capitulo, as conclusoes principais
do referido trabalho.

1.1.2 Suporte Computacional

As avaliacoes numéricas realizadas ao longo dessa dissertacao foram feitas através da
linguagem matricial de programagao Ox (linguagem gratuita exclusivamente para uso
académico de dominio publico disponivel no sitio http://www.doornik.com) em sua versao

7.0 para sistemas operacionais Linux e Windons, bem como, utilizamos o software R (um
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software de dominio publico disponivel no sitio http://cran.r-projet.org) para a cria¢ao
de gréaficos.

1.2 Preliminares

Nessa secao, introduziremos alguns conceitos e teorias que serao necessérios ao longo desse
trabalho.

1.2.1 Influéncia Local

Ha situagoes em que observagoes atipicas acabam interferindo no processo de estimacao
dos parametros do modelo. Assim, é de grande importancia utilizar algum procedimento
tedrico que consiga identificar essas observagoes. Uma teoria que é muito popular na
literatura é o método de influéncia local proposto por Cook (1986), que se baseia em
estudar o comportamento de uma certa medida de influéncia, com objetivo de identificar
observacoes que apés pequenas perturbacoes aplicadas no modelo ou nos dados acabam
acarretando mudancas desproporcionais nas estimativas dos parametros do modelo. Seja
£(0) o logaritmo da funcao de verossimilhanga do modelo correspondente ao modelo su-
posto, em que @ € IRF ¢ um vetor desconhecido que contém os parametros do modelo.
Considere w = (w;y ..., w,) " restrito a algum subconjunto aberto D C IR como sendo um
vetor de perturbagao que é aplicado no modelo suposto, assim, denote ¢(8|w) o logaritmo
da funcao de verossimilhanca apos aplicada o vetor de perturbagao para um dado w.
Existe wq (vetor de ndo perturbagao) tal que £(0|wg) = £(0). A medida de influéncia que
é utilizada para avaliar o efeito das perturbacoes nas estimativas fornecidas pelo modelo
¢ o afastamento da verossimilhanga definido por

LD(w) = 2{¢(0) — ¢(6,,)}, (1.1)

em que 0 ¢ 6, sao os estimadores de maxima verossimilhanca de @ para o modelo suposto
e perturbado, respectivamente. Além disso, LD(w) > 0 e LD(wg) = 0. Portanto, através
da medida apresentada em (1.1) podemos avaliar a influéncia sobre a estimativa de 6 ao
variarmos w através de D, porém, avaliar o comportamento de LD(w) para todo w € D
¢ geralmente inviavel. Dessa forma, Cook (1986) propds analisar o comportamento de
LD(w) em torno de wy, pois significa observar o comportamento de LD (w) na auséncia de
perturbagao no modelo suposto. Notemos que qualquer valor w em uma vizinhancga de wy
representa um incremento em LD (wy), entao este procedimento descreve a sensibilidade de
l (@) com relagdo a uma pequena perturbagao introduzida em ¢(0). Objetivando analisar
esta sensibilidade, Cook (1986) propoe a avaliagdo da curvatura normal de LD(wq + ad)

versus a, em que a € IR e d é uma diregdo de norma igual a um, ou seja, ||d|| = 1. O
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autor mostrou que a curvatura normal na direcao d é dada por

Cq4(0) =d"Hy p,d, (1.2)

(@)

com
1
HLD(W) = 2AT<_ loo ) A, (1.3)

em que fgg= 0*0(0]w) /0090 ¢ A = §2((0|w)/00Iw T ambos avaliados em 6 e wy. Dessa
forma, Cook (1986) propos a construgao do grafico de d,,q que é o autovetor associado
ao maior autovalor da matriz B = —AT 2;91 A. Notemos que d,,, é a direcdo unitaria
de perturbagao que implica na méaxima mudanga local em LD(wg) = 0. Logo, o grafico
de d,,.. em funcao dos indices pode revelar quais observagoes possuem maior influéncia
local, simultaneamente em é, ou seja, quais observagoes podem estar interferindo, con-
juntamente, no processo de estimacao de 6. Podem existir, também observagoes que sao,
individualmente, influentes, nao sendo identificadas através da analise dos valores de d,,,,.
Dessa forma, uma proposta foi feita por Lesaffre e Verbeke (1998) que sugerem avaliar a
curvatura na diregao do i-ésimo individuo que é definida por (1.2) porém a expressao de

HLD(w) fica dada por

1
H D) = 20] (= £go )i, (1.4)

em que A; é a i-ésima coluna de A com ¢ = 1,2,...,n. Logo, torna-se interessante a
construgao de ambos os graficos de d,,q. € de Cy(0) para identificar observagdes que sao
influentes na estimagao de @, tanto conjuntamente como individualmente.

Ainda, podemos avaliar a influéncia local apenas para parte do vetor de parametros.
Consideremos uma particao de 6, de modo que 8 = (OIT,OQT)T. Assim, considerando

o subvetor 6y, a curvatura normal na direcao d fica dada por Cy(0) = 2d' AT (— %—01

—B1)Ad, com
0 0 ]
=1 ,
0 69292

em que fg,9,= 0?((0|w)/00200,". Por conseguinte, o grafico de dF,. que ¢ autovetor

Blz

associado ao maior autovalor da matriz B* = AT(— f,, —B1)A versus os indices das
observagoes pode indicar quais observagoes possuem maior influéncia local em 6,. Proce-
demos de forma analoga para o subvetor 65.

Segundo Zhu e Zhang (2004), existem diversas medidas de influéncia que sao relacionadas
com a decomposicao espectral de HLD(w)' Suponha que a decomposicao espectral de
HLD(w) ¢ dada por

T
HLD(w) = Z Amvmvmﬂ
m=1
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em que (Ap, V), m = 1,2,...,n, sd0 os autovalores com os respectivos autovetores da ma-
triz HLD(w) comA >N > > > 1= =X =0e vy = (V1 Um2y - Vi) |-
De (1.2) e utilizando a decomposigao espectral de HLD(w) temos

C’d(w) = dTHLD(u)d

= d' Zn: AmUmv,. d

m=1

= i Amd 0] d.

m=1

Considerando a direcao canonica, isto é, d = e; temos
n
T T
Ce, = E Am€; U, €;
m=1
n
= § )\mvmivmi
m=1

n
_ 2
= E AU
m=1

Ainda, pela decomposic¢ao espectral temos que A1 = Agao = -+ = A, = 0, logo,
k
Cei = D Anvl (1.5)
m=1

A quantidade C,, é a medida de influéncia que utilizaremos para o desenvolvimento do
teste de hipoteses para avaliar a qualidade do ajuste em modelos de regressao, o qual sera

apresentado nos proximos capitulos como foi mencionado.

1.2.2 Bootstrap

A metodologia bootstrap foi introduzida por Efron (1979) e é baseada na ideia de conside-
rar uma certa amostra observada da populacao de interesse como sendo uma populacao
finita. Dessa forma, através de um processo de reamostragem estimamos a distribui-
¢ao da verdadeira populagao. Existem dois tipos de bootstrap, a saber: paramétrico e o
nao-paramétrico. Nesse trabalho, abordaremos apenas o bootstrap paramétrico, visto que
consideraremos a populacgao seguindo uma distribuigao beta.

O bootstrap é uma ferramenta muito util quando hé a necessidade de estimar a distribui-
¢ao de uma certa estatistica, isto é, através dessa técnica, podemos obter a distribuicao
empirica de qualquer estatistica que se tenha interesse. A forma usual para realizar isto
¢ através do bootstrap percentil. Para tanto, segundo Rizzo (2008), consideremos y como

sendo uma certa amostra obtida da populacao em estudo. Seja 6 um estimador (a estatis-
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tica de interesse) para o parametro de interesse . Assim, utilizamos a amostra original y
com sua respectiva estimativa de fe geramos de forma paramétrica (através de uma distri-
bui¢ao de probabilidade conhecida) R amostras bootstrap denotadas por y*!, y*2, ... y*f.
A partir das amostras, obtemos as R réplicas de 6 denotadas por 6*!,0%2, ..., *E. Logo,
notemos que essas R réplicas constituem a fungao de distribui¢ao empirica (fde) de é, que
denotaremos por F.

Se o interesse pela fde da estatistica for de construir um intervalo de confianga para o
parametro 0, basta considerar os percentis (a/2) e (1 — a/2) de F e, assim, obtemos o
intervalo percentil bootstrap com confianca de (1 — «)100% dado por

FYa/2), F7Y (1 —a/2)|,
[ }

em que F1(a/2) = 0%/ ¢ F~1(1—a/2) = §*0-2/2) B, esse intervalo pode ser reescrito

da seguinte forma:

[@*(a/m,g*(ka/z)] _ (1.6)

Ainda, através dos percentis 6*(@/?) e §*(1-2/2) podemos testar as hipoteses Hy : 6 = 6,
versus H; : 0 # 6, pois dado « fixo, se 0y < 0%/ ou > 6*1=/2) entdo rejeitamos Hy.
Segundo Rizzo (2008), o intervalo (1.6) possui melhor cobertura quando a distribuigao
de 0 nao é normal. Observamos que pela forma da construncao desse intervalo, nao é
possivel a presenca de valores improprios para o parametro € no intervalo, como também
nao é necessariamente simétrico.

A metodologia da construgao do intervalo percentil incorpora a transformacgao que nor-
maliza a distribuicao de 6 (Efron e Tibshirani, 1993). Suponhamos que 6 nio possui
distribui¢ao normal em amostras finitas, e seja p = h(é) a transformacao que normaliza
a distribuicao de é, isto é,

p~ N(p, 7%,

em que 7 é um desvio-padrao constante e N(a, b) denota a distribuigdo normal de parame-
tros @ e b. Dessa maneira, podemos construir um intervalo de confianca exato com nivel
de confianca (1 — «)100% que é dado por

|:l6 — 2(1-a/2)T, ﬁ + Z(lfa/2)7:| ’

em que z(1—q/2) ¢ obtido de P(—2(1—a/2) < Z < Z(1-a/2)) = 1 —a com Z ~ N(0,1). Logo,

o intervalo percentil pode ser reescrito como

~

[P7Hp = 2(—as)T), NP+ 20—aj2)T)]

sem a necessidade de conhecer a funcao transformadora h(-).
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~

Muitas vezes, também nao conhecemos o erro-padréo da estatistica de interesse, ep(f) .
Uma solugao para esse problema ¢ utilizar o método bootstrap para estimar o erro-padrao,

ou seja, calcular o erro-padrao das R réplicas bootstrap.
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E muito comum em estudos das mais diversas areas tais como: biologia, ciéncias soci-
ais, engenharia, estatistica, entre outras, a busca pelo conhecimento de como variaveis
de interesse do estudo se comportam condicionadas a valores de outras variaveis. Uma
ferramenta teoérica muito utilizada que soluciona esse tipo de questionamento é a analise
de regressao, que a partir de um modelo matematico faz uso de um certo conjunto de
variaveis denominadas de covariaveis para tentar explicar o comportamento da variavel
de interesse que é, geralmente, denominada como resposta. Outra situagao muito fre-
quente é que a variavel de interesse, seja do tipo percentagem ou proporg¢ao, ou seja, a
variavel resposta possui suporte no intervalo (0, 1) (ver Segao 1.1). Nesse sentido, Ferrari
¢ Cribari-Neto (2004) desenvolveram a classe de modelos de regressao linear beta, que é
baseada na suposicao de que a variavel resposta tem distribuicao beta com uma parame-
trizacao que é indexada pela média e por um parametro de precisao. A seguir, realizamos
uma breve apresentacao da distribuicao beta com algumas de suas propriedades, bem

como, o modelo de regressao linear beta.

2.1 Distribuicao Beta

Consideremos Y uma variavel aleatoria continua, dizemos que Y tem distribuicao beta
com parametros p,q > 0 se sua fungao densidade de probabilidade (fdp) é dada por

F(ip.q) = %ywl gy,

em que 0 <y < 1el () ¢éa fungdo gama definida por

F(z):/ e dt.
0

Denotaremos por Y ~ Beta(p, q).

26
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A fungao de distribui¢do acumulada (fda) de Y é obtida através de

F(y;p,q) = P(Y <y)
- P(p+4) o1y et
= [ om0

1 /y
= P — ) e
B(p,q) Jo =9

By(p, q)
B(p,q)
= L,(p,9),

em que B(-,-) é a funcao beta, By(-,-) e I,(-,-) sao a funcdo beta e a razao beta incom-
pletas, respectivamente.

A densidade beta pode apresentar varias formas diferentes, de acordo com os valores
assumidos para p e ¢q. Esse comportamento pode ser visto nas Figuras 2.1 e 2.2 em
que sao apresentadas algumas curvas da fdp e da fda, respectivamente. Notemos que ha
curvas para a fdp da distribuigao beta, sendo constante, p = ¢ = 1, simétrica (p = g = 10),
assimétrica a esquerda (p = 6,q = 2), assimétrica a direita (p = 2,q = 6) e, estritamente,
nao-crescente (p = 0.5,¢q =7 e p="7,q = 0.5). Analisando a Figura 2.2 observamos que
os valores de (p, ¢) com p < ¢ levam a maiores valores assumidos pela fda, como também,
valores de (p, q) com p > ¢ levam a menores valores assumidos pela fda.

Figura 2.1: Curvas de densidade da distribui¢ao beta para alguns valores de p e gq.

(10,10)

Fonte: A autora.
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Figura 2.2: Curvas da fda da distribuicao beta para alguns valores de p e q.
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Fonte: A autora.

Os momentos de Y sao obtidos a partir de

E(Yh) = /0y’“—g((g);(?)yp‘l(l—y)q‘ldy (2.1)

"T(p+q) prk—1 -1
| ! YW

= F(p—l—k:) (p+q) (p+Q+k) prk—11 _  \g—1
- I (p+q+k)/ Tt G- d
_ Tlp+KI(p+q)

T(p)L(p+q+k)

em que E(-) denota a esperan¢a matematica (média) de uma variavel aleatoria.
Dessa forma, a média de Y é dada por

L(p+1)I'(p+q)
L(p)T(p+q+1)
pL'(p)L'(p + q)

L(p)(p+)T'(p+q)

N (2.2)

Ptq

B(Y)

O segundo momento de Y ¢é dado por
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> I'(p+2)T'(p+9q)
B = R T2
(p+1DL(p+1)(p+q)
Lp)(p+q+1T(p+q+1)
p(p+1)I(p)L'(p+q)
Lp)p+q+ 1+l +9q)
plp+1)

p+q)p+q+1)

Assim, a variancia de Y fica dada por

p(p+1) 7
P+ep+qg+l) (»+q)?
plp+1)p+q) —p*(p+q+1)
(p+a)3(p+q+1)
- pq
- (p+aPpt+a+1) (23)

Var(Y) =

em que Var(-) denota a varidncia de uma variavel aleatoria.
Através da expressao (2.2), podemos obter as medidas de assimetria e curtose para Y,
dadas, respectivamente, por

2(¢—p)\V/pt+ g+ (pg)?
p+qg+2

B[ — )] =

3pp+q+1)2(p+q)* +palp+q—6)]
pq(p+q+2)(p+q+3)

E[(Y — p)'] =

Essas quantidades medem a assimetria e a grossura das caudas da distribuicao, respecti-
vamente.

Para apresentarmos a classe de modelos de regressao beta na proxima se¢ao, é necessario
antes considerar uma parametrizacao diferente da apresentada para a distribuicao beta.
Dessa forma, seja = p/(p+q) e d = p+q, ou seja, p=pd e g = (1 — u)p. Assim, de
(2.2) e (2.3) temos que

2

BY) = po + (1= p)o




Capitulo 2. Modelos de Regressao Beta 30

Também,
B po(l — p)o
VarlY) = e A= e+ L= e+ )
(L —p)
149
Vi(p)
T (2.4)

em que V(u) = pu(l — p) é denominada de fungdo de variancia e ¢ é interpretado como
um parametro de precisao, isto é, para dado u, se o valor de ¢ diminui entao a variancia

da variavel resposta aumenta e vice-versa, conforme esta ilustrado na Figura 2.3.

Figura 2.3: Comportamento da varidncia dado u fixo para alguns valores de ¢.

1]
-
o
3 9
+ O
2
N
2
> 0
o
o
o
O.,
o T T T T T
0 5 10 15 20
¢

Fonte: A autora.

Dessa forma, utilizando a nova parametrizacgao, a fdp fica dada por

I'(¢) -1 1-p)g—1
Flys s ) = Y1 = y) e 2.5
R T N (LA 29
O<pu<leop>0.

Um resultado importante é a distribuicao beta pertencer a familia exponencial. De fato,
segundo Lehmann e Casella (1998), uma familia P = {py, 6 € © C IR*} de distribuigoes

forma uma familia exponencial s-dimensional se as densidades em P podem ser escritas

como
py(y) = exp {Z niTs — C(n)} h(y),
j=1
em que n;, j =1,2,...,s, e C(n) s@o fungdes reais de 6, T}’s sdo fungdes a valores reais

definidas sobre o suporte da distribui¢ao e h(y) é definida sobre o suporte da distribuigao
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a valores reais e nao negativos.

Assim, reescrevendo a expressao (2.5) temos

em que s =2, m = ud, o = ¢, Ty = log(y/(1 —y)), Tz = log(1 —y), h(y) = 1/(y(1 —y))

. I(o)
Cln) = —log (rm@r(u = m))
= —logl'(n) +logT'(m) + logT'(ne — m).

Concluimos assim que Y pertence a familia exponencial.
Assim, por resultados da familia exponencial obtemos que

) - w2

_ 9C(n)

om
= Y(m) —(n2 —m)
= P(pd) —Y((1 — p)9e), (2.6)

e ainda,
Yy
Var(Ty) = Var (log (m>)

_ 9°C(n)

ont
= ' (m) + ¢ (2 —m)
= Y'(ug) + ' (1 — p)o). (2.7)

Os resultados em (2.6) e (2.7) serdo muito tteis em célculos referentes aos modelos de

regressao beta apresentados nas proximas segoes.

2.2 Modelo de Regressao Beta com Dispersao Fixa

Utilizando a parametrizagao da distribuigdo beta dada em (2.5), Ferrari e Cribari-Neto
(2004) obtiveram uma classe de modelos de regressao que permite modelar a média de uma
variavel resposta do tipo percentagem ou proporc¢ao sujeita a um parametro de precisao.
Sejam y1,¥ys, ..., Y, variaveis aleatorias independentes, em que cada y;, ¢ = 1,2,...,n,

segue a densidade em (2.5) com média p; e precisao desconhecida ¢. No modelo proposto
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é suposto que a média de y; pode ser escrita a partir de

k
9(us) =Y By = i, (2.8)

j=1
em que j = 1,2,...,k, B = (B1,5B2,....8:)" & um vetor de parametros de regressio
desconhecido (8 € IR*), n; ¢ um preditor linear, x;, Zjo, . . ., Zix sdo observagoes de k < n

variaveis explicativas da média, assumidas fixas e conhecidas e g(-) € uma fungao de ligagao
que deve ser estritamente monotona e duas vezes diferenciavel. Notemos a partir de (2.8)
e (2.4) que u; = g *(n;) e Var(y;) = V(g1 (n:))/(1 + ¢), o que significa que mesmo que
o parametro de precisao seja constante, a variancia da variavel resposta nao é constante,
pois depende da média.

De (2.5), segue que o logaritmo da fungao de verossimilhanga é

UB,9) = >_ Lk, 9), (2.9)
em que

li(pi, 9) = logT(¢) —log T'(pid) — log I'((1 — p1)¢) + (psp — 1) log(y;)
+ [(1 = pi)o — 1]log(1 — y;).

Dessa forma, as entradas do vetor escore para (3 sao obtidas de

i=1
em que ;. € o i-ésimo valor da r-ésima covariavel, ¢ = 1,2,...,n, r = 1,2,...,k, t; =

[¢' ()] 7Y, ¥(+) é a funcao digama definida por ¥(z) = d[logT'(2)]/dz e

i =tog (1) e i = vliud) — (1~ 1)) (2.11)
Assim, o vetor escore para 8 é dado por

Us(B,¢) = oX T (y" — p*), (2.12)

em que X ¢ uma matriz n X k cuja j-ésima coluna é o vetor x; que representa os valores
da j-ésima covariavel, j = 1,2,...,k e T = diag{ty,ts,...,t,}. Percebemos a partir do
resultado (2.6) e pelas definigdes dadas em (2.11) que E(y}) = pf. Definindo

vi = ¢ (i) + (1 — ) 9) (2.13)

e utilizando o resultado (2.7), obtemos que Var(y;) = v;.
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Ja o vetor escore para ¢ é dado por

n

Us(B,¢) = D [(0) + mily; — ) — (1 = pi)o) +log(1 —y)].  (2.14)

i=1
Seja u; = Y(p) + pi(yF — ) — (1 — pi)¢p) +log(1l —y;). O vetor escore para ¢ fica dado
por

i=1
Considere agora as segundas derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca ¢;(1;, ¢).
Para j =1,2,..., k, temos

a2€i<ui7 (b)
90, 0p;

—¢l’ir$¢j%

em que ¢; = t2[t;g" () (y; — pf) + ¢v;]. Entao, matricialmente, temos

2
THB9) _ exTex,
oBoB
€m que Q = diag{q17 q2, - .. 7Qn}
Além disso, precisamos também de
62&(#17 ¢)
8/87.8¢ :L"LT ’Lf’b?

em que

fi=ai—i—p) e =W (o) — ' ((1— p)o)(1 — ).

Matricialmente, temos

’UB ) T
“opos
em que f = (f1, fo,. -, fn)".
Por fim,
8261‘ 79 / ’ ,
T~ 0(0) 20/ m0) + (L= (1 - 1))
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em que d; = p2' (uid) + (1 — pi)*W' (1 — p3)é) — ' (¢). Matricialmente, tem-se

0*U(B, ¢)

T —tr(D),

em que D = diag{d,,ds,...,d,}.

Dessa forma, obtemos a matriz de segundas derivadas, que é dada por

- s Up
(=0 (B,0)=1|." . 7
(8,9) [ lop  Loo ]

em que (gp= —dX QX lpy=Lyp= —XTf e ly5= —tr(D).
A matriz de informacao de Fisher é dada por

Kgp Koo

em que as submatrizes sao obtidas aplicando menos a esperanc¢a na matriz de segundas
derivadas. Dessa forma, utilizando o fato de que E(y}) = pf temos

—E (82€i(ui,¢)) = ¢$ir$z‘jE(C]z‘)

00,0B;
= owayti[tig" () E(y; — 1) + dv;)

= befir%jwu

em que w; = @t?v;. Matricialmente, temos

2
Kps = —E (M) = XWX,
0Bos
em que W = diag{ws,ws, ..., w,}. Também, obtemos que

Pl )\ _ L inir
-E (W) = x,LE(fi).

Dado que E(f;) = ¢;, matricialmente, temos

0%((B, ¢))

otpP,9) T
9500 X Te,

Kpy = Kgﬂ = —E(

em que ¢ = (c1,Cz,...,Cn) .

Por tltimo,

Ky = —FE (%@) — tr(D).
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Uma caracteristica importante dessa classe de modelos é que os parametros 3 e ¢ nao sao
ortogonais, diferentemente do que ocorre na classe de MLGs (McCullagh e Nelder, 1989).
Ainda, sob algumas condi¢bes de regularidade, os estimadores de méxima verossimilhanca
tém distribuicio assintotica conjunta dada por 6 ~ Nis1(0, K1), em que 0= (,@, o) e
a matriz K~ é apresentada a seguir.

Ferrari e Cribari-Neto (2004) apresentam a matriz K !, a qual ¢ dada por

K= K(8,¢) = [ fe e ] .

KB oo
em que

KPP = %(XTWX) {]Ik +

XTTCCTTTX(XTWX)_l}
£¢ ’

em que £ = tr(D) — ¢ e TTX(XTWX) X Te,

B _ feBoT _ _é(XTWX)—lXTTQ

e K9 = ¢71 1, é a matriz identidade de ordem k.

2.3 Modelo de Regressao Beta com Dispersao Variavel

No modelo de regressao beta proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004) é assumido que
o parametro de precisao ¢ é constante para todas as observagoes. Porém, o uso deste
modelo de regressao quando a precisao ¢ varia de acordo com as observacoes pode afetar
de forma dréstica a estimagao dos parametros da regressao. Smithson e Verkuilen (2006)
propuseram uma extensao do modelo de regressao linear beta que admite que a dispersao
(ou precisao) também possui estrutura de regressdo. A seguir apresentamos a classe de
modelos de regressao beta com dispersao variavel.

Sejam y, s, ..., Y, variaveis aleatorias independentes, em que cada y;, i = 1,2,...,n,
segue a densidade em (2.5) com média p; e precisao ¢;. No modelo proposto a média de
y; continua tendo a estrutura apresentada em (2.8), no entanto, a precisdo de y; segue a
estrutura heteroscedéstica dada por

q
h(¢i) = Z’szz'j = v, (2.15)
j=1
em quey = (1,72, . .- -Y,) ' ¢ um vetor de pardmetros de regressao desconhecido (y € IR),
¥; ¢ um preditor linear, 2z, 22, . .., 2y Sa0 observacoes de ¢ < n variaveis explicativas da

dispersao, assumidas fixas e conhecidas e h(-) é a funcdo de ligagao para a dispersao que

deve ser estritamente monétona e duas vezes diferenciavel.
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De (2.5) segue que o logaritmo da fungao de verossimilhanga é

i=1
€ que

Ci(pi, i) = log (@) — log T'(pipi) — log T'((1 — pi) ) + (papi — 1) log(vi)
+ [(1 = pi)o — 1]log(1 — y;).

Dessa forma, as entradas do vetor escore para (3 sao obtidas de

n
Us, (B,y) = D diwati(yf — 117"), (2.17)
i=1
em que x; é o i-ésimo valor da r-ésima covariavel relacionada & média, i = 1,2,...,n,

r=1,2,....k t; = [¢'(1;)] 7", y; esta definido em (2.11) e

it =U(pigi) — V(1 — pa)di). (2.18)

Assim, o vetor escore para 3 é dado por

Us(B,v) = X OT(y* — p™),

em que X é uma matriz n X k cuja j-ésima coluna é o vetor x; que representa os valores
da j-ésima covariavel, j = 1,2,... k, T = diag{t,ts,...,t,} e & = diag{o1, P2, ..., dn}.
Ressaltamos a partir do resultado (2.6) e pela defini¢io dada em (2.18) temos que E(y;) =
(%, Definindo

v; = Vi(padi) + Vi((1 — i) ds),

e utilizando o resultado (2.7), obtemos que Var(y;) = v}.
Ja as entradas do vetor escore para 7 sao obtidas de

n

_ i k ok
va (ﬁ? '7) = Z Zipl; Uy, (2.19)
i=1
em que z;, ¢ o i-ésimo valor da p-ésima covariavel relacionada a dispersao, i = 1,2,...,n,

p=1,2,....q t:=[N(p)] " e

ui = (i) + pay; — i) — V(1 — pi)di) + log(1 — wi).
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Assim, o vetor escore para 7y é dado por
U,(B,v) = Z"T*u",

em que Z ¢ uma matriz n X ¢ cuja j-ésima coluna é o vetor z; que representa os
valores da j-ésima covaridvel da dispersao, j = 1,2,...,q, u* = (uy,ug,...,u,)" e
T* = diag{t], t5, ..., t;}.

Consideremos agora as segundas derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca
Ci(pi, @) para j =1,2,... k:

(1, di)
aﬂraﬁj

—¢i$i7~$ijq:7
em que qF = t2[t;q" (1) (y; — 1*) + ¢;v;]. Entao, matricialmente, temos

82€(/677> _ vy 7T *
205" = XTOQ X,

em que Q" = diag{qy, g3, ..., q,}-
Além disso, precisamos de

;i i)
98,07

= —Tipzptit] 7,
em que

fi=c =W —w") e = (b — (1 — pi)di) (1 — p)l.
Matricialmente, temos

aZE(IBa 7) T
— 1 = _X'TT*F*Z
0B~y T ’

em que F = diag{ f{, f3,.... fi}.
Por fim,

0?01, di)

= T ZipRiky,
MV Vi

em que m; = t2[tih" (¢;)ul + df], h"() é a segunda derivada, e

df = 120 (pathi) + (1 — )9 (1 — pa)pi) — ¢ ().
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Matricialmente, temos

em que M = diag{my, ma, ..., my}.
Dessa forma, obtemos a matriz de segundas derivadas dada por

.:Bﬁ %Bv]
éwﬁ gw

em que (gg= —X " ®Q*X, (p=( 5= —X " TT*F*Z e (= —Z " MZ.
A matriz de informacao de Fisher é dada por

K:K(ﬁ,y):[Kiﬁ KT]’
B Yy

em que as submatrizes sao obtidas, aplicando menos a esperanca na matriz de segundas

derivadas. Dessa forma, utilizando o fato de que E(y}) = p;* temos

B (azei(ui,@)) — b B()

aﬁraﬁj
Grpijt: [Lig" (1) By — ui™) + ¢ivy]]

k
= QziTi Wy,

em que w; = ¢;t7v}. Matricialmente, temos

2
Kjy=—-E (M) = XTOoW*X,
0B
em que W* = diag{w},ws,...,w’}. Também, temos que
62@(,&@‘, @)
Bl —F—"] = uzptit;E(f)),
( aﬂra,yp ) x Zp [ (fz)

como E(f}) = ¢f, matricialmente,

9*0(B,7)
* x 1 ) T * Y%
Por ltimo,

* 62€</377) Tr*2 1y

Ainda, sob algumas condic¢oes de regularidade, os estimadores de méxima verossimilhanca
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~

tém distribuicdo assintética conjunta dada por 6 ~ Niiq(0, K*71) em que 0 = (B,v)" e
K*~! ¢ apresentada a seguir.

Espinheira et al. (2007) apresentam a matriz K* !, a qual ¢ dada por

K*ﬁﬁ K*ﬂ'Y
x—1 *—1 _
K - K (/677> - [ K*fyﬂ K*’y’y ] ?
em que
K% = (XTOW*X — X CTT*Z(Z'T**D*2)"' 2" T*TCT X) ™,
KY =Kk = _KPXTOTT 2(27 T D" 2) ",
(§]

K= (Z"1?D*Z) " {1, + (Z'T"TC"X)K.°’ X CTT*Z(Z " T**D*2)™'} ,

em que [, ¢ a matriz identidade de ordem gq.



Capitulo 3
Teste Baseado em Influéncia Local

Testes de hipoteses sao de grande importancia em situagoes quando necessitamos tomar
decisoes no sentido de rejeitar ou nao uma afirmagao (hipotese) que fizemos sobre a popu-
lacao de interesse, baseando-se em um conjunto de informagoes obtidas através de dados
amostrais. Nesse capitulo, primeiramente, apresentaremos o teste de hipoteses baseado
em influéncia local proposto por Zhu e Zhang (2004) e uma proposta de melhoramento
do mesmo. Em seguida, aplicaremos o teste aos modelos de regressao beta com dispersao

fixa e variavel.

3.1 Teste de Hipo6teses Baseado em Influéncia Local

Para introduzirmos o teste proposto por Zhu e Zhang (2004), apresentaremos algumas
suposicoes e resultados que serao necessarios.

Consideremos 1, 4, . . ., Yy, variaveis aleatorias independentes e identicamente distribui-
das (iid) com fdp ¢(y). Suponhamos que os dados vém de uma familia de distribuigoes

pertencente a

F={p(y;0): 6 € 6},

em que O tem dimensdo p e a verdadeira densidade g(y) pode nao pertencer. White

(1982), sob certas condigoes, estabeleceu a consisténcia de @, isto é, para n — oo

- D . 9(y)
00, =argmink (log ) ,
€6 p(y; 0)

em que B denota convergéncia em probabilidade. Além disso, o autor também estabeleceu

a normalidade assintética de é, isto é,
d
Vn(@ —6,) = N(0,C(8,)),

em que g denota convergéncia em distribuigao, com C(0,) = [A(6,)]'B(0.)[A(0.)]*

40
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sendo

A(8) = —E(ip (0)) e B(8) = E(iy ()i, (6)). (3.1)

3.1.1 Suposicoes

Consideremos as seguintes suposigoes:

1.

0. ¢ um ponto interior de ©, em que © é um espago limitado com métrica d, ou

seja, Ve > 0 existe um nimero finito de bolas de raio € que cobrem ©O.

0 converge em probabilidade para 6,, ou seja, para n — 0o temos que 0 £> 0.. Além
disso, 0. ¢ o tnico valor que minimiza E[Y,_, ¢4(0)].

. Para k=1,2,...,n todas as densidades p(yx; @) possuem o mesmo suporte em que

o mesmo nao depende de 6. Para todo k, (;(0) é trés vezes diferenciavel em ©, e
também, 0,0, (0)|, |0;0:(x(0)|, |0;0,010(0)| € |0;[p(yk; 0) x p(yx; @)]| sdo dominados
por B(yx) para i,j,l =1,2,...,p, em que 0; = 0/00; e B(-) esta definido em (3.1).

. Para cada ¢ > 0, existe M < oo tal que

" EIB 2]
sup > i1 BIBWr)* 1By > 1) <
n>1 n

em que [, denota a funcao indicadora do conjunto A.

. E valido também que

i PAA(0) _pg

n—00 n

em que A(6.) ¢ uma matriz positiva definida.

. Paratodoi <nejkj kK =12,...,p, £;(0) é diferenciavel quatro vezes em O e

|0;0,0k0;:4;(0)| é dominado por B(y;).

Quando n — oo entao

n"0y[SC,(6,)] 2 J1(8,),
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em que SC,(0) =>"" nCe,(0) e
J1(6) =2 {%tr{A(e)_lB(O)}} : (3.2)

8. Para cada K >0, n™' 3" | E[ki(yi; 0.)* I}, (400> vinre) — 0. Além disso,

n! Z E[k; (v 9*)2] =0,

=1

em que o2, representa a variancia da estatistica T),(0) que sera definida posterior-

mente.

3.1.2 Teste Baseado no Esquema de Perturbacao Ponderacao de

Casos

Um dos esquemas de perturbacao que é bastante utilizado no procedimento de influéncia
local é o de ponderacao de casos. Nessa forma de perturbacao, o logaritmo da fungao de

verossimilhanga perturbado é escrito como
((Blw) = wili(8), (3.3)
i=1

em que 0 < w; < 1el;(0)=log(p(y;@)). Para esse esquema de perturbagao, tem-se que
wo=(1,1,...,1)T e A = 9%(0|w) /000w avaliada em 6 e wy.
A seguir apresentaremos um teorema que seré fundamental para a introdugao da estatis-

tica de teste.

Teorema 3.1.1. Seja \g = 2tr{ A(0.) "' B(0.)}. Considerando as Suposi¢oes 1 a 5, para
o esquema de perturbacao ponderacao de casos temos os sequintes resultados:

1. ZCei £>)\0 em que C., € definido em (1.5);
i=1
2. Se g(y) = p(y;00) e By € O, em que g(y) € a verdadeira densidade de y, entao

A prova do Teorema 3.1.1 esté apresentada no Apéndice A;. A estatistica de teste que sera
introduzida ¢ baseada na quantidade > | C.,, a qual ¢ calculada utilizando o esquema
de perturbacao em (3.3). Pelo Teorema 3.1.1 vimos que essa quantidade converge em
probabilidade para A\g. Ainda, por esse teorema, se g(y) é a verdadeira densidade de y
temos que A\g = 2p. Dessa forma, para avaliar se a magnitude da soma total da medida
de influéncia é significativa, Zhu e Zhang (2004) propoéem Ay como sendo um ponto de

corte.
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O interesse recai em testar
Hy: g(y) = p(y;0) para algum 6 € O, (3.4)

contra a hipotese alternativa

Hy:g(y) #p(y;0) V 0c€O. (3.5)

Para isso, definamos a estatistica

n

T.(8) =n~ "2 "(nCei — o). (3.6)

=1

Zhu e Zhang (2004) obtiveram a distribuicdo assintotica da estatistica 7), definida em

(3.6). Antes de introduzirmos a distribuicio, consideremos a quantidade

k(yi: 0.) = h(yi; 0.) + J1(0:)A(6.)1(6.), (3.7)
em que ¢(0,) = 90(0,)/00, e
h(yi; 6.)=261{A(6.) " [AA] —B(6.)]} — tr{A(6.) 7 [~Los(6.) — A(6.)]A(0.) ' B(6.)}(3.8)

parat=1,2...,n.
A seguir apresentamos o teorema que caracteriza o comportamento estocastico de 2?21 nC,.

Teorema 3.1.2. Sob as Suposicoes 1 a 8, € vailido que

RT3 nCe = 0720+ 072 k(g 04) + 0,(1),

=1 i=1

em que o,(+) denota a ordem de grandeza. Além disso, se S 1, E[k?(yi; 0.)]/n = o2 temos
que T,,(8) % N(0, o2).

A prova do Teorema 3.1.2 esta apresentada em Zhu e Zhang (2004). Logo, primeiramente
estimamos 0., A(0,), B(6,) e J;(0,), em seguida, o,. Portanto, temos que k(y;; @) serd um
estimador de k(y;; 6.). Denotando S}, como sendo a variancia amostral de {k(y;; 6),i=

1,2,...,n} , temos que S,f,c ¢ um estimador consistente para 2.
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Do Teorema 3.1.2 temos

Tu(8) = n7 23 " (nC., — Xo) 5 N(0,07) <=
=1

257 (nCy — Ao + 2p — 2

O«
“123 (0 9 125" (2p — A
n ZZ:l(n i p) +n 27':1( p 0) i} N(O, 1) —
O
“123° (pO 9 125" (9p — A
n P (nCe, = 2p) + 020 (20— Xo) 4 N(0, 1). (3.9)
O«

Baseado em (3.9), considere a seguinte estatistica de teste:

" n~2(nC,; — 2p)
U = >, » . (3.10)
=1 ’

A estatistica definida em (3.10) se torna uma ferramenta util de diagnostico para verificar

o ajuste global do modelo suposto, isto é, testamos a hipotese Hy : A\g = 2p versus
H1 . /\0 7& 2p
Ainda, note que se cg = A\g — 2p # 0, entao
n'/?¢
Up = N(O> 1) + 07
O«

a qual ¢ dominada por (n'/2cy)/c*. Assim, sob uma sequéncia de alternativas locais

1

Ao — 2p = n~Y2¢;. Logo,

n'2(Xo — 2p)
o,

Uy = N(0,1)+

= N(0,1) + .

Ox
Portanto, U, —d>N(O7 1) + ¢1/0. = N(c1/0.,1). Logo, para realizar o teste, utilizamos a
distribuicao assintotica da estatistica U,, que é normal padrao.

3.2 Calculo da Estatistica para a Regressao Beta

Nessa se¢ao aplicaremos o teste proposto por Zhu e Zhang (2004) ao modelo de regressao
beta com dispersao fixa e varidvel.

3.2.1 Dispersao Fixa

Inicialmente obteremos as matrizes A(€) e B(0) definidas em (3.1). A expressao de A(6)
ja foi obtida na Segao 2.2, pois A(0) = K (3, ¢). Agora, precisamos da expressao para a
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matriz B(@). Dessa forma, segue que
E(Us,Us) = E|¢) muti(y; — 1 ¢szm — 1)
i=1

= Y ) wergtt By — 1) (i — 1))

i=1 I=1
Notemos que para ¢ # [, como y;’s, i = 1,2, ..., n, sdo independentes, entao

El(y; — pi) (v — uz)] = E(y; — 1)) E(y —u;) =0,

em que ind significa igualdade sob independéncia. Assim,

E(UsUs,) = ¢*> wpaatiBl(y; — )’

n

= ¢ Z Ty xte Var (y))
i=1
n

= ¢ Z TirTt; v;
i=1
n

= ) zpryw;
i=1

Entao, matricialmente, temos
E(UsU;) = ¢X WX.

Também, precisamos de

n

E(U5TU¢) - ¢Z$W 7 yz 7, Z

j=1

= ¢Z%tiE[(yf — i Jui
- ¢szr i yzuz :qu(uz)] (311)

Mas

E(yiwi) = E{y [y —pi) +log(l — i) — (1 — pi)p) +(4)]}
= wlEW?) — wEW)] + Ely; log(1 — y;)] (3.12)
+ [(6) — (1 — i) P)|E(Y;),



Capitulo 3. 'Teste Baseado em Influéncia Local 46

em que como ji vimos E(y}) = pl e E(y?) = Var(y}) + [E(y})]* = v; + p*. Porém,
precisamos ainda de E[y; log(1 — y;)]. Para isso, como yf = log(y;/(1 — y;)) temos

log(y;) = ;i +log(l —y;)
{log(y:)}* = 9;2 + [log(1 — yi)]Q + 2y; log(1 — v;)
Bly; log(1 — y:))= {E{{los(u)]} — Var(y}) — [B(s)]* ~ B{llog(1 — y)*}} . (3.13)

Para obtermos as esperangas matemaéticas necessarias em (3.13), utilizaremos inicialmente
a parametrizacao (2.1). E, em seguida, voltaremos a parametriza¢ao em fungao de u e ¢.
Considerando Z; = log(1 — y;), temos que a fungao geradora de momentos (fgm) de Z; é
dada por

Mz, (k) = B("M)
_ ekl

Tomando p = ;¢ e ¢ = (1 — p;) ¢, temos

(1 — pi)o + K)T'(9)

Ma®h) = S oo+ k)

Dessa forma, para obtermos E{[log(1 —y;)]”} precisamos da segunda derivada de Mz, (k)
avaliada em £ = 0. Temos

My, (k) = —-[Mz, (k

= Mk + (1 = pa)@) = Tk + (1 = pa)9) (¢ + k)]

Também,
" d?
le (k) - de [le (k)]

_ I'(¢) , o o
= A aere L+ (1= m)e) =20k + (1= j)o)e(@ + k)

— T(k+ (1= pu)e)V' (¢ +k) + Tk + (1 — p)o) (¢ + k)"
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Usando o fato de que I'(z)/T'(z) = ¢'(x) + [¢(z)]* e ap6s alguns calculos, temos

E{llog(1 — y)]’} = M2 (0)
o F(Qb) Vi . _ / .
= (1= 1) )T(0) {1 = pi)p) — 2T ((1 — i) @)o(o)
C (1 - p))(9) + T((1 — m)) ()}
_ 5%9—£%§—2mu—¢m@www—wwy+wwm2

r(
= V(1= m)9) = ¥'() + [W((1 — w)9) — (o))" (3.14)

Precisamos também de E{[log(y;)]?}. Seja Zs = log(y;). A fgm de Z, ¢ dada por

Mz, (k) = E(e%)

Ely;]
= /y p+q 1 — ) dy;
0

I'(p+ (p+Q) Fp+qg+k) pie
()T @+q+k»/ bt
I( )
I )y

—y;)" dy;

p+k)I(p+q
p)l(p+q+k

Tomando p = ;¢ e ¢ = (1 — ;)¢ temos

L(O)T (i + k)

Mz = Farerr)

Dessa forma, para obtermos E{[log(y;)]?} precisamos da segunda derivada de Mg, (k)
avaliada em k& = 0. Logo,

Ay

My, (k) = —-[Mp (k)]
_ YO 1k + i) = Dk + (6 + k)]
L(1:0)0 (¢ + k) Z Z '
Ainda,
174 d2
My, (k) = s [May (k)
_ L@ i 4 i) — 20k + )6+ &)
T((11:0)T (¢ + k) 1 Z

— T(k+ mo)d' (¢ + k) + Dk + i) (o + k)]*}.
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Assim, temos

E{llog(y:)]"} = Mz, (0)

PO o
= Tmar) L we) 2 o)u(o)

— T(uid)t'(¢) + T (o) [ ()]}
= V(o) — ' (9) + [V (o) — ¥ (9)]*.

Utilizando todas as esperangas matematicas obtidas, apos alguns calculos temos que (3.13)
fica dada por

Bly log(1 — y)] = 5 {B{llos(u)]} — Vax(y?) — [B(s5)]? — B{log(1 — )]’}

= )~ 0(0) + (i) — (D) i — i
— (1)) ) — [ - ) —H@PY. (315)

De (2.11) e (2.13), a expressao (3.15) se reduz a
Elyflog(1 —yi)] = pi[0((1 = p)e) — ()] — (1 — pi)o). (3.16)

Assim, voltando & expressao (3.17), temos

B(yiu) = milvi+u;” — 1% + [ (1 =)o) — (8)] — ' (1 — i) g)
+ (o) = (1 — i) d)]ps;
= il (o) + ' (1 — p)d)] — (1 — pi))]

<

= (o) — ' (1 — pa)o) (1 — ;)
- % (3.17)
Ainda, em (3.11) precisamos de E(u;). Entao,
Blu) = 9(0) + ply; — 1) = (1 = pu)¢) + E(log(1 — ;)
= ¥(¢) = (1 = i)d) + E(log(1 — y2)).
Para obtermos E(log(1 — v;)) basta avaliar M7, (k) em k = 0. Dessa forma,
E(log(1 —y:)) = Mz (0)
= e )6) ~ (1~ p)0)0(o)
T((1 = pi)$)T' (o) l Z
= (1 = pi)o) —(0). (3.18)
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Entao,

E(u;) = (@) = (1 = pi)d) + (1 — p)9) — 1(¢)
= 0. (3.19)

Assim, das Expressoes (3.17) e (3.19) obtemos que (3.11) fica dada por

E(UsUy) = X'Te.

E(UU,) = E[(iu)zl

Por fim, temos

em que a pentltima igualdade segue de (3.19). Notemos que precisamos de E(u?). Assim,

B{ [y 17) +1og(1 = 3:)*} + [90(0) — (1 — p)9)]?

2[Y(¢) — (1 — ) ) Elps(y; — p7) +log(1 — i)

piVar(y; ) + E{[log(1 — 4:)]*} + 2 {E[y; log(1 — ;)] (3.21)
— p;Eflog(1 — yo)l} + [¥(¢) — (1 = pi))]?

+ 2[(@) — (1 — pi)o)|Eflog(1 — ys)].

4+

De (3.14), (3.16) e (3.18) temos que (3.22) se reduz a

E(uf) = pivi+¢'(1— m)9) = ¢'(9) + (1 — w)o) — ¥(9)]?

2pi{ i [ (1 = pa)@) — (0)] = (1 = pa)@) — i [W((1 — i) ) — ()]}
(
(

~ +

) —
[0(6) — (1 = pa)9)* + 2[p(¢) — (1 = ) )] [((1 = i) ) — ()]
pv + 0 (1 =)o) — ' (0) = 2p' (1 = 1))
1[0 (i) + %' (1 = ) @)] + ' (1 = ) @) — ' (8) — 209" (1 — i) 9)
= p3 (i) + (1 — )Y (1 = ) ) — ' (9)
= d, (3.22)
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Logo, substituindo (3.22) em (3.20), temos que

E(UsU,) = d;

= tr(D).

—_

Portanto, a matriz B(0) fica dada por

XWX X'Te

BO=1 prx tr(D)

Assim, para o modelo de regressao beta com dispersao fixa, temos A(8) = B(0). Portanto,
utilizando esse fato em (3.2) temos que

0 -1
Q?W{A(a) B(6)})
= 255 (tr{lk1})

= 0,

Ji(0) =

em que 0 é um vetor de zeros de dimenséao (k + 1) x 1. Assim, a expressao de k(y;; 6.) se

torna

k(y;;0.) = 2tr{A(6.)7'[AA] - B(6.)]}
— tr{A(6.)'[~los(6.) — A(6.)]A(6.)'B(6.)}
= 2tr[A(0.) T AAT — Tiy] + tr[A(0,) Wgg(0,) + Tia].  (3.23)

Também precisamos da expressao para a matriz A. Vimos na Secao 1.2.1 que A =
920(8|w)/000wT avaliada em O e wy. Assim, considerando o esquema de ponderacio de
casos, temos que o logaritmo da fungao de verossimilhanga perturbado ¢ dado em (3.3).

Logo, a i-ésima coluna da matriz A é dada por

A (a?z,-(mw) 020;(0|w) aZei(e|w)>T‘
o 0B10w; 7 OBL0w; T 0dOw; 0-0.w-w,
_ (%(9) 01:(8) a%-(e))T‘
opyr 7 OB T 09 6=0

A partir de (2.10), temos que para r = 1,2, ...,k

0L;(6)
e

= Pxiti(y; — pi),
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e também a partir de (2.14) temos

Assim, a matriz A avaliada em 6 e wg é dada por

A= ( ¢XTTE ) , (3.24)

u

em que B = diag{(y; — A1), (y3 — f3), .-, (i — i)}, T = tr{br, by, 1} e @ =
(tiy, G, . . ., Gy) "

Dessa forma, para o modelo de regressao beta com dispersao fixa, calculamos a estatistica
U, utilizando a expressao (3.10) em que p = k+ 1, C,, é obtida através de (1.5) utilizando
a matriz A apresentada em (3.24), e Sk ¢ estimado através do calculo do desvio-padrao

de k(y;; 0.) apresentado em (3.23) o qual é avaliado em 6.

3.2.2 Dispersao Variavel

Inicialmente, obteremos as matrizes A(6) ¢ B(6) definidas em (3.1). A expressao de A(0)
ja foi obtida na Segao 2.3, pois A(0) = K(3,7). Agora, precisamos da expressao para a
matriz B(@). Dessa forma, segue que

EUsUs) = E|D byl — 1) Y dsugtilyi — 1)
i=1 =1

= Z Z pipiri it B (yi — i) (i — )]

i=1 =1

Novamente, temos que para i # | E[(y; — u") (o — 1)) " E(y; — ") E(y; — i) = 0.
Assim,

n

E(UsUs) = D otwaratiBl(yi — ')’
i=1
= Y Slawat? Var(y))
=1
= Zﬁb?l‘ir%zt?vf
=1

n
I *
= E (bixirxilwi .
i=1
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Entao, matricialmente, temos
E(UsUg) = X'OW*X.

Também, precisamos de
E (UﬁTva) = E Z Qbimirti(y: — uf*) Z szt;u;f
i=1 j=1
= Y diwizptit] [B(yw) — 1 E(u))].
i=1

Analogamente, ao que foi feito na subsegao anterior, obtemos que E(yfuf) = ¢;/¢; e
E(u}) = 0. Portanto,

E (UﬁT Ufyp) = Z ZIZ'WZZp(bltlt;k%
i=1 i

n
2 : * %

== :U’irziptiti C; .
=1

Desta forma, temos
E(UgU,) = X'TT*C*Z.

Por fim,

E(U,U,) = E (Z Ziptiuy szp’?u;)
i=1 j=1
= Zzipzikth(u;kQ)'

i=1

Novamente, analogamente ao que foi feito na subsegao anterior, obtemos que E(u}) = d.

Matricialmente, temos
EUU]) = Z'T*D*Z.
Portanto, a matriz B(€) é dada por

XTow+*X X'TT*C*Z

B(8) =
(6) ZTo*T*TX" ZTT**D*Z

Assim, notamos que, para o modelo de regressao beta com dispersao variavel também
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temos A(6) = B(0). Portanto, utilizando esse fato em (3.2) temos que
22 ({A0) " BO))
00"

0
= 2 (tr{ls})

Ji(0) =

em que 0 é um vetor de zeros de dimensao (k + ¢q) x 1. Assim, a expressao de k(y;; 0.)

fica dada por

k(yi0.) = 2tr{A(6.)7'[AA] —B(6.)]}
— tr{A(0.) 7' [~ls(6.) — A(6.)]A(6.)"'B(6.)}
= 2tr[A(0,) TIAA] —Tiyy] + tr[A(0,)We(0,) + Ty, (3.25)

Também precisamos da expressao para a matriz A. Vimos na Secao 1.2.1 que A =
920(0|w) /800w avaliada em 6 e wy. Assim, considerando o esquema de ponderacao de
casos, temos que o logaritmo da fungao de verossimilhanga perturbado é dado em (3.3).
Logo, a i-ésima coluna da matriz A ¢ dada por

A (8%AMw> 0%;(6|w) 0(;(6]w) a%xquT‘ A

‘ IB10w; 7T OBOw; T OmOw; T O,0w; 0-0 . w-w,
C(on8)  au(e) 9*0)  02(0)\ "
N (351 0BT o T O ) ‘079'

A partir de (2.17), temos que para r =1,2,...k

94:(6)
95,

= vt (Yl — 1),

e também a partir de (2.19) temos que, parap =1,2,...,q,

0L;(0)
0 Yp

. Lok ok
= Zpl;u;.

Assim, a matriz A avaliada em 6 e w, é dada por

XTOTE
A= . , 3.26

em que & = tr{¢1,a,...,bn}, B = diag{(y; — ii"), (3 — 15, .-, (i — i)}, T =
tr{t, &5, ..., 0y e a* = (43,45, ...,0%)".

’

Dessa forma, para o modelo de regressao beta com dispersao varidvel, calculamos a es-



Capitulo 3. 'Teste Baseado em Influéncia Local 54

tatistica U, utilizando a expressao (3.10) em que p = k + ¢, C., é obtida através de
(1.5) utilizando a matriz A apresentada em (3.26) e Sy . ¢ estimado através do céalculo do

desvio-padrio de k(y;; 8,) apresentado em (3.25) o qual é avaliado em 6.



Capitulo 4
Estudos de Simulacao: Parte 1

Nesse capitulo, apresentaremos os resultados de alguns estudos de simulagao de Monte
Carlo com o intuito de avaliar o desempenho do teste desenvolvido nesse trabalho, quando
consideramos os modelos de regressao beta com dispersao fixa e variavel. Para tanto,
foram calculadas as taxas de rejeigao sob a hipotese nula (tamanhos do teste). Em seguida,
apresentamos resultados de estudos de simulagoes para o tamanho do teste referentes a
um melhoramento feito no mesmo teste, utilizando a metodologia bootstrap. Ja com a
melhoria feita no teste, apresentamos também os poderes do teste quando sao introduzidas
algumas ma especificagoes aos modelos. Em todas as simulagoes foram consideradas
5000 réplicas de Monte Carlo, tamanhos amostrais iguais a n = 40,80 e 120 e niveis
nominais a = 1%, 5% e 10%. Para obter tais amostras, inicialmente e de forma aleatoria,
foram geradas amostras de 40 observagoes dos regressores, as quais foram replicadas duas
vezes a fim de se conseguir compor os demais tamanhos amostrais. A replicagao é feita

com o objetivo de manter constante o grau de heterogeneidade da dispersao, medido por

A = max(¢;)/min(¢;), i = 1,2,...,n. A especificagdo da média dos dois modelos é
i >
em que g(-) é a fungao de ligacao logito, Bj e x;;, com j = 1,...,5, sao os parametros

a serem estimados e as varidveis explicativas da média, respectivamente. A especificacao
do parametro de precisao (para o modelo com dispersao variavel) é dada por

5
h(¢:) = log(s) = > i,
j=1

em que h(-) é a funcao de ligacdo log, v, e z;, com j = 1,...,5, sdo os parametros a

serem estimados e as variaveis explicativas da dispersao, respectivamente.

95
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4.1 Modelo de Regressao Beta com Dispersao Fixa

Nessa secao, apresentaremos os resultados de estudos de simulacao referentes ao desem-
penho do teste aplicado ao modelo de regressao beta com dispersao fixa. Foram consi-
deradas y1,¥s,. .., Yy, variaveis aleatorias independentes, em que y; ~ Beta(u;, ¢), com
1 =1,2,...,n. Para a obtencao dos tamanhos do teste, a variavel resposta foi gerada
e modelada sem erro de especificacao do modelo. Apoés a estimacao dos pardmetros do
modelo, aplicamos o teste baseado em influéncia local apresentado na Subsecao 3.2.1. As
covariaveis utilizadas para essa situacao foram geradas a partir da distribuicao lognormal
padrao, e da distribuicao Bernoulli de parametro 0,2. Ainda consideramos trés cenarios
para os valores de p: préoximo do zero, préoximo do um e central. Em relacao aos va-
lores utilizados para os parametros que compoem a componente sistemaética, no cenario
em que p € proximo do zero, consideramos 5y = —2,4,8, = 1,9,8; = 0,7,8, = 3,4
e f5 = —3,0. Para o cenario em que p é proximo do um, os parametros foram ; =
2,0,68, = 2,5,83 = 3,2,06, = 2,9 e f5 = 2,9. Por fim, quando p é central, utilizamos
B =—-1,0,6,=0,9,083 = 12,5,6, = 13,0 e 85 = 0,9. Além disso, foram considerados
trés cenarios para o parametro da precisao: ¢ pequeno, médio e grande, mais especifica-
mente, ¢ = 20,50 e 150. A Tabela 4.1 apresenta os percentuais de rejeicao sob hipotese
nula de que o modelo esta corretamente especificado.

Tabela 4.1: Niveis empiricos para o tamanho do teste, usando os niveis nominais 1%, 5% e 10%.

€ [0,0049;0,1831] | 1 € [0,2965;0,8528] | 1 € [0,8909; 0, 9965]
?| 20 50 150 | 20 50 150 | 20 | 50 150

a=1%
40 |10,20] 6,46 | 4,38 | 2,62 | 2,30 | 2,34 | 7,22 | 4,24 | 1,54
80 | 588|360 1,72 | 1,06 | 1,00 | 1,08 | 4,24 | 2,20 | 0,86
120 3,66 | 2,64 | 1,56 | 1,04 | 0,70 | 0,54 | 3,40 | 1,44 | 0,36
a=5%
40 22,82 117,80 13,24 | 9,56 | 9,04 | 9,10 17,56 11,96 | 6,86
80 [13,.82|10,14| 7,42 | 4,98 | 4,66 | 4,72 [12,26] 7.30 | 3,96
120 | 994|710 532 | 360|298 | 298 |10,60| 524 | 2,36
a=10%
40 31,44 126,52 | 21,68 | 16,82 |15,90 | 15,26 | 25,02 | 18,08 | 12,84
80 20,48 | 16,14 | 12,66 | 8,72 | 8,64 | 8,84 |18,64|12,60| 7,84
120 |15,62[12,26| 9,70 | 7.00 | 6,38 | 598 |16.78]| 9,96 | 5,24

Notamos que, no geral, os tamanhos do teste nao estao proximos dos niveis nominais,
isto ¢, as taxas de rejeigbes empiricas nao estao proximas de a = 1%, 5% e 10%. Mais
especificamente, notamos que no cenario em que p é central, o aumento do tamanho
amostral até n = 80 faz com que o tamanho do teste fique mais proximo do valor «,
porém quando n = 120 os valores do tamanho do teste sao distantes dos niveis nominais
o que nao é esperado. Considerando o cenario em que p pertence ao extremo superior
(proximo do um), percebemos que ha uma certa melhora quando ¢ aumenta (com excegao
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de n = 120). Quando p pertence ao extremo inferior (proximo de zero), o aumento de n
e ¢, geralmente, leva a um melhor desempenho do tamanho do teste.

No Capitulo 3, vimos que a distribuicao assintética da estatistica de teste ¢ normal padrao,
no entanto, pelos resultados obtidos hé indicios de que a convergéncia em distribuicao,
para essa classe de modelos parece nao ser adequada. Nas Figuras 4.1 a 4.9 temos os
histogramas de U,, com as curvas tedricas da distribuicao normal padrao e os respectivos
qqnorm’s (grafico quantil-quantil para a distribui¢do normal) de U,, com uma reta pon-
tilhada (comparagao quantil U,, e quantil normal padréo) e outra reta (comparagao com
uma normal de pardmetros baseados na média e erro-padrao amostral de U, respectiva-
mente.), considerando todos os cenérios de n, i e ¢ obtidos das simulagoes. Analisando os
histogramas, percebemos que em todos os cenarios as distribuicoes de U,, sao fortemente
assimétricas e mais leptocirticas do que a curva da distribui¢ao normal padrao. Em rela-
¢ao a comparagao dos quantis de U,, com os quantis normais, vemos pelos ggnorm’s que a
distribuicao de U,, nao se aproxima nem da distribuicao normal padrao, nem de uma dis-
tribuicao normal de parametros média e erro-padrao qualquer, pois nas caudas os quantis
da U, ficam muito distantes dos quantis da distribuicao normal. Ainda, percebemos que o
aumento do tamanho amostral nao leva a melhora significativa no sentido de se aproximar
da distribui¢ao normal padrao. Também, o aumento de ¢ faz com que a distribuicao de
U, em alguns casos seja mais leptocurtica. Verificamos também que a diferenga entre a
distribuicao empirica de U, e a distribuicao normal padrao é maior quando considera-
mos os extremos de p. Ainda, calculamos a média, varidncia, assimetria e curtose dos
5000 valores da estatitica U,, em uma das situagoes em que a distribuicao de U,, mais se
aproximou da distribui¢ao normal e onde obtivemos melhores tamanhos dos testes, isto
é, consideramos p central e ¢ = 150. Na Tabela 4.2 estao apresentadas essas medidas.
Portanto, teoricamente, os valores para essas medidas deveriam ser 0, 1, 0 e 3, para mé-
dia, variancia, assimetria e curtose, respectivamente, pois sao os valores assumidos pela
distribuigao normal padrao. Notamos que a variancia esta sendo subestimada (proximo
a 0,5) e quando o tamanho amostral aumenta, a subestimagao é maior. A média de U,
esté consideravelmente distante do valor esperado (zero), porém esse problema aparenta
ser amenizado de acordo com o aumento de n. A assimetria é negativa, aparentando nao
se aproximar do zero com a aumento de n. Por fim, a curtose esta proxima do esperado
que ¢ 3. Decidimos avaliar a distribuigao da estatistica U,, para tamanhos amostrais mai-
ores tais como n = 500, 1000, 1500 e 2000, aqui consideramos 1000 réplicas. Novamente,
construimos os graficos e calculamos as medidas, ambos ja citados. Na Tabela 4.3 estao
apresentadas a média, variancia, assimetria e curtose para as 1000 réplicas de U,,, como
também, na Figura 4.10 temos os histogramas de U, e os respectivos ggnorm’s. Notamos
que, em relagao as medidas, a média da estatistica U,, esta consideravelmente mais pro-
xima de zero, do que nos cenario onde n era menor. O aumento do tamanho amostral
também causa ainda uma maior subestimacao do valor da variancia de U, sendo esse o
problema mais grave que percebemos. A assimetria é menor, mas nao muito, do que os

cenérios anteriores de n. Por fim, a curtose aparenta possuir o mesmo comportamento
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estando perto do valor esperado, 3. Através dos gréaficos, vemos uma leve melhoria da
distribuicao de U,, em relacao a assimetria. Notamos que a distribui¢ao amostral de U,
para esses tamanhos amostrais, nao se aproxima de uma distribui¢ao normal padrao. Na
verdade, a estatistica aparente possuir uma distribuigao assimétrica negativa, com média
nao muito distante de zero, quando consideramos grandes amostras e variancia em torno
de 0,5 (que é uma variancia diferente do esperado, que seria igual a um). Concluimos
através das distribuigoes de U,,, desses cenarios, que para o modelo de regressao beta com
dispersao fixa, a estatistica U, nao possui distribuicao normal padrao.

Tabela 4.2: Valores da média, varidncia, assimetria e curtose para as 5000 réplicas de U,, para o cenario
i central e ¢ = 150.

Tamanho amostral | Média | Varidncia | Assimetria | Curtose
40 -0,8273 0,6290 -0,4630 2,9901
80 -0,5492 0,5818 -0,5757 3,3022
120 -0,4307 0,5286 -0,51755 3,1654

Tabela 4.3: Valores da média, varidncia, assimetria e curtose para as 1000 réplicas de U,, para o cenario

i central e ¢ = 150.

Tamanho amostral | Média | Variancia | Assimetria | Curtose
500 -0,3193 0,5503 -0,4563 3,1649
1000 -0,2067 0,4943 -0,5067 3,3193
1500 -0,1906 0,4899 -0,4118 3,2348
2000 -0,1809 0,5138 -0,4324 3,3123

Devido a tal desempenho, realizamos um melhoramento do teste no sentido de obter os
quantis da distribuicao da estatistica U,, por outra via que nao seja através da distribuigao
normal padrao. Assim utilizamos a metodologia bootstrap descrita na Secao 1.2.2 para a
obtengao dos quantis empiricos da estatistica U, utilizando B = 500 réplicas bootstrap.
Usando os mesmos cenérios das simulagoes apresentadas na se¢ao anterior, obtivemos os
tamanhos do teste, agora, através dos quantis empiricos. Além disso, também avaliamos
os poderes do teste através da introducao de algumas formas de erro de especificacao do
modelo. Primeiramente, avaliamos o poder do teste sob omissao de covaridveis, isto é,
a variavel resposta é gerada utilizando todas as covariaveis, mas a mesma ¢ modelada
usando uma, duas e trés covariaveis, respectivamente. Nas Tabelas 4.4, 4.5 e 4.6, estao
apresentados os percentuais de rejeicao sob hipotese nula (tamanhos do teste - Cenario
4) e também os percentuais de rejeigao sob a hipotese alternativa, ou seja, os poderes do
teste, sob a omissao de covaridveis, considerando os niveis 1%, 5% e 10%, respectivamente.
A partir dos resultados apresentados nessas tabelas, obtivemos algumas conclusoes. Em
relacao ao tamanho do teste, percebemos a partir do Cenario 4 que o tamanho do teste
foi controlado quando utilizamos os quantis empiricos obtidos via bootstrap. Na grande
maioria das situagoes, quando n aumenta, o tamanho do teste apresenta um melhor
desempenho. Em relacgao ao poder do teste, vimos que quanto maior o nivel nominal

fixado, maior o poder do teste obtido, como esperado.
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Tabela 4.4: Niveis empiricos para o teste, usando nivel nominal 1%. M4 especificacdo: covariaveis
omitidas (Cenarios 1, 2 e 3).

Cenéarios Cenério 1 Cenéario 2 Cenario 3 Cenario 4
Modelo 9(ps) = P1 + B2 x4z 9(ps) = P1 + B2 x4z g(ps) = P1 + B2 42 9(ps) = P1 + B2 x4z
ajustado +83 i3 +83 Ti3 + 1 Tia +83 23 + Baxia + Bs Tis
1 € [0,0049; 0, 1831]
n ¢ 20 50 150 20 50 150 20 50 150 20 50 150
40 79,40 | 90,38 94,62 72,44 | 85,22 94,20 41,50 | 49,88 | 46,42 1,50 | 1,64 1,30
80 98,00 | 98,52 | 99,66 | 97,54 | 98,28 | 99,76 | 87,56 | 83,12 | 74,82 | 1,56 | 1,56 1,70
120 99,74 | 99,84 99,98 99,78 | 99,88 | 100,00 | 98,30 | 96,72 | 94,70 1,56 | 1,50 1,32
11 € [0, 2965; 0, 8528)]
" ¢ 20 50 150 20 50 150 20 50 150 20 50 150
40 26,36 | 55,52 86,90 2494 | 51,88 83,58 1,30 0,42 0,04 1,38 | 1,60 1,30
80 40,82 | 81,02 99,64 35,94 | 74,30 98,88 0,72 0,34 0,04 1,38 | 1,56 1,40
120 61,12 | 96,54 | 100,00 | 52,32 | 93,36 | 100,00 | 0,88 | 0,08 | 0,00 | 1,36 | 1,34 1,20
11 € [0,8909; 0, 9965]
n ¢ 20 50 150 20 50 150 20 50 150 20 50 150
40 50,80 | 76,52 79,22 44,84 | 71,04 79,66 18,66 | 30,90 | 20,36 1,50 1,56 1,40
80 96,44 | 98,68 98,88 93,94 | 97,40 97,88 76,20 | 77,84 | 49,08 1,12 1,38 1,62
120 99,86 | 99,88 | 99,96 | 99,72 | 99,86 | 99,80 | 96,96 | 95,30 | 74,90 | 1,40 | 1,62 1,12

Tabela 4.5: Niveis empiricos para o teste, usando nivel nominal 5%. Ma especificacao: covariaveis
omitidas (Cenarios 1, 2 e 3).

Cenéarios Cenéario 1 Cenéario 2 Cenario 3 Cenéario 4
Modelo g(ps) = P1 + B2 xs2 g(us) = 1+ B2 T2 g(ps) = B1 + B2 iz 9(ps) = B1 + B2 42
ajustado +83 i3 +B3 xi3 + B4 44 +B3 xi3 + Baxia + Bs Tis
1 € [0,0049; 0, 1831]
n ¢ 20 50 150 20 50 150 20 50 150 20 50 150
10 95,74 | 9880 | 99,64 | 92,52 | 97,76 | 99,48 | 70,72 | 80,26 | 84,48 | 5,46 | 5,56 5.18
80 99,94 99,94 100,00 | 99,86 99,88 99,96 97,52 | 96,62 | 96,02 | 5,78 | 6,04 5,58
120 100,00 | 100,00 | 100,00 | 99,98 | 100,00 | 100,00 | 99,88 | 99,72 | 99,56 | 5,86 | 5,58 5,28
1L € [0,2965; 0, 8528
n ¢ 20 50 150 20 50 150 20 50 150 20 50 150
40 64,20 91,70 99,86 55,68 85,94 99,58 5,70 3,56 0,78 5,42 | 5,90 5,78
80 74,60 | 97,48 | 100,00 | 66,46 | 94,36 | 99,98 | 420 | 1,88 | 0,22 | 4,70 | 5,26 5,04
120 86,66 99,76 100,00 | 79,14 99,20 100,00 4,14 1,32 0,08 5,48 | 5,68 5,38
12 € [0,8909; 0, 9965]
n ¢ 20 50 150 20 50 150 20 50 150 20 50 150
40 85,84 96,18 98,30 75,56 90,60 95,14 45,12 | 59,82 | 48,48 | 5,80 | 5,46 5,80
80 99,74 99,96 100,00 | 99,14 99,80 99,80 92,96 | 93,24 | 78,24 | 5,26 | 5,52 5,36
120 100,00 | 100,00 | 100,00 | 99,98 | 100,00 | 100,00 | 99,48 | 99,20 | 93,08 | 548 | 5,64 4,70
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Figura 4.1:

[0,0049; 0, 1831] e ¢ = 20.
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Figura 4.2:

[0,2965; 0, 8528] e ¢ = 20.
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Figura 4.3: Histograma com a densidade N(0,1) e ggplot de U,, respectivamente, com pu €
[0,8909; 0,9965] e ¢ = 20.
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Figura 4.4:
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Figura 4.5:

Histograma com a densidade N(0,1) e ggplot de U,, respectivamente, com p €
[0,2965;0,8528] e ¢ = 50.
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Figura 4.6:

Histograma com a densidade N(0,1) e ggplot de U,, respectivamente, com p €
[0,8909; 0,9965] e ¢ = 50.
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Figura 4.7:

[0,0049; 0, 1831] e ¢ = 150.

Histograma com a densidade N(0,1) e ggplot de U,, respectivamente, com p €
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Figura 4.8:

Histograma com a densidade N(0,1) e ggplot de U,, respectivamente, com p €
[0,2965;0,8528] e ¢ = 150.
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Figura 4.9:
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Figura 4.10:

Histograma com a densidade N(0,1) e ggplot de U,, respectivamente, com pu €
[0,2835;0,8947] e ¢ = 150.

05
L

0.4
L

0.3

0.2

0.0
L

|
1
1
Quantis empiricos
-3 -2 -1
\ . .

w

Quantis tedricos

(b) n = 500

0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7
L

0.1

0.0
L

Quantis empiricos
1

w

Quantis tedricos

(d) n = 1000

0.4 05 0.6
L L

0.3
L

0.0 0.1 0.2
L L L
| ;

l
1
l
Quantis empiricos
-3 -2 -1
. . .

w

Quantis tedricos

(f) n = 1500

0.6

0.5

0.4

0.3

0.0 0.1 0.2
L L L
1
n

L
I
l
~d /
w-
Quantis empiricos
-3 -2 -1
. . .

Fonte: A autora.

Quantis teéricos

(h) n = 2000



Capitulo 4. Estudos de Simulacao: Parte 1 70

Tabela 4.6: Niveis empiricos para o teste, usando nivel nominal 10%. M4 especificagdo: covariaveis
omitidas (Cenarios 1, 2 e 3).

Cenarios Cenério 1 Cenaério 2 Cenério 3 Cenaério 4
Modelo 9(us) = 1+ B2 x42 9(pi) = B1 + B2 w2 9(ps) = B1 + B2 42 9(ps) = B1 + B2 42
ajustado +53 ;3 +83 i3 + BaTia 183 Tig + Ba Tia + Bs Tis
u € [0,0049;0,1831]
n ¢ 20 50 150 20 50 150 20 50 150 20 50 150
10 98,62 | 99,82 | 99,06 | 97,28 | 99,48 | 99,96 | 85,18 | 91,40 | 95,00 | 10,70 | 10,90 | 10,12
80 100,00 99,98 100,00 99,98 99,98 100,00 | 99,04 | 99,08 | 98,96 | 10,92 | 10,90 10,56
120 100,00 | 100,00 | 100,00 | 100,00 | 100,00 | 100,00 | 99,96 | 99,92 | 99,94 | 11,28 | 10,72 | 10,72
1 € [0, 2965; 0, 8528
n ¢ 20 50 150 20 50 150 20 50 150 20 50 150
40 78,08 97,34 100,00 70,98 93,94 99,98 11,54 9,02 3,68 11,20 | 11,08 9,78
80 87,00 99,40 100,00 78,66 98,16 100,00 8,12 4,60 0,88 9,16 10,30 9,64
120 93,68 99,92 100,00 87,76 99,82 100,00 8,18 3,78 0,52 10,84 | 10,74 10,16
11 € [0, 8909; 0, 9965]
n ¢ 20 50 150 20 50 150 20 50 150 20 50 150
40 94,22 98,98 99,72 87,36 96,14 98,36 62,84 | 74,92 | 67,44 | 10,70 | 10,30 11,16
80 99,92 99,98 100,00 99,78 99,94 99,98 96,74 | 96,96 | 89,06 9,90 9,86 10,28
120 100,00 | 100,00 | 100,00 | 100,00 | 100,00 | 100,00 | 99,90 | 99,74 | 97,42 9,84 10,44 9,46

Tabela 4.7: Niveis empiricos para o teste, usando os niveis nominais 1%, 5% e 10%. M4 especificacao:
variavel resposta simplex.

[ € [0,0103;0,1092] | s € [0,2131;0,8289] | 4 € [0,9101;0, 9386
1 90 | 55 | 150 | 20 | 55 | 150 | 20 | 55 | 150

a= 1%
A0 | 18,44 [ 20,16 | 23,46 | 1,12 | 1,46 | 1,68 | 15,50 | 18,48 | 20,16
80 | 41,36 | 48,06 | 51,16 | 148 | 1,90 | 2,28 | 35,96 | 43,04 | 47,64
120 | 58,80 | 70,32 | 73,20 | 144 | 2,36 | 2,12 | 53,18 | 62,92 | 67,82
a=5%
40 40,24 | 39,86 | 41,78 | 5,50 6,00 6,16 | 37,44 | 37,80 | 37,04
80 | 68,46 | 69,62 | 70,98 | 594 | 648 | 6,60 | 63,82 | 65,94 | 67,80
120 | 82,30 | 86,06 | 87,18 | 5,80 | 7,44 | 7.42 | 79,04 | 81,92 | 83,52
a=10%
10 [ 5326 [ 51,52 [ 52,64 [ 10,24 | 11,00 | 11,62 | 51,54 | 48.88 | 48.20
80 79,78 | 78,80 | 79,56 | 11,40 | 11,92 | 12,54 | 76,70 | 75,22 | 76,74
120 90,38 | 91,52 | 91,98 | 11,14 | 13,04 | 13,50 | 87,58 | 88,88 | 89,48

As conclusoes a seguir sao referentes aos trés niveis nominais. Como esperado, a medida
que é omitido um numero maior de covariaveis, maior é o poder obtido. Quando u
pertence ao extremo inferior, o teste possui poder maior do que quando u pertence ao
extremo superior, o que é mais evidenciado quando n = 40. Vale ressaltar também que
quando p é central, o teste apresenta poderes mais baixos que nos outros dois cenarios.
No Cenario 3 quando p é central, obtivemos poderes muito baixos. Podemos explicar
o desempenho do teste observado nesse tltimo cenario lembrando que p é central, isto
é, a convergéncia do processo de estimacao dos parametros do modelo nao é complicada
como nos cenarios em que y pertence aos extremos, como também, a associagao do valor
By = 13 (alto), a covariavel lognormal padrao (conhecida por gerar pontos de alavanca)
fazem com que quando passamos do Cenario 2 para o 3 (adicionamos a terceira covariavel)
estamos praticamente introduzindo toda a informacao restante que estava faltando para
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explicar a média, sabendo que a ultima covariavel utilizada ¢ uma Bernoulli associada ao
valor f5 = 0,9 que nao traz tanta informacao para a explicagao da média. Por tdltimo,
verificamos que, em geral, para os Cenéarios 1 e 2 quando a precisao ¢ aumenta, os poderes
do teste crescem, nao ocorrendo apenas no Cenario 3.

Outro tipo de mé especificacdo do modelo que foi utilizada é gerar a varidvel resposta,
através de outra distribuigao com suporte no intervalo (0, 1). Consideramos a distribuigao
simplex. Assim, a variavel resposta foi gerada através da distribuicao simplex, e foi
modelada utilizando a regressao beta com dispersao fixa. Vale ressaltar que as covariaveis
utilizadas para esta situacao foram geradas a partir da distribuicao uniforme padrao.
Também, os parametros da componente sistematica utilizados para o extremo inferior de
u foram By = —3,0,0, = —1,2,683 =0,6,8, = 1,0 e 85 = —1, 1. Para o extremo superior
de p os pardametros foram g; = 3,5,0, = 1,2,083 = —0,8,8, = —1,1 e 85 = 0,5. Por
fim, para p central 5, = —1,9,08, = 1,2,83 = 1,0,8, = 1,1 e f5 = 1,3. Além disso,
foram considerados trés valores para a dispersao ¢ = 20,55 e 150. Novamente utilizando
bootstrap com B = 500 réplicas obtivemos os quantis empiricos, procedimento esse que
sera utilizado para todas os demais estudos de simulagao. A Tabela 4.7 apresenta as taxas
de rejeicao dos testes para esse erro de especificacao, isto é, os poderes do teste para esse
tipo de mé especificacao.

Observamos que, a medida que o tamanho amostral e a precisao aumentam, os poderes
também aumentam. Percebemos também que os poderes possuem desempenho seme-
lhante para os extremos de . Notemos que para o cenério em que u é central, os poderes
do teste sao muito baixos, praticamente proximos ao o que se espera para o tamanho do
teste. A partir desse resultado, entendemos que para este teste, quando utilizamos o mo-
delo de regressao beta com dispersao fixa para ajustar a média de uma variavel resposta
qualquer em que p; =~ 0,5, 7 =1,2,...,n, nao serd simples identificar se o modelo beta é
o verdadeiro gerador de dados, pois o modelo simplex possivelmente também iré produzir
um bom ajuste.

O ultimo tipo de ma especificacao que introduzimos foi gerar a variavel resposta, através
de um modelo de regressao beta com dispersao variavel e estimar através do modelo
de regressao beta com dispersao fixa. Vale ressaltar que as covariaveis utilizadas para tal
situacao foram geradas a partir da distribui¢ao uniforme padrao. Os parametros referentes
a componente sisteméatica da média para o extremo inferior de p foram g, = —1,2, 8y =
—1,2,83 = —1,0,84 = —1,1 e 5 = —1,1. Para o extremo superior de p utilizamos
B =1,50=1,1,03=1,3,6,=0,1e 85 = 1,3 para a média. Por fim, para y central
consideramos 31 = —1,6,0, = 0,5,083 = 0,8,6, = 1,1 e f5 = 1,3. Para introduzir a
dispersao variavel, a especificacao do modelo para a dispersao contou com covariaveis
geradas através da distribuicao uniforme padrao e da distribuicao Bernoulli de parametro
0,1. Ainda, para os parametros que compoem a componente sistematica da dispersao,
consideramos 7, = 3,0,7 = 3,3,73 = —1,0,74 = —2,3 e 75 = 2,1. Consequentemente,
foram gerados cinco valores para o grau de heterogeneidade: A = 1,25,54,121 e 326.
Notemos que quando A = 1 nao temos dispersao variavel nos dados. Os resultados para
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os poderes do teste, nesse caso, estao apresentados na Tabela 4.8.

Vemos que o tamanho empirico do teste (quando A = 1) esta proximo dos niveis nominais
fixados para todos os cenérios, como esperado. Em relacao ao poder do teste, de acordo
com aumento dos valores de n e A, esses crescem significativamente. Os poderes, para as
situacoes em que p esta nas extremidades, possuem desempenhos semelhantes. O cenario
em que o poder foi mais baixo, novamente, foi quando u é central.

Portanto, constatamos que utilizando a metodologia bootstrap para obter os quantis da
estatistica de teste U, obtivemos 6timos tamanhos de teste para todos os cenérios apre-
sentados. Além disso, em relagao ao poder do teste, vimos que o teste consegue detectar
na maioria das situacoes com bons poderes as mas especifica¢oes introduzidas: omissao

de covariaveis, variavel resposta simplex, varidvel resposta com dispersao variavel.

4.1.1 Teste com Variancia Bootstrap

Conforme vimos na Secao 4.1, houveram algumas situacoes em que o desempenho do
teste apresentou comportamentos que nao sao esperados. Por exemplo, no caso em que
avaliamos o poder do teste no que se diz respeito & omissao de covariaveis, no Cenéario 3 em
que p é central, os poderes sdo muito baixos (menor que os valores dos tamanhos do teste)
e ainda quando n e ¢ aumentam, os poderes do teste nao possuem um bom desempenho,
o que nao acontece nas demais situacoes. Dessa forma, realizamos outro melhoramento no
teste no sentido de utilizar uma variancia que estabilize a estatistica de teste com o intuito
de nao ocorrer mais essas incoeréncias. Para tanto, utilizamos novamente a metodologia
bootstrap, assim, refizemos os estudos de simulacao apresentados na Secao 4.1 para efeito
de comparacao utilizando a variancia bootstrap em vez de utilizar a expressao apresentada
na Subsecao 3.2.1. Nas Tabelas 4.9, 4.10 e 4.11 estao apresentados os percentuais de
rejeicao sob hipotese nula (tamanhos do teste), como também, os percentuais de rejeigao
sob a hipotese alternativa, ou seja, os poderes do teste sob a omissao de covariaveis.
Comparando esses resultados com os obtidos na Se¢ao 4.1, chegamos a algumas conclusoes.
Primeiramente, notamos que alguns resultados permanecem iguais, por exemplo, quando
n aumenta, o tamanho do teste apresentado no Cenario 4 fica mais préoximo do nivel
nominal. Com relagao ao poder do teste, também temos que a maior produz um maior
poder do teste. Considerando os trés niveis nominais, como esperado, quando omitimos
mais covariaveis o poder obtido é maior. Também os poderes dos testes sao maiores
quando p estd proximo de zero do que quando p estd proximo do um (mais evidente
em n = 40). No entanto, em relacdo a algumas situagoes especificas, houve resultados
distintos. Notamos que os poderes para o Cenario 3 em que p é central, aumentam, em
geral, & medida que n e ¢ crescem, o que nao ocorre com o caso anterior (ver Segao
4.1). Também, percebemos que na grande maioria dos cenarios, quando a precisdo ¢
aumenta, os poderes crescem, apenas em duas situagoes no Cenario 3 isso nao ocorre
quando ¢ = 150.
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Ma especificagao:
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Tabela 4.9: Niveis empiricos para o teste com variancia bootstrap, considerando nivel nominal 1%. Ma

especificacdo: covariaveis omitidas (Cenéarios 1, 2 e 3).

Cenarios Cenario 1 Cenério 2 Cenério 3 Cenério 4
Modelo g(ps) = B1 + B2 x42 g(pi) = 1 + B2 w2 g(pi) = 1 + B2 wi2 g(pi) = 1 + B2 wia
ajustado +03 Ti3 +083 i3 + BaTia +B83 i3 + Baxia + Bs Tis
u € [0,0049;0,1831]
" ¢ 20 50 150 20 50 150 20 50 150 20 50 150
10 38,82 | 61,32 | 85,14 | 37,24 | 56,84 | 82,50 | 20,92 | 31,60 | 49,26 | 1,24 | 1,72 1,52
80 62,96 | 74,00 96,28 59,42 | 65,66 93,40 44,28 | 44,00 | 67,16 | 1,42 | 1,70 1,46
120 78,58 | 88,18 | 99,66 | 71,32 | 78,28 | 99,36 | 59,40 | 58,46 | 87,96 | 1,44 | 1,30 1,54
1 € [0, 2965; 0, 8528]
n ¢ 20 50 150 20 50 150 20 50 150 20 50 150
20 13,36 | 46,00 | 96,32 | 8,86 | 38,04 | 9404 | 1,44 | 1,30 | 1,26 | 1,32 | 1,54 1,38
80 17,86 | 64,38 99,90 12,56 | 55,96 99,72 1,34 1,68 2,72 1,28 | 1,48 1,22
120 27,80 | 86,12 | 100,00 | 20,96 | 79,18 | 100,00 1,36 1,54 2,12 1,26 | 1,36 1,18
11 € [0, 8909; 0, 9965]
" ¢ 20 50 150 20 50 150 20 50 150 20 50 150
40 24,02 | 37,76 62,66 20,54 | 36,52 52,92 10,98 | 17,28 | 18,26 | 1,54 | 1,36 1,26
80 58,44 | 59,74 | 77,76 | 52,60 | 57,32 | 59,96 | 37,86 | 35,88 | 27,34 | 1,34 | 1,16 0,90
120 81,40 | 76,54 92,66 72,20 | 67,36 74,34 58,88 | 48,64 | 39,40 | 1,18 | 1,48 1,62

Tabela 4.10: Niveis empiricos para o teste com variancia bootstrap, considerando nivel nominal 5%. Ma
especificagdo: covariaveis omitidas (Cenarios 1, 2 e 3).

Cenarios Cenério 1 Cenéario 2 Cenéario 3 Cenéario 4
Modelo 9(ps) = 1 + B2 T2 9(ps) = P1 + B2 xs2 g(ps) = P1 + B2 42 9(ps) = P1 + B2 x4z
ajustado +83 i3 +83 Ti3 + B4 Tia +B3 43 + Baxia + Bs Tis5
1 € [0,0049; 0, 1831]
n ¢ 20 50 150 20 50 150 20 50 150 20 50 150
40 84,12 | 93,78 98,50 79,34 | 91,80 98,96 57,72 | 71,26 | 85,92 | 5,74 | 5,72 5,20
80 95,88 | 98,04 | 99,96 | 92,90 | 96,00 | 99,90 | 82,62 | 82,84 | 94,72 | 5,66 | 5,50 5,56
120 98,58 | 99,72 | 100,00 | 97,04 | 98,96 | 100,00 | 91,80 | 92,14 | 99,26 | 5,62 | 5,60 5,54
1 € [0,2965; 0, 8528
n ¢ 20 50 150 20 50 150 20 50 150 20 50 150
40 43,26 | 82,30 | 99,90 | 36,46 | 76,22 | 99,74 | 558 | 6,70 | 6,10 | 538 | 6,16 5,60
80 50,14 | 91,86 | 100,00 | 42,20 | 88,16 | 100,00 5,30 6,20 7,34 4,88 | 5,14 4,90
120 | 62,56 | 98,50 | 100,00 | 55,46 | 97,32 | 100,00 | 5,66 | 582 | 7.22 | 5,06 | 6,12 5,06
1 € [0,8909; 0, 9965]
n ¢ 20 50 150 20 50 150 20 50 150 20 50 150
40 64,40 | 81,64 94,88 57,72 | 76,02 88,40 36,00 | 47,16 | 49,76 | 6,16 | 5,46 5,38
80 92,76 | 95,22 | 98,70 | 88,00 | 90,20 | 92,72 | 74,94 | 72,88 | 63,18 | 5,58 | 5,34 5,50
120 99,16 | 98,74 99,92 96,72 | 95,66 97,70 91,12 | 85,02 | 77,78 | 5,20 | 5,58 5,42

Por 1ltimo, notamos também que houve poderes mais baixos para véarios cenarios. Dessa
forma, apesar de em algumas situagoes os poderes do teste terem sido mais baixos quando
comparados com os resultados apresentados na se¢ao anterior, obtivemos indicios de que
quando a variancia bootstrap é utilizada, os resultados foram mais coerentes do que quando
usamos a variancia apresentada no Capitulo 3 devido ao fato da melhora observada para
o Cenario 3 em que pu é central. Na Tabela 4.12 apresentamos os tamanhos e poderes do
teste, para a mé especificacao de gerar a variavel resposta através da distribuicao simplex
e modelar utilizando a regressao beta. Comparando com os resultados obtidos na se¢ao
anterior, observamos um comportamento distinto do que vimos anteriormente: a medida
que a precisao aumenta, os poderes diminuem. Ainda, notamos que obtemos poderes

mais baixos que anteriomente. Sendo assim, nao vimos vantagem em utilizar a variancia
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Tabela 4.11: Niveis empiricos para o teste com variancia bootstrap, considerando nivel nominal 10%.
M4 especificagdo: covariaveis omitidas (Cenarios 1, 2 e 3).

Cenérios Cenario 1 Cenario 2 Cenério 3 Cenério 4
Modelo 9(us) = 1 + B2 T2 g(pi) = B1 + B2 wi2 g(ps) = P1 + B2 a2 g(ps) = B1 + P2 xs2
ajustado +53 43 +83 Ti3 + B4 Tia +B3 Tig + Bazia + Bs Tis
u € [0,0049;0,1831]
n ¢ 20 50 150 20 50 150 20 50 150 20 50 150
20 95,50 | 98,54 | 99,82 | 92,86 | 97,88 | 99,86 | 77,98 | 88,20 | 95,30 | 10,52 | 10,52 | 10,48
80 99,54 99,82 100,00 | 98,62 | 99,54 | 100,00 | 94,50 | 94,44 | 98,78 | 10,36 | 10,32 10,48
120 99,84 | 99,98 | 100,00 | 99,44 | 99,94 | 100,00 | 98,30 | 98,72 | 99,90 | 10,72 | 10,88 | 10,26
1 € [0, 2965; 0, 8528
" ¢ 20 50 150 20 50 150 20 50 150 20 50 150
40 63,88 93,66 99,98 56,76 | 89,76 99,98 11,02 | 12,86 | 13,14 | 10,70 | 11,10 9,84
80 69,80 97,80 100,00 | 62,96 | 96,18 | 100,00 | 10,52 | 11,94 | 12,72 9,40 9,96 9,80
120 80,74 99,70 100,00 | 74,24 | 99,40 | 100,00 | 10,52 | 11,56 | 12,50 | 10,42 | 10,78 10,44
11 € [0, 8909; 0, 9965]
n ¢ 20 50 150 20 50 150 20 50 150 20 50 150
40 85,52 94,86 98,96 77,84 | 89,46 96,52 55,58 | 66,56 | 69,70 | 11,26 | 10,74 10,14
80 98,76 | 99,28 | 99,88 | 97,18 | 97,48 | 98,74 | 89,58 | 87,70 | 81,60 | 10,30 | 10,60 | 10,74
120 99,94 | 100,00 | 100,00 | 99,48 | 99,18 99,80 97,82 | 95,38 | 91,46 | 10,38 | 10,40 10,38

bootstrap quando o erro de mé especificacao é gerar através da simplex e modelar utilizando
a regressao beta. Por fim, na Tabela 4.13 apresentamos as taxas de rejeicoes para a ma
especificacao gerar com dispersao variavel e estimar com dispersao fixa. A tunica diferenca
que notamos foi uma leve melhora nos valores dos tamanhos e poderes empiricos, o que
¢ mais percepitivel quando p é central. Para esse tipo de mé especificagao, a variancia

bootstrap leva a um melhor desempenho do teste.

Tabela 4.12: Niveis empiricos para o teste com varincia bootstrap, usando os niveis nominais 1%, 5%
e 10%. M4 especificacao: variavel resposta simplex.

/i € [0,0103;0,1092] | s € [0,2131;0,8289] | 4 € [0,9101;0, 9336]
1 90 | 55 | 150 | 20 | 55 | 150 | 20 | 55 | 150

n
a= 1%

10 | 332 | 234 | 202 | 400 | 5.04 | 4,70 | 230 | 1,32 | 1.20

80 236 | 230 | 1,60 | 958 | 952 | 936 | 1,18 | 082 | 0,86

120 | 254 | 2,16 | 1,94 | 12,76 | 12,82 | 12,26 | 0,94 | 082 | 0,84
a=5%

10 | 1114 ] 754 | 7.36 | 1058 | 11,14 [ 11,24 | 9,50 | 6.36 | 5.56
80 | 9,06 | 7.94 | 6,74 | 18,72 | 18,56 | 18,50 | 5,96 | 4,76 | 4.22
120 | 1096 | 884 | 7.34 | 22,34 | 23.02 | 22,76 | 572 | 458 | 4,08
a=10%
10 [ 21,82 [ 15,50 | 15,30 | 17,26 | 17,70 | 17,70 | 20,46 | 13,86 | 10,82
80 | 19,30 | 15,54 | 13.76 | 26,36 | 26,50 | 26.56 | 14,82 | 10,34 | 9.60
120 23,02 | 18,40 | 15,86 | 30,46 | 31,02 | 30,28 | 15,50 | 11,28 | 9,72
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4.2 Modelo de Regressao Beta com Dispersao Variavel

Nessa secao, apresentaremos os resultados de estudos de simulacao referentes ao desem-
penho do teste aplicado ao modelo de regressao beta com dispersao variavel. Foram
consideradas yi, s, . .., y, variaveis aleatérias independentes, em que y; ~ Beta(u;, ¢;),
comi = 1,2,...,n. Para a obtencao dos tamanhos do teste, a varidvel resposta foi gerada
e modelada sem erro de especificacao do modelo. Apoés a estimacao dos pardmetros do
modelo, aplicamos o teste baseado em influéncia local apresentado na Secao 3.2.2. Vale
ressaltar que as covaridveis para a modelagem da média utilizadas para essa situagao fo-
ram geradas a partir das distribuigoes: uniforme padrao, lognormal padrao e Bernoulli
de parametro 0,1, como também, para a modelagem da dispersao, utilizamos covariaveis
uniformes padroes. Novamente, consideramos trés cenarios para os valores de p: proximo
do zero, préoximo de um e central. Em relacao aos valores utilizados para os parametros
que compoem a componente sistematica da média, para p proximo do zero, utilizamos
B =—-1,906, = —1,8063 = 1,58, = 2,2, 05 = —4,3. Para p proximo do um, consi-
deramos 1 = 1,9,8; = 1,4,83 = 1,5,84, = 2,5 e 5 = 4,2. Por fim, para u central,
utilizamos f; = 1,5,8, = —2,0,083 = —2,0,8, = —16,0 e 5 = 0,3. Além disso, fo-
ram considerados trés valores para o grau de heterogeniedade A = 44,99 e 163. Para a
obtencao de A = 44, utilizamos na componente sistematica da dispersao os parametros
1=4,0,70=—-1,1,v3=—-2,2v =1,2e v;5 =2,9. Para a obtengao de A\ = 99, utiliza-
mos v = 4,0, = —1,1,v3 = —2,2,v, = 2,0 e 75 = 3,5. Finalmente, para a obtencao
de A = 163, utilizamos v; = 4,0,79 = —1,1,v3 = —2,3,7 = 2,0 e 75 = 4,1. A Tabela
4.14 apresenta os percentuais de rejeigao sob hipotese nula (tamanhos do teste) de que o
modelo esta corretamente especificado.

Tabela 4.14: Niveis empiricos para o tamanho do teste, usando os niveis nominais 1%, 5% e 10%.

1 € [0,0005;0,1337] | 1 € [0,2083;0,8314] | 4« € [0,8753;0,9994]

Al 44 99 163 44 99 163 44 99 163

a=1%
40 14,541 13,16 | 14,04 | 9,92 |11,40| 11,78 | 12,90 | 11,94 | 11,80
80 | 680|642 568 | 290|396 | 412 | 636 | 642 | 512
120 | 414|364 | 334 | 1,76 | 1,76 | 228 | 382 | 342 | 3,36
a=5%
40 | 27.82]25.92] 26,10 | 20,84 ] 22,68 | 24,76 | 26,04] 25,02 | 23.92
80 |16,14|15,20| 14,28 | 9,46 [10,04| 11,30 | 16,58 | 14,84 | 13,72
120 |10,74|1028| 9,34 | 6,20 | 6,42 | 6,86 |10,94| 9,94 | 9.36
a=10%
40 36,96 | 35,68 | 34,90 |29,00 | 31,66 | 33,98 | 35,36 | 34,26 | 32,88
80 |24,56|22,60| 20,96 | 15,78 | 16,42 | 17,96 | 24,46 | 22,24 | 21,32
120 |16,66|15,96 | 14,88 | 11,50 | 10,98 | 11,24 | 16,92 16,26 | 15,72

Notamos que na grande maioria dos cenarios, os tamanhos nao estao proximos dos niveis

nominais. Mais especificamente, no cenario em que pu é central apenas na situagao n = 120,
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o tamanho do teste possui um desempenho aceitavel, no entanto, os resultados para n =
40, 80 estao muito longe do esperado, isto é, estao distantes dos valores nominais fixados
1%, 5% e 10%. Também verificamos que nas situagoes em que p esté nas extremidades, ha
uma leve melhora quando A\ aumenta mas ainda nao o suficiente para que seja aceitavel.
Como visto no Capitulo 3, nesse caso, a distribuicao assintética da estatistica de teste
é normal padrao, no entanto, pelos resultados obtidos, novamente héa indicios de que a
convergéncia em distribuigao, para essa classe de modelos parece nao ser adequada. Nas
Figuras 4.11 a 4.19 temos os histogramas de U, com as curvas teoéricas da distribuicao
normal padréo e os respectivos ggnorm’s (grafico quantil-quantil para a distribui¢ao nor-
mal) de U,, com uma reta pontilhada (comparacao quantil U,, e quantil normal padrao) e
outra reta (comparag¢ao com uma normal de parametros baseados na média e erro-padrao
amostral de U, respectivamente.), considerando todos os cenarios de n, p e A obtidos
das simulagoes. Analisando os histogramas, percebemos que em todos os cenarios as
distribuicoes de U, sao, fortemente assimétricas e mais leptocurticas do que a curva da
distribuicao normal padrao. Em relacao a comparacao dos quantis de U,, com os quantis
normais, vemos novamente que, pelos ggnorm’s que a distribuicao de U,, nao se aproxima
nem da distribui¢ao normal padrao, nem de uma distribui¢ao normal de pardmetros mé-
dia e erro-padrao amostral, pois nas caudas os quantis da U, ficam muito distantes dos
quantis da normal. Além disso, percebemos que o aumento do tamanho amostral nao leva
a melhora significativa no sentido de se aproximar da distribui¢gdo normal padrao (mesmo
comportamento visto na Se¢ao 4.1). Também, o aumento de A faz com que a distribuigao
de U, seja mais leptocurtica. Novamente, verificamos que a diferenca entre a distribuicao
empirica de U, e a distribui¢ao normal padrao é maior quando consideramos os extremos
de p. Calculamos a média, varidncia, assimetria e curtose dos 5000 valores da estatitica
U, em uma das situagoes em que a distribui¢ao de U,, mais se aproximou da distribuicao
normal e onde obtivemos melhores tamanhos dos testes, isto é, consideramos p central e
A = 163. Na Tabela 4.15 estao apresentadas essas medidas. Notamos novamente que a
variancia esta sendo subestimada quando o tamanho amostral aumenta. A média de U,
estd muito distante do valor esperado (zero), e o aumento de n leva a um aproximagao
do valor zero, mas muito lentamente. A assimetria é negativa e se distancia do zero de
acordo com a aumento de n, o que nao é esperado. Por fim, apenas para n = 40, a
curtose esta proxima do esperado que é 3, pois o aumento do n distancia a curtose de U,
quando comparada com a distribuicao normal padrao, o que também nao era esperado.
Analogamente a se¢ao anterior, avaliamos a distribui¢ao da estatistica U,, para tamanhos
amostrais maiores tais como n = 500, 1000, 1500 e 2000, considerando 1000 réplicas. No-
vamente, construimos os graficos e calculamos as medidas, ambos ja citados. Na Tabela
4.16 estao apresentadas a média, variancia, assimetria e curtose para as 1000 réplicas de
U,, como também, na Figura 4.20 temos os histogramas de U, e os respectivos gqnorm’s.
Notamos que, em relacao as medidas, a média da estatistica U,, esta consideravelmente
mais proxima de zero, do que nos cenario onde n era menor. O aumento do tamanho

amostral também causa ainda uma maior subestimacao do valor da variancia de U,,
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sendo esse novamente o problema mais grave que percebemos. De acordo com o aumento
do tamanho amostral, a assimetria, nessa situagao, nao se aproxima do zero mesmo que
para n = 2000. Por fim, a curtose se estd proxima de 3. Através dos graficos, vemos
uma significativa melhoria da distribuicao de U,, em relagao a assimetria. Notamos que
a distribuicao amostral de U,, para esses tamanhos amostrais, nao se aproxima de uma
distribuicao normal padrao. Na verdade, a estatistica aparente possuir uma distribuicao
assimétrica negativa, com média nao muito distante de zero, quando consideramos gran-
des amostras e variancia em torno de 0,6 que é uma variancia diferente do esperado, que
seria igual a um. Concluimos através das distribuicoes de U,,, desses cenarios, que para o
modelo de regressao beta com dispersao variavel, a estatistica U, nao possui distribuigao

normal padrao.

Tabela 4.15: Valores da média, varidncia, assimetria e curtose para as 5000 réplicas de U,, para o cenario
1 central e A = 163.

Tamanho amostral | Média | Varidncia | Assimetria | Curtose
40 -1,3049 1,1455 -0,5950 3,6065
80 -0,9059 0,7124 -0,7452 3,7214
120 -0,7135 0,6147 -0,7880 4,2791

Tabela 4.16: Valores da média, varidncia, assimetria e curtose para as 1000 réplicas de U,, para o cenario
1 central e A = 163.

Tamanho amostral | Média | Variancia | Assimetria | Curtose
500 -0,5834 | 10,7091 -0,6089 3,3764
1000 -0,3907 | 10,6485 -0,6398 3,2248
1500 -0,2977 | 0,5625 -0,5615 3,3552
2000 -0,2613 0,5768 -0,5508 3,1157

Portanto, novamente realizamos um melhoramento do teste no sentido de mudar a dis-
tribuicao da estatistica de teste que é utilizada para obter os quantis. Empregamos
novamente a metodologia bootstrap. Considerando os mesmos cenarios apresentados na
Tabela 4.14, obtivemos os tamanhos do teste, agora, através dos quantis empiricos. Além
disso, avaliamos os poderes dos testes através da introducao de algumas formas de erro de
especificagao do modelo. Como na secao anterior, consideramos a omissao de covariaveis
do modelo especificado para a média. Na Tabelas 4.17, 4.18 e 4.19 estao apresentados
os tamanhos do teste e também os percentuais de rejeicao sob a hipdtese alternativa, ou
seja, os poderes do teste sob a omissao de covariaveis.

A partir dos resultados apresentados nessas tabelas, chegamos a algumas conclusoes. Em
relagao ao tamanho do teste, percebemos que o tamanho do teste foi controlado (proximo
dos niveis nominais) quando utilizamos os quantis empiricos obtidos via bootstrap.
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Figura 4.11:

0,0005; 0, 1337] e \ = 44.
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Figura 4.12: Histograma com a densidade N(0,1) e ggplot de U,, respectivamente, com pu €
[0,2083;0,8314] e A = 44.
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Figura 4.13: Histograma com a densidade N(0,1) e ggplot de U,, respectivamente, com pu €
[0,8753;0,9994] e A = 44 para n.
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Figura 4.14:

Histograma com a densidade N(0,1) e ggplot de U,, respectivamente, com pu €
[0,0005;0,1337] e A = 99.
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Figura 4.15:
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Figura 4.16:
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Figura 4.17:

0,0005; 0, 1337] e A = 163.

0.3
L

0.2
L

0.1
L

0.0

Quantis empiricos

0.5
L

0.4
L

0.3
L

0.2
L

0.1
L

0.0

Quantis empiricos

0.5
L

0.4
L

0.3
L

0.2
L

0.1
L

0.0

Quantis empiricos

Fonte: A autora.

-4
.

-1
L

-2
L

-3
L

Quantis tedricos

(b) n =40

T
0

Quantis tedricos

(d) n=280

0

Quantis tedricos

(f) n =120

Histograma com a densidade N(0,1) e ggplot de U,, respectivamente, com pu €



Capitulo 4. Estudos de Simulagao: Parte 1

87

Figura 4.18:
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Figura 4.19:
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Figura 4.20: Histograma com a densidade N(0,1) e ggplot de U,, respectivamente, com pu €
[0,1176;0,8158] e A = 163.
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Tabela 4.17: Niveis empiricos para o teste, usando nivel nominal 1%. M4 especificagao: covariaveis da
média omitidas (Cenarios 1, 2 e 3).

Cenarios Cenario 1 Cenario 2 Cenério 3 Cenério 4
Modelo 9(ui) = 1+ B2 T2 g(pi) = B1 + B2 wi2 g(ps) = B1 + B2 42 g(ps) = P1 + B2 x4z
ajustado +83 wi3 +83 i3 + BaTia +B3 iz + Bazia + Bs i
11 € [0,0005; 0, 1337]
" A 44 99 163 44 99 163 44 99 163 44 99 163
10 61,70 | 61,64 | 65,86 | 48,72 | 47,04 | 51,40 | 40,20 | 38,48 | 42,12 | 1,16 | 1,40 1,62
80 99,08 99,34 99,32 96,36 | 95,78 | 96,60 | 93,00 | 92,38 | 93,34 | 1,22 | 1,88 1,32
120 100,00 | 99,90 | 100,00 | 99,76 | 99,58 | 99,68 | 99,18 | 98,84 | 99,24 | 1,42 | 1,26 1,28
1 € [0, 2083; 0, 8314]
n A 44 99 163 44 99 163 44 99 163 44 99 163
20 310 | 476 | 5,76 | 2,64 | 3,14 | 446 | 092 | 1,04 | 0,82 | 1,36 | 1,60 1,42
80 27,48 25,76 24,56 19,74 19,28 19,16 2,12 1,94 1,96 1,50 1,26 1,32
120 33,06 30,28 31,28 23,50 | 22,06 | 23,34 2,34 1,78 2,12 1,36 | 1,36 1,60
11 € [0, 8753; 0, 9994]
" A 44 99 163 44 99 163 44 99 163 44 99 163
40 41,62 40,84 43,44 25,14 | 23,12 24,70 18,80 17,52 18,20 1,40 1,10 1,46
80 98,70 | 97,92 | 98,02 | 90,90 | 87,18 | 87,80 | 81,52 | 76,36 | 75,86 | 1,42 | 1,34 1,50
120 99,92 99,94 99,86 98,26 | 97,34 | 96,92 | 94,46 | 91,66 | 90,38 | 1,42 | 1,60 1,28

Tabela 4.18: Niveis empiricos para o teste, usando nivel nominal 5%. M4 especificagao: covaridveis da

média omitidas (Cenarios 1, 2 e 3).

Cenéarios Cenario 1 Cenario 2 Cenéario 3 Cenério 4
Modelo g(ps) = 1 + B2 T2 g(ps) = 1 + B2 42 9(ps) = P1 + B2 x4z 9(ps) = P1 + B2 a2
ajustado +83 i3 +053 i3 + B4 Tia +83 Ti3 + Bawia + Bs Tis
1 € [0,0005; 0, 1337]
n A 44 99 163 44 99 163 44 99 163 44 99 163
40 91,66 91,20 92,28 81,42 | 80,60 | 81,70 | 73,24 | 73,00 | 73,70 | 5,30 | 5,56 5,52
80 99,92 | 99,96 | 99,98 | 99,02 | 99,04 | 99,08 | 97,46 | 97,24 | 97,66 | 5,28 | 5,96 5,58
120 100,00 99,98 100,00 | 99,98 | 99,98 | 99,98 | 99,80 | 99,68 | 99,78 | 5,12 | 5,02 5,38
1 € [0,2083; 0, 8314]
n A 44 99 163 44 99 163 44 99 163 44 99 163
20 20,46 | 22,04 | 23,44 | 16,14 | 17,58 | 19,42 | 3,02 | 4,90 | 520 | 512 | 5,68 5,40
80 42,98 42,36 40,92 34,34 | 34,04 | 33,72 7,26 6,24 7,06 4,96 | 5,14 5,20
120 50,68 | 48,68 | 49,46 | 39,40 | 38,92 | 40,70 | 7,84 | 7,30 | 7,24 | 5,12 | 548 5,58
11 € [0, 8753; 0, 9904]
" A 44 99 163 44 99 163 44 99 163 44 99 163
40 85,48 84,58 84,64 67,96 | 64,76 | 63,90 | 57,64 | 53,74 | 53,86 | 5,52 | 5,74 5,26
80 99,82 | 9966 | 99,78 | 97,42 | 96,14 | 96,28 | 93,14 | 90,98 | 91,12 | 5,16 | 5,36 5,40
120 99,98 100,00 100,00 | 99,62 | 99,30 | 98,98 | 98,50 | 97,68 | 97,08 | 5,42 | 5,46 4,60

Em relacao ao poder do teste, vimos que quanto maior o nivel nominal fixado, maior
o poder do teste obtido. As conclusbes a seguir sao referentes aos trés niveis nominais.
Como esperado, a medida que é omitido um ntimero maior de covariaveis, maior é o poder
obtido. O cenario em que p pertence ao extremo inferior possui poder de teste maior do
que quando g pertence ao extremo superior, o que é mais evidenciado quando n = 40.
Novamente, o cenario em que p é central possui poderes mais baixos que os outros dois
cenarios. Por fim, vimos que quando A aumenta, nao é possivel caracterizar um compor-
tamento estavel tanto em relacao ao tamanho quanto em relagao ao poder. Novamente,
introduzimos a ma especificagao de gerar a variavel resposta através da distribuigao sim-
plex e, em seguida, modelar utilizando a regressao beta com dipersao variavel. A Tabela

4.20 apresenta as taxas de rejeicao dos testes para o erro de especificacao, isto é, os poderes
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Tabela 4.19: Niveis empiricos para o teste, usando nivel nominal 10%. Ma especificagao: covariaveis
da média omitidas (Cenarios 1, 2 e 3).

Cenérios Cenério 1 Cenaério 2 Cenario 3 Cenaério 4
Modelo g(ps) = P1 + B2 xs2 9(pi) = 1 + B2 w2 9(ps) = B1 + B2 42 9(ps) = Br + B2 42
ajustado +53 i3 +83 i3 + BaTig 183 Tig + Ba wia + Bs Tis
14 € [0,0005; 0, 1337]
n A 44 99 163 44 99 163 44 99 163 44 99 163
10 96,54 | 96,24 | 97,08 | 90,10 | 89,74 | 90,08 | 84,08 | 83,46 | 83,90 | 9,92 | 10,46 | 10,60
80 99,98 99,98 100,00 99,68 99,62 99,60 98,74 | 98,80 | 98,70 | 10,40 | 10,98 10,96
120 100,00 | 99,98 | 100,00 | 100,00 | 99,96 | 100,00 | 99,96 | 99,84 | 99,92 | 930 | 10,16 | 10,06
1 € [0, 2083; 0, 8314]
n A 44 99 163 44 99 163 44 99 163 44 99 163
40 31,42 32,58 33,90 26,48 28,10 29,54 8,84 9,48 10,72 | 10,70 | 10,14 10,66
80 51,90 51,30 50,12 43,44 42,76 43,40 13,06 | 12,38 | 12,64 | 10,06 | 10,32 10,00
120 59,26 57,12 58,50 49,04 48,24 49,94 13,78 | 12,40 | 12,98 | 10,14 9,90 10,54
11 € [0, 8753; 0, 9994]
n A 44 99 163 44 99 163 44 99 163 44 99 163
40 93,38 93,94 93,68 81,08 79,42 78,64 72,96 | 70,30 | 69,46 | 10,92 | 10,84 9,74
80 99,92 99,84 99,90 98,82 98,12 98,14 96,64 | 94,92 | 95,14 | 10,20 | 10,32 10,64
120 100,00 | 100,00 | 100,00 99,84 99,80 99,66 99,20 | 98,98 | 98,54 | 10,02 | 10,44 9,82

do teste para este tipo de mé especificacao.

Tabela 4.20: Niveis empiricos para o teste, usando niveis nominais 1%, 5% e 10%. Ma especificagao:
variavel resposta simplex.

[ € [0,0007;0,1354] | € [0,2112;0,7792] | 4 € [0,8873;0,9936]
45 | 101 | 204 | 45 | 101 | 204 | 45 | 101 | 204

a= 1%
40 [ 15,18 [ 36,20 | 39.30 | 26,62 | 38,10 | 31,56 | 12,62 | 28,98 | 28,00
80 | 50,36 | 63,12 | 66,52 | 88,20 | 87,28 | 81,88 | 41,60 | 72,72 | 75,90
120 | 61,60 | 75,38 | 78,98 | 98,32 | 96,78 | 94,80 | 56,36 | 87,72 | 90,56
a=5%
10 | 46,58 | 64,08 | 67,00 | 47,82 | 57.86 | 50,06 | 35,54 | 53.10 | 52,80
80 82,30 | 88,54 | 89,32 | 95,30 | 94,64 | 91,88 | 66,28 | 84,71 | 87,16
120 | 91,88 | 96,10 | 96,52 | 99,37 | 98,78 | 98,10 | 78,58 | 94,40 | 95,82
a=10%
40 67,92 | 76,94 | 78,54 | 58,92 | 68,84 | 61,94 | 51,08 | 63,26 | 62,94
80 | 91,58 | 94,02 | 94.28 | 97.35 | 97,01 | 9517 | 77.62 | 89.21 | 90.64
120 96,44 | 98,25 | 98,40 | 99,66 | 99,32 | 99,01 | 86,77 | 96,21 | 97,14

Vale ressaltar que as covariaveis utilizadas tanto no modelo da média como da disper-
sao foram geradas a partir da distribuicao uniforme de parametros 0 e 1. Em relagao
aos valores utilizados, para os parametros que compoem a componente sistematica da
média, considerando o cenario em que p é proximo do zero, foram f; = —1,3,08, =
0,9, = —2,2,6, = —1,9 e f5 = —3,3. Para p proximo do um, utilizamos [, =
—1,3,8, = 0,9,83 = —2,2,8, = —1,9 e f5 = —3,3. Por fim, para p central consi-
deramos 5, = 1,0,8, = —1,0,83 = 1,0,6, = —1,0 e B5 = 1,0. Além disso, foram
considerados trés valores para o grau de heterogeneidade A\ = 45,101 e 204. Para a
obtencao de A = 45, utilizamos na componente sisteméatica da precisao os parametros
1 =4,0,7% = —1,3,v3 = —2,0,74 = 1,5 75 = —7,0. Para a obtencao de A = 101, utili-
zamos v, = 4,0,70 = —1,3,73 = —2,0,74 = 2,0 e 75 = 7,0. Finalmente, para A = 204,
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Tabela 4.21: Niveis empiricos para o teste, usando 1%. M4 especificacdo: covariaveis da dispersao
omitidas (Cenarios 1, 2 e 3).

Cenérios Cenaério 1 Cenario 2 Cenério 3 Cenaério 4
Modelo hpi) = 71 + 72 iz h(pi) =71 + 72 zi2 h(pi) =1 + 72 zi2 (i) =71 + 72 2i2
ajustado +3 2i3 +73 2i3 + V4 Zi4 473 233 + V4 2ia + V5 Zi5
11 € [0, 0008; 0, 1297]
n A 45 87 163 45 87 163 45 87 163 45 87 163
10 18,24 | 30,38 | 46,52 | 14,40 | 22,72 | 40,74 | 6,04 | 10,88 | 24,12 | 1,38 | 1,34 1,60
80 56,96 | 69,82 | 85,94 | 48,46 | 58,24 | 80,82 | 19,04 | 30,06 | 61,50 | 1,32 | 1,46 1,00
120 75,90 | 85,64 | 96,40 | 68,82 | 76,96 | 94,76 | 30,10 | 46,84 | 82,46 | 1,38 | 1,26 1,46
1 € [0,2112;0, 7792]
n A 45 87 163 45 87 163 45 87 163 45 87 163
40 4,78 11,58 | 20,32 3,60 5,96 14,78 2,34 3,80 9,92 0,90 | 0,92 1,18
80 48,48 | 61,02 | 76,90 | 35,84 | 43,40 | 67,26 | 14,86 | 23,66 | 48,06 | 1,26 | 1,42 1,38
120 66,14 | 80,60 | 91,68 | 52,68 | 61,62 | 85,22 | 22,40 | 35,92 | 68,26 | 1,28 | 1,16 1,20
11 € [0, 8719; 0, 9920]
n A 45 87 163 45 87 163 45 87 163 45 87 163
40 8,18 16,66 | 22,82 5,92 11,58 | 19,16 3,06 5,38 10,16 | 1,10 | 1,00 1,18
80 55,20 | 67,38 | 82,66 | 43,34 | 52,94 | 76,06 | 18,56 | 29,44 | 57,48 | 1,62 | 1,08 1,48
120 73,24 | 84,86 | 94,28 | 62,64 | 71,64 | 91,58 | 29,82 | 44,90 | 79,26 | 1,54 | 1,34 1,02

temos 11 = 3,9,7% = —1,3,73 = —=2,0,v = 2,2 e 75 = 9,1. Observamos que, & me-
dida que que n e X\ aumentam, os poderes também aumentam significativamente, exceto
quando A = 204 e u é central, que nao vemos melhora do poder. Os poderes mais baixos
foram obtidos para a situacao em que p estd proximo de um. Como esperado, quanto
maior o maior o poder do teste obtido. Também avaliamos o poder do teste em relagao a
omissao de covariaveis na componente sistematica da dispersao, isto €, a variavel resposta
¢ gerada, utilizando todas as covariaveis para a média e a dispersao, porém a mesma
tem precisao modelada, utilizando uma, duas e trés covariaveis, respectivamente. Vale
ressaltar que todas as covaridveis para a modelagem da média e da dispersao utilizadas
para essa situacao foram geradas a partir da distribui¢ao uniforme de parametros 0 e 1.
Nas Tabelas 4.21, 4.22 e 4.23 estao apresentados os percentuais de rejeicao sob hipotese
nula (tamanhos do teste), bem como, também os percentuais de rejeigdo sob a hipotese
alternativa, ou seja, os poderes do teste sobre a omissao de covariaveis da dispersao.

Novamente, consideramos trés cenarios para os valores de p: proximo do zero, proximo
do um e central. Em relacao aos valores utilizados para os parametros que compoem a
componente sistematica da média, considerando o cenario em que g é préoximo do zero,
temos 1 = —2,9,0, = 1,2,83 = —2,0,8y = 1,0 e 5 = —3,2. Para p proximo do
um, utilizamos os parametros 5, = 2.9,1.3, —0.7, —1.1,1.5. Por fim, para p central temos
By =1.0,—1.0,1.0,—1.0, —1.0. Além disso, foram considerados trés valores para o grau de
heterogeniedade A\ = 45,87 e 163. Para a obtencao de A = 45, utilizamos na componente
sistemética para ¢ os parametros v; =4,5,7% = —1,0,73 = —1,0,74 = —1,6 ¢ 75 = 5, 5.
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Tabela 4.22: Niveis empiricos para o teste, usando 5%. M4 especificacdo: covariaveis da dispersao

omitidas (Cenarios 1, 2 e 3).

Cenéarios Cenéario 1 Cenario 2 Cenéario 3 Cenario 4
Modelo h@i) =71 + 2 2zi2 h@i) =71 + 72 zi2 hi) =71 + 72 zi2 h(pi) =71 + 72 zi2
ajustado +73 2i3 +73 2i3 + V4 244 +73 253 + V4 2ia + V5 235
1 € [0,0008; 0, 1297]
n A 45 87 163 45 87 163 45 87 163 45 87 163
10 41,80 | 53,74 | 69,64 | 3526 | 43,78 | 63,50 | 18,68 | 26,40 | 47,14 | 5,54 | 5,24 5,60
80 75,92 | 84,60 | 94,08 | 69,76 | 76,40 | 91,42 | 37,70 | 49,78 | 78,86 | 4,82 | 5,54 5,10
120 89,18 | 94,66 | 99,00 | 84,50 | 89,24 | 98,38 | 50,26 | 67,86 | 92,68 | 5,78 | 5,92 5,78
1L € [0,2112;0, 7792
n A 45 87 163 45 87 163 45 87 163 45 87 163
40 26,34 | 39,38 | 54,68 | 19,62 | 26,22 | 43,98 | 11,08 | 17,32 | 32,54 | 4,82 | 428 | 4,82
80 68,96 | 80,22 | 90,16 | 55,90 | 64,68 | 83,10 | 30,30 | 42,98 | 68,82 | 4,92 | 5,48 4,82
120 83,54 | 91,92 | 97,42 | 72,84 | 79,90 | 94,08 | 41,42 | 57,48 | 84,76 | 5,08 | 5,18 4,58
1 € [0,8719; 0,9920]
n A 45 87 163 45 87 163 45 87 163 45 87 163
40 32,20 | 43,62 | 55,54 | 24,94 | 33,76 | 48,36 | 14,42 | 20,78 | 33,92 | 4,96 | 4,56 4,66
80 74,06 | 83,12 | 92,94 | 63,76 | 71,04 | 88,98 | 35,94 | 49,40 | 75,94 | 5,36 | 5,26 5,72
120 87,92 | 94,08 | 98,40 | 80,26 | 85,90 | 96,72 | 49,68 | 64,68 | 90,04 | 5,32 | 4,92 5,52

Tabela 4.23: Niveis empiricos para o teste, usando 10%. M4 especificagao:

omitidas (Cenarios 1, 2 e 3).

covariaveis da dispersao

Cenéarios Cenéario 1 Cenario 2 Cenéario 3 Cenario 4
Modelo h(pi) =71 + 72 zi2 h(pi) =71 + 72 zi2 h(pi) =71 + 72 zi2 h(¢i) =71 + 72 zi2
ajustado +73 2i3 473 Zi3 + V4 Zia +73 2i3 + V4 zia + V5 Zi5
1 € [0, 0008; 0, 1297]
n A 45 87 163 45 87 163 45 87 163 45 87 163
40 54,72 | 65,54 | 78,96 | 47,96 | 54,76 | 72,92 | 28,82 | 37,54 | 58,58 | 10,62 9,66 10,24
80 83,70 | 90,62 | 96,54 | 78,30 | 84,00 | 94,44 | 49,32 | 61,40 | 85,72 | 10,24 | 11,02 | 9,82
120 92,84 | 96,88 | 99,50 | 89,82 | 93,10 | 99,08 | 61,36 | 77,28 | 95,48 | 10,28 | 11,42 10,68
1 € [0, 2112;0, 7792]
n A 45 87 163 45 87 163 45 87 163 45 87 163
10 42,68 | 55,84 | 69,20 | 33,36 | 39,00 | 58,44 | 22,16 | 28,38 | 45,46 | 9,20 | 8,76 9,32
80 78,82 | 87,08 | 94,34 | 66,62 | 74,02 | 88,74 | 40,50 | 53,90 | 77,62 9,46 10,46 9,60
120 89,56 | 95,54 | 98,60 | 81,52 | 86,62 | 96,64 | 53,06 | 68,06 | 90,60 | 9,92 | 10,20 | 9,48
u € [0,8719; 0, 9920]
n A 45 87 163 45 87 163 45 87 163 45 87 163
40 47,20 | 58,96 | 69,46 | 38,38 | 45,74 | 62,44 | 24,52 | 32,10 | 48,34 9,70 9,52 8,78
80 81,80 | 89,40 | 95,90 | 73,06 | 79,20 | 92,72 | 46,70 | 60,42 | 83,28 | 9,86 | 9,72 | 10,92
120 92,18 | 96,86 | 99,16 | 86,68 | 91,54 | 98,30 | 59,78 | 74,36 | 93,82 | 10,84 9,88 9,86

Para A\ = 87, utilizamos v; = 4,57, =,—1,0,v3 = —1,9,7 = —1,5 ¢ 75 = 6,5. Final-
mente, para a obtencao de A = 163, utilizamos v = 4,5,79 = —1,0,v3 = —1,9,% = —1,5
e s = 8,5. Notamos que, o tamanho empirico do teste (Cenario 4) esta proximo dos niveis
nominais fixados para todos os cenarios, como esperado. Em relacao ao poder do teste,
como esperado, a medida que sao omitidas um ntmero maior de covariaveis da dispersao,
maior é o poder obtido. O cenério em que u pertence ao extremo inferior possui poder de
teste equivalente a p pertence ao extremo superior (leve diferenga quando n = 40). No
cenario em que u ¢é central, os poderes do teste sao um pouco mais baixos do que os dos
outros dois cenarios. Portanto, novamente notamos que utilizando a metodologia boots-
trap para obter os quantis da estatistica de teste U, obtivemos 6timos tamanhos de teste

para todos os cenérios apresentados. Além disso, em relacao ao poder do teste, vimos que
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o teste consegue detectar na maioria das situacoes com bons poderes as méa especificacoes

introduzidas: omissao de covaridveis da média e da dispersao e variavel resposta simplex.



Capitulo 5
Teste para a Precisao ¢

Nesse capitulo, apresentamos um novo teste de hipéteses para o modelo de regressao beta
com dispersao fixa. Esse teste também é baseado em influéncia local, porém conside-
rando perturbagao no parametro de precisao, e tem como objetivo detectar a necessidade
da modelagem da dispersao em situagoes onde foi considerada dispersao fixa. Primeira-
mente, apresentamos o calculo da curvatura normal para esse esquema de perturbacao,

em seguida, introduziremos o novo teste.

5.1 Perturbacao no Parametro de Precisao ¢

Nessa secao, apresentaremos o calculo da curvatura normal para o esquema de pertur-
bacao no parametro de precisao ¢. Para tanto, modificaremos o logaritmo da funcao de
verossimilhanga definido em (2.9), reescrevendo a expressao da precisao de forma que ¢

nao seja constante, isto é, para ¢t =1,2,... n, temos
¢
P = T 5.1
6 =2 5.1
em que w = (wy...,ws) é o vetor de perturbacio definido na Subsecdao 1.2.1. Dessa

forma, utilizando a expressd@o do parametro da precisao definida em (5.1), temos que o

logaritmo da fun¢ao de verossimilhanca perturbado, neste caso, fica dado por
(B, dlw) = Zé (1, Blw), (5.2)
em que

Ci(pi, dlw) = logT <£> logT’ (Mb) —logI’ (m) + (ui(b — 1) log(y;)
w Wi Wi Wi
¢

n {% — 1} log(1 — ;).

)

95
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Precisamos obter a matriz de perturbagao A = (Az  Ay)T em que

Aﬁzaﬁ(u,aﬁ!w) e A, —

(1, ¢|w)
owpB’ ‘

Owo

Derivando em relacao a w; temos

Ol 9lw) __ & P (ﬂ) i (Mﬁ) _ 1= ) (“‘(JJ—“W) + iyt + log(1 — yi)] .

Ow; Wy w; w; i
Derivando agora em relagao a 8, parar =1,2,...,n temos
20 (11 4 . L . ‘
0 za(uf, Plw) _ _¢xz;tz [y ¥ (M¢) Ly <(1 gz)¢> _ ﬂlpl (u_¢>
Wzﬁr wj Wi i Wi )
i (1-— Hi)ﬁéw/ <(1 - M¢)¢> ]
w; w;
irli
= mw—gfi(wi)a
em que fi(w;) = ¢;(wi) — (Y7 — pi(wi)) e
i L=
pi (wi) =1 <[ij¢) - ((w—u)gb) ) (5.3)
e
ci(wy) = g {Mﬂﬁ/ (ILZQS) — (1 — )0’ ((l_w—ﬂz)gb)} .
Matricialmente, temos
Ap = pX TTWF (w), (5.4)

em que W2 = diag{1/w?, 1/, .., 1/w?} e F(w) = diag{fi(w1), fa(ws), ., fulwa)}.
Derivando em relacao a ¢, obtemos

O (i, 1
({;{:LT(QUJ) = E[(]ﬁdl(wl)—uz(a&)]a

em que

ui(ws) =1 (ﬂ) + pi(y; — i (wi)) — o (m

(2

) + log(1 — y;)

Wi
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Matricialmente, temos
Ay = W2pd(w)" — u(w) ] (5.5)

Vale lembrar que a matriz de perturbacio A avaliada em wo = (1,1,...,1)" e 0 =
(,@T, &)T Logo, avaliando (5.4) e (5.5) em wy e 0 temos Ag = OXTTF e Ay = od — a,

respectivamente.

5.2 Teste para a Precisao ¢

A estatistica de teste que serd introduzida também é baseada na quantidade > | C.,.
No entanto, nao podemos mais utilizar A\g = 2p como sendo o ponto de corte para avaliar
se a magnitude de Y  C,, ¢ significativa, pois ndo estamos mais com o esquema de
perturbagao ponderacao de casos. Assim, para introduzirmos o novo teste, precisamos
de um novo ponte de corte. Para tanto, consideremos novamente a matriz A(@) definida
em (3.1). Porém, precisaremos de uma nova matriz B(0), uma vez que a matriz B(6)
definida em (3.1) so vale para o esquema de ponderagao de casos. Portanto, definiremos
uma nova expressao para essa matriz baseada no fato descrito a seguir.

Quando consideramos o esquema de perturbacao ponderagao de casos é valido que

020(0|w)

ou seja, A;(8) = ¢;(0). Assim, temos

(BATO) _ TiL(AA1)0)
S b(0)L(0)

n

Entdo, supondo que Var(¢(8)¢(8)") < oo, pela Lei Fraca dos Grandes Ntimeros temos

(AAT)(O) X 0;(0);(0)" 2 Bi(0)1(0)T] = B(O), (5.6)

n n




Capitulo 5. 'Teste para a Precisao ¢ 98

em que B(0) esta definida em (3.1). Logo, baseado em (5.6), definimos a matrix B(6)

para o esquema de pertubag¢ao no parametro de precisao como sendo
B(6) = E[A(0)A(9)'], (5.7)

em que a matriz A(w) = (As Ay)" com submatrizes definidas em (5.4) e (5.5), res-
pectivamente. Logo, o ponto de corte que utilizaremos para este novo teste sera \g =
2tr{A(0)7'B(0)} em que A(8) esta definida em (3.1) e B(6) = E[A(0)A(0)].

Para a obtencao da matriz B(@), para o esquema perturbagao no parametro de precisao,

consideremos, para i = 1,2,...,n, que A;(8) = ¢tiw; * fi(w;)X[,i]". Entdo,

5

Z
W

E[Ai(B)Ai(IB)T] = E[fiQ(wi)]XL i]TX[a i]v

em que

Elff(w)] = B{la(wi) = (% — pi(@))]*}
= cf(wi) + E[(y; — i (@i)?] = 2¢i(wi) E(y; — pi (wy)- (5.8)
Uma vez que estamos utilizando uma nova expressao para a precisao definida em (5.1),
segue do resultado (2.6) e pela definicao dada em (5.3) que E(yf) = pf(w;). Ainda,

utilizando o resultado (2.7), obtemos que Var(y}) = v;(w;) com v;(w;) = ¥ (uip/w;) +
' ((1 — w;)¢/w;). Dessa forma, de (5.8) temos

Assim,

Logo, temos que
EAB)AB)'] = ¢*X TTWTHC*(w) + V(w)IT' X,

em que W4 = diag{1/w}, 1/w3, ..., 1/wi}.
Também,

E[Ai(B)Ai(9)] = iti [ i) "E{ fi(wi) [odi(w;) — uilws)]}

= DXL (g B )] - B} (59

)
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Notemos que
E[fi(w)] = Elei(wi) — (y — pi(wi))]
= ci(wi)
como também
Blfwu)]} = B{lew) - 5 — i )] (o - () + log(1 - )
- o(U5) o (2)])
= cilw)pE(y; — i (wi)) + ci(wi)Eflog(1 — ;)]
v ata[o(2) -0 (B2
— B[y — i (wi)?] - Ely; log(1 — 4i)] + 4} (wi)Ellog(1 — y)]
- |¥ <§> — v (M) }E(yé‘ = hi (wi)-
Novamente, dada a precisao definida em (5.1) temos
Bly; —p;(wi) =0 e B[y — pi(wi)’] = vi(wi).
Além disso, de (3.18) temos
Ellog(1 — ;)] = ¥ ((1 — pi)¢/wi) — ¥(o/wi)
e de (3.16) temos
E[y; log(1 — y:)] = i [V (1 — pi)d/wi) — (d/wi)] — ¢/ ((1 — pi)/wi).
Logo
Bl ul} = alolpl( - ol - pio/u)] + o 2) - p(E L)
= pavi(wi) — pf [ ((1 = pa)o/wi) — (dfwi)] + 9 (1 — pi)p/wi)
+ o (W) [ (1 = )/ wi) — h(d/wi)]
= —pvi(wi) + (1 — pi)d/w;)
= — Y (d/wi) + ' (1 = pa)d/wi)] + ' ((L = pa)p/wi)
=~ (pid/wi) — (1 — pa)' (1 — pi)o/wi)
ci(wi)wi‘

¢
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Portanto, voltando a (5.9), temos

%X[, A" | odi(wi)ei(w:) — %
- %Ci(wi)W?di(wi) + X[

E[Ai(B)Ai(9)] =

Matricialmente,

em que D(w) = diag{d;(w1), da(w1), ..., dn(wn)}-
Analogamente, temos

E[A(@)AB)] = t'C(w)[¢*D(w) +LW'X.
Por fim,

E[A(0)Ai(9)] = Blw; 2 (odi(wi) — ui(w:))w; *(¢di(w;) — ui(w;))]
= w; 'B[¢*d} (w;) — 2¢d;(w;)ui(w;) + u (w;)]
= w; { d} (wi) — 2¢d;(wi) Elus(w;)] + Efuf (wi)]}-

De (3.19), obtemos que E[u;(w;)] = 0, como também, de (3.22) temos que E[u?(w;)] =

d;(w;). Dessa forma,
E[Ai(0)Ai(9)] = wi'[o*d} (wi) + di(wi)].

Matricialmente,

E[A(Q)A(P)T] = W’ Z dF (w;) + Z di(w;)]
= W ¢tr(D*(w)) + tr(D(w))],

em que D?*(w) = diag{d?(w1), d3(ws), ..., d>*(w,)}.
Portanto, a matriz B(0) é expressa por

B(6) [¢2XTTW4[C2(w)+V(w)]TTX XTW4[?D(w) + L,]C(w)t

T 2 —4 —47 42 2 ] ’ (510)
tTC(w)[*D(w) + LIW X W g*tr(D*(w)) + tr(D(w))]

Avaliando B(6) em wy e 6 temos

PXTTIC2+VITTX XT[$*D +1,)CE

e o N (5.11)
t Cl¢°D +1,)X  ¢*tr(D? + tr(D)

B(6) = [
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Consideremos T, = Y1 | n~Y3(nC,; — 2tr{A(8)*B(8)}). Definimos a estatistica de teste
como sendo

 _ T,
Un = ep(T)
ey (€= 2{AO0) UB0)) -

ep(Tn) ’

i=1

em que A(0) = K(3,¢) definida na Segao 2.2, B(0) esta definida em (5.10) e ep(7},) ¢
estimado, utilizando a metodologia bootstrap apresentada na Subsecao 1.2.2 e aplicada na
Subsecao 4.1.1. Assim, ep(7},) é estimado através do célculo do erro-padrao das réplicas
T,, obtidas através do bootstrap.

Portanto, o novo teste apresentado, no capitulo, apresenta-se como uma proposta que é
baseada em uma metodologia consolidada (influéncia local) para identificar a necessidade
da modelagem da dispersao em situagoes que foram ajustados modelos de regressao beta

com dispersao fixa, erroneamente.



Capitulo 6
Estudos de Simulacao: Parte 2

Nesse capitulo, apresentaremos alguns resultados de estudos de simulacao de Monte Carlo
com o intuito de avaliar o desempenho do novo teste que propomos para a precisao ¢
para a classe de modelos de regressao beta com dispersao fixa, com intuito de detectar a
necessidade da modelagem da dispersao. Para tanto, foram calculadas as taxas de rejeigao
sob a hipotese nula (tamanhos do teste). Em todas as simulagdes, foram consideradas
5000 réplicas de Monte Carlo, tamanhos amostrais iguais a n = 40,80 e 120 e niveis
nominais o = 1%,5% e 10%. Para obtermos tais amostras, foi, novamente utilizado o

processo de replicacao das amostras. A especificacao da média do modelo foi

5
_ Fi ) _
9(p;) = log (1 — M) = ;ﬂszj,

em que ¢(-) é a funcao de ligacao logito, ; e x;;, com j = 1,...,5, sdo os pardametros a
serem estimados e as variaveis explicativas da média, respectivamente.

Consideramos ¥y, ys, . . ., Yy, varidveis aleatorias independentes em que y; ~ Beta(u;, ¢)
comi=1,2,...,n. Para a obtencao dos tamanhos do teste, a variavel resposta foi gerada
e modelada sem erro de especificagao do modelo. Estimamos os parametros do modelo, e
em seguida, aplicamos o teste baseado em influéncia local apresentado na Subsegao 5.2. As
covariaveis utilizadas, para tal situacao, foram geradas a partir das distribuig¢oes uniforme
padrao, normal padrao, lognormal padrao, e da distribui¢ao Bernoulli de parametro 0,05.
Novamente, consideramos trés cenarios para os valores de p: proximo do zero, proximo
de um e central. Em relacao aos valores utilizados para os parametros que compoem a
componente sistematica, considerando o cenario em que p é proximo do zero, utilizamos
B =—1,6,0=—1,2,83 = —1,9,8, = —0,4 e B5 = —2,9. Para o cendario em que pu é
proximo de um, consideramos (5, = 1.9, = 0,2,083 = 1,9,6, = 1,0 e 5 = 4,9. Por
fim, quando p é central utilizamos f; = —1,0,68, = 1,0,83 = 1,2,8, = 1,0 e 55 = 1,3.
Além disso, foram considerados trés cenarios para o parametro da precisao: ¢ pequeno,
médio e grande, mais especificamente, ¢ = 33,74 e 150. Para o procedimento bootstrap
que empregamos para a obtencao da variancia da estatistica T;, e a obtencao dos quantis

102



Capitulo 6. Estudos de Simulacao: Parte 2 103

de U} (ver Segao 5.2) utilizamos B = 500 réplicas bootstrap. Dessa forma, obtivemos os
percentuais de rejeicao sob hipotese nula de que o modelo esta corretamente especificado
(tamanho do teste) como também avaliamos os poderes do teste, através da introdugao de
algumas formas de erro de especificacao do modelo. Primeiramente, avaliamos o poder do
teste em relacao a omissao de covariaveis. Nas Tabelas 6.1, 6.2 e 6.3 estao apresentados
os percentuais de rejei¢ao sob hipotese nula (Cenario 4), como também, os percentuais de
rejeicao sob a hipotese alternativa, ou seja, os poderes do teste sob a omissao de covariaveis
considerando os niveis 1%, 5% e 10%, respectivamente.

Tabela 6.1: Niveis empiricos para o teste, usando nivel nominal 1%. M4 especificagdo: covariaveis
omitidas (Cenarios 1, 2 e 3).

Cenarios Cenario 1 Cenério 2 Cenario 3 Cenario 4
Modelo g(pi) = 1+ B2 zi2 g(pi) = 1 + B2 wi2 g(pi) = 1+ B2 42 g(ps) = B1 + B2 42
ajustado 183 zi3 1083 %i3 + Ba Tia +83 i3 + Pawia + Bs xis
1 € [0,0055; 0, 1662]
n ¢ 33 74 150 33 74 150 33 74 150 33 74 150
10 21,28 | 25,96 | 62,12 | 17,18 | 19,34 | 34,48 | 10,10 | 7,02 | 7,76 | 1,40 | 1,24 1,36
80 18,90 | 27,86 | 77,10 | 15,92 | 18,02 | 40,12 9,68 7,86 8,48 1,52 | 1,20 1,28
120 20,28 34,68 91,12 17,42 20,68 54,32 10,34 8,14 11,06 1,56 1,24 1,32
1 € [0,2738; 0, 7202]
n ¢ 33 74 150 33 74 150 33 74 150 33 74 150
40 3,54 12,42 | 44,82 2,50 6,36 21,18 4,50 3,80 3,38 1,56 | 1,34 1,42
80 426 | 18,78 | 72,10 | 2,62 | 8,44 | 34,90 | 6,76 | 6,60 | 546 | 1,18 | 1,18 1,50
120 5,96 30,68 | 90,84 3,64 12,20 | 54,34 8,02 9,08 6,56 1,36 | 1,40 1,30
11 € [0, 8659; 0,9990]
n ¢ 33 74 150 33 74 150 33 74 150 33 74 150
0 31,52 | 41,34 | 44,28 | 27,04 | 39,90 | 45,12 | 17,02 | 21,84 | 23,68 | 1,04 | 1,62 1,64
80 38,36 | 42,24 | 42,90 | 34,34 | 40,68 | 43,58 | 23,06 | 24,94 | 24,22 | 1,18 | 1,48 1,56
120 66,56 | 58,40 | 57,56 | 59,46 | 55,78 | 56,46 | 41,88 | 36,84 | 34,28 | 0,52 | 1,08 1,02

Notamos que o tamanho do teste possui 6timo desempenho no sentido de estid contro-
lado, ou seja, proximo dos niveis nominais fixados. Em relagao ao poder do teste, como
esperado, maior o nivel nominal fixado, maior o poder do teste obtido. As conclusoes, a
seguir sao referentes aos trés niveis nominais. Como esperado, & medida que é omitido um
niumero maior de covariaveis, maior é o poder obtido (exceto quando ¢ = 33, u central no
Cenario 3). Observando o Cenario 1, notamos que o poder do teste ¢ mais significativo
quando p esta proximo do extremo superior. Para os Cenarios 2 e 3, quando ¢ = 33 e 74,
a situagao em que pu pertence ao extremo superior leva o teste possuir poder maior que
as demais situagoes, porém quando ¢ = 150, o cenario p no extremo inferior, é a situa-
¢ao que faz com que o teste possua maior poder. Analogamente, aos resultados obtidos
anteriormente, quando p é central o teste possui poderes mais baixos que os outros dois
cenarios. Por ultimo, notemos que, na grande maioria dos casos, para todos os cenarios

quando a precisao ¢ aumenta, os poderes do teste aumentam significativamente.
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Tabela 6.2: Niveis empiricos para o teste, usando nivel nominal 5%. Ma especificagdo: covariaveis

omitidas (Cenarios 1, 2 e 3).

Cenaérios Cenario 1 Cenério 2 Cenario 3 Cenaério 4
Modelo 9(ui) = 1+ B2 T2 g(pi) = 1 + B2 wio 9(ps) = B1 + B2 42 9(ps) = B1 + B2 242
ajustado +83 i3 +83 i3 + BaTig 183 ig + Ba wia + Bs Tis
u € [0,0055; 0, 1662]
n ¢ 33 74 150 33 74 150 33 74 150 33 74 150
10 53,14 | 65,30 | 95,22 | 43,68 | 48,52 | 71,30 | 27,04 | 23,48 | 23,68 | 5,74 | 5,10 1,96
80 54,04 | 72,64 | 99,24 | 46,94 | 53,08 | 82,60 | 31,94 | 25,72 | 28,40 | 6,10 | 5,10 5,50
120 59,26 | 83,56 | 99,86 | 51,38 | 60,62 | 92,16 | 34,44 | 28,94 | 35,12 | 6,32 | 4,96 5,42
1 € [0, 2738, 0, 7202]
n ¢ 33 74 150 33 74 150 33 74 150 33 74 150
40 11,76 | 33,40 | 76,80 8,40 19,70 | 48,40 | 11,98 | 11,06 9,60 5,70 | 4,82 5,76
80 14,52 | 47,30 | 92,90 8,82 25,20 | 68,02 | 15,96 | 15,12 | 13,56 | 5,22 | 5,08 5,52
120 18,32 | 62,48 | 98,88 | 10,44 | 32,24 | 84,48 | 18,08 | 19,72 | 16,18 | 5,56 | 5,60 5,56
11 € [0, 8659; 0, 9990]
n ¢ 33 74 150 33 74 150 33 74 150 33 74 150
40 67,64 | 79,46 | 85,66 | 61,64 | 74,64 | 81,96 | 41,94 | 51,82 | 53,66 | 5,84 | 6,64 5,60
80 79,68 | 83,98 | 87,58 | 73,88 | 80,80 | 86,12 | 56,94 | 61,06 | 61,76 | 6,28 | 5,60 6,12
120 95,28 | 93,64 | 94,48 | 91,24 | 91,14 | 93,10 | 79,08 | 75,30 | 73,30 | 6,56 | 4,44 4,96
Tabela 6.3: Niveis empiricos para o teste usando nivel nominal 10%. M4 especificacao: covaridveis
omitidas (Cenarios 1, 2 e 3).
Cenarios Cenario 1 Cenério 2 Cenério 3 Cenério 4
Modelo g(ps) = 1 + B2 T2 9(ps) = P1 + B2 xs2 g(ps) = P1 + B2 242 g(ps) = P1 + B2 42
ajustado +83 i3 +B3 i3 + B4 Tig +B3 Ti3 + Baxia + Bs Tis
€ [0,0055;0, 1662]
" ¢ 33 74 150 33 74 150 33 74 150 33 74 150
40 75,48 | 86,36 99,54 63,46 | 69,36 | 88,72 | 41,54 | 37,24 | 37,72 | 10,56 9,80 9,62
80 79,00 | 92,92 | 99,98 | 68,82 | 76,20 | 95,94 | 50,22 | 42,68 | 45,36 | 11,52 | 10,78 | 11,22
120 85,46 | 97,62 | 100,00 | 73,88 | 83,82 | 98,88 | 55,16 | 47,90 | 54,70 | 11,02 9,70 9,84
11 € [0,2738; 0, 7202]
n ¢ 33 74 150 33 74 150 33 74 150 33 74 150
40 21,02 | 49,14 | 88,48 | 14,88 | 31,32 | 65,82 | 18,90 | 18,12 | 16,70 | 10,56 | 9,90 11,18
80 23,84 | 64,86 97,70 15,52 | 38,68 | 82,28 | 23,68 | 23,36 | 21,20 | 10,10 | 10,02 10,34
120 29,48 | 77,38 | 99,78 | 17,84 | 47,70 | 93,90 | 27,30 | 27,46 | 23,68 | 10,46 | 10,40 | 10,68
1 € [0, 8659; 0, 9990]
n ¢ 33 74 150 33 74 150 33 74 150 33 74 150
40 87,46 | 94,42 98,42 79,52 | 90,08 | 94,80 | 60,98 | 69,60 | 72,12 | 11,34 | 12,40 11,10
80 95,10 | 96,80 | 98,44 | 90,10 | 94,46 | 96,98 | 76,66 | 80,76 | 82,54 | 11,88 | 11,04 | 11,26
120 98,74 | 99,32 99,62 97,38 | 98,26 | 99,06 | 90,00 | 90,20 | 90,40 | 10,18 8,90 10,10

Também, avaliamos o poder do teste no que se diz respeito a variavel resposta ser gerada
através da distribuicao simplex e ser modelada utilizando a regressao beta com dispersao
fixa. As covariaveis utilizadas para essa situacao foram geradas a partir da distribuicao
uniforme padrao. Também os parametros da componente sisteméatica utilizados para o
extremo inferior de pu, foram g, = —3,0,0, = —1,2,083 = 0,6,8, = 1,0 e 85 = —1,1.
Para o extremo superior de pu, consideramos 31 = 3,5,0, = 1,2,083 = —0,8, 6, = —1,1 e
Bs = 0,5. Por fim, para p central, utilizamos 6, = —1,9,08, = 1,2,83 =1,0,6, = 1,1 e
Bs =

150. A Tabela 6.4 apresenta as taxas de rejeicao dos testes para esse erro de especificagao,

1,3. Além disso, foram considerados trés valores para a precisao sao ¢ = 20,55 e

isto ¢, os poderes do teste para este tipo de ma especificagao.

Observamos que, de acordo com que o n e ¢ crescem, os poderes aumentam. Percebemos
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Tabela 6.4: Niveis empiricos para o teste usando os niveis nominais 1%, 5% e 10%. M4 especificagao:
variavel resposta simplex.

[ € [0,0103;0,1092] | s € [0,2131;0,8289] | 4 € [0,9101;0, 9336
O 33 | 74 | 150 | 33 | 74 | 150 | 33 | 74 | 150

a= 1%
10 | 33,50 | 20.16 | 25,20 | 1,50 | 1.50 | 1.30 | 30,70 | 24,90 | 22,78
80 | 57,00 | 5348 | 52,82 | 1,58 | 1,80 | 2,04 | 51,80 | 49,32 | 49,06
120 | 73,90 | 73,12 | 72,18 | 1,56 | 1,94 | 2,00 | 69,04 | 66,96 | 66,74
a=5%
40 52,66 | 47,12 | 43,68 | 5,56 5,66 5,92 | 49,92 | 42,74 | 40,92
80 | 76,70 | 74,24 | 7148 | 5.86 | 6,50 | 6,66 | 74,16 | 70,88 | 69,44
120 89,50 | 88,04 | 87,30 | 6,12 6,96 6,14 | 86,66 | 84,64 | 84,50
a=10%
10 | 63,70 | 57.76 | 54,48 [ 10,46 | 10,78 | 11,24 | 61,92 | 54,56 | 52,04
80 | 84,80 | 82,94 | 79,70 | 10,68 | 11,88 | 12,02 | 83,60 | 80,54 | 78,42
120 | 9454 | 92,74 | 92,92 | 11,62 | 12,02 | 11,94 | 92,40 | 90,80 | 90,06

também que os poderes possuem desempenho semelhante para os extremos de p. Notemos
que para o cenério em que j € central, os poderes do teste sao muito baixos, praticamente
proximos ao o que se espera para o tamanho do teste. Esse resultado é exatamente o
memso obtido anteriormente (ver Segao 4.1), quando utilizamos o modelo de regressao
beta com dispersao fixa para ajustar a média de uma variavel resposta qualquer em que
W ~ 0,5, ¢ =1,2,...,n, nao serd simples identificar se o modelo beta é o verdadeiro
gerador de dados, pois o modelo simplex possivelmente também ira produzir um bom
ajuste.

O 1ultimo tipo de méa especificagao que introduzimos foi gerar a variével resposta atra-
vés de um modelo de regressao beta com dispersao variavel e estimar através do modelo
de regressao beta com dispersao fixa. Vale ressaltar que trés das covariaveis utiliza-
das para essa situagao foram geradas a partir da distribuicao uniforme padrao e uma
a partir da distribuicao Bernoulli de parametro 0,1. Os parametros referentes & com-
ponente sistematica da média para o extremo inferior de p foram 5, = —1,2,8, =
—1,2,83 = —1,0,84 = —1,1 e 5 = —1,1. Para o extremo superior de p utilizamos
B = 1,58, = 1,1,83 = 1,3,8, = 0,1 e B5 = 1,3 para a média. Por fim, para u
central temos 1 = —1,6,53; = 0,5,083 = 0,8,6, = 1,1 e 5 = 1,3. Para introduzir a
dispersao variavel, a especificacao do modelo para a dispersao contou com covariaveis ge-
radas, através da distribuicao uniforme padrao e da distribuicao Bernoulli de parametro
0,1. Ainda, os parametros que compoem a componente sistematica da dispersao foram
Y1 =3,8,7% =3,3,713=—1,0,74 = —2,3 e 75 = 2,1. Consequentemente, foram gerados
cinco valores para o grau de heterogeneidade: A\ = 1,25,54,121 e 326. Notamos que
quando A = 1 nao temos dispersao variavel nos dados. Os resultados para os poderes do
teste, nesse caso, estao apresentados na Tabela 6.5. Vimos que os tamanhos empiricos do
teste (quando A\ = 1) est@o proximos dos niveis nominais fixados para todos os cenérios,
segundo esperado. Em relacao ao poder do teste, de acordo com aumento do valor de

n, esse cresce significativamente. Quando o grau de heterogeinedade A\ cresce, o poder
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do teste cresce também, mas nao tanto quanto o esperado. Os poderes para as situacoes
em que p esta nas extremidades possuem desempenhos semelhantes. O cenério em que o
poder foi mais baixo, novamente, foi quando u é central.

Portanto, novamente a metodologia bootstrap foi bastante tutil para obter os quantis da
estatistica de teste U do novo teste proposto para detectar a necessidade de modelagem da
dispersao em modelos de regressao beta com dispersao fixa. Obtivemos 6timos tamanhos
de teste para todos os cenarios apresentados, como também, bons poderes do teste quando
consideradas as mas especificagdes: omissao de covaridveis, varidvel resposta simplex,

variavel resposta com dispersao variavel.
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Capitulo 7
Aplicacoes

Nesse capitulo, apresentaremos uma aplicacao a dados reais do teste de hipéteses proposto
para avaliar a qualidade do ajuste dos modelos de regressao beta com dispersao fixa e

variavel, como também, ao novo teste proposto para a precisao.

7.1 Dados de Dislexia

Nessa aplicagao, utilizaremos os dados analisados por Smithson e Verkuilen (2006), obtidos
de Pammer e Kevan (2004). Os dados sdo referentes a um estudo sobre a habilidade em
leitura de um grupo de 44 criancgas, realizado na escola de psicologia da Universidade
Nacional da Austrédlia. A varidvel resposta é o escore em um teste de habilidade em
leitura, em que as covariaveis s@o a contribuicao relativa da sensitividade visual (presenga
de dislexia) e um escore padronizado de QI nao-verbal na habilidade de leitura das 44
criangas. A covaridvel dislexia assume os valores 1 e —1, indicando se a crianga é ou
nao disléxica, respectivamente. A variavel resposta foi obtida apos duas transformacoes
dos dados originais. Originalmente, os escores do teste de leitura, que denotamos por
y', encontram-se no intervalo [a,b], em que a é o escore minimo possivel b é o escore
méaximo possivel para o teste de leitura. A primeira transformacao realizada nos dados
foi 4" = (yo — a)/(b — a), em seguida, para garantir que a variavel resposta pertence ao
intervalo aberto (0, 1), os autores fazem a segunda transformagao, y = [y"(n—1)+0, 5]/n.
Inicialmente, Smithson e Verkuilen (2006) ajustam um modelo de regressao beta com
ligacao logito para a média utilizando as covariaveis dislexia, QI e a interacao entre essas
covariaveis. Dessa forma, seguindo a sugestao dos mesmos, ajustamos o modelo citado.

Assim, o modelo para a média é especificado como sendo

() = Pr + Pazia + Pz + Patia,

em que ¢g(+) é a funcdo de ligacao logito definida por

g(p;) = log (1 /—h,u) = B + Boxio + Baxiz + BaTia.
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As estimativas dos parametros para esse modelo (modelo 1) bem como, os valores-p dos
testes Wald de significancia dos parametros estao apresentados na Tabela 7.1. De acordo
com os valores-p, temos que apenas a covariavel dislexia se mostra significativa aos niveis

de significancia usuais, digamos, 5%, para explicar a variavel resposta.

Tabela 7.1: Estimativas dos pardmetros para o modelo de regressao beta com dispersao fixa considerando

apenas as covariavel dislexia, QI e interacao entre ambas.

Parametro | Estimativa | Valor-p
B 1,3338 0,0000
Ba —0,9736 | 0,0000
B3 0,1608 0,3325
Ba —0,2186 | 0,1877
10) 11,1332 0,0000

Os autores argumentam que a pouca informacao que as covariaveis QI e interacao de QI
com dislexia trazem para a explicagao da resposta pode estar sendo causada porque o
efeito das covariaveis na dispersao dos dados nao esté sendo considerada. Apesar disso,
avaliamos a qualidade do ajuste utilizando os testes apresentados nas Segoes 3.2 (pon-
deracao de casos) e 5.2 (perturbagao de ¢). Na Tabela 7.2, apresentamos os valores das
estatisticas U, e U;:, como também, a Tabela 7.3 contém os valores criticos empiricos da
estatistica U, (Unj2 € Ui—as2)) € assintoticos (zq/2 € 21—a/2)), como também os valores
criticos empiricos da estatistica U} (U 2 e Ui, /2)), considerando os niveis nominais
1%, 5% e 10%.

Tabela 7.2: Valores das estatisticas U, e U considerando o modelos de regressao beta com dispersao
fixa para os dados de dislexia.

Teste Estatistica
Ponderagao de casos (U,) | —1,2969
Pertubagao de ¢ (U) —1,8703

Tabela 7.3: Quantis empiricos e assintéticos para as estatisticas U, e U considerando o modelo de
regressao beta com dispersao fixa.

Nivel | Usjz | Un—as2) | Za2 | Z0-a/2 | Uspp | Uli_ape
1% | -2.2367 | 06572 | 2,58 | 2,58 | -2,4517 | 3,2057
5% |-1,7053 | 0,4772 | -1,96 | 1,96 |-2,0922 | 1,6622
10% | -1,5027 | 0,3957 | -1,65 | 1,65 |-1,9366 | 1,2104

Primeiramente, notemos que as hipoteses testadas nesse caso sao H,
gressao beta com dispersao fixa é adequado para esses dados versus H;

: 0 modelo de re-

: 0 modelo nao

esta corretamente especificado. Analisando os valores das estatisticas U,, e U, chegamos
a conclusao de que nao devemos rejeitar Hy aos niveis de significancia usuais, ou seja,

utilizando ambos os testes nao rejeitamos a hipdtese de que o modelo de regressao beta
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com dispersao fixa é o modelo adequado para ajustar esses dados. Porém, essas conclusoes
sao erroneas, pois o modelo considerado nao ¢ adequado para ajustar esses dados devido
a necessidade de modelagem na dispersao dos dados que veremos posteriormente. Em um
primeiro momento, somos levados a pensar que ambos os testes estao com desempenho
ruim. A partir desses resultados, desconfiamos que o teste esta nos fornecendo uma infor-
magao que nao era esperada: o teste estd indicando quais sao as covariaveis importantes
para a modelagem da média, isto é, o mesmo esta agindo como um método para selecionar
covariaveis explicativas do modelo. Esse fato sera reafirmado mais a frente, em especial
com relagao ao teste ¢. .

Construimos os graficos de influéncia local para ambos esquemas de perturbagao objeti-
vando identificar observagoes influentes. Nas Figuras 7.1 (a) e 7.1 (b), temos os graficos de
influéncia local conjunta e individual, respectivamente, considerando o esquema de pertur-
bagao ponderagao de casos, como também, nas Figuras 7.1 (c¢) e 7.1 (d) temos os graficos
de influéncia local conjunta e individual, respectivamente, considerando o esquema de
perturbacao do parametro ¢.

Percebemos a partir desses gréaficos uma grande diferenca nos valores assumidos pelas
medidas de influéncia quando comparamos as criancas dislexas e as que nao sao. Esse
comportamento pode ser indicios da necessidade da modelagem da dispersao. Em am-
bos os graficos, as observagoes 8, 9, 15, 19, 22 e 24 se apresentam como possiveis casos
influentes. Com o intuito de analisar o impacto dessas observacgoes nas estimativas dos
parametros, realizamos uma analise confirmatoéria reajustando o modelo sem as observa-
¢oes consideradas influentes. Depois calculamos a mudanca relativa em porcentagem das

estimativas para os parametros do modelo, definida por

~ ~

b—d,
MRy (i) = T“ x 100%,

em que é(i) denota a estimativa do parametro 6 apos a retirada da observacao i. Calcu-
lamos as mudangas relativas e as apresentamos na Tabela 7.4. Vemos que a observagao
8 causa uma mudanga relativa significativa nas estimativas dos parametros (3 e 34, como
também a observacao 15. Ainda, apos retirar a observacao 8, reajustando o modelo, ob-
servamos que as covariaveis QI e interacao sao significativas para explicacao da média com
valores-p para o teste Wald iguais a 0,0516 e 0, 0178, respectivamente. Dessa forma, nota-
mos que a exclusao da observacao 8 causa mudanca inferencial quando avaliamos através
do teste Wald. Em contrapartida, as observacoes 9, 19, 22 e 24 nao causam mudanca
relativa significativa individualmente. Por fim, as observagoes conjuntamente, causam

mudanca relativa muito significativa.
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Figura 7.1: Graficos de influéncia local conjunta e individual, considerando o esquema de ponderagao
de casos e pertubacao no parametro ¢, respectivamente.
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Fonte: A autora.

Assim, percebemos que os resultados obtidos a partir do testes baseados em influéncia
local parecem nos levar a concluir que, os mesmos sao robustos a observacgoes influentes,
pois apesar da observacao 8 ser altamente influente, os testes indicam a necessidade das
covariaveis QI e interacao para a modelagem da média.

Os gréficos dos residuos versus as covariaveis, foram construidos objetivando identificar
graficamente se ha indicios da necessidade de modelagem da dispersao, a qual assumimos
constante para todas as observagoes (Figura 7.2), como também apresentamos o grafico

de envelope com objetivo de verificar possivel falta de qualidade do ajuste. O residuo
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Tabela 7.4: Mudangcas relativas: Modelo 1.

Observacio Parametro B B2 B3 Ba ¢
8 597% | 8,42% | 65,59% | 48,44% 7,71%
9 2,26% | 3,13% 9,98% 7,37% 1,19%
15 3,28% | 4,59% | 23,56% | 17,39% 2,77%
19 4,05% | 5,15% 4.81% 3,85% 13,38%
22 2.67% | 3,71% | 15.16% | 11.19% | 1.80%
24 4,25% | 5,36% 8,50% 6,61% 15,70%
8. 90,15, 19, 22 ¢ 24 13,80% | 20,08% | 248,35% | 184,25% | 140,57%

considerado é o ponderado padronizado 2, apresentado em Espinheira et al. (2008b), que
segundo os autores ¢ o residuo mais indicado para a classe de modelos de regressao beta se
o objetivo é a captacao de casos decisivos no ajuste do modelo. Notamos que as criancas
dislexas apresentam maior variabilidade quanto comparamos com as criancas nao dislexas.
Com relagao a covariavel QI, percebemos que existe maior variabilidade para as criancas
que possuem QI entre —1 e 1 do que para aquelas que possuem QI assumindo valores
extremos, como também, parece haver variabilidade distinta com relacao a interacao e
os valores preditos de acordo com as observagoes. Logo, acreditamos que as covariaveis
dislexia e QI sao importantes para a modelagem da dispersao presentes nesses dados,
como também, notamos uma falta de qualidade do ajuste através do grafico de envelope.
Em seguida, retiramos as covaridveis que nao se mostraram significativas e estimamos o
modelo considerando apenas a covariavel dislexia. As estimativas dos parametros para
este modelo, bem como os valores-p dos testes de significancia dos parametros estao apre-
sentados na Tabela 7.5. Avaliamos novamente a qualidade do ajuste utilizando os testes
apresentados na Segoes 3.2 (ponderagao de casos) e 5.2 (perturbagao de ¢). Na Tabela 7.6
estao apresentados os valores das estatisticas U,, e U;;, como também, na Tabela 7.7 temos
os valores criticos empiricos da estatistica U,, e assintoticos , os valores criticos empiricos
da estatistica U} considerando os niveis nominais 1%, 5% e 10%. Notamos que utilizando
o teste baseado em ponderacao de casos, nao rejeitamos Hy a nenhum dos niveis usuais.
Ja, através do teste para detectar a necessidade de modelagem da dispersao, rejeitamos
Hy a todos os niveis de significancia usuais. Notemos que o teste baseado na pertubacao
no parametro ¢ se mostra bem mais eficaz do que o teste baseado em ponderacao de casos,
pois agora o teste ¢ rejeita a hipotese que o modelo estd bem ajustado. Isso tem duas
interpretacoes importantes. Primeira, no modelo falta a covariada QI, cuja teoria diz que
é importante para o modelo. Assim, esta faltando uma covariada importante e o teste ¢
detecta isto. Segundo, o teste ¢ detecta a necessidade da modelagem da dispersao e, de
fato, ao modelarmos corretamente a dispersao QI passa a ser significativo.

Nas Figuras 7.3 (a) e 7.3 (b), temos os graficos de influéncia local conjunta e individual,
respectivamente, considerando o esquema de perturbacao ponderagao de casos, como tam-

bém, nas Figuras 7.3 (c) e 7.3 (d) temos os graficos de influéncia local conjunta
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Figura 7.2: Graficos de residuos do modelo, juntamente com o envelope.
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e individual, respectivamente, considerando o esquema de perturbacao do parametro ¢.
Novamente, hé grande diferenga nos valores assumidos pelas medidas de influéncia quando
comparamos as criancas dislexas e as que nao sao. Esse comportamento pode ser indicios
da necessidade da modelagem da dispersao.

Identificamos as observacoes 6, 8, 17, 19, 23 e 24 como possivelmente influentes. Cal-
culamos as mudancas relativas nas estimativas e apresentamos na Tabela 7.8. Quando
consideramos as observacoes individuais, nao notamos mudanca relativa nos parametros.
Em contrapartida, conjuntamente, as observacoes causam mudanga relativa significativa
nos parametros, principalmente no parametro ¢. Na Figura 7.4 temos os graficos dos
residuos, juntamente com o envelope, notemos que nao ha nenhum residuo alto (fora
do intervalo [-2,2]), mas vemos fortes indicios da necessidade de modelagem da disper-
sao (mesmos indicios identificados anteriormente), como também, observamos falta de
qualidade do ajuste quando analisamos o grafico de envelope.

Tabela 7.5: Estimativas dos pardmetros para o modelo de regressao beta com dispersao fixa considerando
apenas a covariavel dislexia.

Parametro | Estimativa | Valor-p
B 1,4437 0,0000
Ba —1,0488 | 0,0000
0] 10,2972 0,0000

Tabela 7.6: Valores das estatisticas U, e U} considerando o modelos de regressdo beta fixa para os
dados de estresse.

Teste Estatistica
Ponderagao de casos (U,) | -1,1355
Pertubagao de ¢ (U;) -1,9815

Tabela 7.7: Quantis empiricos e assintéticos para as estatisticas U, e U} considerando o modelo de
regressao beta com dispersao fixa.

Nivel | Ua2 | Un-as2) | Zaj2 | Za-a/2) | Uspp | Uliaye
1% | -1,8007 | 0,6577 | -2,58 | 2,58 |-1,9303 | 3,7788
5% |-1,5049 | 0,4810 | -1,96 | 1,96 | -1,7294 | 2,2010
10% | -1,2090 | 0,4057 | -1,65 | 1,65 | -1,5473 | 1,4487

De acordo com o resultado obtido pelo teste para a precisao ¢ e também notado pelos
graficos, observamos a necessidade de modelarmos a dispersao. Assim, primeiramente,
considerando as mesmas covariaveis da média para a modelagem da dispersao, ajustamos
o modelo de regressao beta com dispersao variavel para esses dados. Considerando, a

modelagem da dispersao, temos o seguinte modelo:

h(¢;) = 71 + Yazia + Y22i3 + V2%ids
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Tabela 7.8: Mudangcas relativas: Modelo 2.

Observacao Parametro B B o

6 3.29% | 4,21% 8,95%
8 1,21% | 1,65% 0,47%
17 3,39% | 4,33% 9,41%
19 3.98% | 5,05% | 12,41%
23 2,92% | 3,76% 7,18%
24 4,29% | 5,43% | 14,06%

6, 8, 17,19, 23 e 24 23,21% | 29,73% | 131,37%

em que z;; = x;; parat = 1,2,...,n, j=1,2,3,4 e h(-) é a funcao de ligacao log, ou seja,

g(pi) = log(ps).
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Figura 7.3: Graficos de influéncia local (a) conjunta (b) individual, considerando o esquema de ponde-
ragao de casos e pertubacao no paradmetro ¢, respectivamente.
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Fonte: A autora.

As estimativas dos parametros para esse modelo, bem como, os valores-p do teste de

significancia dos parametros estao apresentadas na Tabela 7.9. Vemos que a estimativa do

grau de heterogeneidade A é grande, A= 612, 1909, como esperado. Além disso, de acordo

com os valores-p, temos apenas o parametro referente a interacao nao foi significativo.

Em seguida, ajustamos o mesmo modelo, mas dessa vez desconsiderando a interagao. As

respectivas estimativas dos parametros para esse ultimo modelo, bem como, os valores-p

do teste de significAncia dos parametros estao apresentadas na Tabela 7.10.
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Figura 7.4: Graficos de residuos do modelo, juntamente com o envelope.
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Percebemos que a modelagem da dispersao fez com que as covaridveis QI e interacao
fossem significativas para a modelagem da média, como indicado por Smithson e Verkuilen
(2006). De acordo com os valores-p, todos os parametros sao significativos. Em seguida,
avaliamos a qualidade do ajuste, utilizando o teste apresentado na Se¢ao 3.2.2. Obtivemos
U, = —1,5737, como também, na Tabela 7.11 temos os valores criticos empiricos da

estatistica U, (Ua/2 € Un_q/2)) considerando os niveis nominais 1%, 5% e 10%.
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Tabela 7.9: Estimativas dos pardmetros para o modelo de regressao beta com dispersao variavel com

interacao.

Parametro | Estimativa | Valor-p
51 1,0187 0,0000
Ba -0,6378 0,0001
B3 0,6897 0,0064
B -0,7760 0,0025
" 3,0401 0,0000
Yo 1,7675 0,0000
Y3 1,4369 0,0045
V4 -0,6109 0,1970
A 612,1909 -

Tabela 7.10: Estimativas dos parametros para o modelo de regressao beta com dispersao variavel sem

interacao.

Parametro | Estimativa | Valor-p
51 1,1232 0,0000
Ba -0,7416 0,0000
B3 0,4864 0,0003
Ba -0,5813 0,0000
" 3,3044 0,0000
Yo 1,7466 0,0000
Y3 1,2291 0,0000
A 454,7092 -

Tabela 7.11: Quantis empiricos e assintéticos para a estatistica U, para o modelo de regressao beta

com dispersao varidvel.

Nivel | Uy2 Ui—a/2) | Za2 | 2(1-a/2)
1% | -4,8461 | 0,4462 |-2,58 | 2,58
5% |-3,8630 | 0,2746 | -1,96 | 1,96
10% | -3,3059 | 0,1416 | -1,65| 1,65

Logo, percebemos a partir das informagoes apresentadas nas tabelas, através dos quantis
empiricos, que nao rejeitamos a hipotese de boa adequacao do modelo de regressao beta
com dispersao variavel aos niveis de significancia usuais. Logo, temos que os resultados
obtidos pelo teste proposto, utilizando os quantis empiricos obtidos via bootstrap estao de
acordo com as conclusoes feitas por Smithson e Verkuilen (2006). Nas Figuras 7.5 (a) e
7.5 (b), temos os graficos de influéncia local conjunta e individual, respectivamente, con-
siderando o esquema de perturbacao ponderacao de casos. Identificamos as observacoes
2, 19 e 24 como possivelmente influentes. Calculamos as mudangas relativas considerando
essas observacoes e apresentamos na Tabela 7.12.

Quando verificamos as observagoes individuais, nao notamos mudanga relativa significa-
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Figura 7.5: Graficos de influéncia local conjunta e individual, considerando o esquema de ponderagao
de casos.
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Tabela 7.12: Mudangas relativas para o modelo com dispersao variavel.
Parametro
Observagio B1 B2 B3 B4 " V2 V3
2 4,015% 6,064% | 1,365% | 1,266% | 1,631% 1,632% 3,897%
19 6,428% 9,718% | 0,555% | 0,356% | 2,808% 4,036% 3,417%
24 7,390% | 11,125% | 4,979% | 4,511% | 4,503% 4,197% | 12,017%
2,19e 24 25,231% | 38,093% | 2,829% | 2,980% | 14,496% | 17,697% | 29,314%

tiva nos parametros do modelo. Em contrapartida, conjuntamente, as observagoes causam
mudangas relativas significativas nos parametros g1, v1 € 72. Na Figura 7.6 temos os grafi-
cos de residuos para o taltimo modelo considerado, juntamente com o envelope, vemos que
apenas a observagao 28 (nao mais a observagao 8) aparece com residuo alto. Notemos, a
partir desses graficos, que ao realizar a modelagem da dispersao, os residuos do modelo
nao apresentam mais tendéncia, como também, a partir do envelope, nao vemos indicios
de falta de qualidade de ajuste.

Logo, a partir das analises aqui apresentadas, vemos que ambos os testes propostos con-
seguiram detectar mas especificacoes graves. Em particular, notamos que o teste para
a precisao ¢ se mostrou eficiente, no sentido de indicar a necessidade de modelagem da

dispersao dos dados quando era necessario.



Capitulo 7. Aplicacoes

120

Figura 7.6: Graficos dos residuos do modelo com dispersao variavel, juntamente com o envelope.
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Capitulo 8
Consideracoes Finais

Nesse trabalho, densenvolvemos um teste baseado em influéncia local, considerando o
esquema de ponderacao de casos para os modelos de regressao beta com dispersao fixa e
variavel. O teste densenvolvido tem como objetivo detectar o grau de discrepéancia entre o
modelo suposto e o subjacente do qual os dados sao gerados. Foram apresentados diversos
estudos de simulacao de Monte Carlo, com o intuito de avaliar o desempenho do teste,
os quais, ap6s um melhoramento baseado na metodologia bootstrap para a obtencao dos
quantis empiricos da estatistica de teste, resultaram em 6timos tamanhos de teste para
a grande maioria dos cenarios apresentados, como também, bons poderes, pois 0 mesmo
consegue detectar na maioria das situagoes as més especificagoes introduzidas: omissao de
covariaveis da média e da dispersao e variavel resposta simplex. Além disso, propusemos
outro melhoramento nesse teste, dessa vez, através do uso da variancia bootstrap o que
produziu resultados mais coerentes. Ainda, propomos um novo teste, também com base
em influéncia local, mas considerando o esquema de perturbagao no parametro precisao no
modelo de regressao beta com dispersao fixa. O tltimo teste tem como objetivo detectar a
necessidade da modelagem da dispersao em situagoes onde foi considerada dispersao fixa.
Tal teste também foi avaliado através de estudos de simulagao, e mostrou-se eficaz, no
sentido de detectar més especificagoes do modelo. Por fim, aplicamos a teoria desenvolvida
a um conjunto de dados reais, que evidenciou o bom desempenho do testes.
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Apéndice A
Teorema 3.1.1

Prova Teorema 3.1.1 Parte (1):

Sabemos de (1.3) que

=1
tr(Hy,p,) = tr(2A7 (= Cog )A) sy 00
1
= 2tr(— lyy AAT) i 0md

io ) AAT
— ot { (-“@) } . (A1)
n n
w:wo,G:é

Agora, note a partir de (A.1) que basta provarmos que

(— lgo /n) B AB,) e AAB)/n5B(6,) <
RIC) AA(8)

- — A6, 20 - - B, >o0.
Assim, temos
_iw n(é) A = |- {ao n<é> NI é?ie 0) , B ése (6))
_ E(= éjf 6.)) , E(= éfj (0*)>‘
< ‘ _ éeon@) _E= éze ) ) N ‘E(— ége () E(- éjle (6.))
+ ]—E(_ éff (6.)) — A2, (A.2)

Da Suposicao 5, temos que
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Segundo Zhu & Zhang (2004) utilizando a Suposigao 3, o segundo termo em (A.2) é
suficientemente pequeno quando n — oo utilizando o Lema 2 (a) apresentado em Andrews
(1992). Para o tultimo termo que falta, segundo os autores sob as Suposigoes 1 e 4

garatimos que

sup ™! (— loo (8) — 1~ "E(— los (8))] 0. (A.3)

Segundo Zhu & Zhang (2004) o resultado (A.3) utilizando Teorema 8.2 de Pollard (1990)

implica na convergéncia em probabilidade para zero deste termo.

Prova Parte (2): Temos que

9

<_M) _ EQCi 0:0:4:(6.))

n n

como também,

(E(AAT(O*))) _EQC ai£k<9*)aj£k<9*))'

n

Veja que

E (Z 8i8j€k(9*)) = —Z/[aﬁj log(g(k; 0.))19(yx; 6.)dys
= _Z/[aiaj log(g(yw; 0+))]9(yr; 0)dyrlo=o.

= —Z/ ( Jg(ykﬂ))) 9(Yr; 0.)dy|o=o.

_ 9;9(yk; 0))9(yx; 0) — 959(yx; 6)9ig(ys; 0)]
- Z/ (0 07

;0)0ig(yx; 6
= < /68]gyk, dywrZ/ g4 o(0r: 0 gyk ))‘90.

Pela Suposicao 3 e desde que as B(yx) que dominam os modulos das derivadas parciais

9(yr; 0)dyg o=,

de 41(0) sejam integraveis, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que

Z/aiajg(kaO)dyk = Zaiaj/g<yk;0)dyk
k=1 k=1
= Y 90;(1)
=1

— 0.
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Entao,

zg Yk; 0) ‘
0=0.

E (Zaiajek(e)*> _ Z/ i9(yi; 0
1 yk,
zg yk, gg yk,9)

B 9i9(yw; 6) 9;9(yx; 0)
- ,;E(g(yk;e) g(yk;m)

=Ux

= By 0)0,64(1: 0))|

_ (E(AAT(G*)))

n

—Ux

Portanto,

n n

i (_E@ee w*))) i BAAT(0))

n—0o0 n—oo n

Pela Suposigao 5, temos

lim (—w> = A6, e lim E(LT(G*)):B(B*),

n—o0o n n—o00 n
assim concluimos que A(6,) = B(0.). Aplicando o Teorema 3.1.1 temos que

N = 2tr(A(6.)7'B(6.))
= 2tr(I,)
= 2p.

Note que, para provar o Teorema 3.1.1 nao precisamos da suposicao de identicamente
distribuida como ocorre em White (1982).



