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RESUMO

Neste trabalho abordamos a fragmentacao de um disco fino e quebradigo (quase bi-
dimensional) ocorrida pelo impacto pontual de um projétil. Este problema é tratado
via estatistica geométrica, onde linhas e circulos desempenharao o papel das rachaduras
e serao distribuidas aleatoriamente sobre a superficie. A escolha das rachaduras sera
feita com a distribuicao de probabilidade respectiva a cada ente geométrico: a linha ou
o circulo. Estas distribuicoes foram obtidas a partir de uma andlise da propagacao e,
principalmente, da dissipacao da energia cedida pelo projétil. Ao construirmos o disco
fragmentado, calculamos a drea de cada fragmento e, entao, chegamos a distribuigao cu-
mulativa das massas dos fragmentos maiores ou iguais a m, P(m). Observamos que esta
ultima estda em grande concordancia com os dados experimentais obtidos por T. Kadono
et al, ou seja: P(m) ~m~?, onde 0.1 < 3 < 0.3, no regime de pequenas massas.

Palavras-chave: Fragmentacao. Leis de poténcia. Impacto pontual.



ABSTRACT

In this dissertation we address the fragmentation of a flat (two-dimensional) brittle
disk occurred due to the punctual impact of a projectile. This problem is addressed via
geometric statistics, where lines and circles represent the disk’s cracks, randomly distri-
buted over its surface. The distribution of cracks will be made through each geometric
entity’s respective probability distribution: the line or circle. These distributions were
obtained from a propagation and dissipation analysis of energy transferred by the pro-
jectile. To construct the fragmented disk, calculations were made to obtain the area of
each fragment and to plot the cumulative distribution of the fragments masses (greater
than or equal to m). It was noted that the latter are in accordance with the experimental
data obtained by T. Kadono et al, ie. P(m) ~ m™”, where 0.1 < 3 < 0.3, in the small
mass regime.

Keywords: Fragmentation. Power law. Punctual impact.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Fenomenos fora do equilibrio sao muito comuns na natureza. Porém, o tratamento
desses fenomenos, seja analitico ou numérico, apresenta uma complexidade consideravel.
Apesar do avango experimental e tedrico, problemas de fragmentagao sao um exemplo
claro disso. Parte da dificuldade em lidar com fragmentacao se deve a existéncia de varios
cenarios possiveis. Afinal, as quantidades mensuraveis sao sensiveis ao material do objeto
fragmentado, a dimensao efetiva, a geometria intriseca e a distribuicao espacgo-temporal
e a intensidade da energia inicial cedida ao objeto.

O estudo da fragmentacao foi intensificado no final da segunda guerra mundial pelo
cientista inglés Nevill Francis Mott [1]. Seus estudos eram focados principalmente em
municgoes explosivas, ou melhor, na fragmentacao resultante da ruptura de bombas. Mott
juntamente com Linfoot, outro importante cientista da época, fez varias anélises e estudos
que nao foram publicados em jornais cientificos, ficando restritos a relatorios internos de
guerra do Ministry of Supply do Reino Unido. Inclusive, posteriormente, alguns desses
serviram para testes experimentais da sua teoria de fragmentagao.

Intuitivamente, observamos um ente matematico importante que ird nos permitir
fazer uma andlise da fragmentacao de uma granada, ou de qualquer outro objeto, a
distribuicao de tamanho dos fragmentos. Esse tamanho pode ser: comprimento, area ou
volume, quando o sistema for uni, bi e tridimensional, respectivamente. Generalizando,
podemos trabalhar com a massa do fragmento, que servird para todas as dimensoes. A
partir dessa distribui¢ao poderemos dizer quantos fragmentos de massa entre m e m+Am
foram obtidos. Chegar nessa distribuicao era um dos objetivos de Mott.

Mott estudou a fragmentacao em um sistema bidimensional, que foi criado a partir dos
resultados obtidos com o caso unidimensional. Este tltimo foi desenvolvido por Lineau.
Ambos os modelos sao discutidos no segundo capitulo deste trabalho: “Modelos Classicos
de Fragmentagao”.

Os trabalhos de Mott foram primordiais para o desenvolvimento da teoria da frag-
mentagao. Eles serviram de base para a compreensao deste fenomeno e, vale salientar,
a partir deles comegou-se a observar que as distribuicoes de massa dos fragmentos fre-
quentemente obedeciam a leis de poténcia em certos limites da massa. Por este motivo,
iniciaram-se os estudos acerca dos expoentes dessas leis. Um conhecimento buscado nos
expoentes ¢ sobre sua variagao ou nao, ou seja, sua dependéncia com o material do objeto
fragmentado, com a geometria, com a energia cedida para o objeto ou até mesmo com a
maneira em que essa energia era cedida, entre outros. Importantes resultados foram con-
cluidos em alguns trabalhos, tais como a forte dependéncia do expoente com a geometria
do objeto em detrimento da dependéncia com o material [2].

Ademais, outros resultados interessantes foram obtidos, como é o caso dos trabalhos [3]
e [4], que chegaram em leis de poténcia compostas,ou seja, para cada regime de massa
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14 INTRODUCAO

dos fragmentos, grandes e pequenas, foram obtidos diferentes expoentes dentro da mesma
distribuicao.

O surgimento da ideia central envolvida na nossa pesquisa se deve a dificuldade em
conectar os modelos estatisticos geométricos [5] com as teorias de fragmentacao de pri-
meiros principios. Em outras palavras, enquanto os primeiros envolvem o posicionamento
aleatério de linhas ou curvas em uma superficie, no caso de fragmentacao bidimensional,
as segundas tentam incorporar e simular os processos fisicos da propagacao e nucleacao
das fraturas em uma classe especifica de materiais. Poucos trabalhos seguiram por este
caminho, um exemplo é o de Emily et al [6]. Nossa pesquisa buscou suprir a escassez de
trabalhos conjugando conceitos estatisticos e vinculos fisicos.

Adicione a isso a percepcao de um certo padrao em um disco, ou mesmo uma placa de
algum material quebradico, fraturado por causa de um impacto pontual, seja ele feito por
uma pedra ou por um projétil de qualquer espécie. Este padrao se assemelha bastante a
uma teia de aranha, conforme as figuras 1.1.

(a) Janela de vidro de um carro quebrada. (b) Janela de vidro quebrada retirada da
Retirada da referéncia [7] referéncia [8]

Figura 1.1 (a)Podemos observar nessa imagem da janela de carro quebrada o padrao formado:
circulos concéntricos, cujo centro é o ponto de impacto, e segmentos de reta que cruzam o ponto
de impacto.(b) Visdo em maior proximidade de uma janela de vidro quebrada.

Entao, uma ideia nos saltou a mente: estudariamos o fenéomeno da fragmentacao em
um disco, cuja geometria é mais simples de ser trabalhada, por um impacto pontual. O
padrao formado pelo impacto teria fraturas radiais e circulares, cujas distribuicoes de
probabilidade seriam obtidas a partir dos principios de propagacao e amortecimento de
energia.

Temos que quando o projétil atinge o disco quebradico, obtemos um padrao geométrico
como estd ilustrado na figura 1.2.

Com base nessas observagoes, criamos um modelo que se utiliza desses entes geométricos,
onde as circunferéncias concéntricas representam as rachaduras ou fraturas circulares e
os segmentos de reta representam as fraturas radiais. Em outras palavras, este modelo
contém o0s seguintes passos:

1. O sorteio das fraturas radiais, de acordo com uma distribui¢ao a ser discutida.

2. O sorteio das fraturas circulares, de acordo com uma distribuicao a ser discutida.
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Figura 1.2 Ilustracao de um projétil atingindo uma placa e o padrao formado pelo impacto.

3. Calculo da area de cada fragmento formado pelas fraturas radiais e circulares sor-
teadas.

4. Construcao do grafico de distribuicao de areas.

5. Verificagao do comportamento tipo lei de poténcia no regime de massas pequenas
e determinagao dos expoentes.

O ponto de partida essencial nesse modelo é o sorteio das rachaduras radiais e circula-
res. Esse sorteio é feito de acordo com distribuicoes diferentes, as quais serao detalhadas
no capitulo trés. Nele analisaremos o conceito de propagacao de energia, o qual é utilizado
para encontrar essas distribui¢oes. Ou seja, a partir de um conceito fisico, chegamos as
distribuicoes que geram as fraturas. Portanto, nosso modelo esta atrelado a uma descri¢ao
fisica e estatistica do fenomeno de fragmentacao.

Por fim, gostariamos de salientar que, apesar de suas origens bélicas, o estudo de
fragmentacao possui muitas aplicagoes para além desse campo, entre as quais estao ge-
ociéncias [9], astrofisica [10], ciéncia forense [11], ciéncias dos materiais e, até mesmo,
arqueologia [12].



CAPITULO 2

MODELOS CLASSICOS DE FRAGMENTACAO

Neste capitulo mostraremos os primeiros modelos estatisticos de fragmentacao que fo-
ram construidos via estatistica geométrica [5]: uma abordagem que se utiliza de conceitos
estatisticos na distribuicao de fraturas.

2.1 MODELO UNIDIMENSIONAL DE LINEAU

Consideremos uma haste fina e longa de vidro ou de algum material quebradico.
Imaginemos que ela seja solta de alguma altura grande o suficiente e, ao colidir paralela-
mente ao chao, se fragmente em diversos pedagos. Como seria a distribuicao das massas
dos fragmentos? E possivel chegar nessa distribuicao analiticamente? Este problema
foi abordado em detalhe por Lineau [1,13] e, posteriormente, o experimento foi de fato
realizado [14,15], levando a uma concordancia parcial.

Lineau modelou este problema da seguinte maneira: a partir de um segmento de
reta de tamanho L s@o escolhidos aleatoriamente N pontos (fraturas), de forma que a
probabilidade da fratura ocorrer em cada ponto da haste é a mesma [16]. Vide a figura
2.1.

(N+1) fragmentos
N fraturas

Figura 2.1 N+1 fragmentos de comprimento varidvel 1 gerados por N fraturas.

2.1.1 Fragmentacao de uma haste infinita

Para o caso em que L é muito maior que o tamanho médio dos fragmentos (), ou
seja, quando existe um numero grande de fragmentos, o modelo pode ser simplificado
utilizando-se uma reta (infinita). Sabemos que a distribuigao de pontos aleatérios em
uma reta é dada pela distribuicao de Poisson [17]:

N =1/
P(N,1) = %, (2.1)

16



2.1 MODELO UNIDIMENSIONAL DE LINEAU 17

onde a equagao (2.1) representa a distribui¢ao de probabilidade de termos N fraturas
em um intervalo de tamanho [ da reta.

Lineau chegou na distribucao de probabilidade de fragmentos com tamanho menor ou
igual a [, F(1), utilizando o seguinte método.

Primeiramente, calcula-se a probabilidade de nao existir nenhuma fratura em um
tamanho [, P(0,[), e a probabilidade de existir uma fratura no incremento subsequente
dl, P(1,dl), como indicado na Figura 2.2:

dl

N
[

Figura 2.2 Fragmento com tamanho entre [ e [ + dl

Sdo elas:

P(0,1) = e YO (2.2)
1
P(1,dl) = —dl. (2.3)
(D)
Multiplicando-se estas duas equacgoes, ja que os eventos sao independentes, obtemos
a densidade de probabilidade de fragmentos com tamanho entre [ e [ + dl:
e~/
(D)
Integrando a (2.4) de 0 a [ chegamos na distribui¢ao de probabilidade de fragmentos com
tamanho menor ou igual a [, ou seja:

Lot/
F(l) = /0 0 dl’. (2.5)

f) = dl, (2.4)

Obtemos:
F(l)=1—e0, (2.6)

Sabemos que a cumulativa para comprimentos maiores ou iguais a [ ¢ igual a distri-
buigao de fragmentos com qualquer tamanho [, lim; ,, F'(I) = 1, menos a distribui¢ao de
fragmentos com comprimentos menores ou iguais a [, isto ¢,

Fo(l) =e V0, (2.7)

Esta ultima equacdo (2.7) trata da distribuicao de fragmentos com comprimentos
maiores ou iguais a [, a qual é de maior interesse para nés. Afinal, ao se fazer um
experimento de fragmentagao, a medi¢ao do tamanho do fragmento é feita do maior para
o menor, visto que é o procedimento mais simples e preciso.



18 MODELOS CLASSICOS DE FRAGMENTACAO

2.1.2 Fragmentacao de uma haste finita.

Para o caso onde L nao é muito maior que o tamanho médio dos fragmentos [, apli-
camos o método utilizado anteriormente em um segmento de reta conforme foi descrito
na figura 2.1. Segue abaixo uma ilustragao simplificada:

[
——

|
-
dl

| L |

Figura 2.3 Fragmento com tamanho entre [ e [ + dl em um segmento de reta de tamanho L.

Sabemos que a probabilidade de uma tnica fratura acontecer em um intervalo [ do
segmento de reta de tamanho L ¢ igual a:

p1<1,l) = —. (28)

L
L

Portanto, a probabilidade da fratura nao cair em [, dado que apenas uma fratura
ocorreu, €:

l

Quando ocorrerem N fraturas, a probabilidade de nenhuma delas cair em um intervalo
de tamanho [, ou seja, todas cairem fora do intervalo de tamanho [, serd dada pela
diferenca entre >."= Py(n,l) = 1 ¢ S."=V Py(1,1), onde o primeiro termo é igual a
um, pois estamos considerando todo o espaco amostral, e, o segundo termo se refere
a probabilidade de n fraturas cairem no comprimento [. Ainda podemos ter 1 fratura
dentro do comprimento [ e N — 1 fora, 2 fraturas dentro do comprimento [ e N — 2 fora,
e assim por diante. Também sabemos que temos N chances do primeiro caso ocorrer, ou
seja, (]f ), no segundo caso temos (]; ) chances e essa regra segue até o N-ésimo termo. Ou
seja, as chances de cada possibilidade acontecer sao uma combinacao do nimero total de
fraturas N pelo nimero de fraturas que caem dentro do intervalo de tamanho [. Segue
abaixo uma ilustracao para auxiliar no entendimento do calculo da probabilidade de n
fraturas quaisquer cairem no intervalo de tamanho [.
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N=3
I I I

W ! H- - —H
I I I

(b) n= L1 I l I l U l

1 1 | 1 | 1 11 1

I

(© n3 ,~/\_-\

Figura 2.4 Para o caso de 3 fraturas, temos os seguintes eventos: (a)Uma fratura em [ e as
outras duas fora com trés possibilidades para esse evento- a fratura azul dentro, a verde ou a
laranja -;(b)Duas fraturas em [ e a outra fora. Novamente podemos permutar as fraturas trés
vezes;(c)as trés fraturas em [.

A equagao (2.8) é justamente a probabilidade de uma unica fratura ocorrer e cair
no intervalo [. Como os eventos sao independentes, temos que a probabilidade de duas
, . ) . , 2
unicas fraturas ocorrerem e cairem no intervalo [ serda P»(2,1) = (L) e para N fraturas:

Py(N, 1) = (L)Y ’

Portanto,

Py(0,1) =1 — Px(1,1)
2 N
PN(O l) =1- 1{/\[ )l_ 2!(]<[V'2)| (%) - N'(]i/'v'N)' (%) (29)
N

TN T
Py =) (1) - i - @) =~ ()

De acordo com a passagem em (2.9) obtemos que:

Py (0,1) = <1 - %)N (2.10)

Agora calcularemos a probabilidade de uma tnica fratura cair em um intervalo infini-
tesimal dl dado que as N fraturas nao ocorreram em [. Primeiramente, nosso segmento
de reta terd tamanho L — I, e, a probabilidade de uma fratura ocorrer em um intervalo dl,
dado que apenas uma fratura ocorreu, sera: P;(1,dl) = %. Para o caso de N fraturas,

obtemos entao:
dl
=N (—L — l) : (2.11)

N! dil
Py(1,dl) = (N —1)! (L— l)
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Analogamente a secao anterior, fazemos:

F()dl = Py(0,1)Py(1, dl) (2.12)

ro- T3 (-1 () -

Efetuada a integragao, obtemos a distribuicao cumulativa de fragmentos com tamanho

maior ou igual a [:
I\
F. = (1 — f) : (2.14)

Vale salientar que podemos escrever a distribuicao (2.14) da seguinte maneira:

F. = eN(1-1), (2.15)
Agora analisaremos esta equacao para L >> [ e (I) << L e veremos se ela é condizente
ou nao com a (2.7). Seja () = £, substituindo em (2.15), obtemos:

F. = etr(1-1), (2.16)

Sabemos que a expansao em série do termo com logaritmo é dada por:

In <1—%) :—iw,para% <L (2.17)

k=1
Logo, expandindo a equagao (2.16) e considerando apenas os termos de primeira ordem,
obtemos:

) = e_dj, (2.18)

(2.19)

b~

F> = e%(_

que é justamente a distribuigdo obtida para uma reta (no caso L >> (I) ) utilizando a
distribuicao de Poisson.

2.2 MODELO BIDIMENSIONAL DE MOTT E LINFOOT

Nessa secao iremos explorar um dos poucos modelos de fragmentacao bidimensional
resolvido analiticamente. Um outro bom exemplo ¢ o trabalho de Parisio et al [1§]
sobre fragmentacao minima, onde varios eventos de uma rachadura em um retangulo sao
avaliados.

O modelo de Mott e Linfoot consiste de um plano particionado por retas verticas e
horizontais distribuidas de modo aleatério uniforme [1]. Veja a figura 2.5:
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Figura 2.5 Plano transpassado por retas verticais e horizontais.

Mott e Linfoot calcularam a distribuicao de massa dos fragmentos e se basearam,
principalmente, no método desenvolvido por Lineau para o caso unidimensional. Iremos
agora reproduzir este calculo analitico.

Primeiramente, observamos que a area de um fragmento depende do espagamento en-

tre duas retas horizontais adjacentes y e entre duas retas verticais adjacentes z, conforme
a figura 2.6.

Figura 2.6 Area de um fragmento destacada.

Conforme vimos na secao anterior, a densidade de probabilidade de tamanhos dos frag-
mentos em uma reta é dada pela equagao(2.4). Aplicando essa idéia para os espagamentos
entre as retas, ou seja, o tamanho [ da (2.7) seria substituido pelo espagamento das retas
verticais x e horizontais y. Obterfamos, entao:
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Je= 7= @, (2.20)
fy= _e_<yT>7 (2.21)

onde estamos assumindo que o retangulo ¢é suficientemente grande de forma a podermos
usar as distribuicoes de Poisson.

Entao, temos que f, e f, sao as densidades de probabilidade dos espacamentos entre
x e  + dx das retas verticais e y e y + dy das horizontais. E, como vimos na figura 2.6,
esses espagamentos sao os lados dos fragmentos retangulares. Portanto, a densidade de
probabilidade de drea dos fragmentos como funcao de x e y serd igual a:

1 = _u
foy = e e W (2.22)
Y (o) (y)
Sabemos que a = zy, entao a distribuicao de probabilidade cumulativa de &areas
maiores ou iguais a a serd dada por:
@ W dady. (2.23)

zy>a

Teremos entao:

[L e_&dy] dx, (2.24)

ou melhor,

Fru= 7 / ) dr (2.25)
0

Fazendo a seguinte mudanca de variavel nesta tltima integracao: x = ,/%ee, obte-

mos:
/ / Vit (¢ +e) e?db, (2.26)
)

substituindo as funcoes exponencias pelas hiperbdlicas:

F/ V@ ) (cosh(6) + senh(6)) do. (2:27)




2.2 MODELO BIDIMENSIONAL DE MOTT E LINFOOT 23

Estamos trabalhando com limites de integracao simétricos. Entao, vale ressaltar que:

¢ - 0, se f(z) for par.
/_a fla)de = { 2 [, f(z)dz, se f(z) for impar.

Portanto, o termo que contém senhf é nulo e o termo do cosh @ se torna o dobro da
integral original com o limite de 0 a co, ou seja:

Foo=2,/ (x>a<y> /0 e V@ M cosh(h)db. (2.28)

Podemos perceber a semelhanga entre a equacao (2.28) e a representagao integral da
funcao de Bessel modificada do segunto tipo [19]:

Kn(x):/o e~ sh®) cogh(nb)dh. (2.29)

Concluimos que a distribui¢ao de probabilidade de fragmentos de drea maior ou igual
a a ¢ dada por:

e =2 mm™ (2 <az><y>) | (230)

A densidade de probabilidade cumulativa sera a derivada de 1 — FL, em relagao a a.
Como a derivada da funcao de Bessel modificada para n = 1 obedece a seguinte relagao
d(zKy(z))

T = —xKo(z), temos:

logo:

2 a
Jo) = Zamm (2 <x><y>> (233)

Finalmente, obtemos a densidade de probabilidade de fragmentos com area entre a e
a + da, cuja forma é dada pela equagao (2.33).

Este capitulo serviu, principalmente, para introduzir o tema da estatistica geométrica
como ferramenta para modelagem de problemas de fragmentacao, inclusive introduzindo
os termos técnicos e os conceitos estatisticos necessarios ao nosso estudo. Mais ainda, os
modelos aqui apresentados e discutidos foram fundamentais para criacao do nosso modelo
numérico. O principal objetivo é a explicacao minunciosa do modelo que, diferentemente
desses apresentados, lida com conceitos estatisticos combinados a vinculos fisicos.



CAPITULO 3

MODELO DE UM DISCO FRAGMENTADO POR
IMPACTO PONTUAL

Neste capitulo iremos descrever nosso modelo explicitando as ideias vindas dos mo-
delos classicos discutidos no capitulo anterior e trazendo a luz as discussoes do conceito
de propagacgao e amortecimento de energia embutido nele, sendo isto um dos diferenciais
deste trabalho.

Antes de comecarmos a discussao sobre o nosso modelo, é importante citar os diferen-
tes regimes vivenciados por objetos bidimensionais. Imagine uma placa de vidro, muito
fina. Suponha que esta placa caia fazendo um angulo qualquer com o chao e se fragmente.
Podemos afirmar que o processo de fragmentacao aconteceu em trés dimensoes, pois a
placa pode curvar-se e/ou os fragmentos podem quicar e invadir a terceira dimensao.
Nao estamos considerando este tipo de evento neste trabalho. Na verdade, nosso modelo
aborda um tipo de evento de fragmentacao bidimensional, cujo processo se da também
em duas dimensoes. Exemplos deste tipo de processo sao o esmagamento de uma placa
quebradica, o impacto pontual de um projétil na lateral de um disco quebradi¢co com a
condigao que os fragmentos nao saiam do disco, ambos da referéncia [20], e assim por
diante.

3.1 INTRODUCAO AO MODELO

Ao observarmos janelas, portas, placas em geral, de vidro ou de algum outro material
quebradico atingidas por bolas ou pedras, percebemos um certo padrao formado quando
o material se fragmenta e permanece na janela, assim como foi comentado na introducao.
Esse padrao lembra uma teia de aranha e foi o principal responsavel pelo surgimento da
ideia que tivemos para criar uma modelagem para esse tipo de fragmentacao.

As imagens da figura 3.1 ilustram a relagao entre nosso modelo e a teia de aranha
formada pela ruptura do vidro. Podemos obsevar, na primeira imagem, que temos fra-
turas relativamente bem definidas: as radiais e as circulares. Ilustramos isso na segunda
imagem, onde as fraturas radiais sao representas pelos segmentos radiais e as circulares
sao representadas por circulos concéntricos e o disco central representa o local atingido
pelo projétil, que consideramos material perdido, nao entrando, portanto, na estatistica
dos fragmentos.

Considerando que o aparecimento das fraturas radiais nao interfere no aparecimento
das circulares e vice-versa, construimos uma metodologia que sorteia essas fraturas se-
paradamente, e o sorteio de cada uma obedece a uma distribuicao diferente, que iremos
conhecer na proxima sec¢ao.

Para o sorteio das fraturas radiais, nossa variavel aleatoria é o angulo 6 definido entre
a reta que representa a fratura radial e o eixo x que passa pelo ponto de impacto, o

24
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(a) Janela de vidro quebrada re- (b) Desenho de disco fragmen-
tirada da referéncia [21] tado.

Figura 3.1 Placa de vidro quebrada; desenho simulando o padrao do vidro quebrado.

centro do disco. Assumimos que os valores de  variam entre 0 e 2. No caso das fraturas
circulares, a variavel aleatéria serd dada pelo raio r dos circulos. Definimos o raio do
projétil rg, como o valor minimo permitido para r. A depender da energia contida no
projétil, a area atingida por ele ou fica recheada de fragmentos muito pequenos a ponto
de serem negligenciados em experimentos ou fica vazia, ou seja, material perdido como
dito anteriormente (isso pode ser observado na figura 3.1). O valor méaximo de r sera,
obviamente, o raio do disco R. Observe a figura 3.2:

Figura 3.2 Ilustracdo de disco com as varidveis aleatérias 6 e r em destaque, o valor maximo
desta tltima R, o minimo 7 e o eixo x usado como referéncia para 6. A &drea sombreada
representa o material perdido.

O proximo passo do programa consiste no célculo da area de cada fragmento do disco,
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que é dada por:

(r? —r2y) (0: — 0;1)

a= 5 , (3.1)

onde 7;, r;_1 e 0;, 6;_1 sao realizacoes vizinhas das variavéis aleatérias r e 6, respectiva-
mente, e do calculo da distribuicao dos fragmentos de areas maiores ou iguais a a, ou
seja, FL,.

Antes de analisarmos os resultados, iremos mostrar o conceito por tras da escolha
da distribuicao dos angulos das fraturas radiais e da distribuicao dos raios das fraturas
circulares.

3.2 PROPAGACAO DE ENERGIA.
3.2.1 Distribuicao dos angulos das fraturas radiais.

Para a escolha da distribuicao dos angulos das fraturas radiais, consideramos duas
hipdteses. Primeira hipotese: a simetria do sistema, o disco atingido por um projétil no
centro, nos sugere que nao existe nenhuma preferéncia de direcao das fraturas radiais.
Segunda hipdtese: acreditamos que as fraturas radiais sao decididas no momento de
impacto, portanto a dissipagao da energia durante seu transporte pelo disco nao alteraria
as fraturas radiais e suas preferéncias direcionais, caso existissem. Podemos entender e
observar melhor essas hipdteses na figura abaixo, que consiste em uma imagem fotografica
do momento de impacto:

Figura 3.3 Podemos notar que todas as fraturas radiais sao determinadas no momento do
impacto, e, obedecem a uma distribui¢do de probabilidade uniforme. Imagem retirada da re-
feréncia [22]

Combinando essas duas hipdteses, percebemos claramente que a distribuicao mais

natural é a uniforme, ou seja, a distribuicao de angulos das fraturas radiais é dada sim-
plesmente por:

fo=55- (3-2)

Gostariamos de enfatizar, entretanto, que nosso modelo foi comparado com os dados
de um disco fragmentado por impacto lateral [20]. Neste caso haveria uma preferéncia na



3.2 PROPAGACAO DE ENERGIA. 27

direcao das fraturas radiais implicando na invalidez da primeira hipdtese acima. Contudo
a segunda hipdétese permanece vélida.

Observando a figura 3.4, que ilustra um projétil atingindo um disco lateralmente,
percebemos que o padrao formado é semelhante ao de um semidisco atingido em seu
centro.

(b)

Figura 3.4 Ilustracao de um projétil atingindo um disco lateralmente.

Com todas essas informgoes, sabemos que a distribuicao dos angulos das fraturas
radiais terd que ter seu maximo em 6 = 0, pois o projétil esta na direcao da reta que faz
um angulo # = 0 em relacao ao eixo x. Por causa disso, uma boa escolha ¢é a seguinte:

cos(0)
2 Y

go = — (3-3)

onde 6 € [-F, %] e —% ¢ a constante de normalizagao.

3.2.2 Distribuicao dos raios das fraturas circulares.

No caso das fraturas circulares, a escolha da distribuicao dos raios é um pouco mais
complexa. Vamos pensar o seguinte: seja &( a energia cinética do projétil que é transferida
para o disco no momento do impacto. Como sera efetuado esse transporte? Sabemos que
o transporte da energia cinética cedida pelo projétil é feito a partir de ondas mecanicas.
Entao, supomos que esse choque ocorrido entre o projétil e o disco geraria um pulso
localizado de energia que iria transporta-la através do disco. Um ilustracao desse fato
segue na figura 3.5:

Seguindo este raciocinio, levamos em consideracao duas hipdteses. A primeira ¢é rela-
tiva a distribuicao dos raios das fraturas circulares: consideramos que ela é proporcional,
em primeira aproximacao, a densidade linear de energia. Ou seja, P(r) o p(r). Isso
signifca que a distribuicao de probabilidade de termos uma fratura circular em r é pro-
porcional a densidade de energia a uma distancia r do ponto de impacto.

A segunda hipétese gira em torno da densidade de energia. Seja g a quantidade total
de energia cedida pelo impacto do projétil com o disco. Parte dessa energia é utilizada
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ccoco
cooe

Figura 3.5 Ilustracao do pulso de energia gerado no momento de impacto e sua propagacao
apds o impacto.

na formagao das fraturas radiais no instante do impacto. Logo:
€0 = Ey + E, (3-4)

onde Ej é a energia perdida na formagao das fraturas radiais.

Agora, suponha que estivéssemos em um caso completamente conservativo, onde nao
haveria dissipacao de energia durante o seu transporte ao longo do disco. Entao, isso
significa que a energia contida no pulso seria igual a Ej para qualquer r, o que nos leva
a ter uma densidade de energia dada por:

p(?“)—&

=5 (3-5)

Pela primeira hipdtese, notamos que nesse limite, que é um limite nao fisico, a distri-
buigao dos raios das fraturas circulares seria proporcional a 1/r.

Agora, indo para o limite fisico, claramente sabemos que a medida em que o pulso se
propaga, ele perde energia para o meio, em forma de som e/ou calor, por exemplo. Esta
perda devera ser proporcional a area englobada pela onda. De acordo com isso, temos:

mTr

E(r) = E, <A + 3) : (3.6)

onde A e B sao constantes a serem determinadas mais adiante.

Vale ressaltar que, no nosso modelo, consideramos que a energia perdida é proporcional
a area englobada, e que, nessa dissipacao, estao incluidas a perda pela formacao de
fraturas e a perda pela criacao de fonons e calor. Porém, nao colocamos o termo de
energia perdida por fratura diretamente na equacao, que varia a depender do material
do disco. Este fato é considerado no nosso modelo pela escolha de um coeficiente que é
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relacionado diretamente com a energia perdida e do nimero de fraturas circulares N,.

Em outras palavras, ao definirmos este coeficiente, estamos dizendo quanto da energia

cedida pelo projétil é perdida na propagagao do pulso e ao escolhermos um N,., sabemos

quantas fraturas sao formadas a partir dessa perda, o que caracteriza o material do disco.
Atreladas a essa equacao, temos as condi¢oes de contorno, que sao:

E (ro) = Ep (3.7)
E(R) = qE,, para 0 < ¢ < 1, 3.7

onde ¢ é o fator de restituicao de energia, ou seja:

=0=E(R)=0,
{ qq: 1= E(R) = Ej. (38)

No primeiro caso (¢ = 0) a energia se anula na borda do disco, enquanto que no limite
conservativo (¢ = 1) a energia permance Ej na borda do disco.
Susbtituindo as condigoes de (3.7) na equacao (3.6), temos:

B
E(’I"Q):EO:>A—|——2:1

g
(3-9)
E(R)=qEy= A+ b
- q 0 7TR2 - q
Resolvendo esse sistema, obtemos para A e B os seguintes valores:
l—gq
A=1—-—
1—¢2
(3.10)
B (1+4q) 7T7“%’
1—¢2

onde { = 2, ¢ a razao entre os raios do projétil e do disco.
Portanto, a energia se comporta de acordo com a equagao abaixo:

ey 5 [1- 125 (19 o

De acordo com a equacgao (3.11) a densidade linear de energia sobre o pulso serd dada

por
o) =20 Bl (1) (312

27r 21 | r roord

Voltando & nossa primeira hipétese, sabemos que: P(r) o« p(r), logo P(r) = kp(r),
onde k € R. Normalizando P(r):

R
/ P(r)dr =1, entao: (3-13)

0o

R 1
/m p(r)dr = +. (3-14)
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Entao,

~ o 1o

- 2[5 o (0]

Finalmente, substituindo a equagao (3.15) em P(r) = kp(r) e fazendo algumas ma-
nipulagoes algébricas, obtemos a seguinte distribuicao de probabilidade dos raios das
fraturas circulares:

E 1-— 1 2
S Y (RREYRER) P
T

(3.15)

1—62—(1—Q)( ——§>

(o))

Na figura 3.6 encontra-se um grafico dessa distribuicao para varios valores de q.

P(r) =

=== g=0.15
g=0.3

— (=06

— =1

Figura 3.6 Gréfico de p(r) x r para os valores de ¢ =0, ¢ =0.15, ¢ =03, ¢ =06 e ¢ = 1.

Podemos notar que para ¢ — 0, ou seja, para uma maior dissipagao de energia temos
maior probabilidade de fraturas com raios pequenos, implicando em fragmentos com
menores massas. Portanto, podemos chegar a uma conclusao qualitativa de que obteremos
mais fragmentos de massa pequena para perdas de energa mais acentuadas.

Com essas duas distribui¢oes em maos, a dos angulos e a dos raios, podemos fazer o
sorteio das fraturas radiais e circulares do nosso disco fragmentado e calcular a drea de
cada fragmento, o que ira nos permitir o calculo da distribuicao cumulativa de areas dos
fragmentos maiores ou iguais a a.

No préximo capitulo iremos explicar em maior detalhe nosso modelo, discutindo,
inclusive, os passos da simulacao e seus pontos relevantes, assim como mostraremos os
resultados mais importantes.
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3.3 EXPERIMENTO DE KADONO

Nessa ultima secao explicaremos um dos experimentos feitos por Kadono no trabalho
[20], cujos resultados iremos comparar com os alcangados pela nossa simulacdo e entao
verficaremos se nosso modelo é eficaz na descricao deste fenomeno.

Neste trabalho, Kadono fez dois experimentos em discos planos:

1. O experimento ”"sanduiche”": a fragmentacao no disco foi causada pelo seu esma-
gamento.

2. O experimento do impacto lateral: a fragmentacao no disco foi causada pelo impacto
de um projétil na sua lateral.

Nesta dissertacao iremos nos ater ao segundo experimento, pois nosso modelo se refere
a fragmentacao causada por impacto pontual.

Kadono utilizou projetéis esféricos em alta velocidade (~ 4km/s) para colidir na
lateral de discos de gesso com diametros entre 95 a 308 mm e espessura entre 3.3 a 14
mm.

Depois que o projétil colidia no disco, ele recolhia os fragmentos e reconstruia o padrao
das fraturas. Assim, foi possivel reconhecer dois tipos de fraturas: as fraturas radiais que
iniciavam no ponto de impacto e as fraturas perpendiculares as radiais. Como muitas
das fraturas perpendiculares nao atravessavam as radiais, foi considerado que as fraturas
radiais se formavam antes das perpendiculares.

Ele fez duas séries do experiemnto: primeiro variou o diametro e a espessura dos discos
e manteve a velocidade do projétil constante (4 £ 0,4km/s). Depois manteve espessura
do disco e diametro fixos (5 mm e 200 mm, respectivamente) e a velocidade do projétil
variando entre: (0,6 —4,1km/s).

Kadono observou um comportamento tipo lei de poténcia na distribuicao de massas
maiores ou iguais a m no regime de massas pequenas e calculou seus respectivos expoentes.
Abaixo seguem os graficos obtidos por Kadono, figuras 2(c) e 4 da referéncia [20]. A
primeiro mostra a distribui¢cao cumulativa do niimero de fragmentos maiores ou iguais a
m e a segunda a relacao entre os expoentes da lei de poténcia e a razao entre o diametro
e a espessura do disco:
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Figura 3.7 Resultados de Kadono em [20]. As retas em vermelho representam os limites dos
expoentes obtidos. Os pontos tracejados sao os mais proximos dos quais iremos modelar.



CAPITULO 4

RESULTADOS

Nesta dissertacao mostraremos os resultados das simulagoes feitas com os seguintes
parametros como entrada:

1. O raio da area atingida pelo projétil, ry, e o raio do disco, R que sao
os valores minimo e maximo, respectivamente, permitidos para r, cuja

razao sera sempre igual a 2 = 0.05 nas simulagoes.

2. O nimero de fraturas radiais N,, e circulares N,., levando a um total de
N, (N, + 1) fragmentos, como mostrado mais a frente na figura 4.6.

3. Constante de restituicao: ¢, que varia entre 0 < ¢ < 1.

Outros valores para os parametros foram utilizados, porém todos os resultados obtidos
foram similares. Por isso selecionamos apenas uma pequena regiao do nosso conjunto de
parametros (%9, N,, N. e q) para ser mostrada aqui como explicitado acima.

Vale ressaltar que, nesta simulacao, consideramos um ensemble de 1000 discos frag-
mentados para cada conjunto de parametros (NV,, N, e ¢). Portanto, calculamos a dis-
tribuicao de area de acordo com os valores obtidos para os fragmentos nesse ensemble
implicando na totalidade de 1000 x N éreas (ou fragmentos), onde N ¢é o ntmero de
fragmentos de cada ensemble.

4.1 IMPACTO FRONTAL

Antes de nos aventurarmos nas andlises dos expoentes obtidos para cada conjunto
de parametros utilizados, faremos uma breve discussao acerca da distribuicao dos raios
das fraturas circulares considerada neste trabalho. Primeiramente, analisaremos discos
fragmentados por impacto frontal, cujo padrao sera formado pelo sorteio de suas fraturas
radiais e circulares de diferentes maneiras, conforme enumeradas abaixo:

1. Para efeito de comparacao, inicialmente consideramos a distribuicao uniforme para
o sorteio ambas fraturas: radiais e circulares.

2. Agora utilizaremos a distribuicao uniforme para as fraturas radiais e a distribuicao
obtida nessa pesquisa com ¢ = 1 para as circulares, isto ¢, a dissipagao de energia
nao ¢ considerada.

3. Por fim, usamos a distribuicao uniforme para as fraturas radiais e a distribuicao
obtida nessa pesquisa com ¢ = 0.3 para as circulares, onde o termo de dissipacao
de energia é considerado.

33
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Segue abaixo o padrao formado nos discos para cada caso citado acima:

(a) 1%aso: distribuigdo uni- (b) 2°aso: sem considerar dis- (c) 3%aso: considerando dis-
forme para raios e circulos para sipacao de energia para N, = sipacao de energia com ¢ = 0.3
N, =30e N = 240. 30 e N = 240. para N, =30 e N = 240

Figura 4.1 Discos fragmentados pada cada caso citado acima.

Para cada caso, calculamos a distribuicao cumulativa F., e plotamos em um grafico
Loglog. Na figura 4.2 encontram-se esses graficos.

P(@@) P@
1 14
o1k 01k
ootk 001
\"I.
000k Y 0001 F ,
1
-4 L
104 E 10
105
L L L . ‘ ‘ ‘ .
5x107* 0,001 0.005 0.010 0.050 0.100 0.001 0.01 0.1 1
(a) 1°caso: uniforme para ambas fraturas. (b) 29aso: sem dissipagao de energia.
P(a)
14
01F
0.01
,
.
*
0.001 | .
.
‘ ‘ L
0.001 0.01 0.1 1

(c) 3%aso: dissipacao de energia com q = 0.3.

Figura 4.2 Distribuicao cumulativa de dreas maiores ou iguais a a.
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Nosso préximo passo sera a verificagao do comportamento para massas pequenas. Na
figura 4.2, podemos observar que na regiao de areas pequenas é possivel ajustar a curva
em uma reta para uma variacao de aproximadamente uma década dos valores da area. E,
entao, temos nosso expoente 3, que é justamente o negativo do coeficiente angular dessa
reta. Vide figura 4.3:

[=Ir@
B} —— Linear Fit of P(a) [= P
0.00 *\\\ —— Linear Fit of P(a)
1 -

-0.01 - N 0.00 4 *\
-
. -0.02 'y
1 "
-0.04 -0.04 o .

= -0.05 o = ]
[ - T 50s "

:3 07 : .\i\ -0.08 - \\'

a a

(a) 1%aso: 8 = 0.080 com erro de 0.002. (b) 28caso: 8 = 0.103 com erro de 0.002.
= P(a)
——]Linear Fit of P(a)
-0.02 | h\i\'
0.04 \l\-
o .
B -0.08 - !‘\.
= 0.10 \\!\.\
0.14 - "}
0.16 4 \*

92 -9.0 -88 -886 -84 -82 -8.0

(c) 3%aso: B = 0.150 com erro de 0.002.
Figura 4.3 Ajuste das curvas da distribuicdo cumulativa e expoentes.

Para o caso em que a distribuicao de fraturas circulares é uniforme obtemos um
expoente! 3 = 0.06 < 0.1, ou seja, estamos fora do intervalo obtido experimentalmente
por Kadono, 0.1 < § < 0.3. No segundo caso, obtemos [ = 0.12, que é maior que 0.1.
Porém, como veremos adiante, para conseguirmos alcancar expoentes maiores que 0.2, ou
seja, varrermos todo o intervalo de expoentes obtidos experimentalmente, necessitamos
incluir a dissipacao de energia, isto é, ¢ # 1. Afinal, um maior expoente implica um
maior nimero de fragmentos pequenos, e como vimos no capitulo passado a partir do
grafico 3.6, teremos uma maior quantidade de fragmentos pequenos quanto mais préxima
de zero for a constante de restituicao q.

10O uso dos termos "lei de poténcia” e "expoente” é um abuso de linguagem pertecente & esta area
de estudo. Podemos observar na figura 4.3 que nem todas as curvas obecedem estritamente a uma lei de
poténcia.
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4.2 IMPACTO LATERALXIMPACTO FRONTAL:

Nosso préximo caso segue na figura 4.2, onde obtemos discos fragmentados por im-
pacto lateral, ou seja, utilizando a distribuicdo dos angulos das fraturas radiais dada
pela equagao (3.3) e a distribuigdo dos raios das fraturas circulares, obtidas nesse traba-
lho, com diferentes valores para o coeficiente de restituicao, 0 e 0.3. Podemos observar
que o projétil atinge o disco pelo lado esquerdo e as fraturas circulares, que agora sao
semicirculos, estao centradas no ponto de impacto.

(a) Disco fragmen-
tado lateralmente
com coeficiente de
restituicao ¢ = 0.3,

N, = 30 fratu-
ras radiais e 240
fragmentos.

(b) Disco fragmen-
tado lateralmente
com coeficiente de

restituicao ¢ = 0,
N, = 30 fratu-
ras radiais e 240
fragmentos.

Figura 4.4 Discos fragmentados por impacto lateral com ¢ = 0 e 0.3.

A figura 4.5 contém gréficos loglog da distribui¢ao cumulativa de niimeros com area
maior ou igual a a, N 2, para o caso de impacto frontal (lateral) com um nimero de 240
fragmentos, onde 20 (19) fraturas sdo radiais e 11 circulares e a constante de restituigdo
assume 3 valores distintos: ¢ = 0, 0,3 e 1. Percebemos que para massas pequenas o
comportamento da curva é similar tanto para o impacto lateral quanto para o frontal.
Calculamos o expoente para o impacto lateral 8; e para o impacto frontal 3 e obtemos
valores proximos com uma maxima diferenga de < 0.05.

2Ser4 utilizada a letra N para a distribuicdo cumulativa de nimeros de fragmentos maior ou igual
a a e para o nimero de fragmentos. Sempre que necessario serd explicitado qual dos dois estd sendo
considerado.
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100¢ 1000
500¢
10¢
A 100}
p ~ 50
0.1 A 10l
0.01} .. 5
A ¥ L
10° 10 0.001 0.01 0.1 1 0.00001 0.0001
a a
(a) ¢ =0, B ~0.398 e B ~ 0.388. (b) ¢ =0.3, B ~ 0.213 ¢ Bf ~ 0.164.
1000
500+
100¢
= 50
10t
5,
1
0.00001 0.0001
a

(¢) g=1, 58; ~ 0.184 com erro de 0.002 e
B¢ ~ 0.120 com erro de 0.002.

Figura 4.5 Graficos do log da distribuicao cumulativa da &rea para impacto frontal e lateral
versus o log da drea com 240 fragmentos, onde 20 fraturas sao radiais e 11 circulares com a
constante de restituicao assumindo 3 valores diferentes: 0, 0,3 e 1, respectivamente.

Nas proximas se¢oes iremos analisar os graficos da distribuicao cumulativa de niimeros
de fragmentos com area maior ou igual a a tanto para o impacto frontal como o lateral,
e calcularemos seus respectivos expoentes, 3; e fy.

Para o melhor entendimento do leitor elas serao dividas da seguinte maneira: primei-
ramente analisaremos os expoentes 3; e 35 para diferentes valores de ¢ e IV, com um valor
fixo de N = 240 (como N ¢ fixo, os valores de N, mudam ao variarmos N,). Depois,
repetiremos a analise para diferentes ¢ e N.

A escolha de N = 240 se deve, primeiro, ao fato de que ele é o mais aproximado,
dentre os trabalhados nesta pesquisa N = (180;240; 360; 420; 675; 900), a quantidade de
fragmentos da figura 1(b) da referéncia [20]. Segundo, verificamos que o comportamento
tanto dos graficos como os expoentes nao variam tanto com N o que sera confirmado nas
proximas segoes.

4.3 RESULTADOS PARA N = 240:

Fixado o valor de N, temos que achar a relacao entre esse valor com o ntimero de
fraturas radiais e circulares, ou seja: N, e N.. Se analisarmos cuidadosamente a figura
abaixo 4.6, veremos que para n fraturas circulares, temos n + 1 fragmentos e, para n
fraturas radiais, temos n fragmentos. Portanto, o nimero de fragmentos é dado por:
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N =N, (N, +1).

R R
l]ma fratura l]ma fratura
circular radial
-3 N
S N
Dois fragmentos Um fragmento
(a) Uma fratura circular. (b) Uma fratura radial.

Figura 4.6 Ilustracao do disco fragmentado por uma fratura circular e uma radial, respecti-
vamente.

De um modo andlogo obtemos para o caso lateral a relagao entre os parametros N,
N, e N.:
N = (N, +1)(N.+1).

Sabendo disso, achamos os divisores dois a dois do niimero de fragmentos 240 para achar-
mos as quantidades compativeis de fraturas radiais e circulares. Como vimos na 1.1, o
numero de fraturas radiais, V,., ¢ maior que o nimero de fraturas circulares N.. De acordo
com o artigo [23] sabemos também que apenas fraturas radiais sao formadas quando a
energia é suficientemente baixa. Por exemplo, na figura 1 de [23] apenas a imagem (c)
possui fraturas radiais e circulares e a velocidade do projétil é aproximadamente 66m /s,
enquanto que nas outras imagens s6 ha fraturas radiais e a velocidade do projétil é me-
nor. Além do mais, temos o conhecimento de que se aumentarmos a energia do projétil,
o numero de fraturas circulares nao aumenta a ponto de ficar proximo ou maior do que
o numero de fraturas radiais. Isso é devido ao fato de que quando a energia aumenta o
suficiente, o projétil passa direto pelo disco sem criacao de fraturas, formando-se apenas

um buraco no ponto de impacto [24]. Portanto, utilizamos o seguinte critério de que

N, N,
1_r <N, < é e obtemos:(N,., N.) = {(19,11),(23,9),(29,7),(39,5)} para o lateral e

~ ~

0
(N, N.) = {(20,11),(24,9),(30,7),(40,5)} para o frontal.> Explicado as escolhas de
parametros iremos analisar os resultados obtidos para varios valores de ¢ para cada N,
acima.

4.3.0.1 Sem dissipagao (¢ = 1): No caso do limite conservativo, onde nao conside-
ramos a dissipagao de energia, obtemos os seguintes graficos e expoentes:

3Nos graficos sempre colocaremos o nimero de fraturas radiais N, para o impacto frontal, pois no
caso lateral é s6 subtrair 1.
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100+ 1000
500¢
10+
1l 100:
= o = 50
' 10¢
0.01} 5S¢
s
0.001% ‘ ‘ ‘ ‘ o 1
10> 104 0.001 0.01 0.1 1 0.00001 0.0001
a a
(a) N, =20, onde §; ~ 0.087 e, B¢ ~ 0.056. (b) N, =24, onde 5; ~ 0.091 e, 5y ~ 0.058.
1000 1000
500’ 500,
100¢ 100"
> 50¢ = 50¢
10: 10+
5¢ 5
1 1
0.00001 0.0001 0.00001 0.0001
a a
(¢) N, =30, onde 3, ~ 0.092 ¢, 5 ~ 0.056. (d) N, =40, onde 5, ~ 0.091 e, By ~ 0.059.

Figura 4.7 Graficos da distribui¢do de nimero fragmentos com drea maior ou igual a a, N X a
para N = 240 fragmentos com ¢ = 1.

Observamos que os valores dos expoentes estao em torno de 0.1 para o impacto lateral,
os quais estao de acordo com o experimento de Kadono. No caso do frontal, obtivemos
expoentes por volta de 0.5.

4.3.0.2 Com dissipacao (¢ = 0.3): Neste caso, o termo de dissipacao da energia
¢é considerado, porém nem toda energia cedida pelo projétil é dissipada durante sua
propagacao. Portanto, quando o pulso chega na borda do disco, ainda ha energia. Seguem
na figura 4.8 os graficos:
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100¢ 1000
500¢
10:
1l 100:
= = 50
0.1: 10l
0.01} St
s
0.001% ‘ ‘ : : e 1
10> 104 0.001 0.01 0.1 1 0.00001 0.0001
a a
(a) N, =20, onde §; ~ 0.128 e, B¢ ~ 0.091. (b) N, =24, onde 5; ~ 0.130 e, 55 ~ 0.096.
1000 1000
500’ 500,
100+ 100"
> 50¢ = 50¢
10: 10+
5¢ 5
1 1
0.00001 0.0001 0.00001 0.0001
a a
(¢) N, =30, onde 3, ~ 0.125 ¢, B ~ 0.095. (d) N, =40, onde 5, ~ 0.128 ¢, B ~ 0.095.

Figura 4.8 Graficos de N x a para N = 240 fragmentos com g = 0.3.

Obtivemos 0.12 < 3, £ 0.13 ¢ 0.09 < 8 < 0.1. Comparando os expoentes da figura

4.8 com os da figura 4.7, percebemos um pequeno aumento, contudo os expoentes mais
altos do intervalo de Kadono ainda nao sao alcangados.

4.3.0.3 Dissipagcao maxima ¢ = 0: Quando o coeficiente de restituicao é nulo, ou
seja, quando toda a energia cedida pelo projétil é dissipada durante sua propagacao, se
anulando na borda do disco, obtemos os seguintes graficos loglog representados na figura
4.9, da distribuicao cumulativa de niimeros de fragmento com area maior ou iguai a a,
N, para cada par de numeros de fraturas radias e circulares:
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(a) N, =20, onde §; ~ 0.307 e, By ~ 0.253. (b) N, =24, onde 5; ~ 0.302 e, 5y ~ 0.251.
1000 1000
500¢ 500¢
100+ y 100: ;
> 50" > 50-
10: 10:
5t 5t
1 1
0.00001 0.0001 0.00001 0.0001
a a
(¢) N, =30, onde 3, ~ 0.297 ¢, 5 ~ 0.237. (d) N, =40, onde 5, ~ 0.281 e, B ~ 0.233.

Figura 4.9 Graficos de N x a para N = 240 fragmentos com g = 0.

Comparando os expoentes da figura 4.9 com os da figura 4.7 e com os da figura 4.8,
percebemos que o aumento dos expoentes [5; e 3y foi maior. Portanto, quanto maior a
energia dissipada, maior os expoentes 3 e 3¢, implicando em uma maior quantidade de
fragmentos de massas pequenas, o que é condizente com a realidade.

Ainda podemos adicionar o fato de que os expoentes para ¢ = 0 alcancaram o final
do intervalo de expoentes obtidos na literatura (0.1 < 8y < 0.3).

Analisando os expoentes para o impacto lateral, 3, e frontal, 57, observamos que eles
sao maiores para o impacto lateral, visto que os fragmentos resultantes serdao menores
nas simulacoes, pois utilizamos o mesmo nimero de fragmentos totais para o semidisco.

4.4 RESULTADOS PARA DIFERENTES NUMEROS DE FRAGMENTOS:

Nesta secao analisaremos os resultados para diferentes quantidades de fragmentos,
onde o numero de fraturas radiais e circulares respectivos a cada nimero de fragmentos
se encontram na tabela 4.1. Como queremos comparar os resultados quantitativa e qua-
litativamente, procuramos manter uma proporc¢ao aproximada entre N, e N., N, ~ 3N,,
variando N. Primeiramente, mostraremos as distribuigoes cumulativas de areas obtidas
para cada valor de ¢ = 0,0.3 e 1.
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N | N, | N,
180 1 20 | 8

240 1 24 | 9

360 | 30 | 11
420 | 35 | 11
675 | 45 | 14
900 | 50 | 17

RESULTADOS

Tabela 4.1 Numero de fraturas radiais e circulares para cada nimero de fragmentos.

441 Paraqg=1:

Utilizando os dados da tabela 4.1, construimos os gréaficos da distribuicao cumulativa
de ntimero de fragmentos com area maior ou igual a a para cada nimero de fragmentos
com ¢ = 1, verificamos a existéncia da lei de poténcia e calculamos o respectivo expo-
ente 3, e B. Lembrando que neste caso a dissipacao da energia cedida nao estd sendo

considerada. Os graficos se encontram na figura 4.10.

Observamos que quanto maior o nimero de fragmentos maior serd o expoente, seja
para o caso lateral ou frontal. Isso é condizente com a realidade, ja que existird uma maior
quantidade de fragmentos com massa pequena para um maior numero de fragmentos
aumentando assim a inclinacao da reta. Os expoentes estao em torno de 0.1 e no caso
do impacto frontal eles chegam a ser consideravelmente menores 0.049 como ja explicado

para o caso de 240 fragmentos.
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0.149 e, B¢ ~ 0.103.
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b) N, = 24, N, = 9, N = 240, onde f3; ~
0.091 e, B ~ 0.058.
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d) N, = 35, N, = 11, N = 420, onde 3, ~
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f) N, = 50, N, = 17, N = 900, onde 3, ~
0.167 e, B ~ 0.118.

Figura 4.10 Graficos de N x a para cada par de fraturas radiais e circulares com g = 1.
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4.4.2 Paraq=0.3:
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(a) N, =20, N, = 8, N = 180, onde 3 ~ 0.113
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RESULTADOS
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(f) N, =50, N, = 17, N = 900, onde f; ~
0.201 e, By ~ 0.165.

Figura 4.11 Graficos de N, X a para cada par de fraturas radiais e circulares e ¢ = 0.3.

Notamos que houve um pequeno aumento no valor dos expoentes 3; e §; da mesma
maneira que ocorreu para N = 240. Este fato mostra como é similar o comportamento
dos expoentes 3; e By para diferentes quantidades de fragmentos.



4.4 RESULTADOS PARA DIFERENTES NUMEROS DE FRAGMENTOS: 45

4.4.3 Para q=0:

Seguem na figura 4.12 os graficos:
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Figura 4.12 Graficos de N, X a para cada par de fraturas radiais e circulares e ¢ = 0.

Observamos que os expoentes mais altos foram novamente alcangados com ¢ = 0,
quando é onsiderada a dissipagao de toda energia cedida pelo projétil. Novamente resul-
tados estao de acordo com os respectivos experimentos [20, 25].
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4.4.3.1 Variando o coeficiente de restituicao de 0 a 1: Nessa se¢ao analisaremos
a variacao dos expoentes 5l e 3y com o coeficiente de restituicao ¢. A construcao desses
graficos serd feita para varios valores de N e N, de acordo com na tabela 4.2. Os graficos
seguem na figura 4.13.
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Figura 4.13 Gréficos do expoente [3;, 3; x ¢ para diferentes niimeros de fragmentos:180, 240,
360, 420, 675 e 900, respectivamente, onde as retas tracejadas sao os limites dos expoentes
obtidos experimentalmente por Kadono.
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N (N’I"7NC) (NT‘7NC) (NT‘)NC) (NT7NC)
180 | (36,4) | (30,5) | (20,8) | (18,9)
240 | (405) | (30,7) | (24,9) | (20,11)
360 | (36,9) | (30,11) | (24,14) | (20,17)
420 | (60,6) | (42,9) | (35,11) (30 13)
675 | (75,9) | (45,14) | (27, 24)

900 | (75,11) | (60,14) | (50,17) | (45,19)

Tabela 4.2 Numero de fraturas radiais e circulares para cada nimero de fragmentos.

Limite dos expoentes como esperado. Novamente, observamos que quando levamos
em consideracao a dissipacao de energia, ¢ # 1, os maiores expoentes sao alcancados.
Podemos concluir que o comportamento dos resultados obtidos para diferentes N sao
similares tanto qualitativa como quantitativamente.



CAPITULO 5

CONCLUSAO E PERSPECTIVAS

No capitulo 2 foram abordados os modelos classicos de fragmentacao para o caso
unidimensional e bidimensional, onde obtivemos a distribuicao de tamanhos e de &areas,
respectivamente.

No capitulo 3 explicamos nosso modelo para um disco fragmentado por um impacto
pontual em seu centro, que combinou conceitos estatisticos a vinculos fisicos. O modelo
se utilizou do conceito da propagacao e dissipacao de energia para a construcao das
distribuicoes de fraturas radiais e circulares. Obtidas as distribuicoes, analisamos o gréafico
da distribuicao das fraturas circulares e concluimos que quanto maior a dissipacao de
energia maior sera a probabilidade de termos fraturas com raios menores, ou seja, mais
fragmentos com massas pequenas.

No capitulo 4, detalhamos algumas questoes importantes do programa e discutimos
os principais resultados.

A modelagem que foi criada nessa pesquisa trouxe resultados em grande concordancia
com a literatura. Assim como atestou a importancia da consideracao da dissipacao da
energia cedida pelo projétil na distribuicao das fraturas circulares, pois s6 alcancamos
todo o intervalo esperado do expoente 3, tal qual concluido por Kadono em [20] se este
termo for incluido na ditribuicao dos circulos.

Ademais, obtivemos que quanto maior a energia perdida, ou seja, menor o ¢, maior sera
o valor do expoente (3, afinal, teremos mais fragmentos com massas pequenas. Também
foi visto que quanto maior o niimero de fraturas circulares, para uma dada quantidade de
fragmentos, maior serd o expoente 3, pois haverda uma maior quantidade de fragmentos
de areas pequenas. Isto acontece pelo fato da area do fragmento variar mais com o raio
r do que com o angulo 6, tal como vimos na equagao (3.1).

Uma das nossas principais conclusoes é que a distribuicao espacial do aporte de energia
em problemas de fragmentacao em 2-D desempenha um papel essencial. Em experimentos
onde uma placa fina é uniformemente prensada os expoentes associados a pequenas massas
obedeceram 0,5 < < 0.7, enquanto que placas que sofrem impacto pontual levam a
0.1 < 8 <0.3]20].

Acreditamos que esta diferenca se deve ao fato de que no primeiro caso a energia é uni-
formemente cedida a cada porcao da placa, enquanto no segundo caso a energia mecanica
precisa se propagar por distancias macroscépicas, tornando o papel da dissipacao mais
proeminente.

Em decorréncia dos resultados obtidos, observamos o quanto este modelo é preciso.
Contudo, pretendemos testa-lo ainda mais para entao aperfeicoa-lo ao maximo, tentando
sempre manter sua simplicidade.

O nosso préximo passo é:
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CONCLUSAO E PERSPECTIVAS

e Cilculo da dimensao fractal via box-counting: No trabalho de [25] eles obti-
veram uma relacao da dimensao fractal com o expoente [ tal qual é mostrada na
figura 5 desse artigo, onde eles estudaram a fragmentacao de placas finas de vidros
causada por um impacto de alta velocidade, ou seja, alta energia. Esperamos que ao
calcularmos a dimensao fractal dos discos fragmentados gerados pelo nosso modelo,
a relacao entre ela e o expoente [ esteja de acordo com Kadono e Arakawa.
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