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Resumo

Dentre as principais metodologias estatisticas, a anélise de regressao é uma das formas
mais efetivas para modelar dados. Neste sentido, a analise de diagnostico é imprescin-
divel para determinar o que poder ter acontecido no processo gerador dos dados caso os
pressupostos impostos a este nao sejam plausiveis. Uma das ferramentas mais tteis em
diagnostico ¢é a avaliacao dos residuos. Neste trabalho, propomos um novo residuo para
as classes de modelos de regressao linear e nao linear baseados na familia exponencial com
dispersao variavel (Smyth (1989)). A proposta permite incorporar de forma simultanea
informacoes relativas aos submodelos da média e da dispersao sem fazer uso de matrizes
de projecao para sua padronizagao. Resultados de simulacao e de aplicagoes a dados reais
mostram que o novo residuo é altamente competitivo em relagao ao residuos amplamente

usados e consolidados na literatura.

Palavras-chave: Analise de diagnostico. Modelo de regressao da familia exponencial.
Modelagem conjunta. Matriz de projecao. Residuos



Abstract

In statistical methodologies, regression analysis can be a very effective way to model
data. In this sense, the diagnostic analysis is needed to try to determine what might
happened in the data generating process if the conditions imposed to it are not true. One
of the most useful techniques to detect the goodness of fit to the model is the evaluation
of residuals. In this work, we propose a new residual to the class of linear and nonlinear
regression models based on exponential family with variable dispersion (Smyth (1989)).
The proposal incorporates simultaneously information from the sub-models of the mean
and the dispersion without using projection matrices for its standardization. Simulation
results and applications in real data show that the new residual is highly competitive with

respect to residuals widely used and established in the literature.

Keywords: Goodness of fit. The exponential family regression model. Joint modelling.
Projection matrix. Residual.
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Introducao

Os modelos de regressao tém o objetivo de avaliar o comportamento de uma variavel
de interesse (também chamada variavel resposta) em fungao de algumas outras variaveis
denominadas de covariaveis, sendo os modelos lineares com erros normais amplamente
usados para descrever a maioria dos fenomenos aleatorios. Porém, quando o fenémeno
sob estudo tem uma varidvel resposta para a qual nao é apropriado supor normalidade,
os modelos lineares generalizados sao, sob algumas condi¢oes, uma alternativa muito ttil
para ajustar dados. A classe dos modelos lineares generalizados introduzida por Nelder e
Wedderburn (1972) tem como objetivo utilizar um conjunto mais amplo de distribui¢oes

para a variavel resposta univariada, tais distribuigoes pertencem a familia exponencial.

O processo de diagnostico tem como finalidade avaliar a adequacidade do modelo
proposto aos dados. Neste sentido, a anédlise de residuos é fundamental, por exemplo
com base nos graficos de residuos é possivel a deteccao de pontos aberrantes, especifi-
cagdo inadequada da fungao de ligacdo, presenga de dispersao variavel (que poderiam
mudar significativamente as estimativas dos parametros), e o proprio processo aleatério
de geragao dos dados (distribuigao de probabilidades). Na literatura, tem-se uma ampla
variedade de residuos, sendo os mais conhecidos o residuo studentizado e o residuo tipo
desvio (deviance). Estes residuos sdo padronizados através do uso da matriz de projegao
presente no processo iterativo de maximizacao da verosimilhanca dos dados, pelo uso do
método gradiente. Para maiores detalhes acerca desses residuos podem ser encontrados
em McCullagh e Nelder (1989) e Paula (2013).

Esta padronizagao requer o calculo de matrizes de projecao nxn, o que computacional-
mente pode ser muito intenso quando modela-se dados com um ntimero consideravelmente
grande de observagoes. O objetivo desta dissertagao é propor um residuo alternativo uti-
lizando um método de padronizacao que nao depende da matriz de projegao, avalid-lo e
compara-lo com outros residuos difundidos na literatura para classes de modelos lineares e
nao lineares da familia exponencial com dispersao variavel introduzidos por Smyth (1989),
nao lineares com resposta binomial negativa introduzidos por Svetliza (2002) e modelos
nao lineares da familia Poisson dupla introduzida por Efron (1986).

Além de, nao depender da matriz de projecao, o residuo proposto leva em consideragao
as modelagens feitas sob a média e a dispersao da variavel resposta de forma simultanea.

16



Capitulo 1. Introducao 17

1.1 Apresentacao dos capitulos

No Capitulo 2 sao apresentados os modelos lineares generalizados com dispersao varia-
vel, o método de estimacgao Scoring de Fisher e a construcao de alguns residuos com base
nestes métodos de estimacgao dos parametros. No Capitulo 3 sao apresentados os modelos
nao lineares generalizados com dispersao variavel, modelos nao lineares binomial negativo
com dispersao variavel e Poisson duplo, apresentado o método de estimagao Scoring de
Fisher, a construcao de residuos com base neste método de estimacao e por tltimo, uma
generalizacao que chamamos de residuo combinado padronizado. No Capitulo 4 apresen-
tamos resultados de simulagdes de Monte Carlo com o objetivo de determinar de forma
empirica a distribuicao dos residuos ordinarios, residuo tipo desvio e combinado para
modelos nao lineares da familia exponencial. Também apresentamos resultados de simu-
lacoes com modelos sob especificacao incorreta e simulacoes em que a variavel resposta foi
perturbada induzindo a presenga de observagoes aberrantes. No Capitulo 5 apresentamos
aplicacoes a dados reais, e por ultimo, no Capitulo 6 discutiremos sob as conclusoes deste
trabalho.

1.2 Suporte computacional

Todas as simulagoes apresentadas nesta dissertacao foram implementadas na lingua-
gem de programacao R em sua versao 3.3.1. R é um software usado para o desenvolvi-
mento de calculos e graficos estatisticos. O R encontra-se disponivel gratuitamente em
<http://www.R-project.org/>.



Residuo combinado padronizado no modelo linear gene-

ralizado com dispersao variavel

Uma das classes de distribuigoes comumente usadas na estatistica é a familia expo-
nencial. Por sua flexibilidade é possivel incorporar a modelagem de dados assimétricos,
discretos, continuos na reta real ou restritos a um intervalo. Na presenca de covariaveis,
Nelder e Wedderburn (1972) introduzem a classe de modelos lineares generalizados em
que a resposta pertence a familia exponencial. Smyth (1989) definiu uma classe mais
ampla, ao considerar uma relacao funcional da dispersao com a varidvel resposta e nao so

a tipica modelagem da média.

2.1 Modelagem simultanea da média e da dispersao na

familia exponencial

Sejam y1, 49, . . ., Yy, variaveis aleatorias independentes cada uma com densidade dada

por

f(is 0i, 6i) = exp{ei [yibi — b(0:)] + c(yi; ¢i) }, (2.1)
em que b(-),c(- ; -) sdo fungdes conhecidas, 6; e y; pertencem a R, e ¢;' > 0 ¢ chamado
de parametro de dispersao. A média e a variancia de y; sao:

E(y;) = i =b'(6;) e Var(y;) = ¢; '0"(6;).

Além disso, 0”(0;) = Ou;/060; ¢ uma fungdo que s6 depende de p; e é representada
por V(u;), denominada fungao de varidncia. A tabela 2.1 apresenta um resumo das

distribui¢oes que pertencem a familia exponencial, em que CV ¢é o coeficiente de variagao

definido como CV = y/Var(y)/E(y) e I'() é a func¢do gama.

Para obter uma estrutura de regressao tem-se que u; e ¢; satisfazem as relagoes fun-

18



Capitulo 2. Residuo combinado padronizado no modelo linear generalizado com
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Tabela 2.1: Exemplos de distribui¢oes pertencentes a familia exponencial .

Distribuicao 0 b(0) o) V() c(y; @)

Normal U 0%/2 o2 1 log(¢/2m) — py?] /2
Gama ~1/u —log(=0) 1/(CV)? > (¢~ 1logy + gloge — logI'(¢)
Normal Inversa —1/2u? —v—260 o) w? [log{o/(2my®)} — &/y] /2
Poisson log/ ¢! 1 o —logy!

Binomial log(p/(1 — ) log(1+ e?) n (1l —p) 10g(¢;n)

cionais dadas por:

k
o) =mi=z/B=>_ xyB, (2.2)

j=1

q

W) =mi =27 =Y 2% (2.3)

j=1
parai=1,...,n, com 3 € R* e v € R? vetores de parametros desconhecidos, z;1, ..., Ty,
e Zi1,...,%q Sao observacoes de ky e ¢ covaridveis com k; < k < neq < q < n,

respectivamente; as fungoes g(-) e h(-) sdo chamadas de fungoes de ligacao, obedecendo a
monotonicidade crescente e a dupla diferenciabilidade. Por tltimo, temos que 7;; e 19; sao
os preditores lineares. Seja @ = (87,7")", o vetor de parametros conjunto do modelo. O
logaritmo da fungao de verosimilhanca é dado por:

() = Zéi(ﬂi;gbi)’ (2.4)

em que
Ci(ps; i) = @i [yili — b(0:)] + c(ys; b4).

A funcao escore é dada por

90(0)

T
8—0:U0(0>: (U;,UJ) )

com Ug = 00(0)/08 e U, = 0(0)/0y. A estimagao dos parametros do modelo base-
ado em (2.1) e (2.2) é feita através do método da maxima verosimilhanga. O j-ésimo

componente da funcao escore para 3 é:

86(0) i 861’(/%;(15@') Op; O

- = , =1,...,k, 2.5
95, ope om 98, (2:5)

i=1

com

oli(ps; @) . '3@_86(@) T 00,
“on [yzm o } = Gily =¥ 5 (2.6)
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Note que a Equacao (2.5) reduz-se a

85(;) = Z ¢ixij\/% (?/z - Mz’) ) (2-7)

i=1

em que V; = Op;/00;, i = Omi/0B; e w; = (Opi/Oni;)?/Vi. Pode-se escrever a fungao

escore para 3 na forma matricial como
Us = XTOW2V 12 (y — ),

em que X é a matriz de covariadas de ordem n x k, & = diag{¢1,..., 0.}, W =
diag{wy,...,wn}, V =diag{Vi,...,Vo.}, v =1, - 9n)" © p= (1, pin)".

Note que, se o parametro da precisao ¢; ¢ conhecido e constante a Equagao (2.1) define
a classe de modelos da familia exponencial com parametro candnico ;. No entanto, se

¢; ¢ desconhecido, a Equagao (2.1) define a classe de modelos da familia exponencial s6
quando ¢(y;; ¢;) é da forma

c(yi; ¢i) = d(ds) + pialy) + u(y), (2.8)

com d(+), a(-) e u(-) fungdes quaisquer (para maior detalhe ver Smyth (1989)).

De forma similar aos passos para obter U e supondo que a fungao ¢(y;; ¢;) é como na
Equagao (2.8), tem-se que o j-ésima componente da func¢ao escore para v é dado por

85(9) zn: agi(lh; ¢i> Od; O

- Ci=1,....q 2.9
by, 2 06 by L (29)
com O, (s )
i\His Pi '
— 2 =t d (), 2.10
50—ty 210
em que t; = y;0; — b(0;) + a(y;). Logo a Equacao (2.9) reduz-se a
00(0) - 2ii
= ti+d () —2—, 2.11

sendo que z;; = Ono;/0y; e W (¢i) = Onei/O0¢; . Perceba que, se §; é fixado, a Equacao

(2.4) pode ser reescrita como

0(8) = Z{¢iti + d(i) + ulyi)}- (2.12)

i=1
Desta forma, a Equagao (2.12) é o logaritmo da fungao de verosimilhanga de um modelo
na familia exponencial em que as varidveis aleatoérias tq,...,t, sao independentes, com

parametros canodnicos ¢, ..., ¢, e dispersdo constante igual a 1 (mais detalhes em Paula
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(2013)). Entao, pelas condigoes usuais de regularidade da familia exponencial, tem-se
E(t;) = pi = —d'(¢:) e Var(t;) = —d"(¢).

Essas quantidades sao descritas na tabela 2.2 para a as distribui¢oes normal, normal
inversa (N. Inversa) e gama, sendo 9 (-) a fungao digama e ¢/(-) a fungao trigama.

Tabela 2.2: Algumas quantidades para distribui¢oes da familia exponencial.

Normal N. Inversa Gama
t; vii — (i + 03 /2 —{ui/Cud) + 7+ u) 'Y log(yi/p) — vi/
d(¢i) %log(gbi) %108;(@') pilog () — oiL'(4)
d'(¢4) (2¢:) 7" (2¢5)7" (1 +log(¢i)) — ()
() —(20)" -~ o — 100

E forma matricial a fungao escore para =y é
Uy=Z"H " (t—p),

em que Z é a matriz de covariadas de ordem n x ¢, H, = diag{h/(¢1),...," (¢n)},
t=(t,...,tn)" e p* = (ui,...,u")". Pelas propriedades da familia exponencial (ver
Lehmann e Casella (1998)), tem-se que 6; e ¢; sdo ortogonais, logo, segue-se diretamente
a ortogonalidade de § e <. Assim, a matriz de informacao de Fisher para 6 é bloco
diagonal dada por Kgg = diag{Kpsp, K-}, em que Kgg e K., sdo as matrizes de informa-
¢ao de Fisher para [ e 7 respectivamente. Para obtermos ditas matrizes é preciso obter
as segundas derivadas da funcao de verosimilhanca com relacao ao parametro 6. Desta

forma, para o componente S de @ temos que

9%0(0 = » |
3@5@ ;¢’aﬁe (\/>> i) = Zgb[( ) TijTie, J,0=1,...,k,

cujos valores esperados sao

0*((0
E (8@8@) Z ¢zwzx2szf

Assim, pode-se escrever a informagao de Fisher para § em forma matricial como

B 9%00)\ o+
Kg3=E (_W) — XTOWX. (2.13)
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Da mesma forma, temos para o componente v de 8 que

82€<0) _ - ) s me ZijRil . - "e o Zij%ie ) —
Dy~ 2T A OO Gy = D O gy =L

e aplicando esperanca tem-se

B (£10)) __y rto)

= — 5%
07;07e  (W(gi)2 7"

Em forma matricial, pode-se escrever a matriz de informagao de Fisher para v como

520(6) .
K, =E (_W%T) — 7Pz, (2.14)

em que P =V,H? eV, = diag{—d"(¢1),...,—d"(¢n)}-

2.2 Residuos ordinarios

A estimagao dos parametros nos modelos lineares generalizados geralmente é feita
pelo método de méaxima verosimilhanca, em que e 7 sado os estimadores de méxima

verosimilhanga, obtidos como solugoes do sistema

Us = 0,
U, = 0.
Porém, em muitas casos, nao é possivel obter uma solu¢ao em forma fechada para o

sistema, logo o sistema ¢ resolvido empregando algum método numérico de otimizagao.
Utilizando o método iterativo scoring de Fisher, o qual tem forma genérica dada por

B = o (KU, (2.15)
m+1) __ m m)\—1 m
A = o) LRy, (2.16)

Logo, fazendo as substituigbes respectivas dessas quantidades (ver Apéndice A), as ex-
pressoes (2.15) e (2.16) podem ser escritas na forma de um processo iterativo de minimos

quadrados reponderados como

ﬂ(erl) _ (XT(I)(m)W(m)X)_l XTq)(m)W(m)ugm)’
) (ZTp(m)Z)*1 ZT pmy{™. (2.17)

em que ™ = i) 4 WAV ) ¢ 4 = D 4 VO o),
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Apos a convergéncia do processo iterativo em (2.17), tem-se que

~ o~ -1 o~
= <XT<I>WX> XTOWu, (2.18)

~ -1 ~
5= (ZTPZ) Z7 Pus, (2.19)

com uy =7 + WYV (y =) eus =7+ V. H, (t — 7).

As equagoes (2.18) e (2. 19) podem ser vistas como estimadores de minimos quadrados
ordinarios; logo para obter ﬁ considera-se a regressao da varidvel auxiliar 12 WY 2wy
sob a covaridvel ®V2W Y2 X , € para obter 7 considera-se a regressao da variavel auxiliar
P2y, sob a covariavel PY2Z. Consequentemente, os residuos ordinarios das regressdes

anteriores sao

T‘B = 21\31/2/1/171/2(1111 — ’;]\1),
r = PY2(uy — ).

Por tanto, o residuo para a i-ésima observagao é dado por (mais detalhes ver Apéndice
A):

et SN T (2.20)
o; Vi
ti — 1 .

rl=—F— i=1,...,n (2.21)
—d"(¢s)

Esses residuos podem ser padronizados usando a matriz de projegao da solugao de minimos
quadrados ordinérios. Para cada componente temos

S8 = U2 X (X@WX)_l XTW231/2, (2.22)
~ ~ ~ -1 ~
Sy (ZTPZ> Z7p\2, (2.23)

Desta forma, os residuos ordinarios padronizados podem ser determinados por

ol S TN (2.24)
¢ Vi1 = 55)
t; — it
= ad i=1,....n, (2.25)

L JmeGaa-s)

em que 55 e 5,

rfl- é conhecido como residuo studentizado. Note que seu calculo depende da obtencao da

sao elementos da diagonal principal de S8 o SV respectivamente. Logo,

matriz de projecdo S?. Aqui, 7"52' seré referido como residuo ordinario padronizado.



Capitulo 2. Residuo combinado padronizado no modelo linear generalizado com
dispersao variavel 24

2.3 Residuo tipo desvio

Uma importante estatistica discutida em problemas relacionados a familia exponencial
para avaliar a qualidade do ajuste do modelo é o deviance, traduzida como desvio pela

primeira vez por Cordeiro (1986).

Define-se a fungao desvio para a média como a distancia entre o logaritmo da func¢ao
de verosimilhanga do modelo saturado (com n parametros) e do modelo de interesse (com
k parametros, sendo k < n) avaliado na estimativa de méxima verosimilhanga £, isto é

D*(y, 71) _22@{% [9 —9]—b(9)+b(@)},

em que 0, = O(y;) e b, = 0(1i;) representam, respectivamente, as estimativas de méaxima
verosimilhanga de 6 para o modelo saturado (n parametros) e para o modelo sob estudo

(k < n parametros).

Analogamente, pode-se definir a funcao desvio para a precisao como

D*(y, 3i i —22{[ o] + |a(é) — (@]}

em que, 51 é solucao da Equagao d’ (51) = —t;. Para maiores detalhes acerca da funcao
desvio ver Paula (2013) e McCullagh e Nelder (1989).

Desta forma, um tipo de residuo muito utilizado nos modelos lineares generalizados é o
residuo deviance (ou componente do desvio). Portanto, os residuos deviance padronizados

para a média e a dispersao, respectivamente, sao dados por

d, (i, &) =222 =1, o, (2.26)
-
~ 7T d; (ﬁlvqgl) .
d(b(uza ¢Z) :¢1—_§<Y’ L= 17 sy 1 (227)

=~ >
em que, s; € S,

(2.22) e (2.23) respetivamente, e

sao i-ésimos elementos diagonais das matrizes de projecao dadas em

43 60) =sima{y, — 7} {2, 5. 8] 2 o8 —0@)]} .
By 3) =simalffs + 4G} {20 [ - 3] +2 [aG) - @]}
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2.4 Residuo combinado padronizado

O residuo combinado surge como uma solu¢ao para a seguinte pergunta: “Como po-
demos obter mais informacao sob a qualidade do modelo ajustado aos dados levando em
B

consideragao as informagoes dos ajustes dos componentes da média (7

) e da dispersao

(r]) em um tnico residuo?”. Note que, por sua construcao, os residuos dados em (2.24)
e (2.25) contém informagao da modelagem da média e da dispersdo de forma separada.
A proposta desta dissertagao é obter uma classe de residuos que levem em consideragao
as informacoes do processo de estimacao de todos os parametros envolvidos no ajuste de

forma simultanea.

Podemos definir o residuo combinado para a i-ésima observacao como
i = (yi — i) + (t — 1i}). (2.28)

Note que (2.28) é uma combinagao linear dos numeradores dos residuos dados em (2.24)
e (2.25). Porém, como o residuo combinado nao esta baseado em um tnico submodelo de
regressao (o modelo para a média ou o modelo para a dispersao), é necessério especificar
um método de padronizacao. A proposta que sera apresentada neste trabalho consiste
em ndo usar nenhuma das duas matrizes de projegao definidas nas equagoes (2.22) e
(2.23), simplesmente obter de forma direta Var(rf 7). TIsto implica em um baixo custo
computacional para seu calculo, uma vez que nao é necessaria a obtencao de matrizes de

projecao cuja dimensao é n X n.

Seja (; = Var(rf’y) com i =1,...,n. Dai tem-se que
G =Var ((y; — ) + (ti — 157))

=Var (yz + yzez + a(yz))
=(1+ 60;)*Var(y;) + Var(a(y;)) + 2(1 + 0;)Cov (ys; a(y:)).

Pelas equagoes (B.2), (B.4) e (B.5) do Apéndice B temos que

G=0o; ' (0:;)—d(¢:), i=1,...,n. (2.29)

Assim, o residuo combinado padronizado é dado por

i — i ti — 1
o = W= ) + (6 = i) (2.30)

pi P

Gi

em que EZ ¢ dado pela Equacao (2.29) avaliada em fi; e éﬁ\z Se o modelo tiver dispersao

constante considera-se que ¢; = -+ = ¢, = ¢.



Residuo combinado padronizado para classes de modelos

nao lineares da familia exponencial

A ideia dos modelos nao lineares da familia exponencial é a de generalizar os modelos
apresentados no Capitulo 2, ampliando o espectro funcional das componentes sistematicas
dadas em (2.2) e (2.3), considerando preditores nao lineares.

3.1 Modelos nao lineares da familia exponencial

Sejam yq, s, . . ., Yy, variaveis aleatoérias independentes, em que cada y; segue a distri-
buigao dada na Equagao (2.1), em que pu; e ¢; > 0 satisfazem as relagoes funcionais

Q(Ni) =M = f1(1‘iT;5)7 (3-1)
h($i) = mai = fa(257), (3.2)

em que 3 € R¥ e v € R? sdo vetores de parametros desconhecidos com k+q < n, ny; € 12
sao os preditores nao lineares, x| = (T41,..., T, ) € 2 = (211, ..., 21g,) 530 Observagoes de
ki e 1 covariaveis fixas e conhecidas, com i = 1,...,n, ky < k e ¢; < ¢; as fungoes g(-) e
h(-) chamadas de ligagoes, obedecem monotonicidade crescente e dupla diferenciabilidade;
por tltimo, temos que f; com j € {1,2} sao fungdes continuas e diferenciaveis, de modo
que as matrizes de derivadas J; = 0 /08 e Jo = Ony/0v tém posto completo k e g,

respectivamente.

O logaritmo da fungao de verosimilhanga é dado pela Equagao (2.4). Asim, o j-ésimo

componente da fungao escore para [ é a seguinte

ole) Xn: Ol;i(us; i) Op O j=1,...
08; = O  Om; 0B; 7

- . w; O
_;@(yz “Z)‘/Vmﬁj’

26
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em que V; = Ou;/00; e w; = (Op;/On;)?/Vi. Pode-se escrever a funcao escore na forma
matricial

Us = JOW'PV 12 (y — ),
em que J; = On /0 ¢é uma matriz de ordem n x k , & = diag{¢1,..., 0.}, W =
diag{wla---7wn} ) V:dlag{‘/la7vn} y Y= (yla--'>yn)T € u= (lula'-'a,un)—r-

Sob a suposicao de que c(y;; ¢;) = d(¢s) + dialy) + u(y), tem-se que a fungéo escore
para v ¢ dada por

0L(0) "~ OU;(pi; i) Oy O

j=1,...,q, (3.4)

0, ZZI d¢p;  Omg; 0
- , Op; Ong;
D _(ti+d(6:) B B,

=1

em que t; = y;0; — b(6;) + a(y;). De forma semelhante ao Capitulo 2, a fungao escore para
~ pode ser escrita como
Uy = JTH (= ),
em que Jy = Ony/0y é uma matriz de ordem n x ¢, H, = diag{h/(¢1),..., " (¢n)},
R(¢i) = On2i/0¢i, t=(ti,... . ta)" e "= (ui,...,p;)"
Para obter a matriz de informagao de Fisher, precisa-se das segundas derivadas da fun-

¢ao de log-verosimilhanca com relacao aos parametros. Desta forma, para 5,¢ =1,... )k

tem-se que

0°4(8) _ - i( Cﬂ) o ﬂnu_ - \/@(@%)237711'87711'
o505~ 2="a5, \V7.) @ mas 205 (an ) 95 94

=1

para 5,0 =1,...,q

82£<9) - Ongi O < i ) - ( ¢ )2 Onai O
= ti + d'(¢ — + >y d" (¢ ,
g0~ 2 OG5 G ) T 2T ) B, o

e por ultimo para j =1,... kel =1,...,¢q

D0) < [wi O Oy O
080y ZZ(% ) Vi Ona; OB Ove

=1

Dado que E(y; —pi) =0 e E(t; —pip,) = 0 (sob condigdes de regularidade), as esperancas
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destas derivadas sao dadas por

82 . " anlz 87711
E( )— Zd)@ “i 35 BB (3.5)

E(82€(9)> "~ d"(¢i) Onai Onas

= 2 W 0 0 .

E (826(0)> = 0. (3.7)

Entao, das equagoes (3.5), (3.6) e (3.7) tem-se que a matriz de informagao de Fisher

para @ é bloco diagonal dada por K = diag{Kps; K, }, em que Kzg e K., sdo as
matrizes de informacao de Fisher para § e v respectivamente. Logo, pode-se escrever na
forma matricial Kgs e K., da seguinte forma

0%0(B; )
Ko =B (=gt ) = AW .
0%4(B;)
€11 que, P = V'YHV_2 € V’y = diag{_d,/(¢1)a tr _d//(¢n)}

3.2 Modelos nao lineares para dados de contagem

Para ajustar dados de contagem, temos como alternativa o modelo Poisson. Este mo-
delo apresenta algumas dificuldades, como, por exemplo, quando os dados apresentam
superdispersao (quando a varidncia é maior do que a média). Nestas situagoes o modelo
Poisson nao sempre é adequado, pois sua principal caracteristica é que a média e a va-
riancia sao iguais, logo pensar em uma modelagem conjunta da média e da dispersao é
inviavel. O mesmo acontece no modelo binomial. Neste caso o parametro de dispersao é
n (ver tabela 2.1), mas, no contexto de regressao, n sempre ¢ conhecido. Desta forma, ¢

incoerente modelar a dispersao.

3.2.1 Modelo binomial negativo nao Linear

Nos tultimos anos a distribuigao binomial negativa tem sido muito usada como uma
alternativa em caso de superdispersao, uma vez que, ignorar este fenémeno, traz grandes
consequéncias para os erros padrao obtidos através do modelo de regressao de Poisson,
pois, ou estes estao errados ou subestimam a variabilidade das estimativas de seus para-

metros.

Seja y uma variavel aleatoria com distribui¢ao binomial negativa com parametros p > 0
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e ¢ > 0, denotada y ~ BN(u, ¢), com fungao de probabilidade dada por

oo Ty+9) o \'( » \'"
0 = e () (555) + w002 G0

onde I'(+) é a fungdo gama e denotamos y ~ BN(u, ¢). A média e a variancia de y sao
dadas por
Ely)=p e Var(y) =p+pu?/s.

Note que, se o parametro ¢ for conhecido, a distribuicao binomial negativa faz parte

da familia exponencial com 6 = log{u/(1n + @)}, b(0) = —Plog{p/(1n+ @)}, c(y; 9) =
C(y +p)/T(y + 1)I'(¢) e fungao de variancia V(u) = u + p?/¢.

Svetliza (2002) apresenta a classe de modelos ndo lineares com resposta binomial
negativa. Suponha agora que y,...,y, sao variaveis aleatorias independentes tais que
y; ~ BN(u;, ¢i), ¢; € desconhecido. Suponha também uma estrutura de regressao na qual
;e ¢; satisfazem as relagoes funcionais dadas nas equagoes (3.1) e (3.2), respectivamente.
Considerando @ = (87,7")T o vetor de parametros do modelo, o logaritmo da fungao de

verosimilhanca é dado por

= {wilog(u;) + dilog(:) — (yi + di)log(ui + &) + logT (s + v:)

=1

—logI'(¢;) — logl'(y; + 1)} . (3.11)

As derivadas de primeira e segunda ordem de ¢(0) em relagdo aos pardmetros para

J,€=1,... k sao dadas por

0L(0) - {& Yt o } Op; O Z Yi — M (anlz)l O (3.12)

5ﬁj — i pit i) Omi 08, = V() \ O IB;
825 { ,uz a,uz/anlz ( z)Vz} 87711’ 817”
, 3.13
aﬁjaﬂf Zzl Nz)a/%/anh] 9B; 9P ( )

paraj=1,....kel=1,...,q

0%0(0 - — [ (5’7711) ! Oy O
, 3.14
0&%@ ; (& +p)* \ Opi ) 0B; 0y .
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e, por ultimo, para 5,/ =1,...,q
oL(0) - Onai Ona;
= C; s 3.15
97 ; 99 D; (3.15)
0°((0) - / (8772i)2 Onai Ona; = 0 ( 0¢; ) Ono;
970 ; 0d; ) 0 Ove ; Ve \Onm2i ) 0; (3.16)
em que

V(i) = pi + 12/ i,

vi = V' (1) O/ Onii + V(1) 0 i ) O,

¢ = (Y +yi) — V(é) +log(d/ (i + ¢i) — (yi + &) /(i + di) + 1,
¢ = (yi+ ¢i) — V' (0) + (i — i) /(i + 60)> + i/ di (i + ).

Assim, temos que as fungoes escore para [ e v podem ser escritas em forma matricial,

respectivamente, como

Up=JW(y—p) e
Uy =Jy Wle,

com J; = O /0B , Jo = One/0v matrizes de ordem n X k e n X ¢ respectivamente,

W = diag{wi,...,wn}, com w; = (Ou;/Om:)*V ()=t W, = diag{hW(¢1),..., 1 (¢n)},

com h,(¢z) = an21/8¢27 Y= (yh e ay’rL)T? n= (:ula s aMn)T €c= (Cl7 S 7CTZ)T'

Segundo Lawless (1987), a matriz de informagao de Fisher para @ = (37,7")" ¢ bloco
diagonal e é dada por Kgg = diag{Kps; K, } em que Kgg e K., sdo as matrizes de
informacao de Fisher para 3 e  respectivamente. Assim, pode-se escrever Kgg e K., em

forma matricial como

2 .

Kgs =E (-%) = J WJ, (3.17)
2 .

K, =E (-%@?) =J) PJ, (3.18)

n

com P=TW ? e T = diag = {E(c}),...,E(c,)}.

A funcao desvio para a média supondo ¢; conhecido, para i =1,...,n, é dada por
~ . 1i + @i yi(li + ¢i)
D*(y, ) =2 {gzﬁilog l } + y;log [,\— ) 3.19
) ZZ1 Yi + ¢i 1 (y: + ¢5) (3.19)

Na pratica, ¢; é substituido pela estimativa de maxima verosimilhanca ¢;. No caso em
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que y; = 0 para algum 7, o i-ésimo componente do desvio é dado por

26:log |:yz + @} .

Hi + ¢

3.2.2 Modelo Poisson duplo nao linear

A distribuigao Poisson dupla foi introduzida por Efron (1986). Essa distribuigao é
obtida pela combinagao exponencial de duas distribui¢oes de Poisson de médias diferentes.
A fungao de densidade de uma variavel y com distribuigao Poisson Dupla de média u e
parametro de dispersao ¢!, denotada como y ~ PD(u, ¢), ¢ dada por

[y, ¢) = k(p, ¢)¢6’¢“M y=012..., (3.20)
I'(¢y+1)
em que k(u, ¢) é a constante de normalizac¢do cujo valor depende dos valores de p e ¢ da

seguinte forma

1 ﬁ1+ﬂ(1+i>
k(p, ) 12¢p op)

Essa distribuigao tem média aproximadamente igual a p e variancia aproximadamente
igual a pu/¢. Note que, se ¢ = 1, a Equagao (3.20) se reduz a densidade Poisson pa-
drao. Agora, suponha que yq,...,¥y, sao variaveis aleatorias independentes tais que
y; ~ PD(u;, ¢;). Suponha também uma estrutura de regressao na qual ju; e ¢; satisfazem
as relagoes funcionais dadas nas equagoes (3.1) e (3.2), respectivamente. Considerando
0 = (8",7")", como sendo o vetor de parametros do modelo, o logaritmo da funcao de
verosimilhanga sem levar em consideracao a constante de integragao k(u;, ¢;) é dado por
(para mais detalhe ver Efron (1986))

() = Z {log(¢i) — Pipts + dsyilog(pei/yi) — logT (diy: + 1)} (3.21)

Assim, as derivadas de primeira e segunda ordem da funcao de log-verosimilhanca para
j, 0 =1,... k sao dadas por

20(0) & wi\ Y O
- Z Giyi — i) (E) a5, (3.22)

826(0) - 9 ( _1 O (9?711') - Gi (3% )2 O O
= i — i) = | 1 — — , 3.23
;(y . )556 o 9B, ; pi \Omi/) 0B; 9pe (3.23)
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considerando agora, j=1,..., kel =1,...,q,
0*((6 - Wi 129 i 0N
) _ > (i — ) (—) i T (3.24)
B0 = i 0B Oy

e, por ultimo, para j,¢{ =1,...,q

85(9) . Onai Ona;

= Ci ) 3.25

D = 00 9 (3.25)
R4C) - (37721)2 O O 0 ( 0o ) O

=) ¢ > G : 3.26

0707 ; 0¢; 0v; O ; 0ve \Onai ) 0v; ( )

em que w; = f; (aﬂi/anli)2> ¢i = {yillog(pigi) + 1 + ¢ ' — i — (days + 1)} e ¢ =
{672 4y, ' — ' (¢ +1)}. Desta forma, tem-se que as funcdes escore para 3 e v podem

ser escritas em forma matricial, respectivamente, como

Us = JTOWY2V =12y — 1) e
U, =J, W 'e,

com J; = 0 /0B , J» = Ong /0y matrizes de ordem n X k e n X ¢ respectivamente, & =
diag{¢1,..., ¢}, W = diag{w,...,w,}, V = diag{V(p1),..., V(in)} com V(u;) = p,
W’y = dlag{h/(¢1)7 s 7h,(¢n)} com h/(¢z) = 8021/8¢17 Y= (yla s 7yn>T7 n= (/147 ce 7:un>T
ec=(cy,...,cn)".

Sob condig¢oes de regularidade, aplicando esperanga nas equagoes (3.23), (3.24) e
(3.26), obtemos que a matriz de informagao de Fisher para 6 é bloco diagonal dada
por Koo = diag{Ksp; K.}, em que Kgg e K, sao as matrizes de informagao de Fisher
para 3 e v respectivamente. Logo, pode-se escrever, respectivamente, na forma matricial
Kpgs e K., da seguinte forma

2 .

Kz =E (-%) = J W, (3.27)
2 .

K, =E (-%) = J, PJs, (3.28)

com P = TVVW_2 e T'=diag = {E(c}),...,E(c,) }.

n

A fungao desvio para a média supondo ¢; conhecido, para i =1,...,n, é dada por

D*(y, fi) = Qi@-{gi — {1—1—10g (5—)} } (3.29)

i=1 v

No caso em que y; = 0 para algum 7, o i-¢simo componente do desvio ¢ dado por 2¢;/;.
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3.3 Residuos ordinarios

Como desenvolvido no Capitulo 2, a construgao dos residuos ordinérios depende do
processo iterativo scoring de Fisher usado para obter as estimativas de maxima verosi-
milhanca. Como apresentado no Apéndice A, se substituirmos a matriz X e Z por J;
e Jo, respectivamente, pode-se escrever o processo iterativo scoring de Fisher como um

processo iterativo de minimos quadrados reponderados da seguinte forma:

B = (W 1) T @y mym), (3.30)

() — (g7 PO 1)~ Pem ), (3.31)

f)/

em que ugm) = Jy B0 W/ 2Am)y=1/20m) (4 (M) @ uém) = Jg'y(m)—{—Vil(m)Hgm) (t—p ™),

Apos a convergéncia do processo iterativo, tem-se que

~ P -1 o~
5= (Jf <I>WJ1> JT oWy, (3.32)

~ 1 ~
5= (J; PJ2> JJ Pus, (3.33)
com uy = + WYV V2 (y — ) eus =7+ V., H, (t — 7).

As Equagoes (3.32) e (3.33) podem ser vistas como estimadores de minimos quadrados
ordinarios de 3 e v, respectivamente. Isto é, para obter B considere a regressao da variavel
auxiliar ®L/271Y/ 21, sob a covariavel L2V 2], , e para obter 7 se considera a regressao
da varidvel auxiliar P/2u, sob a covaridgvel PY2J,. Consequentemente, os residuos

ordinérios das regressoes anteriores sao, respectivamente,

B = VAW (uy —7y),
7"7 = ﬁ1/2(U2 — ﬁg)

Logo, os residuos para a i-ésima observagao baseados nos submodelos da média (Equagao
(2.20)) e para o submodelo da dispersao (Equagao (2.21)) sao, respectivamente,

rf:—yi_ui, 1=1,....,n e
\V o Vi
t; —

o L/ S S

VAR

Esses residuos podem ser padronizados usando as matrizes de projecao da solucao de
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minimos quadrados ordinarios dadas em (3.32) e (3.33), isto é&,

A~ A~ —_~ AN 71 —~ A~
S8 = U2, <J1T <I>WJ1> JTWY2H1/2, (3.34)

o~ ~ Nl o~
Sv = pY2y, (JJ PJQ) g PY2, (3.35)
Logo, os residuos padronizados sao

g _ Yi — I
6, Vi1 - 57)

(22

ti — i :
’]“74: L s 221,...,77,,

T @) -

em que §§ e S sao elementos da diagonal principal das matrizes dadas em (3.34) e

i

(3.35), respectivamente.

3.4 Residuo combinado padronizado

O residuo combinado ,construido a partir dos processos iterativos de maximizacao da
verosimilhan¢a dados nas Equagoes (3.30) e (3.31), é dado pela combinagao

W= g — )+ (=) =L, (3.36)

A variancia de %7 pode ser obtida através das Equagoes (B.2), (B.4) e (B.5) no Apéndice
B. Seja Var(r?") = ¢; . Entéo, tem-se que

Gi=¢; "(0:) — d" (). (3.37)

Assim, a proposta deste trabalho é padronizar o residuo combinado rf 7 da seguinte

forma R .
B — (yi — 1) + (6 — 17)

pi \/Ez ’

em que EZ ¢ dado por (; avaliado em [1; e g/b\z

i=1,...,n, (3.38)

Outra proposta para padronizar o residuo combinado é obtendo as matrizes de cova-

riancias de u; e ug, considerando

Cov(B) ~ (JTOW.J)
Cov(d) ~ (Jg PLy) .
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Assim, pode-se reescrever as equagoes (3.32) e (3.33) como

(JTOW ) B~ JT oW,
(J3 PJo) 7 = Jy Pus.

Considerando W =~ W, d~dePr P, temos que

Cov(u)) » W1,

6&/(1@) ~ P

Q

Desta forma,

—

Cov(r®) ~ (I — 5¥),

Cov(r)

Q
™~
|
wn
=

Portanto, o residuo combinado padronizado para a i-ésima observacao baseado nas cova-
riancias de u; e uy é dado por
B Y
r; + 7, .
7“5]: L L , i=1,...,n, (3.39)
V=50 + (1=5)) + 20,

em que M & o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz M = Cov(r?, r7). Porém,
neste trabalho, o interesse nao é avalar o residuo dado em (3.39), ja que este tltimo envolve
o calculo das matrizes de proje¢ao dadas nas equagoes (3.34) e (3.35), o que pode trazer

um alto custo computacional quando o ntimero observagoes é consideravelmente grande.

3.4.1 Residuo combinado padronizado generalizado

Para o desenvolvimento do residuo combinado foi necessario impor condicoes sob a
forma funcional da funcdo c(y;; ¢;), a fim de encontrar expressoes de forma fechada para
a variancia. Nesta secao, relaxaremos a forma funcional da funcao dita, a fim de se
obter uma versao generalizada do residuo combinado. A eliminacao dessa restricao so
afeta a estimagao dos parametros do modelo para dispersao (¢;), como serad mostrado

posteriormente.

Sejam ¥, ..., y, variaveis aleatorias independentes cada uma com densidade dada por
(2.1), com pu; e ¢; > 0 satisfazendo as relagdes funcionais dadas pelas equagoes (3.1) e
(3.2) respectivamente. O logaritmo da fungao de verosimilhanga do modelo nao linear é

dado pela Equacao (2.4). Desta forma, para § temos que a fungao escore e a matriz de
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informacao de Fisher sao

Us = J] OW'PV2 (y — 1),
Kgs = JOW J;,

em que J; = 0 /0 € uma matriz de ordem n X k , ® = diag{¢1,..., 0.}, W =
dia‘g{wla s ’wn}u W; = (auz/anlz)2/‘/l7 V = dlag{‘/la R Vn} ) ‘/Z - aﬂz/aeza Yy =
(W) e = (i, i)

Obtendo a funcao escore para 7, tem-se que

a0(8) Za&(ui;qﬁi) O¢i Oni j=1,....,q (3.40)

O i—1 O¢;  Ong 05’

_ zn: " Op; Ong;
i1 237721' 3%’ ’

em que, t; = 0;y; — b(6;) + ' (yi; ;). Consequentemente, pode-se escrever a func¢ao escore

para v em forma matricial como
U, =Jy H't,

em que, Jy = O0ny/0v é uma matriz de ordem n x ¢, H, = diag{h/(¢1),...," (¢n)},
h/(¢z) = anZz/agbl e t= (t17 s 7tn)T‘
E necessario para obter a matriz de informacao de Fisher a partir da segunda derivada

do logaritmo da func¢ao de verosimilhanga, isto é,

9°0(6) ~ ( 0¢; )2 Ona; On; “~ Ony 0 ( 0o, >
= L + t; — . 3.41
Z Oni ) 0v; O ; v Ove \ Onai (341)

0y 4=

Note que, sob condi¢oes usuais de regularidade, temos que

g Op; Ona;
( 7) (i:l Onai 3%’) (%)

Assim, a esperanca da Equagao (3.41) é dada por

9°4(6) ) - / < Io; )2 Onai Oni
E SR .
(5%‘3% ; (t) i) 0 Oy

Desta forma, tem-se que a matriz de informagao de Fisher para v pode ser escrita em

forma matricial como

K

vy =y TH 2Ty, (3.42)

com T = diag{—E(t}), ..., —E(t,)}. Pela Equacao (3.7), temos que a matriz de informagao
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de Fisher para 8 é bloco diagonal dada por Kgg = diag{Kpss; K,,}. O nosso interesse é
na construcao de um residuo que dependa dos processos iterativos Scoring de Fisher, uma
vez que o mesmo pode ser representado por um processo iterativo de minimos quadrados

reponderados. Assim, para (3, o processo é dado na Equagao (3.30) e, para v, tem-se
A+ = (g7 P 1) LT plmgrm),

em que P = T(m)HJQ(m) e um = Jy0m) 4 T‘l(m)Hf,m)t.

Apos convergéncia do processo iterativo, tem-se que
3 = (JJ PJy) " J) Pu*.

Logo, 74 pode ser obtido como o estimador de minimos quadrados ordinérios da regressao
da variavel auxiliar P'/?u* sobre a covariavel P'/2.J,. Assim, temos que o residuo ordinério

para 7y €
= PV (u* — J7),
— Ty,
=T /2%,

Entao, para a i-ésima observacao tem-se que

tA
rl = ——, i=1,...,n. (3.43)
—E(t)

Consequentemente, o residuo combinado é dado por

r? =y — i+ b,

em que a variancia de r; é dada por
G = Var(r") (3.44)
= Var(y; + t;)
= Var [(1 + 6:)y; + ¢ (ys; ¢4)]

= (1 + 6;)*Var[y;] + Var [ (yi; ¢;)]
+2(1 + 6;)Cov [yi; ¢ (yi; b1)] -

Finalmente, o residuo combinado padronizado é dado por

i tz .
rﬁv:&, i=1,...,n, (3.45)

pi \/?z
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el que, Zz ¢ (; avaliado em fi;, 51-, \//a\r [Cl(yi;ai)} € 6(;’ |:yz'§ c (yi; ng)}

No caso em que a variavel resposta do modelo tém distribuicao binomial negativa,
como é apresentado na Sec¢ao 3.2.1, a estimagao de Var [c’(yi; gbz)} e Cov [yi;c’(yi; gbl)]

pode ser feita de forma numérica da seguinte forma

\//E; [C/(% Q/gz)} =E [C/(yi§ C/fgz)g] ~E [C/(?Jﬁai)r
6&’ [Z/is Cl(yz‘; 51)} =E [yicl(yi§ (gz)] - E[yl]]?l [Cl(yi; (Ez)] :

Obtendo os estimadores de forma numérica para as esperancas anteriores, tem-se

E [C,(yi§ &)2 = Z (J; qAﬁi)QP(yi =7),

)

E [%‘Cl(yz‘; ng) = chl(j; QEZ)PQ% = 7).

em que P(y; = j) é a probabilidade de y; assumir o valor j.



Avaliacao numeérica

Neste capitulo serao apresentadas simulagoes que tém como objetivo investigar a distri-
buicao empirica dos residuos ordinario padronizado, componente de desvio e combinado.
Os modelos considerados pertencem a familia exponencial com dispersao variavel. Ade-
mais, foram realizadas simula¢oes com modelos sob especificagao incorreta e modelos com

presenca de observagoes aberrantes.

4.1 Avaliacao dos residuos através de simulacoes de Monte
Carlo

Para descrever a distribui¢ao empirica dos residuos ordinario padronizado, componente
do desvio padronizado ! e residuo combinado padronizado, no modelo nao linear gene-
ralizado com dispersao varidvel foram realizadas simulagoes de Monte Carlo com 5000
réplicas sob diferentes cenarios. A avaliacao da distribuicao empirica desses residuos é
feita através de medidas que caracterizam uma distribui¢ao, tais como: média, o erro
padrao, assimetria e curtose; lembrando que para a distribuicao normal padrao tem-se
que os valores destas medidas sao 0, 1, 0 e 0 respectivamente.

1. Neste cenario consideramos que a variavel resposta do modelo tem distribuicao
normal de média j; e variancia ¢; ', sendo esta distribuicdo a mais difundida da
familia exponencial. Consideramos amostras de tamanho n = 30. Desta forma,
Y1, ..., Y30 Sa0 variaveis aleatorias independentes, em que y; tem distribui¢ao normal
de média p; e variancia ¢; ' , isto ¢ denotado como y; ~ N(u;¢; '), com i =
1,...,30. Neste caso, foi considerado que a média da variavel resposta e o parametro

de dispersao satisfazem relagoes funcionais dadas por

Wi = P+ %527 (4.1)
log(¢:) = 11 + 2°,

!Neste trabalho s6 consideramos o residuo tipo desvio para a média dado na Equagao (2.26).

39
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para ¢ = 1,...,n, em que as covariaveis sao geradas da distribuicao uniforme de
forma independente, isto é, z; ~ U(0.1;1.1) e z; ~ U(0.4;1.4), e foram mantidas
constantes em todos os cenarios analisado. Além disso, consideramos ; = —1.4,
B2 =10.8,71 =0.9, 7o = —1.

Tabela 4.1: Médias, erros-padrao, assimetria e curtose empiricas dos residuos ordinério
padronizado 7, deviance d,(fi;; ¢;) e combinado r57. Modelo: y; ~ N(us; ¢7') com

61 +.27'182 (§] 10g(¢1) =M +Z,72, 61 = —14, /82 = 0.8,’}/1 = 09, Yo = —1, T; ~ U(Ol, 11),

Hi =
% ~U(04,1.4),i=1,...,30.
Média Erro-padrao Assimetria Curtose

) 7'5 du(ﬁu ¢1) 7“;’3"/ 7‘5 du (ﬁu @1) T‘gﬁ/ 7‘5 du(ﬁu ¢1) r,g’y 7’5 d/t (ﬁh @1) 7'5"{

1 10.0529  0.0529  0.0501 | 1.0362  1.0362  0.9573 | 0.0019  0.0019  -0.9437 | -0.2490  -0.2490  0.8401
2 |-0.1111 -0.1111 -0.0974 | 1.1502  1.1502  1.0590 | -0.0058 -0.0058 -0.8852 | -0.3649  -0.3649  0.5246
3 | 0.0635 0.0635  0.0592 | 1.0394 1.0394  0.9667 | -0.0389 -0.0389 -0.9625 | -0.2414  -0.2414  0.8919
4 1 0.0313  0.0313  0.0254 | 1.0583  1.0583  1.0049 | -0.0578 -0.0578 -1.0292 | -0.3378  -0.3378  1.0147
51 0.0013  0.0013  0.0005 | 1.0915  1.0915  1.0096 | -0.0015 -0.0015 -0.7594 | -0.3119  -0.3119  0.4026
6 | 0.0214  0.0214  0.0165 | 1.0540 1.0540  0.9989 | -0.0304 -0.0304 -0.9679 | -0.3951  -0.3951  0.7662
7 1-0.0923 -0.0923 -0.0863 | 1.1760  1.1760  1.0462 | 0.0809  0.0809  -0.5716 | -0.4337 -0.4337 -0.1301
8 |-0.0854 -0.0854 -0.0751 | 1.0852  1.0852  1.0171 | 0.0140  0.0140 -0.8861 | -0.2477  -0.2477  0.7573
9 1-0.0742 -0.0742 -0.0497 | 0.9771 09771  0.8851 | 0.0639  0.0639  -0.5967 | -0.3986  -0.3986  0.0725
10 | -0.0161  -0.0161 -0.0163 | 1.0562  1.0562  1.0027 | 0.0037  0.0037  -0.9609 | -0.0796  -0.0796  1.1221
111 0.0200  0.0200  0.0195 | 1.0335 1.0335  0.9795 | 0.0081 0.0081  -0.9239 | -0.1361  -0.1361  1.0070
121 0.0029  0.0029  0.0076 | 1.0231  1.0231  0.9762 | -0.0230  -0.0230  -0.9498 | -0.4250  -0.4250  0.7264
13 1-0.0619 -0.0619 -0.0539 | 1.0405 1.0405 1.0025 | 0.0003  0.0003  -0.9311 | -0.1951  -0.1951  0.9274
14 | 0.0795 0.0795  0.0664 | 1.0798  1.0798  1.0051 | -0.0481 -0.0481 -0.9750 | -0.1878  -0.1878  0.9593
15 | 0.0031 0.0031 0.0062 | 1.0848  1.0848  0.9493 | 0.0045  0.0045 -0.5384 | -0.6729 -0.6729 -0.3277
16 | -0.0058  -0.0058 -0.0100 | 1.1008  1.1008  1.0191 | 0.0464  0.0464 -0.7126 | -0.3134 -0.3134  0.2808
17 1 -0.0310  -0.0310  -0.0266 | 1.1289  1.1289  0.9966 | -0.0003  -0.0003  -0.6177 | -0.5437  -0.5437  -0.0570
18 | 0.0017  0.0017  0.0018 | 1.0455  1.0455 0.9959 | -0.0378 -0.0378 -0.9825 | -0.3026  -0.3026  0.9239
19| 0.0218  0.0218  0.0200 | 1.0805  1.0805  0.9983 | 0.0028  0.0028  -0.7909 | -0.2823  -0.2823  0.4899
20 | -0.0164 -0.0164 -0.0070 | 1.0136  1.0136  0.9509 | 0.0280  0.0280  -0.9129 | -0.3559  -0.3559  0.6219
21 | -0.1167 -0.1167 -0.0963 | 1.2312  1.2312  1.0411 | -0.0140  -0.0140  -0.9626 | -0.1495 -0.1495  0.9737
22 | 0.0592 0.0592  0.0540 | 1.0718  1.0718  0.9827 | -0.0275 -0.0275 -0.6926 | -0.4931 -0.4931  0.1835
23| 0.0689  0.0689  0.0649 | 1.0327  1.0327  0.9681 | -0.0809  -0.0809 -1.0778 | -0.3255 -0.3255  1.1394
24 | 0.0498  0.0498  0.0486 | 1.0264  1.0264  0.9447 | -0.0106  -0.0106  -0.9274 | -0.4568 -0.4568  0.6166
25 | 0.0531 0.0531 0.0473 | 1.0527  1.0527  0.9813 | -0.0466 -0.0466 -1.0164 | -0.2997  -0.2997  1.0107
26 | 0.0298  0.0298  0.0283 | 1.0374  1.0374  0.9528 | 0.0317  0.0317  -0.8929 | -0.4148 -0.4148  0.5735
27 | 0.0651 0.0651 0.0570 | 1.1328  1.1328  0.9910 | -0.0783  -0.0783  -0.5823 | -0.7951 -0.7951  -0.3369
28 | -0.0468 -0.0468 -0.0326 | 1.0019  1.0019  0.9511 | 0.0320  0.0320  -0.8650 | -0.1997 -0.1997  0.7188
29 | 0.0811 0.0811 0.0726 | 1.0818  1.0818  0.9745 | 0.0105  0.0105 -0.7302 | -0.3677 -0.3677  0.2215
30 | -0.0857 -0.0857 -0.0780 | 1.1094  1.1094  1.0294 | 0.0496  0.0496  -0.8707 | -0.3277 -0.3277  0.5302
M | -0.0012 -0.0012  0.0006 | 1.0711  1.0711  0.9879 | -0.0041  -0.0041 -0.8505 | -0.3435 -0.3435  0.5815

Na Tabela 4.1, observa-se que as médias dos residuos avaliados sao préximas de
zero?, a similaridade também ocorre com os erros padrao que sao proximos a um.
As medidas de assimetria e com maior claridade a curtose, mostram o afastamento

de todos os residuos da distribui¢ao normal padrao.

Porém, nao é necessariamente de interesse obter um residuo cuja distribuigao seja
aproximadamente normal, ja que é possivel obter uma estimacao da distribuigao
empirica deste via simula¢oes (ATKINSON, 1985). As vantagens que o residuo
combinado padronizado tem sob os outros propostos na literatura é levar em conta a

2M: é a média aritmética por coluna.
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modelagem conjunta dos submodelos da média e da dispersao, assim como a reducao
do custo computacional ao negligenciar o calculo da matriz de projecao. Note que
os valores da média, erro-padrao, assimetria e curtose para o residuo ordinario e
componente desvio na Tabela 4.1 sao iguais, devido a que sua forma funcional é a
mesma, quando a variavel resposta do modelo tem distribuicao normal e a fungao

de ligagao ¢é a identidade.

2. Seguidamente elaboramos uma outra simulagao considerando que a variavel res-
posta do modelo tem distribuicao gama com média p; e parametro de dispersao
¢; ', denotada como y; ~ G(ju;;¢;), sendo esta distribuicdo muito ttil quando as
realizagoes da variavel resposta pertencem aos reais positivos (RT). Desta forma,
Y1, - - -, Y30 Sao varidveis aleatorias independentes, em que y; tem distribuicao gama
de média pu; e parametro de dispersdo ¢; , isto é denotado como y; ~ G(u;; ¢;),
com ¢ =1,...,30. Neste caso, foi considerado que a média da variével resposta e o

parametro de dispersao satisfazem relacoes funcionais dadas por:

pit =B+, (4.2)
log(¢) = i + 2

parai=1,..., n,emque §; =1, o =0.8, v =1, 75 = L.5.

Pode-se observar na Tabela 4.2 que o comportamento da média dos residuos esta
proxima do valor zero para os trés casos, sendo a do residuo deviance a mais distante.
O comportamento do erro-padrao esta proximo ao valor um para todos os residuos,
as maiores diferencas apresentam-se nos valores da assimetria e a curtose, ja que a
distribuicao empirica do residuo deviance é aproximadamente simétrica, mas com

curtose negativa, o que indica afastamento da distribui¢ao normal padrao.

3. Posteriormente, consideramos uma outra alternativa para dados reais positivos, con-
siderando que a variavel resposta do modelo tem distribuicao normal inversa com
média ; e parametro de dispersdo ¢; ', denotada por y; ~ NI(u;; ¢;). Desta forma,
Y1, - - -, Y30 Sa0 variaveis aleatorias independentes, em que y; tem distribuicao normal
inversa de média j; e parametro de dispersao ¢; ', com i = 1,...,30. Neste caso, foi
considerado que a média da variavel resposta e o parametro de dispersao satisfazem
as relacoes funcionais dadas por

log(pi) = Bu + a2, (4.3)
10g(¢1) =% + Z;m)

parat=1,...,n, em que B; = —0.45, B = 0.9,y = —0.2, 7o = —0.4.

Na Tabela 4.3 pode-se observar mais uma vez que os residuos nao tém distribuicao
aproximadamente N(0,1). Basta ver o comportamento da média e da varidncia
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Tabela 4.2: Médias, erros-padrao, assimetria e curtose empirica dos residuos ordinario
padronizado rf, deviance d,,(fi;; ¢;) e combinado r27. Modelo: y; ~ gama(y; ¢1) com

K ! - 51 +x162 € log(gbz) =% + Z;m) /81 - ]-7 BZ - 08a = 17 Yo = ]-57 Xy ~ U(017 11)a
2 ~U(0.4;1.4),i=1,...,30.
Média Erro-padrao Assimetria Curtose

il dse) vy |y d@se) oy | g du@sd) vy | r) dufsd)  r)
1 [-0.0681 -0.1901 -0.0633 | 1.0069  1.0473  1.0426 | 0.6518  0.0229 -1.6062 | 0.3642 -0.2360  2.9941
2 1 01376 0.0352  0.1295 | 1.2066  1.1792  0.9105 | 0.3711  -0.0892 -0.6799 | -0.1334  -0.3099  0.2738
3 1-0.0911 -0.2193 -0.0826 | 0.9845 1.0308  1.0341 | 0.6961  0.0606 -1.4265 | 0.3802  -0.2877  2.4229
4 ]-0.0654 -0.1620 -0.0551 | 1.0403  1.0691  1.0100 | 0.4759  0.0433  -1.2266 | -0.1053  -0.4049  1.3695
51 0.0408 -0.1035 0.0218 | 1.0884 1.0788  0.8775 | 0.7183  0.0388 -1.8128 | 0.3847 -0.3716  3.5617
6 |-0.0752 -0.1766 -0.0710 | 1.0448  1.0744  1.0416 | 0.5371  0.0464 -1.2865 | 0.1252  -0.3143  1.6389
71 0.0568  -0.0897  0.0466 | 1.1075  1.0969  0.9690 | 0.6480 -0.0024  -0.9617 | 0.1305  -0.4083  0.8442
8 | 0.0802 -0.0409  0.0756 | 1.1169  1.0936  0.9398 | 0.6013 -0.0229 -0.8558 | 0.3787  -0.2179  0.7340
9 | 01150  -0.0191  0.1128 | 1.0787  1.0251  0.6807 | 0.6784  0.0249  -2.0631 | 0.3947 -0.3186  5.3635
10 | 0.0056  -0.1215  0.0204 | 1.0252  1.0285  0.8790 | 0.6721  0.0293  -1.9264 | 0.3551  -0.2699  4.7902
11 [-0.0916  -0.2250  -0.0857 | 0.9613  1.0251  1.0574 | 0.6735 -0.0072 -1.2530 | 0.3850  -0.2520  1.6858
12 [-0.0650 -0.1516  -0.0471 | 1.0229  1.0411  0.9241 | 0.4629  0.0932  -0.5624 | -0.2520 -0.5480 -0.1751
13| 0.0638 -0.0612  0.0579 | 1.0820  1.0748  0.9571 | 0.5854 -0.0347 -0.9877 | 0.1551  -0.2563  1.1088
14 | -0.0942  -0.2283  -0.0873 | 0.9743  1.0290  1.0520 | 0.7399  0.0479  -1.3609 | 0.5323  -0.2109  2.1490
15| 0.0059  -0.1462 -0.0058 | 1.0640  1.0737  0.9096 | 0.7334  0.0395 -1.7826 | 0.3235 -0.4162  3.4976
16 | -0.0241  -0.1645 -0.0194 | 1.0013  1.0359  0.9927 | 0.6848 -0.0055 -1.1316 | 0.3598  -0.3201  1.2526
17| 0.0183  -0.1264  0.0210 | 1.0286  1.0448  0.9516 | 0.6639 -0.0099 -1.0117 | 0.1783  -0.3976  1.0217
18 | 0.0409 -0.0710  0.0315 | 1.0911  1.0818  0.9075 | 0.5661  0.0108  -1.9305 | 0.1144  -0.2480  5.1510
19| 0.0227  -0.1132  0.0254 | 1.0315  1.0427  0.9057 | 0.6252 -0.0231 -1.8073 | 0.2184  -0.3521  3.6561
20 | 0.0523 -0.0366  0.0622 | 1.1244  1.1179  0.8100 | 0.3460 -0.0199 -1.4416 | -0.3247 -0.4876  2.1293
21| 0.2360  0.1138  0.2038 | 1.2859  1.2057  0.8969 | 0.4666 -0.0862 -0.7408 | 0.0220  -0.2888  0.4351
22 [-0.0534 -0.2005 -0.0506 | 1.0163  1.0415  0.9697 | 0.7783  0.0948 -1.3372 | 0.4787 -0.3966  1.7910
23 1-0.1021  -0.1970  -0.0892 | 1.0148  1.0521  1.0181 | 0.4988  0.0796  -1.0082 | -0.0953 -0.4596  0.7226
24 1-0.0968 -0.1919  -0.0987 | 1.0644  1.1025 1.0552 | 0.4335 0.0694 -0.8332 | -0.3531 -0.6255  0.2011
25 -0.1021  -0.2108 -0.1049 | 1.0456  1.0892  1.0939 | 0.5640  0.0527  -1.3735 | 0.0698 -0.3166  2.0412
26 | -0.0757  -0.1747  -0.0750 | 1.0639  1.1027  1.0617 | 0.4483  0.0358  -1.1779 | -0.2370  -0.4699  1.1893
27 | -0.0344  -0.1896  -0.0438 | 1.0327  1.0671  0.9761 | 0.7311  0.0517  -1.4981 | 0.2856  -0.4978  2.2192
28 0.1027  -0.0232  0.0702 | 1.1020  1.0902  0.8793 | 0.5139 -0.1023 -2.1642 | 0.0722 -0.2594  5.7557
29 1-0.0879 -0.2298 -0.0737 | 0.9649  1.0198  1.0101 | 0.7244  0.0576 -1.2519 | 0.3863  -0.3727  1.4555
30 | 0.0895 -0.0173  0.0767 | 1.2022  1.1978  0.9942 | 0.3846 -0.0833 -0.7137 | -0.1861 -0.3712  0.2669
M [-0.0020 -0.1244 -0.0033 | 1.0625 1.0753  0.9603 | 0.5892  0.0137 -1.3071 | 0.1469  -0.3562  2.0516

empirica do residuo deviance, e para os demais tipos de residuos a assimetria e a

curtose. Sendo o residuo deviance o que apresenta pior comportamento, ja que a

média e o erro padrao diferem consideravelmente dos valores da distribui¢ao normal

padrao.
4. Para analisar dados de contagem, a distribuicao binomial negativa tem sido muito

usada como uma alternativa & de Poisson em caso de sobredispersao. Neste ce-
nario consideramos que a variavel resposta do modelo tem distribuicao binomial
negativa de média j; e parametro dispersdo ¢; ', denotada y; ~ BN(u;, ¢;). Desta
forma, y1, ..., y30 sao variaveis aleatorias independentes, em que y; tem distribuicao
binomial negativa de média j; e parametro de dispersio ¢; !, com i = 1,...,30.
Neste caso, foi considerado que a média da variavel resposta e o parametro de dis-
persao satisfazem relagoes funcionais dadas na Equagao (4.3), em que ; = 1.6,

P =0.8,71 = —0.3, 72 = 0.5.
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Tabela 4.3: Médias, erros-padrao, assimetria e curtose empirica dos residuos ordinario
padronizado 7“5, deviance d,(fi;; ¢;) e combinado rﬁ”. Modelo: y; ~ NI(u;¢1) com

—045, 62 = 0.9,’71 = —02, Yo = —04,

log(p;) = Bi + 7 e log(¢) = v + 22, i =

z; ~U(0.1,1.1), 2z ~ U(0.4,1.4), i =1,...,30.

Média Erro-padrao Assimetria Curtose
[ ry d,(fis; 1) o (s 1) i rd o du( 1) i r o du( 1) i
1 [ 01093 -0.3234 0.1032 | 1.0611  1.4007 1.0224 | 1.6000 -0.0137  0.4466 | 3.3368 -0.3908  0.9456
2 |-0.1667 -0.6437 -0.1358 | 0.8971  1.4081  0.9823 | 1.2245 -0.0270 -0.8427 | 1.8915  -0.3926  0.9439
3000996 -0.3231  0.0841 | 1.0926  1.4206  1.0276 | 1.7995  0.0397  0.2460 | 4.7126  -0.2011  1.0853
4101128 -0.3366  0.1004 | 1.0890  1.4225  1.0355 | 1.6730  0.0360  0.4411 | 3.6695 -0.3967  0.8769
5 -0.0101 -0.4639 -0.0013 | 0.9499  1.3508  0.9471 | 1.5946 -0.0067  0.7523 | 3.4482 -0.3329  1.3493
6 | 0.1084 -0.3394 0.1006 | 1.1031  1.4101  1.0332 | 1.7601  0.0940  0.5602 | 4.1436  -0.3957  0.9542
7 1-0.1175  -0.5480 -0.1074 | 0.9410  1.4120  0.9854 | 1.2048  0.0426  -0.5765 | 1.7194  -0.4286  0.5012
8 |-0.1185  -0.5685 -0.1025 | 0.9185  1.3916  0.9855 | 1.3471  0.0120  -0.8529 | 2.3364  -0.3026  1.4265
9 |-0.1864 -0.7934 -0.1752 | 0.7176  1.2638  0.7471 | 1.5659  0.0023  0.8128 | 3.3358 -0.3195  1.3763
10 | 0.0238  -0.4481  0.0290 | 0.9855 1.3582  0.9735 | 1.7326  0.0008  0.8750 | 3.8052 -0.2624  1.6053
11 ] 0.0674 -0.3200  0.0620 | 1.0323  1.4047  0.9971 | 1.5250 -0.0360 -0.2924 | 3.4876  -0.2037  0.8526
12 [-0.0076  -0.4208  0.0030 | 0.9706  1.3722  0.9581 | 1.3744  0.0570  -0.4015 | 2.4670 -0.4719  0.3383
13 [-0.0959  -0.5233  -0.0749 | 0.9079  1.3590  0.9713 | 1.3549  -0.0174 -0.7717 | 2.3474 -0.2642  1.4153
14 | 0.0506 -0.3670  0.0347 | 1.0512  1.4193  1.0163 | 1.6107  0.0125  -0.0660 | 3.5881 -0.2619  0.7162
15| 0.0479  -0.3829  0.0484 | 1.0291  1.4034  0.9840 | 1.4119  0.1017  0.7719 | 2.2877 -0.5801  0.8494
16 [ -0.0155 -0.4031  -0.0071 | 0.9877  1.3955  0.9814 | 1.3742  0.0212  -0.4087 | 2.6827 -0.2890  0.6487
17 [-0.0921  -0.5093  -0.0839 | 0.9608  1.4159  0.9756 | 1.2148  0.0758  -0.4736 | 1.7728  -0.4597  0.2306
18 | 0.0230  -0.4610  0.0284 | 0.9835  1.3532  0.9680 | 1.8352  0.0311  0.9112 | 47223 -0.3412  1.9152
19 | 0.0684 -0.3762  0.0675 | 1.0502  1.3978  1.0221 | 1.7285 -0.0117  0.8049 | 42068 -0.2745 1.7230
20 | -0.0324 -0.5466 -0.0228 | 0.9283  1.3268  0.9174 | 1.8440  0.0693  1.0149 | 4.7498 -0.3704  2.0863
21| -0.1724 -0.6437 -0.1068 | 0.9212  1.4511  0.9582 | 1.1546  -0.0950 -0.9650 | 1.7367 -0.2621  1.3915
22 0.0628 -0.3381  0.0516 | 1.0718  1.4345  1.0157 | 1.4677  0.1032  0.2225 | 2.8493  -0.4636  0.3202
23] 0.1068  -0.3255  0.0980 | 1.0955  1.4015 1.0130 | 1.7240  0.1198  0.3676 | 3.8983 -0.3703  0.9237
24| 0.0939  -0.3418  0.0764 | 1.0765  1.4313  1.0281 | 1.5342  0.0510  0.1184 | 3.0591 -0.4712  0.4936
25| 0.0974  -0.3486  0.0944 | 1.0784  1.3995 1.0182 | 1.7553  0.0799  0.5558 | 4.4933  -0.3461  1.1892
26| 0.1018  -0.3511  0.0896 | 1.1014  1.4122  1.0335 | 1.7790  0.0991  0.5271 | 4.6299 -0.4332  1.0196
271 0.1016  -0.2805  0.0958 | 1.0744  1.4277  1.0023 | 1.2800  0.1152  0.4578 | 1.8635 -0.6681  0.1886
28 | -0.1422  -0.7401 -0.1180 | 0.8133  1.3977  0.8243 | 1.8185 -0.6816  1.0622 | 5.1946  3.3745  2.6832
29| 0.1012  -0.2774  0.0906 | 1.0600  1.4336  1.0148 | 1.3300 -0.0321 -0.0864 | 2.1824  -0.3847  0.3986
30 [-0.1209  -0.5643 -0.0835 | 0.9070  1.3702  0.9568 | 1.3087  0.0295 -0.7676 | 2.1934 -0.3329  1.1623
M | 0.0033  -0.4437  0.0080 | 0.9952 1.3948 0.9799 | 1.5309 0.0091  0.1481 | 3.2271 -0.2432  1.0537
A Tabela 4.4 apresenta o comportamentos no caso em que a variavel resposta do
modelo tém distribui¢ao binomial negativa. Esses resultados sao similares aos casos
em que as distribuicoes sao continuas, tendo assimetrias distantes de zero para o
residuo ordinario e combinado padronizado, e curtoses diferentes de zero para o
residuo deviance.
5. Por tltimo, apresentamos uma outra simulacao em que a variavel resposta do mo-

delo tem distribuicao Poisson dupla como alternativa ao modelo Poisson quando os
dados presentam o fenoémeno de sobredispersao. Logo, consideramos que a variavel
resposta do modelo tem distribuicao Poisson duplo de média yu; e parametro dis-
persdo ¢; ', denotada por y; ~ PD(u;, ¢;). Desta forma, y1,...,ys sdo variaveis
aleatorias independentes, em que y; tem distribuicao Poisson duplo de média pu; e
parametro de dispersao ¢, ! com i =1,...,30. Neste caso, foi considerado que a

média da variével resposta e o pardmetro de dispersao satisfazem rela¢oes funcionais
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Tabela 4.4: Médias, erros-padrao, assimetria e curtose empirica dos residuos ordinario
padronizado 7”5, deviance d,,(fi;; ¢;) e combinado 7“5”’. Modelo: y; ~ BN(u;;¢1) com

log(p;) = B + $f2 e log(¢y) = v+ 27 B = 16, B = 081 = —0.3, 32 = 0.5,
i~ U(0.1;1.1), 2 ~ U(0.4;1.4), i = 1,...,30.

Média Erro-padrao Assimetria Curtose

[ ry d,(fis; 1) o (s 1) i rd o du( 1) i o du( 1) i

1 ]0.0800 -0.1576  0.0784 | 1.0543  1.0440  1.0303 | 1.1830 -0.0145 1.0567 | 1.6297 -0.2099  1.2593
2 |-0.1285 -0.3632 -0.1148 | 0.9790  1.0834  0.9020 | 0.8964 -0.1011 0.7846 | 0.6302 -0.3266  0.3963
3 | 0.0521 -0.1940 0.0507 | 1.0299 1.0495 1.0129 | 1.1202 -0.0737 0.9810 | 1.4170  -0.2828  1.0352
4 1 0.0664 -0.1639 0.0637 | 1.0782  1.0744  1.0498 | 1.0030  0.0108  0.9080 | 0.8986  -0.4082  0.6631
5 [-0.0020 -0.2557 -0.0025 | 1.0275  1.0544  0.9994 | 1.1614  0.0250  1.0509 | 1.3966  -0.3572  1.0897
6 | 0.0681 -0.1624 0.0659 | 1.0745  1.0688  1.0474 | 1.0042  0.0051  0.9082 | 0.8893 -0.3812  0.6530
7 [-0.0718 -0.3220 -0.0684 | 0.9586  1.0343  0.9302 | 1.0829 -0.0360 0.9278 | 1.2114  -0.3675  0.7840
8 [-0.1105 -0.3527 -0.1037 | 0.9465 1.0401  0.9102 | 1.0490 -0.0747 0.8936 | 1.0519 -0.3181 0.6783
9 |-0.1257 -0.3551 -0.1152 | 0.8751  0.9842  0.8423 | 0.9571 -0.1475 0.8891 | 0.9414 -0.3212  0.8004
10| 0.0243  -0.2173  0.0238 | 1.0112  1.0400  0.9847 | 1.0850 -0.0388  0.9744 | 1.1698 -0.3251  0.8798
11 |-0.0044 -0.2560 -0.0046 | 1.0181  1.0488  1.0032 | 1.2489  0.0140  1.0970 | 1.7721  -0.2085  1.3381
121 -0.0398 -0.2538 -0.0381 | 0.9745  1.0296  0.9511 | 0.8840 -0.0380 0.7806 | 0.5482  -0.4332  0.3003
13 1-0.0670 -0.3078 -0.0641 | 0.9572  1.0285  0.9328 | 1.1419  -0.0571 0.9733 | 1.4541 -0.2718  0.9966
14 | 0.0434 -0.2018  0.0431 | 1.0196 ~ 1.0434  1.0044 | 1.1190 -0.0618 0.9772 | 1.3927 -0.2649  1.0077
15| 0.0335  -0.2275  0.0310 | 1.0548  1.0662 1.0233 | 1.1033  0.0519  1.0104 | 1.1712  -0.5602  0.9200
16 | -0.0280 -0.2797  -0.0269 | 0.9978  1.0400  0.9800 | 1.2202  0.0170  1.0566 | 1.8418 -0.3072  1.3151
17 1-0.0786  -0.3355 -0.0763 | 0.9710  1.0383  0.9467 | 1.1916  0.0270  1.0297 | 1.5911 -0.3855  1.1109
18| 0.0472  -0.1847  0.0453 | 1.0313  1.0588  1.0002 | 0.9745 -0.1008 0.8750 | 0.8118 -0.2650  0.5907
19| 0.0579  -0.1931  0.0562 | 1.0403  1.0593  1.0149 | 1.0319 -0.0463 0.9250 | 0.8743 -0.3993  0.6241
20 | -0.0049 -0.2136  -0.0073 | 1.0074  1.0394  0.9587 | 0.8862  0.0134  0.8140 | 0.5088 -0.5098  0.3754
21|-0.1951 -0.4552 -0.1689 | 0.9736  1.1166  0.8616 | 0.9830 -0.1202  0.8286 | 1.0077 -0.3096  0.6065
22| 0.0570  -0.1967  0.0560 | 1.0409  1.0551  1.0235 | 1.0913  -0.0007  0.9649 | 1.1634 -0.4341 0.8314
23 | 0.0643 -0.1635 0.0620 | 1.0729  1.0719  1.0470 | 0.9652 -0.0001  0.8688 | 0.8063 -0.4161  0.5635
24| 0.0578  -0.1561  0.0571 | 1.0357  1.0446  1.0123 | 0.9089 -0.0156  0.8136 | 0.6062 -0.4052  0.3901
251 0.0559  -0.1771  0.0540 | 1.0592  1.0703  1.0342 | 1.0613  -0.0404 0.9528 | 1.2137  -0.2377  0.9341
26 | 0.0624 -0.1613  0.0604 | 1.0590  1.0676  1.0318 | 0.9458 -0.0259  0.8515 | 0.7540 -0.3824  0.5307
271 0.0724  -0.1926  0.0694 | 1.0702  1.0731  1.0468 | 1.0881  0.0216  0.9785 | 1.0999 -0.5273  0.8026
28 | -0.0610 -0.2829  -0.0571 | 0.9281  1.0002  0.8965 | 0.9891  -0.1037  0.8868 | 0.8720 -0.2565  0.6463
29 | 0.0468 -0.2085  0.0457 | 1.0385  1.0554  1.0217 | 1.1541 -0.0216  1.0146 | 1.3559  -0.2962  0.9869
30 | -0.0928  -0.3137  -0.0850 | 0.9592  1.0384  0.9066 | 1.0092 -0.0420 0.8788 | 1.0390  -0.2298  0.7176
M | -0.0040 -0.2435 -0.0023 | 1.0115  1.0506  0.9802 | 1.0513  -0.0325  0.9317 | 1.1040  -0.3466  0.7942

dadas na Equacao (4.3), em que f; =1, o = 0.8,7; = —0.4, 72 = —0.2.

A Tabela 4.5 mostra o comportamento no caso em que varidvel tem distribuicao
Poisson dupla, mostrando para todos os tipos de residuos analisados, um afasta-
mento muito forte da distribuicao normal padrao. Uma critica ao modelo em que a
variavel de interesse tem distribui¢do Poisson duplo é feita por Hilbe (2011) (para
outras discussoes ver Cameron e Trivedi (2013)), em que discute o fato de que a
média e a variancia da distribuigao sao uma aproximagao e, também, ao estimador
proposto em Efron (1986) para a constante de normalizacao onde este apresenta
algumas dificuldades. Desta forma, supor esta modelagem traz algumas consequén-
cias, como a nao convergéncia nos métodos de otimizagao usados para estimar os
parametros do modelo. Assim, recomenda-se usar outros modelos para analisar

dados de contagem com sobredispersao .
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Tabela 4.5: Médias, erros-padrao, assimetria e curtoses empirica dos residuos ordinario
padronizado 7“5, deviance d,,(fi;; ¢;) e combinado 7“57. Modelo: y; ~ PD(u;;¢1) com

log<luz> = /81 + wz/'BQ € 10g(¢z) = % + 2327 Bl - 1a 52 - 0'87,}/1 - _047 Yo = _02a
zi ~ U(0.1;1.1), 2z ~ U(0.4;1.4), i = 1,...., 30.

Média Erro-padrao Assimetria Curtose

iorp d@sd) |l du@se) v | vl d(@se) | vl du(fsd) D

1100233 -0.1658 1.4118 | 3.3167  3.5686  2.6543 | 0.5352 -0.1450 0.8083 | 0.8123  0.4426  1.0319
2 |-0.1037 -0.3751 0.8548 | 3.8579  4.3109  2.3268 | 0.8648 -0.0387 1.2593 | 1.7674  0.6244  2.1948
3 | 0.0615 -0.1496 1.3403 | 3.5216  3.7657  2.7926 | 0.6165 -0.0839 0.8689 | 0.8094  0.3001  1.0851
4 | 0.0463 -0.1527 1.4415|3.9185 4.1153  3.0228 | 0.9254 -0.0206 1.2355 | 3.3578  1.8486  3.0421
5 |-0.0016 -0.2054 1.6672 | 4.3049  4.6379  3.3868 | 0.5709  -0.1810 0.9803 | 1.5157  1.0457  1.8564
6 | 0.0635 -0.1361 1.4354 | 3.7256  3.9687  2.9319 | 0.6426 -0.1530 1.0031 | 1.4686  0.9935  1.6238
7 1-0.0933 -0.3979 0.9768 | 4.9688  5.2090  3.0480 | 2.1098  0.3302  1.7778 | 21.2966  3.3476  8.8820
8 [-0.0647 -0.3235 0.8992 | 3.4578  3.7909  2.3544 | 0.8915  0.0818  1.1611 | 1.6709  0.1812  2.1290
9 |-0.3374 -0.5158 1.6586 | 4.1449  4.7605  2.7663 | 0.1114 -0.8286  1.0090 | 3.9539  4.7466  2.9466
10| -0.0323  -0.2191  1.5739 | 3.6045  3.8846  2.9438 | 0.5688 -0.1215 0.8459 | 1.0055  0.6263  1.2320
11| 0.0069  -0.2295 1.1594 | 3.6421  3.9128  2.7782 | 0.8287  0.0206  1.0989 | 1.6480  0.4310  2.0542
121 -0.0201  -0.2809 1.0686 | 4.7487  5.1345  2.8904 | 1.3168 -0.1040 1.5475 | 7.6618  4.5142  4.3919
131 -0.0649 -0.3008 0.9345 | 3.1557  3.4906  2.2213 | 0.7113  -0.0139  0.9614 | 0.7537  0.0196  1.0298
14| 0.0895 -0.1376  1.2945 | 3.7493  3.9578  2.9200 | 0.7406  -0.0080  0.9939 | 1.3571 0.3503  1.6857
15| 0.0194  -0.2279  1.7977 | 6.6654  7.0479  4.5443 | 1.2710 -0.0740  1.5437 | 10.9736  5.2700  5.3047
16 | -0.0592  -0.3287  1.0744 | 4.2024  4.5966  2.9267 | 0.9173  0.0138  1.2347 | 2.3228  0.6937  2.4515
17| 0.0102  -0.2943 1.1006 | 5.2006 ~ 5.5565  3.3215 | 1.1066 ~ 0.0598  1.4255 | 3.5479 1.2652  3.3694
18 | 0.0069  -0.1714  1.5834 | 3.4867  3.7450  2.8046 | 0.4870 -0.1907 0.7964 | 0.8338  0.6903  0.9775
19 | -0.0149 -0.2235 1.5777 | 4.2101  4.4967  3.3186 | 0.7519 -0.0853  1.1014 | 2.1757  1.1462  2.4559
20 | -0.0655 -0.2604  1.6440 | 5.5428  5.7653  3.4208 | 2.0548  0.0715  1.7183 | 23.1532  12.7579  7.2832
21 | -0.1503 -0.4306  0.7868 | 3.7096  4.2006  2.1232 | 0.8248  0.0206 ~ 1.1638 | 1.3389  0.1311  1.9946
221 0.0535 -0.2025 1.4024 | 5.0639  5.3102  3.6818 | 1.1248  0.0734  1.3769 | 4.7469  1.8224  3.6726
23| 0.0967  -0.1154  1.4131 | 4.2417  4.3887  3.1568 | 1.0820  0.0249  1.3385 | 4.8203 24179  3.5112
24| 0.1074  -0.1237 1.3676 | 5.3277  5.1619 = 3.4436 | 2.7325  0.6202  1.9467 | 27.4171  9.0764 = 9.4828
251 0.0627  -0.1290  1.4403 | 3.5540  3.7567  2.8391 | 0.7231  -0.0904 1.0249 | 2.0506  1.0417  2.0577
26 | 0.0864 -0.1182 1.4713 | 4.0637  4.2597  3.1574 | 0.8106  -0.0747  1.1975 | 2.3497  1.4990  2.5252
271 0.1782  -0.1030 1.7318 | 7.1841  7.4618  4.8472 | 1.1150 -0.0332  1.4564 | 5.2160  3.0318  3.6466
28 1-0.1599  -0.3145 1.5901 | 3.0414  3.3301  2.4662 | 0.4244 -0.1989 0.7015 | 0.7759  0.6846  0.7803
29 | 0.0484 -0.2111 1.3164 | 4.6417  4.9355  3.4256 | 0.9671  0.0090  1.2822 | 2.9733 1.1306  3.0575
30 | -0.0717 -0.3348  0.8960 | 3.8000  4.1193  2.4258 | 1.0736  0.0992  1.3362 | 3.3738  0.8143  3.2316
M | -0.0093 -0.2393  1.3303 | 4.2684  4.5547  3.0314 | 0.9634 -0.0340  1.2065 | 4.9049  2.0982  3.0329

4.2 Envelopes simulados

Como foi mostrado na Secao 4.1, o residuo proposto nao tem distribuicao normal
padrao, desta forma, em particular para detectar pontos aberrantes nao é conveniente
utilizar os limites usuais (—2, 2) nos graficos dos residuos contra os indices das observagoes,
ou contra valores de covariaveis e valores preditos. A nossa proposta para solucionar esta
questao ¢ utilizar quantis empiricos dos residuos gerados a partir dos envelopes simulados,
em que, mesmo sob violagao de algumas das suposicoes feitos sob os dados e sobre o
modelo, podem representar bem o verdadeiro comportamento probabilistico dos residuos.

Os graficos de probabilidade com envelope simulado sao uma ferramenta muito tutil
para avaliar a qualidade do ajuste do modelo proposto, como também para identificar
possiveis observacoes aberrantes, isto é, residuos com valores absolutos que excedem os

limites do envelope simulado sdo considerados aberrantes (ATKINSON, 1985).
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Tais graficos sao construidos da seguinte forma:

1. ajuste o modelo e gere uma amostra simulada de n observagoes independente usando

o modelo ajustado como o verdadeiro processo gerador das dados,

2. ajuste o modelo para a nova amostra gerada no passo 1, e calcule os valores absolutos
dos residuos de interesse e ordene de forma crescente,

3. repita os passos 1 e 2 no minimo m vezes,

4. considere os n conjuntos dos m residuos ordenados, para cada conjunto calcule as

respectivas medidas, o percentil 2.5, a média e o percentil 97.5,

5. faca o grafico desses valores e do residuo de interesse ordenado da amostra original
contra os quantis da distribuicao normal padrao.

O ajuste do modelo é considerado bom se nos graficos de probabilidade com envelopes
simulados, os verdadeiros residuos estao dentro das bandas de confianca simuladas, isto

é, a distribuicao do residuo tem que ser préxima a distribuicao empirica estimada.

As Figuras 4.1 e 4.2 apresentam os graficos dos envelopes simulados. Estes foram
feitos considerando a especificacao correta do modelo e um tamanho de amostra de 80.
As linhas nestes gréaficos representam o percentil 2.5, a média e o percentil 97.5 de 100

pontos simulados para cada observacao.

Foram considerados diferentes cenérios para a variavel resposta, e modelo sob a média
e a dispersao descritos a seguir:

(i) Modelo 1: y; ~ N(,uz-;gzﬁl_l) com p; = 1 + fo e log(¢) =m + 27, f1 = —14,
fo =087 =0.9, 7 =—-1, 2, ~U(0.1;1.1), z; ~U(04;1.4), i =1,...,80.

(ii) Modelo 2: y; ~ gama(u;; ¢1) com ,ui_l = [ + xiBQ e log(g;) = vi + 27 b1 =1,
Po =08, v =1 7=15 2z, ~U(0.1;1.1), z; ~U(0.4;14), i =1,...,80.

(iii) Modelo 3: y; ~ NI(u;; ¢1) com log(p;) = B +1’52 e log(¢:i) = v+ 2", B = —0.45,
fo =097 =—0.2, 79 =—-04, z; ~U(0.1;1.1), 2, ~ U(0.4;1.4), i =1,...,80.

(iv) Modelo 4: y; ~ BN(u; é1) com log(u;) = f1 + 2 e log(¢;) = 7 + 2%, fr = 1.6,
By =08y =—0.3, 70 = 0.5, 2, ~ U(0.1;1.1), 2 ~ U(0.4;1.4), i = 1, ..., 80.

(v) Modelo 5: y; ~ PD(u;; ¢1) com log(u;) = 51 + xfz e log(g;) = v+ 22 p =1,
fo =087 = —0.4, 75 = —-0.2. x; ~U(0.1;1.1), z;, ~ U(04;1.4),i=1,...,80.

Pode- se observar que as distribui¢oes empiricas dos residuos ordinario e tipo desvio es-
tao proximas das distribuigoes estimadas, indicando um bom ajuste. Isso ja era esperado,

pois assumimos a especificacao correta dos modelos.
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Desta forma, podemos concluir que o residuo combinado padronizado apresenta com-
portamento satisfatorio e competitivo em todos os cenérios analisados, uma vez que todos

os quantis observados estao dentro dos envelopes simulados, o que sugere um bom ajuste.
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Figura 4.1: Graficos normais de probabilidade com envelopes simulados para Modelo 4 e
Modelo 5.

4.3 Modelos sob especificacao incorreta e novos limites

para deteccao de pontos aberrantes

Um dos erros mais frequentes na modelagem de um conjunto de dados é ajustar o
modelo assumindo que os dados tém dispersao constante, mas, em varios casos, 0 processo
gerador dos dados fornece observacoes com dispersao variavel. Uma forma de detectar este
tipo de erro de especificagao no ajuste, é avaliando a distribuicao empirica dos residuos do
modelo usando gréaficos normais de probabilidade. Em geral, a distribuicao empirica dos
residuos é avaliada quando os modelos estao corretamente especificados. No entanto, se
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Figura 4.2: Gréficos normais de probabilidade com envelopes simulados para Modelo 1,
Modelo 2 e Modelo 3.
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existir alguma violacao das suposicoes impostas sob o modelo postulado, as distribuicoes

desses residuos podem mudar de forma drastica.

Com base nas segoes anteriores notamos que as distribuigoes dos residuos podem
nao ser bem aproximadas pela distribuicao normal padrao. Mesmo quando hé fortes
indicios que os residuos investigados sao aproximadamente normais, ha de se ter cautela.
Por exemplo, se para detectar observagoes aberrantes usamos os limites convencionais
da distribuigdo normal padrao (—2,2), podemos estar cometendo um erro, pois como
apresentamos na Segao 4.1, a distribuigao empirica dos residuos tem valores da assimetria
e da curtose afastados dos valores da distribuicao normal padrao. Desta forma, propomos
que os limites sejam obtidos a partir dos envelopes simulados. Logo, para a construgao dos
graficos de residuos versus indices das observagoes estabelecemos como bandas de corte
(wo.025; Wo.975), que sao os quantis 2.5% e 97.5% da distribuigdo empirica dos residuos
gerados para a obtencao do envelope. Esta etapa possui um custo computacional baixo,

visto que os residuos ja foram simulados.

Com o objetivo de avaliar o comportamento dos residuos no enfoque de diagnostico,
apresentamos exemplos simulados em que a modelagem da dispersao ¢ desconsiderada (as-
sumimos um modelo com dispersao constante). Para o submodelo verdadeiro da dispersao
usado em todos os cenarios desta simulacao temos que a relacao funcional do parametro

de precisao é dada por log(¢;) = 71 + 2;°, em que a covariavel z; = 1sei=1,...,25 ¢
z; = 1.5 sei=26,...,50. Além disso, definimos o grau de heterogeneidade da dispersao
como

~ max{¢y,...,Pn}

© min{é¢r,..., 0}

Note que A\ depende dos valores verdadeiros dos parametros v; e 7,. Para os modelos
em que a resposta tenha uma distribuigao continua ( distribuigao normal, gama ou normal
inversa, ver tabela 2.1), consideramos que 73 = 1 e 72 = 2; implicando A\ ~ 20, se
Yo = 2.46; implicando A = 40 e por ultimo, 7, = 3.07; implicando A ~ 100. No caso em
que o modelo tenha resposta com distribuicao Binomial negativa considera-se 4 = 1 e
Yo = 3.07; implicando A &~ 100, se 7, = 3.54; implicando A ~ 200, se v, = 4; implicando
A =~ 400. No entanto, para o processo de estimagao dos parametros desconsidera-se a
dispersao variavel, isto €, so é feita a modelagem da média da variavel resposta.

Desta forma. tem-se:
(i) Modelo 1: y; ~ N(us; ¢; ') com p; = B —i—xfg, f1=—-14, 5 =0.8, z; ~U(0.1;1.1),
i=1,...,50.

(i) Modelo 2: y; ~ gama(u; ;) com ;' = By +a® e By = 1, By = 0.8, z; ~
U(0.1;1.1),i = 1,...,50.

(iii) Modelo 3: y; ~ NI(u;;¢;) com log(u;) = 51 + fo com (1 = —0.45, By = 0.9,
2~ U(0.1;1.1), i =1,...,50.
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(iv) Modelo 4: y; ~ BN(us; ¢;) com log(p;) = Bi + 2> com By = 1.6, By = 0.8, x; ~
U(0.1;1.1),i=1,...,50.

Os graficos em 4.3 apresentam o resultados quando a variavel resposta tem distribuicao
normal. Pode-se observar que todos os tipos de residuos detectam a especificacao incorreta
do modelo, sendo isto mais evidente a medida que o grau de heterogeneidade A aumenta.
Na Figura 4.4 notamos que nas primeiras observacoes a amplitude dos residuos é maior,
e torna-se menor a medida em que os indices das observacoes aumentam. Note que o
residuo combinado nao detecta as observagoes 7 e 8 como aberrantes, contrastando com
os outros residuos que detectam esta observagao, no entanto, esta observacao esta muito
proxima do limite estabelecido.

Nas Figuras 4.5, 4.7 e 4.9, mostra-se o comportamento dos residuos quando a variavel
resposta do modelo é gama, normal inversa e binomial negativa, respectivamente. Pode-
se observar que todos os residuos detectam a especificagao incorreta do modelo, pois os
residuos observados caem fora dos envelope simulados e sendo mais evidente este compor-
tamento quando o grau de heterogeneidade A\ aumenta. Porém, no modelo com resposta
binomial negativa, a detec¢ao da especificagao incorreta é mais sutil. Note & medida que
A aumenta, os graficos de probabilidade tém poucas diferencias. Isto pode ser explicado
pela robustez no processo de estimacao dos parametros & medida que variam os valores

verdadeiros do parametro de dispersao.

A avaliagao dos residuos na detecgao de observagoes atipicas é feita nas Figuras 4.6,
4.8 e 4.10, e apresentam a distribuicao dos residuos contra os indices das observacoes
quando a variavel de interesse ¢ gama, normal inversa e binomial negativa respectiva-
mente. Observa-se um padrao de comportamento em todos eles, mostrando primeiro uma
especificagao incorreta do modelo, ja que é considerado um ajuste bom quando os residuos
sao distribuidos de forma aleatéria. Também é importante ressaltar que o residuo combi-
nado destaca com maior forca as observagoes consideradas aberrantes, isto, devido ao fato
de que esses pontos estao mais afastados das bandas de corte estabelecidas. Além disso,
observacoes que nao sao consideradas atipicas usando os residuos ordinarios e residuo
deviance por estarem proximas as bandas de corte, sao detectadas pelo residuo proposto.
Exemplo disso, é a observacao 20 na Figura 4.8, que é detectada em todos os cenarios

analisados para .
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E muito interessante notar que os novos limites para a deteccao de pontos aberrantes
sdo, em muitas situagoes, bastante diferentes dos usuais (—2, 2). Por exemplo, considerado
o residuo deviance, para o modelo em que a variavel resposta tem distribuicao normal in-
versa, sob especificagao incorreta da dispersao, nota-se que os limites empiricos podem ser
(—3,2),(Figura 4.8), ja para o modelo em que variavel resposta tem distribui¢ao binomial
negativa o limite superior ¢ menor do que 2 (Figura 4.10).

4.4 Observagoes aberrantes

Para avaliar a capacidade dos residuos de mensurar corretamente a discrepancia entre
as 1-ésimas respostas observadas e as estimadas dado que essa resposta é atipica ou até um
possivel erro, multiplicamos uma observacao por um fator de pertubacao positivo. Para
isso consideramos amostras de tamanho 50. Os modelos analisados foram apresentados na
Secao 4.2 e assumimos especificacao correta dos modelos. Os valores das covariadas sao
gerados através da distribuigdo uniforme de forma independente com: z; ~ U(0.1;1,1) e
2 ~U(0.4;1,4).

A observagao 31 ¢é a escolhida para ser perturbada, logo, espera-se que os graficos de
residuo versus os indices das observagoes destaquem este ponto. A Figura 4.11 mostra
o comportamento do residuos na deteccao de observagoes aberrantes quando a variavel
resposta do modelo tem distribui¢ao continua (normal, gama e normal inversa), e pode-
se observar um desempenho favoravel do residuo combinado, no sentido que o mesmo
consegue atribuir uma alta discrepancia entre a resposta perturbada e a resposta estimada
em todos os cenarios. O contrario ocorre com o residuo deviance, que nao consegue

destacar o ponto 31 quando a variavel resposta do modelo tem distribui¢ao normal inversa.

A Figura 4.12 apresenta o desempenho para os trés tipos de residuos sob estudo,
para os casos em que as variaveis respostas tem distribui¢ao binomial negativa e Poisson
dupla respectivamente. Pode-se observar que o residuo combinado consegue destacar a
observagao 31, apresentando o pior comportamento quando a variavel resposta é Poisson
duplo, devido a que o ponto esta mais préximo das bandas de confianca. Porém, o
comportamento quando a variavel resposta é binomial negativa é satisfatério e contrasta

com o residuo deviance em que o destaque da observagao aberrante é menor.

Deve-se ressaltar que os graficos do residuo ordinéario padronizado também destacam
corretamente a observagao 31 e com énfase similar aos graficos do residuo combinado
padronizado. No entanto, o célculo do residuo ordinario padronizado depende da obtencao
das matrizes de projecao de ordem n X n, o que nao é requerido quando se utiliza o residuo
combinado. Neste sentido, o uso do residuo proposto apresenta a vantagem de diagnosticar
corretamente problemas nos dados e no modelo, sem o alto custo de calculo de matrizes
n X n; em especial quando n é significativamente grande.
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Aplicacao

Neste capitulo serao apresentadas duas aplicagoes a dados reais. Foram realizadas
analises de bondade de ajuste usando os gréaficos de probabilidade com envelopes simu-
lados e tendo como referéncia os quantis teéricos da distribuicao normal padrao. Na
primeira aplicacao ajustamos um modelo linear generalizado duplo com resposta gama e,

por tltimo, ajustamos um modelo com resposta binomial negativa.

5.1 Aplicacao 1

Os dados desta aplicagao estao disponiveis em Paula (2013) e sao parte de um expe-
rimento desenvolvido no Departamento de Nutricao da Faculdade de Satide Publica da
Universidade de Sao Paulo, em que um novo tipo de snack com 5 caracteristicas diferentes
foi comparado ao longo de 20 semanas. Para esse novo produto foi substituida a gordura
vegetal hidrogenada, que é responsavel pela fixagao do aroma no snack, por 6leo de canola

de forma total ou parcial. As caracteristicas sao as seguintes:

e Caracteristica A: 22% gordura, 0% de 6leo de canola.

Caracteristica B: 0% gordura, 22% de 6leo de canola.

Caracteristica C: 17% gordura, 5% de 6leo de canola.

Caracteristica D: 11% gordura, 11% de 6leo de canola.

Caracteristica E: 5% gordura, 17% de 6leo de canola.

O experimento foi realizado de maneira que 15 embalagens sao coletados nas semanas
pares, para cada um dos produtos A, B, C, D e E. Logo, tem-se que a variavel resposta
¢ a forca necessaria para o cisalhamento do produto, e as variaveis explicativas sao o
grupo, que pode ser A, B, C, D ou E, e a semana da coleta. Desta forma denotamos y;;x

forca de cisalhamento concernente a k-ésima réplica do i-ésimo grupo na j-ésima semana,

para k = 1,...,15, j = 2,4,6,...,20 e 1 =1(A), 2(B), 3(C), 4(D) e 5(E). Vamos supor

62
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uma modelagem conjunta da média e a dispersao com resposta gama em que a parte
sistematica ¢ dada por

pij = Bo + B; + Pesemana; + Srsemana;,

log(¢i;) = Y0 + Vi + YeSemana; + yrsemana?.

Note que 1 = 0 e 74 = 0. Deste modo, [y e vy sao os efeitos sob a média e a dispersao
produzido pela caracteristica A, dependendo da semana, e os efeitos das caracteristicas
B, C, D e E sao dados por 5y + (; e 70 + 7; para a média e precisao, respectivamente.

Tabela 5.1: Estimativas de méxima verossimilhanca para os parametros referentes & mo-
delagem conjunta da média e da dispersao com resposta gama ajustada aos dados sobre
snack.

Meédia Dispersao

Efeito Estimativa E/E.padrao p-valor | Estimativa E/E.padrao p-valor
Constante 36.990 3.208 0.00 1.560 0.214 0.00
Grupo B —10.783 1.684 0.00 0.477 0.161 0.00
Grupo C —3.478 1.763 0.00 0.050 0.160 0.07
Grupo D —14.829 1.614 0.00 0.815 0.161 0.00
Grupo E —15.198 1.622 0.00 0.817 0.161 0.00
semana 5.198 0.525 0.00 0.155 0.039 0.00
semana? —0.189 0.212 0.00 —0.005 0.001 0.00

A partir das estimativas dos parametros da média dadas na Tabela 5.1, pode-se obser-
var que o grupo A tem a maior medida para a for¢a de cisalhamento contrastando com os
grupos D e E que tem as menores medidas. Note também que o grupo A tem a maior va-
riabilidade no sentido de coeficiente de variacao. Pelos graficos normais de probabilidade
apresentados na Figura 5.1, pode-se concluir que nao existem indicios de inadequagao
do ajuste proposto. O residuo combinado padronizado proposto neste trabalho, contém
informagoes da modelagem da média e da dispersao de forma conjunta, o que facilita as
analises de diagnostico. A Figura 5.2 apresenta o grafico de probabilidade com envelopes
simulados. Desta forma, pode-se observar simultaneamente que nao existem indicios de
especificagao incorreta do modelo.
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Figura 5.2: Grafico de probabilidade do residuo combinado padronizado referente a mo-
delagem conjunta da média e da dispersao supondo resposta gama ajustada aos dados
sobre snack.
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5.2 Aplicacao 2

Para observar o comportamento do residuo combinado padronizado em que a variavel
resposta do modelo é discreta, usamos um conjunto de dados que pode-ser encontrado em
Ridout et al. (2001). Os dados foram obtidos de um cultivo de magas e fazem referéncia ao
numero de raizes produzidas por 270 brotos micropropagados no cultivo. Os brotos foram
produzidos sob condigdes de 8 ou 16 horas de exposigao a luz (denomidado fotoperiodo),
e 5 tipos diferentes de concentragao de citocinina BAP. Logo define-se as variaveis do

modelo como:

e y,;: numero de raizes do i-ésimo broto ;

x;1: fotoperiodo (0= 8 horas, 1 = 16 horas);

Grupo 1: concentracao de citocinina BAP de 2.2;

Grupo 2: concentracao de citocinina BAP de 4.4;

Grupo 3: concentracao de citocinina BAP de 8.8;

Grupo 4: concentracao de citocinina BAP de 17.6;

Grupo 5: concentragao de citocinina BAP de 18.6;

Vamos supor uma modelagem conjunta da média e da dispersao do modelo com resposta

binomial negativa e componente sistematica dada por

log(;) = o+ Brzin + 5i e
log(¢ij) = 70 + Mxa + v-

Note que B2 = 0 e 75 = 0. Desta forma, £y e vy sao os efeitos do grupo 1 sob a
média e a dispersao respectivamente, dependendo do fotoperiodo. Assim, para os demais
grupos tem-se que o efeito é dado por By + 5; € Yo + i, para da média e da dispersao,

respectivamente.

A partir das estimativas dos parametros da média dadas na Tabela 5.2, pode-se obser-
var que o grupo 1 tém o maior nimero de raizes nos brotos, contrastando com os grupos 4
e 5 que tem as menores contagens de raizes dos brotos. Note também que o grupo 1 tem
a maior variabilidade em relagao ao coeficiente de variacao. Pelo grafico de probabilidade
para o residuo combinado padronizado apresentado na Figura 5.3, pode-se concluir que
existe forte indicio de inadequagao do ajuste proposto.
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Tabela 5.2: Estimativas de méxima verossimilhanca para os parametros referentes & mo-
delagem conjunta da média e da dispersao com resposta binomial negativa ajustada aos
dados sobre macas.

Média Dispersao
Efeito Estimativa E/E.padrao p-valor | Estimativa E/E.padrao p-valor
Constante 1.78 0.091 0.00 2.34 0.527 0.00
fotoperiodo —0.92 0.151 0.00 —3.79 0.463 0.00
Grupo 2 0.26 0.119 0.03 0.46 0.485 0.34
Grupo 3 0.23 0.110 0.03 0.92 0.491 0.06
Grupo 4 0.17 0.112 0.12 0.69 0.484 0.15
Grupo 5 —0.87 1.013 0.16 10.08 105.6 0.92

quantis observados

guantis teéricos

Figura 5.3: Grafico de probabilidade do residual combinado padronizado referente a mo-
delagem conjunta da média e da dispersao supondo resposta binomial negativa ajustada
aos dados sobre macas.

Consequentemente, a nova proposta para a parte sistematica do modelo é dada por

log(pi) = Bo + Bz e (5.1)
log () = 70 + N1,
e 80 levamos em consideragao o numero de horas de exposigao a luz (fotoperiodo). Na

Tabela 5.3 sao apresentadas as estimativas de maxima verossimilhanga referentes ao mo-
delagem conjunto da média e da dispersao dado na Equagao (5.1).
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Tabela 5.3: Estimativas de méxima verossimilhanca para os parametros referentes & mo-
delagem conjunta da média e da dispersao com resposta binomial negativa ajustada aos
dados sobre macas.

Média Dispersao
Efeito Estimativa E/E.padrao p-valor | Estimativa E/E.padrao p-valor
Constante 1.96 0.419 0.00 2.77 0.038 0.00
fotoperiodo —0.91 0.458 0.00 —3.68 0.152 0.00

guantis observados

guantis teéricos

Figura 5.4: Gréafico de probabilidade do residual combinado padronizado referente a mo-
delagem conjunta da média e da dispersao supondo resposta binomial negativa ajustada
aos dados sobre macas.

Por outro lado, o grafico de probabilidade apresentado na Figura 5.4 mostra que alguns
dos pontos nas caldas da distribuicao estao fora dos envelopes, contrastando com a Figura
5.3, em que a maioria dos pontos estao fora dos envelopes simulados. Desta forma, pode-se

concluir que existem indicios de bom ajuste.



Consideracgoes finais

Neste trabalho foi introduzido um novo residuo para classes de modelos lineares e
nao lineares da familia exponencial com o objetivo de avaliar sua qualidade de ajuste em
diferentes cenarios. Foram feitas simulagoes de Monte Carlo a fim de avaliar a distribui-
¢ao empirica do residuo. Estas simulagoes mostraram claramente que a distribuicao de

referéncia nao é normal padrao.

O residuo combinado padronizado tem varias vantagens em relagao a seus competidores
na literatura, uma delas sendo sua construcao, visto que, além de considerar o processo
iterativo scoring de Fisher para obter as estimativas de [, da mesma forma leva em
consideragao o processo iterativo Scoring de Fisher para estimar ~. Isto é, o residuo
combinado padronizado é uma medida que resume as duas modelagens feitas sobre a média
é a dispersao, facilitando e unificando a anélise de diagnostico, uma vez que, analisamos
s6 um grupo de residuos que contém de forma simultanea estas informagcoes, e nao dois
grupos como é comumente feito para essas analises. Esta avaliagao de apenas um grupo
de residuos é apropriada nos casos em que se quer avaliar conjuntamente a bondade de
ajuste da média e a dispersao.

Uma outra vantagem do residuo proposto é que nao é necessério obter as matrizes de
projecao dos modelos da média e da dispersao para calcular a padronizagao dos residuos.
Isto poderia nos trazer um menor custo computacional para realizar a analises de diagnos-
tico. Também é importante destacar que o residuo proposto apresenta comportamentos
similares ao residuo tipo desvio, que é usado com maior frequéncia em aplicacoes praticas.

O estudo de simulagoes na Segao 4.4 mostra claramente o quanto o residuo combinado
padronizado consegue identificar as observagoes atipicas quando a varidvel resposta é
perturbada. Do mesmo modo, quando o modelo nao esta corretamente especificado, o
residuo combinado tém desempenho satisfatorio, mostrando no grafico de probabilidade ou
no grafico de residuos versus indices da observagoes evidéncias de especificacao incorreta.

Outra vantagem do residuo combinado padronizado, é que s6 depende das estimativas
dos parametro do modelo, essas podem ser obtidas por algum método de maximizagao nao
linear, por exemplo SANN ! ou algoritmos genéticos. Desta forma, o residuo combinado

Ipara maiores detalhes ver (BELISLE, 1992)

68



Capitulo 6. Consideracoes finais 69

s6 depende das estimativas e nao do método de maximizagao. Assim, temos uma boa
alternativa para a analises de diagndstico nas situagoes em que nao é possivel obter a

matriz de projecao.
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Métodos iterativos scoring de Fisher e residuos ordina-

rios

O método iterativo scoring de Fisher para g é dado por

6(m+1) {K m)} 1U
— @(m) + (XTQD (m) 7 (m X) XT<I> I 1/2(m)y,—=1/2(m) (y — M(m))
— (XTom X)—l XT oy tm x gm) 4
( X T pmpym X)—l XTq)(m>W1/2(m>V—1/z(m><y — um)
= (XTamwm x) 7t X Ty m ( ™y L2m) Y -1/20m) () M"”))
= (X IX) T X TRy,

em que u; = <77§m) + W/2m)y—1/2(m) (y — N(m))>'

Da mesma forma, o método iterativo scoring de Fisher para + é dado por

A — ) (g }*1U§m>
=v“”>+(ZTP<m>Z> ZTHT (- )
— (ZTP™MZ) 7 ZT Pt 724 4 (TP 2) 7 ZT A (¢ — )
-1 —1(m _ m
= (Z27P™2)" 2T P (ny + P HTM (1 — )
— (ZTP™Z) " 2T Py,

em que us = 12 + P_l(m)Hwil(m) (t— M(Tm))-

O residuo ordinério para [ é dado por
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B — 2151/2/1/]71/2(“1 i ﬁ1)
= VAW (5 + WAV (y — i) — 1)
_ &31/2W1/2W71/2‘771/2(y —7)
_ 5151/2‘7—1/2@ — 7).

Logo, o residuo para a i-ésima observagao ¢é

T-ﬁzu 1=1,...,n.

RV T

O residuo ordinario para ~ é dado por

r’ = ﬁ1/2(’U/2 - ﬁQ)
P2 (@ + PTHHNE - 1) = 72)
]31/215—11177—1(7f — )

~

1671/2 ;1(15 i /7*)

Como P =V, H.? tem-se que

r’ = Vw_l/Q(t — ).

Logo, o residuo para a i-ésima observagao ¢é

ti — i ‘
rl=——, i=1,...,n

v /_d//<¢i)’



Forma canoénica da familia exponencial

Seja c(y;; ¢;) = d(¢;) + ¢ia(y;) + u(y;). Logo a Equagao (2.1) pode ser reescrita como
f(is 05, 6i) = exp{@ibliyi + ¢i(yi) — (9:b(0:) — d(d4)) + u(ys)}-

Desta forma, tem-se que 71(yi) = yi, T1(yi) = a(yi), c1(0i; i) = 0:di, c2(0i3 i) = ¢ e
5(0;; ;) = ¢:b(0;) — d(¢;). Logo, os parametros canonicos sao dados por

n=>0¢p,=0, =/, e =7,

Entao, temos que dg(v1;v2) = vob(vy /vo) — d(1v3). Assim,

85 7 / /!
E(Tl) = ()E9V—ylly2) =b (%) =9} (91.), (B.l)
0% (v1; v 1., (v 1
e e A GO o
- a50(%;1/2) . i\ Vi, (i
Blr) = Ovy = <V2) V2b Vs d'(v2),
= 0(6;) — 0:;U'(60;) — d'(¢), (B.3)
625 v ?I/ VQ /! v u 912 /! 1
Var(r) = A Ay () ) = Baie) - a'e). (Ba)
. . 8250(V1;V2> o Viyy (M1 o 92 17
COV(7—177—2) - W - _I/_Qb (l/_2> = —ab (91) (B5)

Mais detalhes em Lehmann e Casella (1998).
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