| [=2
ne-

4

= UNIVERSIDADE
w FEDERAL

DE PERNAMBUCO

em Educacao

Universidade Federal de Pernambug

100

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO DE EDUCACAO
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM EDUCACAO
MATEMATICA E TECNOLOGICA
CURSO DE MESTRADO

ANA PAULA BARBOSA DE LIMA

Principio Fundamental da Contagem:

Conhecimentos de professores de Matematica sobre seu uso na

resolucdo de situacGes combinatoérias

Recife
2015

(epUmATEC



ANA PAULA BARBOSA DE LIMA

Principio Fundamental da Contagem:
Conhecimentos de professores de Matematica sobre seu uso na

resolucdo de situacdes combinatdrias

Dissertacdo apresentada ao Programa
de POs-Graduacdo em  Educacéo
Matematica e Tecnoldgica do Centro de
Educacdo da Universidade Federal de
Pernambuco como requisito parcial para
obtencdo do titulo de Mestre em
Educacado Matematica e Tecnoldgica.

Orientadora: Profd. Dr2. Rute Elizabete de Souza Rosa Borba

Recife
2015



Catalogacdo na fonte
Bibliotecaria Andréia Alcantara. CRB-4/1460

Lima. Ana Paula Barbosa de.

Principio fundamental da contagem: conhecimentos de professores
de matematica sobre seu uso na resolucédo de situacoes combinatorias /
Ana Paula Barbosa de Lima. — Recife: O autor, 2015.

138 f.: 30 cm.

Orientadora: Rute Elizabete de Souza Rosa Borba.

Dissertacdo (Mestrado) - Universidade Federal de Pernambuco. CE.
Programa de Pds-graduacdo em Educacdo Matematica e Tecnologica.
2015.

Inclui Referéncias, Apéndice e Anexos.

1. Matematica - Estudo e ensino. 2. Analise combinatéria. 3. UFPE -
Pos-graduacio. I. Borba. Rute Elizabete de Souza Rosa. II. Titulo.

372.7CDD (22.ed.) UFPE (CE2015-10)




PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM EDUCAGCAO
MATEMATICA E TECNOLOGICA

CDUMATEC

UFPE

ANA PAULA BARBOSA DE LIMA

PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM:
CONHECIMENTOS DE PROFESSORES DE MATEMATICA SOBRE SEU USO
NA RESOLUCAO DE SITUACOES COMBINATORIAS

COMISSAO EXAMINADORA:

Presidente e Orientadora
Profa. Dra. Rute Elizabete de Souza Rosa Borbha

Examinador Externo
Prof. Dr. Alessandro Jacques Ribeiro

Examinador Externo
Prof. Dr. Jodo Alberto da Silva

Examinadora Interna
Profa. Dra. Paula Moreira Baltar Bellemain

Recife, 25 de fevereiro de 2015.



AGRADECIMENTOS

A Deus, em primeiro lugar, pela oportunidade de um novo recomego e por todas as béngaos que
tem me concedido nos dltimos anos.

A minha amada orientadora Rute Borba, "Se eu vi mais longe, foi por estar sobre ombros de
gigantes" (Isaac Newton). Mais do que orientadora, uma mae que me acolheu academicamente e
com quem pude aprender a ser uma profissional melhor. Agradeco todos os dias por Deus ter
colocado esta pessoa tao especial em minha vida.

Aos meus pais, Manoel e Maria, que deram o melhor para a criaciao dos seus filhos e com os
quais aprendi valores imprescindiveis para me tornar o que sou! Sei o quanto foi dificil ver sua
filha mais velha al¢ar voo, mas os filhos sao criados para o mundo. Tenho certeza que essa vitoria
¢ a comprovagao de que valeu a pena.

Aos meus irmaos, Poliana, Luan e Daniela, com vocés aprendi o que ¢é ter responsabilidade, a
compreender e dar melhor de mim em qualquer situagao, essa vitoria é de vocés também!

A minha querida Jéssica, amiga, irma, filha e mae. Pelo companheirismo nestes dois anos, pela
amizade, pelas risadas, choros, por me mostrar o mundo e em todo momento dizer que eu posso
e que eu sou capaz. Independente dos caminhos que vamos seguir apds o mestrado, nossa
amizade permanecera cada dia mais forte.

Aos meus avés maternos, Teresa e Zeca (in memoria), mais que avos, meus pais e meus
padrinhos amados e queridos. Sei o orgulho que vocés tém de mim e mesmo distantes, estao
comigo sempre. Aos meus avos paternos, Zezé e José Vicente, pelo carinho, amor e cuidado.

Pelas risadas inesqueciveis e conselhos que levarei pra vida toda.

Chegar numa nova cidade e ter a sorte de poder ver uma familia se formar, mostra o quanto sou
abengoada, entdo nao poderia deixar de agradecer a minha segunda familia, Jéssica, Daniele e
Almeida. A vida de mestranda, ndo ¢ facil, especialmente no dltimo ano, e sem o apoio,
"intensidade" e o incentivo de vocés teria sido tudo mais dificil. Muito obrigadal

Aos poucos, mas verdadeiros amigos (amigos de outras vidas), Lydiane, Joelbson, Jorge,
Michele, Nathaly, e Rodrigo. Obrigada pelo carinho e pela linda amizade que construimos ao
longo desses anos. Amo voces.

Aos meus professores da graduacao, Airlan, Bruno e Madeira, pelo incentivo ao longo da
Graduagio e da Pés, pelas orientagoes, caronas e principalmente pela amizade. Vocés sao
exemplos que levo sempre comigo.

Ao senhor Nivaldo e a dona Marlene, pelas oportunidades que me proporcionaram durante os
anos que trabalhei com vocés. Obrigada pela flexibilidade nos horarios e as muitas vezes que me
liberaram para que eu pudesse iniciar minha experiéncia na vida docente.

Aos meus amigos e colegas professores das escolas Lions e Imaculada Concei¢ao. Josenilda,
Alice, Monica, Gilda, Anilza, Michele, Jorge, Fatima, Patricia, Alexsandra, Albanete, Ieudes,

Diogo, Jaqueline, Denilma, Felipe. Obrigada pela amizade, conselhos, carinho, risadas e pelo
incentivo de sempre.

Aos meus queridos companheiros, quase inseparaveis do mestrado e agora da vida, Rosi
Docinho, pelo companheirismo, conselhos e aprendizados que levarei pra vida. Tamires
Florzinha, de mulher durona a uma menina linda e admiravel, e Robertinho Dr. Utonio, prometo



que vou te defender dos bulliyngs durante o doutorado. Trabalhamos muito, mas nos divertimos
mais ainda.

Aos novos amigos conquistados ao longo desses dois anos. Em especial a querida Simone, uma
das pessoas mais lindas que ja conheci em minha vida, agradecer por tudo que vocé fez por mim
e pela Jéssica sera sempre pouco. O mundo precisa de mais pessoas iguais a vocé. Com carinho
especial também para Anaria, Preta, Chico, Felipe Oliveira, Livia, Thais, Tia Silene ¢ Tia Jesus.

Aos professores Dr. Alessandro Ribeiro e Dra. Paula Bellemain pelas excelentes contribuicoes
dadas ao longo da pesquisa. Ao professor Dr. Jodo Silva por aceitar compor a banca de defesa e
pelas contribui¢oes dadas.

Aos professores e funcionarios do Edumatec, em especial a Carlos, Cris, Gilda, Liliane, Licia e
Fatima pelas contribui¢oes dadas nas aulas de seminario. A professora Veronica pelos momentos
de descontra¢io e ajudinhas, as professoras Gilda e Licia pelo incentivo dado durante as
disciplinas eletivas. A Clara e Mario pela paciéncia, pela ajuda e cafezinhos para aliviar a tensao
destes dois anos, e aos estagiarios por estarem sempre dispostos a nos ajudar.

Aos amigos da turma de 2013, em especial Georgina (meu anjinho da guarda), Pablo, Val, Jonh
(pelo companheirismo durante as disciplinas pagas), Deise, Dayse, Herman, Fabiola Melo,

Charisse, Catla, Cintia (pelo carinho, conversas, risadas, conselhos e oportunidades) e aos colegas
das turmas 2012 e 2014.

Ao grupo GERACAO. Cris pelas contribuicdes, carinho e simpatia. Tiane, por me apresentar a
Débora Ball e por ter contribuido bastante com esta pesquisa. Dani e Ju, além da ajuda dada a
pesquisa, obrigada pelos conselhos em momentos decisivos, eles foram fundamentais para que eu
pudesse manter a calma. Agradeco ainda a Adry, Thalita, Mona, Pablo, Tati e Jesus, Mika, Rita,
Glauce, Flavia, Tina, Fernanda, Monique, Rita, Marta.

Aos professores que, gentilmente, se dispuseram a participar desta pesquisa.

A CAPES pelo financiamento que permitiu maior dedica¢iao a essa pesquisa



RESUMO

No estudo propds-se investigar os conhecimentos de professores da Educacdo Basica sobre
como o Principio Fundamental da Contagem (PFC), também conhecido como principio
multiplicativo, pode ser usado na resolucdo de variados problemas combinatérios e na
construcdo das formulas da Andlise Combinatéria. Pesquisas anteriores evidenciam a
importancia deste principio no ensino de Combinatoria e como o mesmo facilita a resolugdo
dos diferentes tipos de situacbes combinatorias. Foram realizados dois estudos, um com a
finalidade de saber se professores e estudantes reconhecem o PFC em situacdes
combinatdrias; e o outro estudo tinha como objetivo investigar conhecimentos de professores
de Matematica sobre a resolucéo e o ensino de problemas combinat6rios com o uso do PFC.
O primeiro estudo envolveu um teste de maltipla escolha e justificativas, de dados coletados
junto a professores dos anos finais do Ensino Fundamental, professores do Ensino Médio e
alunos deste ultimo nivel da Educacdo Bésica. Para o segundo estudo, foi realizada uma
entrevista semiestruturada com professores, baseada nos tipos de conhecimento sugeridos por
Ball, Thames e Phelps (2008) (conhecimento comum do contetdo, conhecimento
especializado do contetido, conhecimento horizontal do contetdo, conhecimento do conteido
e alunos, conhecimento do conteudo e ensino e conhecimento do contetdo e curriculo). Neste
segundo estudo a coleta de dados foi realizada por meio de protocolos com situagdes
combinatdrias resolvidas por alunos. Estas situagdes envolveram os quatro tipos de problemas
combinatdrios (produto cartesiano, arranjo, permutacdo e combinagdo). A partir dos
conhecimentos propostos por Ball, Thames e Phelps (2008), foram criadas seis categorias
com foco no PFC para a analise dos conhecimentos dos professores sobre o uso do PFC na
resolucdo de situacbes combinatorias: conhecimento comum do PFC, conhecimento
especializado do PFC, conhecimento horizontal do PFC, conhecimento do PFC e alunos,
conhecimento do PFC e ensino e conhecimento do PFC e curriculo. Como principais
resultados tem-se que, os professores do Ensino Médio melhor reconhecem o uso do PFC,
quando comparados com os professores do Ensino Fundamental. O reconhecimento do PFC
dos professores do Ensino Médio é muito superior ao dos alunos deste nivel de ensino, o que
pode indicar que os professores parecem nao estar ressaltando este principio no ensino junto a
seus alunos. Os professores evidenciam conhecimentos comum e especializado do PFC, bem
como horizontal, mas ndo indicam como relacionar o principio multiplicativo com as
formulas da Analise Combinatoria. Evidenciam conhecimento do aluno, mas referente ao
conhecimento do ensino ndo deixam claro como o uso de outras estratégias, tais como arvores
de possibilidades e formulas, se relacionam com o PFC. Melhores conhecimentos do que é
prescrito e apresentado em curriculos também sdo necessarios. Conclui-se que o0s
conhecimentos docentes do PFC podem servir de base para um melhor desenvolvimento do
ensino e da aprendizagem da Combinatdria, mas ha aspectos do conhecimento que 0s
professores necessitam desenvolver melhor. Espera-se, assim, ter contribuido com o
levantamento de conhecimentos docentes sobre a Combinatéria e também ter trazido
contribuicdes referentes ao papel do Principio Fundamental da Contagem como eficiente
estratégia de ensino, por possibilitar a resolucdo de diferentes tipos de problemas
combinatorios.

Palavras-chave: Principio Fundamental da Contagem. Conhecimentos Docentes.
Combinatoria.



ABSTRACT

The study aimed to investigate Middle and High School teachers' knowledge of how the
Fundamental Counting Principle (FCP), also known as multiplicative principle, can be used
in solving various combinatorial problems and in the construction of formulas of
Combinatorial Analysis. Previous research showed the importance of this principle in
teaching Combinatorics and how it facilitates the resolution of different types of
combinatorial situations. Two studies were performed, one study with the purpose of knowing
whether teachers and students recognize the FCP in combinatorial situations; and the other
study was designed to investigate Mathematics teachers knowledge about the resolution and
the teaching of combinatorial problems using the FCP. The first study involved a multiple
choice test and justifications, of data collected with Middle School and High School teachers
and students of the final level of basic education. For the second study semi structured
interviews with teachers were performed, based on the types of knowledge suggested by Ball,
Thames and Phelps (common content knowledge, specialized content knowledge, horizon
content knowledge, content knowledge and students, content knowledge and teaching and
content knowledge and curriculum). In this second study data collection was performed using
protocols with combinatorial situations resolved by students. These situations involved the
four types of combinatorial problems (Cartesian product, arrangement, permutation and
combination). Based on the knowledge proposed by Ball, Thames and Phelps, six categories
were created with a focus on the FCP to analyse teacher’s knowledge on the use of FCP in
solving combinatorial situations: common FCP knowledge, specialized FCP knowledge,
horizon FCP knowledge, FCP knowledge and students, FCP knowledge and teaching and
FCP knowledge and curriculum. The main results show that High School teachers better
recognize the use of FCP when compared to Middle School teachers. Recognition of the FCP
by High School teachers is much higher than the students of this school level, which may
indicate that teachers do not seem to be emphasizing this principle when teaching their
students. Teachers show common and specialized knowledge of the FCP and also horizon
knowledge, but do not indicate how to relate the multiplicative principle with the formulas of
Combinatorial Analysis. They demonstrate knowledge of the student, but referring to
knowledge of teaching they do not make clear how the use of other strategies, such as tree
diagrams and formula, relates to the FCP. Better knowledge of what is prescribed and
presented in curricula are also required. We conclude that FCP teachers’ knowledge can be
the basis for a better development of the teaching and learning of Combinatorics, but there are
aspects of knowledge that teachers need to develop better. It is expected, therefore, that the
study contributes to the survey of teachers’ knowledge of Combinatorics and also to have
brought contributions on the role of the Fundamental Counting Principle as an effective
teaching strategy, allowing for the resolution of different types of combinatorial problems.

Keywords: Fundamental Counting Principle. Teachers’ knowledge. Combinatorics.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1- Dominios do conhecimento para 0 ensino de Matematica. ...........c.ccovevvrverernenn 34
Figura 2 - Exemplo de justificativa incorreta quanto ao uso do PFC na resolugdo de um
problema de pProduto CAITESIANOD. .........eivieiiieiie et 63
Figura 3 - Exemplo de justificativa incorreta quanto ao uso do PFC na resolugdo de um
PrODIEMA U8 @ITANJO. .. coiiiiiie ittt ettt 64
Figura 4 - Exemplo de justificativa incorreta quanto ao uso do PFC na resolugdo de um
Problema de PEIMULAGED. ........cvee ittt 64
Figura 5 - Exemplo de justificativa incorreta quanto ao uso do PFC na resolu¢do de um
problema de COMDINAGAD. .......c.eiiiiiiii it 64
Figura 6 - Justificativa de professor do Grupo 1 ao resolver um problema de combinacéo.... 78
Figura 7 - Justificativa de um participante do Grupo 1, usando o PFC na resolugdo de um
problema de pProduto CAMTESIANO. .........iivieiiieiie et 79
Figura 8 - Justificativa de participante do Grupo 1 usando o PFC na resolucdo de um
problema de produto CArtESIANO. ........ueeivieeiiiee et eeiie e e e e et e e ra e e s e e aneeas 81
Figura 9 - Justificativa de um participante do Grupo 1 usando o PFC na resolucdo de um
Problema de PEIMUEAGCAD. .......eeeieee et e cee et ettt e e e e e e et e e st e e snae e e e nteeesnneeeanees 82
Figura 10 - Exemplo do uso, por professor do Grupo 2 (professores do Ensino Médio), do
PFC na resolucdo de um problema de combiNaga0. ...........ccvvveeiiee i 84
Figura 11 - Exemplo do uso, por professor do Grupo 2 (professores do Ensino Médio), do
PFC na resolucédo de um problema de produto cartesiano. ..........cccccccvveeviveeeiiieeesiiee e 84
Figura 12 - Exemplo do uso por professor do Grupo 2 (professores do Ensino Médio) do PFC
na resolucdo de um problema de arranjO..........cocvveiiieeiiiee e 85
Figura 13 - Exemplo do uso por professor do Grupo 2 do PFC na resolugdo de um problema
(o[ I oT=T 0 [V 7 Uor Lo FR OSSR SPPR 85
Figura 14 - Exemplo do uso por professor do Grupo 2 (professores do Ensino Médio) de
formula na resolucao de um problema de combinacgao.............ccceeviive i 86
Figura 15 - Uso do PFC por estudantes na resolucdo de problema de produto cartesiano. ... 88
Figura 16 - Uso do PFC por aluno do Ensino Médio na resolucdo de um problema de
OS] 11U = Tox= Lo SO PPP PP OPPRPRTOPPRR 88
Figura 17 - Uso do PFC por estudante do Ensino Médio na resolucdo de problema de

L 0] o PSP PPPOPPRPROPPRRN 89



Figura 18 - Estratégia usada por professor dos anos finais do Ensino Fundamental na
resolucéo de problemas de produto cartesiano com 4 e 5 etapas de escolha. .............cccc..e... 90
Figura 19 - Representacdo dos nos livres para codificacdo no webQDA. ..........ccevcveviinene 93
Figura 20 - Exemplo de problema de produto cartesiano na qual sdo apresentados duas
estratégias de resolucdo, a formula matematica e o PFC, analisado pelos professores no
] (1 [0 OSSPSR 94
Figura 21 - Exemplo de resolugdo de um aluno, de problema de produto cartesiano,
analisado pelos professores do EStUAO 2. .........cc.voiiiiiiiiiiiiiieece e 95
Figura 22 - Exemplo de resolucdo de um aluno, de problema de combinagéo, analisado pelos
Professores do ESTUAOD 2. .......oouiiiiiii it 96
Figura 23 - Exemplo de resolucdo de um aluno, de problema de arranjo, analisado pelos
Professores do ESTUAOD 2. .......oiuiiiiiiiie ittt 101
Figura 24 - Exemplo de problema de combinacdo na qual sdo apresentados duas estratégias
de resolucéo, a formula matematica e o PFC, analisado pelos professores no Estudo 2....... 102
Figura 25 - Exemplo de resolugdo de um aluno, de problema de produto cartesiano,
analisado pelos professores do EStUAO 2. ..........eeeivireiiiee i 103
Figura 26 - Exemplo de resolucdo de um aluno, de problema de arranjo, analisado pelos
Professores do ESTUTO 2. ....c.vveiiiie et e et e et e e rae e 108
Figura 27 - Exemplo de problema de produto cartesiano na qual sdo apresentados duas
estratégias de resolucdo, a formula matematica e o PFC, analisado pelos professores no
ESTUTO 2.1ttt bbbttt ettt et 109
Figura 28 - Exemplo de problema de combinacéo na qual sdo apresentados duas estratégias
de resolucdo, a formula matematica e o PFC, analisado pelos professores no Estudo 2....... 110

Figura 29 - Exemplo de um problema de arranjo mostrando a relagcdo entre a formula e o

o TSP PTPRTRTRPPRIN 111
Figura 30 - Exemplo de um problema de permutacdo mostrando a relacdo entre a férmula e o
o TSP PTPRTRTRPPRIN 112
Figura 31 - Exemplo de um problema de arranjo mostrando a relacdo entre a férmula e o
o USSP P PRSPPI 113

Figura 32 - Exemplo de resolucdo de um aluno, de problema de produto cartesiano,
analisado pelos professores do EStUAO 2. ..........oeoiiiveiiiii i 114

Figura 33 - Conhecimentos docentes do Principio Fundamental da Contagem................... 122



LISTA DE GRAFICOS

Grafico 1 - Acerto total no teste do EStUAO 1. ....ceoovveiieiiiie i 73
Grafico 2 - Representacdo dos participantes nos acertos totais por tipo de problema entre o
GrUPO 1 8.0 GIUPO 2. .otttk e et e et e et e e e e 75
Grafico 3 - Representacdo dos participantes nos acertos totais por tipo de problema entre o
GrUPO 1 8.0 GIUPO 3. oottt ettt e et e e e e e nnne e 76
Grafico 4 - Representacdo dos participantes nos acertos totais por tipo de problema entre o
GrUPO 2 810 GIUPO 3. oottt etttk etk e e e e e n e e e 76



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 - Frequéncia de aCertoS NO tESTE........c.uieiieie e 73
Tabela 2 - Média de acertos N0 teSte PO GIUPOD. ......ceuverueeireerieeieaiesiiesiee e sie e e ee e neeas 78
Tabela 3 - Frequéncia dos tipos de conhecimentos mobilizados pelos professores no Estudo
OO EEPRR 9
Tabela 4 - Frequéncia do tipo de conhecimento por participante. ..........c.cccovvveiiienneennennnn. 107
Tabela 5 - Frequéncia de tipo de conhecimento docente por problema combinatdrio. ........ 114



LISTA DE QUADROS

Quadro 1 - Representacdo de situacbes combinatorias por meio do PFC. ..........ccccceeveennnee 28
Quadro 2 - Problemas usados no estudo de Esteves (2001). .......cccoovvverveiiieeniienieeniee i 43
Quadro 3 - Teste para coleta de dados do ESTUCO L.........ccccveiiiveiiiieiiiiee e 59
Quadro 4 - Codificacdo dos participantes do EStUdO 2..........cccceovvveiiiiiiiiiee e 61
Quadro 5 - Primeira fase da entrevista do EStUAO 2. ...........cooouiveeiiiiie e 62
Quadro 6 - Primeiro momento da segunda fase da entrevista do Estudo 2. ..............ccccue...... 65
Quadro 7 - Segundo momento da segunda fase da entrevista do Estudo 2. ...........c.ccccveee.e. 65
Quadro 8 - Terceira fase da entrevista do EStUAO 2.............cooiviiieiiiiiee e 66
Quadro 9 - Segundo momento da terceira fase da entrevista do Estudo 2. ............ccccevveeene 67

Quadro 10 - Estratégias usadas pelos participantes do Grupo 1 (Professores dos anos finais
do ENsSinOe FUNAAMENTAL).........ooiuiiiiieiii e 80
Quadro 11 - Estratégias usadas pelos participantes do Grupo 2 (Professores do Ensino

Y=o [T ) SRS PROPRUPRS 83
Quadro 12 - Estratégias usadas pelos participantes do Grupo 3 (estudantes do Ensino Médio).
............................................................................................................................................ 87



SUMARIO

INTRODUCAO 15
CAPITULO 1 20
O PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM (PFC) COMO OBJETO DE
ESTUDO 20
1.1 A Combinatéria e as orienta¢fes sobre seu ensino 21
1.2 A Combinatoéria e o Principio Fundamental da Contagem 24
CAPITULO 2 29
CONHECIMENTOS DOCENTES 29
2.1 O conhecimento docente na perspectiva de Shulman 30
2.2 O conhecimento docente na perspectiva de Ball, Thames e Phelps 33
CAPITULO 3 40
ESTUDOS ANTERIORES: O CONHECIMENTO DOCENTE EM COMBINATORIA
40
3.1 Intervencgdes usando o Principio Fundamental da Contagem com estudantes e professores
da Educacéo Basica 41
3.2 Saberes e conhecimentos docentes referentes a Combinatodria 48
3.3 Estratégias de resolucéo utilizadas por professores em situagcdes combinatorias 52
CAPITULO 4 56
METODO 56
4.1 Estudo 1: Reconhecimento por estudantes e professores do Principio Fundamental da
Contagem em situacdes combinatdrias 57
4.1.1 Participantes do EStUAO 1 ........oooiiieiiiie et 58
4.1.2 Instrumento para coleta de dados do EStUAO 1 .........ccovreiiiieeiiiee e 58

4.2 Estudo 2: Conhecimento de professores sobre 0 uso do Principio Fundamental da

Contagem na resolucao de situacGes combinatorias 60
4.2.1 Participantes do EStUAO 2 ........ccouiieiiiie ettt 61
4.2.2 Instrumento para coleta de dados do EStUAO 2 ..........ccvveiiiiieiiiie e 62
CAPITULO5 68
APRESENTACAO, ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS 68
5.1 O tipo de conhecimento e o Principio Fundamental da Contagem 69

5.2 Estudo 1 - Reconhecimento por estudantes e professores do Principio Fundamental da

Contagem em situagdes combinatorias 71



5.2.1 Caracterizacao dos participantes do EStUAO L.........cccoveiiiiiiiiiiiiiieeceee e 71

5.2.2 Acertos totais N0 teste do ESTUAO 1 ........covieiiiiiieiieie e 72
5.2.3 Desempenho dos grupos por tipo de problema............cccooveiieiiieiieiie e 77
5.3 Estudo 2: Conhecimento de professores sobre o Principio Fundamental da Contagem na

resolucdo de situagdes combinatorias 91
5.3.1 Caracterizagdo dos participantes do eStUdO 2 ............coovieriiiiieniiieiie e 91
5.3.2 Tipo de Conhecimento e o Principio Fundamental da Contagem ............ccccoevirinennee. 92
5.3.3 Tipos de conhecimentos docentes mobilizados por cada professor............cccccevevvenenen. 107

5.3.4 Produto cartesiano, arranjo, permutacdo e combinacao e o tipo de conhecimento. ..... 114

CONSIDERACOES FINAIS 120
REFERENCIAS 127
APENDICE 132

ANEXOS 137



INTRODUCAO



16

Os conhecimentos e saberes docentes tém sido alvo constante de pesquisas na area da
Educacdo Matematica, porém, como observado por Nacarato e Paiva (2006), hd muitas
questBes em aberto, entre elas, as que dizem respeito a formacdo inicial e continuada de
docentes que levam em consideracdo o conhecimento de conteldos matematicos especificos.
Apobs levantamento de dados nos dois primeiros Seminarios Internacionais de Pesquisa em
Educacdo Matematica — SIPEM, Nacarato e Paiva (2006, p. 15) concluem que "as pesquisas
apontam o inicio de uma maior valorizacdo do fazer e das necessidades do professor — que
passa a participar dos cursos, escolhendo temas, ganhando espago para se expressar”.

O tema formacdo de professores tornou-se alvo de atencdo dos pesquisadores nos
Gltimos anos, tanto em nosso pais quanto no exterior. Uma grande parte dessas
pesquisas aborda questdes relacionadas aos cursos e processos de formagdo inicial
ou continuada. Outros investigam as crencas, representacfes e as praticas do
professor. S&o raros os trabalhos que focalizam mudancas associadas aos processos

de formagdo e mais raros ainda os que estudam as relacdes do docente com os
conhecimentos de sua area especifica. (MANRIQUE E ANDRE, 2006, p. 133)

Dessa forma, pesquisas, como a do presente estudo, objetivam contribuir para a
investigacdo de conhecimentos de professores quanto a conteudos matematicos especificos,
valorizando especificidades do fazer docente. Em particular, a presente pesquisa investiga um
conteddo matematico ainda pouco explorado — o uso do Principio Fundamental da Contagem
(PFC) no ensino da Combinatoria.

Segundo Ball (1991), compreender a Matematica envolve uma articulacdo de
conhecimentos, crencas e sentimentos sobre o conteddo a ser trabalhado em sala de aula. Para
a autora, esta unido é um tipo de conhecimento substantivo que inclui conhecimento
proposicional e processual da Matematica que pode ser entendido por meio de temas
especificos, no caso da presente pesquisa a Analise Combinatdria; por uso de procedimentos,
como o uso do Principio Fundamental da Contagem (PFC) na resolucdo de problemas
combinatérios; envolvendo distintos tipos de problemas, que na Combinatéria tem-se:
produto cartesiano, arranjo, permutacéo e combinacéo; e considerando as relac6es existentes
entre esses temas, procedimentos e conceitos. Entende-se aqui como a rela¢do entre o uso do
PFC na resolucéo dos diferentes conceitos estudados na Combinatéria.

A Combinatoria, segundo o National Council of Teachers of Mathematics - NCTM
(2000), é uma area de estudo importante da Matematica discreta e sua recomendacao € que,
desde a pré-escola essas ideias sejam introduzidas no ensino da Matematica. No Brasil, 0s

Parametros Curriculares Nacionais - PCN (BRASIL, 1997), também recomendam que o
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estudo da Combinatdria se dé desde os anos iniciais. Defende-se que Combinatéria exerce um
papel relevante no desenvolvimento da aprendizagem e do raciocinio matematico de alunos
da Educacdo Baésica, dai a importancia de se investigar os conhecimentos mobilizados pelos
professores para o ensino deste contelldo em sala de aula.

Alguns estudos em Combinatéria procuram investigar o desenvolvimento do
raciocinio combinatorio dos alunos, de diferentes niveis de ensino, ao longo da escolaridade e
relacionado a outros conceitos. O estudo de Pessoa e Borba (2009b) buscou investigar o
desenvolvimento do raciocinio combinatdrio de alunos do 2° ano do Ensino Fundamental ao
3° ano do Ensino Médio. Maher, Powell, Uptegrove (2011) fizeram um estudo longitudinal
com um grupo de cinco criancas. Os autores acompanham o desenvolvimento dessas criancas
por um periodo de 12 anos no amadurecimento de estratégias para resolucdo de situacdes
combinatdrias. Ja trabalhos de Batanero, Godino, e Navarro-Pelayo (1996); Roa e Navarro-
Pelayo (2001) pesquisam sobre o raciocinio combinatério, muitas vezes ligado ao ensino da
Probabilidade.

Investigar e valorizar as estratégias usadas na aprendizagem da Combinatéria séo
importantes, pois segundo os Parametros para a Educacdo Basica do Estado de Pernambuco
(PERNAMBUCO, 2012, p. 92) "E na elaboracéo de estratégias e na resolucdo de problemas
que o estudante estabelece processos cognitivos importantes que ndo podem ser
desenvolvidos por meio de um ensino baseado na memorizacdo sem compreensdo ou na
sistematizacdo precoce de conceitos”.

O Principio Fundamental da Contagem (PFC) pode ser considerada uma das
estratégias mais importantes para a resolucao de situacbes combinatérias. O PFC pode ser
aplicado aos diferentes tipos de problemas combinatorios, sejam eles condicionais ou nédo
condicionais, e, também, é base das formulas empregadas no ensino da Analise Combinatoria
para a construcdo dos diferentes tipos de problemas (produto cartesiano, arranjo, permutacdo
e combinacao) estudados neste campo da Matematica.

O presente estudo tem como objetivo geral Investigar conhecimentos de professores
sobre o Principio Fundamental da Contagem (PFC) na resolucdo de problemas
combinatdrios e na construcao de formulas.

Como objetivos especificos tém-se:

e Examinar que conhecimentos os professores mobilizam ao avaliar resolucbes de
alunos de problemas combinatérios usando, ou ndo, o PFC;
e Sondar que conhecimentos curriculares os professores mobilizam para o ensino da

Combinatéria ou quando tentam justificar possiveis erros cometidos por alunos;
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e Investigar quais tipos de conhecimentos sdo mobilizados por professores ao se
depararem com situa¢es envolvendo os conceitos de produto cartesiano, arranjo,
permutacéo e combinacao;

e Levantar quais estratégias os professores sugerem utilizar para auxiliar os estudantes a

superarem dificuldades diante de diferentes situacdes combinatdrias.

Estes objetivos tentam responder as seguintes questdes da pesquisa:

1. Que conhecimentos os professores de Matematica tém, sobre como o Principio
Fundamental da Contagem (PFC) pode ser utilizado na resolucéo dos diferentes tipos
de problemas combinatérios?

2. Os professores relacionam o PFC com os procedimentos formais da Combinatoria e a

partir dele constroem as formulas usadas nos diferentes tipos problemas?
Apresenta-se, a seguir, um panorama dos capitulos que compdem esta dissertacéo.

No primeiro capitulo € abordado o Principio Fundamental da Contagem (PFC) e sua
aplicacdo nos problemas de produto cartesiano, arranjo, permutacéo e combinacdo. Neste
capitulo, procura-se enfatizar que o PFC é base de todas as formulas usadas no ensino de
Combinatdria. E apresentado, ainda, como sdo as orientacdes de estudiosos e documentos
oficiais sobre o trabalho e a importancia do PFC para o ensino da Analise Combinatoria.

No segundo capitulo apresenta-se o referencial tedrico que serve de base para o estudo
do conhecimento dos professores de Matematica quanto ao uso do PFC como estratégia para
resolucdo de situacdes combinatdrias. No capitulo sdo apresentados os estudos de Shulman
(1986, 1987) sobre uma base de conhecimentos que os professores precisam ter para 0 ensino
de diversas areas do conhecimento; e os estudos de Ball, Thames e Phelps (2008), que, ao
fazerem um estudo da base de conhecimentos propostos por Shulman, propdem uma
subdivisdo do conhecimento do contetdo e do conhecimento pedagoégico do conteudo,
analisando o conhecimento a partir da pratica do professor de Matematica em sala de aula.

No terceiro capitulo sdo apresentados e discutidos estudos anteriores. Neste capitulo
sdo apresentados estudos de intervencdo com alunos e professores da Educacdo Béasica com o
PFC usado e/ou investigado como estratégia para resolucdo de situacdes combinatdrias;
saberes e conhecimentos docentes referentes a Combinatoria e reconhecimento de estratégias
de resolucéo utilizadas por professores para a resolucdo de problemas combinatorios.

No quarto capitulo é apresentado o método de estudo. Nele sdo detalhados os

procedimentos dos dois estudos realizados e seus respectivos objetivos.
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No quinto capitulo s&o apresentados e analisados resultados dos dois estudos e, em

seguida, séo apresentadas conclusdes derivadas das discussdes efetuadas.



CAPITULO 1
O PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM (PFC)
COMO OBJETO DE ESTUDO
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Neste capitulo é abordado o uso do Principio Fundamental da Contagem (PFC) em
problemas combinatérios. O que dizem os estudiosos no ensino de Combinatdria quanto ao
uso do PFC na resolucdo de problemas combinatérios? Como os documentos oficiais
abordam e indicam o uso do PFC para o ensino de Combinatéria? Como o PFC pode ser
utilizado na resolucdo de diferentes tipos de problemas combinatérios (sejam eles problemas
simples, sejam problemas condicionais e que apresentam diferentes numeros de etapas de
escolha)? Aqui serdo buscadas respostas para esses questionamentos.

1.1 A Combinatoéria e as orientagdes sobre seu ensino

A Analise Combinatoria, segundo Morgado, Carvalho, Carvalho e Fernadez (1991) é
um ramo da Matematica que se destina a analisar estruturas e relacGes discretas, apresentando
dois tipos de problemas que ocorrem com mais frequéncia, em seu estudo. S&o eles: 1)
Demonstrar a existéncia de subconjuntos de elementos de um conjunto finito dado e que
satisfazem certas condicdes; e 2) Contar ou classificar os subconjuntos de um conjunto finito

e que satisfazem condicGes dadas (Morgado, et al, 1991, p. 2).

A combinatdria nos permite quantificar conjuntos ou subconjuntos de
objetos ou de situaces, selecionados a partir de um conjunto dado, ou seja, a
partir de determinadas estratégias ou de determinadas férmulas, pode-se
saber quantos elementos ou quantos eventos sdo possiveis numa dada
situacdo sem necessariamente ter que contd-los um a um. (PESSOA E
BORBA, 2009b, p. 3)

Os tipos de problemas de Combinatéria® estudados no Ensino Médio sdo os que
envolvem arranjos, combinacdes, permutacdes. Pessoa e Borba (2007) ressaltam que, aléem
desses trés tipos, ha também problemas de produto cartesiano, 0s quais sdo explicitamente
trabalhados nos anos iniciais do Ensino Fundamental. Cada um destes tipos de problemas
combinatdrios apresentam caracteristicas préprias que permitem sua distincdo e possuem uma
forma de organizar o raciocinio combinatorio empregado em sua resolugdo. Segundo Borba
(2013, p. 4), os problemas do tipo produto cartesiano "sdo determinados a partir da escolha de
elementos de diferentes conjuntos™; nos problemas do tipo arranjo "os elementos sdo
escolhidos a partir de um conjunto Unico, mas nem todos os elementos constituem as
possibilidades a serem enumeradas”, neste caso a ordem dos elementos escolhidos ira gerar

novas possibilidades; nos problemas do tipo combinac&o™ séo escolhidos alguns elementos de

A Combinatéria e Analise Combinatéria serdo tratadas basicamente como sindnimas e, por vezes, Analise
Combinatoria se refere mais especificamente a disciplina cursada no Ensino Médio.
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um conjunto Unico e a ordem de escolha dos elementos ndo constituem possibilidades
distintas”, sendo assim, a ordem em que 0s elementos aparecem ndo ird gerar novas
possibilidades. No caso dos problemas do tipo permutacéo, que sdo tratados na Matematica
como um caso particular dos arranjos, todos os elementos do conjunto dado sdo utilizados.
Para Borba (2013, p. 4) "Cognitivamente falando, entretanto, estes sdo tipos de problemas
distintos, pois nos arranjos os elementos ndo séo todos utilizados na escolha de cada
possibilidade e nas permutagcdes todos os elementos sdo utilizados em cada uma das
possibilidades™, com isso, fica clara a distingéo entre os dois tipos de problemas.

O estudo da Combinatoria é indicado pelos Parametros Curriculares Nacionais - PCN
(BRASIL, 1997) desde os anos iniciais do Ensino Fundamental e trabalhada com mais
aprofundamento no Ensino Medio e essa continuidade pode fazer com que os diferentes tipos
de problema combinatérios sejam tratados de uma forma mais sistematica e generalizadora.
Na mesma direcédo, Borba (2010), em seu estudo sobre o raciocinio combinatdrio na Educacao
Basica, recomenda que professores aproveitem as estratégias espontaneas desenvolvidas pelos
estudantes — como desenhos, diagramas, listagens e operacdes aritméticas — e,
gradativamente, sejam desenvolvidos procedimentos mais formais. Dessa forma, o professor
estara estimulando seus alunos a pensarem sobre as generalizacfes possiveis na resolucéo de
situacGes combinatdrias. A orientacdo dos Parametros para a Educacdo Basica de Pernambuco
(PERNAMBUCO, 2013, p. 195) é de que no Ensino Médio "o estudo da Analise
Combinatéria deve possibilitar que o estudante amplie, aprofunde e formalize seus
conhecimentos sobre o raciocinio combinatorio adquirido ao longo do Ensino Fundamental™.

Sobre o aproveitamento de estratégias para formalizacdo dos conceitos da
Combinatoria, Borba (2010, p. 14) enfatiza, ainda, que “Estas generaliza¢des possibilitardo o
reconhecimento da natureza multiplicativa de problemas de Combinatoria, o que facilitara a
compreensdo que nas diversas situagdes combinatérias o Principio Fundamental da
Contagem ¢ valido”. Sendo assim, considera-se 0 Principio Fundamental da Contagem
(PFC), também conhecido como principio multiplicativo, como uma forma de resolucéo de
situacbes combinatdrias e a base de formulas utilizadas no estudo de Combinatoria, pois
expressa a natureza multiplicativa dos diferentes tipos de problemas combinatérios.

Estudos anteriores (SABO, 2010; STURM, 1999) indicam, contudo, que esta pratica —
de um trabalho com aprofundamento gradativo da Combinatéria — ndo € seguida nas aulas de
Matematica. 1sso se justifica pelo fato de professores de anos iniciais do Ensino Fundamental,
em grande parte, desconhecerem os diferentes tipos de situacdes combinatdrias e professores

de Ensino Médio, de modo geral, usarem apenas as formulas para resolver problemas
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combinatérios, o que contraria o recomendado em documentos oficiais e ndo segue o que tem
sido defendido por estudiosos do ensino de Combinatdria.

Os PCN (BRASIL, 1998) indicam, para os anos finais do Ensino Fundamental, que os
problemas de Combinatdria sejam apresentados com nimeros maiores que os trabalhados nos
anos iniciais, para que os estudantes percebam o principio multiplicativo implicito nestas
questBes e que este se torne um recurso para auxiliar a resolucao de situagfes combinatorias.
O Curriculo de Matematica para o Ensino Fundamental da rede Estadual de Educacdo de
Pernambuco (PERNAMBUCO, 2012) recomenda que neste nivel de ensino, os problemas de
contagem que envolvem o principio multiplicativo devem ser trabalhados a partir de
diferentes técnicas, como o diagrama de arvores, tabelas e esquemas, da mesma forma que os
problemas envolvendo arranjos, permutacdes e combinagdes, sem o uso de formulas.

Os Parametros para a Educacdo Basica do Estado de Pernambuco (PERNAMBUCO,
2012) indicam para o Ensino Medio que os problemas de contagem devem ser trabalhados a
partir de situagdes reais como base para o ensino de Combinatoria, evitando a mera aplicacéo
de formulas. O Curriculo de Matematica para o Ensino Médio da rede Estadual de Educacéo
de Pernambuco (PERNAMBUCO, 2012) indica que os contetdos referentes a Combinatoria
sejam tratados a partir da resolucéo e elaboracdo de problemas de contagem que envolvam as
ideias de arranjos, permutacdes e combinacdes. Essa recomendacgdo € indicada para 0s trés
anos do Ensino Médio e é sugerido que esse ensino se dé usando estratégias diversas,
evitando-se, assim, a simples aplicacdo de formulas.

Ja as Orientagcdes Educacionais Complementares (BRASIL, 2002) indicam que as
formulas usadas no ensino da Combinatdria sejam consequéncia do raciocinio desenvolvido
pelos alunos e que as mesmas tenham a fungéo de simplificar os calculos quando os dados do
problema forem muito grandes. De acordo com os Guias do Programa Nacional do Livro
Didatico - PNLD para o Ensino Médio (BRASIL, 2011, p. 29; BRASIL, 2014, p. 92), "E
prejudicial um ensino que habitue o aluno a sempre tentar resolver qualquer problema de
contagem com o uso somente de formulas”. Dessa forma, documentos oficiais recomendam
que as formulas ndo sejam as Unicas estratégias incentivadas em sala de aula para a resolucédo
de situacbes combinatorias.

Os Guias do PNLD para o Ensino Médio (BRASIL, 2011, 2014) tratam a
Combinatoria como sendo um tema muito tradicional no ensino da Matemética e sua
renovacdo nos livros didaticos do Ensino Médio tem sido feita de forma lenta. Um dos
avangos observados, segundo o Guia do PNLD (BRASIL, 2011, p. 29), nas colegdes

aprovadas € a introdugdo do Principio Fundamental da Contagem, "com o qual é possivel
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obter técnicas basicas e muito eficientes de contagem". Porém, de acordo com o Guia do
PNLD (BRASIL, 2011), ap6s a introducdo do PFC, muitas destas cole¢des deixam esta
estratégia de lado e voltam ao método tradicional baseado em férmulas para o ensino de
arranjos, permutacdes e combinagoes.

Maher, Powell e Uptegrove (2011), reforcam, ainda, que a introdugdo do PFC em
problemas de contagem é uma ideia chave na Analise Combinatéria. O PFC, assim, é
fundamental de ser tratado no ensino da Combinatéria.

Conclui-se que, de modo geral, estudiosos do tema e 0s documentos oficiais tém
colocado o PFC como um procedimento que pode ser desenvolvido a partir das estratégias
informais utilizadas pelos alunos e pode servir de base para a construgdo de procedimentos

mais formais.

1.2 A Combinatoria e o Principio Fundamental da Contagem

A partir da exploracdo de problemas simples de contagem, os alunos compreenderao,
segundo os PCN (1998, p. 137), o principio multiplicativo, também tratado neste trabalho
como Principio Fundamental da Contagem, que esta associado a questdes do tipo: "Se cada
objeto de uma colecdo A for combinado com todos os elementos de uma colecdo B, quantos
agrupamentos desse tipo pode-se formar?".

A questdo acima trata de um problema combinatério do tipo produto cartesiano. O
mesmo pode ser resolvido aplicando-se o Principio Fundamental da Contagem (PFC), ou
principio multiplicativo. Este principio € enunciado, segundo Lima, Carvalho, Wagner e
Morgado (2006, p. 125), como, “Se uma decisdo D; pode ser tomada de p modos e, qualquer
que seja esta escolha, a decisdo D, pode ser tomada de q modos, entdo o nimero de maneiras
de se tomarem consecutivamente as decisdes D; e D; ¢ igual a pq”. Salienta-Se que o principio
pode ser ampliado para outras decisdes, como D3 (tomado a r modos), D4 (tomado a s modos),
Ds (tomado a t modos) e assim por diante. O nlimero de maneiras de se tomarem
consecutivamente as decisGes D1, Dy, D3, D4 e Dsseria, portanto, p.q.r.s.t.

Assim, por exemplo, para determinar de quantas maneiras Marta poderd montar um
sorvete com um sabor e uma calda se ela tem quatro maneiras de escolher o sabor que tera seu
sorvete e trés maneiras de escolher as caldas, tem-se a seguinte sentenca pelo PFC: 4 x 3,
sendo quatro as maneiras de escolha do sabor e trés as maneiras de escolha da calda. Dessa

forma, Marta poderia montar seu sorvete de 12 maneiras diferentes.
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Outros exemplos de problemas combinatorios, que sdo apresentados a seguir, ilustram
0 uso do PFC em suas resoluces. O primeiro exemplo é uma situacdo de permutacdo, o
segundo € um exemplo de problema de arranjo e o terceiro exemplo € uma combinacao.

Para verificar de quantos modos distintos cinco pessoas podem se posicionar em um
banco de cinco lugares, se tem, segundo o PFC, que para o primeiro lugar h& cinco
possibilidades de escolha, ou seja, qualquer uma das cinco pessoas pode ocupar 0 primeiro
lugar; para o segundo lugar ha quatro possibilidades de escolha — uma vez que uma das
pessoas ja estaria sentada no primeiro lugar; ha trés possibilidades para o terceiro lugar — ja
que o primeiro e segundo lugares estariam ocupados por duas pessoas; duas possibilidades de
escolha para o quarto lugar e apenas uma possibilidade para o quinto lugar — pois todos os
outros lugares ja estariam ocupados pelas outras pessoas. A solugdo da situacdo poderia,
assim, ser representada por 5 x 4 x 3 x 2 x 1, ou seja, seriam 120 maneiras distintas das cinco
pessoas se posicionarem.

Um outro exemplo: Em uma corrida, 10 corredores disputam os trés primeiros lugares.
De quantas formas diferentes podemos obter estas coloca¢es? Qualquer um dos corredores
pode chegar em primeiro lugar e tem-se, assim, 10 possibilidades de corredores para esta
colocacgéo; para o segundo lugar havera nove corredores, uma vez que um dos corredores ja
terd sido o primeiro colocado; e, para o terceiro lugar, tem-se oito corredores, uma vez que
dois dos que disputam a corrida ja ocupam o primeiro e segundo lugares. Neste caso, a
solucdo poderia ser representada pelo PFC da seguinte maneira: 10 x 9 x 8, ou seja, teriamos
720 maneiras diferentes de formacéo do pddio.

Se, em outra situacdo, um técnico fosse escolher, dentre 12 atletas, cinco para
comporem a equipe titular de um time de basquete, usando o PFC se teria: para a escolha do
primeiro componente 12 possibilidades de escolha, ou seja, qualquer um dos 12 atletas; para a
escolha do segundo componente haveria 11 possibilidades de escolha, ja que um atleta ja foi
escolhido; 10 possibilidades para a escolha do terceiro atleta; 9 possibilidades para a escolha
do quarto atleta e 8 possibilidades para a escolha do quinto e ultimo componente da equipe.
Nesse caso, aléem dessa aplicacdo do PFC, seria necessario aplica-lo outra vez, dividindo o
resultado obtido pelo produto 12 x 11 x 10 x 9 x 8 pela permutacdo dos cinco elementos
escolhidos entre si, pois um time composto por André, Beto, Carlos, Daniel e Enio, por
exemplo, é idéntico ao time composto por Beto, Carlos, Daniel, Enio e André. A permutacéo

dos cinco elementos, semelhantemente ao exemplo anterior, poderia ser obtido pelo produto
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12X 11 X10X9X 8
5X4Xx3x2x1

5x4x3x2x1, e o resultado final serd dado por: , que resultard em 792

possibilidades.

Observa-se, assim, que o Principio Fundamental da Contagem - PFC, pode ser
aplicado aos diferentes tipos de problemas combinatérios — como produtos cartesianos,
arranjos, combinagdes e permutacfes — e pode servir de base para a construcdo de
procedimentos formais da Analise Combinatéria, pois, como afirmam Pessoa e Borba
(2009a), o PFC ¢ entendido como um principio implicito na resolugdo de todos os tipos de
problemas combinatérios. Acreditamos que se os professores tém conhecimento de como o
PFC pode ser utilizado na resolucdo de distintas situacdes combinatérias e de como este
principio é base das formulas de Andlise Combinatoria, 0 ensino e a aprendizagem da
Combinatoria podem ser facilitados.

O PFC pode, em algumas situacOes, ser combinado ao principio basico de contagem,
também conhecido como principio aditivo, constituindo assim mais uma ferramenta basica
para a resolucdo de problemas. Morgado et al (1991, p. 18) enuncia o principio aditivo como
"Se A e B séo dois conjuntos disjuntos, com p e q elementos, respectivamente, entdo A U B
possui p + q elementos”. No exemplo, a seguir, é possivel ver a aplicagdo do PFC e do
principio aditivo na resolucdo de um problema.

Quantos numeros pares com quatro algarismos distintos podem ser formados com 0s
elementos do conjunto A = {0,1,2,6,7 e 8), lembrando que o0s numeros ndo podem
comecar por zero.

Primeiro fixamos 0s ndmeros pares, comecando com 0 zero na casa das unidades,
temos:

e Para o primeiro algarismo, cinco possibilidades, ja que o zero ja foi escolhido;
e Parao segundo algarismo, quatro possibilidades;
e Para o terceiro algarismo, trés possibilidades.
Ter-se-ia assim, 5 x 4 x 3 x 1 = 60 possibilidades, com o numero par terminado por

Zero.

Fixando agora o algarismo dois na casa das unidades, temos:

e Para o primeiro algarismo, quatro possibilidades, ja que o dois ja foi escolhido e ndo
se pode ter zero na casa das unidades e milhar;

e Parao segundo algarismo, quatro possibilidades;

e Para o terceiro algarismo, trés possibilidades.
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Tém-se, assim 4 x 4 x 3 x 1 = 48 possibilidades, com o nimero par terminado pelo
algarismo dois.

Para 0s numeros terminados em seis e 0ito, segue-se 0 mesmo raciocinio de quando o
algarismo dois ocupou a casa das unidades. Tém-se assim, para 0 nimero par com final seis,
4x4x3x1=48 possibilidades. E para o numero par com final oito, tém-se
4 x4 x 3 x1 =48 possibilidades.

Assim, para saber quantos nimeros pares com quatro algarismos foram formados a
partir dos elementos do conjunto A, somam-se o total de possibilidades para cada uma das
possibilidades dos numeros terminados em zero, dois, seis ou oito. Temos assim,
60 + 48 + 48 + 48 = 204 numeros pares que podem ser formados.

E importante ressaltar que sempre ha a aplicagdo do principio multiplicativo em
problemas combinatdrios, mas nem sempre o principio aditivo se faz presente. Isto € uma das
justificativas para a Combinatdria estar inserida no campo multiplicativo.

Borba e Braz (2012) estudaram problemas combinatdrios condicionais e observaram
que o PFC é uma estratégia valida para as diversas situacfes propostas. As autoras defendem
que o uso direto de férmulas nem sempre € util quando o problema apresenta condicdes de
escolha (implicita ou explicita), de ordenacéo, de posicionamento e/ou de proximidade de
elementos. Ja o PFC é um recurso que da conta das diferentes situagdes combinatdrias
condicionais.

Entende-se, aqui, que o trabalho com Combinatdria em sala de aula, pode ser eficiente
a partir o uso do PFC na resolucdo dos diferentes tipos de problemas combinatorios. E
preciso, portanto, investigar conhecimentos que os professores tém de Combinat6ria, em
particular do PFC, tanto em sua formacdo inicial quanto na continuada. Segundo os PCN
(1998, p. 36) "Para desempenhar seu papel de mediador entre o conhecimento matematico e o
aluno, o professor precisa ter um solido conhecimento dos conceitos e procedimentos dessa
area". Assim, os conhecimentos dos professores podem influenciar direta e indiretamente o
modo como a Combinatdria é tratada em sala de aula. Acredita-se que, se ha espaco para que
procedimentos variados sejam valorizados e, em particular, os alunos possam compreender 0s
procedimentos formais e ndo apenas memoriza-los, maiores proveitos terdo do aprendizado da
Andlise Combinatéria. No Quadro 1, Lima (2014) exemplifica como problemas
combinatdrios, com ou sem condi¢do, podem ser representados a partir do Principio

Fundamental da Contagem (PFC).
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Quadro 1 - Representacdo de situa¢es combinatdrias por meio do PFC.

Joaquim foi a livraria comprar seu material escolar. Para
montar seu kit a livraria Ihe ofereceu: 3 modelos de
caderno, 4 modelos de lapis, 8 modelos de borracha e 2
modelos de caneta azul. De quantas formas diferentes
Joaquim pode montar seu kit?

3X4x8x2
Quantidade de modelos possiveis (QMP) de cadernos X QMP de
lapis X QMP de borracha X QMP de canetas.

Na final do campeonato de judd, 5 meninas estdo
disputando os 3 primeiros lugares do torneio. De quantas
formas diferentes podemos ter os trés primeiros
colocados?

5Xx4x3
Quantidade de meninas que podem ocupar o0 1° lugar X Quantidade
de meninas que podem ocupar 0 2° lugar X Quantidade de meninas
gue podem ocupar 0 3° lugar.

De quantos modos distintos 5 pessoas podem se
posicionar em um banco de 5 lugares?

5x4x3x2x1
Quantidade de pessoas que podem ocupar a 12 posicdo X
Quantidade de pessoas que podem ocupar a 2% posi¢do X
Quantidade de pessoas que podem ocupar a 32 posicdo X
Quantidade de pessoas que podem ocupar a 42 posicdo X
Quantidade de pessoas que podem ocupar a 52 posicéo.

Um técnico tem que escolher, dentre 12 atletas, 5 para
compor a equipe titular de um time de basquete. Qual o
total de possibilidades que o técnico tem para montar sua
equipe?

12X 11 xX10x9x 8
5Xx4x3x2x1
Quantidade de escolhas para o 1° atleta X quantidade de escolhas

para o 2° atleta X quantidade de escolhas para o 3° atleta X
quantidade de escolhas para 0 4°atleta X quantidade de escolhas
para o 5° atleta. Apds, divide-se pela permutagao dos elementos
repetidos, no caso dos 5 atletas.

Ana, Julia, Marcos, Pedro e Lais estdo participando de
uma corrida. De quantos modos diferentes podemos ter
os 3 primeiros colocados se Julia sempre chegar em
primeiro lugar?

1 x4x3
1° lugar ocupado por Julia X quantidade de participantes que podem
ocupar 0 2° lugar X quantidade de participantes que podem ocupar o

3° lugar.

Marta precisa escolher entre seus 8 amigos (Tiago,
Simone, Daniele, Jéssica, Pedro, Amanda, Rafael e
Felipe), 4 para ir ao cinema com ela. De quantas formas
diferentes Marta pode escolher esses quatro amigos
desde que Jéssica sempre esteja entre os escolhidos?

1X7%x6X%x5
4x3x2x%x1

1° lugar ocupado por Jéssica X quantidade de participantes que
podem ocupar o 2° lugar X quantidade de participantes que podem
ocupar o 3° lugar X quantidade de participantes que podem ocupar o
4° lugar. Apds, divide-se pela permutacdo dos elementos repetidos,

no caso dos 4 amigos.

Fonte: Adaptado de LIMA (2014).

Pensando nos conhecimentos que o professor precisa desenvolver e mobilizar para

aulas de Combinatoria, é apresentada a seguir, uma discussao sobre 0s tipos de conhecimentos

necessarios para a pratica docente, de acordo com as ideias de Shulman (1986, 1987) e de

Ball, Thames e Phelps (2008).
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Neste capitulo, sdo apresentadas as considera¢des de Shulman (1986; 1987) sobre uma
base de conhecimentos que professores precisam ter para desenvolver seu trabalho,
destacando, assim, o conhecimento do conteido e o conhecimento pedagdgico do contetido. A
partir destes trabalhos de Shulman, o estudo desenvolvido por Ball, Thames e Phelps (2008)
apresenta uma teoria baseada na pratica do conhecimento do conteldo, investigando a
natureza do ensino da Matematica, desenvolvendo, assim, uma noc¢do de conhecimento

matematico para o ensino’.

2.1 O conhecimento docente na perspectiva de Shulman

Shulman (1987) trata em seu trabalho de propostas de uma reforma para o ensino a
partir de estudos feitos em exames para ingresso de professores a fungdo docente. Segundo o
autor, muitos dos que propde reforma no ensino defendem que deva existir uma base de
conhecimentos docentes para conduzir o processo de ensino nas escolas. De acordo com
Shulman (1987, p. 4), essa base seria formada por "um conjunto codificado ou codificavel de
conhecimento, habilidade, compreensdo e tecnologia, de ética e disposicdo, de

responsabilidade coletiva™®

. Os que defendem a reforma tém suposicdes sobre esta base de
ensino e sugerem um aumento das exigéncias na formacdo de professores. Shulman
(1987, p. 4), porém, mostra preocupacao com este tipo de proposta, uma vez que essa base de
conhecimentos "ndo indica 0 que os professores deveriam saber, fazer, compreender"*. O
autor propde, entdo, que deva haver um conjunto de habilidades e conhecimentos que
precisam ser analisados.

A partir de analises sobre essa base de conhecimentos e amparado também em estudos
anteriores, citados em seu trabalho, Shulman (1987, p. 5) vé surgir as primeiras indagacoes:
"Qual base de conhecimentos? Conhece-se o0 suficiente sobre o ensino para sustentar uma

base de conhecimentos?"®. Segundo Shulman (1987, p. 6) “professores mesmos tém

2 Tradugdo nossa. Em inglés: Mathematical Knowledge for Teaching - MKT.

® Traducdo nossa. Em inglés: "a codified or codifiable aggregation of knowledge, skill, understanding, and
technology, of ethics and disposition, of collective responsibility."

* Tradugdo nossa. Em inglés: "not say what teachers should know, do, understand."”

® Tradugdo nossa. Em inglés: "What knowledge base? Is enough known about teaching to support a knowledge
base?



31

dificuldade em articular o que sabem e como eles sabem"®

. A partir desses argumentos,
Shulman (1987) defende em seus estudos que seja criada uma base de conhecimento para o

professor. Assim, essa base seria composta pelas seguintes categorias,

- conhecimento do conteGdo; - conhecimento pedagdgico geral, com referéncia
especial para principios amplos e estratégias de gestdo e organizacao da sala de aula
que transcendem o assunto; - conhecimento do curriculo, com particular
compreensdo dos materiais e programas que servem como "ferramenta de oficio”
para o professor; - conhecimento pedagdgico do contetdo, amalgama especial de
contetdo e pedagogia, sua forma especial de compreenséo profissional é proprio do
professor; - conhecimento de alunos e suas caracteristicas; - conhecimento do
contexto educacional, variando entre o funcionamento do grupo ou classes, a gestdo
ou financiamento de distritos escolares, ao carater de comunidades e culturas; e -
conhecimento das finalidades educacionais, propositos, e valores e seus
fundamentos filoséficos e histéricos.” (SHULMAN, 1987, p. 8, traducdo nossa).

Dentre essas categorias, Shulman (1987) destaca o conhecimento pedagégico do
conteudo (em inglés: pedagogical content knowledge) como a categoria que exerce um papel
importante para 0 processo de ensino, pois permite que se faca uma distincdo entre a
compreensdo especialista de uma determinada area de conhecimento e a compreensdo
profissional do professor. Esse conhecimento representa também um améalgama entre o
conteldo estudado e a didatica que envolve o ensino do mesmo, admitindo, assim, uma
compreensdo maior sobre como temas e problemas se organizam e vao adaptar-se aos
interesses e capacidades de seus alunos. Para Shulman (1986) conhecimento pedagogico (em
inglés: pedagogical knowledge) € um tipo de conhecimento que vai além do conhecimento do
contetdo para uma dimensao de conhecimento do contetido para o ensino.

Uma critica feita por Ball, Thames e Phelps (2008, p. 394) é sobre o significado dado
ao termo conhecimento pedagdgico do conteudo, termo citado em muitos estudos feitos a
partir do estudo de Shulman. Estes estudos tratam o conhecimento pedagdgico do conteido
como sendo uma intersecdo entre conhecimento do conteldo e conhecimento sobre a
metodologia de ensino empregada ou sobre o dominio que combina conhecimento do ensino
com conhecimento pedagdgico. Segundo esses autores boa parte dessas definicdes sdo feitas

equivocadamente. "Quando definido desta maneira, conhecimento pedagogico do conteldo,

® Em inglés: "Teachers themselves have difficulty in articulating what they know and how they know it".

" Em inglés: "- content knowledge; - general pedagogical knowledge, with special reference to those broad
principles and strategies of classroom management and organization that appear to transcend subject matter; -
curriculum knowledge, with particular grasp of the materials and programs that serve as "tools of the trade" for
teachers; - pedagogical content knowledge, that special amalgam of content and pedagogy that is uniquely the
province of teachers, their own special form of professional understanding; - knowledge of learners and their
characteristics; - knowledge of educational contexts, ranging from the workings of the group or classroom, the
governance and financing of schoool districts, to the character of communities and cultures; and - knowledge
of educational ends, purposes, and values, and their philosophical and historical grounds."
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comeca a parecer que inclui quase tudo o que o professor pode saber de um tdpico particular,
obscurecendo a disting&o entre acdes, raciocinio, crencas e conhecimento do professor ¥

Ball, Thames e Phelps (2008), argumentam, ainda, que Shulman e colaboradores néo
propuseram uma lista ou catalogo do que os professores devem saber para ensinar qualquer
contetdo da area de conhecimento e, sim, que seu trabalho sirva como uma orientacdo para
professores e também para chamar a atencéo de pesquisadores sobre a importancia de tipos de
conhecimentos necessarios para o ensino. Chamam, assim, a atencdo sobre a necessidade de
pesquisas que foquem os conhecimentos sobre os contetdos a serem ensinados.

Essa base de conhecimentos para o ensino, proposta por Shulman (1987), nasce a
partir de algumas fontes especificas. Sobre essas fontes, Shulman (1987) aponta quatro como
sendo as principais que justificam esses conhecimentos que 0s professores precisam ter para o

ensino. Essas fontes sdo,

(1) formacéo no contedo da disciplina, (2) os materiais e a definicdo do processo
educacional institucionalizado (por exemplo, curriculo, livros didaticos,
financiamento e organizacdo escolar, e a estrutura para o ensino profissional), (3)
pesquisa em educacdo, organizacdo social, aprendizagem humana, ensino e
desenvolvimento, e outros fendmenos sociais e culturais que afetam o trabalho do
professor, e (4) a sabedoria outorgada & sua propria pratica’. (SHULMAN, 1987, p.
8, traducdo nossa).

Shulman (1987) define esses conhecimentos como sendo uma base para o ensino, ndo
especificando uma area de estudo em especial, mas abrangendo todas as areas do
conhecimento de uma forma geral. Os pesquisadores Ball, Thames e Phelps (2008), ao
estudarem os tipos de conhecimentos — conhecimento do conteddo e conhecimento
pedagogico do conteudo, apontados por Shulman (1987) como sendo de grande importancia
para o professor — fazem um refinamento destes ao trabalharem estes tipos de conhecimentos

a partir da pratica do professor, no que se referem ao ensino da Matematica, como

apresentado a seguir.

8Em inglés: "When defined in these ways, pedagogical content knowledge begins to look as though it includes
almost everything a teacher might know in teaching a particular topic, obscuring distinctions between teacher
actions, reasoning, beliefs, and knowledge".

°Em inglés: "(1) scholarship in content disciplines, (2) the materials and settings of the istitutionalized
educational process (for example, curricula, textbooks, school organizations and finance, and the structure of the
teaching profession), (3) research on schooling, social organizations, human learning, teaching and development,
and the other social and cultural phenomena that affect what teachers can do, and (4) the wisdom of practice
itself".
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2.2 O conhecimento docente na perspectiva de Ball, Thames e Phelps

Ao longo de mais de uma década de pesquisa, Ball e Bass (2003); Ball, Hill e Bass
(2005); Ball, Thames e Phelps (2008), entre outros, tém estudado sobre a Matematica escolar
no Ensino Fundamental, observando os desafios do ensino e 0s recursos matematicos
empregados. Estes pesquisadores fazem uma analise da natureza do conhecimento
matematico e das habilidades utilizadas no ensino desta disciplina. S&o a partir destes estudos,
segundo Ball, Hill e Bass (2005, p. 16), que eles buscam, com base na pratica do professor,
fazer um retrato do que eles chamam "Conhecimento Matematico para o Ensino". Por
"Ensino”, Ball, Hill e Bass (2005) entendem ser tudo aquilo que o professor realiza em sala de
aula, incluindo o planejamento das aulas e a avaliagdo feita aos alunos, para fazer com que
seu aluno aprenda o conteudo que esta sendo trabalhado.

Saber Matematica para o ensino, de acordo com Ball e Bass (2003), vai além do
contetdo e inclui elementos sobre os estudantes presentes no curriculo escolar. E preciso que
o professor compreenda quando um estudante apresenta uma solugé@o diferente e que tome
decisdes adequadas a partir dos conhecimentos que possui do contetdo, do aluno, do curriculo
e do ensino do contetdo.

Ball, Thames e Phelps (2008), ao investigarem as demandas do conhecimento
matematico para o ensino, abordam os conhecimentos do professor de Matematica a partir da
sua pratica em sala de aula. Objetiva-se, assim, investigar a orientacdo dada ao docente sobre
0 conhecimento do conteddo matematico durante sua formacéo, fazendo um estudo sobre o
ensino deste contetdo, procurando identificar o conhecimento-base a partir de analises de
questdes matematicas que surgem durante o ensino.

Partindo de estudos sobre a base de conhecimentos propostas por Shulman (1987),
Ball, Thames e Phelps (2008) fizeram um refinamento das categorias conhecimento do
conteudo (em inglés: content knowledge) e conhecimento pedagdgico do contetudo (em inglés:
pedagogical content knowledge) e identificaram e definiram dominios de conhecimento
matematico para o ensino em cada uma dessas categorias, tomando como base a pratica do
professor de Matematica em sala de aula.

Para a categoria de conhecimento do conteudo, os dominios definidos por Ball,
Thames e Phelps (2008) sdo:

e Conhecimento Comum do Contetdo (em inglés: Common Content Knowledge - CCK);
e Conhecimento Especializado do Conteudo (em inglés: Specialized Content Knowledge
- SCK);
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e Conhecimento Horizontal do Conteudo (em inglés: Horizon Content Knowledge -
HCK).

Na categoria conhecimento pedagdgico do contetido, os dominios definidos sao:
e Conhecimento do Contetdo e Alunos (em inglés: Knowledge of Content and Students -
KCS);
e Conhecimento do Contetdo e Ensino (em inglés: Knowledge of Content and Teaching
- KCT);
e Conhecimento do Contetido e Curriculo™ (em inglés: Knowledge of Content and
Curriculum - KCC).

Esse refinamento, feito a partir das categorias de Shulman (1987) e os dominios
propostos por Ball, Thames e Phelps (2008, p. 402), estdo sintetizados na Figura 1 a qual

chamaram de "mapa do dominio do conhecimento do contetido para o ensino™*".

Figura 1- Dominios do conhecimento para o ensino de Matematica.

Domains of Mathematical Knowledge for Teaching

SUBJECT MATTER KNOWLEDGE PEDAGOGICAL CONTENT KNOWLEDGE
,—/__ﬂ__'—_'_—“—“\_\_\

I:C;nTeTtm Knowledge of

knowledae content and

. g students (KCS)

(CCK) Specialized Knowledge
content of content
knowledge (SCK) and

Horizon curnculum
EﬁlztweIZLgE Knowledge of
content and
teaching (KCT)
\‘\—_\_—_\_\__—)’—//

Fonte: Ball, Thames e Phelps (2008, p. 403).

19 Ball, Thames e Phelps (2008) incluiram esta terceira categoria do estudo de Shulman (1986). Os autores
consideram que o conhecimento do conteddo e curriculo estd imbricado no conceito do conhecimento
pedagdgico de contetdo.

Em inglés: "map of the domain of content knowledge for teaching".
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O conhecimento comum do conteddo é definido como sendo um conhecimento
matematico e uma habilidade usada pelo professor para ensinar, porém este ndo é um tipo de
conhecimento usado exclusivamente para o ensino. O que Ball, Thames e Phelps (2008)
sugerem por "comum" € que é um conhecimento que pode ser utilizado em uma variedade de
situacdes. Eles indicam que € preciso que os professores conhegcam o material que ensinam,
reconhegam quando seus alunos d&o respostas erradas e também quando os livros didaticos se

utilizam de defini¢bes equivocadas.

Uma evidéncia adicional para conhecimento comum do conteido veio a partir de
nosso trabalho de desenvolvimento de instrumentos para medir o conhecimento
matematico para o ensino. Nds colocamos questdes tais como "Qual € um ndmero
que se posiciona entre 1.1 e 1.11?" Fizemos perguntas que exigem conhecimento
gue um quadrado € um retangulo, que 0/7 é 0, e que as diagonais de um
paralelogramo ndo sdo necessariamente perpendiculares. Estas ndo sdo
compreensdes especializadas, mas sao questdes que sdo tipicamente respondidas por
quem conhece Matemética*’. (BALL, THAMES E PHELS, 2008, p. 399, tradugéo

nossa).

Dessa forma, o conhecimento comum do ensino é necessario ao professor — pois o
mesmo necessita dominar o conhecimento dos conceitos que ensina em sala de aula, mas ndo
é¢ um conhecimento exclusivamente de professores, e, sim, de todos que dominam a
Matematica em si mesma.

O conhecimento especializado do contetdo € o tipo de conhecimento matematico e
uma habilidade que esta voltada apenas para o ensino e que, hormalmente ndo sera necessario
para outros fins que ndo seja para a atividade de ensino. Sdo exemplos de conhecimento
especializado do conteudo, algumas tarefas para o ensino de Matematica, segundo Ball,
Thames e Phelps (2008):

Apresentar ideias matematicas; Responder aos estudantes o "porque” das questdes;
Encontrar um exemplo para fazer uma afirmagdo matematica especifica;
Reconhecer o que estd envolvido no uso de uma representagdo particular; Vincular
representacdes a ideias subjacentes e a outras representacdes; Conectar um topico
ensinado com assuntos anteriores ou futuros; Explicar para os pais objetivos e fins
matematicos; Avaliar e adaptar o conteldo matematico de livros didaticos;
Modificar tarefas para serem mais faceis ou mais dificeis; Avaliar a plausibilidade
das reivindicacdes dos alunos (frequentemente com rapidez); Dar ou avaliar
explicagBes matemaéticas; Escolher e desenvolver definicbes usaveis; Usar notacéo
matematica e linguagem e criticar seus usos; Perguntar questdes matematicas

2Em inglés: "Additional evidence for common content knowledge comes from our work to develop instruments
for measuring mathematical knowledge for teaching. We pose questions such as, “What is a number that lies
between 1.1 and 1.11?”We ask questions that require knowing that a square is a rectangle, that 0/7 is 0, and that
the diagonals of a parallelogram are not necessarily perpendicular. These are not specialized understandings but
are questions that typically would be answerable by others who know mathematics".
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produtivas; Selecionar representacGes para objetivos particulares; Inspecionar
equivaléncias™. (BALL, THAMES E PHELPS, 2008, p. 400, traduc&o nossa).

Como estas tarefas fazem parte da rotina de vida do professor em sala de aula, Ball,
Thames e Phelps (2008) afirmam que, tomadas em conjunto, estas tarefas véo requerer um
tipo de conhecimento e compreensao matematica que vai além do simples conhecimento para
ensinar aos estudantes.

O conhecimento horizontal do contetdo € definido como a conscientizacdo, por parte
do professor, de que existe uma relacdo entre os conteldos matematicos com a extensdo
matematica apresentada nos curriculos. Os autores chamam a atencdo, também, para a
previsdo de conteldos matematicos futuros para o aprofundamento da Matematica que estéa

sendo trabalhada em sala de aula.

Um professor do primeiro ano, por exemplo, precisa saber como a Matematica que
ele ensina esta relacionada com a Matematica que os alunos aprenderdo no terceiro
ano para ser capaz de definir a base matematica para o que vira depois. Inclui
também a visdo usada para ver conexdes com ideias matematicas que virdo muito
posteriormente®. (BALL, THAMES E PHELPS, 2008, p. 403, traduco nossa).
Para 0 NCTM (2000, p. 64) a Matematica € uma area integrada de estudos, assim,
vista em sua totalidade, destaca-se a necessidade de estudar e pensar sobre as conexdes que
existem entre 0s conteldos matematicos que irdo se refletir tanto no curriculo da escola toda,
quanto no curriculo de cada ano de escolaridade. Séo essas conexdes entre conteudos
matematicos que ajudardo o professor na tomada de decisdes do que apresentar aos seus
alunos. "Por enfatizar conexdes matematicas, os professores podem ajudar os estudantes a
construir uma disposicao para usar conexdes na resolucdo de problemas matematicos ao invés
de ver a Matematica como um conjunto de habilidades e conceitos desconexos e isolados".
O conhecimento do contetdo e alunos é um dominio que combina o conhecimento
sobre os alunos e o conhecimento sobre a Matematica. Para Ball, Thames e Phelps (2008, p.

401), é aqui que o professor devera prever possiveis facilidades e/ou dificuldades que os

Em inglés: "Presenting mathematical ideas; Responding to students’ “why” questions; Finding an example to
make a specific mathematical point; Recognizing what is involved in using a particular representation; Linking
representations to underlying ideas and to other representations; Connecting a topic being taught to topics from
prior or future years; Explaining mathematical goals and purposes to parents; Appraising and adapting the
mathematical content of textbooks; Modifying tasks to be either easier or harder; Evaluating the plausibility of
students’ claims (often quickly); Giving or evaluating mathematical explanations; Choosing and developing
useable definitions; Using mathematical notation and language and critiquing its use; Asking productive
mathematical questions; Selecting representations for particular purposes; Inspecting equivalencies".

Y“Em inglés: "First grade teachers, for example, may need to know how the mathematics they teach is related to
the mathematics students will learn in third grade to be able to set the mathematical foundation for what will
come later. It also includes the vision useful in seeing connections to much later mathematical ideas".
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estudantes poderdo ter ao terem contato com contelldos matematicos e também o que estes
estudantes irdo considerar ser interessante e motivador durante o processo de aprendizagem.
Também "[...] familiaridade com erros comuns e decidir quais erros os estudantes estdo mais
propensos a fazer, séo exemplos de conhecimento do contetido e alunos (CCA)*". Ainda, de
acordo com os autores, as demandas do ensino da Matemética exigem do professor a
intersecdo do conhecimento do contetido e também dos alunos.

Sobre o conhecimento do conteddo e ensino, € o dominio que combina 0s
conhecimentos sobre ensino e conhecimentos sobre a Matematica. De acordo com Ball,
Thames e Phelps (2008), muitas das tarefas matematicas exigirdo do professor um
conhecimento matemético sobre o papel das instrucdes que ele esta utilizando. E o professor,
portanto, quem deve avaliar as vantagens e desvantagens das instrucoes e das representacdes

usadas para ensinar um conteudo especifico e 0 uso de métodos e técnicas diferentes.

"Durante uma discussdo em sala de aula, o professor deve decidir quando ter uma
pausa para mais esclarecimentos, quando usar um comentario de um estudante para
fazer uma observacdo sobre um assunto matemaético e quando fazer uma nova
pergunta ou colocar uma nova tarefa para aprofundar a aprendizagem dos
estudantes. Cada uma dessas decis@es requer coordenacdo entre a Matematica em
questdo e as opcbes de instrucdo e propésitos em jogo®®. (BALL, THAMES E
PHELPS, 2008, p. 401, traducdo nossa).

E no desenrolar destas tarefas, que exigem uma interacido entre o contetdo
matematico que esta sendo trabalhado e o entendimento e compreensdo pedagogica das
questdes envolvidas, que os autores exemplificam como sendo o conhecimento do conteudo e
ensino.

Quando se trata do conhecimento do contetdo e curriculo, este € um dominio definido
como o conhecimento dos materiais (livros didaticos e recursos metodoldgicos), curriculos,
orientacdes metodoldgicas e programas que servem como ferramentas de apoio ao trabalho
do professor dentro e fora da sala de aula durante a preparacéo das aulas.

Curriculo, segundo Sacristan (2000, p. 15) é "um conceito essencial para compreender
a pratica educativa institucionalizada e as funcdes sociais da escola". Para o autor, o curriculo

pode ser dividido em seis niveis no processo de desenvolvimento que podem ajudar a

Em inglés: "familiarity with common errors and deciding of several errors students are most likely to make are
examples of knowledge of content and students (KCS)".

®Em inglés: “During a classroom discussion, a teacher must decide when to pause for more clarification, when
to use a student’s remark to make a mathematical point, and when to ask a new question or pose a new task to
further students’ learning. Each of these decisions requires coordination between the mathematics at stake and
the instructional options and purposes at play”.
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compreender as conexfes em cada um desses niveis presentes na pratica pedagogica do
professor. S&o eles:

1. Curriculo prescrito que atua como referéncia na ordenacdo do sistema curricular e
serve de base para a elaboracdo de materiais didaticos e de referéncia para o ensino.
Este tipo de curriculo varia de acordo com o sistema de ensino e a politica praticada
no momento;

2. Curriculo apresentado € uma interpretacdo do curriculo prescrito com significados e
contetdos explicados ao professor;

3. Curriculo modelado é quando o professor, como individuo ativo e decisivo, molda a
proposta curricular de acordo com sua cultura profissional e a proposta que lhe ¢ feita
por meio da prescricdo administrativa;

4. Curriculo em acdo é o que se concretiza na pratica do professor em suas tarefas
académicas. Pode ser considerado elemento basico que sustenta a acdo pedagogica na
qual se pode notar o significado das propostas curriculares;

5. Curriculo realizado € o que se refere aos efeitos produzidos como consequéncia da
realizacdo préatica do curriculo. Essas consequéncias podem ser cognitivas, afetivas,
sociais, morais, entre outras;

6. Curriculo avaliado € o tipo que impde critérios para o ensino do professor e a
aprendizagem dos alunos. E neste tipo de curriculo que se é reforcado o significado da

pratica de ensino.

Essas variadas expressdes do curriculo sdo vivenciadas e alvo de conhecimento de
professores. Constituem-se, assim, como aspectos importantes do conhecimento docente.

Os tipos de conhecimentos propostos por Ball, Thames e Phelps (2008) raramente se
apresentam sozinhos em situacfes de sala de aula em que o professor esta ensinando
Matematica. Os autores exemplificam esta interelacdo entre estes conhecimentos ao afirmar
que quando o professor precisa analisar um erro cometido pelo seu aluno, ele pode usar o
conhecimento especializado do conteddo, analisando matematicamente o erro, e também o
conhecimento do contetdo e seu aluno, ao conhecer seu aluno e saber que 0 mesmo ja
cometeu este mesmo erro em outras situacées semelhantes nas aulas de Matematica.

Outra situacdo em que pode haver uma intercessao de conhecimentos € quando o
professor mobiliza conhecimentos especializado, horizontal e do curriculo. Em sala de aula
ha uma relagdo entre conhecimento de conteudos matematicos especificos (conhecimento

especializado) e indicacdes de como estes contetdos sdo recomendados em livros didaticos
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e/ou documentos curriculares (conhecimentos curriculares) ao longo da escolarizagédo
(conhecimento horizontal).

Partindo dessa particularidade dos tipos de conhecimentos propostos, Ball, Thames e
Phelps (2008) tiveram a intencéo de investigar sobre as habilidades, habitos, sensibilidade e o
conhecimento envolvido no processo de ensino, assim, procurando entender o raciocinio
matematico a partir das decisfes tomadas em sala de aula pelos docentes.

No Capitulo 5, sdo apresentados no contexto de problemas combinatérios, com foco
no Principio Fundamental da Contagem (PFC), os diferentes tipos de conhecimentos
propostos por Ball, Thames e Phelps (2008). Trata-se de uma releitura dos tipos de
conhecimentos aplicados ao conhecimento de como os professores usam o PFC em diferentes
situagbes combinatorias em sala de aula, relacionando conteudos, ensino e curriculo. Os
conhecimentos discutidos no quinto capitulo da presente dissertacdo sdo: Conhecimento
comum do PFC; Conhecimento especializado do PFC; Conhecimento horizontal do PFC;
Conhecimento do PFC e alunos; Conhecimento do PFC e ensino; Conhecimento do PFC e
curriculo. Antes, porém, serdo apresentados estudos anteriores referentes ao conhecimento

docente em Combinatoria.



CAPITULO 3
ESTUDOS ANTERIORES: O CONHECIMENTO DOCENTE
EM COMBINATORIA
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Neste capitulo, apresentamos o levantamento de estudos anteriores ligados ao ensino
de Combinatéria. Sdo pesquisas relevantes que mostram o que ja foi trabalhado nesta
temética, com foco no Principio Fundamental da Contagem (PFC) e nos professores de
Matematica, e para a qual o presente estudo pretende contribuir. Serdo apresentados e
discutidos estudos de intervencdo usando o PFC; pesquisas que focam saberes e
conhecimentos docentes referentes a Combinatoria; e investigacbes de estratégias de
resolucdo utilizadas por professores em situacfes combinatorias.

Esta organizacdo dos estudos foi feita com o objetivo de mostrar de que forma o PFC
vem sendo aplicado em turmas de Matematica da Educacdo Bésica, a importancia do mesmo
no estudo da Combinatéria e, a partir de pesquisas que focam os conhecimentos dos
professores, como estes veem o PFC dentro do campo de estudos da Analise Combinatoria.

As pesquisas foram levantadas a partir de consultas feitas ao portal da Capes, ao
Google académico e com base em referéncias indicadas por estudos anteriores que
pesquisaram a Combinatéria na Educacdo Basica, desde a formacdo de professores a estudos

com estudantes.

3.1 Intervengbes usando o Principio Fundamental da Contagem com estudantes e

professores da Educacéo Basica

Sobre estudos com intervencdo usando o Principio Fundamental da Contagem - PFC
em turmas dos anos finais do Ensino Fundamental em turmas do Ensino Meio e também com
professores da Educacdo Basica, apresenta-se, aqui, trés dissertacbes e uma tese que
evidenciam a importancia do trabalho com o PFC em situa¢cdes combinatorias e como esta
estratégia facilita a compreensdo dos diversos tipos de problemas.

Um primeiro estudo de intervencdo usando o PFC foi realizado por Sturm (1999), que
buscou investigar "As Possibilidades Pedagdgicas de um Ensino de Analise Combinatéria sob
uma Abordagem Alternativa”. A proposta de intervencdo envolveu 33 estudantes da segunda
série do Ensino Médio noturno para os quais foram ministradas aulas sobre arranjo,
permutacdo e combinacdo. O autor que investigou sua propria sala de aula, fez com que
inicialmente os estudantes tivessem contato com estratégias diversas de resolu¢do, como
listagens, diagramas de arvores e o PFC, tratado neste estudo como principio multiplicativo,
para, entdo, introduzir os diferentes tipos de problemas combinatérios. As observacdes destas

aulas foram registradas em um diario. A pesquisa também foi desenvolvida por meio de
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questionérios, dirigidos aos estudantes, nos quais eles puderam expor suas opiniées sobre o
tema estudado e se eles tinham seguranca para resolver as questdes propostas. Também foi
pedido aos estudantes que eles fizessem uma comparacao entre o trabalho vivenciado e outras
experiéncias e outras aulas de Matematica. Provas também foram realizadas com estes
estudantes com o intuito de ampliar a investigacéo do estudo realizado.

O autor concluiu que houve um aspecto positivo em relacdo a proposta apresentada
quanto ao uso do principio multiplicativo como estratégia para resolucdo de problemas
combinatérios. Segundo o autor, os estudantes parecem ter compreendido a importancia e a
aplicabilidade desta estratégia, destacando que a presenca da mesma, dentre as estratégias
apresentadas, facilitou a compreensdo de seus alunos quanto a aprendizagem das formulas de
arranjo e permutacdo, uma vez que eles perceberam que estas formulas sdo originadas a
partir do principio multiplicativo.

Uma observacéo importante, feita por Sturm (1999), diz respeito ao uso inadequado do
principio multiplicativo na resolu¢do de problemas de combinagdo. Como o autor ndo fez
entrevistas com o0s alunos para saber o porqué da utilizacdo desta estratégia, ele levantou a
hipdtese de que isso ocorreu pelo fato dos alunos acreditarem que o exercicio em questao era
um problema de arranjo. Outra hipdtese levantada era dos alunos acreditarem ser o principio
multiplicativo aplicado igualmente para arranjos e combinacdes.

A andlise deste estudo parece indicar o uso do PFC como uma boa estratégia de
ensino para a resolucdo de situacBes combinatdrias, mas o professor precisa ficar atento ao
modo como o mesmo é utilizado nos diferentes tipos de problemas. E preciso um
conhecimento especializado da Combinatdria no qual havera conhecimento dos diferentes
tipos de problemas trabalhados e da aplicacdo do PFC em cada um destes problemas. O
conhecimento da Combinatéria e alunos é importante para que professor possa analisar 0s
erros cometidos por estudantes ao confundir problemas de arranjo e combinacdo e fazer
também uma anéalise pedagdgica para identificar se este tipo de erro é recorrente em seus
estudantes para que entdo, possa mobilizar conhecimentos da Combinatdria e ensino,
avaliando as vantagens e desvantagens ao introduzir este tipo de representacdo, que pode ser
usada como estratégia para o ensino da Combinatoria.

Um outro estudo de intervencao foi o de Esteves (2001), intitulado "Investigando os
fatores que influenciam o raciocinio combinatério em adolescentes de 14 anos - 82 série do
Ensino Fundamental”. Neste estudo a autora teve como objetivo estudar a aquisicdo e o
desenvolvimento dos primeiros conceitos de Combinatéria em adolescentes. Com isso,

buscou-se responder se, em funcdo do ensino oferecido, 0s sujeitos demonstrariam progresso
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verificavel no que tange ao campo conceitual considerado e se esta evolucdo se diferenciaria
da observada no grupo de referéncia.

A autora elaborou uma sequéncia de aulas que consistia na resolucdo de problemas
por contagem direta, e dividiu a sequéncia em trés fases: pré-teste, intervencdo e pos-teste.
Esta foi aplicada em dois grupos: um grupo experimental com 28 alunos da 82 série do Ensino
Fundamental, com o qual o trabalho foi feito em duplas; e um grupo de referéncia, este
composto por 28 alunos do 2° ano do Ensino Médio na faixa etaria dos 16 anos. Com 0s
participantes do grupo experimental foi realizada a sequéncia de aulas planejadas, enquanto
que o grupo de referéncia seguiu o planejamento da escola.

O pré-teste e 0 pos-teste continham 10 questdes equivalentes, ja para a intervencdo
foram apresentadas situacfes problemas que podiam ser resolvidas por meio de contagem
direta e com o avangar dos encontros ia se introduzindo a resolucéo por meio do PFC. Esteves
(2001) defende que nem todos os problemas podem ser resolvidos com o uso do PFC e,
assim, apresentou aos alunos a estratégia da arvore de possibilidades como uma alternativa
para a resolucdo destes problemas. Os problemas usados pela autora para exemplificar o ndo

uso do PFC como estratégia sdo apresentados no Quadro 2.

Quadro 2 - Problemas usados no estudo de Esteves (2001).

ATIVIDADE DO JOGO DE FRESCOBOL

NUM TORNEIO DE FRESCOBOL, NA PRAIA DO BOQUEIRAQ, OS FINALISTAS FORAM
ZECA E KADU. SERA DECLARADO CAMPEAO AQUELE QUE VENCER DUAS
PARTIDAS SEGUIDAS OU VENCER TRES PARTIDAS ALTERNADAS.
OBSERVANDO QUEM SAI VENCEDOR EM CADA PARTIDA ATE QUE SE OBTENHA O
CAMPEAO, QUAIS (ON) RESULTADOS QUE SE PODE OBTER?

SUGESTAO: USE A ARVORE DE POSSIBILIDADES PARA ENCONTRA-LOS.

ATIVIDADE DOS ANAGRAMAS X

A) QUANTOS ANAGRAMAS PODEMOS FORMAR COM AS TRES LETRAS DA PALAVRA

ANA?

B) QUANTOS ANAGRAMAS PODEMOS FORMAR COM AS LETRAS DA PALAVRA

AMADA?

C) QUANTOS ANAGRAMAS PODEMOS FORMAR COM AS LETRAS DA PALAVRA LILI?
Fonte: Esteves (2001, p. 99).

Discordamos de Esteves (2001) sobre o PFC ndo resolver todos os problemas
combinatérios. O que se tem é uma aplicacdo de principio aditivo com principio
multiplicativo. Pode-se ter o mesmo jogador vencendo duas partidas seguidas OU um
vencendo uma partida e o outro vencendo duas partidas OU um vencendo uma partida, outro

vencendo uma partida e o primeiro vencendo outras duas partidas OU [...] (continua aqui até:
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vence o primeiro, vence o segundo, vence novamente o primeiro, vence o segundo e, por fim,
vence novamente o primeiro). Isso para Zeca vencendo a primeira partida. Da para representar
ISSO na expressao:

1x1) + (1x1x1)+ (1x1x1x1)+ (1x1x1x1)+ (1x1x1x1x1) =75

Como o0 mesmo ocorre para Kadu vencendo a primeira partida, tem-se:
2x((1x1) + (Ix1x1) + (1x1x1x1) + (1x1x1x1)+ (I1x1x1x1x1)) = 10.

A segunda questdo trata de situacdes envolvendo permutacdo de elementos repetidos.
O que se pode fazer neste caso é aplicar o PFC para permutar todos os elementos e dividir
pela permutacdo dos elementos que se repetem. Para a palavra ANA, permutam-se todos 0s
elementos como se fossem distintos, 3 x 2 x 1, e, em seguida, divide-se pela permutacéo de

guantas vezes os elementos que se repetem, no caso a letra A que se repete duas vezes.

, . 3x2x1 . .
Teriamos entéo, a1 = 3, assim, o nimero de anagramas formados com as letras da

palavra ANA sdo trés. Para a palavra AMADA faz-se 0 mesmo processo, primeiro permutam-

se todos os elementos 5x4x3x2x1, apds, divide-se pela permutacdo dos elementos

5x4x3x2x1

= 20, formando, assim, um total de
3x2x1

repetidos 3 x 2 x 1. Tém-se, para este caso,

20 anagramas. E por ultimo, para a palavra LILI, repete-se o0 processo, primeiro permutando

todos os elementos 4 x 3 x 2 x 1, e, em seguida, dividendo pela permutacdo dos elementos

4x3x2x1

repetidos, 2 x 1, tém-se entdo, GxDz@xD)

= 6. Assim serdo formados 6 (seis) anagramas

com esta palavra.

Como resultados, apds a intervencdo, Esteves (2001) observou que os alunos ao
aprenderem uma estratégia de resolucdo aritmética ou algébrica, abandonavam as
representacdes(arvore de possibilidades e desenhos) como estratégia, mesmo quando era
pedido que eles usassem a arvore de possibilidades na resolucdo dos problemas. A autora
observou, ainda, a evolucdo dos alunos durante a sequéncia didatica, com as resolucdes
apresentadas e as discussdes que eram geradas, em sala de aula, a partir destas resolucdes. A
dificuldade maior surgiu nos problemas de arranjo e combinacdo quando a ordem
apresentada nos problemas gerava, ou ndo, novas possibilidades, e os alunos acabavam
confundindo as mesmas.

Embora tenha usado o PFC na intervencdo proposta, Esteves (2001) ndo fez em suas
conclusbes, mencdo ao sucesso, ou ndo, do uso do Principio Fundamental da Contagem
(PFC) como estratégia eficaz na resolugdo de problemas combinat6rios e na aprendizagem

dos alunos. E preciso, ent&o, que neste tipo de sequéncia, o professor conheca o conhecimento
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especializado da Combinatéria para compreender como o PFC pode ser aplicado aos
diferentes tipos de problemas (produto cartesiano, arranjo, permutacdo e combinagio),
principalmente nos que apresentam condi¢cOes para sua resolucao.

Rocha (2002) em seu estudo sobre "O ensino da Analise Combinatéria: uma discussao
sobre o uso do principio multiplicativo na resolugdo de problemas" investigou a resolucdo de
problemas combinatorios, por alunos do Ensino Médio, baseados na aplicacédo do PFC.

O levantamento de dados foi realizado em cinco etapas: na primeira os alunos foram
levados a resolver problemas basicos de contagem a partir do conhecimento prévio que
traziam e sem a formalizacdo de conceitos; na segunda etapa, os alunos resolveram problemas
mais complexos de Combinatdria e, apds a resolugdo, a pesquisadora chamou a atengdo destes
alunos para a leitura e interpretacdo dos enunciados para uma resolucdo correta destes
problemas; na terceira etapa, foi sugerido que os alunos criassem e resolvessem 0s proprios
problemas e a partir da escolha de alguns destes foram definidos os conceitos de permutacéo,
arranjo e combinacéo, possibilitando observar as regularidades e classifica-los de acordo com
seu tipo; na quarta etapa, quando o uso do PFC, neste estudo chamado de principio
multiplicativo, ja era familiar aos estudantes, foi proposta a deducéo das formulas de cada um
dos tipos de problemas e, em seguida, foi proposta uma nova lista de problemas na qual os
alunos podiam escolher entre as estratégias sugeridas, apresentar a solucdo e justificar a
escolha da estratégia; na quinta e ultima etapa, os estudantes foram submetidos a uma
avaliacdo formal no qual eram respeitadas suas estratégias de resolucdo. A partir dai foi
possivel analisar o tipo de estratégia utilizada e computar os erros e acertos de cada questéo,
e, por fim, analisar a eficacia do método utilizado.

Rocha (2002) concluiu que este método de ensino permite que o estudante interaja de
uma maneira mais integrada com o conteldo exposto e o professor atue como mediador do
processo de ensino, possibilitando uma discussdao sobre a interpretacdo e analise dos
enunciados, facilitando, assim, a aprendizagem dos alunos. A autora destaca que € importante
também aproveitar os conhecimentos prévios dos alunos antes de apresentar estratégias e
introduzir conceitos formais da Combinatéria. Dessa forma, haverd uma formalizacéo
gradativa para a resolucéo de problemas combinatorios.

E importante que o professor mobilize alguns tipos de conhecimento para aplicacdo do
PFC em suas aulas, como o conhecimento comum da Combinatdria, para conhecer bem o
contedo que ele ird abordar em suas aulas; ter um conhecimento especializado da
Combinatdria, conhecendo as caracteristicas de cada problema para, entdo, aplicar o PFC

dentro das particularidades dos problemas de produto cartesiano, arranjo, permutacdo e
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combinacdo; e ter um conhecimento da Combinatéria e alunos, prevendo, assim, como 0s
estudantes podem se comportar diante de uma nova representagdo para o ensino e aprendizado
de Combinatoria.

A autora, porem, ndo traz conclusGes mais abrangentes sobre o uso do PFC como
estratégia eficaz na aprendizagem dos conceitos de Combinatoria, mas ao longo da analise das
etapas de investigagdo, é possivel perceber a evolucdo dos alunos e a eficacia desta estratégia
na resolucdo dos problemas combinatdrios.

Um estudo recente com intervencdo, agora com professores da Educacdo Basica, foi
realizado por Teixeira (2012), intitulado "Um estudo sobre os conhecimentos necessarios ao
professor de Matematica para a exploracdo de problemas de contagem no Ensino
Fundamental”. O objetivo geral do autor era investigar os conhecimentos de professores de
Matematica para explorar nocgdes relativas aos problemas de contagem ao longo do Ensino
Fundamental. Procurou-se responder que experiéncias esse professor deve vivenciar durante
formacdes continuadas para selecionar e conduzir situagdes de aprendizagem que
desenvolvam o raciocinio combinatorio de seus alunos por meio de problemas de contagem,
compreendendo as dificuldades apresentadas por seus alunos durante a resolucdo destes
problemas e os ajudando a superar estas dificuldades.

Para isso, Teixeira (2012) aplicou uma sequéncia de ensino dividida em sete
encontros. No primeiro encontro foram aplicados trés questionarios a 20 professores que
atuavam em turmas dos anos finais do Ensino Fundamental e em turmas do Ensino Médio e
estavam participando de um curso de formacéo continuada oferecida pela UNIBAN/CAPES.
O primeiro questionario foi para conhecer a experiéncia docente deste grupo de professores,
bem como seu perfil profissional e o posicionamento deles em relagdo ao curriculo da
Educacdo Basica do Estado de Sdo Paulo. O segundo questionario continha nove situacdes
problemas, resolvidas por alunos, e o autor tinha como objetivo identificar o conhecimento
especializado do contedo associado aos problemas de contagem. Neste questionario foram
levados em consideracdo as definicdes, representacbes e significados dos problemas e
observadas também as estratégias usadas pelos participantes, pois em algum momento era
também pedido que os professores resolvessem os problemas. O terceiro questionario versava
sobre o conhecimento pedagdgico do contetdo e tinha como objetivo principal coletar dados
referentes a experiéncia pedagdgica dos participantes relacionada ao ensino e a aprendizagem
de problemas de contagem. Neste questionario era pedido que o participante explicitasse

como ele abordaria temas referentes a Combinatdria em suas aulas.
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Os encontros seguintes foram dedicados a intervencdo, na qual foi aplicada uma
sequéncia de ensino, feita a partir das andlises dos questionarios, agora com mais trés
professores que ndo haviam participado dos primeiros encontros. O objetivo desta etapa da
pesquisa de Teixeira (2012) era investigar se um trabalho com Combinatéria usando 0s
principios multiplicativo e aditivo, sem o uso das formulas, poderia favorecer o conhecimento
dos professores sobre os problemas de contagem, sobretudo no Ensino Fundamental. No
sétimo encontro, foi entregue aos participantes um novo questionario, o qual continha quatro
questdes abertas, de modo que o professor pudesse se manifestar, individualmente, sobre as
atividades desenvolvidas durante a sequéncia didatica. Os dados foram coletados por meio de
gravacdo dos encontros, protocolos com respostas dos participantes e anotagbes do
pesquisador.

Teixeira (2012) concluiu em seu estudo que alguns professores, participantes da
pesquisa, sdo dependentes do livro didatico no que diz respeito a apresentacdo e ao
desenvolvimento dos contedos a partir de nocBes basicas da Combinatoria. O autor pontua
que sdo poucos os livros didaticos que fazem uma abordagem da Combinatdria utilizando
diferentes estratégias. Grande parte desses livros abordam algumas poucas estratégias e logo
partem para a utilizacao de formulas para a resolucao dos problemas apresentados.

Sobre a abordagem de Teixeira (2012), concluimos que € preciso que o professor
tenha um conhecimento da Combinatdria e curriculo para que possa escolher materiais que
fornecam bons subsidios para a aprendizagem de seus alunos em cada nivel e ano de ensino.
Ele mobilizara conhecimento da Combinatdria e os alunos, prevendo quais estratégias serdo
mais atrativas ao ensino da Combinatoria e as possiveis facilidades e dificuldades que seus
estudantes poderdo ter diante das escolhas metodologicas do professor e conhecimento da
Combinatéria e o ensino quando apresentar o PFC como estratégia para resolucdo de
situacbes combinatorias e apresentar esclarecimentos aos alunos sobre a utilizacdo desta
estratégia.

Outro fator observado por Teixeira (2012) é que os professores ndo vivenciaram em
sua formacao situacdes nas quais € preciso resolver os problemas combinatdrios por diversas
etapas e que para chegar ao total de possibilidades pode ser feito uso do principio
multiplicativo e do principio aditivo conjuntamente. Porém, pode-se perceber, ao longo do
processo de intervencdo, que os participantes ampliaram sua compreensdo quanto a aplicacédo
do principio multiplicativo e que os problemas de contagem podem ser resolvidos por outras
representacfes que ndo apenas as formulas. Porém, mesmo com esse avango na compreensdo

dos principios multiplicativo e aditivo como estratégias para resolucdo de problemas
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combinatérios, muitos dos professores entrevistados demonstram inseguranga com 0S
resultados e acabaram optando pelo uso das férmulas para a resolucdo de problemas
combinatorios.

Por isso a importancia do conhecimento horizontal da Combinatéria, no qual o
professor tera que ter claras as conexdes entre as ideias matematicas, no caso as diversas
representacOes e estratégias que serdo usadas no ensino aprendizagem da Combinatéria. O
conhecimento comum da Combinatdria e o conhecimento especializado da Combinatéria
dara um suporte ao professor no que diz respeito a estratégias basicas e conhecimento das
caracteristicas particulares de cada problema para sua resolucao.

Teixeira (2012) destaca a importancia de se investir na construcdo de representacoes e
na aplicagédo do principio multiplicativo e do principio aditivo para a resolugéo de problemas
de contagem e de mostrar aos professores que este tipo de estratégia pode ser adotado desde
o0s anos finais do Ensino Fundamental ao Ensino Médio.

Nosso estudo tem como diferencial a utilizagdo das entrevistas para investigar 0s
conhecimentos que os professores tém sobre o uso do PFC, por meio da analise de protocolos
com resolugcdes de alunos, e sobre a relacio do PFC com as formulas da Analise
Combinatoria. Dessa forma, acreditamos investigar quais conhecimentos os professores
trazem consigo para a resolucéo de problemas combinatorios a partir do uso do PFC.

Podemos concluir, assim, que as intervencgdes relatadas obtiveram éxito com uso do
PFC na resolucdo de problemas combinatérios, facilitando a aprendizagem dos alunos e a
formalizacdo dos conceitos da Combinatoria, porém destacamos a importancia de se
investigar os conhecimentos que estes professores apresentam quando precisam ensinar e/ou
resolver problemas combinatorios. Pretendemos assim, com presente estudo aprofundar a
investigacdo sobre os conhecimentos docentes referentes ao uso do Principio Fundamental da

Contagem na resolucao de problemas combinatdrios.

3.2 Saberes e conhecimentos docentes referentes a Combinatdria

Em relacdo aos saberes e conhecimentos docentes, no que diz respeito ao ensino da
Combinatoria, é relevante afirmar que sdo poucas as pesquisas voltadas para o conhecimento
que estes profissionais tém sobre a Analise Combinatéria, desde o conhecimento de suas
definicbes, caracteristicas e estratégias de resolucdo para os diferentes tipos de problemas

abordados no ensino deste componente curricular.
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Borba, Rocha, Martins e Lima (2009) fizeram um levantamento de pesquisas sobre o
raciocinio combinatorio publicado em eventos locais, regionais, nacionais e internacionais
entre os anos de 2000 e 2008'". Ao todo, foram identificados 34 trabalhos publicados nestes
eventos, 0 que é considerado um quantitativo baixo pelas autoras que afirmam que o estudo
da Combinatoria gera grandes possibilidades de desenvolvimento do raciocinio matematico
dos alunos. Dentre esses trabalhos, os que se destinavam ao estudo dos professores
apresentavam questdes relacionadas a formacdo e/ou a prética desses docentes em sala de
aula.

Silva e Pessoa (2013) fizeram um estudo sobre o estado da arte com trabalhos
publicados em eventos nacionais e internacionais™® entre os anos de 2010 e 2013 realizados no
Brasil, sobre o raciocinio combinatério. Dos 43 trabalhos identificados nesta tematica, apenas
13,9% séo estudos com professores, 0s quais se subdividiam entre estudos de sondagem sobre
0 conhecimento que o professor tem da Combinatdria e estudos sobre propostas de formacéo
para conceitos especificos da Combinatoria.

Apos levantamento de estudos anteriores, destacam-se nesta revisao de literatura dois
estudos que propuseram investigar o conhecimento dos professores no que diz respeito a
Combinatoria no Ensino Medio.

O primeiro trabalho descrito foi realizado por Sabo (2010), que em seu estudo
pesquisou sobre os “Saberes docentes: a Anadlise Combinatéria no Ensino Médio”. O autor
teve como objetivos investigar, por meio de entrevistas semiestruturadas, os saberes do
professor do Ensino Médio, em relacdo ao ensino e a aprendizagem de Analise Combinatoria,
como também detectar, se possivel, na fala dos professores participantes fatores que podem
influenciar as diversas abordagens desse tema pelo professor nas aulas de Matematica. Assim,
foram entrevistados seis professores que lecionavam ou haviam lecionado Combinatoria
recentemente em escolas publicas e/ou privadas, sendo dois desses entrevistados licenciandos

no 3° periodo do curso de Licenciatura em Matematica. O objetivo de incluir estes dois

17 psychology of Mathematics Education (2004, 2005 e 2006); International Conference on Teaching Statistics
(2006); Conferencia Interamericana de Educacién Matemética (2003 e 2007); Reunido de Didatica da
Matemética do CONESUL (2006); Seminério Internacional de Pesquisa em Educacdo Matematica (2003 e
2006); Simposio Internacional de Pesquisa em Educacdo Matemética (2006 e 2008); Encontro Nacional de
Educacdo Matemética - ENEM (2001, 2004 e 2007); Reunido Anual da Associa¢do Nacional de P6s-graduacéo e
Pesquisa em Educacdo - ANPED (2000 a 2007); Encontro Nacional de Didatica e Prética de Ensino - ENDIPE
(2006); Encontro de Pesquisa Educacional do Norte e Nordeste - EPENN (2003, 2005 e 2007); Encontro
Paranaense de Educacdo Matematica - EPREM (2007); Encontro Pernambucano de Educacdo Matematica -
EPEM (2006).

'8 Encontro Nacional de Educacio Matematica - ENEM (2010 e 2013); Seminario Internacional de Pesquisa em
Educacdo Matemaética - SIPEM (2009 e 2012); Conferéncia Interamericana de Educacdo Matemética - CIAEM
(2011); Simposio Internacional de Pesquisa em Educagdo Matematica - SIPEMAT (2012).
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licenciandos foi para observar como o ambiente académico poderia, ou néo, influenciar o
desenvolvimento dos saberes e a pratica docente do futuro professor.

O autor concluiu em seu estudo que alguns dos professores entrevistados reproduzem,
de certo modo, a prética docente e o saber herdado de seus professores, com relacdo ao ensino
de Combinatéria, valorizando assim a memorizacdo e a aplicacdo de férmulas. Essa
informagdo é preocupante, uma vez que o professor ndo demonstra habilidades e
conhecimentos que sdo necessarios para um melhor desenvolvimento de sua atividade
docente. E imprescindivel que o professor tenha conhecimento do contedido que esta sendo
ensinado, no caso conteudos de Combinatéria, conhecimento de ideias que conectem o0s
conhecimentos matematicos e também se esta forma de ensinar terd uma boa aceitacdo pelos
alunos e um bom desempenho destes. Outro aspecto relevante, do estudo, diz respeito a
participacdo de professores em cursos de formacdo continuada. De acordo com Sabo (2010),
esta participacdo tem-se mostrado provocadora de mudanga em suas praticas.

Sobre o uso das férmulas, Sabo (2010) observou uma situacdo divergente, quando
alguns professores afirmaram valorizar o uso do principio multiplicativo ao invés das
formulas e outros utilizaram apenas as formulas no ensino de Combinatoria, mas estes
professores ndo souberam justificar a escolha e validade destas estratégias. O autor entende
que seja mais relevante para o professor usar as formulas de Combinatoria como sendo uma
consequéncia do principio multiplicativo e que as mesmas surjam como resultado de um
processo de construcdo do raciocinio combinatério e ndo que as formulas sejam o inicio da
construcdo deste conhecimento. Isso demonstraria um conhecimento especializado da
Combinatoria e do conhecimento horizontal da Combinatdria no que se refere a formalizacéo
dos conceitos, a partir do uso do principio multiplicativo na resolucdo de situacOes
combinatorias.

Outro trabalho que investigou o conhecimento do professor foi o estudo realizado por
Rocha (2011), em sua pesquisa intitulada "Formacdo docente e o ensino de problemas
combinatérios: diversos olhares, diferentes conhecimentos”. A autora partiu do
questionamento sobre que conhecimentos de Combinatéria e seu ensino tém os professores
gue ensinam Matematica no Ensino Fundamental e Médio. Assim, seu objetivo geral foi
analisar estes conhecimentos. A partir deste objetivo geral, ela tracou objetivos especificos,
como analisar os conhecimentos que os professores tém sobre as caracteristicas dos
problemas combinatdrios; verificar como analisam as dificuldades enfrentadas por alunos;

identificar como estes professores compreendem o desenvolvimento do raciocinio
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combinatério por parte dos alunos e analisar as estratégias sugeridas por professores com
diferentes niveis de formacao.

A autora, por meio de entrevista semiestruturada, sondou o conhecimento de seis
professores (dois dos anos iniciais e dois dos anos finais do Ensino Fundamental e, ainda, dois
do Ensino Médio). As questdes eram referentes aos tipos de problemas combinatdrios, as
estratégias utilizadas por alunos e os métodos de ensino usados na superacao de dificuldades
durante as aulas.

Rocha (2011) enfatizou que os professores com formagdo em Matematica e com
experiéncia em diferentes niveis de ensino recomendaram o uso do principio multiplicativo
como estratégia eficaz na resolugcdo de problemas de Combinatéria. A pesquisa trouxe, ainda,
como resultado a prioridade dos professores em usar algumas estratégias de ensino, como 0
uso de tabelas e arvores de possibilidades por professores do Ensino Fundamental, enquanto
que os professores do Ensino Médio preferiram a apresentacdo de problemas combinatorios
com o uso do principio multiplicativo. Assim, tanto professores dos anos finais do Ensino
Fundamental quanto professores do Ensino Medio valorizam, segundo a autora, aspectos mais
formais em relacdo aos problemas combinatdrios. Rocha (2011) acredita que isso se da pelo
fato deles terem vivenciado esse tipo de situacdo em suas formacdes ou em livros didaticos
utilizados, o que os levam a propor atividades menos variadas para a compreensdo de
problemas combinatdrios.

Este aspecto, ressaltado por Rocha (2011), remonta ao tipo de conhecimento
especializado da Combinatoria e ao conhecimento da Combinatoria e ensino. Estes dois tipos
de conhecimentos contemplam questdes basicas para o ensino de Combinatéria e também as
estratégias que levem o estudante a compreender melhor o contetdo tratado.

Algumas conclusfes de Rocha (2011), ainda, dizem respeito as dificuldades que a
maioria dos professores participantes demonstraram em relagdo a diferenciacdo entre
problemas de arranjo e combinacdo, tanto na leitura do problema, quanto na correcdo das
estratégias utilizadas pelos alunos. A autora acredita que estas diferencas de conhecimento
estdo ligadas aos conhecimentos adquiridos pelos professores durante sua pratica e ao tempo
de experiéncia em sala de aula. E importante que se faca um trabalho voltado para a formagéo
inicial e/ou continuada para que este tipo de dificuldade seja suprida, pois, nestes aspectos, é
preciso que o professor tenha conhecimento especializado da Combinatoria e conhecimento
horizontal da Combinatoria.

Percebe-se, aqui, a importancia que os participantes destes dois estudos ddo ao uso do

PFC ou principio multiplicativo para a aprendizagem de Combinatéria. Assim, é preciso,
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ainda, investigar melhor o conhecimento que os professores tém sobre a importancia do uso
do PFC no ensino Combinatéria e a relacdo que estes professores fazem entre o PFC e as

formulas da Analise Combinatoria.

3.3 Estratégias de resolucéo utilizadas por professores em situacdes combinatorias

Nesta secdo sdo apresentados estudos sobre as estratégias que professores utilizam
para a resolucdo de problemas combinatérios. No primeiro estudo, o objetivo era saber qual
estratégia o professor apresentaria na resolucao dos problemas combinatérios propostos. Ja no
segundo estudo, com questdes de multipla escolha e as alternativas corretas representadas
pelo uso do PFC, o objetivo era investigar se os professores reconheceriam o PFC implicito
nas alternativas. No terceiro, e ultimo estudo desta secdo, o objetivo foi investigar o
desempenho e as estratégias de professores da Educacdo Basica ao resolverem situagdes
combinatorias.

O estudo de Rocha e Ferraz (2011), intitulado "Conhecimentos de professores de
Pedagogia e Matematica sobre problemas combinatérios”, investigou as estratégias na
resolucédo de problemas combinatorios por professores com diferentes formac6es. As autoras
aplicaram um teste com oito problemas (dois de cada significado - produto cartesiano,
arranjo, permutacéo e combinacgdo) a 29 professores (13 com formacdo em Pedagogia e 16
com formacdo em Matematica) com objetivos de identificar o desempenho de professores
com diferentes formag6es na resolucdo de problemas combinatérios; verificar o desempenho
desses professores nos diferentes tipos de problemas combinatorios; analisar as estratégias de
resolucdo que sdo privilegiadas na resolucdo desses problemas; e comparar 0s desempenhos e
as estratégias desses professores.

As autoras observaram que 69% dos professores de Pedagogia ficaram abaixo da
média de acertos totais do teste, enquanto que entre os professores de Matematica 18,75%
ficaram abaixo da média. As autoras observaram, ainda, que as estratégias mais usadas pelos
professores de Pedagogia foram listagem, desenho e arvore de possibilidades, enquanto que
os professores de Matematica utilizaram o PFC, seguido do uso de formulas. Percebeu-se,
assim, uma diferenca de estratégias utilizadas por professores de diferentes formacdes e
também a preferéncia do uso do PFC sobre o uso de formulas nos diversos problemas.

No estudo de Rocha (2013) sobre o "Principio fundamental da contagem e a

compreensdo de problemas combinatdrios: olhares de professores do Ensino Médio" foi
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elaborado um teste com oito problemas combinatérios (dois de cada significado) e com o
nimero de etapas controlado, a partir do qual a autora queria observar se a mudanga no
nimero de etapas influenciaria no desempenho dos sujeitos. O teste era fechado no qual os
professores precisavam marcar a alternativa que julgavam correta e justificar a escolha das
suas respostas. Participaram da pesquisa 11 professores com formacao inicial em Matematica
e que estavam lecionando hd no minimo seis anos em escolas pablicas de Pernambuco.

Rocha (2013) observou que o numero de etapas ndo foi uma dificuldade na
compreensdo dos problemas e também ndo foi considerado dificil pelos participantes da
pesquisa. A autora observou, ainda, que a maioria das justificativas se referia ao uso do PFC
como estratégia para a resolucdo dos problemas, uma vez que o mesmo se faz presente em
todos os tipos de problemas combinatérios.

Um outro estudo que tinha como objetivo geral investigar o desempenho e as
estratégias apresentadas por professores da Educacdo Basica ao lidar com problemas
combinatdrios, foi o de Moreira (2014) que tinha como tema "Os conhecimentos acerca dos
conceitos de Analise Combinatoria de professores que ensinam Matematica: um estudo
diagnostico”. Os objetivos especificos do autor foram investigar se o0s professores
apresentavam dificuldade ao resolver problemas de Combinatéria quando estes envolviam os
conceitos dos diferentes tipos de problemas, arranjo, permutacdo, combinagcdo e produto
cartesiano, com algumas condicoes e; identificar as estratégias utilizadas pelos professores
por tipo de problema apresentado. Com isso, Moreira (2014, p. 138) pretendia responder a
seguinte questdo: "qual o desempenho e as estratégias que professores que ensinam
Matematica apresentam ao resolverem problemas que envolvem o conteddo Analise
Combinatoria?".

Para tentar resolver estas questdes, Moreira (2014) aplicou um teste diagnostico
contendo oito questdes, duas de cada tipo de problema combinatério e todos os problemas
apresentavam condicdes de escolha e proximidade. Este teste foi aplicado a 18 participantes,
sendo 17 com formacdo em Licenciatura em Matematica e um com formacdo em Ciéncia
Naval. Destes participantes com formacdo em Licenciatura em Matematica, todos eram
professores da Rede Publica de Ensino, apenas o professor com formacédo em Ciéncia Naval
ndo tinha experiéncia com ensino. Todos os professores se encontravam iniciando um
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT).

As analises foram feitas a partir do acerto total em cada questdo do teste. Com isso,
Moreira (2014) identificou que os professores tiveram um desempenho bem abaixo do que ele

esperava por se tratarem de professores atuantes em turmas do Ensino Médio. Assim, dos 18
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professores participantes, 17 deles tiveram um desempenho abaixo de 50% do total de acertos
no teste aplicado. Apenas o professor com formagdo em Ciéncias Navais obteve 76,9% de
acerto total no teste aplicado.

Moreira (2014) identificou que as estratégias mais utilizadas pelos professores foram
o0 Principio Fundamental da Contagem - PFC, principalmente nos problemas de arranjo, com
46,1% de utilizacdo no teste e as férmulas que normalmente sdo apresentadas em livros
didaticos para resolverem problemas de produto cartesiano, arranjo, permutacdo e
combinagcdo, com 19,9% de utilizacdo pelos participantes ao resolverem as situagoes
combinatérias propostas. Como ndo era objeto de estudo do autor, estas estratégias podem ter
levado os participantes a acertarem, ou ndo, as questdes proposta no teste. Moreira (2014)
observou, ainda, que os participantes que utilizaram o PFC como estratégia, acertaram apenas
10,2% dos problemas que tentaram resolver e erraram as demais questdes utilizando o PFC. O
baixo desempenho também ocorreu quando os participantes resolveram usar as formulas para
resolver tais questdes. Apesar de reconhecer que 0s problemas propostos ndo poderiam ser
resolvidos por outras estratégias que nao estas, o autor afirma que os participantes teriam tido
mais sucesso se tivessem empregado outras estratégias de resolucdo para os problemas
propostos.

Discordamos da afirmacdo acima, dada por Moreira (2014), uma vez que em boa parte
dos problemas, o total de possibilidades era muito grande para se encontrar utilizando, apenas,

estratégias como a listagem ou arvore de possibilidades.

Outra afirmacdo de Moreira, é que,

O PFC foi a estratégia que mais levou os professores ao acerto, mas também foi
responsavel pela maioria dos erros, e com os dados aqui mostrados percebemos que
este fato esta associado ao tipo de agrupamento, pois 0S agrupamentos que 0s
professores obtiveram o pior desempenho foram resolvidos em sua maioria pelo
PFC. Somando-se a essa estratégia (E2), as formulas também foram bastante
utilizadas na resolugdo das combinacbes e permutacdes, podendo, além de outros
fatores ja levantados por noés, terem sido fundamentais para que grande parte dos
professores ndo acertassem as quest@es desses tipos de agrupamentos combinatorios.
(MOREIRA, 2014, p. 132).

Novamente discordamos do autor, acreditamos que o que pode ter ocorrido no baixo
desempenho dos professores ao utilizarem o PFC como estratégia seja devido aos mesmos
errarem o produto final, pois como visto nos exemplos apresentados por Moreira (2014) os

professores reconhecem o PFC como estratégia para resolver os problemas combinatérios.

Quanto ao erro utilizando as férmulas como estratégias, conforme Borba e Braz (2012), o uso
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de formulas nem sempre é (til na resolugdo de problemas que apresentem condigdes, quer
sejam eles de ordenacéo, escolha, posicionamento e/ou de proximidade de elementos.

As estratégias apresentadas nestes estudos evidenciam o conhecimento especializado
da Combinatéria no qual a aplicacdo de diferentes estratégias, pode estar ligada ao
conhecimento que o professor tem dos diferentes tipos de problemas trabalhados no estudo da
Combinatoria.

Alguns dos estudos aqui relatados, Borba, Rocha, Martins Lima (2009); Rocha
(2011); Rocha e Ferraz (2011) e Rocha (2013), foram realizados pelo Grupo de Estudos em
Raciocinio Combinatério do Centro de Educacdo da UFPE - Geragdo'®, coordenado pela
professora Rute Borba. O grupo desenvolve pesquisas com criangas, adolescentes, jovens e
adultos de diferentes modalidades de ensino e também com professores da Educacéo Basica.
Os estudos produzidos pelos integrantes do Geragdo vao desde a producédo de materiais para
formacdo de professores a atividades para serem desenvolvidas com alunos. Ja foram
realizados pelo grupo estudos de sondagem e intervencdo com alunos e professores da
Educacdo Basica e nossa pesquisa busca contribuir com a investigacdo sobre o conhecimento
especifico do PFC.

Diante dos estudos anteriormente realizados, propbe-se um estudo voltado ao
conhecimento especifico sobre o0 uso do Principio Fundamental da Contagem (PFC) por parte
de professores, que atuam em diferentes niveis de escolarizacdo, no desenvolvimento do

raciocinio combinatdrio dos alunos e na construcdo das formulas gerais da Combinatoria.

19 Mais informag6es podem ser obtidas por meio do diretério de pesquisas do CNPQ e no blog do Geracéo na
pagina http://geracaoufpe.blogspot.com.br/
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Esta dissertacdo é composta de dois estudos que juntos buscam responder,

primordialmente, as seguintes questdes:

» Que conhecimentos os professores de Matematica tém, sobre como o Principio
Fundamental da Contagem (PFC) pode ser utilizado na resolucdo dos diferentes tipos

de problemas combinatérios?

» Os professores relacionam o PFC com os procedimentos formais da Combinatéria e a
partir dele constroem as formulas usadas nos diferentes tipos problemas?

O primeiro estudo teve como objetivo investigar se professores de Matematica dos
Ensinos Fundamental e Médio e também alunos do Ensino Médio reconhecem o Principio
Fundamental da Contagem (PFC) ou principio multiplicativo em solugdes de situacdes
combinatorias.

No segundo estudo o objetivo foi investigar os conhecimentos que professores de
Matematica mobilizam sobre como o PFC pode ser usado em problemas envolvendo o
raciocinio combinatorio.

Neste capitulo, é feita, entdo, uma descricdo detalhada da metodologia empregada

nestes dois estudos.

4.1 Estudo 1: Reconhecimento por estudantes e professores do Principio Fundamental

da Contagem em situacdes combinatdrias

Com os objetivos de investigar se estudantes e professores reconhecem o Principio
Fundamental da Contagem (PFC) como estratégia de resolucdo de problemas combinatérios;
e verificar se ha diferenca no uso de estratégias ao resolver problemas com quatro e cinco
etapas de escolha. Foi feita uma analise com auxilio do software Statistical Package for the
Social Sciences (SPSS) com dados de pesquisas produzidas na disciplina Tdpicos em
Combinatéria do Programa de Mestrado em Educacdo Matematica e Tecnoldgica -
EDUMATEC no semestre 2012.2. Cada aluno ou dupla de alunos da disciplina utilizou o
mesmo instrumento, mas com grupo de participantes diferenciados: professores ou alunos de

um nivel especifico de ensino.
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4.1.1 Participantes do Estudo 1

Os dados foram cedidos pelas autoras Silva, Pontes e Teixeira (2013); Cunha, Lima e
Rocha (2013) e Rocha (2013). Assim, o banco de dados do primeiro estudo da presente
dissertacdo foi formado por 37 estudantes do 3° ano do Ensino Médio; 13 professores de
Matematica dos anos finais do Ensino Fundamental e 11 professores de Matematica do
Ensino Médio, respectivamente.

O que distingue o presente estudo dos realizados na referida disciplina é o foco que
aqui se da ao conhecimento especializado do Principio Fundamental da Contagem (PFC),
que é o reconhecimento e uso que variados participantes fazem do PFC ao resolverem
problemas combinatdrios. Cada estudo na disciplina buscou analisar o desempenho de um
grupo especifico de participantes e aqui os dados foram colocados em um unico banco de
dados e analisados e comparados os conhecimentos de professores do Ensino Médio,
professores dos anos finais do Ensino Fundamental e alunos do Ensino Médio. Nos estudos da
disciplina o foco estava na comparacdo de desempenhos com quatro ou cinco etapas de
escolha, bem como na verificacdo das justificativas apresentadas, mas de apenas um grupo
especifico. Desse modo, os focos do presente estudo sdo os conhecimentos do professor e a
comparacgdo de desempenhos de professores de diferentes niveis de ensino e o desempenho de
alunos, enquanto que, nos demais estudos, o foco estava no desempenho de um grupo

especifico.

4.1.2 Instrumento para coleta de dados do Estudo 1

O teste aplicado aos participantes, das pesquisas citadas na secdo 4.1.1, foi elaborado
na disciplina Topicos em Educacdo Matematica - Combinatoria (2012.2), sob a orientacdo das
professoras Rute Borba e Cristiane Pessoa. O teste € composto por oito problemas, sendo dois
envolvendo cada um dos tipos de problemas combinatérios: produto cartesiano, arranjo,
permutacdo e combinacdo. O que diferenciavam os dois problemas de cada tipo era a
quantidade de etapas de escolha, assim tem-se um problema com quatro e outro com cinco

etapas de escolha, como apresentado no Quadro 3.



Quadro 3 - Teste para coleta de dados do Estudo 1.

59

Tipo | Problemas com 4 etapas de escolha Problemas com 5 etapas de escolha
No restaurante “Sabor Divino” Marina quer comprar | Na Lanchonete “Que Delicia” José quer comprar um
seu almogo. Ela pode escolher entre 3 tipos diferentes | sanduiche. Ele pode escolher entre 4 tipos diferentes
de salada, 2 tipos diferentes de arroz, 4 tipos | de pdo, 3 tipos diferentes de carne, 5 tipos diferentes
diferentes de carne e 3 tipos diferentes de feijdo. | de queijo, 2 tipos diferentes de molho e 3 tipos
° Sabendo que ela precisa escolher um tipo de cada | diferentes de salada. Sabendo que ele precisa escolher
5 opcdo: salada, arroz, carne e feijdo, qual alternativa | um tipo de cada opcdo: pdo, carne, queijo, molho e
‘B abaixo indica a operacdo necessaria para obter o total | salada, qual alternativa abaixo indica a operacdo
% de possibilidades? necessaria para obter o total de possibilidades?
o
8 a)3+2+4+3 b)3X2X4 a)s X4X3X2X1 b) 74X3XSX2X3
=} 5X4X3X2X1
-8 4x3X2x1 d 3X2X4X3
= €)4x3x2x ) i xaxt C)4x3x5x2x3 d)4+3+5+2+3
e)3x2x4x3 f) NDRA e)4x3x5x2 f) NDRA
Justifique: Justifique:
Em uma final de natacdo estilo livre, 7 nadadores | Em uma corrida de carros, 7 participantes estdo
estdo disputando os 4 primeiros lugares. Sabendo que | disputando os 5 primeiros lugares do podio. Sabendo
os nadadores concorrem ao primeiro, segundo, | que os participantes concorrem ao primeiro, segundo,
terceiro e quarto lugares, qual alternativa abaixo | terceiro, quarto e quinto lugares, qual alternativa
indica a operagdo necessaria para obter o total de | abaixo indica a operacdo necessaria para obter o total
% possibilidades? de possibilidades?
§ a)7x4 b)4x3x2x1 a)7+5 b) 7x6x5x4x3
<
C)7+4 d)7x6x5x4 )M d)7x5
5X4x3x2x1
7 X6X 5 X 4
)ixaxzx: VNDRA e)5x4x3x2x1 f) NDRA
Justifique: Justifique:
Na Olimpiada Brasileira de Matematica, o grupo | Na sele¢do Brasileira de Basquete, o técnico
vencedor era composto por 8 alunos. Sabendo que | convocou 12 atletas. Sabendo que poderdo ser
poderdo ser formados diferentes grupos com 4 desses | formados diferentes grupos com 5 desses jogadores
alunos para representar o Brasil na Olimpiada | que irdo compor a equipe titular, qual alternativa
ge] Mundial, qual alternativa abaixo indica a operagdo | abaixo indica a operacdo necessaria para obter o total
& necessaria para obter o total de possibilidades? de possibilidades?
c
5 ) £X7X6xX5 b) 8 x 4 a)12x5 b)12+5
CE) 4XxX3x2x%x1 2 0x9% 8
12 X 11X 10 X9X
o c)8+4 d)4x3x2x1 )—5><4><3><2><1 d)12x11x10x9X 8
€)8Xx7x6x5 f) NDRA e)5x4x3x2x1 f) NDRA
Justifique: Justifique:
A revista Fi-Fi-Fi deseja fotografar 4 artistas sentados | Na prateleira do meu quarto, desejo colocar fotos dos
em um sof, com espaco para todos. Sabendo que | meus 5 artistas favoritos. Sabendo que posso
todos os artistas podem mudar de lugar no sofa de | organizar as fotos de diferentes maneiras, uma ao
modo que seja possivel tirar diferentes fotos, qual | lado da outra, qual alternativa abaixo indica a
2 alternativa abaixo indica a operacdo necesséria para | operacdo necessdria para obter o total de
3 obter o total de possibilidades? possibilidades?
g |a4xa b)4x3x2x1 a)5x5 py SxAx3x2x1
o 5X5
L 4Xx3%X2%1
- ) s da+3+2+1 C)5+4+3+2+1 d)5+5
e)4+4 f) NDRA e)5x4x3x2x1 f) NDRA
Justifique: Justifique:

Fonte: Professores e estudantes da disciplina Topicos em Educacdo Matematica - Combinatéria do
Programa de Mestrado em Educacdo Matematica e Tecnoldgica - EDUMATEC / UFPE no semestre

2012.2.
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As etapas de escolha, consideradas na construcdo deste instrumento de coleta de
dados, referem-se ao nimero de escolhas que sera necessario fazer até se chegar ao total de
possibilidades de cada situacdo combinatéria.

Em produtos cartesianos pode-se, por exemplo, escolher um dentre quatro tipos de
suco e um dentre cinco tipos de sanduiche e as etapas de escolha sdo duas: o tipo de
suco e o tipo de sanduiche. Nesse mesmo tipo de problema, podem-se ter trés etapas
de escolha: o tipo de suco, o tipo de sanduiche e o tipo de sobremesa. Ja& em uma
permutacdo que, por exemplo, se deseja permutar trés pessoas em uma fila, as
etapas de escolha sdo trés: a primeira pessoa da fila, a segunda e a terceira. Ja uma
permutacdo com quatro elementos poderia ser o de anagramas com as letras da
palavra AMOR, na qual quatro escolhas seriam efetuadas: cada uma das quatro

letras. (VEGA e BORBA, 2014, p. 32).

Resultados do estudo de Vega (2014) mostram haver diferengas quando alunos
resolvem problemas com diferentes etapas de escolha, como no caso entre problemas de
produto cartesiano e permutacao. Estudos anteriores mostravam que a permutacao era o tipo
de problema mais dificil de resolver, mas ao controlar as etapas de escolha entre os
problemas, Vega (2014) observou que problemas de permutacdo com trés etapas de escolha
sdo mais faceis de resolver do que os que envolvem o conceito de produto cartesiano com o
mesmo numero de etapas de escolha. Este estudo evidenciou, assim, uma importante variavel
a ser considerada na elaboracéo e resolucdo de problemas combinatorios: o numero de etapas
de escolha.

As alternativas do teste foram construidas de modo a se pensar como 0s participantes
podem entender, ou ndo, a aplicacdo do PFC em cada tipo de problema combinatério. Assim,
algumas alternativas envolviam a adicdo de valores citados no problema, para verificar se 0s
participantes percebiam, ou ndo, a natureza multiplicativa das situacdes. Outras alternativas,
entretanto, apresentavam multiplicacdes que ndo resolviam a situacdo e apenas uma

alternativa indicava a correta multiplicacdo, ou seja, o correto uso do PFC.

4.2 Estudo 2: Conhecimento de professores sobre o uso do Principio Fundamental da

Contagem na resolucédo de situacdes combinatorias

O segundo estudo teve como objetivo investigar o conhecimento dos professores
sobre como o Principio Fundamental da Contagem (PFC) pode ser utilizado na resolucdo de
problemas de produto cartesiano, arranjo, permutagéo e combinac¢do. Também foi objetivo

analisar de que modo o professor utiliza 0 PFC como estratégia para a resolucdo de problemas
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combinatérios e se utiliza, ou ndo, o PFC na construgcdo das formulas dos problemas de
Combinatéria. Os dados coletados foram categorizados e analisados com o auxilio do
software de apoio a analise qualitativa, o web Qualitative Data analysis - webQDA.

4.2.1 Participantes do Estudo 2

Para o desenvolvimento deste estudo foi feito um estudo com trés professores com
formacéo em Licenciatura em Matem@tica que estavam atuando em turmas dos anos finais do
Ensino Fundamental (6° ao 9° ano) e/ou turmas do Ensino Médio. O numero reduzido de
participantes neste estudo foi intencional com o objetivo de fazer uma analise mais
aprofundada com base na tipologia proposta por Ball, Thames e Phelps (2008).

No Quadro 4, hd uma breve caracterizacdo dos professores que participaram do

segundo estudo.

Quadro 4 - Codificacdo dos participantes do Estudo 2.

Caddigo Atuacdo profissional
P1 Ensino Fundamental/Ensino Médio
P2 Ensino Médio
P3 Ensino Fundamental/Ensino Médio

Fonte: A autora.

Dois critérios foram determinantes para a escolha destes professores. O primeiro
critério era que estes professores estivessem lecionando Matematica em turmas do Ensino
Fundamental e/ou Médio nos altimos cinco anos. O outro critério era que estes participantes
tivessem no minimo cinco anos de experiéncia. Estas foram as condicdes de selecdo, por
acreditar-se que 0s participantes estariam em atuacdo na época do estudo e ja teriam uma base
formada na préatica de ensino. O critério estd de acordo com as recomendacbes de Tardif
(2007, p. 57), quando o mesmo afirma que "Em toda ocupacéo, o tempo surge como um fator
importante para compreender os saberes dos trabalhadores, uma vez que trabalhar remete a
aprender a trabalhar, ou seja, a dominar progressivamente os saberes necessarios a realizacdo
do trabalho". Ainda de acordo com o autor, é com a experiéncia que os professores aprendem

a compreender melhor seus alunos, as necessidades de cada um.
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Optou-se por dividir a entrevista em trés fases com objetivos distintos. As respectivas

fases estdo descritas a seguir.

4.2.2 Instrumento para coleta de dados do Estudo 2

Para coleta dos dados desta pesquisa, optou-se pela entrevista semi-estruturada, que
segundo Rocha (2011, p. 80) “este procedimento pode possibilitar a realizagéo de inferéncias
quanto aos conhecimentos dos sujeitos pesquisados, caracterizando-o0s".

O instrumento para coleta dos dados do Estudo 2 foi construido de acordo com a
tipologia de conhecimentos proposta por Ball, Thames e Phelps (2008), que trata do
Conhecimento Comum do Conteudo, Conhecimento Horizontal do Contetdo, Conhecimento
Especializado do Conteudo, Conhecimento do Conteudo e Alunos, Conhecimento do
Conteudo e Ensino e Conhecimento do Conteudo e Curriculo. As caracteristicas de cada um
destes conhecimentos foram descritas no terceiro capitulo desta dissertacéo.

Com base nos estudos feitos dessa tipologia proposta por Ball, Thames e Phelps
(2008), criamos seis categorias de conhecimentos voltadas para a investigacdo dos
conhecimentos mobilizados pelo professor quando o mesmo precisa avaliar resolugdes de
situacbes combinatorias que envolvam o uso principio fundamental da contagem- PFC. S&o
elas: Conhecimento Comum do PFC, Conhecimento Horizontal do PFC, Conhecimento
Especializado do PFC, Conhecimento do PFC e Alunos, Conhecimento do PFC e Ensino e
Conhecimento do PFC e Curriculo. As definicbes de cada uma dessas categorias se
encontram no quinto capitulo desta dissertacao.

A entrevista foi dividida em trés fases distintas. A primeira fase da entrevista tinha
como objetivo identificar a formacdo inicial e continuada, e também a experiéncia
profissional, dos professores. Os questionamentos feitos, para o levantamento destas
informac0es estdo apresentados no Quadro 5Erro! Fonte de referéncia ndo encontrada..

Quadro 5 - Primeira fase da entrevista do Estudo 2.
Vocé fez algum curso de pds-graduagdo? Se sim, qual?

Ha quanto tempo leciona?

Leciona em quais redes de ensino?

H& quanto tempo leciona no atual nivel de ensino?

Vocé estudou Combinatdria em seu curso de graduacao? Se sim, este estudo lhe auxilia no seu
ensino em sala de aula?

Fonte: A autora.
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Na segunda e terceira fases pretendeu-se investigar o conhecimento que os professores
mobilizam sobre o Principio Fundamental da Contagem (PFC) como estratégia para
resolucdo de problemas e também seus conhecimentos sobre os tipos de problemas
combinatérios ao avaliarem situacdes combinatérias resolvidas por alunos da Educagdo
Basica. Nessas fases da coleta de dados, os professores ndo foram informados sobre o nivel de
escolaridade desses alunos nem sobre a nomenclatura dos problemas apresentados.

Para a segunda fase da entrevista foram apresentados quatro protocolos?® com
justificativas de alunos em resposta a problemas combinatérios com foco no PFC. Estes
protocolos apresentavam respostas incorretas, indicadas pelos alunos. Assim, tinhamos como
hipétese que, seria possivel identificar, de maneira indireta, se os professores sabem
diferenciar os tipos de problemas combinatérios e, também, seus conhecimentos sobre o PFC,
pois, se avaliassem como corretas as respostas incorretas, se observaria incorre¢fes no
conhecimento dos professores.

Segundo  Stylianidese e Ball (2004), uma forma vélida de avaliacdo de
conhecimentos docentes, que ndo seja a observacdo de uma aula pratica, é a analise por parte
de professores de situacdes hipotéticas de sala de aula. Dessa forma, protocolos reais de
alunos foram analisados pelos participantes do estudo, como formas de resolucéo de situacdes
combinatdrias, possiveis de serem observadas em sala de aula.

Os protocolos usados nesta fase do estudo piloto sdo apresentados nas Figuras 2, 3, 4 e

Figura 2 - Exemplo de justificativa incorreta quanto ao uso do PFC na resolu¢do de um problema de
produto cartesiano.

1. No restaurante “Sabor Divino” Marina quer comprar seu aimogo. Ela pode escolher entre 3 tipos diferentes de
salada, 2 tipos diferentes de arroz, 4 tipos diferentes de carne e 3 tipos diferentes de fefjao Sabendo que ela
precisa escolher um tipo de cada opgdo: salada, arroz, came e feijéo, qual a\ternattva abaixo indica a
operagéo necesséria para obter o total de possibilidades?

A3+2+4+3 B)3x2x4 ) 4x3x2x1

il €)3x2x4x3 ) Nenhuma das respostas anteriores
4%X3x2X1

Justifique: hc((lu,\ J&O‘rm Q0 Jfé((x ) ’{’17@” Ch wu(
\mm(\c\) ’L&w QL DEmn0. € 0 WiEd \Q,hw‘ﬂbui

L&’\ W 6{@(@

Fonte: Silva, Pontes e Teixeira (2013).

2 protocolos retirados de Silva, Pontes e Teixeira (2012) e Azevedo, Assis, Borba e Pessoa (2013), pesquisas
apresentadas, no semestre 2012.2, na disciplina Tépicos em Educacdo Matemética - Combinatdria (do
Programa de Pos-Graduacdo em Educacdo Matemética e Tecnoldgica - EDUMATEC, UFPE), coordenada
pelas professoras Dra. Rute Elizabete de Souza Rosa Borba e Dra. Cristiane Azevédo dos Santos Pessoa e
posteriormente publicadas no X1 Encontro Nacional de Educagdo Matematica.
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Figura 3 - Exemplo de justificativa incorreta quanto ao uso do PFC na resolu¢do de um problema de
arranjo.

4. Em umc comida de cares, 7 poricipantes estdo disputondo os $ primeiros lugares co podio,
Sabendo que o parliciponlées concorem ao prmero, sequndeo, lerceiro, quarlo e quinto
lugores. qual altematva aboxo indica a operagdo necessdia pora abter o folal de
possitibdades?

ay7+ 5

b)7xéx5x4x3

< s XIAIX
x5

e]Sx4x3x2x1

1) Nerbrma das respasias antenorées
oSt A0S QuUES E S PTG OgR=y o ‘>
eSO Ol IS VoTS (a9, Mol Y R B P VN )

Fonte: Azevedo, Assis, Borba e Pessoa (2013).

Justilique:

Figura 4 - Exemplo de justificativa incorreta quanto ao uso do PFC na resolugdo de um problema de
permutacao.

8. Na prateleira do meu quarto, desejo colocar fotos dos meus 5 arfistas favoritos. Sabendo que
posso organizar as fotos de diferentes maneiras, uma ao lado da outra, qual alternativa
abaixo indica a operacdo necessdria para obter o total de possibilidades?

SF5x5

5X4X3X2X1
5X5
c)5+4+3+2+1
dj5+5
e)5x4x3x2x1
f) Nenhuma das resposios anteriores

Justifique: WUI}&W an ’}9@7 /Pdw f’)”CC/‘
Fonte: Azevedo, Assis, Borba e Pessoa (2013).

Figura 5 - Exemplo de justificativa incorreta quanto ao uso do PFC na resolugdo de um problema de
combinacéao.

5. Na Olimpiada Brasileira de Matemética, o grupo vencedor era composto por 8 alunos. Sabendo que poderéo
ser formados diferentes grupos com 4 desses alunos para representar o Brasil na Olimpiada Mundial, qual
alternativa 2baixo indica a operag&o necesséria para obter o total de possibilidades?

) LXTX6x5 b)8x4 c)8+4
4x3x2xX1
d)4x3x2x1 K)8x7x6x5 f) Nenhuma das respostas anteriores

Justifique: & ’3“& Quip - A lﬂwm ds QagmLL %&m N oM
Cado, Q. mhm floh ma SJ(“mmwdch

Fonte: Silva, Pontes e Teixeira (2013).

Esta fase da entrevista foi dividida em dois momentos. No primeiro deles, 0s
problemas foram apresentados individualmente e eram feitos alguns questionamentos aos

professores. As perguntas eram as que constam no Quadro 6.
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Quadro 6 - Primeiro momento da segunda fase da entrevista do Estudo 2.

Que tipo de problema é este?

Este tipo de problema pode ser trabalhado a partir de que ano?

Fonte: A autora.

Nossa hipdtese nestas duas questdes era de que os professores entrevistados
mobilizassem conhecimentos referentes ao conhecimento do PFC e curriculo e ao
conhecimento especializado do PFC quando apresentassem como respostas termos
normalmente usados para o ensino da Combinatdria.

No segundo momento os problemas eram distribuidos lado a lado e feitos os

questionamentos apresentados no Quadro 7.

Quadro 7 - Segundo momento da segunda fase da entrevista do Estudo 2.

Em qual bloco de conteudos estes problemas estao inseridos?

No que estes problemas se assemelham e no que se diferenciam?

Os estudantes estdo corretos em suas respostas e justificativas?
= Se correto, por qué?
= Seincorreto, qual das alternativas € mais adequada para este tipo de problema?
= Seincorreto, qual a dificuldade vocé acha que o aluno apresentou na compreensao
deste problema?

Como vocé auxiliaria o aluno a compreender este problema?

Fonte: A autora.

Nesta fase da entrevista tinhamos como hipdtese que os entrevistados mobilizariam
conhecimentos referentes ao PFC e seu curriculo, ao conhecimento do PFC e aluno e ao
conhecimento do PFC e ensino, além de aspectos que envolvessem o conhecimento
especializado do PFC nos protocolos apresentados.

Na terceira e Ultima fase desta entrevista o objetivo foi investigar quais tipos de
conhecimentos o0s professores entrevistados mobilizam ao analisar e comparar 0s
procedimentos formais da Combinatoria e sua relacdo com o PFC. Nesta fase foram
apresentados problemas combinatdrios retirados da tese de Pessoa (2009) e do trabalho de
Azevedo, Assis, Borba e Pessoa (2013), sem a indicacdo do tipo de problema, seguidos pela
formula matematica de cada tipo de problema e pela resolu¢do de um aluno utilizando como

estratégia o PFC de maneira correta. Seguem, no Quadro 8, 0s problemas utilizados.
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Quadro 8 - Terceira fase da entrevista do Estudo 2.

Problema 01 - Produto Cartesiano

Para a festa de Sdo Jodo da escola, tem 3 meninos (Pedro, Gabriel e Jodo) e 4 meninas (Maria, Luiza, Clara e
Beatriz) que querem dancar quadrilha. Se todos os meninos dangarem com todas as meninas, quantos pares
diferentes poderdo ser formados?

—~

PC=nxXp

Exemplo de formula matematica. Exemplo de estratégia usando o PFC.
Fonte Pessoa (2009).

Problema 02 — Arranjo
As semifinais da Copa do Mundo serdo disputadas pelas seguintes sele¢es: Brasil, Franca, Alemanha e
Argentina. De quantas maneiras diferentes podemos ter os trés primeiros colocados?

A n! 3) 1 2 T Zil)
"P o (n—p)!

Exemplo de formula matematica. Exemplo de estratégia usando o PFC.

Fonte Pessoa (2009).

Problema 03 — Permutacéo

Na prateleira do meu quarto, desejo colocar fotos dos meus 5 artistas favoritos. Sabendo que posso
organizar as fotos de diferentes maneiras, uma ao lado da outra, qual alternativa abaixo indica a operacéo
necessaria para obter o total de possibilidades?

P=n!

Exemplo de formula matematica. Exemplo de estratégia usando o PFC.
Fonte: Azevedo, Assis, Borba e Pessoa (2013)

Problemas 04 — Combinacéo

Na selecdo brasileira de Basquete, o técnico convocou 12 atletas. Sabendo que poderdo ser
formados diferentes grupos com 5 desses jogadores que irdo compor a equipe titular, qual alternativa abaixo
indica a operagao necessaria para obter o total de possibilidades?

n! / “,; ,, e
C e S ———— < 4 ‘?j 9 !
"P " pl(n—p)! e

Exemplo de formula matematica.
Exemplo de estratégia usando o PFC.
Fonte: Azevedo, Assis, Borba e Pessoa (2013)

Fonte: A autora
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Num primeiro momento dessa fase da entrevista, 0s problemas, com suas respectivas
estratégias, foram apresentados individualmente seguidos do questionamento:

e Existe alguma relacdo entre as solucGes matematicas e as resolugcdes dos alunos? Se
sim, qual?

Com essa questdo procuramos identificar o conhecimento horizontal do contetdo o
qual toma por base o fato do professor ter consciéncia da relacdo entre os contelidos
matematicos e uma previsao de como os contetdos poderdo serdo tratados futuramente com o
avancar dos anos de escolarizacdo. Aqui se esperava que o professor apontasse se existe
relacdo entre a formula Matematica e o0 uso do PFC como estratégia de resolucéo.

No segundo momento dessa fase, os problemas foram agrupados lado a lado e feitos

outros questionamentos ao professor, como indicado no Quadro 9.

Quadro 9 - Segundo momento da terceira fase da entrevista do Estudo 2.

Qual a estratégia utilizada por estes alunos?

Ela se aplica a todos os tipos de problemas combinatorios?

Como esta estratégia se relaciona com as formulas?

Como se poderiam construir junto com os alunos as formulas da Combinatéria?

Fonte: A autora.

Os tipos de conhecimento que objetivamos observar neste momento eram,
respectivamente: conhecimento do conteddo e aluno; conhecimento especializado do
contetido; conhecimento horizontal do conteudo; e conhecimento do conteudo e ensino.

A analise e os resultados desta coleta serdo apresentados no proximo capitulo.

Deseja-se, a partir do proposto, colaborar para o levantamento de conhecimentos
docentes e praticas de ensino, em particular da Combinatéria, e, assim, trazer contribuicdes
para 0 ensino de Matematica na Educacdo Basica. De modo mais especifico, deseja-se trazer
contribuicdes referentes ao papel do Principio Fundamental da Contagem (PFC) como
eficiente estratégia de ensino da Combinatdria, por possibilitar a resolucdo de diferentes tipos

de problemas combinatérios.



CAPITULO5
APRESENTACAO, ANALISE E DISCUSSAO DOS
RESULTADOS
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5.1 O tipo de conhecimento e o Principio Fundamental da Contagem

Apobs estudo da tipologia de conhecimentos proposta por Ball, Thames e Phelps
(2008), foi feita uma adaptacdo de como estes conhecimentos podem ser incorporados ao
Ensino de Combinatdria, mais especificamente ao conhecimento sobre o uso do Principio
Fundamental da Contagem (PFC) de professores de Matematica da Educacdo Bésica para

resolucdo dos diferentes tipos de problemas combinatoérios. S&o eles:

1_Conhecimento comum do Principio Fundamental da Contagem (PFC)
Neste tipo de conhecimento sdo observadas questfes basicas para a aprendizagem da
Combinatéria, como saber aplicar o PFC em situagcbes combinatdrias variadas, sem

necessariamente ter consciéncia das diferencas entre as situagcdes apresentadas.

2_Conhecimento especializado do Principio Fundamental da Contagem (PFC)

Para entender questdes relacionadas a aplicagdo do PFC aos diferentes tipos de
problemas, é necessario ao professor reconhecer termos especificos da Combinatéria, como
distinguir situacBes combinatorias variadas em suas nomenclaturas e caracteristicas. O
conhecimento especializado do PFC permite identificar como o principio se aplica
distintamente a situagdes combinatorias condicionais e ndo condicionais e como o principio é
utilizado diferentemente, de acordo com o tipo de problema de Combinatoria.

Alguns exemplos conhecimento especializado do PFC e de Combinatoria, necessario
para a aplicacdo do principio multiplicativo, que podem ser observados, sdo:

e Reconhecer e diferenciar os tipos de problemas e apontar caracteristicas proprias
sejam elas de ordem de elementos ou de uso, ou ndo, de todos os elementos de um
dado conjunto;

e Apontar semelhancas e diferencas entre problemas apresentados e as resolucdes de
alunos;

e Reconhecer a aplicacdo do PFC nos diferentes tipos de problemas;

e Modificar tarefas usando o PFC, de modo que as mesmas se tornem de facil
compreensdo por parte dos alunos. O mesmo pode ocorrer para transformar questoes
faceis em questbes mais elaboradas;

e A partir do PFC, perceber as propriedades multiplicativas implicitas nos problemas.

e Apresentar exemplos de como o PFC se aplica de modo diferente em situacGes

condicionais e ndo-condicionais de distintos tipos de problemas;
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Reorganizar as informagdes contidas nas situacfes combinatérias apresentadas para

aplicar o PFC em sua resolugao.

3_Conhecimento horizontal do Principio Fundamental da Contagem (PFC)

E como o professor tem consciéncia de como o PFC pode ser generalizado em

situacBes mais simples a situagdes mais complexas e também como é base para a construcao

das férmulas da Analise Combinatéria.

Alguns exemplos que se pode observar neste tipo de conhecimento séo:

Relacionar o PFC e os procedimentos formais de resolucdo de diferentes situacdes
combinatdrias;

Perceber como a multiplicacéo se faz presente na aplicacdo do PFC e das formulas da
Anélise Combinatoria;

Reconhecer o trabalho com a Combinatoria desde os anos iniciais, e a aplicacdo
implicita do PFC neste nivel de escolarizacdo, e que o principio pode ser aplicado a
problemas com nivel gradual de dificuldades;

Apontar a importancia de aprender e usar o0 PFC desde os anos iniciais da Educacéo

Basica.

4 _Conhecimento do Principio Fundamental da Contagem e alunos

Neste tipo de conhecimento, observa-se como o professor mobiliza conhecimentos

referentes ao uso do PFC por estudantes. Exemplos deste tipo de conhecimento séo:

Apontar e descrever as dificuldades apresentadas pelos alunos ao aplicarem o PFC na
resolucdo de diferentes situacbes combinatorias, sejam eles condicionais ou ndo-
condicionais;

Mostrar familiaridade com erros comuns cometidos pelos alunos ao usarem o PFC;
Prever facilidades e/ou dificuldades de seus alunos ao usarem o PFC para resolucéo de
diferentes situacdes combinatdrias;

Antecipar 0 que os alunos poderdo considerar interessante e motivador para
aprendizagem do PFC como estratégia de resolucdo de situacdes combinatdrias;
Entender como o0s alunos estdo usando o PFC na resolucdo de problemas

combinatorios.
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5 _Conhecimento do Principio Fundamental da Contagem e ensino
Este é o tipo de conhecimento no qual o professor propde que os alunos utilizem o
PFC na resolucdo de problemas combinatérios. Exemplos desse tipo de conhecimento s&o:

e Usar métodos e técnicas de ensino para a Combinatoria que contemplem o uso do
PFC;

e Avaliar, junto aos alunos, vantagens e desvantagens do uso do PFC para resolucéo de
problemas combinatérios;

e Apresentar esclarecimentos aos alunos referentes ao uso do PFC e relagdes com outras

estratégias, como a arvore de possibilidades, durante a resolucdo dos problemas.

6_Conhecimento do Principio Fundamental da Contagem e curriculo

S&o observadas neste tipo de conhecimento, questdes relativas a como o PFC vem
sendo abordado nos livros didaticos, nas orientacdes curriculares e outros documentos oficiais
que tratam do ensino da Combinatdria.

Estas categorias, propostas no estudo do uso do PFC, sdo usadas como base para as
analises dos dois estudos realizados que compfe esta dissertacdo, cujos resultados serdo

apresentados e analisados a seguir.

5.2 Estudo 1 - Reconhecimento por estudantes e professores do Principio Fundamental

da Contagem em situacdes combinatdrias

No Estudo 1 objetivava-se investigar se professores de Matematica da Educacédo
Basica e estudantes do Ensino Médio reconhecem o Principio Fundamental da Contagem
(PFC) como estratégia para resolucao dos diferentes tipos de problemas (produto cartesiano,

arranjo, permutacédo e combinacéo), trabalhados no ensino da Combinatoria.

5.2.1 Caracterizacao dos participantes do Estudo 1

Compde este estudo, ao todo, 61 participantes, entre estudantes do Ensino Médio e
professores de Matematica da Educacdo Basica. Os dados foram coletados pelas autoras
Cunha, Lima e Rocha (2013); Rocha (2013) e Silva, Pontes e Teixeira (2013) e cedidos para
este estudo.

Os dados referentes aos 13 professores dos anos finais do Ensino Fundamental foram

cedidos pelas autoras Cunha, Lima e Rocha (2013). Estes participantes sdo formados em
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Matematica e lecionavam em escolas municipais e estaduais dos Municipios de Olinda e
Recife.

Rocha (2013) cedeu os dados de 11 professores que atuavam em turmas do Ensino
Médio, e sdo formados em cursos de Licenciatura em Matematica ou Ciéncias com
habilitacdo em Matematica. A experiéncia docente destes professores era de no minimo seis
anos em escolas publicas das redes estadual e/ou federal de Pernambuco.

J& os dados dos 37 estudantes do Ensino Médio foram cedidos pelas autoras Silva,
Pontes e Teixeira (2013). Estes estudantes, na época da coleta de dados, estavam cursando o
3° ano do Ensino Médio em uma escola publica do Estado de Pernambuco.

Apesar de pesquisas distintas, todos o0s participantes responderam ao mesmo
questionario (ver Quadro 3, p. 59) que continha oito questdes, sendo duas de cada tipo
(produto cartesiano, arranjo, permutacéo e combinacéo). Nestes testes foram manipuladas as
etapas de escolha (quatro ou cinco etapas) e também, os contextos (0s mesmos para quatro e
para cinco etapas: refeicdes, esportes, competicdes, fotos de artistas).

Neste estudo, o foco estd no reconhecimento do Principio Fundamental da Contagem
(PFC), presente nas alternativas corretas de cada questdo, e seu uso nas justificativas
apresentadas pelos participantes, durante a resolucdo das questdes propostas. E também
objetivo observar se as etapas de escolha influenciam na escolha das estratégias e em quais
tipos de problemas o PFC ¢é mais utilizado.

Para efeitos de andlise, os participantes foram organizados em trés grupos distintos: o
Grupo 1 formado por professores dos anos finais do Ensino Fundamental; o Grupo 2 formado
por professores do Ensino Médio; e o Grupo 3 formados por estudantes do Ensino Médio. Os
dados foram tratados e analisados com o auxilio do software Statistical Package for the Social
Sciences (SPSS).

5.2.2 Acertos totais no teste do Estudo 1

Na Tabela 1 pode-se observar a frequéncia de quantos participantes em cada grupo,
consegue acertar todas ou parte das questdes propostas no teste.

Apos o levantamento dos acertos totais do teste por cada grupo, constatou-se que
nenhum participante do Grupo 3, estudantes do Ensino Médio, conseguiu acertar todas as
questbes propostas no teste. O que se observou no Grupo 3, foram acertos parciais que
variaram desde participantes que ndo acertam nenhuma das questdes a participantes que

acertam sete das oito questdes do teste.
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Tabela 1 - Frequéncia de acertos no teste.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 TOTAL
Grupo 1 1 0 1 1 1 2 3 0 4 13
Grupo 2 0 0 0 0 0 0 3 3 5 11
Grupo 3 7 10 6 3 2 4 4 1 0 37

Grupo 1 = Professores dos anos finais do Ensino Fundamental; Grupo 2 = Professores do Ensino
Médio; Grupo 3 = Estudantes do Ensino Médio.
Fonte: A autora.

Vale também a pena ressaltar que entre os grupos de professores (Grupo 1 —
professores dos anos finais do Ensino Fundamental e Grupo 2 — professores do Ensino Médio)
a frequéncia de acertos total também foi baixa, pois nos dois casos menos da metade dos
participantes reconheceu o PFC em todos os tipos de problemas. Dessa forma, o desempenho
foi aquém do esperado, tanto no grupo dos alunos, quanto no dos professores.

Com os percentuais de cada grupo, como observado no Grafico 1, percebe-se que
nenhum dos grupos alcangou mais de 50% dos seus componentes acertando todas as questdes

propostas no teste.

Grafico 1 - Acerto total no teste do Estudo 1.

100% 100%
69,23%
54,55%
50% 45,45% |
30,77%
0%
0%
Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3
Acerto Erro/Acerto parcial

Grupo 1 = Professores dos anos finais do Ensino Fundamental; Grupo 2 = Professores do Ensino
Médio; Grupo 3 = Estudantes do Ensino Médio.
Fonte: A autora.

Ao realizar uma analise de varidncia — Anova — para comparag@es entre 0S grupos,
foram observadas diferencas significativas entre os desempenhos dos participantes dos grupos

[F(8,52) = 3,973; (p < 0,001)]. Com um teste T para amostras pares entre 0S grupos,



74

percebe-se diferenca significativa de desempenho no teste. Entre o Grupo 1 (professores dos
anos finais do Ensino Fundamental) e o Grupo 2 (professores do Ensino Médio) a diferenca é
de [t(23) = —5,335; p < 0,001]; entre 0 Grupo 1 (professores dos anos finais do Ensino
Fundamental) e o Grupo 3 (estudantes do Ensino Meédio) a diferenca é de
[t(49) = —4,436; p < 0,001]; e a diferenca entre 0 Grupo 2 (professores do Ensino
Médio) e o Grupo 3 (estudantes do Ensino Médio) € de [t(47) = —6,339; p < 0,001].
Dessa forma, foram observadas diferencas significativas entre os grupos participantes deste
estudo. A diferenca de desempenhos dos professores por nivel de ensino pode ser justificada
pelas experiéncias dos professores na pratica de ensino da Combinatéria, em particular do
PFC. Resultados semelhantes, como diferengas de conhecimentos de professores de acordo
com o nivel de ensino, embora tenham tido semelhantes formagdes na graduacdo, foram
encontrados por Rocha (2011). A diferenca no desempenho entre os grupos de Estudantes e
Professores ja esperado devido a formacdo inicial destes grupos, porém foi observada uma
diferenca muito grande entre esses dois grupos.

Nos Gréficos 2, 3 e 4 sdo apresentados 0s percentuais apenas dos acertos totais no
teste pelos participantes dos grupos em cada um dos tipos de problemas, ou seja, se 0s
participantes acertavam os dois problemas de cada tipo propostos no teste. O objetivo da
apresentacdo destes graficos € comparar os desempenhos dos professores de diferentes niveis
e 0 desempenho dos alunos e discutir possiveis motivos de diferenca de desempenhos.

No Grafico 2 é feita uma comparacdo entre a quantidade de acertos totais por
participantes dos grupos 1 e 2 (professores dos anos finais do Ensino Fundamental e
professores do Ensino Médio, respectivamente) dos dois problemas de cada tipo (arranjo,
combinacao, permutacéo e produto cartesiano) presentes no teste pelos Grupos 1 e 2.

Compara-se, dessa forma, os desempenhos dos professores que atuam em diferentes
niveis de ensino — anos finais do Ensino Fundamental (Grupo 1) e Ensino Médio (Grupo 2).

Observa-se que os desempenhos apresentados sdo semelhantes nos dois grupos de
professores em problemas de permutacao, ja nos problemas de produto cartesiano, arranjo e
de combinacdo foram observadas diferencas significativas de desempenho entre 0s grupos.
Desse modo, os professores de Matematica que lecionavam no Ensino Fundamental, e ndo
tinham experiéncia de ensino de Analise Combinatdria, apresentaram maior dificuldade no
reconhecimento do Principio Fundamental da Contagem (PFC) presente nas alternativas

corretas, em problemas de arranjo e combinag&o.
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Gréfico 2 - Representacdo dos participantes nos acertos totais por tipo de problema entre o Grupo 1 e
0 Grupo 2.

100% 90,91% 1000k
81,82%
76,92% '
69,230 273%
61,54%
) 1 1 _
Produto Cartesiano Arranjo Combinacéo Permutacéo
EGrupol = Grupo?2

Grupo 1 = Professores dos anos finais do Ensino Fundamental; Grupo 2 = Professores do Ensino
Médio.
Fonte: A autora.

Acredita-se que a dificuldade dos professores, que nao tém experiéncia em ensino de
Anédlise Combinatoria, seja a de diferenciar arranjos de combinacGes. No caso de
combinacgdes, o professor precisa reconhecer que o PFC deve ser aplicado duas vezes,
primeiro para fazer todas as combinagfes possiveis e depois dividi-las pela permutacdo dos
elementos repetidos, para entdo, encontrar a solugéo correta.

No Grafico 3, sdo comparados 0s acertos totais em cada tipo de problema (produto
cartesiano, arranjo, permutacdo e combinacdo) pelos participantes dos Grupos 1 e 3.
Comparando-se assim, os desempenhos dos professores que atuam nos anos finais do Ensino

Fundamental (Grupo 1) e estudantes do Ensino Médio (Grupo 3).
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Gréfico 3 - Representacdo dos participantes nos acertos totais por tipo de problema entre 0 Grupo 1 e
0 Grupo 3.

100%
76,92%
69,23%
61,54%
50% ’ 38,46%
0,
13,51% 5,419 8.11%
0%
Produto Arranjo Combinacéo Permutacéo
Cartesiano
EGrupol =Grupo3

Grupo 1 = Professores dos anos finais do Ensino Fundamental; Grupo 3 = Estudantes do Ensino
Médio.
Fonte: A autora.

Percebe-se diferenca entre todos os problemas contidos no teste resolvido pelos dois
grupos participantes (Grupo 1 e Grupo 3). Este ja era um resultado esperado devido a
formacado inicial destes participantes serem diferentes.

Outra comparacao feita foi em relacdo ao desempenho entre o Grupo 2 (professores
do Ensino Médio) e o Grupo 3 (estudantes do Ensino Médio), nos acertos totais em cada tipo
de problema contido no teste. Pode-se observar no Gréafico 4, uma diferenca de desempenhos
destes grupos em todos os tipos de problemas apresentados o que ja era esperado devido a

formacdo de cada um dos grupos, mas ndo era esperado que as diferencas fossem tdo grandes.

Gréfico 4 - Representacdo dos participantes nos acertos totais por tipo de problema entre o Grupo 2 e
0 Grupo 3.

100% 90.91% 100,00%
’ 81,82%
72,73%
50% — 43,24%
0,
13,51% 5 41% 8,11%
0%
Produto Arranjo Combinacéo Permutacao
Cartesiano
Grupo2 = Grupo3

Grupo 2 = Professores do Ensino Médio; Grupo 3 = Estudantes do Ensino Médio.
Fonte: A autora.
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Esta comparacdo justifica-se pelo objetivo de levantar informacBes e possiveis
hipoteses que venham a justificar diferencas muito discrepantes de desempenho entre os
participantes destes grupos, ou seja, entre professores e alunos do Ensino Médio — nivel de
ensino que trata explicitamente a Analise Combinatoria.

Apobs esta observacdo, surge o questionamento de que, se os professores do Ensino
Médio tém bom desempenho em todos os tipos de problemas apresentados, mostrando assim
um reconhecimento do PFC como solucdo para diferentes situacfes combinatorias, por que
estudantes desta mesma modalidade de ensino tém resultados tdo inferiores comparados aos
professores? Outros questionamentos seriam: Quais as naturezas das dificuldades
demonstradas pelos estudantes? Estariam suas dificuldades, de alguma formal, relacionadas
ao ensino da Analise Combinatdria e/ou a nao valorizacéo, pelos professores, do PFC como
estratégia eficiente de resolucdo dos problemas combinatdrios?

Perante o que foi apresentado nos graficos acima, observa-se que o Grupo 2 é 0 que
tem melhor desempenho de acertos totais nas situacdes propostas no teste, seguido dos
Grupos 1e 3.

Mais adiante, é apresentada uma analise das estratégias usadas por todos os grupos
participantes deste estudo, mas com um olhar voltado para os Grupos 2 e 3 para identificar se
0s participantes resolvem problemas combinatérios fazendo uso da mesma estratégia ou néo.
Essa apresentacdo trara luz sobre a natureza das dificuldades apresentadas, em particular as

dos estudantes.

5.2.3 Desempenho dos grupos por tipo de problema

Com um percentual baixo de acertos totais apresentados pelos grupos, observou-se a
média de acertos que cada um destes grupos teve na resolucdo dos diferentes tipos de
problemas presentes no teste. As médias de acerto serdo aqui analisadas levando em
consideracdo as justificativas apresentadas para a escolha das alternativas nas questdes.

Na Tabela 2, é apresentada a média de acertos por grupo. Cada uma das médias
apresentadas leva em consideracdo 0s acertos totais e parciais por participantes em cada um
dos grupos participantes. Os dados foram obtidos apds uma analise estatistica descritiva no
software SPSS.
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Tabela 2 - Média de acertos no teste por grupo.

PRODUTO % X
CARTESIANO ARRANJO COMBINACAO PERMUTACAO
Grupo 1 1,69 1,23 1,00 1,38
Grupo 2 1,91 2,00 1,73 1,55
Grupo 3 1,16 0,49 0,35 0,43

Grupo 1 = Professores dos anos finais do Ensino Fundamental, Grupo 2 = Professores do Ensino
Médio; Grupo 3 = Estudantes do Ensino Médio.
Fonte: A autora.

A dificuldade em resolver problemas de arranjo e combinacdo evidencia-se
novamente entre os participantes do Grupo 1 (professores dos anos finais do Ensino
Fundamental). De acordo com Rocha (2011), professores tém dificuldades em diferenciar
problemas de arranjo e combinacdo, ver Figura 6, e isso demonstra um desconhecimento das
situacbes no qual os invariantes do conceito de ordenacdo irdo implicar, ou ndo, em novas

possibilidades.

Figura 6 - Justificativa de professor do Grupo 1 ao resolver um problema de combinacao.

6. Na selecdo Brasileira de Basquete, o técnico convocou 12 atletas. Sabendo que poderdo ser formados
diferentes grupos com 5 desses jogadores que irfio compor a equipe titular, qual alternativa abaixo indica a
operagao necessaria para obter o total de possibilidades? T

7
+
a)12x5
b)12+5
12x11X10X9%8
e
S5X4X3X2X1

“#I12x11x10x9X8

e)5x4x3x2x1

f) Nenhuma das respostas anteriores
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o Z J
P

b o —_ A A 4
E A S, - AROu
()

Fonte: Cunha, Lima e Rocha (2013).

Os participantes do Grupo 1 apresentaram um melhor reconhecimento do principio
fundamental da contagem - PFC nos problemas envolvendo situac@es de produto cartesiano,
Figura 7. O reconhecimento do principio fundamental da contagem na resolucdo destes
problemas se caracteriza como a mobilizacdo do conhecimento especializado do PFC, uma
vez que o professor aponta 0 PFC como estratégia de resolucdo deste tipo especifico de
problema combinatorio. Os participantes deste grupo (professores dos anos finais do Ensino
Fundamental) ndo evidenciam claramente o conhecimento da aplicagdo do PFC aos

problemas de permutacéao.
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Figura 7 - Justificativa de um participante do Grupo 1, usando o PFC na resolucdo de um problema de
produto cartesiano.

N

Na Lanchonete “Que Delicia” José quer comprar um sanduiche. Ele pode escolher entre 4 tipos diferentes
P s n - .. :L o 11, a #i c
de péo, 3 tipos diferentes de carne, 5 tipos diferentes de queijo, 2 tipos diferentes de molho e 3 tipos
diferentes de salada. Sabendo que ele precisa escolher um tipo de cada opgdo: pdo, carne,

)
ueijo, molho e

i 3 i s ST
salada, qual alternativa abaixo indica a operago necessaria para obter o total de possibilidades?

)1 o o2
U 3\ E L D
- (=3
d)a+3+5+2+3 = < @ X >
St ™ < © C
€)4X3X5%2 v K L >
i m I_— S 1%
f) Nenhuma das respostas anteriores Lt ) >
Justifique:
PELO  PRINUIPIO MULTIFLIUATIVO,
; o T -
poiiBUDADES = UX 3 X0 X2 X

Fonte: Cunha, Lima e Rocha (2013).

No Quadro 10 sdo apresentadas as estratégias que foram usadas pelos participantes do
Grupo 1 (professores dos anos finais do Ensino Fundamental) para resolver os diferentes tipos
de problemas presentes no teste.

Para os problemas do tipo produto cartesiano, percebe-se um uso mais explicito do
Principio Fundamental da Contagem - PFC para resolver este tipo de problema. Ao avaliar 0s
tipos de conhecimentos presentes nas justificativas dadas pelos participantes deste grupo,
percebe-se, entdo, a mobilizacdo do conhecimento especializado do PFC, que ocorre quando
estes participantes indicam, de forma explicita e muitas vezes com demonstracdes, 0 uso do
PFC para resolucdo do referido problema, Figura 8. Possivelmente os participantes deste

Grupo 1 (professores dos anos finais do Ensino Fundamental) que apenas apontam a resposta
correta mobilizam o conhecimento comum do PFC.
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Quadro 10 - Estratégias usadas pelos participantes do Grupo 1 (Professores dos anos finais do Ensino

Fundamental).

TIPO DE

PROBLEMA QUANT. ESTRATEGIAS
o 2 Uso do Principio Fundamental da Contagem;
E <Z,: 1 Uso do PFC e indicacdo da arvore de possibilidades;
5=
8 @ 3 Multiplicacdo dos elementos presentes no enunciado;
E % 3 Marca uma alternativa e indica o PFC como estratégia;
O
4 Apenas marcou uma das alternativas.
2 Uso do Principio Fundamental da Contagem;
'e) 1 Uso do PFC e indicacdo da arvore de possibilidades;
] S, R
p 1 Uso da férmula de arranjo;
é 2 Marca uma alternativa e indica que se trata de um problema de
QE arranjo;
2 Marca uma alternativa e explica o por que da op¢do escolhida;
5 Apenas marcou uma das alternativas.
1 Uso do PFC e indicacdo da arvore de possibilidades;
19:: 2 Uso da formula de combinacdo e indicacdo do tipo de problema;
O
<ZE 2 Uso da formula de combinacao.
g 2 Marca uma alternativa e indica que se trata de um problema de
@] arranjo;
O
1 Marca uma alternativa e explica o por que da op¢éo escolhida;
5 Apenas marcou uma das alternativas.
1 Uso do PFC;
1 Uso do PFC e da arvore de possibilidades;
zg 1 Uso do PFC e indica que trata-se de um problema de permutacéo.
O
|<£ 1 Marca uma alternativa e sugere uso da férmula do fatorial;
323 1 Marca uma alternativa e indica que se trata de um problema de
o permutacao.
L 1 Marca uma alternativa e indica que se trata de um problema de
arranjo;
2 Marca uma alternativa e explica o por que da opgéo escolhida;
5 Apenas marcou uma das alternativas.

Fonte: A autora.
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Figura 8 - Justificativa de participante do Grupo 1 usando o PFC na resolucdo de um problema de

produto cartesiano.

. No restaurante “Sabor Divino” Marina que
diferentes de salada, 2 tipos difere !
Sabendo que ela precisa escolher um
abaixo indica a operagdo necesséria para obter o total de possibilidades?

a)3+2+4+3
=& Bl o Ay N
b)3x2x4 el 13 =
c)4x3x2x1

C‘:)SX:X*KS

3%

f) Nenhuma das respostas anteriores

Poss) BiLiDADES
1

Fonte: Cunha, Lima e Rocha (2013).

Nos demais tipos de problemas, arranjo, combinacéo e permutacédo, o uso do PFC

ainda aparece no Grupo 1 (professores dos anos finais do Ensino Fundamental), mas com

menor explicitacdo, as vezes acompanhando de uma arvore de possibilidades, como na Figura

9, ou apenas sua indicacdo. Esta estratégia ndo deixa de caracterizar indicios de conhecimento

especializado do PFC, reconhecendo que o0 mesmo pode ser aplicado em diferentes tipos de

problemas.

No caso dos problemas de arranjo e, principalmente, nos casos de combinacéo, 0 uso

e a indicacdo da formula aparecem com mais frequéncia como estratégia para resolucdo destes

problemas. Nas demais justificativas, os participantes do Grupo 1 parecem evidenciar o

conhecimento comum do PFC nestes problemas, ou seja, utilizam o PFC, mas sem clara

explicitacdo de seu uso.



82

Figura 9 - Justificativa de um participante do Grupo 1 usando o PFC na resolucdo de um problema de
permutacao.

8. Na p.ra.te_:leira do meu quarto, desejo colocar fotos dospmeusDS achistgstavuritos. Sabendo que posso
organizar as fotos de diferentes maneiras, uma ao lado da outra, qual alternativa abaixo indica a
operagdo necessaria para obter o total de possibilidades?
a)5x5
b) 5 x4zi>;z X1
c)5+4+3+2+1
d)S5+5

| 5x4x3x2x1 o 22 3¢ 4o Be
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Justifique: U\(’ C l/ E )" Af+!5+0‘° !Dféi" 2,2.|j
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Fonte: Cunha, Lima e Rocha (2013).

Pode-se, entdo, afirmar que, no Grupo 1, a explicitacdo do uso do PFC se da mais
frequentemente nos problemas do tipo produto cartesiano, indicando, assim, a mobilizacdo do
conhecimento especializado do PFC. Nos demais problemas, os professores dos anos finais
do Ensino Fundamental ddo maiores indicios do conhecimento comum do PFC quando
apresentam respostas apontando o uso da multiplicacdo e a escolha de possibilidades durante
a resolucao destes problemas.

Os participantes do Grupo 2 — Professores do Ensino Médio — apresentaram um
melhor desempenho. Como se pode observar na - Média de acertos no teste por grupo. -
Tabela 2, (acerto maximo: 2,00), os acertos medios foram de 1,91 (para produtos

cartesianos), 2,00 (para arranjos), 1,73 (para combinaces) e 1,55 (para permutacoes).



83

Esses dados déo indicios fortes do conhecimento especializado do PFC mobilizado
por estes professores, uma vez que estes reconhecem que o principio multiplicativo aplica-se
a distintos tipos de problemas combinatérios. As justificativas dadas por esse grupo,
apresentadas no Quadro 11, indicam a menc¢do ao PFC com maior frequéncia entre os

professores do Ensino Médio.

Quadro 11 - Estratégias usadas pelos participantes do Grupo 2 (Professores do Ensino Médio).

TIPO DE .
PROBLEMA QUANT. ESTRATEGIAS
o= 6 Uso do PFC;
gt
:Q) 0 2 Uso do PFC seguida de demonstracéo do calculo;
2k
o Zf) 3 Uso do PFC e explicacdo do por que da opg¢éo escolhida.
3 Uso do PFC;
©)]
2 3 Uso do PFC seguida de demonstracéo do calculo;
<
% 3 Uso do PFC e explicacdo do por que da op¢do escolhida.
<
2 Uso do PFC e indica que se trata de um problema de arranjo.
1 Uso do PFC;
19,: 4 Uso da formula de combinacgdo seguida da indicacdo do tipo de
g problema;
e 1 Marca uma alternativa e indica que se trata de um problema de
o combinacio;
>
8 5 Marca uma alternativa e explica o por que da opg¢do escolhida sem
explicitar o tipo de problema trabalhado.
@] 4 Uso do PFC;
S
|<£ 5 Marca uma alternativa e explica o por que da opgéo escolhida sem
) explicitar o tipo de problema trabalhado;
=
L 2 Disseram ndo entender o que pedia o enunciado.

Fonte: A autora.

Apos andlises das justificativas apresentadas pelo Grupo 2, percebe-se a utilizacdo e
indicacdo explicitas do PFC nos problemas dos tipos produto cartesiano, arranjo e
permutacdo. A ndo indicacdo do PFC nos problemas de combinagéo, Figura 10, indica
dificuldade dos professores em associar o principio multiplicativo a esse tipo de problema,

uma vez que, neste caso, o PFC deve ser duplamente aplicado.
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Figura 10 - Exemplo do uso, por professor do Grupo 2 (professores do Ensino Médio), do PFC na
resolucéo de um problema de combinacéo.

5. NaOlimpiada Brasileira de Matematica, o grupo vencedor era composto por 8 alunos. Sabendo que poderao
ser formados diferentes grupos com 4 desses alunos para representar o Brasil na Olimpiada Mundial, qual
alternativa abaixo indica a operagdo necesséria para obter o total de possibilidades?

)8x7x6x5 (5’-@6

4x3x2x1
b)8x4
c)8+4
d)4x3x2x1
% e)8x7x6x5
f) Nenhuma das respostas anteriores

Justifique: ?Mww;f) o V‘-W‘jjlﬂ/lcﬂét/‘

Fonte: Rocha (2013).

Neste grupo o conhecimento especializado do PFC aparece explicitamente com mais
frequéncia em problemas de produto cartesiano. Na Figura 11 pode-se observar 0 uso
explicito do PFC como estratégia de resolugéo.

Figura 11 - Exemplo do uso, por professor do Grupo 2 (professores do Ensino Médio), do PFC na
resolucdo de um problema de produto cartesiano.

2.  Na Lanchonete “Que Delicia” José quer comprar um sanduiche. Ele pode escolher entre 4 tipos diferentes de
pdo, 3 tipos diferentes de carne, 5 tipos diferentes de queijo, 2 tipos diferentes de molho e 3 tipos diferentes
de salada. Sabendo que ele precisa escolher um tipo de cada opgé&o: péo, carne, queijo, molho e salada, qual
alternativa abaixo indica a operagdo necessdria para obter o total de possibilidades?

a)5 x4x3x2x1

4x3x5%x2x3
) b ooy
5Xx4x3x2x1

c)Px3x5x2x3
/?CA

d)4+3+5+2+3
e)4x3x5x2
f) Nenhuma das respostas anteriores

Justifique: __Pelo  peuncipie uw“-ipl,(’cui.:\/u doamoC:

B (5 BT F21. 73T

Fonte: Rocha (2013).

Mesmo ndo sendo usado com tanta frequéncia pelos professores, o PFC também é
indicado na resolucdo de problemas de arranjo e permutacédo, como se pode observar nas
Figuras 12 e 13.



85

Figura 12 - Exemplo do uso por professor do Grupo 2 (professores do Ensino Médio) do PFC na
resolucdo de um problema de arranjo.

4. Em uma corrida de carros, 7 participantes estdo disputando os 5 primeiros lugares do pédio. Sabendo que os
participantes concorrem ao primeiro, segundo, terceiro, quarto e quinto lugares, qual alternativa abaixo
indica a operagdo necessaria para obter o total de possibilidades?

a)7+5

Bf7x6x5x4x3

c)7x6x5x4x3
5X4x3x2x1

d)7x5
e)5x4x3x2x1
f) Nenhuma das respostas anteriores

Justifique: 8/,/([) i’/’ Ci

Fonte: Rocha (2013).

Figura 13 - Exemplo do uso por professor do Grupo 2 do PFC na resolucdo de um problema de
permutacao.

7. A revista Fi-Fi-Fi deseja fotografar 4 artistas sentados em um sofd, com espaco para todos. Sabendo que
todos os artistas podem mudar de lugar no sof4 de modo que seja possivel tirar diferentes fotos, qual
alternativa abaixo indica a operacio necessaria para obter o total de possibilidades?

) o at s il e s
a)ax4a O U B 12208 t1, 12
~b)4x3x2x1 W e )

)4x3x2x1 2t TuMmece): 2
4x4
d)4+3+2+1
e)d+4

f) Nenhuma das respostas anteriores i

Justifique:_ U)o ln0

laceid —

Fonte: Rocha (2013).

Ja nos problemas de combinacgdo, como indicado na Figura 14, 0 que acontece € 0 Uso
predominante das férmulas, sem a explicitacdo direta ou uso do PFC. Como ja explicitado,
anteriormente, no caso de problemas do tipo combinacédo o PFC deve ser aplicado duas vezes
e nem todos os professores devem perceber isso, ja que nenhum explicitou claramente o uso

do principio multiplicativo neste tipo de problema.
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Figura 14 - Exemplo do uso por professor do Grupo 2 (professores do Ensino Médio) de formula na
resolucéo de um problema de combinacéo.

5. Na Olimpiada Brasileira de Matemdtica, o grupo vencedor era composto por 8 alunos. Sabendo que poderdo
ser formados diferentes grupos com 4 desses alunos para representar o Brasil na Olimpfada Mundial, qual
alternativa abaixo indica a operagdo necesséria para obter o total de possibilidades?

8X7X6X%X5
). sl

A s xa
b)8x4
c)8+4
d)4x3x2x1
e)8x7x6x5

f) Nenhuma das respostas anteriores

L \ ~H K P o L . ¥ 5
Justifique: c9 NE PE LonBINACEs di 8 elémenivs A6Rusapoc 4 A 4.
/

Fonte: Rocha (2013).

Os participantes do Grupo 3, estudantes do Ensino Médio, apresentaram um
desempenho bem mais fraco, com médias de acerto inferiores a 0,50 (de no méximo meédia
2,00) e apenas nos problemas de produto cartesiano tiveram um melhor desempenho (média
1,16), como indicado na Tabela 2.

Apos o levantamento das estratégias apresentadas pelos participantes do Grupo 3,
sintetizadas no Quadro 12, percebe-se que 0s estudantes pouco usam o PFC como estratégia na
resolucdo dos problemas contidos no teste. O que ha nas estratégias usadas por este grupo é
uma maior ocorréncia do uso da multiplicacdo, que muitas vezes mostra que o0 aluno
reconhece o PFC, de modo implicito, embora ndo mencione o principio explicitamente em
suas justificativas.

Este tipo de ocorréncia aconteceu com mais frequéncia nos problemas de produto
cartesiano, exemplificado na Figura 15. Nas demais justificativas dadas, tanto para este tipo de
problema, quanto para os demais presentes no teste, os estudantes ddo respostas vagas que
ndo chegam a expressar o entendimento que os mesmos tém em relacdo as alternativas

escolhidas, como se pode observar no Quadro 12.



Quadro 12 - Estratégias usadas pelos participantes do Grupo 3 (estudantes do Ensino Médio).

TIPO DE ;
PROBLEMA | QUANT. ESTRATEGIA
Multiplicagé&o dos dados do enunciado com uma explicacio
12 o S ~
o I6gica de que entende o PFC implicito nas questdes.
E <Z): 6 Soma dos numeros do enunciado
2 n
8 E 16 Marcou uma das alternativas e justificou sem fundamentar a
o opcéo escolhida;
o <
)
3 Apenas marcou uma das alternativas.
5 Multiplicac&o dos dados do enunciado com uma explicagao
I6gica de que entende o PFC implicito nas questdes.;
9) 4 Multiplicacéo dos dados do enunciado.
<Z,: 21 Marcou uma das alternativas e justificou sem fundamentar a
% opgao escolhida;
< 5 Apenas marcou uma das alternativas;
2 Justifica que ndo ha alternativas para responder a pergunta.
9( 5 Multiplicacdo dos dados do enunciado;
14
g 7 Apenas marcou uma das alternativas;
pd
g 8 Justifica que ndo ha alternativas para responder a pergunta.
@) 17 Marcou uma das alternativas e justificou sem fundamentar a
O opcao escolhida;
1 Uso do PFC;
ISE) 7 Multiplicacdo dos dados do enunciado.
g 15 Marcou uma das alternativas e justificou sem fundamentar a
|:—) opcao escolhida;
E 11 Apenas marcou uma das alternativas.
o 2 Justifica que ndo ha alternativas para responder a pergunta.
1 Soma dos nimeros do enunciado

Fonte: A autora.
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Figura 15 - Uso do PFC por estudantes na resolugdo de problema de produto cartesiano.
1

No restaurante “Sabor Divino” Marina quer comprar seu almogo. Ela pode escolher entre 3 tipos diferentes de
salada, 2 tipos diferentes de arroz, 4 tipos diferentes de came e 3 tipos diferentes de fejjao. Sabendo que ela
precisa escolher um tipo de cada opgao: salada, arroz, came e feijdo, qual alternativa abaixo indica a
operagéo necessaria para obter o total de possibilidades? %

a)3+2+4+3 b)3x2x4 c)4x3x2x1
3X2x4x3
)4“)<zx1 %\3x2x4x3 f) Nenhuma das respostas anteriores

Justiﬁque:,b@’m,uu Jmam’l(@ﬂ Salodtn /&f]ﬂlﬂzﬂz.(l/ﬂ ifoseon-
v 17 N UNEN 1T Qlefonsnles i {114b 3)(/22)(/;,‘(3

Fonte: Silva, Pontes e Teixeira (2013).

Sobre o0 uso do PFC na resolucdo dos problemas de permutacdo e arranjo, como
indicado nas Figuras 16 e 17 respectivamente, 0s estudantes quase ndo usam o PFC em suas
justificativas. Na maioria delas, usam explicacGes vagas para justificar a escolha das
alternativas que consideram corretas. Pessoa (2009) ja havia evidenciado o baixo uso do PFC
em estratégias mobilizadas por estudantes do Ensino Médio. Ja nos problemas de
combinacdo, nenhuma justificativa dada faz referéncia a aplicacdo do PFC para explicar a
alternativa escolhida. Outro ponto a ser destacado, € que ndo ha ocorréncia do uso de formulas
por parte dos estudantes e, geralmente, eles usam a mesma estratégia de resolucdo em todos

0s problemas resolvidos.

Figura 16 - Uso do PFC por aluno do Ensino Médio na resolugdo de um problema de permutacao.

8. Na prateleira do meu quarto, desejo colocar fotos dos meus
organizar as fotos de diferentes maneiras, uma ao lado da outra,
necessaria para obter o total de possibilidades?

5 artistas favoritos. Sabendo que posso
qual alternativa abaixo indica a operacao

3)5X5 ¢ b)5x4x3x2x1

e C)5+4+3+2+1
d)5+
)5+5 e)5x 4}1)/(72 x1 f) Nenhuma das respostas anteriores

g O ) O Q:n = \
Justique:_( T S0 o0y fonn i ol on Rl 4
’ ) A Ve — - ANV T UM AN
—dirors O (2N Ao fRANA

Fonte: Silva, Pontes e Teixeira (2013).
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Figura 17 - Uso do PFC por estudante do Ensino Médio na resolucgao de problema de arranjo.

3. Em uma final de natagao estilo livre, 7 nadadores est&o disputando os 4 primeiros lugares. Sabendo que os

nadadores concorrem ao primeiro, segundo, terceiro e quarto lugares, qual alternativa abaixo indica a
operagao necessaria para obter o total de possibilidades?

a)7 x4 b)4X3X2X 1 0)7+4
7X6X5X4
H7x6x5x4 e)waiz:1 f) Nenhuma das respostas anteriores

dustiique: 3Y 0 Bosh 0ol anols  poh TSy o AX £ Sxl

Fonte: Silva, Pontes e Teixeira (2013).

A partir dos dados, acima analisados, vé-se que professores do Ensino Médio e
estudantes, também do Ensino Médio, ndo usam a mesma estratégia para resolver problemas
combinatdrios. Com isso, ha indicacdo de que os professores reconhecem e usam o PFC na
resolucé@o de problemas combinatdrios, mas 0 mesmo ndo acontece com os estudantes, o0 que
pode sugerir que os professores ndo usam o PFC como estratégia de ensino para 0s conceitos
trabalhados na Combinatoria.

Ao analisar se as etapas de escolha influenciam na escolha das estratégias usadas
pelos professores para resolver as situagdes combinatdrias proposta observa-se na Figura 18 as
estratégias que um participante usa para resolver um problema de produto cartesiano com

diferentes etapas de escolha.
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Fi i - .
gura 18 - Estratégia usada por professor dos anos finais do Ensino Fundamental na resolucdo de

problemas de produto cartesiano com 4 e 5 etapas de escolha.

TEVIPU QUL CCCTOTYr T Ty

Para todos os problemas abaixo marque 3 alternativa que resolve corretamente a questao e justifique a sua

escolha. Ndo é necessario realizar as operagoes.

” Marina quer comprar seu almogo. Ela pode escolher entre 3 tipos diferentes
4 tipos diferentes de carne e 3 tipos diferentes de feijao. Sabendo que
oz, carne e feijdo, qual alternativa abaixo indica a

1. No restaurante “Sabor Divino
de salada, 2 tipos diferentes de arroz,
ela precisa escolher um tipo de cada opgdo: salada, arr
operagdo necessaria para obter o total de possibilidades?

a)3+2+4+3 ) T:)) @E
b)3x2x4
c)4x3x2x1

3IX2%x4X3
4x3%x2x%x1

23x2x4x3

f) Nenhuma das respostas anteriores

d)

{4 wau [Hplicadivos lews:

Justifique:. WAS aevieho
?a[ad«.) Anneg ﬁ\% ﬁfo
[21* La)xl4) |3

” José quer comprar um sanduiche. Ele pode escolher entre 4 tipos diferentes de
2 tipos diferentes de molho e 3 tipos diferentes

2. Nalanchonete “Que Delicia
pao, 3 tipos diferentes de carne, 5 tipos diferentes de queijo,
de salada. Sabendo que ele precisa escolher um tipo de cada opgdo:
alternativa abaixo indica a operagdo necessaria para obter o total de possibilidades?

péo, carne, queijo, molho e salada, qual

a)5 x4x3x2x1

4%x3xX5%X2X3
5X4X3X2X1

@ax3x5x2x3
=
d)4+3+5+2+3

b)

e)4x3x5x2

f) Nenhuma das respostas anteriores

Justifique: e lo .Psl—uw\(/(';;'po MAMIL‘IPIAOCM;L;\/DJ + pannoC

B (5 -

Fonte: Rocha (2013).

Observa- ici
rva-se que, de um modo geral, 0s participantes sempre usam a mesma estratégia

ara re i i
p solver problemas do mesmo tipo com diferentes etapas de escolha. Neste caso, 0

rofess [ edi 20i
p or do Ensino Médio usa a mesma estratégia para resolver o problema de produto

cartesiano, seja com quatro, seja com cinco etapas de escolha.
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5.3 Estudo 2: Conhecimento de professores sobre o Principio Fundamental da Contagem

na resolucdo de situagdes combinatdrias

No Estudo 2 objetivava-se examinar os conhecimentos mobilizados pelos professores,
referentes ao Principio Fundamental da Contagem; na resolugdo dos diferentes tipos de
problemas (produto cartesiano, arranjo, permutacdo e combinagdo); na andlise das
resolucdes de alunos de problemas combinatérios; nas escolhas curriculares quanto ao ensino
e a avaliacdo; e no levantamento de estratégias para a superacdo de dificuldades diante de
diferentes problemas combinatorios.

5.3.1 Caracterizacgdo dos participantes do estudo 2
Os professores de Matematica participantes deste estudo estavam atuando em turmas
de Matematica do 6° ao 9° anos do Ensino Fundamental e/ou turmas de Matematica do Ensino

Médio. No Quadro 13 sdo apresentadas as caracteristicas dos participantes.

Quadro 13 - Perfil dos participantes do Estudo 2.

Professor Titulacdo académica Experiéncia | Atuacdo Rede de ensino
P1 Mestrado em Educacdo Matematica 16 anos E.F./E.M. Pablica
P2 Mestrado Profissional (em 13 anos EM. Privada
andamento)
P3 Licenciatura em Matematica 07 anos E.F./E.M. Privada

As abreviacGes E.F. e E.M. correspondem, respectivamente, ao Ensino Fundamental e ao Ensino
Médio.
Fonte: A autora.

Percebe-se, a partir das respostas ao questionario, que os professores P1 e P2
buscaram ampliar sua formacdo inicial dando continuidade aos estudos. Segundo Shulman
(1987), a formacdo académica com foco no contetdo a ser ensinado € uma das fontes para a
formacdo da base de conhecimentos que o professor precisa ter para 0 ensino, e esta
continuidade torna-se uma extensdo da formacédo inicial proporcionando ao professor um
fortalecimento e ampliacdo de sua base de conhecimentos. Partindo desse principio, 0s
professores foram questionados se haviam visto contetdos referentes a Combinatéria durante
a graduac&o e todos afirmam terem visto este conteudo.

A partir dessa afirmacgéo foi perguntado de que forma, o conteudo visto durante sua

formacdo académica, contribui na preparacdo e desenvolvimento de suas aulas nos dias atuais.
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P1 Hum, da forma como foi ensinado [é?] na graduagdo? Sim, pra formacao do professor
sim, mas [é] pra sala de aula quando vocé pensa em Analise Combinatdria ndo d& pra [é]
reproduzir o que vocé viu na graduacgdo, entdo vocé tem que revisitar esses conteddo
buscando uma compreensdo [né?], do [...] e ndo a formalizacdo de formulas [né?], de
regras. Buscar a compreensdo realmente de que o aluno compreenda, [né?], o raciocinio
combinatério.

P2_ Assim, sendo bem sincero, acho que a grande ajuda foi os estudos posteriores
individualmente mesmo, entendeu? L& na, eu tinha base do Ensino Médio e comecei a
estudar por conta propria. Do curso em si eu ndo vi muita contribuicdo ndo, entendeu?
Seria mais ou menos isso.

P3_ Foi bem superficial na verdade e na Universidade Federal vocé meio que o cara d& aula
de uma coisa e vocé precisa andar pra tentar encontrar (...) mas ajuda, ajudou de alguma
maneira.

Vé-se que a Combinatoria ndo foi um conteudo bem trabalhado durante a formacédo
inicial destes professores e que pode, de alguma forma, dificulta o desenvolvimento deste
conteldo durante a preparacdo de aulas para turmas de Matematica da Educacdo Baésica.
Outra observacdo a ser feita é a de que estes professores, apos uma formacao inicial ndo muito
proveitosa, no que diz respeito a Combinatdria, precisam buscar uma formacéo continuada
para que possam ensinar este conteldo em sala de aula.

Nas proximas secOes 0 objetivo agora serd investigar o conhecimento destes
professores sobre o uso do Principio Fundamental da Contagem (PFC) como estratégia de

resolucéo de problemas combinatdrios trabalhados em turmas da Educacdo Basica.

5.3.2 Tipo de Conhecimento e o Principio Fundamental da Contagem

A partir da categorizacdo dos diferentes tipos de conhecimentos voltados ao conteudo
da Combinatéria, com um olhar focado no Principio Fundamental da Contagem - PFC,
procurou-se identificar na fala dos professores na entrevista semiestruturada, quais
conhecimentos podem se fazer presentes no momento em que o professor avalia situacdes de
sala de aula e resolucdes de situacbes combinatorias efetuadas por alunos da Educacgédo
Basica.

As analises foram efetuadas como o suporte do software de apoio a analise qualitativa,
o web Qualitative Data analysis - webQDA ?*, desenvolvido por pesquisadores da
Universidade de Aveiro, Portugal.

Para organizagdo dos dados da entrevista, foi necessario dividir a fala dos professores

em unidades de registro, que sdo frases ou oragdes possiveis de codificar de acordo com as

2 O software esta4 disponivel em uma versdo online com uma licenca gratuita de 30 dias, no endereco
https://www.webgda.com.
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categorias criadas. ApoOs esse processo de edigdo, foram criados os nos livres, que sdo as
categorias de analises criadas a partir da tipologia de Ball, Thames e Phelps (2008); e 0s
descritores, que sdo os participantes do estudo, as perguntas que compunham a entrevista e 0s
diferentes tipos de problemas. Os dados ficaram, entéo, organizados como se pode observar
na Figura 19.

Figura 19 - Representacdo dos noés livres para codificacdo no webQDA.

Nome ‘ Tipo ‘ Referéncias \ Criado em [ Criado por Modificado em
M CCdoPFC Cadificacdo 57 12-12-2014 23:09:23 | APL 26-12-2014 11:56:41
M CH do PFC
M cCEPFC
M CdoPFCeA
8 C do PFC e Ensina
M CdoPFCeC

APL | 26-12-2014 12:00-11
033 | APL ‘2;42201:115314

APL | 28-12:2014 11:56:4

APL | 22-12-2014 11:37:42

odificacio 15 12-12-2014 23:12:40 | APL ‘ 26-12-2014 12:19:38

CC do PFC = Conhecimento comum do PFC; CH do PFC = Conhecimento horizontal do PFC; CE
PFC = Conhecimento especializado do PFC; C do PFC e A = Conhecimento do PFC e alunos; C do
PFC e Ensino = Conhecimento do PFC e ensino; C do PFC e C = Conhecimento do PFC e curriculo.
Fonte: https://www.webqda.com/software/

Depois da organizacdo e edicdo dos dados no webQDA, comecou o processo de
codificacdo das unidades de registro. Feito isso, foram criadas matrizes para conferéncia e
cruzamento dos dados codificados os quais apresentavam tratados para o processo de analise,
gue serd exposto aqui nesta secao.

Apo6s a codificacdo, foi possivel saber quantas vezes cada uma das categorias
estiveram presentes na fala dos trés professores entrevistados, como se pode verificar na
Tabela 3. Observou-se uma predominancia na mobilizacdo do conhecimento especializado do
PFC nas falas dos professores. Este tipo de conhecimento ndo aparece isolado na fala dos

professores. Vale ressaltar que existe uma inter-relacdo entre esses conhecimentos.



94

Tabela 3 - Frequéncia dos tipos de conhecimentos mobilizados pelos professores no Estudo 2.

TIPO DE CONHECIMENTO FREQUENCIA
Conhecimento Comum do PFC 57
Conhecimento Especializado do PFC 129
Conhecimento Horizontal do PFC 64
Conhecimento do PFC e Aluno 70
Conhecimento do PFC e Ensino 77
Conhecimento to PFC e Curriculo 15

Fonte: A autora.

Muitas vezes, em uma mesma fala, o professor pode fornecer pistas de diferentes
conhecimentos que ele mobiliza em determinadas situacdes. Esta fala, entdo, poderia ser
classificada em dois, trés ou mais tipos de conhecimentos, como observado na, Figura 20 na

fala de P2 ao avaliar a resolucdo de um aluno em um problema do tipo produto cartesiano.

Figura 20 - Exemplo de problema de produto cartesiano na qual séo apresentados duas estratégias de
resolucdo, a férmula matematica e o PFC, analisado pelos professores no Estudo 2.

Problema 01 - Produto Cartesiano

Para a festa de Sdo Jodo da escola, tem 3 meninos (Pedro, Gabriel e Jodo) e 4 meninas (Maria,
Luiza, Clara e Beatriz) que querem dancar quadrilha. Se todos os meninos dancarem com todas as
meninas, quantos pares diferentes poderdo ser formados?

o L\ //‘ T \\ % o
PC=n Xp >
Exemplo de formula matematica. Exemplo de Estratégia usando o PFC.
Fonte Pessoa (2009).

Fonte: A autora.

P2_E aqui, pelo que ele escreveu, acredito que ele tenha utilizado e se apropriado mais do
Principio Fundamental do que da férmula propriamente dita, entdo ele usou o Principio
Fundamental corretamente.

Nesse excerto da fala de P2, pode-se inferir que o professor mobiliza conhecimento
especializado do PFC quando trata explicitamente do PFC como uma estratégia que foi valida
na resolucéo do problema apresentado; e o conhecimento do PFC e aluno, quando avalia qual

a estratégia apropriada pelo aluno.
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Além da elevada frequéncia de mobilizacdo do conhecimento especializado do PFC,
os professores também evidenciaram alta mobilizagdo de conhecimento comum do PFC,
conhecimento horizontal do PFC, conhecimento do PFC e aluno e conhecimento do PFC e
ensino. A pouca frequéncia do conhecimento do PFC e curriculo pode ser justificada pelo
préprio roteiro da entrevista, pois questdes voltadas para o curriculo foram poucas.

Nas proximas secOes sdo realizadas analises isoladas de cada um destes
conhecimentos presentes na fala dos professores entrevistados. As analises isoladas sdo para
efeito de discussdo de cada tipo especifico de conhecimento, mas ressalta-se, mais uma vez,

que numa mesma fala diferentes tipos de conhecimento se fazem evidenciar.

5.3.2.1 Conhecimento Comum do PFC

O conhecimento comum do PFC aparece quando os professores expressam elementos
comuns aos problemas estudados na Analise Combinatdria. Na Figura 21, em um exemplo de
problema envolvendo uma situacdo de produto cartesiano, os entrevistados foram solicitados
a identificarem o tipo de problema envolvido e os Professores P1 e P2 mencionaram o uso do

PFC, também conhecido como principio multiplicativo.

Figura 21 - Exemplo de resolucdo de um aluno, de problema de produto cartesiano, analisado pelos

professores do Estudo 2.

1. No restaurante “Sabor Divino’ Marina quer comprar seu almogo. Ela pode escolher entre 3 tipos diferentes de
salada, 2 tipos diferentes de arroz, 4 tipos diferentes de came e 3 tipos diferentes de feijéo. Sabendo que ela
precisa escolher um tipo de cada opgo: salada, arroz, came e feijéo, qual alternativa abaixo indica a
operago necessaria para obter o total de possibilidades? ;

A3+2+4+3 b)3x2x4 0)4x3x2x1

jExaRx3 g)3x2x4x3 f) Nenhuma das respostas anteriores
4X3%x2x1

wsite_potcus om0 8ol 12 4o do Jaltseotn
U day) y“a‘&&d’m ops_[emO:. © el | hurt o

Fonte: Silva, Pontes e Teixeira (2013).

P1_ E um problema que envolve [é] possibilidades [né?], pra resolver com principio
multiplicativo.

P2.  E um problema de contagem [né isso?], que vocé pode utilizar o principio
multiplicativo para contar e fazer arvore também das possibilidades.
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Os professores falam do problema com aspectos gerais de problemas combinat6rios
quando P1 diz que "envolve possibilidades” e P2 quando diz que "é um problema de
contagem”. Aqui eles ndo fazem mencdo as especificidades da situacdo, pois trata-se de um
conhecimento que ndo implica, necessariamente, no conhecimento do que diferencia as
situacdes entre si. Ha também indicios do conhecimento especializado do PFC quando os
professores reconhecem que o PFC é um possivel caminho de resolugdo da situacdo
apresentada.

O conhecimento comum do PFC também aparece quando 0s professores reconhecem
a aplicacdo incorreta do mesmo em situacdes combinatérias. Na Figura 22 os Professores P2 e
P3 evidenciam conhecimento comum do PFC, ao apontarem a resposta errada e como deveria

ser a aplicacao correta do PFC.

Figura 22 - Exemplo de resolucdo de um aluno, de problema de combinacgdo, analisado pelos
professores do Estudo 2.

5. Na Olimpiada Brasileira de Matematica, o grupo vencedor era composto por 8 alunos. Sabendo que poderdo
ser formados diferentes grupos com 4 desses alunos para representar o Brasil na Olimpiada Mundial, qual
alternativa abaixo indica a operagao necessdria para obter o total de possibilidades?

g xS b) 8 x4 0)8+4

4x3x2x1

d)4x3x2x1 B)8x7x6x5 f) Nenhuma das respostas anteriores

Jstigue: Do Qe - Agaaipe de Ryomil ng@.m POaN oM
Cade Gty dijung niloh ma 8lionhiadak

Fonte: Silva, Pontes e Teixeira (2013).

P3_ Ele erra, ele sabe o conceito, mas ele ta preso ao conceito do principio Fundamental da
Contagem, entao ele erra.

P2_E ai no caso, a "'letra a'* a resposta correta, porque ele ndo desconsiderou a ordem, ele
até (...) pela resposta dele, ele entendeu que deveria escolher o 1°, depois 0 2°, depois 0 3°. SO
que ao fazer isso, escolha o 1° ele ta definindo quem é o 1° aluno, mas isso ndo condiz com o
que ta sendo proposto aqui.

Uma observacdo feita nesta discussdo é a mobilizacdo de mais de um tipo de
conhecimento, além do conhecimento comum do PFC. Percebe-se, nas falas acima, que é
possivel identificar indicios de conhecimento do PFC e aluno quando P2 se refere a
dificuldade do aluno em resolver o problema, por ndo considerar a ordem dos elementos na
questdo. Ressalta-se que P3 também indica conhecimento do PFC e aluno, ao afirmar que o

aluno erra e conhecimento especializado do PFC ao apontar que, na sua opinido, o aluno “esta
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preso” ao PFC, sendo no caso de uma combina¢ao uma estratégia que nao se resolve por uma

aplicacdo simples do PFC.

5.3.2.2 Conhecimento Especializado do PFC

Este tipo de conhecimento é o que apareceu com maior frequéncia apos a codificacdo
das entrevistas feitas, ver Tabela 3. Foram codificadas unidades referentes a aplicacdo do
conhecimento especializado do PFC nos diferentes tipos de problemas, como expressado
pelos professores P2 e P3 ao se referirem a todos os problemas, ou com foco apenas em um

tipo, no caso o produto cartesiano.

P2_ Vocé usa o principio multiplicativo em todos, na questdo de vocé separar em etapas
vocé vai fazer uma escolha, entdo divide as etapas, 0 que vai ser cumprido primeiramente.

P3_ Aqui é uma contagem do Principio Fundamental [né?], essa é a aplicagéo do Principio
Fundamental da Contagem, s@o tantos tipos de cada coisa e ai fica simples assim.

Reconhecer os diferentes tipos de problemas e seus invariantes (relacbes e
propriedades) e apontar 0 PFC como solugdo comum destes problemas é uma forma de
expressar 0 conhecimento especializado do conteudo. No caso, para a aplicacdo do PFC em
diferentes problemas combinatorios, saber diferenciar os problemas e conhecer seus

invariantes é importante para saber como esta estratégia se aplicara as variadas situacdes.

P1 Entdo, assim: arranjo, permutacdo, caso particular de arranjo, entdo o que tém de
comum € o raciocinio combinatorio.

P2_ E a diferenca maior, no caso o Problema 4 [problema de combinacéo] vocé teria que
diferenciar a ordem, entdo teria que pontuar que a ordem, aqui nesse caso, ndo importa.
Ent&o vocé teria que pontuar como se desconsidera esta ordem, seria a diferenca.

P1 identifica quais problemas estdo sendo apresentados e aponta semelhancas entre 0s
problemas de arranjo e permutacéo. No caso de P2, ele se refere ao problema de combinacao,
como sendo um problema no qual a ordem "ndo importa", ndo ira gerar novas possibilidades,
apontando assim, os invariantes presentes neste problema e a diferenca para outros tipos de
situaces combinatorias.

A importancia dessa identificacdo e diferenciacdo dos problemas combinatorios para a
aplicagdo do PFC esta em como esta estratégia ird se expressar em cada problema. Por
exemplo, no problema de permutagdo usam-se todos os elementos de um conjunto; e em um

problema de combinacdo a ordem em que o0s elementos aparecem, ndo gera novas
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possibilidades e, assim, serd necessario o uso do PFC duas vezes para se chegar na resposta

correta.

P1_ Sim. E bem direta porque como s&o cinco fotos [né?], entdo o n! de 5 é coincidente,
quer dizer, coincidentemente ndo, é o mesmo resultado, entdo o n! e esse produto até chegar
em 1 é a mesma coisa.

P2_ Como vocé ja mostrou que se vai utilizar o principio fundamental naquela sequencia, a
ordem vai ser considerada, entio vocé teria como arrumar maneira de mostrar que daria pra
dividir por este fatorial e tirar a ordem no caso.

O Professor P1 evidencia em sua fala o conhecimento especializado de como o PFC se
relaciona com o procedimento formal, no caso o fatorial presente na solugéo de permutacdes.
O Professor P2 fala na aplicacdo dupla do PFC, ja que em combinagdes é preciso efetuar a
divisdo pelo numero de elementos permutados entre si, considerando que a ordem deve ser
desconsiderada (“tirar a ordem’) nesse tipo de situagao.

Nesses casos, mais uma vez observa-se a presenca de outras naturezas de
conhecimentos, tai como o conhecimento do contetdo e aluno e conhecimento do contetdo e
ensino, de modo particular quando o professor P2 fala em "arrumar maneira de mostrar", ou

seja, a organizacdo de modo a trabalhar o PFC junto aos alunos.

5.3.2.3 Conhecimento Horizontal do PFC

O ensino da Combinatoria € recomendado pelos Parametros Curriculares Nacionais -
PCN (BRASIL, 1997) desde os anos iniciais. Outros documentos oficiais como os PCN para
os anos finais do Ensino Fundamental (BRASIL, 1998), Orienta¢des Curriculares para o
Ensino Médio (BRASIL, 2002) e os Parametros para a Educacdo Bésica de Pernambuco
(PERNAMBUCO, 2013), orientam para um ensino gradativo para que o aluno perceba o
principio fundamental da contagem — PFC — implicito nas questdes e que a partir dele seja
desenvolvido o raciocinio combinatorio dos alunos, de modo que o ensino de Combinatéria
ndo fique preso, apenas, no uso de férmulas. Autores como Borba (2010), orientam, ainda, um
ensino em que sejam aproveitadas as estratégias usadas pelos alunos e dessa forma se
construa, gradualmente, procedimentos mais formais para o ensino da Combinatoria.

E essa conscientizacdo, por parte do professor, de um ensino gradual que se investiga
o conhecimento horizontal do PFC presente na préatica do professor em sala de aula. Além do

reconhecimento de uma gradacdo entre conteddos matematicos, o professor pode
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compreender a necessidade de um aprofundamento gradual no ensino do PFC, ou seja, um
conhecimento horizontal do principio multiplicativo, especificamente no estudo do PFC para
0 ensino da Combinatdria, no qual se investiga como, a partir dele, o professor pode chegar a
procedimentos mais formais deste contetdo.

Um dos pontos observados, durante a entrevista, era se o professor aponta a
importancia de se trabalhar estes contetidos desde 0s anos iniciais, como se pode observar nos

excertos abaixo.

P1 Vocé consegue resolver desde as séries iniciais, Fundamental I, Fundamental Il e
Ensino Médio.

P3_ Entao, talvez pra 5° série, pra talvez uma 72, talvez uma 82 série, eu acho que ele consiga
ter a maturidade para discernir a ordem (...).

Os professores divergem sobre desde quando estes tipos de problemas podem ser
trabalhados. Enquanto P1, afirma que todos os problemas podem ser trabalhados desde as
séries iniciais, P3 diz talvez a partir de uma 52 série, atual 6° ano, € que o aluno possa ter
maturidade para entender quando a ordem de um elemento €, ou ndo, importante de ser
considerada para a resolucdo de uma situacdo combinatoria. Quanto a afirmacdo de P3,
Pessoa e Borba (2009b) afirmam, a partir de resultados empiricos, que alunos desde as séries
iniciais, j& mostram compreensao sobre problemas que envolvem o raciocinio combinatorio.

De uma forma ou outra, os professores evidenciaram conhecimento de que o
desenvolvimento do raciocinio combinatorio se inicia bem antes do ensino formal da Analise
Combinatdria, em geral, no 2° ano do Ensino Médio. Essa visdo “do horizonte” possibilita que
no ensino formal da Combinatéria se aproveite experiéncias anteriores dos alunos com
situaces combinatorias.

O professor P2 mostra porque é importante trabalhar com o PFC desde os anos
iniciais. Ele comenta que se fosse trabalhado antes (do Ensino Médio), o aluno teria melhor
compreensdo das situacdes e ndo se utilizaria de “modelos prontos” — 0S quais nem sempre

garantem que o estudante compreenda os procedimentos, como as formulas.

P2_ E aqui [resolucdo do aluno usando o PFC] como eu digo, € um nivel mais elaborado
que, se talvez fosse inserido antes [né?], e ele ndo utilizasse de formula, de modelos
prontos, ele faria desse jeito [resolucédo do aluno usando o PFC].

Sobre a relagdo entre o PFC e procedimentos formais da Combinatoria, os professores

entrevistados, apesar de indicar existir uma relacdo entre o PFC, usado pelos alunos na
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resolucdo de situacbes combinatorias, e as formulas matematicas, ndo explicam como se da
essa relagdo e nem como partir dessa estratégia para procedimentos mais formais usados na
resolucdo dos diferentes tipos de problemas estudados no campo da Analise Combinatoria.
Embora os professores evidenciem conhecimento de que o desenvolvimento do
raciocinio combinatério se inicia bem antes do Ensino Médio, ndo ha indicacdo clara de que
reconhegam que o PFC ¢ fonte para a construcdo das formulas. Nao basta, entdo, que se inicie
0 estudo da Combinatdria antes, mas que se tenha também em mente como procedimentos
intuitivos podem ser estruturados e sistematizados até chegar-se as férmulas que sdo

procedimentos também Uteis em algumas situacGes combinatdrias.

5.3.2.4 Conhecimento do PFC e Aluno

Este tipo de conhecimento implica entendimento de dificuldades que os alunos
podem ter no desenvolvimento do seu raciocinio combinatorio, em particular, na compreensédo
do PFC como estratégia de resolucdo de problemas de Combinatdria. Por um lado envolve o
conhecimento de erros usualmente cometidos pelos alunos e, por outro lado, envolve a
antecipacdo de como os alunos podem ser incentivados a utilizarem o PFC para a superacao
de dificuldades e/ou eliminacao de erros.

Procura-se identificar como o professor mostra familiaridade com erros comuns
cometidos por seus alunos ao resolverem problemas envolvendo situacdes combinatorias, em
particular utilizando o PFC. Os professores reconhecem claramente as dificuldades que os
alunos tém em entender como o PFC se aplica a produtos cartesianos, arranjos, combinac6es
e permutacdes? As multiplicacdes presentes no PFC sdo corretamente selecionadas pelos
alunos?

A partir do exemplo exposto na Figura 23 analisaram-se conhecimentos dos

professores referentes aos erros e dificuldades dos alunos ao usarem o PFC.
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Figura 23 - Exemplo de resolugdo de um aluno, de problema de arranjo, analisado pelos professores
do Estudo 2.

4. Em uma comido de carcs, 7 poricipantes estdo disputcndo os § primeiros lugares o podo,

ponlées concomrem ac p qundo, lerceiro, quarlo

Gao necessaia paa abter o folal de

Sabu=ndo que o par
lugo qual altematva aboxo indico a ops:
possiibdades?

f) Nexrky ias respasias antenanées
2

e SO QUES SRS EUNO A= ass .S

el S0 IS V0SS (-, el 1l PUTAEGATD

Fonte: Azevedo, Assis, Borba e Pessoa (2013).

P1 A mesma coisa, ele pegou e multiplicou 0s niUmeros que apareceram no problema, mas
ele ndo levou em consideracéo, € a ordem [né?]. Porque s@o cinco posicles [né?] e quais
sao essas possibilidades [ne?] de, é de organizar os cinco primeiros lugares.

P2_ Eles trazem muito isso... A dificuldade, acho que eles pegam os numeros e multiplicam.
Tem 7 participantes, 5 lugares, entéo ele faz 7x5.

P3_ Ele talvez tenha até ouvido falar no conceito, mas o conceito € multiplicar. Ele pega os
nameros que aparecem e multiplica 7x5. Talvez ele tenha visto [né?] ou ouvido. Alguém
deve ter dito: "6, multiplica ai que vai dar certo".

Os trés professores perceberam que, possivelmente, o erro mais frequente dos alunos
ao usarem o PFC seja o de identificar qual a multiplicacdo correta a ser considerada. Os
professores apontam que ha um reconhecimento por parte dos alunos de que se trata de uma
situacdo multiplicativa, mas quais numeros devem ser multiplicados nem sempre fica claro
para os alunos. No exemplo apresentado, os alunos multiplicam 7 por 5, 0s numeros
explicitados no enunciado, ndo entendem que se trata da escolha de 5 lugares (5 etapas de
escolha), havendo 7 possibilidades para o primeiro lugar, 6 possibilidades para o segundo
lugar (uma vez que um dos participantes ja ficou no 1° lugar), 5 possibilidades de escolha para
o terceiro lugar, 4 para o quarto lugar e, finalmente, 3 possibilidades para o quinto lugar —
sendo a multiplicacdo correta: 7x 6 x 5 x 4 x 3.

Sobre como auxiliar seus alunos a superarem dificuldades, os professores apresentam

algumas alternativas.

P2_ E ao pé da letra, se vocé entende que pra atingir um objetivo, pra formar um grupo,
qguando vocé divide em etapas, vocé pode pegar quantas opcbes tem em cada etapa e
multiplicar, se ele entende bem isso, acho que ja seria o suficiente.

P3_ Vocé diminui a quantidade de informacdo e apresenta a ele 0 mesmo conceito. Ai
parece que, aparece uma luz assim, no fim do tanel.
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Entende-se, aqui, que os professores apresentam essa preocupacdo em apresentar o
conteldo a ser trabalhado de forma gradual. O Professor P2 destaca a necessidade de entender
que hé& etapas de escolha a serem efetuadas e que se perceba quantas sdo as op¢des em cada
etapa. J& o Professor P3 parece sugerir diminuir o nimero de etapas de escolha para que 0s
alunos entendam o principio multiplicativo, pois serdo menos informacbes a serem
inicialmente tratadas.

Além de técnicas para o ensino da Combinatoria, que demonstram conhecimento do
PFC e ensino, este é, também, a manifestagdo de um conhecimento horizontal do PFC, pois
evidencia visdo de como se pode abordar inicialmente situacbes combinatdrias de modo mais
simples até chegar a situagdes mais complexas. Esses conhecimentos evidenciados pelos
professores estdo de acordo com os PCN (BRASIL, 1998) que orientam o ensino de forma
que o aluno perceba o principio fundamental da contagem implicito na situacdo apresentada.

Outra situacdo analisada nesta secéo, ver Figura 24, é o conhecimento que o professor
tem sobre seu aluno e a previsdo das facilidades e/ou dificuldades que este aluno pode ter na

aprendizagem da Combinatoria.

Figura 24 - Exemplo de problema de combinacdo na qual sdo apresentados duas estratégias de
resolucdo, a férmula matematica e o PFC, analisado pelos professores no Estudo 2.

Na selecdo brasileira de Basquete, o técnico convocou 12 atletas. Sabendo que poderdo ser
formados diferentes grupos com 5 desses jogadores que irdo compor a equipe titular, qual
alternativa abaixo indica a operagdo necessaria para obter o total de possibilidades?

n! By
Cop =7, 5. 4. 3 2
P p!(n-p)! . f‘ e 5

_ s

Exemplo de formula matematica.
Exemplo de Estratégia usando o PFC.

Fonte: Azevedo, Assis, Borba e Pessoa (2013).

Fonte: A autora.

P1 Agora eu acredito que essa quarta questdo ndo, na quarta questdo € o principio
multiplicativo, mas parece que ele ta utilizando uma formula aqui. Nao é s6 a ideia de
multiplicar, tem(...).

P2_ E nesse problema 4 que é um pouquinho mais diferenciado pelo fato de desconsiderar a
ordem, também desconsiderou utilizando o Principio Fundamental.

P3_ Deve ter, t abreviado. Me parece que ta abreviado, ele usou 0 numerador que € 0 12!
cortou com 7 que é a subtracdo de 12 com 5 e botou o p! que é 5. Acredito que tenha usado,
s6 n&o ta iniciado. E como se ele ja soubesse o esquema e ja tivesse feito as simplificacdes.
Porque seria 7! em cima, 7! embaixo ele cortou. Sim, acho que ele usou a férmula.
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Nem todos os professores conseguem claramente associar o PFC as férmulas. O
Professor P1 ndo fica certo se o0 aluno estd, ou ndo, usando a formula e o Professor P3 acredita
que o aluno antecipou simplificacfes da férmula, o que pode ndo ter sido o procedimento do
aluno, mas, sim, uma utilizagdo dupla do PFC.

5.3.2.5 Conhecimento do PFC e Ensino

No que se refere a0 uso de meétodos e técnicas de ensino para a Combinatoria,
sobretudo no que diz respeito ao uso do PFC para resolucdo deste tipo de problema, foi
possivel identificar propostas que os professores tém e como eles mobilizam o conhecimento
do PFC e ensino.

Os professores quando se expressaram sobre procedimentos que pudessem esclarecer
duvidas dos alunos na resolucdo de situagdes combinatorias, trazem afirmacbes como as
observadas na discussdo da resolugdo de um problema de produto cartesiano feita por um

aluno, Figura 25, que evidenciam seus conhecimentos referentes ao ensino.

Figura 25 - Exemplo de resolucdo de um aluno, de problema de produto cartesiano, analisado pelos
professores do Estudo 2.

1. No restaurante “Sabor Divino” Marina quer comprar seu almogo. Ela pode escolher entre 3 tipos diferentes de
salada, 2 tipos diferentes de arroz, 4 tipos diferentes de carne e 3 tipos diferentes de fefjdo Sabendo que ela
precisa escolher um tipo de cada opgdo: salada, arroz, came e feijéo, qual a\ternattva abaixo indica a
operag&o necessaria para obter o total de possibilidades?

A3+2+4+3 b)3x2x4 0)4x3x2x1

e £)3x2x4x3 f) Nenhuma das respostas anteriorss
4X3X2X

Jstoue_p0(Qus Ao Tom ao 8ol 12 1] jpa2 de sty
\(MQ(\C\) U‘cz’Ui X0, que Demos © O Wl \lh}m%%

A rupuiget

Fonte: Silva, Pontes e Teixeira (2013).

P1_ Mas é, seria também, usar uma arvore de possibilidades, depois ele perceber o principio
multiplicativo. Agora ficaria bem cheia de ramos.

P2_ E um problema de contagem (né) isso, que vocé pode utilizar o principio multiplicativo
para contar e fazer arvore também das possibilidades.

Os professores indicam gue no ensino da Combinat6ria um possivel caminho seria o
uso de arvores de possibilidades para, a partir desta representacdo, chegar-se ao principio
multiplicativo. Embora seja um bom caminho sugerido, ndo fica evidente como os professores
fariam essa transicdo de uma forma de representacdo (arvore de possibilidades) para outra
(uso do PFC).
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Apobs citar quais outras estratégias podem ser usadas na resolucdo de problemas
combinatdrios, os professores apresentaram de que forma eles podem auxiliar e esclarecer
para seus alunos, com dificuldade, como superar obstaculos, como se pode observar na

discussdo a seguir entre o entrevistador (E) e os professores.

E_ Como vocé auxiliaria o aluno a compreender este problema?

P1_Primeiro perguntaria quais sdo estas possibilidades pra depois ver qual o total, ai dava
pra ele visualizar que é um produto de multiplicagdes.

P1_ A questdo seria trabalhar com quadros de (...) casas de possibilidades. Porque daria pra
ele ver/identificar realmente (...) é porque todas elas, pelo menos as trés, resolve com o
principio multiplicativo, mas ai teria que (...) a arvore de possibilidades ia chegar o momento
que dificultaria a 42 questdo ficaria muito extensa, mas ai com o quadro de posicao ele
compreenderia.

P2_ Eu sempre tento fazer, também com poucos, poucos resultados e que ele faca uma
comparacao entre a leitura direta, a contagem direta, e a contagem indireta. Entéo, pra ele
entender cada passo do que ele ta fazendo.

P3_ As vezes vocé (...) pega os nimeros que sdo grandes, que na cabeca deles talvez seja
muito longe a relacdo de vocé diminuir aquela quantidade. Parece que o entendimento dele
ficaria mais claro.

Para a superacdo de dificuldades, os professores sugerem diminuir quantidades e
organizar os dados, de forma a se entender quais multiplicacdes estdo envolvidas. Os
professores ressaltam ainda como os diferentes problemas podem se beneficiar de
representacdes simbolicas especificas. No caso, por exemplo, de um problema com muitas
possibilidades, sugere-se que a arvore de possibilidades ndo seja uma boa alternativa de

representacgéo.

5.3.2.6 Conhecimento do PFC e Curriculo

As questdes voltadas para o conhecimento do curriculo e como o PFC é tratado em
documentos oficiais e livros didaticos ndo foram tdo enfatizadas na elaboracdo da entrevista,
porém, a forma como a mesma foi construida objetivava verificar como o professor apontaria
questdes do curriculo ao longo da entrevista em conjunto com o conhecimento horizontal do
PFC, do conhecimento do PFC e alunos e do conhecimento do PFC e ensino.

Sobre o conhecimento explicito de orientacGes oficiais, os curriculos prescritos, na
terminologia de Sacristan (2000), como os PCN, por exemplo, ndo ha referéncias espontaneas
por parte dos entrevistados, apenas quando o pesquisador indicava do que se tratava, como

pode-se observar no excerto a seguir.
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E_ Em qual bloco de conteldos estes problemas estdo inseridos? Naqueles blocos de

conteudos dos PCN, tu encaixaria em qual?

P1 Acho que PCN tem tratamento da informacdo, [né?] e (...) e eles englobam Analise
Combinatoria dentro de Tecnologia da Informagéo.

P2_ Ah! nos blocos! Numeros e operagdes.

P3_ Eu, usando o PCN néo saberia classificar eles por que eu ndo recordo a lista deles, eu
nao teria isso na mente.

Os Parametros Curriculares Nacionais - PCN sdo um referencial para a Educagéo
Basica do Brasil, embora este documento ndo determine um curriculo prescrito, suas
orientagcdes sao muitas vezes consideradas como uma indicacdo de como deve ser 0 ensino.
Segundo os PCN (BRASIL, 1997), eles tém como fungéo, orientar e garantir que haja
coeréncia dos investimentos no sistema educacional brasileiro, socializando, assim,
discussdes, pesquisas e recomendagdes que visam proporcionar uma maior participacdo dos
professores, principalmente daqueles com menor contato com a producdo pedagogica
produzida por InstituicGes de Ensino Superior.

Nas falas dos professores ndo ha claro indicio do conhecimento do curriculo prescrito
nos PCN, pois os professores ndo tinham certeza de qual bloco de conteddos contém a
discussédo sobre o PFC. Um dos professores indicou o eixo Tratamento da Informacéo, outro o
eixo Numeros e Operacdes e o terceiro professor ndo soube indicar.

O professor P1, por exemplo, na maioria das vezes em que citou expressdes que
remetessem ao conhecimento do PFC e curriculo, tratou de questdes referentes a classificacdo
dos problemas combinatérios ao bloco de conteudos, que € uma classificacdo dada pelos

Parametros Curriculares Nacionais e livros didaticos.

P1 Acho que PCN tem tratamento da informacéo, [né?] e (...) e eles englobam Analise
Combinatéria dentro de Tecnologia da Informacéo. Eu ndo concordo muito com essa, essa,
(...) acho que séo é (...) sdo blocos distintos. N&ao sei por qual razéo eles colocam Tecnologia
da Informacao, probabilidade, Analise Combinatdria, Probabilidade. Acho que séo, é, séo
blocos de conteudos distintos na minha opinido.

Esta fala de P1 sintetiza bem o seu posicionamento em todas as vezes que foi
confrontado a expressar conhecimentos sobre os PCN, que além de orientar professores, 0s
aproxima de pesquisas em sua area de atuacdo, produzidas por Instituicbes de Ensino
Superior.

Mesmo sem tratar questdes curriculares especificas, ao longo da entrevista, 0s

professores forneceram pistas de que conhecem, mesmo sem citar fontes, a respeito de
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questBes curriculares presentes nos livros didaticos, ou seja, curriculos apresentados, na

terminologia utilizada por Sacristan (2000).

E_ Entdo todas, a partir do 6° ano, vocé acha que déa pra trabalhar?

P2_ Acredito que sim. J&, inclusive alguns livros didaticos, por que eu ndo t6 muito mais no
Fundamental, ja me perdi um pouquinho. Mas assim, acredito que alguns livros didaticos ja
tragam o Principio Fundamental e que esses problemas podem ser inseridos, sim, depende
muito da realidade do colégio.

P3_ Alguns livros ja trazem o Principio, as vezes na 62 Alguns livros tdo trazendo isso, mas
traz isso, as vezes na parte de Estatistica, as vezes eles trazem uma coisa ligado a isso, mas
nem todo mundo aborda isso no Fundamental.

Outras questdes abordadas foram em relacéo ao inicio do ensino da Combinatoria.

P1_E um problema que da pra trabalhar também no Fundamental, ndo somente no Ensino
Médio. No Fundamental d&a também.

P2_ N&o sei, uma sexta serie, acho que eles ja teriam essa no¢do por que eles ja tém a
habilidade aritmética [ne].

P3_ Eu evitaria, eu acho que néo, ele pode sair do Fundamental sem essa habilidade, que
nao compromete, ndo se for bem visto no Ensino Médio. Ndo compromete ndo. Agora se for o
caso mais brando poderia aplicar com eles sem nenhum problema.

Os professores tém opinides convergentes, mas a0 mesmo tempo divergentes quanto
ao inicio da introducdo de problemas combinatérios em turmas da Educacdo Basica. Ao
mesmo tempo em que concordam que o ensino pode se dar a partir dos anos finais do Ensino
Fundamental (6° ano), P3 vem afirmar que os problemas envolvendo o conceito de
combinacao podem ser vistos apenas no Ensino Médio.

Os professores precisam conhecer melhor o que dizem as propostas curriculares sobre
0 periodo adequado para iniciar, aprofundar e consolidar os contetdos de Combinatoria.
Assim, a partir de um melhor conhecimento dos curriculos prescrito (em documentos oficiais)
e apresentado (em livros didaticos), os professores planejardo melhor os curriculos moldados
e efetivados em acdo na sala de aula. O curriculo avaliado poderd, assim, indicar que o
curriculo realizado indicou apropriacdo do uso do PFC pelos alunos nas diversas situacdes

combinatorias.
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5.3.3 Tipos de conhecimentos docentes mobilizados por cada professor

Na Tabela 4 apresenta-se a frequéncia de cada tipo de conhecimento que foi
mobilizado pelos participantes durante a entrevista. Estes dados, somados entre si, totalizam a
frequéncia de cada tipo de conhecimento codificado.

Esta tabela € um detalhamento da Tabela 3, anteriormente apresentada, com o objetivo
de reforcar quais tipos de conhecimentos os professores mobilizaram sobre o Principio
Fundamental da Contagem (PFC).

Tabela 4 - Frequéncia do tipo de conhecimento por participante.

TIPO DE CONHECIMENTO P1 P2 P3 TOTAL
Conhecimento Comum do PFC 16 19 22 57
Conhecimento Especializado do PFC 36 46 47 129
Conhecimento Horizontal do PFC 18 23 23 64
Conhecimento do PFC e Aluno 17 24 29 70
Conhecimento do PFC e Ensino 15 34 28 77
Conhecimento do PFC e Curriculo 07 04 04 15

Fonte: A autora.

O conhecimento especializado do PFC foi o tipo de conhecimento que foi observado
com maior frequéncia nas entrevistas. Dessa forma, o0s participantes evidenciaram
conhecimentos especificos da Combinatoria ligados ao ensino deste tema e, em especial,
quanto ao uso do PFC como uma estratégia para a resolucéo destes problemas.

Com frequéncias semelhantes foram observados o conhecimento horizontal do PFC, o
conhecimento do PFC e aluno e o conhecimento do PFC e ensino. Verificou-se que 0s
professores detém conhecimentos sobre como alunos podem iniciar o desenvolvimento de
seus raciocinios combinatérios bem antes do Ensino Médio. Entretanto, os professores nao
evidenciaram clareza de como ensinar aos alunos procedimentos mais formais (formulas da
Analise Combinatoria) a partir de outras estratégias de resolucdo (tais como arvores de
possibilidades e o uso do PFC).

O conhecimento comum do PFC foi observado com menor frequéncia, pois ndo era
objetivo especifico a verificacdo deste tipo de conhecimento no Estudo 2, mas, indiretamente
observou-se 0 quanto os professores dominavam o uso dos PFC na resolucdo de diferentes
situagbes combinatdrias. Os resultados do Estudo 1 j& haviam evidenciado o quanto
professores de diferentes niveis compreendem como aplicar o PFC a produtos cartesianos,

arranjos, combinacgdes e permutagdes.
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De todos o0s conhecimentos, o menos mencionado pelos professores foi o
conhecimento do PFC e curriculo, claramente explicitado apenas 15 vezes. Como
mencionado anteriormente, 0s questionamentos da entrevista ndo eram direcionados
explicitamente ao curriculo, mas havia a possibilidade de que a tematica surgisse na discussdo
de outras questdes, tais como relacionadas ao ensino e ao aluno.

Nessa secdo discutiremos articulagdes de diferentes tipos de conhecimentos de cada
um dos professores entrevistados.

No que se refere ao conhecimento comum, horizontal, aluno, e ensino do PFC,
percebe-se uma proximidade de frequéncia, ver, quando P1 mobiliza estes conhecimentos
durante a entrevista. Sendo assim, em uma mesma fala de P1 podem aparecer dois ou mais

tipos de conhecimento, como se pode observar na discussao da Figura 26.

Figura 26 - Exemplo de resolucdo de um aluno, de problema de arranjo, analisado pelos professores
do Estudo 2.

4. Em uma comida de cares, 7 porhicipantes estdo disputcndo os & primeiros kugares co podio,

Sab=ndo que o parlicipenlées concorem ao primero, sequnde, lerceiro, quarlo e quinto
lugores, qual altemativa aboxo indica a operacdo necessaria poa obter o folal de
possitibdades?

Q)7+ s

b)7x6x5%4

€z —
4
K7x5

] Sx4x3x2x1

] Nerkvma das respasias antenares

Justiique ST A0 —3t= QUUIES TS PO OA5R= O »._“;;\
Pos TOES D 1Eea DS cagas, bl 1 DU AGA D

Fonte: Azevedo, Assis, Borba e Pessoa (2013).

E_E ele pode ser trabalhado a partir de que ano?

P1_E um problema que da pra trabalhar também no Fundamental, ndo somente no Ensino
Médio. No Fundamental da também.

P1 Eu diria que a férmula de arranjos pra ser apresentada pro aluno ela é
demasiadamente complexa [né?]. Utilizando o principio multiplicativo [né?], ele entendendo
que aqui €, no caso a ordem importa aqui. Ele teria que entender isso. Bem mais simples
resolver utilizando o principio multiplicativo, ao invés de apresentar a formula.

No didlogo entre entrevistador (E) e o professor (P1) é possivel ver essa articulacdo
entre diferentes conhecimentos. Assim, P1 mobiliza conhecimento horizontal do PFC quando
reconhece que problemas, como o de arranjo, podem ser trabalhados em turmas do Ensino
Fundamental e ndo apenas no Ensino Médio. Ha também mobilizacdo do conhecimento do
PFC e aluno, pois P1 indica o uso o principio multiplicativo como sendo uma estratégia que

facilitard ao aluno resolver estes problemas, ao mesmo tempo apresenta indicios de
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conhecimento do PFC e ensino quando avalia a vantagem de usar o principio multiplicativo

na resolucgéo deste problema.

Figura 27 - Exemplo de problema de produto cartesiano na qual sdo apresentados duas estratégias de
resolucdo, a formula matematica e o PFC, analisado pelos professores no Estudo 2.

Para a festa de Sdo Jodo da escola, tem 3 meninos (Pedro, Gabriel e Jodo) e 4 meninas (Maria,
Luiza, Clara e Beatriz) que querem dancar quadrilha. Se todos os meninos dancarem com todas as
meninas, quantos pares diferentes poderdo ser formados?

VT —~

' )
PC=nXp I\/‘V"‘“‘

) . Exemplo de Estratégia usando o PFC.
Exemplo de formula matemaética. Fonte Pessoa (2009)

Fonte: A autora.

E_ Esse € um problema, essa a formula matematica e essa aqui € a resolucdo de um aluno.
Tu vés alguma relacéo entre a solucdo matematica e a resolugdo do aluno?

P1 Sim.
E_ Qual seria essa relacéo?

P1_Cada fator ta indicando, é, vocé tem trés meninos e quatro meninas. Entdo o produto 4x3
esta correta, a mesma coisa a formula e a solucéo.

Nesse tipo de discussdo, P1 mobiliza dois tipos de conhecimentos, o conhecimento
comum do PFC quando consegue explicar de um modo geral o que se pede no problema; ha,
também, a presenca do conhecimento horizontal do PFC, quando P1 diz existir relacdo direta
entre a formula apresentada e a representacdo dada pelo aluno, mesmo ndo explicitando como
se da essa relacao.

O conhecimento especializado do PFC esta presente nas discussdes feitas a partir dos
problemas apresentados, anteriormente, nas Figuras 26 e 27, pois nelas o professor traz
discussdes referentes ao que € trabalhado exclusivamente em sala de aula no ensino da
Combinatoria.

Quando questionado sobre o uso do PFC como estratégia valida para resolver todos 0s
problemas combinatérios, P1 argumenta que ndo e explica o porqué como observado no

excerto abhaixo.
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P1 Na&o, d& pra usar em todos, agora existe casos particulares de permutac6es circulares,
arranjos, quer dizer, mas no Ensino Médio a gente acaba um ou outro problema que é
trabalhado dessa forma (...).

Defende-se, assim como Pessoa (2009) e Borba e Braz (2012), que o PFC além de
base para os problemas de Combinatdria, também é uma estratégia valida para qualquer um
dos tipos de problema trabalhados neste contetdo, seja ele simples ou condicional.

O conhecimento especializado do contetdo também é explorado por P1, na discussao
anterior, quando ele traz em sua fala termos que sdo usados apenas para 0 ensino da
Combinatéria. Para qualquer outra situagdo, que ndo o ensino, o uso de alguns termos, como
permutacéo circular??, ndo fazem sentido.

O Professor P2 traz em sua fala, durante a entrevista, discussdes mais frequentes sobre
0 conhecimento especializado do PFC e do conhecimento do PFC e ensino, ver Tabela 4. Mas
ha uma articulacdo destes dois tipos de conhecimentos com o0s demais investigados neste
estudo. As questdes de ensino, por exemplo, abordadas por P2, mostravam como esclarecer
uma situacdo problema para seus alunos, avaliando vantagens do uso do PFC, ou mesmo
utilizando-se de técnicas para explicar como ele entende e ensina determinados tipos de
problemas.

Em uma discussdo sobre a relacdo entre a formula Matematica usada na resolucéo de
problemas de combinacdo e o uso do PFC como estratégia para resolucdo deste tipo de

problema, ver Figura 28, P2 discursa sobre o uso desta estratégia por alunos.

Figura 28 - Exemplo de problema de combinacdo na qual sdo apresentados duas estratégias de
resolucdo, a férmula matematica e o PFC, analisado pelos professores no Estudo 2.

Na selecdo brasileira de Basquete, o técnico convocou 12 atletas. Sabendo que poderdo ser
formados diferentes grupos com 5 desses jogadores que irdo compor a equipe titular, qual
alternativa abaixo indica a operagdo necessaria para obter o total de possibilidades?

n! AL Ab A
Crp = =, . 4, 5.2
P pl(n—p)! e i

Exemplo de formula matematica. Exemplo de Estratégia usando o PFC.

Fonte: Azevedo, Assis, Borba e Pessoa (2013).

Fonte: A autora.

22 "Chama-se permutagdo circular de n elementos, de um ou mais conjuntos, qualquer disposicdo desses
elementos em torno de uma ordem circular".
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P2_ Mas de inicio pra ele entender combinatdria, acredito que ele deveria fazer isso, porque
a férmula se torna natural.

Ao avaliar as vantagens do uso do PFC, por parte do aluno, na resolugdo de um
problema de combinacdo, além do conhecimento do PFC e ensino, evidencia-se 0
conhecimento do PFC e aluno, prevendo facilidades quanto ao uso do PFC e conhecimento
especializado do PFC, que aparece de forma implicita quando P2 faz referéncia ao uso do
PFC. O conhecimento horizontal do PFC evidencia-se, também, nessa relacdo entre PFC e
formula, quando P2 diz que, a partir de um, o outro se torna natural.

Ainda sobre a discussdo do problema de combinacdo, Figura 28, O Professor P2

continua a apresentar indicios de outros conhecimentos envolvidos nessa discussao.

P2_ E aqui [resolucdo do aluno] como eu digo, € um nivel mais elaborado que, se talvez
fosse inserido antes [né?], e ele ndo utilizasse de formula, de modelos prontos, ele faria desse
jeito [resolucéo do aluno].

Na discussédo P2 mobiliza conhecimento comum do PFC ao demonstrar saber aplicar o
PFC em situacGes combinatorias variadas, como a apresentada na Figura 28. Ha conhecimento
horizontal do PFC, também nesta discussdo, pois P2 indica a insercdo desta estratégia antes
do aluno utilizar férmulas para resolucdo de situagdes combinatorias. O conhecimento do
PFC e aluno e o conhecimento do PFC e ensino aparecem quando o professor prevé aos
alunos facilidade ao resolver problemas combinatorios a partir desta estratégia, reconhecendo
assim, o PFC para o ensino da Combinatoria.

Muitas questdes referentes ao ensino estdo relacionadas também com o conhecimento
especializado do PFC. O Professor P2 mobiliza estes conhecimentos para esclarecer situacées
de ensino, como a apresentada na discussao entre a relacdo da formula de arranjo e o PFC,

estratégia usada por um aluno ao resolver este problema, como se pode observar na Figura 29.

Figura 29 - Exemplo de um problema de arranjo mostrando a relacdo entre a formula e o PFC.
As semifinais da Copa do Mundo serdo disputadas pelas seguintes selecBes: Brasil, Franca,
Alemanha e Argentina. De quantas maneiras diferentes podemos ter os trés primeiros colocados?

A n! ¥) &3 .3 =
"P T (n—p)!

Exemplo de formula matematica.

Exemplo de Estratégia usando o PFC.
Fonte Pessoa (2009).

Fonte: A autora.
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P2_ Eu sempre gosto de falar que o principio fundamental e arranjo é praticamente a mesma
coisa quando vocé divide em etapas ali j& ta subentendido que ta classificando uma ordem,
escolha o 1°, escolha o 2°, escolha o 3°.

P2_ Na realidade, na minha prética, eu justamente utilizo muito pouco a formula. Eu penso
na ideia, por exemplo, quando eu quero fazer um arranjo de 4, 3 a 3, eu ja penso com ele que
isso € equivalente a vocé escolher 3 pessoas [né] e vocé tem 4 opc¢des na 12, 3 na 28, entdo
nem coloco essa formula do fatorial de inicio. Depois eu apresento, mas eu fago mais A, 3,
entdo pego o fatorial do 4, desenvolve 3, que tem 3 espacinhos, entdo é dessa maneira que
normalmente eu apresento.

Esse tipo de discussdo além de apresentar questBes referentes ao ensino da
Combinatéria, na qual P2 demonstra o uso de técnicas para resolugdo do problema, ele, ainda
demonstra ter um conhecimento especializado do PFC quando reorganiza as informagoes
contidas no problema esclarecendo, assim, ao aluno como desenvolver o raciocinio para
resolucéo do problema em questao articulando, também, conhecimento do PFC e aluno.

Assim como evidenciado nas falas dos Professores P1 e P2, o Professor P3 também
evidencia articulacao de diferentes tipos de conhecimentos.

P3 mobiliza conhecimento comum do PFC e conhecimento do PFC e ensino para
tentar explicar como as estratégias usadas para o ensino da Combinatoria. Como se observa na

discusséo da situacao apresentada na Figura 30.

Figura 30 - Exemplo de um problema de permutacdo mostrando a relacdo entre a férmula e o PFC.

Problema 03 — Permutacéo

Na prateleira do meu quarto, desejo colocar fotos dos meus 5 artistas favoritos. Sabendo que posso
organizar as fotos de diferentes maneiras, uma ao lado da outra, qual alternativa abaixo indica a operacéo
necessaria para obter o total de possibilidades?

P=n!

Exemplo de formula matematica. Exemplo de Estratégia usando o PFC.
Fonte: Azevedo, Assis, Borba e Pessoa (2013)

Fonte: A autora.

P3_ E ai vocé mostra casos que [...] eu mostro pra eles quando for resolver um problema
como esse que envolve as possibilidades, quando vai passar por um problema como esse, se a
gente usar 0 mesmo raciocinio ja vé que bate na trave.

P3_ Eu acredito que resolva-se muitos problemas envolvendo s6 aquilo e depois de muita
repeticdo daquilo, acho que vocé comeca a mostrar que existe algumas variagoes.
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O conhecimento comum aparece quando P3 apresenta o problema como um caso que
"envolve as possibilidades”, esta € uma das questdes basicas para a aprendizagem da
Combinatoria, porém ndo € um conhecimento especializado para o ensino deste contetdo. O
conhecimento do PFC e ensino se da quando o professor tenta explicar como se da o processo
de ensino de situacBes combinatérias ja que, durante a entrevista, ele aponta este mesmo
raciocinio para as demais situac@es apresentadas.

Na discussdo feita a partir da Figura 31 o professor P3 discute sobre questdes

relacionadas aos conhecimentos especializado, do aluno e ensino.

Figura 31 - Exemplo de um problema de arranjo mostrando a relacdo entre a férmula e o PFC.

Problema 02 — Arranjo

As semifinais da Copa do Mundo serdo disputadas pelas seguintes selecdes: Brasil, Franca, Alemanha e
Argentina. De quantas maneiras diferentes podemos ter os trés primeiros colocados?

A n! 3 .f ;3 = i)
"P o (n—p)!

Exemplo de formula matematica. -
P Exemplo de Estratégia usando o PFC.

Fonte Pessoa (2009).

Fonte: A autora.

P3_ Porque aqui a gente tendo 4 possibilidades pra montar os 3 primeiros lugares, néo [...]
sai por arranjo, nao sai por combinagdo nao, sai por arranjo. Ta certo, aqui sai por arranjo,
mas ele ndo fez uso do arranjo.

P3_ eu quando dou esse assunto pros meus alunos eu tiro a ideia dele ter que identificar se
iSso € um arranjo, uma permutacao.

Ao identificar o tipo de problema exposto e diferencia-lo de um problema de
combinacdo o professor mobilizou conhecimento especializado da Combinatéria o que
auxilia na aplicacdo do PFC para resolucdo destes problemas. No decorrer da discussdo P3
articula conhecimento do PFC e aluno ao apontar meios (ndo identificar o topo de problema
trabalhado) a fim de facilitar a compreensdo do aluno durante a resolucdo de uma situacao
combinatdria; e conhecimento do PFC e ensino ao mostrar de que forma conduziria as
orientacdes para que seus alunos pudessem resolver estes problemas.

Estas articulagdes, dos diferentes conhecimentos docentes, se complementam entre si

possibilitando ao professor o desenvolvimento de um bom trabalho em sala de aula, em
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particular no ensino de Combinatdria e, especificamente, no uso do Principio Fundamental da

Contagem (PFC) como estratégia de resolugédo de diferentes situacdes combinatdrias.

5.3.4 Produto cartesiano, arranjo, permutacao e combinacao e o tipo de conhecimento.

Nesta secdo o objetivo foi identificar quais tipos de conhecimentos os professores
parecem mobilizar em diferentes situacbes combinatérios. A Tabela 5 mostra a frequéncia
com que esses problemas eram citados pelos professores quando evidenciavam algum dos
tipos de conhecimento nas situacfes sugeridas durante a entrevista.

Tabela 5 - Frequéncia de tipo de conhecimento docente por problema combinatério.

QUANDO SE
PC AR PER COM A'I?g[I;ICE)IgEOS TOTAL

PROBLEMAS
Conhecimento Comum do PFC 17 12 12 8 8 57
Conhecimento Especializado do PFC 14 35 15 29 36 129
Conhecimento Horizontal do PFC 11 16 10 12 15 64
Conhecimento do PFC e Aluno 12 19 13 17 9 70
Conhecimento do PFC e Ensino 10 17 10 10 30 77
Conhecimento do PFC e Curriculo 5 1 3 2 4 15

PC = Produto Cartesiano; AR = Arranjo; PER = Permutacdo; COM = Combinacao.
Fonte: A autora.

O conhecimento comum do PFC aparece com maior frequéncia quando os professores
avaliavam questfes referentes aos problemas de produto cartesiano. Na discussdo abaixo,

Figura 32, verifica-se como os professores se referiam a este tipo de problema.

Figura 32 - Exemplo de resolugdo de um aluno, de problema de produto cartesiano, analisado pelos
professores do Estudo 2.

1. No restaurante “Sabor Divino” Marina quer comprar seu almogo. Ela pode escolher entre 3 tipos diferentes de
salada, 2 tipos diferentes de arroz, 4 tipos diferentes de came e 3 tipos diferentes de feijo. Sabendo que ela
precisa escolher um tipo de cada opgéo: salada, arroz, came e feijéo, qual alternativa abaixo indica a
operagéo necessaria para obter o total de possibilidades?

Aa+a+4+3 b)3x2x4 ) 4x3x2x1

) Lxpedxs £)3x2x4x3 f) Nenhuma das respostas anteriores
4X3%x2X1

lstoue_p0AQuLc o Tom ao ol 12 tijpen dv suluestn
varadon Meflthn que demno. © ®lad | 2 0

A Mg €04

Fonte: Silva, Pontes e Teixeira (2013).
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P1_ E um problema que envolve [né?] possibilidades [né?] pra resolver com principio

multiplicativo.

P2_ E um problema de contagem [né?] isso, que vocé pode utilizar o principio
multiplicativo para contar e fazer arvore também das possibilidades.

P3_ A pergunta €, indique a opcdo necessaria para obter o total de possibilidades. Isso ndo
pode ser um caso de soma em hip6tese alguma.

Vé-se que os professores P1 e P2 referem-se sempre ao produto cartesiano como
sendo um simples problema de contagem que envolve possibilidades e que pode ser resolvido
por meio do PFC. Apesar de P3 néo se referir explicitamente, como os demais professores,
subtende-se em sua fala que o mesmo também se refere ao produto cartesiano como sendo
um problema de contagem, o qual se resolve por multiplicacdes e ndo por adicao.

Nos problemas de arranjo, permutacdo e combinacdo os professores também
mobilizavam este tipo de conhecimento, muitas vezes para apontar que as resolucdes dos
alunos estavam incorretas e, em seguida, apontavam as alternativas que responderiam
corretamente aos problemas apresentados.

Para o conhecimento comum do PFC os professores P1 e P2 mobilizam este tipo de
conhecimento ao explicar sobre semelhancas e diferencas entre situagdes combinatorias

apresentadas durante a entrevista.

P1_ Bom, semelhante é o raciocinio combinatdrio, [né?], que sdo possibilidades, sdo
combinacdes.

P3_ De diferenca entre eles € a quantidade de casos mesmo.

Entendemos, aqui, que quando o P1 e P3 se referem a "combinagdes”, "semelhancas"
e "diferencas”, estdo mobilizando conhecimentos comuns de que estes variados tipos de
problemas solicitam o namero de possibilidades/combinacdes, mas que alguns levam a maior
e outros a menor quantidade total de possibilidades. Este € um conhecimento béasico e
necessario para a resolucédo de problemas combinatorios.

O conhecimento especializado do PFC esta presente e aparece com maior frequéncia
quando os professores passam a mobilizar seus conhecimentos para o todo da Combinatéria e
ndo apenas em situacdes de problemas especificos, como se pode observar na Tabela 5.

Quando os Professores P1 e P2 se referem a questdes especializadas do PFC relativas

aos conceitos trabalhados na Combinatoria, eles apontam semelhancgas entre os problemas, o
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uso do PFC para resolucdo de todos os problemas apresentados, além de questdes

relacionadas ao ensino da Combinatoria.

P1 A maioria dos problemas de Combinatoria sdo resolvidos através do principio
multiplicativo.

P2_ Seria mais vocé mostrar que a ideia é essa, mostrar que a diferenca da combinacéo se
vocé faz a mesma coisa do arranjo, entao tentar traduzir num problema em que a ordem néo
importa. Comecga fazendo como se a ordem ndo importasse, vocé estaria utilizando aquele
arranjo e ai tem a diferenca de dividir pelo p! pra desconsiderar a ordem entre 0s espacos,
entre as quantidades que estéo la.

O Professor P3 apresenta questdes sobre o uso do PFC para a resolucdo dos diferentes
problemas combinatdrios apresentados durante a entrevista e também como ele trabalha o
conteddo, neste caso apresentando termos e estratégias usadas apenas para 0 ensino — 0 que

caracteriza esse conhecimento como especializado e ndo apenas comum.

P3_ Primeiro a gente comeca pelo Principio Fundamental da Contagem so pra que ele
entenda alguma coisa".

P3_ Ou passa muito caso e ai vocé vé que 0s casos acabam se repetindo, no contexto da
questdo € 0 mesmo caso e ai vocé vai ter que explicar para o aluno que existe um outro
caminho que ai a gente fala um pouquinho sobre arranjo [né?], que é vocé contar as
possibilidades, mas ha restri¢cdes, digamos assim.

Sobre os problemas de arranjo e combinacdo, quando tratados pelos professores
separadamente no contexto do conhecimento especializado do PFC, apresentam-se questdes
relacionadas a identificacdo da importancia de reconhecer se a ordem em que os elementos

presentes no problema em questdo ird, ou nao, gerar novas possibilidades.

P1 Ele ndo percebeu que os grupos, € (...) a ordem ndo importa [né?], e ai resolveu como
se fosse um arranjo.

P2_ Quando vocé pensa num agrupamento, vocé ja ta com a ideia do grupo bem formado.
Entéo, vocé pensa: eu tenho 4 selecdes para escolher 3. A ordem importa, entdo eu utilizo um
arranjo pra resolver. E um grupo em que a ordem importa.

P3_ Eu tenho 7 participantes disputando 5 lugares, 1°, 2°, 3°, 4° e 5° lugares, entdo essa
ordem interfere.

No conhecimento horizontal do PFC o tipo de problema mais discutido foi o arranjo,
como se pode observar na Tabela 5, principalmente pelos Professores P2 e P3. Suas falas, que
seguem, denotam este tipo de conhecimento — de como se pode dar o ensino e a aprendizagem

da Combinatéria ao longo dos anos escolares.
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P2_ Porque assim, no Ensino Médio eles ja tém extrema dificuldade, mas numa 62 série
(como te disse) se 0 menino comeca a gostar daquilo a partir de uma 62 série, de uma 72
série, ai eu acredito que daria. Agora é um desafio [ne?] Seria mais ou menos isso.

P3_ O, se eu multiplicar todo mundo, é um tipo de problema, se eu for resolver outro tipo de
problema que ele leve em considera¢éo o posicionamento ou as comissdes formadas, entao
talvez na 5% ndo, talvez numa 8%, o cara terminando ja o Ensino Fundamental, ele ja tenha
maturidade suficiente.

Na discussdo, acima, os professores comentam a questdo de quando problemas
combinatérios podem comecar a ser trabalhados em turmas da Educagdo Basica. Outras
questdes, relacionadas ao conhecimento horizontal e apontadas pelos trés professores, foram
sobre a relacdo entre a formula de arranjo e a resolucdo do aluno usando o PFC, na qual P1 e
P2 explicitam o uso do PFC pelo aluno e como esta estratégia pode facilitar a resolugédo deste
tipo de problema. Outras evidéncias de conhecimento dessa natureza se fazem presentes
quando sdo avaliadas questfes de produto cartesiano, permutacdo e combinagao, s6 que com
uma menor frequéncia.

Ao se referirem a todos os problemas, os professores, além da indicacdo do ano que
poderiam ser trabalhados determinados tipos de problemas e da relacdo entre o PFC e a
formula matematica, apontaram algumas estratégias em que seja possivel a visualizagdo do

PFC implicita nas situacdes apresentadas.

E_ Como vocé auxiliaria esses alunos a resolver estes tipos de problemas? Qual seria tua
intervencao?

P2_ Eu sou suspeito, eu gosto muito desse assunto e eu acho que isso, é a tentativa de tentar
compreender de fato o que o Principio Fundamental sugere que € vocé separar as etapas,
quando (...). E ao pé da letra, se vocé entende que pra atingir um objetivo, pra formar um
grupo, quando vocé divide em etapas, vocé pode pegar quantas opcdes tem em cada etapa e
multiplicar, se ele entende bem isso, acho que ja seria o suficiente.

Apesar dos professores denotarem visualizar como o ensino do PFC pode se dar "no
horizonte”, ndo evidenciaram clareza ao fazerem relacdo do PFC com as férmulas
matematicas usadas para resolver problemas combinatérios.

Sobre o conhecimento do PFC e alunos, os professores mobilizaram mais
frequentemente este tipo de conhecimento ao avaliarem seus alunos resolvendo problemas de
arranjo e combinacdo, como indicado na Tabela 5.

A diferenca entre os problemas de arranjo e combinagdo foi o mais citado entre os
professores, ao apontarem e demonstrarem conhecer as dificuldades apresentadas pelos alunos

durante a resolucdo destes tipos de situacdes combinatorias. Estes resultados vao de encontro
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com resultados de estudos feitos por Sturm (1999), Esteves (2001), Pinheiro, Santos e S&
(2006) e Pessoa e Borba (2010).

Quando se trata de questdes voltadas ao uso de métodos e técnicas para o ensino da
Combinatoria, as vantagens e desvantagens do uso do PFC e quando o professor tenta
esclarecer uma situacdo combinatéria ao aluno, os professores entrevistados mobilizam o
conhecimento do PFC e ensino. Isto ocorreu na maior parte das situacdes, para todos os
conceitos que sdo trabalhados no estudo deste contetido, como indicado na Tabela 5.

Os Professores P1 e P2 claramente demonstram acreditar que o trabalho com o PFC é
importante para o ensino/aprendizagem da Combinatéria e que, a partir dele, o aluno

conseguira avangar no desenvolvimento de seu raciocinio combinatério.

P1_Mas, mesmo no Ensino Médio da pra dispensar a férmula. O raciocinio multiplicativo ja
da conta.

P2_ Entdo, acredito que esse método, se ele entender isso, a formula, a diferenciacdo dos
agrupamentos ndo seria mais um problema pra ele.

Ja P3 acredita que mesmo usando o PFC em todos os problemas, este ndo seja a Unica
estratégia que pode ser usada na resolucdo dos diferentes conceitos trabalhados na

Combinatoria.

P3_ Nao existe uma estratégia que resolva o todo [né?].
P3_ Cada contexto ta inserido na (...) pede uma solucéo diferente.

Para o conhecimento do PFC e curriculo, o tipo de problema em que os entrevistados
mais mobilizaram este tipo de conhecimento foram nos problemas de produto cartesiano.
Neste caso, apenas 0s professores P1 e P2 expuseram conhecimentos referentes ao curriculo
neste tipo de problema. As questBes expostas por eles foram em relacdo as habilidades que os
alunos passam a ter com a experiéncia escolar e também sobre algumas questdes relacionadas
aos Parametros Curriculares Nacionais - PCN.

P1_ E um problema que da pra trabalhar também no Fundamental, ndo somente no Ensino
Médio. No Fundamental d& também".

P1 Acho que PCN tem tratamento da informacédo, [né?] e (...) e eles englobam Analise
Combinatdria dentro de Tecnologia da Informacéo.

P2_ N&o sei, uma sexta serie, acho que eles ja teriam essa no¢do porque eles ja ttm a
habilidade aritmética [né?].
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Nota-se aqui, na fala dos professores, um conhecimento implicito do curriculo em
relagdo a algumas orientacdes sobe o ensino da Combinatoria. Entretanto, os professores
também demonstraram conhecimentos curriculares quando falavam dos problemas de um
modo geral.

Assim, a partir das andlises e discussOes apresentadas neste capitulo, evidencia-se um
reconhecimento do PFC em situa¢cdes combinatdrias por parte dos professores de Matematica
da Educacdo Baésica. Entretanto, quando se compara o reconhecimento do PFC entre
professores e estudantes do Ensino Médio, os resultados sdo bem diferentes, apontando um
reconhecimento muito superior dos professores de Matematica em relacdo ao desempenho
destes estudantes. Este resultado pode indicar que professores deste nivel de ensino podem
ndo estar trabalhando o PFC como estratégia no ensino da Combinatoria. Outro ponto
observado foi em relagdo aos conhecimentos mobilizados pelos professores, entrevistados no
Estudo 2, ao avaliarem situagcdes combinatorias envolvendo o PFC como estratégia usada por
estudantes ao resolverem situagcdes combinatérias. Apesar de mobilizarem os conhecimentos
aqui investigados, ha aspectos destes conhecimentos que 0s professores precisam desenvolver
melhor para alcancar melhores resultados no ensino da Combinatoria na Educacdo Basica.

No préoximo capitulo serdo apresentadas as consideracdes finais dos principais
resultados obtidos nesta pesquisa e as implicacdes educacionais indicadas para estudos

futuros.
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O objetivo principal desta dissertagcdo foi investigar conhecimentos de professores
sobre o Principio Fundamental da Contagem (PFC) na resolucdo de problemas
combinatdrios e na construgdo de férmulas. No percurso metodolégico buscou-se identificar
a natureza dos conhecimentos mobilizados pelos professores ao discutirem os diferentes tipos
de problemas combinatérios, as resolugdes de alunos, as propostas curriculares referentes a
Combinatoria e o ensino deste contetdo.

Para o alcance do objetivo central da dissertacdo, foi necessario, inicialmente,
investigar se os professores de Matematica reconhecem o PFC na resolucdo de situagdes
combinatérias. Acredita-se que o conhecimento de como aplicar o PFC a distintas situacfes é
um ponto de partida importante para o sucesso do ensino da Combinatéria, ndo sendo o Unico
conhecimento necessario, mas um conhecimento indispensavel. Esta investigacdo foi o foco
do primeiro estudo desenvolvido.

No primeiro estudo, os participantes eram professores de Matematica que atuavam nos
anos finais do Ensino Fundamental e no Ensino Médio e também estudantes que estavam
cursando o terceiro ano do Ensino Médio. Na analise de protocolos com respostas e
justificativas de alunos, observou-se que os professores do Ensino Medio melhor reconhecem
0 uso do PFC, quando comparados com os professores do Ensino Fundamental. A explicacdo
do melhor reconhecimento dos professores do Ensino Médio parece ser o fato de terem maior
experiéncia de ensino da Combinatoria. 1sso reforca o encontrado em outros estudos, como o
Rocha (2011), de que, apesar de mesma formacéo inicial - Licenciatura em Matematica, a
pratica de ensino dos professores do Ensino Médio os possibilita ampliar conhecimentos de
Combinatoria, em particular do PFC. Os saberes da pratica, assim, sdo também motores do
desenvolvimento de conhecimentos docentes, como apontam Shulman (1986), Ball (1991) e
Tardif (2002).

Outro resultado apontado no Estudo 1 é o reconhecimento do PFC dos professores do
Ensino Médio que aparece muito superior ao dos alunos deste nivel de ensino, o que pode
indicar que os professores parecem ndo estar ressaltando este principio no ensino junto a seus
alunos. Questiona-se, entdo, como os professores do Ensino Médio reconhecem e utilizam
adequadamente o PFC em distintas situacbes combinatorias, mas os alunos deste nivel de
ensino ndo evidenciam desempenho semelhante. Parece, entdo, que o PFC ndo esta sendo
suficientemente destacado pelos professores e/ou percebido pelos alunos como uma estratégia
de resolucéo de variadas situa¢es combinatorias.

Como implicacdo educacional, resultante da discussdo dos resultados obtidos no

Estudo 1, recomenda-se que os professores ressaltem claramente para os alunos o PFC como
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estratégia de resolucdo de situagdes combinatorias e, inclusive, como base das formulas da
Anélise Combinatdria. Acredita-se que, dessa forma, os estudantes terdo um melhor dominio
da resolucgdo de situacBes combinatorias, sejam as nao-condicionais, sejam as condicionais e,
quando for o caso de aplicacdo de férmulas, poderdo utiliza-las com maior compreensao,
podendo, inclusive, reconstrui-las no caso de ndo recordarem como as mesmas se enunciam.

Apds verificar que os professores reconhecem e usam o PFC na resolucdo de
problemas combinatérios, no Estudo 2 foi averiguado como os professores usam esta
estratégia e quais conhecimentos eles mobilizam ao avaliarem situagdes combinatérias
resolvidas por estudantes com o uso do PFC e ao discutirem o ensino da Combinatéria. Os
conhecimentos aqui investigados sdo uma adaptacdo dos tipos de conhecimentos propostos
por Ball, Thames e Phelps (2008). A partir deles, foi possivel acompanhar como os
professores podem usar o PFC na resolugédo de problemas combinatorios e como, através dele,
podem relacionar o principio com as formulas usadas para resolucdo dos diferentes tipos de
problemas combinatorios (produto cartesiano, arranjo, permutacdo e combinacao).

Os conhecimentos aqui investigados, com foco no PFC, foram os que podem ser

observados na Figura 33.

Figura 33 - Conhecimentos docentes do Principio Fundamental da Contagem.

Conhecimento pedagdgico do

Conhecimento do contetdo contetido

Conhecimento do PFC e

Conhecimento comum do PFC

aluno
Conhecimento especializado do Conhecimento do PFC e
PFC ensino

Conhecimento do PFC e

—— Conhecimento horizontal do PFC A
curriculo

Adaptacéo dos tipos de conhecimentos propostos por Ball, Thames e Phelps (2008).
Fonte: A autora.
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Os conhecimentos docentes, dessa forma, se agrupam em dois focos: conhecimento do
contetdo e conhecimento pedagdgico do conteludo. Evidencia-se, assim, que & necessario,
mas ndo suficiente, que o professor detenha o conhecimento de contetdos especificos (no
caso particular, o PFC) que trabalha em sua sala de aula, porém, é necessario associar a este
tipo de conhecimento, o da pedagogia do contetdo (técnicas, principios, métodos e
estratégias, referentes ao ensino e a aprendizagem do PFC). Quanto ao conhecimento do PFC,
é necessario que o professor saiba utilizar o principio em distintas situacdes combinatorias
(conhecimento comum do PFC) e que compreenda a aplicacdo do principio as diferentes
situacbes (conhecimento especializado do PFC ), bem como entenda que a partir de
estratégias intuitivas se pode chegar ao PFC e, a partir desse, se pode chegar as férmulas
(conhecimento horizontal do PFC). Em relagdo ao conhecimento pedagogico do PFC,
destacam-se como aspectos distintos: o conhecimento de como o aluno compreende o PFC
(conhecimento do PFC e aluno), de como se pode dar o ensino do principio (conhecimento do
PFC e ensino) e como o PFC se situa no curriculo (conhecimento do PFC e curriculo).

Apesar de serem apresentados separadamente, estes séo, de acordo com Ball, Thames
e Phelps (2008), conhecimentos que estdo relacionados entre si. Em geral, aparecem juntos
em uma mesma situacdo e, algumas vezes, € dificil distinguir quando o professor esta
mobilizando algum deles em especifico em uma situacao usual de sala de aula, por exemplo.
O importante ndo é separa-los por si, mas reconhecer a gama de conhecimentos necessarios
para 0 bom exercicio da docéncia e, para fins de estudo, acredita-se ser possivel investigar
como cada tipo de conhecimento é mobilizado.

Foi, entdo, objetivo do Estudo 2 investigar quais tipos de conhecimentos sdo
mobilizados por professores ao se depararem com resolucdo de situacbes combinatorias
resolvidas por alunos usando o Principio Fundamental da Contagem e ao discutirem o ensino
da Combinatéria. A andlise das entrevistas junto a professores que ensinam Matematica
possibilitou a identificacao de diferentes tipos de conhecimentos referentes ao PFC.

Os professores evidenciam conhecimentos comum e especializado do PFC, bem como
conhecimento horizontal do PFC, mas ndo indicam, claramente, como relacionar o principio
multiplicativo com as formulas da Analise Combinatdria. Este resultado responde ao que seria
0 segundo questionamento desta dissertacdo que foi investigar se os professores relacionam o
PFC com os procedimentos formais da Combinatéria e, se a partir dessa relacao explicitam se
eles constroem as formulas usadas na resolucdo dos diferentes tipos de problemas

combinatorios.
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O conhecimento comum do PFC muitas vezes e evidenciado quando os professores
reconhecem o PFC como uma possivel alternativa para resolugdo das situacfes combinatorias
apresentadas. Esse reconhecer, ndo significa que ha conhecimento especializado do PFC, ou
seja, este Ultimo é um conhecimento préprio do professor, voltado a percepcao do que ha de
comum entre distintas situacdes que possibilitam o uso do PFC.

J& o conhecimento especializado do PFC, que foi o tipo de conhecimento mais
mobilizado pelos professores durante as entrevistas, aparece sempre associado ao
reconhecimento que os participantes fazem dos diferentes tipos de problemas apresentados na
entrevista. Na maioria das vezes, os problemas eram identificados por suas nomenclaturas
(arranjo, permutacdo e combinacdo), embora 0s problemas que envolviam produto
cartesiano eram reconhecidos como sendo um problema de contagem, mas com
conhecimento de suas caracteristicas especificas. Os professores indicavam caracteristicas
proprias de cada um desses tipos de problemas, como nos problemas de arranjo a ordem ser
importante e em problemas de permutacéo todos os elementos serem utilizados. Acredita-se
que falta, ainda, clareza ao professor da relagdo do PFC com as formulas da Analise
Combinatoria e isto poderia auxilid-los em seu ensino e possibilitar aos alunos uma melhor
compreensdo da aplicacdo de procedimentos formais em situacdes combinatorias.

Quanto ao conhecimento horizontal do PFC, os professores expressam que problemas
combinatdrios podem ser trabalhados desde os anos iniciais e, por vezes, expressam como 0
ensino da Combinatdria pode se efetivar de modo gradual. Este também € um conhecimento
muito importante, pois professores de diferentes niveis de ensino precisam compreender como
o desenvolvimento do raciocinio combinatorio pode ser estimulado ao longo da escolarizacéo
bésica. Essa € uma recomendacédo de Borba (2010), a de aproveitar estratégias informais de
criangcas bem novas, como a manipulacdo de objetos combinados entre si (desde a Educacdo
Infantil); os procedimentos de criancas novas, como desenhos e listagens de possibilidades
(nos anos iniciais do Ensino Fundamental); o uso pelos alunos do principio multiplicativo de
modo mais explicito (nos anos finais do Ensino Fundamental) e procedimentos mais formais
usados por estudantes (no Ensino Fundamental).

Um outro objetivo especifico foi examinar que conhecimentos os professores
mobilizam ao avaliarem resolucdes de alunos de problemas combinatérios usando, ou ndo, o
PFC. Observou-se que os professores evidenciam conhecimento do PFC e aluno,
identificando seus erros ao resolver as situagdes combinatorias apresentadas e identificam
qual seria a multiplicacdo correta a ser aplicada a cada um dos problemas. Os professores

comentam como alguns alunos fazem incorretamente a multiplicacdo direta dos valores
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enunciados na situacdo e ressaltam que falta a alguns estudantes a compreensédo de qual
multiplicacdo, por meio do PFC, podem corretamente solucionar cada situagéo.

No que se refere ao conhecimento do PFC e ensino, os professores apontam a arvore
de possibilidades como uma alternativa para resolugdo do problema, porém ndo deixam claro
como o uso desta e de outras estratégias (quadro de possibilidades e férmulas) se relacionam
com o PFC. As estratégias sugeridas pelos professores para auxiliar 0s estudantes a
superarem dificuldades diante de diferentes situacfes combinatérias, giram em torno da
apresentacdo de problemas com quantidades menores a serem encontradas para que os alunos
possam, aos poucos, ir desenvolvendo o raciocinio combinat6rio necessario para resolucéo
destes tipos de problemas.

Sobre o conhecimento do PFC e curriculo o objetivo foi sondar que conhecimentos
curriculares os professores mobilizam para o ensino da Combinatéria, em especial para o uso
do PFC como estratégia valida para resolucdo das situagdes combinatorias em geral. Apesar
de ndo expressarem indicios claros do curriculo prescrito para o ensino deste conteudo, os
professores fornecem pistas ao longo da entrevista de que tém conhecimentos sobre questes
curriculares presentes em livros didaticos usados em turmas do Ensino Fundamental e Ensino
Médio, ou seja, detém conhecimento de curriculos apresentados. Recomenda-se, assim, que
os professores desenvolvam melhores conhecimentos do que é prescrito e apresentado em
curriculos sobre o ensino da Combinatoria, para que possam modelar o ensino de acordo com
as necessidades de seus estudantes e possam, assim, contribuir com o desenvolvimento do
raciocinio combinatorio de seus alunos.

Esta dissertacdo caracteriza-se como um estudo de sondagem que investigou 0s
conhecimentos mobilizados por professores de Matematica que atuavam em turmas dos anos
finais do Ensino Fundamental e Ensino Médio sobre o conhecimento e uso do PFC como
estratégia de resolucdo para os diferentes problemas (produto cartesiano, arranjo,
permutacdo e combinacdo) envolvidos no estudo da Combinatoria. A partir dos resultados
obtidos, outros estudos como o de intervencdo com professores podem ser efetuados,
enfatizando o conhecimento do contedo da Combinatéria e 0 conhecimento pedagogico da
Combinatéria com o uso do PFC como estratégia valida para resolucdo de problemas
combinatdrios condicionais e ndo-condicionais. Estudos que tenham como objetivo contribuir
para a formacdo inicial e/ou continuada de professores, quanto aos conhecimentos referentes
ao Principio Fundamental da Contagem, sdo, desse modo, necessarios e podem contribuir

para a melhoria dos processos de instrucao e de aprendizado da Combinatoria.
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Conclui-se que os conhecimentos docentes do PFC podem servir como uma das bases
para um melhor desenvolvimento do ensino e da aprendizagem da Combinatoria, mas ha
aspectos do conhecimento que os professores necessitam desenvolver melhor, como questdes
de ensino e curriculo. Espera-se, assim, ter contribuido com o levantamento de
conhecimentos docentes sobre a Combinatoria e também ter trazido contribuicdes referentes
ao papel do Principio Fundamental da Contagem como eficiente estratégia de ensino, por

possibilitar a resolucdo de diferentes tipos de problemas combinatorios.
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Apéndice A_ Roteiro da entrevista do Estudo 2

12 Fase da entrevista do Estudo 2

Fez algum curso de p6s-graduagdo? Se sim, qual?

Hé& quanto tempo leciona?

Leciona em quais redes de ensino?

Hé& quanto tempo leciona no atual nivel de ensino?

Vocé estudou Combinatdria em seu curso de graduagao?

Se sim, este estudo Ihe auxilia no seu ensino em sala de aula?

ok wnE

2% Fase da entrevista do Estudo 2
Com os quatro problemas separados:

1. Que tipo de problema é este? (Apontando para cada um)
2. Estes tipos de problema podem ser trabalhados a partir de que ano?
Por que?

Com os quatro problemas juntos:

1. Em qual bloco de contetdos eles estdo inseridos?
2. No que estes problemas se assemelham e no que se diferenciam
3. Os estudantes estdo corretos em suas respostas e justificativas?
a) Se correto, por que?
b) Se incorreto, qual das alternativas é mais adequada para este tipo de problema?
c) Se incorreto, qual a dificuldade vocé acha que o aluno apresentou na compreensao
deste problema?
d) Como vocé auxiliaria o aluno a compreender este problema?



Problemas utilizados na segunda fase do Estudo 2

Problema 1 -

1. No restaurante “Sabor Divino” Marina quer comprar seu almogo. Ela pode escolher entre 3 tipos diferentes de
salada, 2 tipos diferentes de arroz, 4 tipos diferentes de carne e 3 tipos diferentes de feijao. Sabendo que ela
precisa escolher um tipo de cada opgdo: salada, arroz, came e feijdo, qual aItemattva abaixo indica a
operagdo necessaria para obter o total de possibilidades?

M3+2+4+3 b)3x2x4 ) 4x3x2x1
d)w2 e)3x2x4x3 f) Nenhuma das respostas anteriores
4x3x2x1

Justifique; b&((hu JoTom ao Wal 12 {'P)GO ds J(.dzU()Qﬂ?
\mmr\cw M ‘a”u,hn oL ey 0 a2 i)
W i e

Problema 2 -

4. Em umc corida de carcs, 7 poricipantes estdo disputondo os 5 primeiros lugares co podio,
Sabsnde que o parliciponles concorem ao pimero, sequnde, lerceiro, quaro e quinto
lugores, qual altemativa aboxo indica a operagdo necessaia para obter o fclal de
possicibdades?

a7+ s
b]?xéxSxAxS

TXE%XF
C""s\&.

x5

e]Sx4x3x2xl

f] Nerboma das respasias antenares

Justilique SO St A0S uUcS T Eoesy-1 A:RL}»A;‘:}\’S

e SO sl IEeavasS ca s, bl 1 DUTAGATD
Problema 3 -

8. Na prateleira do meu quarto, desejo colocar fotos dos meus 5 artistas favoritos. Sabendo que
posso organizar as fotos de diferentes maneiras, uma ao lado da outra, qual alternativa
abaixo indica a operacdo necessdria para obter o total de possibilidades?

X5
5X4X3X2X1

5X5

c)5+4+3+2+%1

dj5+5

e)5x4x3x2x1

f) Nenhuma das respostas anteriores

Justifique: W"MW an 49(&’ ples 97960“

Problema 4 -

5. Na Olimpiada Brasileira de Matematica, o grupo vencedor era composto por 8 alunos. Sabendo que poderéo
ser formados diferentes grupos com 4 desses alunos para representar o Brasil na Olimpiada Mundial, qual
alternativa abaixo indica a operago necessria para obter o total de possibilidades?

| (2 b) 8 x4 )8+4
4x3x2X1
d)4x3x2x1 E)8x7x6x5 f) Nenhuma das respostas anteriores

Jushfque@ﬁ:‘\.m A&Gwhﬂ- Ade %:mh& memOXLDNYI
Cada Cmum c \hm mt&h Mna &hﬂmudﬂb
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32 Fase da entrevista do Estudo 2
Com os quatro problemas separados:
a) Qual a relacdo entre as solu¢cbes matematicas e as resolucées dos alunos?

Com os quatro problemas juntos:
b) Qual a estratégia utilizada por estes alunos?
c) Elase aplica a todos os tipos de problemas combinatdrios?
d) Como esta estratégia se relaciona com as formulas?

e) Como se poderia construir junto com os alunos as formulas da Anélise Combinatoria?



Problemas utilizados na terceira fase da entrevista do Estudo 2.

Problema 01 -

Para a festa de Sdo Jodo da escola, tem 3 meninos (Pedro, Gabriel e Jodo) e 4 meninas (Maria, Luiza, Clara e
Beatriz) que querem dancar quadrilha. Se todos os meninos dangarem com todas as meninas, quantos pares
diferentes poderdo ser formados?

PC=nxXp

Problema 02 —
As semifinais da Copa do Mundo serdo disputadas pelas seguintes seleges: Brasil, Franca, Alemanha e
Argentina. De quantas maneiras diferentes podemos ter os trés primeiros colocados?

A n' f} F-{ 3 .-'-.. = Y |
"P - (n—p)!

Problema 03 —

Na prateleira do meu quarto, desejo colocar fotos dos meus 5 artistas favoritos. Sabendo que posso
organizar as fotos de diferentes maneiras, uma ao lado da outra, qual alternativa abaixo indica a operacdo
necessaria para obter o total de possibilidades?

P=n!

Problemas 04 —

Na selecdo brasileira de Basquete, o técnico convocou 12 atletas. Sabendo que poderdo ser
formados diferentes grupos com 5 desses jogadores que irdo compor a equipe titular, qual alternativa abaixo
indica a operagao necessaria para obter o total de possibilidades?

n! A ae.d &5
Cnr = pitn—p! 3. 4. 7
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Anexo A_ Instrumento de coleta de dados do Estudo 1.

Tipo Problemas com 4 etapas de escolha Problemas com 5 etapas de escolha
No restaurante “Sabor Divino” Marina quer | Na Lanchonete “Que Delicia” José quer
comprar seu almoco. Ela pode escolher entre 3 | comprar um sanduiche. Ele pode escolher
tipos diferentes de salada, 2 tipos diferentes de | entre 4 tipos diferentes de pdo, 3 tipos
o arroz, 4 tipos diferentes de carne e 3 tipos | diferentes de carne, 5 tipos diferentes de
= diferentes de feijdo. Sabendo que ela precisa | queijo, 2 tipos diferentes de molho e 3 tipos
D escolher um tipo de cada opcéo: salada, arroz, | diferentes de salada. Sabendo que ele precisa
% carne e feijdo, qual alternativa abaixo indica a | escolher um tipo de cada opg&o: pdo, carne,
© operacdo necessaria para obter o total de | queijo, molho e salada, qual alternativa abaixo
% possibilidades? indica a operagdo necessaria para obter o total
B3 a)3+2+4+3 b)3x2x4 de possibilidades?
a c)4x3x2x1 d)—g’x”“3 a)5 x4x3x2x1 b)—4><3><5><2><3
4X3X2x%X1 5X4xXx3x2x%x1
e)3x2x4x3 f) NDRA c)4x3x5x2x3 d)4+3+5+2+3
Justifique: e)4x3x5x2 f) NDRA
Justifique:
Em uma final de natagdo estilo livre, 7 | Em uma corrida de carros, 7 participantes
nadadores estdo disputando os 4 primeiros | estdo disputando os 5 primeiros lugares do
lugares. Sabendo que os nadadores concorrem | podio. Sabendo que o0s participantes
ao primeiro, segundo, terceiro e quarto lugares, | concorrem ao primeiro, segundo, terceiro,
S, | qual alternativa abaixo indica a operagdo | quarto e quinto lugares, qual alternativa
S | necessaria para obter o total de possibilidades? abaixo indica a operagdo necessaria para obter
E a)7x4 by4x3x2x1 o total de possibilidades?
c)7+4 d)7x6x5x4 a)7+5 b) 7x6x5x4x3
e) 7 X6X 5 X 4 f)NDRA C) 7 X6X 5 X 4 X3 d)7X5
4X3X2X1 5Xx4x3x2x1
Justifique: e)5x4x3x2x1 f)NDRA
Justifique:
Na Olimpiada Brasileira de Matematica, o | Na selecdo Brasileira de Basquete, o técnico
grupo vencedor era composto por 8 alunos. | convocou 12 atletas. Sabendo que poderdo ser
Sabendo que poderdo ser formados diferentes | formados diferentes grupos com 5 desses
o grupos com 4 desses alunos para representar o | jogadores que irdo compor a equipe titular,
AT . . , . . . . . . ~
< Brasil na Olimpiada Mundial, qual alternativa | qual alternativa abaixo indica a operacgéo
g abaixo indica a operacdo necessaria para obter o | necesséria para obter o total de possibilidades?
c total de possibilidades? a)12x5 b)12+5
3 a) TXOX5 b) 8 x 4 ) ZXUXIE 1) 12x 11X 10X 9 X 8
4Xx3X2Xx1 5X4x3x2x1
c)8+4 d)4x3x2x1 e)5x4x3x2x1 f)NDRA
e)8X7x6x5 f) NDRA Justifique:
Justifique:
A revista Fi-Fi-Fi deseja fotografar 4 artistas | Na prateleira do meu quarto, desejo colocar
sentados em um sofa, com espaco para todos. | fotos dos meus 5 artistas favoritos. Sabendo
Sabendo que todos os artistas podem mudar de | que posso organizar as fotos de diferentes
o lugar no sofa de modo que seja possivel tirar | maneiras, uma ao lado da outra, qual
‘% diferentes fotos, qual alternativa abaixo indicaa | alternativa abaixo indica a operacdo
= operacdo necessaria para obter o total de | necessaria para obter o total de
£ possibilidades? possibilidades?
e a)dx4 b)4x3x2x1 a)5x5 p) Sxax3x2x1
4Xx3X2xX1 5%X5
). D4at3+2+1 C)5+4+3+2+1 d)5+5
e)4+4 f) NDRA e)5x4x3x2x1 f) NDRA
Justifique: Justifique:
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Fonte: Professores e estudantes da disciplina Tépicos em Combinatéria do Programa de Mestrado em
Educacdo Matematica e Tecnoldgica - EDUMATEC / UFPE no semestre 2012.2.



