UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Filipe Andrade da Costa

Analise qualitativa de equacoes diferenciais abstratas.

RECIFE
2016



VIRTUS IMPAVIDA
v vy

Filipe Andrade da Costa

Analise qualitativa de equacoes diferenciais abstratas.

Tese apresentada ao Programa de Pés-graduacao em
Matemaética da Universidade Federal de Pernambuco
como requisito parcial para obtencao do titulo de

Doutor em matematica.

Orientador: Prof. Dr. CLAUDIO CUEVAS
Co-orientador: Prof. Dr. HERNAN R. HENRIQUEZ

RECIFE
2016



Catalogacao na fonte
Bibliotecaria Monick Raquel Silvestre da S. Portes, CRB4-1217

C837a  Costa, Filipe Andrade da
Analise qualitativa de equagbes diferenciais abstratas / Filipe Andrade da
Costa. — 2016.
94 f.

Orientador: Claudio Cuevas.
Tese (Doutorado) — Universidade Federal de Pernambuco. CCEN.
Matematica, Recife, 2015.

Inclui referéncias.

1. Analise funcional. 2. Equagdes de evolucdo. 3. Equagdes diferenciais
funcionais. |. Cuevas, Claudio (orientador). Il. Titulo.

515.7 CDD (28. ed.) UFPE- MEI 2016-084




FILIPE ANDRADE DA COSTA

ANALISE QUALITATIVA DE EQUACOES DIFERENCIAIS ABSTRATAS

Tese apresentada ao Programa de Pos-
graduag@o do Departamento de Matematica
da Universidade Federal de Pernambuco,
como requisito parcial para a obtengdo do
titulo de Doutorado em Matematica.

Aprovado em:  15/01/2016.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Hernan Roberto Henriquez Miranda (Co-orientador)
Universidad de Santiago de Chile

Prof. Dr. Airton Temistocles Gongalves de Castro (Examinador Interno)
Universidade Federal de Pernambuco

Prof. Dr. Miguel Fidencio Loayza Lozano (Examinador Interno)
Universidade Federal de Pernambuco

Prof. Dr. Eduardo Shirlippe Goes Leandro (Examinador Interno)
Universidade Federal de Pernambuco

Prof. Dr. Herme Patricio Soto Segura (Examinador Externo)
Universidad de La Frontera



AGRADECIMENTOS

Agradeco primeiramente a Deus, por ter me dado forgas para essa caminhada.

Agradego a minha familia, pelo apoio que sempre me deu, nao apenas durante esse
periodo, mas durante toda minha vida.

Ao Grupo de Equagoes de Evolugao e Aplicacoes do Departamento de Matematicas e
Estatistica da Universidade de La Frontera, Temuco, Chile, pelo convite para participar
do IT Workshop de Ecuaciones de Evolucion y Aplicaciones, em especial aos professores
Mario Choquehuanca e ao professor Herme Soto por toda a hospitalidade. Tamb?m
agradeco ao professor Herme Soto por sua disposicao em colaborar com a realizagao desse
trabalho.

Aos professores Claudio Cuevas e Hernan Henriquez, os quais foram de grande
importancia, nao apenas para a conclusao deste trabalho, mas também por tudo que
aprendi com eles, pelos conselhos e por todas as oportunidades que abriram durante esse
tempo. E que esse seja apenas o comeco desse percurso.

Ao professor Ramén Mendoza, que tanto me incentivou e acompanhou durante o
mestrado e doutorado, e com quem tanto aprendi.

Aos colegas do departamente do Matematica da UFPE. Em especial a Clessius,
Juscelino, Omar e Deibson, que estiveram mais presentes durante esse tempo.

Aos amigos, Fernando, Isabela, Fabio, Itacira, Wanderson, Daniel, que me
acompanharam desde o comego dessa longa jornada.

A Capes e ao CNPq, pelo auxilio financeiro.



RESUMO

Nesse trabalho estaremos interessados em estudar propriedades relacionadas as solugoes
brandas para certos tipos de equagoes de evolugao. Dentre tais propriedades estudamos
a existéncia de tais solugoes assim como questoes de periodicidade, para o problema de
Cauchy abstrato com retardo dependendo do estado e para o problema com semigrupo
exponencialmente estavel. E para a equacao que modela a dinamica das estruturas

flexiveis, esturademos a propriedade de Kneser.

Palavras-chave: Equacoes de evolucao. Retardo dependendo do estado. Periodicidade.

Estruturas flexiveis. Propriedade de Kneser. Solucao branda.



ABSTRACT

In the present study, we focused on properties related to mild solutions to certain types
of evolution equations. Among such properties, we studied the existence of these solutions
as well as periodicity problems to the abstract Cauchy problem with state dependent delay
and to the hyperbolic semigroup problem. In addition, for the equation that models the

dynamic of flexible structures we studied the Kneser property.

Keywords: Evolution equations. State dependence delay. Periodicity. Flexible

structure. Kneser property. Mild solution.
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Introducao 8

1 Introducao

Desde os primordios do estudo das equagoes diferenciais, um do principais problemas
ao se tentar compreender um certo modelo (tanto abstrato como concreto) é determinar
se tal problema possui solugcao. Apos esse primeiro desafio, o seguinte varia dependendo
das necessidades e curiosidade daqueles que investigam tal problema, em alguns casos o
préximo passo ao determinar se o modelo com tais parametros possui solucao, é determinar
se a solugao ¢é unica ou nao. Da unicidade ou nao das solugoes podemos seguir alguns
caminhos. Podemos, por exemplo, estudar as propriedades qualitativas da solugao, para
compreendermos melhor o modelo, estudando por exemplo a estabilidade, a peridiocidade,
quase-periodicidade, periodicidade assintdtica, dentre outras. Ou também no caso que
a solucao nao é unica, podemos nos perguntar se o conjunto formado pelas solugoes
desse problema satisfaz alguma propriedade estrutural, por exemplo, se o conjunto dessas
solucoes é compacto ou conexo.

De forma semelhante, os mesmos tipos de perguntas podem ser feitas e estudadas
para o caso das solugoes para as equagoes diferenciais com retardo, neutras, com retardo
dependendo do estado, abstratas, funcionais, integro-diferenciais, fracionarias. E todos
estes tipo de equacoes estao intimamente conectadas a aplicagoes fisicas relevantes. Nessa
tese, abordaremos dois tipos de situacgoes interessantes. Na primeira parte estudaremos
resultados de periodicidade para certos tipos de equacgoes diferenciais, e na segunda parte
estaremos interessados em estudar a propriedade de Kneser para o conjunto das solugoes
para a equacao que modela as estruturas flexiveis. Mais precisamente, nessa tese temos a
seguinte organizacao:

No capitulo [3] estudaremos a periodicidade para um certo tipo de equagao abstrata
com retardo, mas com retardo dependendo nao apenas do tempo, como também do estado

atual do sistema, a saber, estudaremos a seguinte equagao
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a'(t) = Az(t) + f(t, Zpp ), t €1,

onde z(t) € X, e X um espaco de Banach, x; denota a histéria da solucao, ou seja,
z(0) = z(t + 0), onde 6 € [—r,0] onde r pode ou nao ser infinito. Uma das grandes
diferencas que existem no estudo das equacoes diferenciais e das equacoes diferenciais
com retardo, é que no primeiro a condigao inicial depende apenas do estado inicial (ou
seja, depende apenas do valor z(0) = zg), jA4 no caso com retardo precisamos também
conhecer a histoéria (neste caso, o que temos é uma condi¢ao zo = p, onde ¢ é uma fungao
definida em [—r,0] ou (—o00,0)), ou seja, o futuro é influenciado também pelo passado, e
nao apenas pelo estado presente. Uma outra diferenca existente entre as equagdes com
retardo e as equagoes com retardo dependendo do estado, é que a segunda nunca ¢ linear,
o que ja dificulta bastante o comeco do estudo de problemas com esse tipo de retardo,
requerendo o uso de técnicas sofisticadas de analise.

O estudo de equagoes com retardo surge do fato que tais equacoes modelam de forma
mais precisa certos problemas. Um dos exemplos mais visiveis é o problema de crescimento
populacional, onde por exemplo os individuos de uma dada espécie precisam de um certo
tempo para estar aptos para a reproducao, e sendo assim nao sao todos os individuos da
espécie que irao interferir diretamente na procriacao no proximo ciclo, criando assim uma
variavel que depende de um retardo.

Os primeiros artigos com problemas com retardo surgiram dentro da geometria e na
teoria dos nimeros (no estudo da distribuigdo dos nimeros primos). Picard em 1908, em
um congresso internacional de Matematica, ja enfatizava a importancia da hereditariedade
no estudo de modelos fisicos. Em 1909 e 1928, Volterra estudou equagoes envolvendo
retardo que modelam viscoelasticidade (VOLTERRA, 1909) e em 1931 escreveu um livro
sobre o papel da hereditariedade no modelo de interacao entre espécies. Notamos que
nesse primeiro momento o retardo depende apenas do tempo.

Observamos que sistemas com retardo dependendo do estado ja eram estudados de
forma isolada em alguns casos, mas tais tipos de estudos realmente comecaram a ganhar
notoriedade a partir de 1940, principalmente através da escola russa, e principalmente
pelos estudos voltados a problemas de controle. E desde entao o problema com retardo
dependendo do estado vem sendo bastante estudado. Como comentamos anteriormente,

o tipo de retardo que estamos interessados em abordar depende nao apenas do tempo,
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mas também do estado x;, e claramente esse caso é uma generalizacao do caso anterior.

O estudo das equacoes diferenciais funcionais com retardo dependendo do estado
alcanca o estudo de diversas areas, temos por exemplo, na Fisica, os artigos de Driver
(DRIVER, 1963; DRIVER, 1963; DRIVER, 2012) onde foi estudado o modelo matematico
para o problema de dois corpos na eletrodinamica classica, obtendo resultados sobre a
existéncia e unicidade de equacoes neutrais com retardo dependendo do estado, dentre
outros. Assim como também temos exemplos na teoria de controle (WALTHER, 2002), na
biologia (MAHAFFY; BELAIR; MACKEY, 1998), redes neurais ( LONGTIN; MILTON,
1989), crescimento populacional (ARINO; SANCHEZ; FATHALLAH, 2001), (NISBET;
GURNEY, 1983). Outras aplicagdes podem ser vistas em (HARTUNG et al, 2006).

Mais recentemente as equagoes funcionais com retardo dependendo do estado
vem ganhando bastante espaco na literatura e seu estudo vem se desenvolvendo a
cada dia, temos recentemente (AISSANI; BENCHOHRA,2014; ARJUNAN; NADAF,
2014; ARTHI; PARK; JUNG, 2014; BENCHOHRA; HENDERSON; MEDJADJ,
2014; BENCHOHRA; HELLAR, 2014; GAUTAM; DABAS, 2014; GUENDOUZI;
BENZATOUT, 2014; LI; CHANG; NIETO, 2009; MUTHUKUMAR,; RAJIVGANTHI,
2013; PANDEY; DAS; SUKAVANAM, 2014; RADHAKRISHNAN; BALACHANDRAN,
2012; REZOUNENKO, 2014; SAKTHIVEL; ANANDHI, 2010; RATHINASAMY;
YONG, 2013; VEJAYAKUMAR; RAVICHANDRAN; MURUGESU, 2013;YAN;
ZHANG,2014)

Um resumo desse capitulo pode ser encontrado no artigo aceito, intitulado “ Periodic

bM

solutions of abstract functional differential equations with state-dependent delay
(ANDRADE; CUEVAS; HENRIQUEZ, 2016).

A busca por solugoes que possuem algum tipo de periodicidade é um problema que
remonta ao inicio do estudo das equacoes diferenciais, e com o passar dos anos novas classes
de periodicidade acabaram surgindo para se adequar melhor a realidade, por exemplo, no
mundo real dificilmente poderiamos esperar encontrar fenomenos que se comportam de
forma periédica (no sentido classico de periodicidade), mas muitos deles acontecem de
forma quase-periédicas (conceito introduzido por H. Bohr). E a partir dai muitas outras
classes de periodicidade surgiram para atender melhor aos problemas reais/[]

Ja no capitulo 3, estaremos interessados em estudar questoes de periodicidade, porém

'Para mais detalhes sobre as vérias classes de periodicidade temos (DE ANDRADE, 2010).
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no contexto de semigrupos exponencialmente estavel, e estudando uma outra classe de
periodicidade, a saber pseudo S-assintoticamente w-periddicas. Tal classe foi definida
recentemente em (PIERRI; ROLNIK, 2013).

Um resumo deste capitulo foi publicado em “Asymptotic periodicity for hyperbolic
evolution equations and applications” Applied Mathematics and Computation
264(2015),169 — 195. (ANDRADE et al, 2015)

E finalizamos no capitulo 4, estudando um caso em que nao temos a unicidade da
solucao para o problema que modela estruturas flexiveis, e neste caso estamos interessados
em estudar a propriedade de Kneser (ou Hukuhara) para o conjunto das solugoes, ou seja,
que o conjunto das solugoes é nao-vazio, compacto e conexo.

Como haviamos comentado anteriormente, no estudo das equacoes diferenciais, uma
das primeiras perguntas que fazemos é sobre as questoes de existéncia e unicidade das
solucoes, porém dependendo das hipéteses sobre a funcao que descreve a equagao podemos
obter apenas a existéncia de tais solugoes, e nesse caso podemos estudar se o conjunto
dessas solucoes satisfaz algumas propriedades topoldgicas.

Um resultado obtido por Peano em 1890 mostra que ao trocarmos a hipdtese de

Lipschitz apenas pela continuidade da f no problema de Cauchy

2(t) = f(t 2 (t)) (L.1)

definido em R continuamos obtendo uma solucao local, mas no geral nao temos a unicidade
da solucao. E para um zq fixado, o conjunto das solucoes de — é chamado “Peano
funnel”.

A partir desse resultado comecou-se a estudar as estruturas de tais conjuntos, com o
objetivo de descrever completamente suas propriedades topolégicas e algébricas.

O que Peano fez, foi mostrar que, se 8 é o conjunto das solugoes do problema —
(1.2), entao 8(t) = {x(t) : € 8} é sempre nao-vazio, compacto e conexo na topologia
da reta, para t numa vizinhanca de t;. E esse resultado, por sua vez, foi estendido em
1923 por Kneser (KNESER, 1923) para equagoes diferencidis em R" e cinco anos depois
Hukuhara (FUKUHARA, 1928) provou que o conjunto 8 é um continuumﬂ no espaco de

Banach das fungoes continuas com a norma do supremo.

2Um continuum ¢ um conjunto que satisfaz as propriedades de ser ndo-vazio, conexo e compacto.
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Nosso interesse nesse capitulo é mostrar a propriedade de Kneser para o conjunto das

solugoes brandas do seguinte problema:

au” (t) +u"(t) — BAu(t) — vAU' (t) = f(t,u(t)), t >0, (1.3)
u(0) =0, v'(0) =y, u"(0) = z, (1.4)

onde A é o gerador de uma familia («, 3, v)-regularizadaf]

Tal equacgao é o melhor modelo para o estudo das vibragoes de estruturas flexiveis com
amortecimento. O diferencial deste modelo em relacao aos modelos anteriores é que neste
caso a tensao e a deformacao nao estao ligadas por uma relacao de proporcionalidade,
como por exemplo no modelo de Hooke. Essa equacao surge no artigo de Bose e Gorain
(BOSE; GORAIN, 1998) onde eles estao interessados em obter um modelo mais realista
para as vibragoes de uma estrutura elastica, conhecida como modelo linear padréoﬁ
da viscoelasticidade. Para mais informacoes sobre estruturas elasticas e viscoelasticas
(FUNG, 1965), assim como os artigos de Gorain (GORAIN, 2009; GORAIN; BOSE,
2002). Notamos que em geral ndo podemos esperar que esteja bem-posta (XIAO;
LIANG, 2013). Também é conhecido que a fim de analizar se o problema é bem-posto,
uma abordagem direta leva a melhores resultados do que uma reducao a uma equacao de
primeira ordem (CHILL; SRIVASTAVA, 2005)

No artigo (BOSE; GORAIN, 1998) estuda-se a equagao

y//+)\y/// :02(Ay+yAy’)

y(z,0) = yo, vy (2,0) = y1,y"(2,0) = ys

onde A é o Laplaciano em R”, )\, v sao constante pequenas satisfazendo A < v e c > 0
uma constante. Tal equacao estd definida em um aberto conexo de R™ com fronteira I’
satisfazendo algumas propriedades.

Comparando com o problema de valor inicial -, temos que a = \, B =c%e
v = v, e no artigo (FERNANDEZ; LIZAMA; POBLETE, 2010) é mostrado que é o
gerador de uma familia (A, ¢?, vc?)-regularizada. E razoavel portanto, supor que af3 < 7y

para que nosso problema abstrato esteja englobando o problema concreto descrito por

3Falaremos sobre as familias (c, 3,7)-regularizada no cépitulo 4.
4Standard linear model
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Gorain.

Os problemas que envolvem estruturas flexiveis vém sendo estudados a bastante tempo,
tendo como uma das motivagoes (principalmente nas décadas de 70-80) a preocupagao em
compreender melhor como tais estruturas iriam se comportar por exemplo em satélites,
ou veiculos espaciais. Tal preocupagao pode ser vista por exemplo em (LIKINS, 1969)
e em (NOLL; ZVAVA; DEYST, 1969) que é um “Tecnical report” da NASA com o
objetivo de disseminar informagoes praticas para os engenheiros que trabalhavam na
teoria de controle para tais tipos de veiculos. Mais recentemente (GORAIN; BOSE,
2002) estudou problemas de controlatibilidade exata para o caso de um painel solar
ligado a uma estrutura rigida, que é um sistema hibrido, assim como podemos observar
em outras situagdes, como por exempo em alguns sistemas mecanicos, em robds com
bracos flexiveis, etc. Alguns outros resultados também relacionados a dinamica e controle
para estruturas flexiveis podem ser vistos em (WU; JUANG, 1981). Em (POBLETE;
POZO, 2013) estuda-se solugoes fortes peridcias para uma equagdo de terceira ordem
semelhante. E mais recentemente (CUEVAS; LIZAMA, 2009; DE ANDRADE; LIZAMA,
2011; FERNANDEZ; LIZAMA; POBLETE, 2010; GORAIN; BOSE, 2002; GORAIN,
2009), apenas para citar alguns.

Um resumo deste capitulo foi publicado no artigo “LP-boundedness and topological
structure of solutions for flexible structural systems” Mathematical Methods in the Applied

Sciences (ANDRADE et al, 2015).



2 Preliminares

Neste capitulo iremos expor os principais resultados mais gerais que iremos utilizar no
decorrer deste trabalho, e no caso de informagoes mais especificas complementaremos no

respectivo capitulo.

2.1 Espaco de fase

Comecamos introduizindo a definicao axiomatica para o espaco de fase B a qual é
semelhante & introduzida por Hale e Kato (HALE; KATO, 1978), mas que definiremos
como encontrada em (HINO; NAITO, 1991). Seja X um espaco de Banach. De forma
mais precisa, B serd o espago das fungoes lineares mapeando (—oo,0] em X dotado com

a seminorma || - || e que satisfaz os seguinte axiomas:

(A) Se x : (—o0,0 +a) — X, a> 0, é continua em [0,0 + a] e z, € B entao para todo

t em [0,0 + a) as seguintes condigbes sao vélidas:
(i) 2@ < Hllz|s.

(ifi) [Jzells < K(t — o) sup{[|z(s)[| : 0 <5 <t} + M(t — o) 20|,

onde H > 0 é uma constante; K, M : [0,00) — [0,00), K é continua, M é localmente

limitada e H, K e M sao independentes de x.

(A;) Considerando a func¢ao x de (A), a fungao t — z; é continua de [0,0 +a), 0 € R

em B.
(B) O espago B é completo.

O livro (HINO; NAITO, 1991) é uma boa referéncia para diversos exemplos de espagos

de fase assim como outros resultados referentes a tais espagos.

14
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Frequentemente na teoria das equagoes diferenciais funcionais com retardo ilimitado
precisamos de uma propriedade adicional no espaco B para obter alguns resultados.
Denotaremos por Cpg o espago das fungdes continuas de (—oo,0] em X com suporte
compacto. Dos axiomas do espaco de fase é facil ver que Cpy C B. Neste capitulo

consideraremos o seguinte axioma (HINO; NAITO, 1991).

(C-2) Se uma sequéncia uniformemente limitada (™), em Cyy converge para uma fungao
¢ na topologia compacto-aberta, entdo ¢ pertence a B e ||p™ — ¢|lz — 0, com

n — 0.

Observagao 2.1. Quando o azxioma (C-2) wale, o espaco Cy((—00,0],X) estd
continuamente incluso em B ( (HINO; NAITO; MURAKAMI, 1991) proposi¢io 7.1.1).
Onde Cy((—00,0], X) € o espago das fungoes continuas e limitadas. Entdo, existe uma

constante Q > 0 tal que [|Y]ls < Q¢ ]|, para todo ¢ € Cy((—00, 0], X).

Seja S(t) : B — B o Cy-semigrupo definido por S(t)p(f) = ¢(0) para 6 € [—t,0] e
S(t)p(f) = (t + 0) para 0 € (—oo, —t], onde t > 0. Seja By = {¢ € B : p(0) = 0}.
Denotaremos por Sy(t) a restricdo de S(t) para By.

(FMS) O espago B é dito um espago de memoria amortecida se verifica o axioma (C-2)

e Sy(t)p — 0 quando t — oo para todo ¢ € By.

(UFMS) O espago B é dito um espago de meméria uniformemente amortecida se satisfaz

(C-2) e ||So(t)|ls — 0 quando t — oo.

Observagao 2.2. Se B € um espago de memdria amortecida, as fungoes K(-) e M(-)
sao limitadas. Nesse caso, escrevemos K = sup,so K(t) e M = sup,o M(t). Para mais
detalhes, o leitor pode consultar (HINO; NAITO; MURAKAMI, 1991) proposi¢cio 7.1.5.
Além disso, podemos escolher Q = K, onde Q € a constante na Observacao[2.1. E, se B ¢é
um UFMS, podemos selecionar M (t) = ||So(t)||. Portanto, neste caso, existem constantes

M, >0 tal que M(t) < Me " para todo t > 0.

Exemplo 2.3. (O espago de fase C)(X)) Seja B = CP(X) o espaco consistindo das
()]
0)
) € (g-2) como em (HINO; NAITO,

fungoes continuas ¢ : (—oo, 0] — X tal que elim
——00

( =0, onde g : (—00,0] — (0, 00)
¢ uma funcdo continua que satisfaz as condigoes (g-1

1991). Ou seja, que satisfaz
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(g-1) A fungao G(t) = sup g(t+0)

¢é localmente limitada para t > 0.
o<t 9(0)

(g-2) g(f) — o0 as  — —oc.

A norma em B é definida por

(201
= Sup —<—
el = sup 125

o espaco B é um espago de fase (HINO; NAITO; MURAKAMI, 1991) Teorema 1.3.2. Se
G ¢é limitada, entdao B satisfaz (FMS) e, se G(t) — 0 quando t — oo, entdo B satisfaz
(UFMS) (HINO; NAITO; MURAKAMI, 1991) exemplo 7.1.7. Para simplificar algumas

estimativas, no texto sempre iremos assumir que g é decrescente e g(0) = 1.

Exemplo 2.4. (O espago de fase C x LP ) Seja 1 <p < oo, 0 <71 < oo eg uma fungdo
ndo-negativa, mensurdvel a Borel em (—oo, —r) satisfazendo as condigdes (g —5), (g — 6)

e (g —7) como em (HINO; NAITO, 1991). Ou seja, que satisfaz
(9-5) [ g(0)df < oo para todo u € (—o0, —).

(9-6) g(u + 0) < G(u)g(#) para w < 0 e § em (—oo,—r) — Ny, onde N, C (—o0,—r)
tem medida de Lebesgue nula e para uma funcao nao-negativa G que é localmente

limitada em (—o0, 0].
(9-7) [~ g(0)df < <

Entao o espago C x LP satisfaz (FMS). Além disso, satisfaz (UFMS) se e somente
se esssup{g(%;;) 10 < —r} — 0 quando t — oo ( (HINO; NAITO; MURAKAMI, 1991)
proposi¢ao 1.4.11).

2.2 Medida de nao-compacidade

A definicao de medida de nao-compacidade de um subconjunto limitado em espacos
normados foi introduzida por K. Kuratowski na década de 30. Algumas décadas depois
tal definicao voltou a ser utilizada devido aos avancos na teoria de equacoes diferenciais
em espacos de Banach abstratos, onde tal medida se mostra uma grande ferramenta,
principalmente para o estudo de existéncia de pontos fixo. A seguir definiremos a medida
de nao-compacidade e enunciaremos algumas propriedade e um teorema de ponto fixo que

utilizaremos no capitulo 2.
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Sejam E espago de Banach, B um subconjunto limitado de F, e ¢ > 0. Uma cobertura
{V;} de B é uma e-cobertura se diam(V;) < € para todo i. A medida de nao compacidade

de Kuratowski de B ¢ definida por
ap(B) = inf{e > 0; existe uma e-cobertura finita de B }.

Uma cobertura {B;} de B por bolas de raio < ¢ chamamos de e-cobertura restrita de

B. Assim a medida de nao compacidade de Hausdorff de B é definida por
ap(B) = inf{e > 0; existe uma e-cobertura restrita finita de B }.

A seguir apresentaremos varias propriedades das medidas de nao compacidade.
Proposigao 2.5. Sejam A e B subconjuntos limitados de um espago de Banach E. Entao

(i) ag(A) =0, se e somente se, A é compacto, sendo A o fecho de A.

(ii) ap(A) = ap(A) = ag(co{A}), onde co{A} denota a envoltéria conveza de A.
(iii) ap(AA) = |Mag(A).

(iv) ap(A) < ag(B) se AC B.

(v) ag(A+ B) < ap(A) + ap(B).

(vi) ap(A) < ap(A) < 2a5(A).

Para mais detalhes sobre medida de nao-compacidade (ARJUNAN; NADAF, 2014;
CHUONG;KE, 2012; DEIMLING, 2010).

Definicao 2.6. Seja M um espaco métrico e X C M, X conjunto nao-vazio e limitado.
Uma aplicacdo continua f : X — X é dita condensante se para todo A C X com
a(A) > 0, f satisfaz:
a(f(A)) < a(A)
Enunciaremos agora um resultado de ponto fixo devido a Sadovskii (SADOVSKII,
1967).

Teorema 2.7. Se um operador condensante f mapeia um subconjunto X convezo, fechado
e limitado de um espaco de Banach E nele proprio, entao, ele possii pelo menos um ponto

fixo em X.
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2.3 Funcoes pseudo S-assintoticamente w-periédica

Nesta subsegao estaremos interessados em introduzir alguns conceitos e resultados
importantes sobre fungoes pseudo S-assintoticamente w-periddicas. Nesta secao X,Y

denotam espacos de Banach.

Defini¢ao 2.8. (PIERRI; ROLNIK, 2013) Uma funcao f € Cy(R; X) (respectivamente,
Cy(RT; X)) é pseudo S-assintoticamente periédica se existe w > 0 tal que
limy o0 o fft | f(s+w)—f(s)||ds = 0 (respectivamente, limy_,o 1 fo | f(s4w)—f(s)]|ds =

0). Nesse caso, dizemos que f é pseudo S-assintoticamente w-periddica.
Proposicao 2.9. PSAP,(R;C) munido com a norma || - || € um espag¢o de Banach.

Demonstracdo. E facil ver que PSAP,(R; X) é um subespago vetorial de C,(R; X). Seja
(fn)neny uma sequéncia de fungoes em PSAP,(R; X) que converge, pela norma || - ||,
para uma funcao f € Cp(R; X).

Dado ¢ > 0, existe n tal que ||f — f,|| < § e podemos escolher N = N(n) > 0 tal que

/unsww(mnws

OJI(‘V)

para todo t > N. Entao,

l/ £ (s +w) = f(s)|lds < /Ilfs+w) fals +w)llds

top [ Ul ) = s+ o [ 1)~ Slds < 5+ 5+ 5 =

para todo t > N. Portanto, f € PSAP,(R, X). H

Utilizaremos a notagdo PSAP,(R;X) (respectivamente, PSAP,(R*; X)) para
representar o subsespago de Cy(R; X)) (respectivamente, Cy,(R™; X)) formado por todas as
funcoes pseudo S-assintoticamente w-periddicas. Notamos que PSAP,, com a norma da

convergencia uniforme é um espaco de Banach e se verifica que AP, — SAP,, — PSAP, E]

Definicao 2.10. Dizemos que f : R x X — Y ¢ limitada em conjuntos limitados de X

se para todo subconjunto limitado K" C X o conjunto {f(¢t,z) : t € R,z € K} é limitado.

L As fungdes AP, (X) sdo defindas como a soma P,, & Cy(0,00); X) onde P, é o conjunto das funcdes
com perfodo w e Cy(0, 00); X) o conjunto das fungoes que se anulam no infinito. E dizemos que f € SAPR,,
se f € Cp(RT; X) e limy_,oo (f(t +w) — f(£)) = 0.
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Definicao 2.11. Uma funcao continua f : Rx X — Y é dita uniformemente continua em
conjuntos limitados de X se para todo € > 0 e todo subconjunto limitado K C X, existe

d=0.x > 0tal que || f(t,z) — f(t,y)|| <eparatodot € Rez,y € K com ||z —y| <.

Observacao 2.12. Notamos que u € PSAP,(X) se, e somente se, f € Cp(R, X) e para

cada € > 0 o conjunto
C.={teR;|ult+w) —u(t)||x > e}

€ um conjunto zero ergo’diccﬂ.
Lema 2.13. Seja f : Rx X — Y limitada em conjuntos limitados de X e uniformemente
continua em conjuntos limitados de X. Entdao f satisfaz a sequinte condicao.

(C1) Para todo u,v € Cy(R; X), se

t—oco 2t

lim — /_t lu(s) — v(s)|lds = 0, entdo t%%/_t £ (s uls)) — F(s,v(s))l|ds = 0.

Demonstracao. Seja K um conjunto limitado que contém I'm(u) ¢ Im(v). Para ¢ > 0,
pegue 0 = 0.k como na defini¢do [2.11] Seja Cs = {t € R : ||v(t) — u(t)|] > 0} e
E=fCu()lle,@yy + [ fC00)]le,m@y). Entdo podemos afirmar

1 [t 1
2 ). ”f(svu(s))_f(57v(5)>||Yd5:% o 1f(s,u(s)) — f(s,0(s))l|lvds
1
51 ) g, I (5rl)) = (5,0l

1 €
< —k\ —t,t —2t
< SRAG N [-48) + -

Pela arbitrariedade de ¢, e pelo fato Cs ser um conjunto de zero ergédico, deduzimos

lim — [ [1£(s,u(s)) — f(s,0(s))yds = 0.

—t

]

Definicao 2.14. (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014) Dizemos que uma funcdo

continua f : R x X — Y (respectivamente, f : R x X — Y') é uniformemente pseudo

2Um conjunto C' C R ¢é dito zero ergédico se w — 0set — oo, onde A é a medida de Lebesgue.
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S-assintoticamente w-periddica em conjuntos limitados de X se para todo subconjunto
limitado K C X, lim; o %fjt SUpgex || f(s +w,x) — f(s,x)||ds = 0 (respectivamente,
: ¢

limy o0 5 fy SUPex |f(s +w, ) — f(s,)|ds = 0).

Lema 2.15. Seja f : R x X — Y wuma funcao limitada em conjuntos limitados de
X, uniformemente continua em conjuntos limitados de X, e uniformemente pseudo S-
assintoticamente w-periodica em conjuntos limitados de X. Se v : R — X € uma funcao
pseudo S-assintoticamente w-periddica, entao a aplicagio de Nemytskii v(t) = f(t,u(t))

¢ pseudo S-assintoticamente w-periodica.

Demonstracao. Temos

1 t

i [ 15 s +) = o uo)lds < 57 [ 156 +enuls +0)) = fs.u(s +0)

e / (s uls ) = S5, uls)|

Pelo Lema sabemos que f satisfaz (C1), logo o segundo termo do lado direito da
desigualdade tende a zero quando tomarmos o limite ¢ — oo.

Portanto, é suficiente provar que

lm —/ 1f(s+w,u(s +w)) — f(s,u(s +w))||ds = 0. (2.1)

Observamos que

t

/tllf(s+w7U(8+w))—f(S7U(8+w))IIdS§/ sup |[f(s +w,x) — f(s,x)|ds,

—t x€Im(u)

e como f ¢é pseudo S-assintoticamente w-periddica em conjuntos limitados de X temos

que (2.1) é satisfeita. O
Lema 2.16. O espagco PSAP,(R; X) € invariante por translagao.

Demonstragao. Seja u em PSAP,(R; X). Para s € RT, vemos que

%/_i“u(T—l—w%—s)—u(T—l—S)HdT§<1+;>( ! /HS Hu(Tw)—u(T)HdT).

Q(t + S) —(t+s)
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Para s e R™, et > —s, temos

1 t S 1 t+s
1 / lu(r +w + ) — u(r + ) ldr < S ulleymn + = [l +w) — u()|ldr
Portanto a fungao 7 — u(7 + s) pertence a PSAP,(R; X) para cada s € R. O

Definigao 2.17. (PRUSS, 2013) Uma familia de operadores fortemente mensurdvel

{S(t)}+>0 € B(X) é dita uniformemente integravel (ou fortemente integravel) se

S NS (@) sy dt < oo.

Lema 2.18. Seja {S(t)}+>0 uma familia uniformente integrdvel e seja u € PSAP,(R; X).
Entao a funcdo v, : R — X dada por

oult) = /_ ; S(t — s)u(s)ds /O " S(s)ult — )ds

¢ pseudo S-assintoticamente w-periodica.

Demonstracio. E claro que v, € Cy(R;X). De fato, ainda mais |vulloy®mix)y <

1S 1 [|wl| ey ryx)- Além disso, para t > 0, temos

t 1

1 t o)
5 [t v —wlir < o [ [ s sonllutr = s-+) - utr = s)ldsar
—t —tJO

- / T 15() B4 (s)ds.

onde ®,(s) = & fjt |u(T — s +w) —u(r — s)||dr. Utilizando que, pelo Lema [2.16} o espago

PSAP,(R; X) ¢é invariante por translacdo segue que a fun¢do 7 — u(7 — s) pertence a
PSAP,(R; X) para cada s € R e entao ®;(s) — 0 quando ¢ — 0o. Desde que @, ¢ limitada
e s — [|S(s)||s(x) ¢ integravel em [0, 00), utilizando o teorema da convergéncia dominada
de Lebesgue segue que lim;_, fot 1S (s)||8(x)P¢(s)ds = 0, o que completa a demonstragao.

]



3 Solucoes peridédicas para equacoes
abstratas com retardo

dependendo do estado

Nesse capitulo estudaremos certas propriedades qualitativas para a solucao branda do

seguinte problema de Cauchy

a'(t) = Ax(t)+ f(t,2ppa), t €T, (3.1)

To = . (3.2)

onde z(t) € X, A, f, p sdo fungoes que definiremos a seguir e ¢ elemento do espago de fase.
Mais precisamente, estaremos preocupados em procurar informagoes sobre a periodicidade
da solucao.

Esse capitulo esta dividido da seguinte forma, na secao 2.1 inicialmente estudaremos a
existéncia e unicidade das solugoes para o problema de Cauchy e daremos hipdteses para
que a mesma seja extendida para toda a reta. J4 na secao 2.2 estaremos preocupados
em buscar solugoes w-periddicas e nw-periddicas. E finalizamos este capitulo com uma

aplicagao dos resultados aqui apresentados.

3.1 Existéncia de solucao global

Seja X espaco de Banach. Nosso objetivo é estudar a periodicidade para o problema

a'(t) = Ax(t)+ f(t, 2pem)), tE€I,

o = .

22
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Assumiremos que A é o gerador infinitessimal de um semigrupo fortemente continuo
de operadores lineares limitados (7'(t)):>o definidos em X . Como referéncia para teoria de
semigrupo e sobre o prolema abstrato de Cauchy de primeira ordem (ENGEL; NAGEL,
2000; PAZY, 2012).

Comecgaremos estudando a existéncia para o problema de valor inicial —.
Consideraremos ¢ € B uma funcao fixada, onde B é um espaco de fase como na segao
1.1, e I =[0,a] para a > 0 ou I = [0,00).

Por questoes de simplificacao da escrita do texto, iremos assumir 0 < p(¢,v) < t, para
toda ¢ € B.

Inicialmente iremos considerar o caso em que I = [0,a]. E faremos as seguintes

hipéteses sobre f.

(F1)(i) Para toda ¢ € B a fungao f(-,¢) de I — X, que leva t — f(t,1), é fortemente

mensuravel e a fungao f(-,0) é integravel em 1.

(ii) Existe uma constante L; > 0 tal que

1f(t, 02) — f(t,01)|| < Lilloz — o1ll3, 1,02 € B, (3.3)

para todo t € I.

(F2) Para todo r > 0, existe uma constante Ly(r) > 0 tal que

1 (s we,) = f(E 2l < La(r)lta = ta], Vit €1,

para toda funcao z : (—o00,a] — X tal que g = ¢ € B, x : [0,a] = X é continua e

<.
max ||z(s)| <7

Vale observar, que no geral a constante Ly(r) depende da funcao .

De forma parecida, imporemos as seguintes hipdteses sobre a funcao p.
(R) A fungao p: I x B — [0, 00) satisfaz

(i) Para todo ¢ € B, a fungdo t — p(t,7) é continua.

(ii) Existe constante L, > 0 tal que para todo t € [

lp(t, 2) — p(t, 1)| < Lpllw2 — @1lls, V1,00 € B



Solugoes periddicas para equagoes abstratas com retardo dependendo do estado 24

Mostraremos alguns exemplos de fungoes que satisfazem essas condigoes no espaco

B = CJ(X), como definido no Exemplo 1.3.

Exemplo 3.1. Seja P : (—00,0] — £(X) uma aplicagdo cujos valores sao operadores
fortemente continuos que satisfaz as seguintes condigoes:

() 11| == suppeo | P(O)]] < o0

(ii) /2 1P(0)]lg(0)db < oc.

(iii) Existe Lp > 0 tal que ff)oo |P(0 — t2) — P(0 — t1)]|g(0)d0 < Lpl|ts — t1| para todo
to, b > 0.

Definimos
0

ft,) = [ POWO)d0, t >0, ¢ € CHX).

—0o0

Segue direto que f satisfaz (F1) com

L= [ IP®)ls@)as.

— 00

Além disso, para toda funcao x : (—oo0,a] — X tal que g = ¢ € B, z : [0,a] — X é

continua e max ||z(s)|| < r temos
0<s<a

Fltoan) — f(tan) = / " PO)e(ty + 0)d6 / " PB)e(t, + 0)d0

—0o0 —00

_ / [P(s — ta) — P(s — t1)]ip(s)ds

—0o0

+ /0 [P(s+t —ta) — P(s)]z(s+t1)ds + /0 P(s)x(s + tg)ds,

—t t1—1t2

para 0 < t; < t,. Usando (i)-(iii) e a decomposigao anterior, obtemos

1t 2e,) = f(& )l < Le(llell + 7+ [[Pllr) [tz — t].

O que mostra que f satisfaz (F2). Observamos também que a estimativa acima é uniforme
para ¢ em conjuntos limitados e independente de I. Além disso, f(t,7) é independente

de t.

Exemplo 3.2. Nesse exemplo mostramos algumas fungoes p que que satisfazem nossas
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condigdes. Nao é complicado ver que a fungao p : [0, 00) x C9(X) — R dada por

p(t,¢) =t —min{z, | (0)[} (3.4)

satisfaz 0 < p(t,v) <'t, p(t,1) é continua em ¢ e Lipschitz continua em ) com L, = 1. De
maneira similar, seja p : [0,00) — R uma fungao continua w-periédica tal que 0 < p(t) <t

para todo t > 0. Entao a funcao

p(t,9) = p(t) — min{p(t), [[H(0)[|} (3.5)

também satisfaz as condigoes mencionadas. E além disso, nesse caso, p(t, 1) é w-periddica

em t.

Comecemos definindo o que queremos dizer por solugao branda para o problema de

valor inicial (3.1))-(3.2)).

Defini¢ao 3.3. Uma fungao z : (—o0,a] — X é chamada uma solugao branda para o

problema (3.1))-(3.2) se xo = ¢, a fungao x : [0,a] — X é continua e a equacao integral

o) = TORO) + [ Tl= )5, 051 < 0 (3.6

¢é verificada.

No que segue, utilizaremos a notagao C,([0,a], X) = {x € C([0,al, X) : (0) = ¢(0)}.
Temos que C,([0,a], X) é um subconjunto fechado de C([0,a], X) na topologia usual.
Além disso, para simplificar o texto, se € Cy([0,a], X), iremos identificar z com sua
extensdo para (—oo, 0] definida por z(0) = ¢(0).

Consideraremos também M uma constante tal que
T <M, 0<t<a.

E para abreviarmos a escrita definimos K, = sup K(t) e M, = sup M(t).
0<t<a 0<t<a

Lema 3.4. Assumindo que as condigoes (F1),(F2), (R) sao wvdlidas, e além disso
assumindo que ML Kqa < 1. entdo o problema (3.1)-(3.2) tem uma unica solug¢ao x(-)

em (—oo, al.
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Demonstracao. Escolhemos uma constante R > 0 tal que

N(H + LaMoa)||o]ls + JTJ/ 1£(s,0)[|ds + ML K.aR < R. (3.7)
0
Definimos o operador I' : C,,(]0, a], X)) = C,([0, a], X') por
t
Tx(t) = T(t)e(0) +/ T(t—5)f(s Tpsey))ds, 0 <t < a, (3.8)
0

Denotamos por Br = {z € C,([0,a],X) : ||z(t)|| < R, 0 <t < a}.
(i) Mostraremos inicialmente que I'(Br) C Bg. De fato, para z € Bp, usando (3.7)

podemos estimar

ICa(0)] < MH gl + 0T [ 11765 ) s
< Wl + 37 [ 156, a4e0) = £ 0)ds + 7 [ 1505, 0)ls
< Wl + 50 [ N lsds + 57 [ 1565, 0)ls
< W ol + 312 [ 1K, _max [or)] + Malplalds + 37 [ 17(s.0)lds

< MH]|\glls + MLiM,allglls + MLiK,Ra+ M / 1£(5,0)llds
0

<R,

para 0 <t < a.

(ii) Neste passo mostraremos que I' é Lipschitz continua. Seja x,y € Bg. Utilizando
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as condigoes (F1), (F2) e (R) temos que

. t

ITa(t) - Ty(e)]| < 3 / 1 (5 pismny) — (5, Yoo | ds
__ t

< M/(; Hf(57$p(8,acs)) - f(sa yp(S,acs))HdS

ot
+ M/ ||f(8, yp(S,:cs)) - f(s, yp(s,ys))HdS
0

. t . t
< MLI / pr(s,acs) - yp(s,;ts)HBdS + ML2<R> / |p(5, ‘738) - p(s, ys)’ds
0 0

t t
< MLlKa/ max  [2(r) — y(7)|lds + MLQ(R)LP/ 22 — vallsds
0 0

0<7<p(s,xs)
t

t
<MLK, | max H:c(T)—y(T)Hds—irMLQ(R)Lp/ 22 — vallwds
0

0 0<7<s

< MLy Kot max [|l(s) — y(s) || + MLa(R) L, Kot max |lo(s) — y(s)l]

< MEy (L + La(R)L,)t masx [[a(s) = y(s)]|
para todo 0 <t < a. E consequentemente,

Tz = Tylloo < MK, (L1 + Lo(R)L,)al|z — y]|w,

que estabelece nossa afirmagao.

(3.9)

(iii) Para finalizar, neste passo mostraremos que I'" é uma contragdo em Bg para n

suficientemente grande. De fato, seja x,y € B, u = 't e v = I'y. Argumentando como

anteriormente, e substituindo (3.9), obtemos

IT%z(t) = T*y(®)] = [Tu(t) — Tot)]

t

IN

<7r<s

IN

0<7<s

e~ t/\/
MK, / VKL (Ly + La(R)L,)s max |o(r) — y(r)|ds
0

¢
MIL\K, Jnax l|u(r) —v(T)||ds + MLQ(R)LP/ l|us — vs||sds
0 0

—_—~ t —~
MLR)L, [ KMKo(La + La(R)L)s g [lo(r) — y(r)]ds
0 STSS

NPK?(Ly + Lo(R)L,)"= max (s) — y(s)|

2 0<s<t

IN
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para todo 0 <t < a. Seguindo indutivamente, obtemos que

n

0% (6) — Ty ()] < MK (L + Lo(R)L,)" - max [[a(s) - y(s)]

n! 0<s<t

o que implica que I'™ é uma contracao para n suficientemente grande. E o ponto fixo
z(-) de T' é a tinica solugao branda para o problema (3.1)-(3.2) em Bp. Além disso, como
(3.7) é valido para qualquer constante R’ > R podemos repetir o proceso para Bg. e

concluimos assim, que (3.1))-(3.2)) possui uma tnica solu¢ao branda. ]

Teorema 3.5. Assuma que as condigoes (F'1),(F2), (R) sao vdlidas. Entdo o problema
(13-1)-(3-2) possui uma inica solu¢ao branda x(-) em (—oo, al.

Demonstracao. Selecionamos b > 0 e n € N tal que nb = a e MLlKab < 1. Segue
entao, do Lema que existe uma solucao branda z'(-) do problema (3.1)-(3.2) definida
em (—o0,b]. Definamos ¢' = z;. Assuma que n = 2. Definimos C,i([b,2b], X) =
{y € C([b,2b], X) : y(b) = ¢'(0)}. Para y € C,i([b,2b], X) identificamos y com sua
extensao para (—oo,b] definida por y(b + 0) = p'(f) para —oo < 6§ < 0. Definimos
I': Cpi([b,2b], X) — Cu([b, 2b], X) por

Ty(t) = T(t — b (0) +/th(t— (5, Upiopn)ds, b <t < 2D,

Procedendo como na demonstragao do Lema[3.4| podemos estabelecer que existe um ponto

fixo %(-) de I'. E substituindo ¢*(0) = z(b), temos que
t
22(t) = T(t)p(0) +/ T(t—s)f(s, :17 (s22))ds, 0 <t < 2b,
0

o que implica que x? é solucao branda do problema (3.1))-(3.2]) em (—oo, 20].
Quando n > 2 podemos utilizar o mesmo argumento feito anteriormente para

indutivamente concluirmos a existéncia de uma solugao branda para o problema (3.1)-

.em —00, nb. O

Assumimos agora I = [0,00) e as condigoes (F1) e (F2) devem ser consideradas
localmente. De forma mais especifica, temos que para (F1) ser satisfeita, a funcao f(-,0)
deve ser localmente integravel (ou seja, f(-,0) é integravel [0, a] para todo a > 0). De

forma similar, para que (F2) seja satisfeita, devemos ter que para cada a > 0 existe
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constante Ls(R) > 0, a qual também depende de a. Para o caso local, iremos abreviar as
hipéteses por (F1-1),(F2-1) e (R-1). Além disso, assumiremos que a funcao K(-) é limitada

em [0, 00) e denotaremos K = sup;», K (t).

Corolario 3.6. Assuma que as condigoes (F1-1), (F2-1), (R-l) sao vdlidas. Entdo, existe
uma Uinica solu¢ao branda x(-) do problema (3.1)-(3.2)) definida em (—o0, ).

Demonstra¢ao. Para cada intervalo (—oo,n] as condigoes (F1-1), (F2-1), (R-1), séo
equivalentes as condigoes (F1), (F2), (R) utilizadas no Teorema entdao de forma
semelhante ao Lema, podesse mostrar que a solucao existe para cada intervalo desse
tipo.

Argumentando como na demonstracao do Teorema [3.5| concluimos que existe uma
unica solugao branda x™ do problema — definida em (—o0,n] para todo n € N.
Temos que 2" (_ ) = 2". Entéo, a funcdo « definida por z(t) = 2" (t) para t < n é

bem definida e ¢é a tnica solugao do problema (3.1))-(3.2)) definida em (—o0, c0). O

Nosso proximo objetivo é mostrar a existéncia de solugoes brandas limitadas em
[0, 00) para o problema (3.1)-(3.2). Lembremos que um semigrupo fortemente continuo de
operadores limitados (7()):>0 € dito uniformemente exponencialmente estével se existem

constantes ]T/[/ > 1e~ >0 tais que
IT(t)|| < Me™™, t > 0. (3.10)

Para nosso préximo resultado, a constante L; > 0 presente na condic¢ao (F1) é uniforme, o
que significa que a estimativa (3.3|) vale para todo ¢1,ps € B e todo t > 0. Introduzimos

as seguinte notagoes:

t
N = ysup / 9| £ (s, 0) | ds,
t>0 Jo
— M(L M +N
Cr = Mol + 22T

Corolario 3.7. Assuma que B € um espago de memdria amortecida, as condi¢oes (F1-

1), (F2-1), (R-1) e (3.10) sao vdlidas. Assuma além disso, que Ly € independente de a,
LK
~

N<xe

< 1. Entao, existe uma inica solugdo branda limitada x(-) do problema
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(13-1)-(3.2) definida (—o0,00). Além disso,

()] < — 24

<—_ _t>0.
v— ML K

Demonstrag¢ao. Procedemos como na demonstracao do Teorema Definamos o
operador I' : C,(I,X) — C,(I,X) através de (3.8)), onde C,(I,X) = {z € Cy(I,X) :
z(0) = ¢(0)}. Temos que C,(I, X) é um subconjunto fechado de Cy(/, X). Escolhemos

uma constante R > 0 tal que

— L M ML K
M(H + =) lplls + ——

. t
]{%—Aisupy/‘e‘”a_gﬂf(sJDHdegli (3.11)
0

t>0

Denotemos Br = {z € C,(I,X) : ||z(t)|| < R, 0 <t < oo}
Comegaremos mostrando que I'(Br) C Bg. De fato, para * € Bpg, usando (3.11))

podemos estimar

t
HMﬁMSMHeWMM+M/?”“%ﬂ&wmﬁws
0
t
S MHe—’YtHSOHB + M/ 6_7(15_8)”]?(5’ xp(S,:rs)) - f(s, O)Hds
0
t
+A4/‘eﬂ“ﬂwf@nnws
. 0 . t . t
< MTHE ol + MLi [ 0y lads + 3 [ €709 1(5,0)ds
0 0
_ . t
SM%WWM+MM/€WﬂW max  |lz(r)l| + Mgllslds
0 0<7<p(s,zs)
t
+A4/’e7“smf@ﬁnus
0

ML,M

t
< MTHe ol + =2 ol + ML [ €09 ma [a(r) ds
0 S

0<7<

__ t
+M/ e 79| £(s,0)||ds (3.12)
0

— L M ML K
< M(H + ;NW%+ !

o t
R++M/e”“ﬂuwmws
0

<R,
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para todo t > 0.

Seja @ > 0. Vamos restringir I' para C,([0,a],X). Denotemos Bgr(a) = {z €
Cy([0,a], X) : |lz(t)|| < R, 0 <t < a}. Pelos argumentos anteriores temos I'(Bg(a)) C
Bgr(a). Além disso, procedendo como na demonstragao do Coroldrio mostramos que I’
tem um ponto fixo em Br(a). Desde que a foi escolhido de forma arbitraria, isso completa

a demonstragao da afirmacao.

7Ch
y— ML K
(13.11)). O

Finalmente, sem dificuldades, verificamos que R = satisfaz a desigualdade

3.2 Existéncia de solucoes periddicas

A partir de agora, estaremos interessados em estudar a existéncia de solugoes periddicas
para ({3.1)). Nessa se¢ao usaremos I = [0, 00), as fungoes f e p estao definidas em [0, 00) x B,

e existe w > 0 tal que

ft+w, ) = [f(t9),
plt +w, ) = p(t,9)

para todot > 0 e ¢ € B.

Observagao 3.8. Assumindo que B é um espaco de meméria amortecida e as condigoes
(F1), (F2) e (R) sao validas em [0, w], temos que as condigoes (F1-1) e (R-1) s@o satisfeitas
em [0,00) com Ly e L, independentes de a. Além disso, (F2-1) também é vélida, no
entanto Lo(r) depende do intervalo [0,a]. De fato, seja t,t1,t € [(n — 1)w,nw] para
algum n € N, e seja z : (—o00, nw] — X uma fungao tal que g = € B, z: [0,nw] = X
é continua e Jmax |z(s)]| < r. Definimos

£(6) = z@+(n—1w), —(n—1w<60<0,
Y@+ (n—1w), 6<—-(n—1w,

ey(s) = z(s+(n—1)w) para —oco < s < w. Temos que yo = ¥, ||}|ls < Kr+ M|, e
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ly(s)|| < r para s € [0,w]. Entdo, aplicando a condigao (F2) no intervalo [0,w], obtemos

1t ze) = f(E o)l = 1f(s+ (0= Dw,ys,) = f(s+ (0= Dw, ys, )|
’f(S y82) - (Say51)H

Ly(r)|s2 — s1]
Ly(r)[t2 — tal,
ondet=s+(n—1Nw, t; =8+ (n— 1w, i = 1,2, e L,(r) é a constante correspondente

para todas as fungoes ¢! € B tais que |1} < Kr + M||¢]|s.

O préximo resultado mostra que o problema (3.1))-(3.2)) possui uma solu¢ao branda

limitada definida em [0, 00).

Teorema 3.9. Assuma que B é um espag¢o de memoria amortecida, as condigoes (F1),
(F2) e (R) sao vdlidas em [0,w], e a condigao (3.10) € vdlida. Entao o problema (3.1))-

(13-2) possui uma inica solu¢ao branda limitada x(-) definida em (—o0,00).

Demonstracao. Segue do Corolario que existe uma unica solugdo branda z(-) do

problema (3.1)-(3.2) definida em (—o0, 00).

Como o objetivo de mostrar que x(-) é limitada em [0, 00), tomamos nw < t < (n+1)w,
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n € Ny, e fazemos a seguinte estimativa

. .t
lz@®)] < Me™" Hllp + M/O eI (5, Tp(s00) — f(5,0)[1ds

t
SN[ eI (s, 0)ds
0
n+1

< Me " Hllel| + MZ/( NS o) = 15,0l
i=1 i—1)w

n+l iw
LAY [ s 0)ds
i—1 Y (—Dw
— Nn+1 w
< Me " Hllp| + M)y e 70070 / O F (& Toeaes o)) — J(E0)]1dE
i=1 0
Nn+1 w
+ MY ety / S £ (€, 0) | dé
i=1 0
~ N n+1 w
< MG_%HHQOH + MLy Z et / 67§||xp(§790§+(¢71)w)||d€
i=1 0
n+1

WS [T e oyde

i=1

TL+1 w
< Me " Hgl| + MK Lie "y en-D / e max [l (7)]|dS
0

— 0<r<¢

. n+1 w . n+1 w

FRIL MY [T otglde + BTet S0 e [ o e, 0)ag
i=1 0 i=1 0

— e — W w
< . €
<M + LM gl + o [ (0L o o)l + (€. 0)
< 00,

para todo t > 0. ]

Consequentemente, sob as hipdteses gerais, temos que para todo ¢ € B existe uma
solugdo branda limitada z(-) = z(-, ¢) do problema (3.1)-(3.2) construida no Teorema|3.9}

No que segue, denotaremos por P a aplicacao de Poincaré

Py = x,(-,¢).

Para estudar a periodicidade de x(-, ¢) precisaremos de algumas propriedades adicionais
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de z(-, ). Consideremos o problema

y'(t) = Ayt)+ f(t, Tpuy)) 0<t<w (3.13)

Yo = o (3.14)

Defini¢ao 3.10. Uma funcdo y : (—o00,a] — X é dita uma solugao branda para a

equagao (3.13)-(3.14)) se yo = x., a func¢ao y : [0,w] — X é continua e a equagao integral

) = T(Oa(e) + [ T( = 9505, 05 1 <

é satisfeita.

Lema 3.11. Assumindo as condigoes do Teorema[3.9, existe uma unica solug¢io branda
y(+) para o problema (3.13)-(3.14) em [0, w

Demonstragao. Definimos o operador I' : C,,([0,w], X) — C,(]0,w], X) por
t
Cy(t) =T(t)x(w) + / T(t—5)f(s,Tpsy,)ds, 0 <t <w,
0

onde C,([0,w],X) = {y € C([0,w],X) : y(0) = z(w)}. E imediato que C,, é um
subconjunto fechado de C(]0,w], X).
Além disso, para y, z € C,([0,w], X), temos

IDy(t) —T=(t)| < 3 / L5 Zpuger) — F (52 Zpony) s

< MLy(R / 1905, 5) — pls, 25)]ds

< MLy(R / s — zllsds

< MLy(R)LK. / mas [[y(r) — =(7) |ds
< MLa(R)L Kot max [l(s) — =(s)

para todo 0 <t < w. Repetindo esse argumento, obtemos que I'" é uma contracao para
n € N suficientemente grande. E o ponto fixo y(-) de I' é a tnica solugao de ([3.13)-
(13.14). O

Lema 3.12. Se z,(+,p) = ¢, entdo z(-, ) é w-periddica.
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Demonstragao. Abreviaremos x(t) = z(t,). Definimos y(t) = z(t + w) para t > 0.

Usando a periodicidade de f e p, temos

(0) = 2(6+0) =T+ )0+ [ T+ 5) 50
=10 [T@he(O) + [ Tl = (5000 )
+ /:w T(t+w— 5)f(S, Tp(sze))dS
= T(0)s) + [ 1= (€ menn)de

:T@W®+ATW—Qﬂ§%mm%

que é o mesmo que dizer que y(-) é uma solugdo para o problema (3.13)-(3.14) com

condigao inicial yo = z, = ¢. Além disso, vemos que z(-) também é uma solugao
de (3.13)-(3.14) com condicao inicial zg = ¢. Pela unicidade da solugdo obtemos que

y(t) = z(t + w) = z(t), o que implica que x(-) é uma funcdo w-periddica. O

Como consequéncia do Lema [3.12] a existéncia de solugoes periddicas para a equacao
(3.1]) esta relacionada com a existéncia de pontos fixos para P.

No que segue, denotaremos por P, a aplicacao de Poincaré

PnQO = mnw(U@)'

Observacao 3.13. Assuma que B é um espaco de memoria amortecida e as condigoes
(F1), (F2), e (R) sao vélidas em [0, w]. Segue da Observagao 3.8 que Ly, L, e Lo(r) sao
uniformes em [0,00). De forma mais especifica, seja x : (—00,00) — X uma funcao tal
que g = ¢ € B, x : [0,00) — X é continua e ogifo) lx(s)|| <7 e ||| < ri. Entao,

usando a Observacao [3.8, obtemos

Hf(taxl‘a) - f(taxh)H < LIQ(T)HQ - tl‘a

onde Lh(r) é a constante correspondende a todas as fungoes ¢! € tais que ||[¢!|| <

Kr+ Mr;. Para darmos enfase a tal situacao, escreveremos Lqo(r, Kr + Mry) ao invés de
/
Li(r).

No que segue, iremos lidar com um espacgo de fase B que satisfaz (UFMS), ver pagina
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17. Neste caso, podemos assumir que
M(t) < Moe ™™ t >0,

para alguma constante My > 1e pu > 0.
Para o nosso préximo teorema, e assumindo hipdéteses apropriadas, usaremos as

constantes R, Ry > 0 dadas por

MK —~ MNK
N — ML K N — ML K

_M(7H+L1MO)R + MN

v—MIWK vy— ML K

Além disso, denotaremos por B, = {¢ € B : ||¢|ls < r}.

Teorema 3.14. Assuma que B é UFMS, as condi¢oes (F1), (F2) e (R) sdo vdlidas em
[0,w], e o semigrupo (T (t))t>0 satisfaz a condicao (3.10). Além disso assuma que

M(Ly + Ly(R, KR+ MyR,)L,)K(1 + MHK + M) < v, (3.17)

entdo existe uma solu¢ao branda nw-periddica de (3.1]).

Demonstracao. Como

ML K1+ MHK + M) <~

existem constantes R, Ry que verificam ([3.15))-(3.16)). Seja m,n € N tal que m < n.
Seja p € B tal que |j¢|ls < Ry, e seja x(t) = z(t, ) a solucao limitada do problema

B-1)-(3-2) em [0, 00) cuja existéncia é garantida pelo Teorema [3.9]

Procedendo como na prova do Corolario |3.7,, obtemos

~C M(~vH + LM, MN
@) < —2& _MOHELM), o o MN g
N ML K = ML K N — ML K

para t > 0. E substituindo essa estimativa em (3.12)), temos

|lz(t)]| < MH |

ML, K ML, M, MN
+ —— +—— 4+ ——
v — ML K

para todo t > 0. Por sua vez, obtemos
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MK (vH + LM, MKN

molls < |MEOHELMO) i o + —EN

=ML K y—MIL K

o que implica

[onolls < K max [lz(t)] + M((n —m)w)||zm.|s

— ML K MLy M,

< K |\MH(E™ 4+ ——=——)+ ————|[l¢]s
v—MLK  ~—ML K

MKN
+—— + M((n - m)W)HZEme‘By
v — ML K

Tomando m,n € N tal que m,n,n —m sao suficientemente grandeﬂ, e utilizando (3.15))

podemos inferir

||xnw||3 = ”PnQOH < Ry,

o que implica P, : Br, — Bg,.
Agora mostraremos que P, é uma contragao em Bg,. Seja ¢, 1 € Bg, e seja x(-) (resp.
y(+)) a solu¢ao branda do problema (3.1)) com condicao inicial 2o = ¢ (resp. yo = ).

Usando a Observacao [3.13, e procedendo como na demonstracao do Lema |3.4] obtemos

t
lo(t) — y(t)| < NEHe | — || + MLy / eI 0y — (o1
. t
M Lo(R, KR+ MyRy) / =) p(s, 2,) — p(s, yo)|ds
0

— LM, — ¢
< M[He " + —17 e — || + ML K / e 1) max [|lz(€) — y(€)|ds
0

0<g<s

. ¢
+ MLy(R, KR + MOR1>LpK/ e 77 max (&) —y(&)||ds
0

0<£<s
. MLy(R, KR + MyRy)L,M,
g

— M,
<M |[He' + TO(Ll + Ly(R, KR+ MoRl)Lp)] lp =4

le =4Il

—

n #m T Lo(R, KR+ MoRy)L,) max ||2(€) — y(6)] (3.18)

0<E<t

!Tomamos esses valores para nos utilizarmos do fato que nosso espaco ¢ UFMS.
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para todo t > 0. Isto implica que

max [lz(s) — y(s)|| < PLH+ G

0<s<t 7_03 ||S0_¢||;

onde nesse caso, as constantes Cy e C3 sao dadas por

Cy = MMy(Ly+ Ly(R, KR+ MyR,)L,),
C5 = MK(Ly + Ly(R, KR + MyR;)L,).

Entao, obtemos

v—Cs

|Zmw = Ymwllz < [ + M(mw)] | —2ls.

Além disso, utilizando novamente ((3.18]), obtemos

. Cy Cs YMH + Cy
- < [MHe "™ 4+ Z2||p — BT,
mfglggwllx(S) y(s)| < [MHe +7]||90 ¢||B+7 G o — |
R Oy Oy 1
< | MH(E ™ 1 + — |5

Portanto, combinando com as estimativas anteriores, obtemos

C3
v—Cs

Coy
— Oy

[ = Ynwl| < K [MH(GW’ﬂL )+ } lo =l +M((n—m)w)[|Zme = Ymo|-

Juntando essas estimativas com (3.17)), e assumindo novamente que m, n, n—m sao grandes
o bastante, podemos inferir que P, é uma contragao. Consequentemente, P, tem um ponto

fixo ¢ € Bg,. Aplicando o Lema obtemos que existe uma solu¢ao nw-periédica de

BD. =

A seguir aplicaremos esse resultado para estudar um caso particular. Assumiremos
que Ly(-) é subaditivo. Especificamente, assumiremos que existem constantes L}, L3 > 0
tais que

LQ(T, 7”1) S L%T’ + Lg’l“l.
Iremos também denotar Cy = 1 + MHEK + M.

Corolario 3.15. Assuma que B é UFMS e as condicoes (F1), (F2) e (R) sdo vdlidas em
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[0,w], e o semigrupo (T'(t))i>o satisfaz a condi¢ao (3.10) com v > ML\KC,. Assuma,
além disso que

L. (L} + L2K)MN LY+ L2K)M(~vH + Ly M, MKN
L1 + p( 2 _I_NQ ) + Lp ( 2 + 2 ) /\(/7 + 1 0) + L%MO —
v — ML K v — ML K N — MIL,KC,
< (3.19)
MKC,

entdo existe uma solu¢ao branda nw-periddica (3.1)).

—~

Demonstracao. Definamos a constante Ry = , e seja R dado pela expressao

~v— ML,KC,
(3.16)). Inferimos que (3.15)) e (3.16|) sdo validos. E usando (3.19)), notamos que

M(Ly + Ly(R, KR+ MyR,)L,)K(1 + MHK + M)

< M(L+L,(Ly+ L3K)R+ L,L3MyR,)KC,4

— L (L) + L2K)MN
_ MKC4 L1—|— P( 2+~2 )
v — ML K
— LY+ L2K)M(~vH + Ly M
+ dikcyr, | L EOMOH D) ey
N — ML K

que mostra que (3.17) é satisfeita. A afirmagdo é entdo uma consequéncia direta do
Teorema [3.14 O

Em aplicacoes particulares da teoria, é frequente que o semigrupo envolvido seja
compacto. Lembramos que um semigrupo (7'(t)):>0 ¢ dito compacto (PAZY, 2012)
se cada operador T'(t) é compacto para t > 0. Utilizando que o operador é compacto e o

conceito de medida de nao-compacidade obteremos a existéncia de solugoes periddicas.

Teorema 3.16. Assuma que B é UFMS, as condigoes (F1), (F2) e (R) sao vdlidas em
[0,w], e o semigrupo (T'(t))i>0 € compacto e satisfaz a condi¢ao (3.10) com ~ > ML K.
Assuma, além disso, que existe uma constante Ry > 0 que satisfaz (3.15). Entdo existe

uma solug¢ao branda nw-periddica de (3.1)).

Demonstracao. Procedemos como no Teorema [3.14] podemos afirmar que existem m,n €
N, m < n, grandes o suficiente tais que P, : Bg, — Bpg, e P, é uma aplicagao Lipschitz

continua. Além disso, podemos assumir que

M((n —m)w)[K(mw)H sup ||T(s)|| + M(mw)] < 1.

0<s<mw
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Completamos a prova como em (HERNANDEZ; HENRIQUEZ, 1998) Teorema 2.1. Para

D C Br, a(D) >0, 0 < 0y < 09, 0 > 0, introduzimos as seguintes notagoes:

D[Jl702] - {x('790)|[01,02] CpE D}7
D, = {x,(-,¢):p € D}.

Usando que T(t) é um operador compacto para t > 0, obtemos que Doy, 05| é
relativamente compacto em C([oy, 03], X) onde 7 > 0. Entao, nesse caso, a(D]oy, 03]) =

0. Além disso, através de calculos diretos, obtemos

a(D[0,0]) < H sup [|T(s)]|a(D).

0<s<o

Também, seguindo (SHIN, 1987),

2
S
NI
A

K(0)a(D([0,0])) + M(o)a(D),

a(Dy,) < K(oz—01)a(D([01,03])) + M(02 — 01)a(Do, ).

Combinando essas estimativas, para 0, = mw, 09 = nw, obtemos

a(Po(D)) = a(Dn,) < K((n —m)w)a(D([mw, nw])) + M((n —m)w)a(Dm.,)

< M((n —m)w)[K(mw)a(D([0, mw])) + M (mw)a(D)]
< M((n—m))[K(m)H_suwp [7(s)] + M(mw)la(D)
< a(D), o

o que implica que P é um operador condensante. Pelo teorema de ponto fixo de Sadovskii

(SADOVSKII, 1967), inferimos que P tem um ponto fixo ¢ € Bg. n

3.3 Aplicacoes

Nessa secao, aplicaremos nosso resultado para uma equacao concreta. Consideramos
X um espaco de Hilbert e A o operador de difusao tipico. Isso significa que existe uma

base ortonormal {z, : n € N} de X, e uma sequéncia crescente ()\,), de nimeros reais
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tais que A, — oo com n — o0o. O operador A é dado por
(0.)
Az = Z — N2, 2,) 20, @ € D(A),
n=1
onde

D(A)={z € X : ) M|z, z)|* < oo}

Nesse caso o semigrupo gerado por A é

T(t)x = Ze’)‘%t@c, Zn)n, T € X.

n=1

Verificamos que T'(t) é um operador compacto para t > 0, e
IT@)] < et >0,

o que implica que M = 1 e v = Af. Tomamos B = CJ(X). Entdo, obtemos H = 1,
K(t) =1e M(t) = G(t). Seja f a fungao definida no Exemplo[3.1] Temos que

L = / 1P(6)19(6)de,

—0o0

Ly(r) = (llells +7r+|[P[r).

Seja p(-) a fungao dada no Exemplo Entao, sabemos que L, = 1. A préxima

afirmagao é uma consequéncia direta do Coroldrio [3.7]

Corolério 3.17. Assuma que G(-) € uma funcao limitada em [0,00), Li < A}, e
t
sup/ e M) ||h(s)||ds < 0o. Seja p €. Entio existe uma tinica solugio branda limitada
t>0 Jo
z(+) do problema (3.1))-(3.2)) definida em [0, c0).
A seguir consideramos a func¢ao p dada por (3.5). O resultado seguinte é uma

consequéncia direta do Teorema [3.16),

Corolério 3.18. Assuma que G(t) — 0, t — oo. Além disso, assuma que 3L; < \3.

Entao, existe n € N e uma solugdo branda nw-peridodica para (3.1)).



4 Periodicidade assintdética para

solucoes de equacoes de evolucao

Nesse capitulo continuamos o estudo de existéncia de solugoes do tipo periddicas para
certos tipos de equagoes, onde o operador A é o gerador de um semigrupo uniformemente
assintoticamente estével de operadores lineares (7'(t));>0. Em outras palavras, se verifica
a seguinte condigao
(UAS) Existem ji > 0 e M > 1 tais que ||T(t)|| < Me™™ para todo t > 0.

Nesse capitulo nds iremos procurar solugoes pseudo S-assintoticamente w-periédicas e
também mostramos que um resultado semelhante pode ser obtido também para solugao
S-assintoticamente w-periddicas. Finalmente, apresentaremos uma aplicacao de nossos
resultados.

Mais especificamente, neste capitulo estudaremos condi¢oes para a existéncia e
unicidade de solugoes brandas pseudo S-assintoticamente w-peridédicas para a equacao
de evolucao semilinear

u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)), t € R, (4.1)

com A: D(A) C X — X sendo o gerador de um semigrupo estavel em X e f uma fungao

continua adequada.

Definigao 4.1. (BOULITE; MANIAR; N’GUEREKATA, 2005) Uma solu¢ao branda

para (4.1)) em X é uma funcao continua e limitada u : R — X que satisfaz

u(t) =Tt — s)u(s) + / T(t—r)f(r)dr, (4.2)

para todo t,s € R com t > s.

42
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Observagao 4.2. Levando em consideragao que T'(t) é uniformemente assintoticamente
estavel,podemos ver que se u(+) é uma solugao branda para a equagao (4.1)), entao tomando

o limite quando s tende a —oo no lado direito da equagao (4.2)), obtemos

u(t) = / T(t—o)f(o,u(o))do, t €R. (4.3)

—0o0

Reciprocamente, se u(-) é uma fungao limitada continua tal que f(-,u(-)) é limitada e

(4.3) se verifica, entao u(-) é uma solugao branda para (4.1]).

4.1 Existéncia de solucoes pseudo S-assintoticamente

w-peridodicas

Teorema 4.3. Assumindo que a condigio (UAS) € vdlida, seja f: R x X — X uma
funcao limitada em conjuntos limitados de X, uniformemente continua em conjuntos
limitados de X, e uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periodica em conjuntos

limitados de X e que satisfaz a condicao de Lipschitz

onde L(-) € uma fun¢ao mensurdvel tal que as sequintes condigoes sao satisfeitas.

t
(PS7) A fungao n(t) = ]\;[eﬁt/ e’ L(s)ds € limitada.

—00

t

(PS8) 4 mtegml/ n(7)dr existe para todo t € R.

—00

Entao a equagao (4.1)) possui uma dnica solugao branda pseudo S-assintoticamente w-

periodica.

Demonstragao. Seja T um operador definido por Tu(t) = ffoo T(t—o0)f(o,u(c))do. O
Lema juntamente com o Lema nos permite inferir que Y mapeia PSAP,(R; X)
em si mesmo. A importancia das condigbes (PS7) e (PS8) é que sua validade nos

permite mostrar que o operador T é uma contracao em PSAP, (R; X). Podemos definir
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uma nova norma em PSAP,(R;X) por ||[ul|] = supyr{v(t)||u(t)|}[] onde v(t) =
Expl—k(n(t) + ﬂfjmn(T)dT)] e k > 1. Sejam u e v duas fun¢oes em PSAP,(R; X),

obtemos que

o0us(e) - Tuad) < ([ eﬁ<”>v<t>v<a>1ML<a>da)mul—u2||r

_ %OZ/; eﬂ“”)%[v(o—)l]da) 1 — sl
_ % (1 _ /t e‘ﬁ(t_”)v(t)v(a)_ldU) [[ur — ual||.

E temos que

1
[ Tur = Tusl[| < +f|ur — usll]

Lembrando agora que k > 1, concluimos pelo principio da contragao que existe uma tnica

solucdo branda pseudo S-assintoticamente w-periddica para a equagao (4.1]) dada por

u(t) = / T(t—o)f(o,u(c))do, t €R.

O que completa a demonstracao. O
Para o resultado seguinte, precisaremos do seguinte lema.
Lema 4.4. Assuma que a condi¢io (UAS) wvale. Seja u em PSAP,(RT;X) e seja

v} 1 [0,00) = X a fungdo definida por

vr(t) = /0 T(t — s)u(s)ds.

Entdo v} € PSAP,(RT; X).

Demonstracao. Podemos obter a seguinte estimativa

7 ey (0,00):x) < EHUHCb([o,ooﬁX)-

'Notamos que as normas ||| - ||| e || - || sio equivalentes. Para ver isto, basta usar as condigoes (P.S7)
e (PS8). Logo (PSAP,, ||| -||) é completo.
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Entao v;. € Cy([0,00); X). Além disso

¢ [t —etolar < 5 [ [T = ollluts + o) - uoldsir
—l—%/ot /Hw 1T (s)||||w(T +w — s)||dsdr

1 t t
< ([ rrenar) [+ - i
0 0
t T+w
+”“”°°/ / IT(s)|dsdr
t 0 Jr
M t _ t
< — (/ e’”T)/ lu(s + w) — u(s)||ds
t 0 0
M b
_|_w HUHOO/e—urdT
t 0
M 1/t
< 2 (7 [ 1uts+0) - o)
H (t 0
—wM|~|u“°O1 — 0, quando t — oo.
[ t
Isso completa a prova de que v). € PSAP,(RT; X). H

Teorema 4.5. Assuma que a condi¢io (UAS) vale. Seja f : [0,00)x X — X uma fun¢do
continua assintoticamente limitada em conjuntos limitados de X e uniformemente pseudo
S-assintoticamente w-periodica em conjuntos limitados de X que satisfaz a condi¢ao de
Lipschitz

1£(t,2) = £t )]l < Lylle — yll, pora todo 2,y € X, £>0. (4.4)

Além disso, que as sequintes condicoes sao satisfeitas.

(PS10) Eziste uma fungdao continua nao-decrescente W+ : Rt — RT tal que || f(t,z)]| <

W(||z]]) para todot >0 e x € X.

(PS11) Para cada a > 0 er > 0 o conjunto {f(s,x) : 0 < s <a, x € X, |z|| <r}é

relativamente compacto em X.

(PS12) Euziste r > 0 tal que M <||u0|| + %LWJ“(T)) <r.

Entao eziste uma unica solugdo branda pseudo S-assintoticamente w-periddica u(-) de

u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)), t € R,
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Demonstragao. No que segue, iremos considerar o espaco de Fréchet C([0, 00); X') munido
com a topologia da convergéncia uniforme em conjuntos compactos 7¢. Definimos o mapa

T+ no espago C([0, 00); X) pela expressao
(YHu)(t) = T(t)ug —l—/o T(t —o)f(o,u(o))do, t > 0. (4.5)

A demonstracao é baseada em uma adaptacao das ideias desenvolvidas no recente trabalho
(DOS SANTOS; HENRIQUEZ, 2015) Teorema 3.2. Dividiremos a prova em varios passos.
Passo 1. O mapa YT é continuo de C([0,00); X) em C([0,00); X). Se (u,), é uma
sequéncia em C([0, 00); X)) que converge para u na topologia 7¢, entao (Y u,), converge

para Y Tu para 7¢. De fato, para cada a > 0 temos

ML
sup || T4y (t) = T u(t)| < = sup [Jun(t) = u(t)]-
t€[0,a] K t€[0,a]

Passo 2. Tomemos B, = {u € C([0,00);X) : ||ul]]oc < 7}. Temos que B, é um
subconjunto fechado e convexo de C([0,00); X). Além disso, se u é qualquer elemento

de B,, entao notamos que
+ Y Lot
Tl < M luoll +ﬁW (r)) <

o que mostra que B, é invariante por Y.

Passo 3. T*(B,) é um conjunto relativamente compacto em C([0,00); X). Devemos
mostrar que temos todas as condigoes necessarias para aplicarmos o Teorema de Ascoli (
(KELLEY, 1975) Teorema 7.17). Inicialmente mostramos que Y*(B,)(t) é um conjunto
relativamente compacto em X para todo t > 0. Isso é uma consequencia do teorema do
valor médio Y*+(B,)(t) C T(t)uo + tco(X+), onde co(K*) denota o envoltéria convexa
do conjunto X+ e KT = {T(t — s)f(s,z) : 0 < s <, ||z| < r}. Utilizando a hipdtese
(PS11) e o fato que T'(-) é um semigrupo fortemente continuo, obtemos que X* é um

conjunto relativamente compacto e que Y1 (B,)(t) também é relativamente compacto.

Para u € B,, h > 0, temos diretamente que
h
Ytu(h) — Ytu(0) = T(h)uy — up + / T(h—o)f(o,u(c))doc — 0
0

com h — 0 uniformemente em u. Além disso, para t > 0 é satisfeita a seguinte
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decomposigao

YHru(t +h) — Ytu(t) = TE)(T(h)uy — ug) + /Ot(T(t +h—s5)=T(t—s))f(s,u(s))ds

t+h
+/t T(t+h—s)f(s,u(s))ds,

da qual, segue que o conjunto YT (B,) é equicontinuo em [0, a] para todo a > 0. Juntando
essas propriedades, temos como consequéncia do Teorema de Ascoli-Arzela que Y(B,) é
um conjunto relativamente compacto em C([0, 00); X).

Podemos entao aplicar o [(CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014), Lema 2.3] e o
Lema para obter que YT(PSAP,(R"; X)) C PSAP,(R*; X). Desde que T* é um
mapa continuo na topologia 7¢, segue entao Y+(PSAP,(RT; X)IC) C PSAP,(R+; X)'C,

onde B'® denota o fecho do conjunto B na topologia 7¢. Definamos CP*% = B, N

PSAP,(Rt; X )IC. Temos que CP* é um conjunto fechado e convexo tal que CP%P ¢
invariante sob T*. Combinando essas afirmacoes, temos que Y satisfaz todas as condicoes
do Teorema de Schauder—Tychonoﬂﬂ para espagos localmente convexos [(GRANAS;
DUGUNDJI,2013), Teorema I11.1.13]. Portanto, podemos garantir que T possui um
ponto fixo u em CP%P,

Passo 4. O operador T possui um tnico ponto fixo em C([0,00); X). Assuma que

u € Cy([0,00); X) é outro ponto fixo de TT. Seque de (4.4]) que
~ t ~
e lu(t) —a(t)]l < MLf/ " |[u(o) — u(o)||do,
0

o que implica que ||u(t) — a(t)|| = 0.
Passo 5. Defina v(t) = a(t + w), t > 0. Devemos mostrar que TTv — v € FBy(R™; X),

onde
1 t
nrix) = {oe 0,00 %) i 7 [ oto)las =0}
> 0
Podemos estabelecer a seguinte decomposicao
THo(s) —v(s) = T(s)uo—T(s+w)uo — / T(s +w — 7)f (r, a(r))dr
0

—/OS T(s—7)(f(t+wu(t+w)) — f(r,a(r +w)))dr (4.6)

2Notamos que Y+(CPs9?) C Y*(B,), e assim YT (CP*%) é compacto, ji que CP$% é fechado e Y1 é
continuo.
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e dela podemos inferir
1t 2M MW+ N
-/ 1T+0(s) — v(s)|ds < 2L juy| +—(”)/ / e g s
t Jo it t 0o Jo

—1—7/0/0eu(sT)Hf(T—i-w,fL(T—i-w))—f(7—7@(7-+w)>||d7_d5
M '

1 M
< @l + W) + 5 [ s A+ ) — Fr o)
f it Jo <

O que nos leva a concluir que TTv — v € Py(R; X).
Passo 6. Seja ¢ (t) = ||[TTo(t) — v(t)|, para t > 0. Entao existe uma tnica funcao

positiva ergédica a® : Rt — RT tal que
~ t ~
a®(t) = o (t) + MLf/ e A=9)00 (5)ds. (4.7)
0

Notemos que a(t) = MLse~# satisfaz as condigoes (A1), (A2) e (A3) do livro (MILLER,
1971), especificamente, usando | (MILLER, 1971) Teorema IV.6.2] o resolvente r(t)
associado & fungio a(t) existe como um elemento de L'(R™) e é tinico nesse conjunto.

O resolvente r(t) é a solugao da equagao resolvente

r(t) = —a(t) + /0 a(t — s)r(s)ds, t > 0. (4.8)

Multiplicando & esquerda ambos os membros da equagao (4.7)) por r(t—7) e integrando

no intervalo [0, t], obtemos

/Otr(t —7)a(T)dT — /Otr(t —T)p(T)dr = /Ot (/Str(t —7)a(T — s)d7'> a(s)ds

= /0 (r(t —s) +a(t — s))a(s)ds.

Comparando termo, obtemos

—/Otr(t — ) (1)dr = /Ota(t — s)a(s)ds,

Desta afirmacao segue-se que

0®(t) = g t) / r{t — 7y (r)dr (4.9)
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Desde que ¢, () é uma funcao ergdédica (Passo 5) nds obtemos que a fungao t —

fo r(t — 7))@, (T)dT também é ergédica. De fato,

< [ ([ 1= as) loutiar

[l

r(s — 7)py(T)drds

t
/ loi(T)|dT — 0 as t — oo.
0

Reunindo esta propriedade com (4.9)), temos que a® é uma fungao ergédica. E isso
completa a prova do Passo 6.

Passo 7. Consideremos o conjunto
CT =v+{ue€ B[R X): |Jul@®)| <a®@F), t e RT},

onde v(-) e a®(-) sdo as funcdes dadas nos Passo b e Passo 6 respectivamente. E simples
ver que C{? é um subconjunto fechado e convexo de Cy([0, 00); X') na topologia 7¢. Nesse
passo mostraremos que C7? é invariante por TT. Seja u em Py(RT; X), entdo podemos
decompor

Ttw+u)—v="T"v+u)—Tro+ T v -0 (4.10)

e Pelo Passo 5 e a decomposicao anterior, observamos que para provar que Y+ (v +

u) —v € Py(RT; X) é suficiente mostrar que Y7 (v + u) — TTv é uma fungao ergddica.

ML t t 5
Tf /0 / e =9 |u()||dsdo

ML; (1 [
- (—/ ||u(a)|]da) — 0, como t — oo.
H t Jo

Para este fim, calcula-se para t > 0,

IA

£ I e - o) s

e Por outro lado, se ||u(t)|| < a®(t), t € R, entao
t

I (0 + w)(t) = YT ()] < /0 aft — s)|u(s)llds < / a(t — s)a(s)ds,

0

onde a(+) é a func¢do dada no Passo 6. Combinando essa propriedade com (4.10]) e usando

a definicao de a®, obtemos

1T (v + u)(t) = v(®)]] < @4 (t) + /Ot a(t — s)a(s)ds = a”(t),
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que implica T (v 4+ u) € C{Y, entdo provamos que C{'? é invariante pelo operador Y.

Passo 8. Finalmente, procedendo como nos passos 1 a 3, temos que Y possui um ponto
fixo @y in C{7. Portanto, existe ug € Py(RT; X) com |lug(t)]| < a(t) para cada t € Rt
tal que 1y = v + ug. Usando agora o Passo 4, concluimos que © = g, 0 que implica

u—v € Py(RT; X). Entao obtemos @ € PSAP,(R™; X), o que completa a prova. ]

Coroldrio 4.6. Assuma que a condi¢ao (UAS) wvale. Seja f : [0,00) x X — X
uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periodica em conjuntos limitados de X,
satisfaz (4.4) e f(-,0) € Cy(I; X).

Se além disso, MLf < [i entao existe uma unica solu¢ao branda pseudo S-

assintoticamente w-periddica u(-) de

u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)), t € R,
uw(0) = up.

Demonstragao. Por (4.4) e usando que f(-,0) é limitada temos que f é assintoticamente
limitada em conjuntos limitados de X. podemos tomar WT(¢) = C + Ls(, onde
|£(t,0)|| < C e MLy < ji implica que [PS12] ¢ satisfeita. O

Observagao 4.7. A condigdo (PS11) pode ser trocada pela condigao de T'(t) ser um
semigrupo compacto ou equivalentemente que 7'(t) é continuo na topologia uniforme de
operadores parat > 0 ¢ R(\, A) é compacto para A € p(A) (o livro do Pazy (PAZY, 2012)

é especialmente recomendado).

Sobre a existéncia de uma solucao S-assintoticamente w-periddica para a equacao (4.1))

para t > 0 com condicao inicial u(0) = ug, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.8. Assuma que a condi¢io (UAS) € vdlida. Seja f:[0,00) x X — X uma
fungao continua uniformemente S-assintoticamente w-periddica em conjuntos limitados
que satisfaz (4.4) e as condigoes (PS10), (PS11) e (PS12) do Teorema [{.5 Entdo
existe uma unica solugao branda S-assintoticamente w-periddica u(-) da equagdo (4.1)

para t > 0 com condi¢ao inicial u(0) = ug.

Demonstragao. Utilizaremos as mesmas notagoes como no Teorema [£.5] Iremo apenas

mostrar os pontos chaves para obtermos o resultado desejado. Aplicando o Lema |

(HENRIQUEZ; PIERRI, TABOAS, 2008), Lema 3.1] ¢ o Lema [4.4] podemos afirmar
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que TH(SAP,(X)) € SAP,(X). Desde que T é continua na topologia 7¢ segue que
T+ (WC> C SAP—w(X)Tc. Podemos entao definir C** := B, N SAP—w(X)TC, nos
temos que C* ¢ invariante por YT. Pelos Passo 1 — Passo 3 da prova do Teorema
podemos ver que Y possui um ponto fixo & € C*?. Definimos v(t) = a(t + w),
t > 0 a seguir, mostraremos que Y1tv — v € Cy([0,00); X). Desde f é uniformemente
S-assintoticamente w-periédica em conjuntos limitados, para cada € > 0, existe 7. > 0
tal que | f(7 + w,a(r + w)) — f(r,4(7 + w))|| < €, para todo 7 > T.. Utilizando ([4.6)),

para t > T, temos

[TTo(t) — ()| < 2M€ﬁt|]u0\|+MW+(r)/ p—Ailtw=T) 1
0

.o ot
+2MW*(r) / e P dr + M&/ e =) qr
0

€

5 wt _ 2MWH . M
1 (ol + L0 oy N opema I
[

IA

/1 i
onde Y*u(t) — v(t) — 0 quando t — co. Portanto, levando em conta [ (GRIPENBERG;

LONDEN; STAFFANS, 1990), Teorema 2.4.5], existe uma funcao positiva e continua

af : [0,00) — [0, 00) que se anula no infinito, tal que
~ t ~
of(t) = [|[TTo(t) — v(t)|| + MLf/ e M908 (5)ds.
0
Consideremos o conjunto
CY = v+ {u € Cy([0,00); X) : [[u(?)|| < (t), t > 0}.

E fécil ver que C9 é um subconjunto fechado e convexo de Cy([0, 00); X) na topologia 7¢
. Mostraremos que C? é invariante por TT. Seja u em C([0,00); X) com |Ju(t)]| < o (¢),
entao

t
[T (v +u)(t) — TTot)] < MLf/ e =90k (5)ds.
0

E facil ver, com a ajuda da decomposicao em (A.10), que [T (v+u)(t) —v(t)|| < *(t), 0
que implica que CY ¢ invariante por T*. Finalmente, temos que T* possui um ponto
fixo 4y € CY. Portanto, existe ug € Cy([0,00); X) com |Jug(t)|| < (), para todo
t > 0 tal que @y = v + wuy. Finalizamos a prova com a ajuda do fato que o mapa YT+

possui um unico ponto fixo em Cy([0, 00); X); concluimos que @ = 1y, 0 que implica que
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u—v € Cy([0,00); X). Portanto u € SAP,(X). O

Um resultado parecido ao Teorema foi estabelecido em (DOS SANTOS;
HENRfQUEZ, 2015) para obtengao de existéncia e unicidade de uma solugao branda S-
assintoticamente w-periddica para uma classe de equacoes integro-diferenciais abstratas.
E facil ver que utilizando a mesma prova do Teorema podemos obter a existéncia e

unicidade de uma solugao PSAP,, para esses tipos de equacoes integro-diferenciais.

4.2 Aplicacao
Consideremos a seguinte equacao diferencial parcial:

0 0? N
au(t,ﬁ) = @u(t,x) +a(t)sen(u(t,z)), t e R, x € [0, 7], (4.11)

com condicao de fronteira
u(t,0) = u(t,m) =0, t € RT, (4.12)

e condicao inicial

u(0,z) = up(x), = € [0, 7], (4.13)

onde uy : [0,7] — R é uma fun¢do com quadrado integréavel e a : Rt — R é uma
funcao pseudo S-assintoticamente w-periddica. O sistema f pode ser modelado
em X = L?[0,7] como um problema abstrato do tipo definindo u(t) = wu(t,-),
t € RT; a condigao inicial como uy € L?[0,7], e seja f(t,¢) a perturbagiao associada
ao problema (4.11)-[{.13), que ¢ f(t,¢)(z) = a(t)sin(p(z)), z € [0,7], ¢ € L*[0,7].
Consideramos o operador A : D(A) C L?[0,7] — L?[0,7] dado por Ap = ¢” em
D(A) = {¢ € L*0,7] : ¢" € L%0,7], ©(0) = o(x) = 0}. E conhecido que A é o
gerador infinitessimal de um semigrupo analitico compacto (T'(t));>0 em L?*[0, 7. Além
disso, A tem espectro discreto com autovalores —n?, n € N, e os respectivos autovetores

1/2in(nx); o conjunto das funcoes {u, : n € N} é uma base

normalizados u,(z) = (2)
ortonormal de L2[0,7] e T(t)p = 3200, e ™, up)u,, ¢ € L*[0,7]. Podemos verificar
que ||T(t)|| < e, parat > 0.

Seja K um subconjunto limitado de L?[0,7] e sejam ¢ e ¢ em L%[0,7]. Temos as
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seguintes estimativas:

sup || (¢, ) |l20m < llalle,@+) sup ¢l 2204, (4.14)

peK peK
1f(t,0) = f(s,0) 12100 < Vrla(t) — a(s)] + |lallc, @)l — ¥l 220,75 (4.15)
1f(t,0) = f(t, D) l2pm < llalle,@lle — ¥l 204, (4.16)

t t
P [ sl ) = 16 olnads < (suplelan ) (5 [ lato-+) - atids)
(4.17)
Observamos que implica que a funcao f ¢ limitada em conjuntos limitados
de L?[0,7] e as estimativas e implicam que f é uniformemente pseudo
S-assintoticamente w-periédica em limitados de L?[0,7]. Observamos que (PS10) ¢
satisfeita para W+ () = ||al/¢,r+)- Portanto a condi¢ao (PS12) ¢ satisfeita para r grande
o suficiente. Levando em consideracao a Observacao [4.7, segue do Teorema que o
problema — possui uma unica solugao branda pseudo S-assintoticamente w-

periddica.



5 Propriedade de Kneser para

estruturas flexiveis

Neste capitulo, iremos estudar as propriedades que o conjunto das solugoes brandas
para a seguinte equacao que modela a dinamica das vibracoes em estruturas flexiveis com

amortecimento

au” (t) +u"(t) — BAu(t) — vAU' (t) = f(t,u(t)), t >0, (5.1)
u(0) =0, v'(0) =y, u"(0) = z, (5.2)

onde A é o gerador de uma familia («, 3, v)-regularizada.

5.1 Preliminares

Com o objetivo de estabelecer apropriadamente as nossas definicoes, inicialmente nds
vamos resolver a equagao com condigoes iniciais u(0) = 0,4/(0) = 0 e v"(0) = z
numa situacao bem particular.

Né6s vamos considerar as vibragoes de uma barra metdlica no dominio [0, 7], com

extremos fixos. Neste caso, o espaco X é L*([0,7]) e

no dominio D(A) = {z € L*([0,7]) : " € L*([0,7]),z(0) = z(7) = 0}. Usando método
de separacao de variaveis,

u(t,¢) = T(t)P(C)

o4
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e, substituindo em , obtemos
aT" () P(C) +T"()P(¢) — BT () P"(C) —~T"(t)P"(C) =0,

equivalentemente,
aT///(t) _|_ T// (t)
T(t)

'(@t) P"(¢)

T(t) P(C)

=B+

aT///(t) _"_ T//(t) _ P//(C) _ _A
BT(t) +~T'(t)  P(C)
com P(0) = P(m) = 0, o que implica A\ = n? paran € N, e P,({) = A,cos(n() +

Bpsen(n(). Ademais,

QT (t) + T"(t) + ynT'(t) + pn*T(t) = 0,

que é uma equacao de terceira ordem com coeficientes constantes. Seu polinémio
caracteristico é

as® + 5% +yn’s + fn* =0,
cujas solugoes sao —r, z,%z, onde r € R. Entao de

1 2 2
iRt B % = (54 1a)(s — 2)(5 — Za) = (s + 1) (s> — 2Re(z0)s + |z]?)

com z = a +1b, a,b € R, obtemos que

_ 1
T — 2an, = 2,

—2a,7, + |2 = Waﬁa

2
Tnlzn|? = ﬁ%

Dividiremos em dois casos. Primeiramente analisemos o caso a, > 0. Logo r, > 0,

an = 3(r, — =), e substituindo na terceira equagao

2 2

»  Bn o | UM yn

Tnlzn|” = — = 2a,7r; + —71y > —1,.
« « a
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Assim, r, < % para todo n € N. Além disso

. . 7’ . 2
Agora, se a,, < 0 temos, r, = é + 2a, o que implica 7, < i Além disso, |z,[* < 12

— o

8 1
logo 5 <7 <o

Assumindo aff < v, obtemoﬂ que

1
0<a®<—
== 402’
e
2o 7V 2 2 o 1 2 1
b, > —n" —a, > —n" — , neN
« Q 4o
A solucao geral da equagao, fica
u(t,¢) = Z[Ane_”’t + (Bncos(bpt) + Crsen(byt)e™ ] sen(n().
n=1

Usando as condigoes iniciais podemos calcular os coeficientes A,,, B, C,. De

u(0) =0="> (A, + By)sen(n()
n=1
obtemos A,, + B,, = 0. De
w'(0)=0= Z(—rnAn + a, By, + b,Cy)sen(n()
n=0

obtemos

(rn + an) By + 0,Cp, =0

I'Note que %(g — %) < a, < 0 entao ;—;’ = —é <a,<0
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Como
au - —rnt ant
5 = Z[—rnAne "" + a,(Bpcos(byt) + Cp,sen(b,t)e*”
n=1
+ (—=bpBpsen(byt) + b,Crcos(byt)]sen(n()
Temos
0*u - 2 2 2
W(o, ()= Z[rnAnaan + anb,Cy, + anb,C,, — by By|sen(n()

S
Il
—

[—r2B,, + a’ B, — 2a,(r,, + a,) B, — b2 B,]sen(n()

NE

i
I

[(—7’% — ai — 2a,1,) B, — biBn]sen(nQ

NE

S
Il
—

— Z[(rn + an)?* + by Bysen(nd)

n=1

= 2(C)-

Usando agora a série de Fourier de z(-) no intervalo [0, 7], nés obtemos os coeficientes
B,.

Juntando tudo isso,

R(1)z = ~u(t,¢)

I'n 7 n sen(b,t)e™|sen(n()

n

1 o0
== E Bu|—e7 ™" + (cos(bpt) —
a
n=1

é a expressao para o resolvente do problema .

Observamos que com as hipéteses af < v nds obtemos uma resolvente
assintoticamente estavel. No entando, se a8 > v, obtemos uma resolvente que ¢é limitada
exponencialmente mas nao é assintoticamente estével.

Sejam «, 3,y > 0 ntimeros reais. Seguindo a notacao de (DE ANDRADE; LIZAMA,
2011), denotamos

a(t) = —(aB —v)+ Bt + (B —y)es, tERT, (5.3)
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k() = —a+t+aes, tER" (5.4)

Para dar uma definigao consistente para a solugao branda da equacao (5.1))-(5.2)) baseada

na abordagem de operadores, definimos a familia («, /3, v)-regularizada.

Definigao 5.1. (DE ANDRADE; LIZAMA, 2011) Seja A um operador linear com
dominio D(A) definido no espago de Banach X. Dizemos que A é o gerador de uma
familia (o, 8, 7v)-regularizada { R(t) };>0 C B(X) se as seguintes condigdes sao satisfeitas:
(R1) R(t) é fortemente continuo em Rt e R(0) = 0;
(R2) R(t)D(A) C D(A) e AR(t)x = R(t)Ax para todo z € D(A), t > 0;

(R3) A seguinte equagao se verifica:
t
R(t)r = k(t)x + / a(t — s)R(s)Axds, para todo z € D(A),t > 0.
0

Nesse caso {R(t)}i>o ¢ chamada a familia («a, 3, v)-regularizada gerada por A.

Observacao 5.2. A referéncia (DE ANDRADE; LIZAMA, 2011) estabelece que A é o
gerador de uma familia («, 3, y)-regularizada se, e somente se, existe i > 0 e uma fungao

fortemente continua R : RT — B(X) tal que {’\;ﬁ:\\d : ReA > ,&} Cp(A)e

1 ()\2 + a)d

1 00
—A) x:/ e MR(t)xdt, ReX > fi, v € X.
FHA\ B : )

Por outra parte, se assumirmos a existéncia de uma aplicacao fortemente continua

S :[0,00) — B(X) tal que

A2 A3 A
(lI—A)lx:Sx reX, Re(\)>w,

B+ A

entdo R :[0,00) — B(X) é uma funcao fortemente continua tal que:

S(t)x = BR(t)x + yR (t)x (5.5)
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De fato, 6 bem conhecido que £( ) R(s)zds) = LR(\). | Como
SNz = (B+ 90 RNz,

entao

SNz =

>

1 - .

o que implica, usando a observagao anterior, que

/Ot S(s)xds = B/Ot R(s)xds +yR(t)z

R(t)z — %[ /0 ' S(s)rds - f /0 ' R(s)ds].

Assim, R(-)z ¢ uma fungao de classe C! que satisfazer (5.5)).

Note que neste caso a fun¢ao R : [0, 00) — B(X) satisfaz uma condic¢ao de Lipschitz,
em particular, é uma funcao continua, para a norma de operadores. De fato, para
0 < ty,t3 < a, do Teorema da Limitacao Uniforme, temos que existe M > 0 tal que

|R(t)|| < M para todo 0 <t < a. Portanto,
to
IRita)a = R(tal = || [ R(s)ads]) < Mt ~ ],
t1
o que implica
[R(t2) — R(t1)|| By < Mlta — tal.

Surge assim o problema de caracterizar aqueles operadores A que geram uma resolvente
R(-) com derivada R'(-) fortemente continua. No que segue nds apresentaremos um
resultado deste tipo. Precisaremos de alguns lemas prévios.

Seja (C(t))ser uma funcdo cosseno no espago Xf| Denotamos por (S(t))wer a fungio

20Onde £(f) é a transformada de Laplace de f.
3Para mais detalhes sobre uma familia cosseno (FATTORINI, 2011)
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seno associada, a qual é definida por
t
S(t)r = / C(s)xds,t € R,z € X. (5.6)
0

Dizemos que (C(t))ier ¢ uniformemente limitado se existe uma constante M > 1 tal

que
|IC(t)|| < M, para todo t € R. (5.7)

Lema 5.3. Seja B : D(B) C X — X o gerador infinitesimal de uma fun¢do cosseno
(C(t))ter € 8 > 0. Entdo BB € gerador infinitesimal da fungdo cosseno (Cp(t))ier definida

por

Cy(t) = C(y/Bt), teR

Demonstracao. O fato que (Cs(t))er ¢ uma funcdo cosseno segue direto da definicao.
Como o gerador infinitesimal de (Cp(t))ier ¢ C5(0) obtemos que C5(0) = 3C"(0) = BB,
0

Lema 5.4. Se a fungao cosseno (C(t))ier com gerador infinitesimal B, satisfaz (5.7)),

entao

M
IR(X?, B)|| < RO para Re(\) > 0.

Demonstracao. E bem conhecido que

AR\, Bz — / eNC(Bwdt, Re(N) > 0,

0

o que implica

o M
MR\, B)z| < RNV At x| = ||
IR Blel < [ e ol = oy el

Assim, ||R(\?, B)|| < para Re(\) > 0. O

M
[AlRe(A)”?
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Lema 5.5. Se |f(t)| < Mt, e definimos g,(t) = (f * ... x f)(t), entao
g ()] < M™2" (20 — 1)L

Se F(X) = f(N), entio Y374 F"(A) = £(3024 9n).

Demonstracao. De fato

(O = 17101 =1 [ 7)1 = )as| <32 [ sle = s)as = 2

t 233 M3t5
1) = < | M2M(t — s)ds = ,
w0 = £+ FO1< [ MM = 5)ds = G
E de forma semelhante estimamos os g,(t). Logo, a série ) . g,(t) converge

uniformemente em cada intervalo limitado.

Teorema 5.6. Seja A o gerador infinitesimal de uma fun¢ao cosseno (C(t))ier

uniformemente limitada. Entao A é o gerador de uma resolvente R(-) diferencidvel e

R/'(-) é fortemente continua.

Demonstracao. De

)\2 /\3 i B
T S ey
BHar A
obtemos
A2 3 1 A2
et LU B )
B+ A o YELN o«
e o ultimo parentesis pode ser escrito como
C3 -
A+ - B)™!
( + A+ o+ cs T \ ) 5

onde c;,cp,c3 sao constante e B = 1A. Usando a equacdo dos resolventes, podemos

escrever

- B
C4—|—>\ )

—B) "X+ A+ — B)

N+ed+e—B) ' =N +orte+

= N+ A+eo+
c4+>\< RPN

O

(5.8)
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Agora vamos estudar os termos nesta igualdade separadamente.
N+ar+ea-—B) =N =B+ (ar+ )N =B =F() (5.9)

Usando expansao em séries
o

I+ (@A + )V =B)7 7 = (—1)"(ar+e)"(\ - B)™

n=0

Como ||c;Cp(t) + c2Sp(t)|| < Mt, onde (Cp(t))wer é a funcio cosseno gerada por B e
—(aA +e2)(\ = B)™ = =L (a1Cp(t) + 295(1)),

entao usando o Lema (j5.8)), F1(A\) é uma transformada de Laplace.

Seja FQ(/\) = (/\2 + Cl/\ —+ Co + C;i)\ — B)il (§

Entdo, como [\* + 1A + ¢z + ;25| ~ |A?, quando Re()) — oo, entao

les|  cte
NN < —
RO < = 2T
para Re(\) grande.
Seja 0 < b < 1. Entao
, b K
AN DN Fy(N)]] < te < te < cte <
ISR < lel| =2 lete < ek e < cte < oo,

logo
sup AN RN ()| < cte

Re(\)>w

usando o [ (ARENDT et al, 2011), Teorema 2.5.1] obtemos que

MNO(N)Fy = NP L(f).
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Entao ®(A)F5(\) é uma transformada de Laplace. Assim, o termo na direita da igualdade

(5.8) ¢ uma transformada de Laplace e, voltando a usar (5.8), F>()\) é também uma
transformada de Laplace.

[

Notamos que um resultado analogo pode ser obtido sem assumir que a funcao cosseno

é uniformemente limitada. Se assumirmos ||C(¢)|| < Me*', podemos obter os seguinte

resultados.

Lema 5.7. Se a func¢do cosseno (C(t))er com gerador infinitesimal B, satisfaz ||C(t)] <

Me“t, entao

IR\, B)|| < para Re(\) > w.

M
[Al(Re(A) —w)’

Demonstracao. E bem conhecido que
AR(N?, B)x = / e MC(t)adt, Re(\) >0,
0

o que implica

> M
AMIR )\2 B < —Re()\)tM W (It -
AIROE Bjal < [ oW aeitlal = sl
para Re()\) > w. Assim, |R(\?, B)|| < m, para Re(\) > w. O

Lema 5.8. Se |f(t)] < Meé', e definimos g,(t) = (f x ... x )(t), entao
g (t)] < Mt (n — 1)

Se F(X) = f(N), entdo S0, F"(N) = £(550 gu).

Demonstracao. De fato

lg2(t)| = | f * f(t |—\/f t—SdS!<M2/ eet=5wds = M2ewtt
0
2

t
g3()| = [f = f = f(t)] < / M2 sMet =) (s = M
0

E de forma semelhante estimamos os ¢,(t). Logo, a série Y . g,(t) converge

uniformemente em cada intervalo limitado. O
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E com esses resultados, podemos mostrar

Teorema 5.9. Seja A o gerador infinitesimal de uma func¢ao cosseno (C(t))ier. Entdo

A € o gerador de uma resolvente R(-) diferencidvel e R'(-) é fortemente continua.

Observagao 5.10. Outro resultado sobre gerador de familia («, §,7)-regularizada é o
seguinte. Seja —B um operador positivo autoadjunto no espaco de Hilbert H e assuma
que a8 < 7. Entao B é o gerador de uma famila (o, 5, )-regularizada limitada em H,

{R(t)}+>0, que ¢é dada por

. 1 ()\2 + a3

1
R(\) = — B ReA >0
=551 Craan -8) R0

onde R denota a transformada de Laplace de R ( (FERNANDEZ; LIZAMA; POBLETE,
2010) para detalhes).

Para o nosso proposito estaremos interessado em estudar o conjunto das solugoes

brandas para o problema (5.1)-(5.2), a qual definiremos a seguir.

Definicao 5.11. (DE ANDRADE; LIZAMA, 2011) Seja R(t) uma familia (a, 3,7)-
regularizada em X com gerador A. Uma funcao continua v : RT — X satisfazendo a

equacao
u(t) = aR' (t)y + R(t)y + aR(t)z + /0 R(t —s)f(s,u(s))ds, t >0, (5.10)

onde y, z € X é chamada uma solu¢ao branda do problema (5.1))-(5.2]).

Para mais detalhes e algumas propriedades das familias («a, 3, 7)-regularizadas (DE

ANDRADE; LIZAMA, 2011).

5.2 Propriedade de Kneser

Daqui em diante denotaremos por I o intervalo fechado I = [0, 1]. Para estudarmos nosso
problema, iremos supor inicialmente algumas hipdteses sobre a funcao f
Suposigao (C.,). A funcao f : I x X — X satisfaz as seguinte condi¢oes de

Carathéodory:

(i) f(t,"): X — X é continua q.t.p. t € [;
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(ii) Para cada z € X, a fungao f(-,x): I — X ¢é fortemente mensuravel.
Com isso ja podemos mostrar o seguinte resultado de compacidade.

Teorema 5.12. Suponha que o operador A gera uma familia («, ,7)-reqularizada
{R(t)}+>0 tal que a funcio t — R(t) € continua de I em B(X). Assuma que a condi¢do

Cear € vdlida e além disso que as sequintes condigcoes sdo satisfeitas.

(Kn-1) Para cada R > 0 existe uma fungao positiva e integrdvel yg € LY(I) tal que
sup{||f(t,z)||x : ||z]lx < R} <~gr(t), a.e. te I

(Kn-2) Para cada 0 <t <1 e R >0 o conjunto {R(t)f(s,z) :0<s<1,|z|]|x <R} €

relativamente compacto.

(Kn-3) liminfp o MER' fol(l — $)yr(s)ds < 1, onde Mgp € dada por

Mpr = sup{||R(t)||5x) : t € [0, 1]} +sup{[|[ R’ ()l 5x) : £ € [0,1]}. (5.11)

Entao, existe uma solugcdo branda para (5.1)-(5.2) em I. Além disso, se a sequinte

condicao € satisfeita:

(Kn-4) limsupg_, MER' fol(l — s)vr(s)ds < 1,

entdo o conjunto 8 formado pelas solugoes brandas de (5.1)-(5.2)) € compacto em C(I; X).

Demonstra¢ao. Comegamos definindo o mapa A : C(I; X) — C(I; X) pelo lado direito
de . Entao A é bem definido e pelo Teorema da Convergencia Dominada de
Lebesgue obtemos que o mesmo é continuo. Afirmamos que existe p > 0 tal que
A : B,(C(I; X)) — B,(C(I;X)), onde B,(C(I;X)) sao as bolas abertas em C(I;X)
de raio p e centradas na origem. Para isso, assumiremos que tal afirmagao é falsa, entao

para cada p > 0 podemos escolher u” € B,(C(I; X)) tal que ||Au”||c(r,x) > p. Entao,

Mpgpg Mpp

1< ((a+Dllylx + ellzllx) +

/Ot(t — 5)7,(s)ds

Mrr /0 (1= s)7,(s)ds = /0 R(t — ) (s, u(s))ds.

Mgr
< MRR

((a+Dllyllx + allzllx) +
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O que implica

M
1 < liminf —2&

R—o00

/ (1 s)()ds,

e esta desigualdade contradiz a hipétese (Kn-3). A seguir, iremos mostrar que o mapa
A é completamente continuo, com o intuito de utilizarmos o teorema do ponto fixo de
Schauder.

Pelo teorema de Arzela-Ascoli é suficiente mostrarmos que para cada R > 0 o conjunto
{Ao(u)(t) : |lulleux) < R} é relativamente compacto em X para todo 0 <t < 1eo

conjunto {Ag(u) : ||ullc,x) < R} é equicontinuo, onde

Ao(u)(t) = Au)(t) — aR'(t)y — R(t)y — aR(t)(2) = /0 R(t —s)f(s,u(s))ds.

Comecemos com a primeira afirmacdo. Seja € um numero real positivo. Como R(-) é

continuo na norma dos operadores, existe 6 > 0 tal que

1

I7(6) = By < [ omtag) s =<5 (512

Selecionemos entao 0 = sp < $1 < ... < S, = t tal que |s; — s;,_1] < J. Escrevemos entao

Ay como segue

Ao(u)(t) = Z / (R(t—s)— R(t —s;—1)) f(s,u(s))ds + Z / R(t —s;—1)f(s,u(s))ds
=1 Si—1 i=1 Si—1

(5.13)

Comecemos notando que o primeiro termo do lado direito (5.13)) é dominada por e,

pois
g / IR( = 5) = R(t — si-)llsco | £ (s, u(s)) | xds
<: ( / 1 vR@)dc) R ; / (s

- ( /0 lvR«)dc)_l /O als)ds <=

Pela condic¢ao (Kn-2) temos que o segundo termo do lado direito de ([5.13]) estd incluso

em um conjunto compacto que nao depende da funcao u, que verificamos aplicando o
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teorema do valor médio para integral de Bochner como segue

/Sz R(t — s;_1)f(s,u(s))ds € (s; — si—1)co(R(t — s;) f([0,t] x Br(C(I;X))) := K
O que nos leva imediatamente ao seguinte
Ao(Br(C(I; X)))(t) C K + B:(X), (5.14)

onde K = K; + ...+ K,,. Como a escolha do ¢ > 0 foi arbitraria, temos que
Ao(Br(C(I; X)))(t) é relativamente compacto. Veremos inicialmente que o conjunto

{Ao(u) : ||u|| < R} é equicontinuo para t = 0. De fato,

h h
umwwﬂ%wammeSM@AMMa

que converge para zero, pelo Teorema de Lebesgue. Seja agora t > 0, t + h > 0 com

t+ h € I. Entao

ot +0) = A@ON =1 [ A+ 1= o)1 uts)ds — [ Ra— 165wt
< I [ R = ) st utsas)
+ [ IR+ ) = Rl 9)nls)as
= [ R = st uts)as)
# [ IR =9 = Rit = )i

—26

t—26
+ /O |R(t+h — 5) — R(t — 5) | yr(s)ds,

onde § > 0,25 <te|h| <J. Sejae > 0. Com o mesmo argumento inicial, nés podemos

escolher 9 > 0 tal que

4Por (Kn-2), os conjuntos K; sdo compactos.
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Adicionalmente, para o termo remanescente t — s > 25E] et+h—s > 9. Como
R : [§,1] — B(X) é uniformemente continua para a norma de operadores, existe ¢’

tal que |h| < ¢ implica que
|R(t+h—s)—R(t—s)|| <&

onde &’ fot vr(s)ds < £. E assim, obtemos

o)t ) = @O < 2o+ < [ anis)as <

o que completa a prova de que o conjunto ||[Ag(u) : ||ul| < r} é equicontinuo.
Finalmente, utilizando o teorema do ponto fixo de Schauder temos que A tem um ponto
fixo em B,(C(I;X)). Além disso, a continuidade do mapa A implica que o conjunto 8
das solucoes brandas é fechado.
Assumindo agora que a condi¢ao (Kn-4) é vélida, temos que o conjunto 8 é limitado.
De fato, se assumimos que 8 nao é limitado, entao existe uma sequéncia de fungoes u; € 8

tal que Ry = ||ug||c;x > k. Entao, teriamos

Jur (Dl x = [1ACur) (Bl x < Mrr((@+Dlyllx + allzllx) + Mar /0 (1 = )y, (s)ds,

o que implicaria

. Mg [
1 < limsup (1 — s)yr,(s)ds,
k—o0 k 0

que por (Kn-4) é um absurdo.

Finalmente, utilizando que A é completamente continuo, temos que 8 é compacto. [J

Observamos que resultados semelhantes foram obtidos para o caso do problema
abstrato de Cauchy de segunda ordem e para o caso de equacgoes diferenciais funcionais
com retardo, em | (HENRfQUEZ; CASTILLO, 2005), Teorema 2.2] e [(CARDOSO;
CUEVAS, 2009) Teorema 1.4] respectivamente.

A seguir mostraremos um lema que nos sera 1til na demonstracao do préximo teorema.

Lema 5.13. Seja I C R um intervalo compacto e K C C(I; X)) um conjunto relativamente

compacto. Entdo {u(t):u € K,t € I} € relativamente compacto em X .

5Pois t > 25 e como 0 < s < t — 2§ obtemos 26 < t — s.
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Demonstracao. Para cada ¢ > 0, existem uma quantidade finita uq,...,u, € K tal que

K c U, B.(u;,C(I; X)). Entao

{u(t):uwe Kt eI} C UL {u(t):t €I} + BA(0,X).

Como consequéncia direta do lema, o conjunto
t
V= {/ R(t —s)f(s,u(s))ds:t € I,u e L=([; X), |Jull < R} C X
0

é relativamente compacto.
Com o intuito de mostrar que o conjunto das solucoes brandas para o problema (|5.1))-

(5.2) é conexo, utilizaremos o seguinte resultado, o qual apenas enunciaremos.

Lema 5.14. ( HENRIQUEZ;CASTILLO, 2005) Seja 7 : C(I; X) — C(I; X) um
mapa continuo e & o conjunto dos pontos fixos de 7. Assuma que existe um conjunto
compacto K C C(I;X) e que para cada ¢ > 0 existe K. C K com as sequintes

propriedades:

(i) Os conjuntos K. sao conezos;

(ii) d(z, K.) < € para todo x € §;

(iii) ||y — 7ylle < d(€), para todo y € K., onde d(g) — 0 com ¢ — 0.
Entdo, 8§ € conexo.

No resultado seguinte, denotaremos por 8§ o conjunto das solugoes brandas para o
problema (5.1))-(5.2). O que faremos a seguir é construir conjuntos K e K. que venham
a satisfazer as condicoes do Lema [5.14] o que nos levara a uma demonstracao bastante

técnica.

Teorema 5.15. Suponha que A seja o gerador de uma familia (o, B3,7)-reqularizada
{R(t)}t>0 tal que a fungio t — R(t) € continua de I em B(X), f continuas e que as

condicoes (Kn-1) e (Kn-2) sdo vdlidas. Se as sequintes condi¢des sao satisfeitas:

(Kn-5) O conjunto 8 é compacto.
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(Kn-6) 3Mpp liminfg o & f01(1 — $)yr(s)ds < 1. Entdo, 8§ é conezo.

Demonstragao. Comegaremos abreviando nossa notacao, escrevendo h(t) = aR'(t)y +
R(t)y + aR(t)z. Da hipétese (Kn —5) e (Kn — 6), podemos selecionar uma constante

R > 0 grande o suficiente, tal que ||z]|» < R para todo z € § e

M ((a +Dlyll +allslle+3 [ (1- s)m(s)ds) <R (5.15)

Seja V o conjunto construido no Lema , com R como em . Sem perda de
generalidade, assumimos que V é compacto e absolutamente convexo.ﬁ. Tomando U = 2V,
U; = 3V e indicando Ny = 2Mpgp fol vr(8)ds onde R é como em . A partir desse
momento iremos dividir a demonstragao em varios passos.

Passo 1. Nessa primeira parte vamos construir os conjunto K e K.. Para uma
divisao d do intervalo I formado pelos pontos 0 = ty < t1 < ... < t,_1 < t, = 1,
escolhemos u, € U, K = 1,...,n tal que 22:1(% —te)ur € U, |lwillx < Ny and
I 22:1(7516 —te_1)ugllx < 2Mgr fol(l — $)vr(s)ds, para todo i = 1, ...,n. consideremos as

fungao z(-) dada por
t
z(t) = h(?) +/ R(t — 8)f(s,0)ds + tuy, for 0 <t < t.
0
Para t; <t <o,

z(t) = h(t) + /Otl R(t — s)f(s,0)ds + tyu; + /t R(t —s)f(s,z(t1))ds + (t — t1)us.

t1

No caso geral, para t;_1 <t <t;, i =1,...,n definimos

z(t) = h(t) + i (/t ) R(t — 8)f(s,z(tx—1))ds + (tp — tkl)uk)
+ /t R(t — s)f(s,2(ti—1))ds + (t — ti—1)w; (5.16)

A fungao z assim definida é uma func¢ao continua. Em seguida, para um ponto fixo z(+)

6Podemos assumir isso pois, se § é compacto entdo usando [ (BERBERIAN, 1974), (17.16)] temos
que o envoltério balanceado de 8, bal(8), é compacto. Usando agora [ (MARTIN JR, 1976), Corolario
5.1] temos que o envoltério convexo de bal(8), co(bal(8)), é compacto. E notamos que [ (BERBERIAN,
1974), (25.28)] implica que o envoltério convexo absoluto de 8, abco(§), coincide com co(bal(8)) entdo,
abco(8) é um conjunto compacto absolutamente convexo.
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dado por (5.16]) denotaremos por y(-) e (-) as fungoes escadas definidas por

y(0) = 0,9(0) = w1, y(t) = 2(tp—1) and @(t) = s,

para tp_1 <t <ty e k = 1,...,n. Entdo, podemos reescrever a nossa defini¢ao de z(-)

CcOo1mo

z(t) = h(t) + /Ot R(t —s)f(s,y(s))ds + /Ot o(t)ds. (5.17)

Além disso, para simplificar mais nossa notagao, escrevemos ®(t) = f(f o(t)ds
Mostraremos que ||z(t)||x < R, para 0 < ¢t < 1, independentemente da divisdo d e da
escolha dos pontos u;. De obtemos facilmente que ||z(t)||x < R para 0 < ¢ < t[]
Assumimos agora que essa propriedade é vélida para [0, ;1] mostraremos que a mesma
também é vélida para t;_; <t < t;. De fato, usando que ®(¢) é uma combinagao convexa

de ®(t;—1) e ®(t;)f] Obtemos entao,

i—1 g
12(0)[lx < [[R(t)]x + Z/t [R(t = s)ll Bl f (s, 2(tk-1) || xds
. k=1 -
+ [ IR = 5o (5. (050 L + [9(0) Ly
i—1 - . t
< |\h|\oo+MRR/Z/ (t — s)vr(s)ds + Mgp / (t — s)vr(s)ds

— t—1i
+<1_t it 1)”2 (b — - luk||X+ t ||Z (tr — te—1)urllx

t
SMw«a+mmu+wMuww@H/a—@meS
0

"Para t € [0,t4],
1

t
1=Ollx < [lloo + Mg / (t = $)yvr(s)ds + 2t My / (1 - $)yn(s)ds
0 0

1
< Man ((a +Dlyllx +allellx+3 [ (1 s)m(s)ds> <R
0

8Basta observarmos que para t;—1 <t < t; temos

t_tz 1

() = (1 _tzti ) B(ti1) + 1

t; —ti—1
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que era o que queriamos mostrar.

Introduzamos o conjunto Ky C C(I; X) formado pelas fungdes continuas ¢ tal que
¢(t) € U; para todo t € I e satisfazem uma condicao de equicontinuidadeﬂ Do teorema
de Arzela-Ascoli segue que K é compacto. Tomando K = h + K temos que K também
é compacto.

Seja ¢ > 0 fixado. Sem perda de generalidade, podemos assumir

1
e < 4MRR// (1 —s)yr(s)ds e tomamos €; = i, Usando a compacidade de 8 e K
0

assim como a continuidade de f, podemos obter 0 < §; < 2¢ tal que

1f (s, w) = f(s,0)][x < & (5.18)

para todo s € I e para todo w,w’ € (K US8) (I) tal que [[w—w’||x < d;. Semelhantemente,

como K U§ é um conjunto compacto em C([; X), entdo existe dy > 0 tal que
lz(t) —z(s)lx < — (5.19)

para todo x € KUS8 et,s € I tal que [t — s| < ds.

Escolhamos n tal que % < min{ds, %} Em seguida consideremos a divisao d

definida pelos pontos t; = T%, para ¢+ = 0,1,...,n. Tomemos K. como o conjunto
formado pelas fungoes z = z, definida por (5.16) onde v = (uy,...,u,) e 0s pontos
Ui, ..., U, sao escolhidos de tal forma que u € Z., onde Z. é o conjunto formado por

todo u = (uy, ..., u,) € (20U N By, (X))" tal que 31, u, € nU e

1, < 1 ,
—| ZW;HX < - Mpgritie,
n 2
k=1
para todo i = 1, ,HH Por outro lado, Z. é convexo e as fungoes z, € K. dependem
Continuamentem da escolha de u = (uq, ..., u,) € Z., entdo o conjunto K. é conexo.

Passo 2 Nesse passo mostraremos que K. C K, para todo € > 0. De (5.16) e da nossa

90u de outra forma, que exista uma funcio Q, tal que Q(§) — 0 quando § — 0%, e

sup |¢(t+ h) — ¢(t)] < (6)
t€[0,1], | <6

1%Notamos que pela nossa escolha de € os elementos (uy,...,u,) € Z. satisfazem L[>} wull <

1
2Mpr [, (1= s)yr(s)ds.
HNotamos que ||z, — 2llemx) < llu—vl[xn.
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definigao de K, se denotarmos Z = z — h, devemos provar que z € Ky. Como ®(t;) € U
para todo i = 1,...,n, entdo ®(¢) € U para todo t € I, pois U é absolutamente convexo.
Notemos que as fungoes escadas y(-) sao tais que y € L>*(/; X) e |ly|| < R. Entdo, da
nossa defini¢do de z(+) e pelo Lema [5.13] obtemos z(t) € V 4+ U = Uy, para todo z € K.
et € I. Resta mostrarmos que as fungoes z, para z € K., satisfazem a condicao de

equicontinuidade. Tomando ¢,€ I, h > 0 tal que t + h € I, usando (4.12),

Z(t) — Z(t+ h) = /0 (R(t—s)— R(t+h—39))f(s,y(s))ds — /t R(t+ h—s)f(s,y(s))ds

_ /t " (s,

Entao,

1Z(t) = 2(t + )l x < /Ot I(R(t = 5) = R(t+h —5))f(s,y(s))l|ds

t+h
+ Mpgr (t+ h — s)yr(s)ds + Nih

O primeiro termo do lado direito da desiguadade podemos estimar menor que ¢ seguindo

o mesmo caminho feito no Teorema (4.5), obtemos entao
t+h
15(6) — 2t + h)|lx < &+ hMpp / a(s)ds + Nih
t

E quando h — 0, ||Z2(t) — Z(t + h)||x < €. Portando, de nossa definigdo deduzimos que
K. C K, para todo € > 0.

Passo 3. Agora, mostraremos que as solucoes de — podem ser aproximadas
por elementos em K.. Seja x € 8 fixado. O que faremos é construir z € K., tal que
|z — z||lo < e. E para isso, iremos definir z indutivamente nos intervalos [t;_1,t;]. Para
1 =1, temos t; = %, e tomamoﬁ

IS
U = — R(t1 — s)(f(s,z(s)) — f(s,0))ds.

_t1 i

12Da, definicdo de u; e usando ([5.18)) obtemos a estimativa

2 2

1 f 1 s t
||U1|| S fMRR// (tl — s)slds = fMRR/&‘l(tlS — 7)|61 = nMRR,Eli.
tl 0 tl 2 2
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Pela construcao, podemos ver que u; € 2nV N By, ja que

u = 2n (% /Otl R(t; — 8)f(s, z(s))ds — %/Ot R(t; — s)f(s,())ds) € 2nV

1

t1
||U1|| S 2/’7"]\4RR//\ (tl - 3)7R(8)d$ S 2nt1MRR// ’)/R(S)ds = Nl'
0 0

Desde que V é absolutamente convexo, sabemos que %\7 C V, e com isso, obtemos que
up € 2nU N By, (X). De (4.17) e (4.18), podemos afirmar || f(s,z(s)) — f(s,0)||x < 7]

para todo 0 < s < £, 0 que implica [u || x < %MRR'&E- Definimos entao
t
z(t) = h(t) + / R(t —s)f(s,0)ds + tuy,0 <t < t;. (5.20)
0

Observamos que z definida nesse intervalo satisfaz as mesmas condigoes das fungoes

em K restritas a [0,¢;]. Segue de ([5.20]) que,

Z(tl) = h(tl) + /'t1 R(tl - S)f(S, O)dS + t1u1
— h(t) + / CR(t — 5)f(s,0)ds + / CR(t — )(f(5,2(5)) — £(5,0))ds
— h(t) +/01R(t1 ) f (s, 2(s))ds = x(t).

Além disso, para 0 < t < ¢y, podemos estimar

[(t) = 2(O)]lx < H/O R(t = 5)(f(s,2(s)) = f(s,0))ds|x + t]ju ]| x

t
t
< MRR’/ (t — 8)€1d8 + _MRR’gl
0 2n

1 9 (51
— Manp = < =
2 RR'E1 =5

BComo x € 8, z(0) = 0, por (5.19) temos ||lz(s) — z(0)|| < & < J1, usando esse fato mais (5.18)
obtemos a estimativa
2
S

Y| < EMgrei(tis — 56 = Muerth — Haeer o Muwes

n2
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Agora, tomemos

R(ty = s) = Rty = ))(f(s,2(s)) = [(5,0))ds

+
3

\N

R (ta — s)(f(s,z(s)) — f(s,2(t1)))ds

=n R (ta — s)(f(s,z(s)) — f(s,y(s)))ds

\o

R(ty = s)(f(s,2(s)) = f(s,y(5)))ds.

Dessa expressao us € 2nlU e

t1 to
lluallx < 2nMpgpg/(ty — tl)/ Yr(s)ds + 2nMRR// (to — $)vr(s)ds
0

t1

t1 to
< QMRR’ (/ ’)/R<S)d3 +/ ’}/R(S)dS) < Nl'
0 t1

Observamos que

up + 1y = n/o " R(ts — 5)(f(s,2(5)) — f(5,9(s)))ds € .

Por outro lado,

Hl +all < M [ (12 = L5 0(0)) = Sso(s)) s

+ Mgr / 2(752 =) f(s,2(s)) = f(s,y(s))llxds == Ty + I

t1

Estimando os termos [ e [E. obtemos que

t1 1
[1 S MRR/El/ (tg — S)dS = iMRR’El(tg — (tg — tl)g),
0

to 1
[2 S MRR’El/ (tg — S)dS = éMRR/f:l(tg — tl)z.

t1
Portanto

1 1
—”U,l—l—Ug”X 2MRR/t2€1

"Notamos que se 0 < s < 1 [lz(s) — y(s)||x < %. Entao [|f(s,2(s)) = f(s,y(9))|lx < e1.
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Seja z(t) dada por (5.20) para 0 < ¢t < t;. Para t; <t < ty definimos

2(t) = h(t) + /Ot1 R(t —s)f(s,0)ds + tyuy + /tt R(t — 8)f(s,2(t1))ds + (t — t1)uz

Observamos que z definida nesse intervalo, satisfaz as mesmas condigoes das fungoes em

K restritas a [0,%s]. Além disso,

wg=mm+£Uwer@MMM+/3wrwvuamm8

t1

+ [ Rt = ) 0(9) = Fs(s))is
= h(ty) + /0 2 R(ty — s)f(s,z(s))ds + / 2 R(ty — s)f(s, z(t1))ds

t1

_ / : R(ty — 5)f(s,y(s))ds

t1

— hits) + /0 " R(ts — 5) (s, 2(s))ds = x(ta).

Desde que x(t1) = 2(t1), z € K, levando em conta (5.19)) para 0 <t <ty e ...

le(t) — 2(®)llx < [l=(t) — 2 (t)llx + [[2(t) — 2()llx < % <e.

Procedendo indutivamente assumimos que temos selecionados termos wug, para k =
1,...,i—1 tais que (uy, ..., u;_1,0,...,0) € Z. e a fungao z(t) dada por (5.16) parat € [0,¢; 1]
satisfaz z(t) = 2(t)) e a estimativa [|z(t) — 2(t)||x < %, 0 <t < t;_y. Agora, definimos
a funcdo z em [t;_1,t;]. Comegamos selecionando

i—1

—n L[ Rt — ) — Rltir — 8))(F(5.2(s)) — F(5, 2(tu1)))ds

=1

+n/L Rits — s)(f(s, 2(s)) — (s, 2(t:_1)))ds.

Inicialmente, mostremos que (ui,...,u;0,...,0) € Z.. Comegamos observando que
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podemos reescrever u; como

Entao u; € 2nU e

ti—1 t;
luillx < 2nMpr(t; — t,-_l)/ vr(S)ds + 2nMRR// (t; — s)yr(s)ds
0 ti—1

t;
< 2MRR’/ vr(s)ds < Ny,
0

S [ R(= (s (s) = s

o que por sua vez implica que >, _, u; € nl.

Além disso, para t;_; < s < t; temos y(s) = z(t;_1), entao
r(s) —y(s) = 2(s) — x(tiz1) + 2(tiz1) — 2(ti1).

De (5.19), sabemos que [z(s) — z(t;_1)||x < & e por indugdo ||z(t;—1) — 2(ti—1)||x < 2.
Combinando essas estimativas com ({5.18]) temos que

1 < 1
- < ZMpptie.
nH;ukHX =3 RR'T; €1

Agora definimos z(t) para t;_y < t < t; pela férmula (5.16)). Usando essa expressao e a
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escolha dos ug, kK =1, ...,7 obtemos que

ot = 2(t) = [ Rlt = 9)(F(s0(6) = S+ = S

kﬁ
= [ Bt = 90060~ Fsuts))is
— [ Rt = )56 = S u(6))s =
Além disso, para t;_; <t < t; segue de e da escolha de n que
01

l2(@) = z(@®)llx < [l2(t) = 2E)llx + 2(tia) = 2()]x < 5

o que mostra nossa afirmagao.
Passo 4 Agora finalizamos mostrando que os elementos de K. sao solugoes

aproximadas de ([5.10]). Especificamente, mostraremos que

[2(2) = h(t) — /0 R(t —5)[f(s,2(s))ds||x <e,

para todo t € [ e z € K.. De fato, para t; 1 <t <t; e usando (5.17) temos

wwww—ARWwvuamw=ARme@Mm—ﬂammw+ﬁw

— Z/ ' R(s —t)(f(s, z(tk=1)) — f(s, 2(s)))ds

k=1 th—1

+/ R(t — )(f(s, 2(ti)) — F(5. 2(5)))ds + ()

ti—1

=10 + IP + ®(t).

e A seguir, estimaremos os dois primeiros termos E claro que

ti—1
HI1O||X < MRR'€1/ (t — s)ds, (5.21)
0
¢
HIQOHX < MRRlal/ (t — s)ds. (5.22)
ti—1

6Notamos que para s € [tg_1,tk), [the1 — 5| < % < s ez € K, entao por (5.19)) ||z(tx—1)—2(s)||x < g.

Por (B.18), [|f(s, z(tk-1)) — f(s, 2(s)) | x <e1.
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e Para o terceiro termo, obtemos

i—1 i

t— ti—l Uk t— ti_l U
O(t <[1——— — T .
ool £ (15 ) I o+ S s

1 t—tig) 1 t—tiy
< SMppt? e [1— —2L ) + S Mppitde,—=L
=9 RR'Y;—1¢1 ( t— ti—l) 9 RR'Y; 1t7; i
1
< 5 RR’t?‘gl- (523)

De (5.21)),(5.22)) e ((5.23]) obtemos a estimativa

! 1 1
HZ(t) — h(t) — / R(t — S)f(S, Z(S))dSHX < 5MRR,€1t2 + §MRR/61t? < c":‘t? <e
0

Desde que 8 é o conjunto dos pontos fixos do mapa A dado por (5.10]), e combinando os
Passo 1 ao Passo 4 e aplicando o Lema obtemos que 8 é conexo em C(I; X). O

Iremos agora estabelecer a propriedade de Kneser para o conjunto das solugoes para

o seguinte problema

au” (t) +u"(t) — BAu(t) — AU (t) = f(t,u(t),u' (1)), t €1 (5.24)
u(0) = 0,4/(0) = 0,u"(0) = z, (5.25)

onde f: I x X x X — X é uma fungao adequada e A o gerador de um familia («a, 3, 7)-
regulaizada R(t) tal que as fungoes t — R(t) e t — R'(t) s@o fortemente continuas de
[0,1] = B(X).
Para tratar o problema, iremos assumir que as seguinte condig¢oes sao satisfeitas:
Condigao (C.,)* A funcao f : I x X x X — X satisfaz a seguinte condigao de

Carathéodory:

(i) f(t,"): X x X — X é continua a.e. t € I;

(ii) Para cada z € X x X, a funcdo f(-,z) : I — X ¢é fortemente mensurdvel.
Comecaremos introduzindo o conceito de solucao branda para nosso problema.

Definigao 5.16. Uma fungao u : I — X é dita uma solugao branda do problema ([5.24])-

(5.25) se u é uma funcdo continuamente diferencidvel que satisfaz a seguinte equacao
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integral
u(t) = aR(t)z + /o R(t — s) f(z,u(s),u'(s))ds. (5.26)

Notamos que se u for uma fungao de classe C! que satisfaz (5.26]), entao u’ verifica a

seguinte equacgao

u'(t) = aR/(t)z + /0 R'(t — s)f(z,u(s),u'(s))ds. (5.27)

A partir de agora, consideraremos o espaco X? = X x X com a norma

Iz )l = llzllx +llyllx, =y eX.

De forma semelhante, consideraremos o espaco C'(I; X)? = C(I; X)xC(I; X) com essa
norma. Alem disso, como é feito normalmente para o espaco C' das funcoes continuamente

diferenciaveis, iremos tomar a norma
2]l = l|zlloo + [[2/[|oc, = € CH(I; X).

Com isso, podemos estabelecer o seguinte resultado sobre existencia de solugoes

brandas para o problema (5.24)-(5.25)-

Teorema 5.17. Suponha que o operador A gera uma familia (o, B,7)-reqularizada R(t)
tal que a funcao t — R(t) é continua de I em B(X). Além disso, a funcdio f satisfaz

(Cear)* assim como as sequintes condigoes:

(Kn-7) Para cada o > 0 o conjunto f(I X B,) € relativamente compacto, onde B,(X) =
{(z,y) € X x X;|lz]lx + llyllx < o}

Denotaremos 7y = sup{[| f(s,z,y)lIx : s € I, ||lzl|x + [[yllx < o}
(Kn-8) 2Mpp liminf,o 29 < 1,

entdo eziste uma solug¢ao branda para o problema (5.24)-(5.25). Além disso, se a segquinte

condi¢ao € cumprida
(Kn-9) 2Mpp limsup,_,,, 175 < 1,

entdo, o conjunto 8§ formado pelas solugoes brandas de ((5.24)-(5.25) é compacto em
CHI; X).



Propriedade de Kneser 81

Demonstracao. Para provar esse resultado iremos argumentar de forma semelhante a feita

na prova do Teorema [5.12| Seja 7: C(I; X)* — C(I; X)* o mapa definido por

Hu,v)(t) = aR(t)z + /0 R(t — s)f(s,u(s),v(s))ds,

7% (u,v)(t) = aR'(t)z + / R'(t — s)f(s,u(s),v(s))ds.

0

De (Kn-8) temos que existe o > 0 de tal forma que 7 : B,(C(I; X))?) = B,(C(I; X))?).
Mostraremos que 7 é completamente continuo. Pelo Teorema de Arzela-Ascoli é
suficiente mostrar que {7o(u,v)(t) : ||[(u,v)||cux)2 < o} é relativamente compacto, e

que o conjunto {7o(u,v); ||[ullcrx) + |vllcax)y < o} é equicontinuo, onde
To(u,v) = (15 (u,v), 75 (u,v)) = 7(u,v) — (aR(t)z, aR'(t)2)

Podemos escrever 15 como

n

w0 = 3 ([ [R5~ R = sl (s o)t

=1

/SL [R’(t — 3) - R(t — si)]f(s, u(s), U(S))ds>

T Z ( / R(t — 5:) (5, u(s), o(s))ds, / Rt — s:) (s, u(s), v<s>>d8) |

(5.28)

Para 7] obtemos a seguinte estimativa para o primeiro termo

)

I [ 1R = 9) = Rt = 50l (s.uls),v(s)ds] <

DN ™

pois R(-) é fortemente continua e f(s,u(s),v(s)) estd contido em um conjunto compacto,
entao [R(t)—R(t")] f(s,u(s),v(s)) — 0 quando |t—t'| — 0. De forma semelhante, podemos

mostrar que

| ; /Sil[R'(t —5)— R(t — s;]f(s,u(s),v(s))ds|| < 5
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Para o segundo termo de 74 temos que

/'S'L R(t — s;-1)f(s,u(s))ds € (s; — si—1)co(R(t — s;) f([0,t] x Br(C(I; X))) := Kil

E semelhantemente,

/ 2 R(t —si1)f(s,u(s))ds € (s; — si_1)co(R'(t — 5;) f([0,1] x Br(C(I; X))) := K2,
onde os conjuntos K? sao compactos. Assim,
70(Bo(C(1; 0)))(t) C K + B:(X),

onde K = K x K7 + ...+ K} x KJ® Como a escolha do € > 0 foi arbitréria, temos que
10(B,(C(I;C)))(t) é relativamente compacto.

Para a equicontinuidade sejam € e ¢ escolhidos satisfazendo as estimativas antiores
e h tal que |h| < 6. Notamos que a segunda afirmagao é uma consequéncia direta das

seguintes estimativas:

-1

| [ @) == ssutoasll << ([ ulac) [ antoias <,

t+h t+h
|| / Rt +h — 8)f(s,u(s))ds|lx < M / a(s)ds,

O que implica que esse termo tende a 0 quando h — 0, pois yr é integravel. Com
estimativas semelhantes para 73, e juntando tudo, obtemos a equicontinuidade.

Entao, se (u,v) é um ponto fixo de 7, entao u(-) é continuamente diferencidvel e
u'(t) = 72(u,v) = v(t). O que mostrar, que u é uma solugao branda de (5.24)-(5.25).
E a outra parte do teorema também é mostrada praticamente da mesma forma que no
Teorema .12, m

No teorema a seguir, assumiremos que o conjunto 8 consiste das solugoes brandas de
(-24)-(5-25).

Teorema 5.18. Suponha que o operador A gera uma familia (o, B,7)-reqularizada R(t)

"Por (Kn-T7), os conjuntos K} sio compactos.
8Notamos que K é compacto, j4 que temos uma unido finita de compactos em C(I; X) x C(I; X).
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tal que as fungoes t — R(t) et — R'(t) sao fortemente continuas de I em B(X) e que
as condigoes (Ceor)* € (Kn-T7) sao vdlidas. Além disso, se as sequinte condi¢des sdo

satisfeitas:

(Kn-10) O conjunto 8 é compacto em C'(I; X),
(Kn-11) 4Mpp liminf, o 275 < 1,

entio 8 é conexo em C'(I; X).

Demonstracao. Os argumentos para demonstrarmos esse resultado é muito parecido com
aqueles que utilizamos para mostrar o Teorema [5.15 entdo o que faremos é mostrar os
aspectos principais da demonstracao. Do resultado anterior sabemos que o conjunto 8 ¢é
nao vazio.Temos que § é conexo em C'(I; X) se, e somente se, o conjunto 82 = {(x,2’) :
x € 8} é conexo em C(I; X)2.

Podemos selecionar uma constante R > 0 grande o suficiente, tal que ||z/o + ||2[|cc <

R, paratodoz € S e
2aMgrrl|z|x + 4MpryR < R. (5.29)

Seja V* um conjunto compacto e absolutamente convexo tal que f(t,z,y) € V* para
todo t € I e todo (z,y) € X2, ||z|lx + |lyllx < R. Denotaremos por V, i = 0,1 algum

conjunto compacto e absolutamente convexo tal que

/Rt—s (s,z(s),y(s))ds € V§ /R’t—s (s,x(s),y(s))ds € V3,

para todo t € I, (z(-),y(+)) € C(I; X)?, ||z(-),y(:)|| £ R. Tomamos U; = 2V}, W, = 3V},
i = 0,1 e indicaremos por Ny = 2Mpgp~5, com R dado por (3.26).
Passo 1 Para uma divisao d do intervalo I formado pelos pontos 0 =ty < t; < ... <

t, = 1, consideramos as fungoes ((-) e w(-) dadas por ¢(0) =0, w(0) =0 e

((t) =aR(t)z + z_: (/t ) R(t —s)f(s,((tk—1),w(tr—1))ds + (tx — tk_l)vk)

+ /tt R(t - S)f(S, C(tl;l), W(tifl))db‘ + (t - tz?l)Ui- (530)

i—1
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71—

w(t) = aR'(t)z + </t ' R'(t —s)f(s,C(tr1),w(tr_1))ds + (t — tk_l)uk>

k=1

+ [ R/(t — S)f(S, C(ti—l)yw(ti—l))ds + (t — ti_l)ui, (531)

parat; 1 <t <t;ei=1,..,n. Nasexpressoes (4.25) e (4.26) escolhemos u;, v; € X tal que
(s, 01) € UoxUn, D25y (Be—th—1) (g, vg) € Uox Un, [lusl < Noy | ey (b= tin)us|l < No
el Zzzl(tk — tg—1)v|| < No, para todo i =1, ..., n.

Teremos que ( e w sao fungoes continuas. Para ( e w fixadas, dadas por (4.25) e (4.26)
respectivamente, denotaremos por 1;(-) e ¢;(-), i = 0,1 as fungoes escadas definidas
por (¥o(0),41(0)) = (0,0), (£0(0),£1(0)) = (u1,v1), (¢o(t), ¢1(t)) = (C(tr-1),w(tr-1)) €
(po(t), p1(t)) = (ug,vx) para tp_1 <t <ty ek =1,..,n. Entdo, podemos reescrever as

defini¢oes de ¢ e w como

(=aR(t)z+ /0 R(t — s)f(s,10(s),11(s))ds + /0 wo(s)ds, (5.32)

w=aR'(t)z +/ R'(t — s)f(s,¢o(s),v1(s))ds + /0 ©1(s)ds. (5.33)

0

Denotemos ®;(t) = fot wi(s)ds, i = 0,1. Mostraremos que [[({(¢),w(t))| < R, para
0 <t <1, independente da divisao d e da escolha dos pontos (u;, v;). Das definigdes de
e w obtemos facilmente que ||(¢(t),w(t))|| < R para 0 <t < ¢;. Assumiremos agora que
essa propriedade é valida em [0, ¢;_;] também podemos mostrar que continua valida para
tiq <t<t.

Passo 2. Aqui mostraremos que o conjunto K formado pelas fungoes (¢, w) definidas
em (4.25) e (4.26) ¢ relativamente compacto em C(I;X)?. De fato, se denotamos
(=C—aR()zew =w—aR(-)z devemos provar que Ko = {({,@) : (C,w) € K} é
relativamente compacto. Segue diretamente de que ((t) € U, e @(t) € W, para
todo (¢,w) € K et € I. E seguindo como na demonstracao do Teorema podemos
ver que a fungao 5 satisfaz a condicao de Lipschitz com constante de Lipschitz dada por
Ny = 3Mprk.

Veremos agora que a funcao w é equicontinua. Supondo que s é um nimero positivo,

temos a seguinte decomposi¢ao
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O(t+s) —w(t) = /0 (R(v+s)— R W) f(t —v,bo(t —v), 1 (t — v))dv

+/t SR’(t+s—V)f(u,wo(y),¢1(u))du+/t Sgol(y)dl/.

Como {f(t — v,vo(t —v),1(t —v)) : 0 < v < t} é relativamente compacto e R'(+)
é fortemente continuo, temos que o primeiro termo do lado direito converge para zero,
quando s — 0. Mostremos agora que o segundo termo do lado direito também converge

para zero,

t+s t+s
l / R(t+5— ) f(0, (), b1 (0))dv]| < M / iy = Mup s
t t

que converge para zero quando s — 0. Para o terceiro termo, temos que o mesmo tende
a zero por agumentos semelhantes ao que fizemos no Teorema [5.15|
Entao pelo Teorema de Arzela-Ascoli segue que K é relativamente compacto, e assim
K = (aR(-)z,aR/(-)z) + K, também sera.
Passo 3 Fixemos agora ¢ > 0. Sem perda de generalidade, podemos assumir

e < 4Mppryy e tomamos €; = 57+ — Claramente, temos €1 < 2v5.

2Mp,
Pela compacidade de 8% e K assim como pela continuidade de f podemos tomar

0 < 4 < 2¢ tal que

Hf(svxlayl) - f(57x27y2)H < €1,

para todo s € I e para todo (x%,y") € (KUS8?)(I) i = 1,2, tal que ||z' —2?||+|ly* —v?| < 4:.
Desde que K U S? ¢é relativamente compacto em C(I; X)?, podemos afirmar que existe

09 > 0 tal que

1(z(t), y(1) = (x(s), y(s))]| < %,

para todo (z,y) € KUS8%*et,s € I tal que [t — s| < d,.

Escolhamos n tal que § = £ < min{d,, %1} E a seguir, consideramos a divisao d

definida pelos pontos t; = %, 1 =0,1,...,n. Seja K. o conjunto formado pelos pares de
fungoes (¢, w) definidos por (5.32)), onde os pontos uy, vy, ..., u,, v, satisfazem as seguintes

condicoes:

(1) (Ui,l)i) S 2n(u0 X u1)7 ||U’Z|| < No.
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(i1) Yop_(up,vr) € n(Uo x Wy), 2105wl < Meptier, 2|30 vl < Mpatien,

para todo 7 =1, ...,n.

Denotaremos por Z. o conjunto dos pontos (uj,vy,...,U,,v,) que satisfazem as
condigdes acima. Da condigao (i7) segue que || Skl < Mpryy, and 1 Sl <
2MRr Vg

Podemos concluir a prova estudando as propriedades do conjunto K. assim como
foi feito de forma semelhante no Teorema [5.15 Para mostrarmos que cada solugao
branda (x,2’) € 8% pode ser aproximada por elementos de K. devemos selecionar u;

e v; apropriadamente. De fato, u; e v; sao dados por

:ni/t (R(t: — s) — Rt + —s))Akﬂs)dHn/t_i R(t; — $)A:f(s)ds
/t R(ti —s) = R(ti1 — 5))(f(s,2(5),2(s)) — f(s,%0(s),¢1(s)))ds

+n[ Rt — 8)(f(5,2(5),2(5)) — F(s, b(s). ta(s))ds

= nZ/t (R'(t; —s) — R'(ti.1 — 8))Arf(s)ds + n/tz R'(t; — s)A; f(s)ds
—n§j[ (Rt — 5) = R{tis — $)(F(s,2(5), () — F(5, 0ols), ()

+n[ R(t, — 8)(f(s,2(5), 2'(5)) — F(s.100(s), 1 (s))ds,

i—1

onde po(s) = z(s), p1(s) = 2/(s), qo(s) = ((s), q1(s) = w(s) e abreviamos Agf(s) =
f(s,p0(s), p1(s)) = f (s, q0(tk-1), 1 (te-1)).

Notamos que

u; = n/o ’ R(t; — s)(f(s,x(s),2'(s)) — f(s,%0(s),¥1(5)))ds
_ n/o i1 R(ti1 — s)(f(s,2(s),2'(s)) — f(s,v0(s),11(s)))ds
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v = "/0 CR/(t - 8)(F(s,2(5),2'(s)) — £(5, Yo(s), ¥ (s)))ds

ti—1
- n/o Rl(tio1 — s)(f(s,2(s),2'(s)) = f(s,%0(s),¥1(s)))ds
Entao u; € 2nUg e v; € 2nU; e

lwill < 2nMpr/(ti — ti1)ti1vg + 2nMpr (t; — ti1)* V5

= 2Mpriti vy + 2Mpr (t; — tic1) Vg < 2MRrrR

LIS ol = [ R = 970 0(6),(6) = F (s, u(s), v (9)s] < Mt

i

S (un,v0) = (n / R(t = 5)(f(5, 2(s),2(5)) — (s, vi(s), 11 (5)))ds,

k=1

n/o i R'(t; — s)(f(s,2(s),2'(5)) = f(s,%0(s),h1(5)))ds )€ n(Up x Uy).

E seguindo da mesma forma que no Teorema [5.15| construimos os K., que satisfazem as

hipoteses do Lema e assim mostramos a conexidade para o conjunto das solucoes

brandas para o problema (5.25)) m

5.3 Aplicacgoes
Seja L : [0,1] — R uma fungao limitada. Suponha que existe constante a € (0, 1) tal que
|L(-)|* € L'(0,1). Consideremos a seguinte equagao

Opu(t, x) + Nowu(t, v) =c*(Au(t, x) + vAdu(t, z)) (5.34)

+h (/ L(t)u(t, f)df) Dy(x),t > 0,2 € Q, (5.35)
Q

com condigoes iniciais u(0,-) = 0,0u(0,-) = y,0yu(0,) = z e &y € WH2(Q). Sob as
condicoes acima, se h é uma fungao continua que satisfaz as seguinte condigoes.

Li) Existe constante ¢; > 0 tal que |h(t)| < c1]t]|*, t € R.
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Entao o problema/5.34]com as condicoes iniciais dadas possui solucao branda, e o conjunto

formado por essas solugoes é conexo.

Demonstragao. Seja f(t,¢) a perturbacao associada a Equagao (5.34]). Podemos verificar

que f satisfaz as hipoteses do Teorema 4.4. Notemos que

£t @)l < e1vol ()21 @o| 2| L(1)|* 10120y

para todo t € I, ¢ € L*), o que mostra que a condigao (Kn — 1) vale, com
Yr(t) = c1vol(2)°/?||®o||r2(q)| L(t)|“R®, e, e por sua vez, essa defini¢do mostra que
(Kn—4) e (Kn—6) sao satisfeitos quando o < 1. Notamos que a condigao (Kn—2) segue
do fato que o conjunto {f(t,¢) : 0 <t < 1,9 € L*(Q),|l¢llr2@) < R} ¢ relativamente
compacto em L?(Q), que é uma consequéncia do teorema de compacidade de Rellich-
Kondrachov. Consequentemente, as hipéteses do teorema e sao satisfeitas e
assim, podemos afirmar que o conjunto das solucoes brandas de com condigoes

iniciais dadas é conexd™] O

9Vale observar que obtemos essa propriedade sem assumir que h satisfaz uma condicao de Lipschitz
local.
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