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Resumo

Nesta dissertacao serd apresentado o método SPH - Smoothed Particle Hy-
drodynamics, - em portugués, Hidrodindmica da Particula Suavizada, um método
sem malhas baseado em distribui¢oes de particulas. O método foi inicialmente de-
senvolvido, em 1988, para simulagoes de sistemas astronémicos, onde as grandezas
envolvidas sofrem variacoes bruscas e e grandes. Seus criadores desejavam um mé-
todo que fosse ficil de se trabalhar e que, em contrapartida, fornecesse uma precisao
coerente. O SPH é muito utilizado em aplicagoes em sistemas fluidos ou granulares,
mas nada impede, e muito tem sido feito, de se aplicar a sistemas sélidos e de alta
viscosidade. O SPH, em comparacgdo com, por exemplo, Método do Elemento Fi-
nito, apresenta a grande vantagem de nao sofrer com as grandes deformag oes, em
virtude de sua natureza particular. Neste trabalho estabeleceremos os fundamentos
matematicos que sdo a esséncia método. Serdo exibidas algumas de suas aplicagdes
e discutidas as principais condigdes de contorno utilizadas pelos pesquisadores da
area, bem como proposta uma condi¢do funcional que serd simulada. Por fim, os
resultados serdo comparados com alguns outros trabalhos desenvolvidos por outros
pesquisadores na area.

Palavras-chaves: Hidrodinamica. Equacao de Euler. Métodos numéricos. Hidro-
dindmica da particula suavizada- SPH. Simulacdo computacional.



Abstract

The SPH- Smoothed Particle Hydrodynamics-, in portuguese, Hidrodindmica
da Particula Suavizada, will be presented. It is a meshless method based on particles
distributions. The method was initially developed in 1988 for simulations of astro-
nomical systems, where the quantities involved suffer abrupt and large variations.
Its creators wanted a method that was easy to work with and, on the counterpart,
would give a coherent precision. The SPH is mainly applied to fluid or granular
systems but can be applied to solid or high viscous systems. The SPH method in
comparison, for example, to Finite Element Method, shows a great advantage once
do not have the problem when treating large deformations, in virtue of his particu-
lar nature. In this dissertation will be presented the mathematical foundations that
are the essence of the method. It will be exhibited some of their applications and
some of the major boundary conditions used by the researchers in the subject. It
will be also proposed a functional condition to be simulated. Finely, the results will
be compared to some other simulations developed by researchers in this area.

Key-words: Hydordynamics. Euler’s Equation. Numerical methods. Smoothed par-
ticles hydrodynamics- SPH. Computer simulation.
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1 Introducao

Provérbios “Todas as aguas correm para o mar e o mar nao se enche.”

A importancia do estudo na Hidrodinamica é indiscutivel. Suas aplicacoes vao
desde um simples transporte de agua, de um ponto para outro, em uma rede de trata-
mento de rejeitos, por exemplo, até a compreensao dos movimentos de grandes massas
de aguas ocednicas e suas consequéncias para o clima do planeta, tratadas na dindmica
geofisica de fluidos. Nos transportes, a otimizacao da interacdo ar-veiculos proporciona
maior desempenho levando-se a uma economia de energia, fator de grande importancia
em qualquer projeto. Nao podemos nos esquecer de que, o nosso proprio corpo é composto
por mais de 70% de agua, de forma que a boa compreensao desse estado da matéria é de
grande importancia. Na questao da energia para fins pacificos, a compreensao da hidro-
dindmica de reatores nucleares é de crucial importancia, ndo sé na questao da geracao,
em si, da energia, mas para a propria questao da seguranca destes reatores. Um fluido,
como uma entidade que nao suporta tensoes cisalhantes, deve ser estudado e, consequente-
mente, teorias fisicas sao propostas para explicar os fend6menos naturais de deslocamento,
velocidade, aceleragoes, etc, bem como equacoes matematicas para traduzir essas pro-
priedades para linguagem operacional que, por sua vez, podem ser escritas em termos
algoritmicos e de codigos computacionais, vindos entao a ser simulados e posteriormente
ter os beneficios e vantagens econdémicas da simulagao, como baixo custo comparado com
a experimentagao fisica, por exemplo. Nao iremos nos preocupar com a cronologia histo-
rica do desenvolvimento dos modelos matematicos de forma que estabeleceremos apenas
o modelo matematico que descreve o comportamento de um fluido como um conjunto
de equagoes diferenciais parciais, conhecido como Equacoes de Navier-Stokes. Veremos
adiante que existem duas formas de se abordar o fendmeno que representa o movimento

de fluidos: o Euleriano e Lagrageano.

1.1 Estrutura desta Dissertacao

O restante da dissertacao esta organizado da seguinte forma:

e No capitulo 2 é feita uma introducao ao formalismo utilizado na construgao dos
operadores que serao utilizados para discretizar as equagoes de governo. Serd visto
que, a partir da acao escolhida, as equagoes sao derivadas obedecendo leis fisicas

fundamentais.



Capitulo 1. Introdugdo 15

e No capitulo 3 serao estabelecidos os fundamentos tedricos basicos para o entendi-
mento das grandezas fisicas envolvidas neste trabalho. Apresenta-se as equacoes de

governo para o sistema, bem como o significado fisico, quando houver.

e No capitulo 4 apresenta-se o método numérico, o método da particula suavizada
SPH, desde o contexto historico, até as aplicacbes mais atuais. Descreve-se a natu-

reza do método e a relevancia do mesmo comparada a outros métodos.

e No capitulo 5 apresentamos o tema principal do trabalho que estabelece as condigoes
de contorno. E apresentada uma forma funcional para a condicdo de contorno com

propriedades simétricas e de nao penetrabilidade.
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2 Dinamica Lagrangiana e Hamiltoniana

2.1 Introducao

O objetivo deste capitulo consiste em definir, a partir de primeiros principios,
as leis mecanicas (MULLER-KIRSTEN, 2008) que governam os sistemas de particulas
materiais, as quais podem ser consideradas, hipoteticamente, como uma cole¢ao extensiva
de entidades puntiformes. O propésito disto é preparar o terreno para o proximo capitulo,
que sera dedicado a mecanica dos sistemas de muitas particulas, que por sua vez, servira

de base para a construcao dos operadores SPH e das equagoes de governo.

As leis da mecanica classica, como sao usualmente ensinadas, levam a crer que sao
arbitrarias ou extensivamente fundadas em resultados. Agora é comparativamente facil
preparar um arcaboucgo teérico baseado em um pequeno nimero de premissas intuitivas
consistentes com a observacao, onde essas leis (2* Lei de Newton, leis de conservagao)
ocorrem naturalmente e exibem um significado fisico claro. A pedra angular para a te-
oria que trataremos a seguir é o principio da ac¢ao minima, a Unica hipotese realmente

restritiva, uma vez que ela aparenta ser injustificavel a primeira vista.

Segue-se, no entanto, que este unico principio, acompanhado pelas hipéteses na-
turais e confirmacao pelas experiéncias didrias, é suficiente para construir as fundacoes

da Mecéanica.

2.2 Principio da Acao Minima

Nesta seccao estabelecemos a base da Mecéanica Lagrangiana. Definimos coordena-
das e velocidades generalizadas bem como a fungao de Lagrange para um sistema meca-
nico. Consequentemente estabelecemos o principio da agdo minima, o qual é um conceito
fundamental em fisica, apesar do principio de extremizacao ser um advento matemaético.
Veja, por exemplo, o principio de Hamilton. As equagoes de Euler-Lagrange sao, entao,

deduzidas a partir dos conhecimentos estabelecidos.

2.2.1 Coordenadas Generalizadas. Lagrangiano de um Sistema
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Da mecénica elementar sabe-se que a velocidade de um corpo nao é uma quan-
tidade com um significado fisico absoluto (decorre do conceito de referenciais inerciais e
do principio de relatividade), ao passo que a aceleragio, taxa de variagdo temporal da
velocidade, é a mesma medida em diferentes sistemas de referéncia inerciais, ou seja ¢ um
invariante. Nesse sentido, estabelecemos as leis da mecanica em termos das aceleragoes.
Assim, em consideragdo a essas coordenadas, vistas como func¢des do tempo, equagoes
diferenciais de segunda ordem descreverao a variagao do sistema mecanico. Consequente-
mente, a matematica nos diz que dois conjuntos de condigoes de contorno sao necessarios
para se resolver essas equacoes. Em outras palavras, o futuro de um sistema pode ser
perfeitamente definido somente a partir de uma configuragao inicial estabelecida que de-
penda,nao sé6 das posi¢oes de seus constituintes, mas também de suas derivadas em relacao
ao tempo, em qualquer instante de tempo. De maneira geral, ndés consideraremos um sis-
tema cuja descrigao geométrica seja dada por N parametros independentes conhecidos
como as coordenadas generalizadas do sistema, as quais serdo denotadas por ¢;(t). O ni-
mero N é chamado de nimero de graus de liberdade geométricos do sistema. Para uma
particula, por exemplo N = 3, e os ¢; coincidem com as componentes X, y e z do vetor
posicao r, da particula, em algum dado instante de tempo. Podemos entao estabelecer,
dos enunciados anteriores, que o estado de um sistema é completamente determinado,
em qualquer instante de tempo, pelas informacoes das coordenadas generalizadas e suas
derivadas em relacao ao tempo, sendo estas, chamadas velocidades generalizadas e sao

denotadas por ¢; = dg;/dt. Entao, para uma particula, temos:

q1, q1
q2, Cj2 = (I‘,V) (21)
q3, €f3

Se existir uma quantidade descrevendo o estado mecanico do sistema em um dado
instante de tempo, entdo ela é uma funcao das coordenadas e velocidades generalizadas.
Nos assumimos que tal fungao existe e nos referiremos a ela por Lagrangiano (ou fungao
de Lagrange) do sistema:

L = L(g, gi; t) (2.2)

entendo-se que o indice 7 varre todo o intervalo de valores, de 1 a NV, sendo este o niimero

de graus de liberdade do sistema.

2.2.2 O Principio da Acao Minima

Aqui nos referiremos, temporariamente, a um espaco Cartesiano abstrato N-dimensional

no qual, o sistema de coordenadas generalizadas é transferido aos eixos coordenados. Esse



Capitulo 2. Dindamica Lagrangiana e Hamiltoniana 18

espago é conhecido como espaco de configuracoes. Nos consideraremos dois estados ge-
ométricos do sistema correspondentes a um par de conjuntos de coordenadas, os quais
)

denotaremos por ¢;’ e qz@). Assim, esses dois estados estao relacionados a dois pontos M;
e M, no espago de configuragoes (para o caso N=2, ver figura). As curvas geométricas
conectando esses dois pontos sdo chamadas possiveis trajetorias do problema. Agora nés
consideraremos como o sistema evolui do estado 1, no instante de tempo ¢, para o estado
2, no instante de tempo t,. Em outras palavras, entre todas as trajetérias possiveis, qual
a Unica trajetoria em que o sistema evoluird, de acordo com as leis da mecanica? Esse
problema ja é bem estabelecido em fisica, uma vez que temos 2N condig¢oes de contorno,
digamos, os valores inicial e final dos ¢;. A resposta para a questao é dada pelo principio
da a¢do minima. Definimos, entdo, a acdo S do sistema:

~ t2

S= [ dtL(g q:t) (2.3)

t1

O principio ¢é entao expresso como: um valor minimo da acao estd relacionado a um
movimento real. Mais precisamente, este principio deveria ser formulado de uma forma
ligeiramente diferente: existe uma fungdo L, das coordenadas e velocidades, definida por
L =T -V, onde T e V sao, respectivamente, energia cinética e potencial, cuja integral

tem um valor minimo durante um movimento.

q1

42

Figura 1 — Espaco de configuracdo de um sistema com dois pardmetros geométricos. Entre todas as
trajetérias possiveis, somente uma corresponde, classicamente, a realidade fisica, para todo intervalo de
tempo.

Este principio pode parecer ousado mas, na verdade, ele corresponde bastante a
intuicdo uma vez que a Natureza, com efeito, minimiza (em geral extremiza) as integrais
de algumas quantidades fisicas e a Lagrangiana ¢ a iinica quantidade mecanica disponivel,

no momento, mesmo que tenhamos pouca informacao a respeito desta. O principio da
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acdo minima, em si, nos proporcionara alguma informagao a respeito de L. Algumas

informagoes essenciais a respeito de L podem ser prontamente estabelecidas, quais sejam:

e [, é uma funcao necessariamente real; do contrario, a no¢ao de minimo seria incon-

sistente, uma vez que o corpo dos niimeros complexos nao é ordenado;

e [ ¢ aditiva, ou seja, ela é extensiva.

2.2.3 Equacoes de Euler-Lagrange

No que se segue estabeleceremos uma condigdo necessaria para que a funcao la-
grangiana L induza uma acdo minima S. Por simplicidade, primeiro consideraremos o
caso em que figura um tnico grau de liberdade: N=1, de forma que temos uma tunica
coordenada ¢, a qual estd associada as duas condicdes de contorno ¢(V) e ¢ (pontos final
e inicial no tempo); Como foi exposto acima, o caminho real escolhido pelo sistema, como
uma fungao do tema, é chamado de caminho cldssico ou érbita cldssica ¢f'(t). Ela tem a

propriedade de extremizar a agdo em comparacao com todas as trajetorias vizinhas
g (t) + S qi(t) (2.4)

Para exprimir essa propriedade formalmente, introduz-se o conceito de variag¢io da acao,

como a parte linear da expansao da série de Taylor de S(¢;) em poténcias de d¢;(t):

05(q:) = [S(qs + 0¢1) — S(q:)uin (2.5)

O principio extremal para a trajetéria cléssica é entdo:

05(4:) | gu(y=qgt(y= 0 (2.6)

para todas as variacoes da trajetéria ao redor da trajetéria classica, dq;(t) = ¢;(t) - ¢¢(1),

(0] qual se anula nos extremos, ou seja, que satisfaz
5%(ta) = 5%(%) =0 (27)

Desde que a acao é uma integral temporal de um Lagrangiano, a propriedade extremal

pode ser estabelecida em termos de equagdes diferenciais. Calculemos a variacdo S (q;)

explicitamente:
55(q;) = {S(q:(t) +6¢(1) — S(qi(t)) biin 2.8)
_ /tt AL () + 55(1), ds(t) + 065(£): ) — L(gs(t), () b (2.9)
_ /tt dt{giéqi(t) + giéq'i(t)} (210)
- /tt dt{g; B igqﬁ@q‘w} + g;&h(t) . (2.11)
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Esta tltima expressao surge de uma integracao parcial do termo d¢;. Aqui, bem como
ao longo desta sec¢ao, os indices repetidos seguem a convengao da soma de Einstein. Os
ponto finais, termos de superficie ou de contorno, com os instantes de tempo iguais a t, e

ty, podem ser negligenciados devido a expressao 2.7. Assim, chegamos a seguinte expressao

cla

para a orbita classica, ¢f

¢ as equagoes de Euler-Lagrange:

oL d oL

dqi  dtdg;

(2.12)

Daqui por diante, usaremos estas equagoes para estabelecer as expressoes numéricas dos

operadores SPH.

2.3 O Formalismo Canodnico ou de Hamilton

Na seccao anterior vimos que o formalismo Lagrangiano nos leva, através das
equacoes de Euler-Lagrange, as mesmas equacoes estabelecidas por Newton, com a van-
tagem, no entanto, de ser mais facil de estabelecermos vinculos. O préximo passo a frente,
na inducgao das das bases da Mecanica, foi o reconhecimento de Hamilton do significado
do momento linear p como uma entidade individual, por si s, e disjunta de sua defini¢ao
ingénua, como produto da massa pela velocidade. Ao se perceber esse significado da gran-
deza momento, torna-se necessario descrever esse conceito em uma nova base de variaveis,

digamos {p, q}, conhecidas como varidveis candnicas.

2.3.1 Equacoes de Movimento de Hamilton

Lembrando que a dinamica de um sistema de n graus de liberdade, isto é, de
n coordenadas generalizadas sem vinculos, é descrita por n equacdes de movimento de

Euler-Lagrange, isto é, equagoes diferenciais de segunda ordem dadas por
— ———— =0, 1=1,2,...n (2.13)

A integracao dessas equagdes requerem, no entanto, a determinacao de 2n constantes de
integragao, a partir das condicoes iniciais, isto €, os valores iniciais, ¢ = 0, de todos os
¢, i, i=1, 2, ..., n. Na formulagdo de Hamilton em que nos tratamos agora, as variaveis
independentes sao as n coordenadas generalizadas ¢;, juntamente com os n conjugados ou
momentos generalizados, p;, dados por

aL(qja Qja t)

Tendo em vista que queremos uma mudanga de varidveis, do conjunto (g;, g;,t), para

(gi, pi,t) vamos realizar uma transformagio conhecida como Transformada de Legendre.
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Veremos que, em vez de tratarmos com n equagoes diferenciais de segunda ordem, a
dindmica no espago de fase - espago das posi¢coes e momentos-, é descrita por 2n equagoes,
porém, todas de primeira ordem. Primeiramente definimos a funcio de Hamilton pela
equagao:
H(q,p,t) = dipi — L(q,4,t) (2.15)
i

Os argumentos da funcao {H sao g;, p; e t, mas nao ¢;, ou seja, H independe de ¢;, visto

que:
OH oL

—p— 22— 2.16

dq; P 04 (2.16)

Visto que o lado direito de 2.15 é funcao de g;, p;, t obtemos, com 2.16:

. : oL .. oL oL
dH = ) didp; +>_pidd; — 3 g %4 = 3 9,00 = Gt (2.17)

oL oL
= ;%dpi - ; @in - Edt

Da Eq (2.12), obtemos:

. ) 0L
dH = Ei:Qidpi - Ei:pz‘d%‘ - Otdt (2-18>
oOH OH oOH
_ . A il 1
zj: 90 dg; + o, dp; + 5 dt (2.19)

Comparando os coeficientes de dp;, dg; e dt, temos:

(2.20)
. oH
q; = apia
. 0H
—Pi = E
0L  OH
ot ot

Essas equacoes sao conhecidas como Fquacoes de Hamilton ou FEquagoes Canonicas de

Hamilton.

2.3.2 Significado Fisico da Funcdo de Hamilton

Dizemos que L é ciclico em determinada varidvel se esta nao aparece expli-
citamente naquela. Sabe-se que, se L é ciclico em uma certa coordenada, entao H também
é ciclica nesta coordenada. Isto significa que, por exemplo, se um sistema exibe uma sime-
tria em relagao a um dado eixo, entao H nao pode conter o angulo apropriado de rotacao.

Este angulo é, entao, uma coordenada ciclica de forma que o correspondente momento
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angular é conservado. O significado fisico da funcao Hamiltoniana H sera estabelecido

agora. Primeiramente, consideremos a derivada total de H:

dH oOH OH . 0H .
o + z@: (aqi%‘ + ((mpi> (2.21)
OH OHOH OHOH
_ OH _ 9.9
ot " XZ: (3%‘ dp;  Op; a%) (2.22)
OH oL

Agora consideremos duas hipoteses adicionais, importantes, que nosso sistema possa vir

a exibir:

e As formas funcionais que exprimem as transformacoes de coordenadas, ou seja, ry,

= rm(q1, .., Gn, t), ndo dependem explicitamente do tempo;

e Os potenciais associados aos sistemas nao dependem da velocidade.

Satisfeitas essas hipoteses, a Energia Total é dada pela Func¢dao de Hamilton, H. Com

efeito, desde que satisfeitas as condigoes estabelecidas = 0, isto é, L independe expli-

) W
citamente de t,

(2.24)

)

oL dq] oL dg;
Oq; dt 8qj dt

(5
[d (3%) . Sq[; Cizﬂ (2.25)
- ; (q] 8%) (2.26)

Segue-se que

=0<=L— qua =K, (2.27)

dt( Zqﬂa

onde K é uma constante. Temos ainda

L= gpj=K=-H. (2.28)
J

Segue-se que H = K, constante, ou seja, sob as hipdteses acima elencadas, a energia

total se conserva.

2.3.3 Equacdes SPH Derivadas do Lagrangiano
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O Lagrangiano e as equagoes de governo. As equagoes de governo de nosso sistema
podem ser deduzidas usando-se um lagrangiano particular, a primeira lei da termodina-
mica e uma prescricado de como obter a densidade, uma vez que esta é crucial para o
modelo, em termos de um somatorio, ou seja, a aproximacao SPH. Partiremos, sem mais
detalhes, do lagrangiano para um fluido perfeito (ECKART, 1960):

£=[r [v —ulp 8)}dV (2.29)

onde § é a entropia especifica. Essa equacao integral pode ser discretizada, via SPH,

diretamente como:

L— Zm][ - pj,S)] (2.30)

As equagoes discretizadas para o fluido podem ser encontradas aplicando-se as equagoes

de Euler-Lagrange, Eq(2.12)
oL d (0L
i = 2.31

Note que o termo em paréntesis nos fornece o momento candénico conjugado da particula

de massa m;.

%

O segundo termo no lagrangiano fica

oL Ou(p;, S;) Auj Op;
= — s = C— 2.33
or; %:m] or; Z ]8,03 S Or; ( )
Agora, usando-se a Primeira Lei da Termodinémica,
P
du = ——dp (2.34)
P
a primeira derivada da equacao mais a direita fica:
P; 0
LA Z i} (2.35)

pj Or;

2.3.4 Gradiente da Densidade

E de se notar que até este momento nao fizemos referéncia explicita, neste para-

grafo, a interpolacao do ntcleo. Esta surge quando estabelecemos a derivada espacial da
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densidade. Considerando que estamos tomando o gradiente da densidade na particula j,

em relacao as coordenadas da particula ¢, a qual é dada por:

Op; _ aW]k
(‘9ri 972 o,

J k

(5, — 61a) (2.36)

onde Wji(h;) = W(rj — ry, hj), §;; é a funcao delta de Kronecker, a qual se refere aos
indices da particula. Note que assumimos que o comprimento suavizante h é, em si, uma
fungao da densidade, ou seja, h = h(p); Temos entdao, um termo que leva em conta o

gradiente do comprimento suavizante dado por:

Oh; QVVU( )

Q= 11— 2.37

9p; ZJ:mJ Oh, (2:37)
Note que, como h = h(p) = (%), teremos:
oh h

= 2.38

o~ » (2.38)
onde d é o namero de dimensoes espaciais.

2.3.5 Equacoes de Movimento
Inserindo-se as Eq(2.20) e Eq(2.18) na Eq(2.13), teremos:
OW]k i)
=— 8ji — Ok 2.
(91‘1 Z Z ( Ji ki) (2.39)

JJk:

que, ap0s uma algebra elementar, fornece as seguintes equagoes de movimento, a partir

das equagoes de Euler-Lagrange:

dv, B oWy(hi) B aWij(hJ)} (2.40)

= — m ;
dt EJ: J [szz (‘)ri ijj 8rz~
Para o nosso trabalho, onde fizemos um comprimento suavizante constante, teremos:

=— Z ( — ) ViWi; (2.41)

Pj

dvZ

Neste trabalho simularemos a dindmica de fluidos governada pelo seguinte sistema de

equagoes:
dp
a = ijVijVVVij
J

dVi P P

= — — — — +1I;; | V;W;, 2.42
dt Zm] (pl pj + J) J ( )
dXi

= Vi

dt
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Onde vy; é dado por v; - vj. Note que o sistema (2.42) difere ligeiramente na Eq (2.41)
por 1I;;. Esse termo representa uma viscosidade artificial, uma vez que, nas equagoes de
governo utilizadas, o termo viscoso que aparece em (3.23) nao é levado em conta. Segue-
se entao, que a evolugao do sistema sem a presenca de II;; conduziria a instabilidades
numéricas que por sua vez, levaria a resultados nao-fisicos. Por exemplo, conservagao da
massa, momento e energia quando uma porc¢ao do nosso fluido choca-se com a parede que
o contem, durante a evolu¢ao do processo, conduziria a transformacao de energias, por
exemplo, a cinética, em calor que, pode ser visto como causado por dissipa¢ao viscosa.
Este problema foi resolvido quando do desenvolvimento da viscosidade artificial por von
Neumann-Richtmyer (NEUMANN; RICHTMYER, 1950), onde II; é dado por

A2 -v)2 .
I, — { a;Ax*p(V-v)? V-v<0 (2.43)

0, V-v>0

Posteriormente, uma viscosidade artificial foi desenvolvida, para o método SPH, por Mo-
naghan e Gingold (MONAGHAN, 1992), a qual passou a ser amplamente usada, até entao,
em simulagoes com este método. Além de proporcionar todas as vantagens apresentadas

por (2.43), a viscosidade artificial proposta por estes ultimos, I1;;, evita a interpenetragao

R
das particulas, o que seria um fenémeno nao-fisico. Teremos entao II;; dado por:

ancij¢i;+Pud>;
U Ty b X < 0
I, — 2 Vi (2.44)
0, Vij - Xij Z 0
onde :
hijvij - Xi;
o= 2.45
¢J Xij2 + ¢2 ( )
_ 1
cij = gla+e) (2.46)
1
Pij = i(Prf'pj) (2.47)
— 1
hij = 5(hi+hy) (2.48)
Vij = Vi— Vi Xqj =X — X (2.49)

onde ag e Oy sdo pardmetros que recebem valores tipicos em torno de 1, (E., 1988). O
significado fisico dos termos ¢, ¢ e v sdo, respectivamente, funcao que previne divergéncia
numérica quando as particulas se aproximam umas das outras, velocidade do som e vetor
velocidade da particula. A viscosidade associada a ap produz uma viscosidade total do
sistema (bulk viscosity), ao passo que fy; é proposta para suprimir a inter-penetracao de

particulas para nimeros de Mach grandes e é similar, em significado fisico, a Eq(2.43).

2.3.6 Leis de Conservacao
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Nesta seccao trataremos da verificacao dos principios de conservagao associados as
equagoes até aqui derivadas. Na secgao (2.3.2) j4 vimos que a energia total se conserva

para as equagoes continuas. Veremos que ela também se conserva para a aproximacao

SPH. Com efeito: .
H = o— — L 2.50
; VJ an ( )
conforme (2.27), que representa a energia total conservada das particulas SPH, uma vez

que o Lagrangiano nao depende explicitamente do tempo. Usando (2.30) teremos
1
H=F= Z (21;;4‘ + uj) (2.51)
j

Tomando a derivada temporal, temos

dE dv; | dujdp;

o= . 2.52

i [VJ & " dp, dt (2:52)
J

onde o primeiro termo é dado pela equacdo de momento, (2.41), por exemplo, o segundo

termo pela 1* Lei da Termodinamica e Equacdo da Continuidade. Assim, usando-as e,

ap6s uma algebra, teremos
koo k !

onde
R (2.54)

Onde P é a pressao. Para o objetivo deste trabalho resta-nos mostrar que o mo-
mento linear total também se conserva, levando entao, como consequéncia, a conservagao
de (2.53). Com efeito, desde que

d P, P
LS mev, = Zmz --ETmm (

) VWi, = 0, (2.55)
pi pj

onde a soma dupla é nula por causa da anti-simetria no gradiente do nicleo, o momento

linear se conserva, pois
d d
el V= — i =0, 2.56
g 2=V = g 2P (2:56)

ou seja,
> pi = constante (2.57)

(2

O momento angular total, analogamente, também é conservado, desde que

j}eriXmivz—Zmz<rz d) ZZmn@(f ?)rix(ri—rj)ﬂjzo,
i 5 i

(2.58)
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onde, por conveniéncia, escrevemos o termo de gradiente como V;W;; = r;; F;;, com r;; =
r; - r;. Assim, vemos que a energia, momentos, linear e angular do sistema, sdo conservados
evidenciando que as discretizagoes levadas a cabo na simulagdo sao coerentes e precisas.
Durante a simulagao essas caracteristicas sao bastante evidenciadas, como podem ser

vistas na sec¢ao (5.1.7).
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3 Elementos de Hidrodinamica

3.1 Introducao

No mundo real, todos os objetos fisicos sdo compostos de moléculas as quais sao
formadas por particulas atomicas e subatdémicas (BREHM, 1989). Nés usamos os métodos
da mecanica do continuo como uma ferramenta poderosa e efetiva para explicar, com
sucesso, varios fendmenos fisicos sem o conhecimento detalhado da complexidade de sua
estrutura corpuscular interna. Por exemplo, pense na agua como sendo constituida por
uma grande quantidade de moléculas. Uma boa aproximacao ¢é trata-la como um meio
continuo caracterizada por certas fungoes de campo que estao associadas com a estrutura

interna, tais como, densidade, temperatura e velocidade.

Do ponto de vista fisico, isto é uma aproximacao na qual um niimero muito grande
de particulas é substituido por algumas quantidades, de forma que podemos dizer tratar-
se de um sistema macroscépico. Assim, nossa intencao precipua é tratar com valores
médios sobre as dimensoes quando estas forem pequenas o bastante para exigir gradientes
superiores dos campos, devido aos efeitos de natureza corpuscular. De maneira geral, a

mecénica do continuo ((EDS.), 1981) trata dos seguintes t6picos:

e 0 estudo do movimento e deformacao,
e 0 estudo da tensdo em um continuo (o conceito de tensao), e

e a descricao matematica das leis fundamentais da fisica governando o movimento de

um continuo (leis de conservagao).

3.2 Formulacoes Euleriana e Lagrangiana

3.2.1 Formulacao Euleriana

Existem duas maneiras, conhecidas, de se formular as equac¢oes da dinamica dos
fluidos (LANDAU; (AUTH.), 1959): os tratamentos Fuleriano e Lagrangiano. Na formula-
cao Euleriana, o vetor posicao 7 e o tempo ¢ sao as varidveis independentes. Desta forma,

qualquer escalar, a pressao, por exemplo, pode ser escrita como

p=p(r,t) (3.1)
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a0 passo que um vetor, por exemplo, a velocidade do fluido ¥, torna-se

v =v(r,1) (3.2)

O tratamento Euleriano proporciona uma representacao de campo em termos de

7 e t, para qualquer variavel de interesse. Por exemplo, uma variacao infinitesimal na

e (2)ar () o

onde o o primeiro termo é a derivada direcional de p na direcao de dr. Introduzamos

pressao pode ser expressa por

agora coordenadas Cartesianas x; e suas correspondentes basis ortonormais #;, i= 1, 2 e

3. Nessas condigoes, r e dr’ sao dados por

47 = da;3 (3.5)

onde, nos indices repetidos sdo usados a convencao de soma de Einstein. A Equagao (3.3)

) )
dp = (85) dz; + <02t9> dt (3.6)

dp @ dx; Op

pode ser escrita como

ou ainda por

at ot T dt o (3.7)
A velocidade é dada por
dr dl’z PN
v=—=—i=ul (3.8)

onde v; sao as componentes Cartesianas da velocidade. Uma vez que o gradiente de pressao

¢ dado por
dp
Vp = 3.9
P= 5 (3.9)
a Equagao (3.7) reduz-se a
dp _ 9p
A : 3.10
it "ot TVIVP (3.10)
Usando a notacao de Stokes teremos o seguinte operador:
D 0
- = . A1
oY +v-V (3.11)

que é chamada derivada material. Note que esta definicao independe do sistema de coor-

denadas adotado. Segue-se entao que

Dr Or
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onde 5
r
— =0 3.13
T (3.13)
uma vez que r e t sao variaveis independentes. O gradiente de r é
or ox;
Vr = ejach = ejeia—q;; = ejei0;; = eje; =1 (3.14)

onde d;; ¢ o Delta de Kronecker. Assim teremos

v-Vr=v.-I=v (3.15)
de forma que
Dr_ (3.16)
o=V )

A derivada material tem um significado fisico muito importante. Ela estabelece
a taxa de variacdo de qualquer quantidade fluida, escalar ou vetor, acompanhando uma
particula de fluido. Este ponto de vista pode ser obviamente verificado na equacao (3.16),

onde a taxa de variagao do vetor posi¢ao de uma particula de fluido ¢ igual a velocidade.

3.2.2 Formulacao Lagrangiana

Como estabelecido acima, a formulacao Euleriana proporciona uma descri¢cao de
campo do escoamento de um fluido. A formulacao Lagrangiana proporciona uma descrigao
em termos de particulas. Suponha que uma particula de fluido esteja na posicao r = rq
em t = tg. No tratamento Lagrangiano as variaveis independentes sao rg e t. Assim, a

posicao de uma particula de fluido no instante ¢ é dada por

r = r(ro,t) (3.17)
onde rg ¢é a posicao da particula no instante ¢,

ro = To(to) (3.18)

e ro é um roétulo fixo na particula enquanto ela se move. Neste tratamento, a velocidade

e aceleracao, sao

or 0r
-, a—=—
ot ot?

enquanto ro é mantido fixo em ambas as derivadas. As duas formulagoes podem ser

u =

(3.19)

relacionadas assumindo que nés conhecemos v(r,t) na descricdo Euleriana. N6s entao

integramos a Equagao (3.16) sujeita as condigoes
r=r7rog e€m t = to (320)

A solugao estard, entao, na descrigdo Lagrangiana, Equacao (3.17).
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3.3 Dinamica Classica Dos Fluidos

Para descrever a dinamica de fluidos fazemos uso de ferramentas matema-
ticas que descrevem o comportamento do sistema, numa por¢ao de fluido, em um dado
instante de tempo. Calculamos, entao, a evolucao temporal deste através das equagoes de
governo desenvolvidas. A taxa de variagao da posicao em relacao ao tempo, a velocidade,
¢é escolhida como grandeza fisica relevante uma vez que o movimento dos fluidos é de
grande interesse e pode ser vista como causa das variagoes da densidade, por exemplo, e,

consequentemente, pressoes.

As equagoes de governo sao descritas por equagoes diferenciais parciais conheci-
das como Equagoes de Navier-Stokes (STORY, 2005). Abaixo seguem as equagdes nas

respectivas abordagens, euleriana e lagrangiana (ver figura 3.1):

= - ‘
I ‘/g— —
// /
e e
(a) (b)

Figura 2 — (a) Elemento de volume fixo no espa¢o por onde o qual o fluido passa. (b) Elemento de volume
fluindo ao longo do escoamento com velocidade v igual a velocidade do fluxo na vizinhanga do ponto.
Figura extraida de (NETO, 2007)

3.3.1 Formulacao Euleriana

Em geral, as equagoes de governo para fluidos sao descritas em termos da formu-

lacao Euleriana, dada pelo seguinte conjunto de equagoes:

dp
__v. 21
% V() (3.21)
1 1
N vUv— —lvpiiv.sig (3.22)
ot p p

onde p, v, p, S e g sado, respectivamente, a densidade, a velocidade, o tensor de tensao
e vetor aceleracao da gravidade. O tensor S pode ser determinado a partir do tensor de

deformagdo E e do coeficiente de viscosidade do fluido, 1, conforme as equagoes abaixo

Szwﬁ—;NED (3.23)
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onde
E = ;[VV + (Vv)T] (3.24)

e 7(E) representa o traco do tensor E e T denota transposicio. E facil ver que 7(E) =
V -v. Em um curso de hidrodindmica deduz-se as Equacoes de Navier-Stokes a partir de
leis fundamentais de conservacao, tais como conservagao do momento e conservacao da

massa. Note que, se a densidade for constante ao longo do processo de fluéncia, teremos

8/):

que 37 = 0, o que implica que 3.21 se resumird a

V-v=0 (3.25)

que é um vinculo. A dindmica do fluido na qual a divergéncia é nula é dita incompressivel.

O termo V-5, que estabelece a tensao inerente ao sistema ¢ o termo viscoso que, em
um caso particular pode ser escrito como uV?2v, se o fluido em questio for incompressivel

e a viscosidade p, em (3.20), for constante. Sob essas hipoteses, a equagao (3.19) fica

0 1
Vv . Vv=—-Vp+LVivig (3.26)
ot p p

Pela propria definicao do método, as equacoes diferenciais parciais que constituem
a equagao de governo em questao, sao resolvidas numericamente, através da construgao

de uma rede espacial fixa

3.3.2 Formulacao Lagrangiana

A formulacao lagrangiana das equacoes de Navier-Stokes estabelece o estudo do
movimento do fluido segundo um observador que acompanha o fluxo, ou seja, que se move
junto com ele. Na teoria classica, ou seja, na teoria nao micro-polar, nao se considera a
rotacao das particulas em si, mesmo havendo a rotacao do sistema de particulas. Seja f

= f(z1,...,x,, 1), uma funcao suave de forma que

df = (gg) d; + (2{) dt (3.27)

onde os indices repetidos significam soma. Teremos entao:

df  Of da; _Of

dt ~ Ox; dt = Ot (3.28)
que pode ser reescrita como
df of
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Na equagao (3.29), se a funcdo f representar uma entidade fisica, tal como o
fluxo de fluido ao longo de uma superficie, ou um campo vetorial descrito pelo campo de
velocidades do mesmo fluido, entdo (3.29) é conhecida como derivada material e estabelece
a taxa de variacao temporal instantanea, da grandeza fisica associada, de um elemento do
sistema que se move, no espago, juntamente com o sistema em consideracgao. Tendo isso
em mente, a equacao (3.23) pode ser reescrita da seguinte forma

gft? — V() (3.30)

dv 1 JT—
—_—=— —- 3.31
o prJr pV v+g (3.31)

que sao as equagoes de governo no formalismo lagrangeano. O termo
v-Vv (3.32)

¢ chamado termo advectivo. Verifica-se, na equagao (3.25), que cada indice ¢ sugere uma

adveccao propria para cada particula.

3.3.3 Hidrodindmica Computacional

Como pode ser visto em (NETO, 2007), as discretizagoes das equagoes diferenciais
sao realizadas, em geral, de trés maneiras: métodos eulerianos, métodos lagrangeanos e
métodos hibridos. Mais informagdes sobre esses métodos, suas respectivas vantagens e
desvantagens, sdo remetidas a [Afonso Paiva|. Neste trabalho usa-se o método lagrangiano,
cuja discretizagao numérica das equacgoes, se dividem em métodos com malha e métodos

sem malha.

e Métodos com Malhas. Neste método a regiao a qual as discretizagoes sao levadas a
cabo e os algoritimos computacionais sao desenvolvidos é constituida por elementos,
regulares ou nao, descrevendo uma topologia, a qual, ao evoluir dinamicamente com
o fluido, sofre as distor¢oes e deformagoes inerentes ao movimento. Um exemplo
desse método é o método dos elementos finitos (BRENNER, 1994).

e Métodos sem Malhas (LIU, 2003). Neste método ndo hd nenhuma malha a ser
descrita, pelo menos como cobertura total da regiao onde a dinamica se desenvolve.
O que se tem é uma distribuicao finita de particulas que sao usadas para discretizar
as equagoes de governo do sistema dinamico ao qual se tem interesse em resolver.
Abaixo O objetivo do método é apresentar solugoes numéricas((AUTH.), 1984)
estaveis e acuradas para equagoes integrais e diferenciais parciais com condigoes de
contorno, sujeitas a grandes deformacoes ou nao, através de um conjunto de nés ou
particulas sem que haja a conexao que os una. Nas figuras (a), (b) e (¢) representa-se

uma configuracao de particulas dispostas sem a introducao de uma malha.
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Figura 3 — Descri¢do de uma regido arbitraria com o estabelecimento de uma malha.

(!

Figura 4 — (a) Descrigdo de uma porgao de fluido sem o estabelecimento de uma malha. (b) e (¢) Evolugao
da porc¢ao de fluido, sem malha, para diferentes instantes de tempo
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4 Hidrodinamica da Particula Suavizada

Introducao

A hidrodinadmica da particula suavizada (LIU, 2003), mais conhecido como SPH,
é um método de aproximacao para fungoes e operadores expressos em forma integral e
posteriormente regularizados via insercao de um ntcleo com certas propriedades matema-
ticas de forma a representar uma discretizagao por meio de um ntimero finito de particulas

indexadas.

A ideia por tras do SPH é substituir os elementos constituintes do seu objeto de
estudo, no presente caso, uma dsitribuicao de fluidos, por um conjunto de pontos que
obedece as equacgoes de governo e portam informagcoes a respeito das propriedades do
mesmo. Do ponto de vista matematico , esses pontos sao simplesmente pontos de interpo-
lacao. Para o fisico ou engenheiro, é natural vé-los como particulas materiais reais dotadas
de informacoes, tais como, volume, densidade, pressao, temperatura, etc. Qualquer que
seja o ponto de vista adotado, é necessario assinalar propriedades as particulas e derivar
equagoes que descreverao como essas particulas se comportam representando fenémenos

multifisicos quaisquer.

A vantagem do tratamento sem malhas é sua habilidade de resolver problemas
que nao podem ser efetivamente resolvidos usando-se outras técnicas numéricas. Ele nao
sofre do problema de distor¢do na malha, que limita o tratamento Lagrangeino baseado
em malhas estruturadas, ao simular grandes deformagoes, como, por exemplo, explosoes

e impactos de alta velocidade.

Uma Breve Histéria do Método O método SPH, foi inicialmente desenvolvido
por Gingol e Lucy, em 1977 (GINGOLD R. A.; MONAGHAN, 1977), para a simulagio
de problemas astrofisicos, tais como formagao e colisdo de galdxias. Seu avanco foi um

método para o cédlculo de derivadas sem requerer uma malha computacional estruturada.

e Papers de revisao do Benz e Monaghan (BENZ, 1990) cobrem o desenvolvimento
primordial do SPH.

e Libersky e Petchek (LIBERSKY, 2005) extendeu o método SPH a tratar o tensor

de tensdo em 2D.
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Atualmente, o método SPH tem sido usado em muitas areas, tais como as simula-
¢oes de coalescéncia de buracos negros com estrélas de néutrons (LEE H. M. LEE, 1998),
detonagoes tnicas e miltiplas de andes brancas (GARCIA-SENZ; WOOSLEY, 1999) e
até mesmo a evolugdo do universo. O método SPH tem sido, também, amplamente apli-
cado a uma vasta classe de problemas, desde a Mecanica dos Fluidos Computacional até
a Mecanica dos Sélidos, por causa da habilidade relativamente forte de incorporar efeitos
fisicos complicados nas formulagoes SPH. Em algum sentido, o termo hidrodindmica pode

ser interpretado como mecanica, em geral.
Aplicagoes

As aplicagbes primordiais do SPH foram principalmente focalizadas na Dinamica
dos Fluidos e dreas correlatas. Estas incluem, por exemplo, escoamento elastico (SWEGLE
J. W.; ATTAWAY, 1995) , magnetohidrodinamica (MORRIS; FOX; ZHU, 1997), fluxos
multi-fasicos (MONAGHAN; KOCHARYAN, 1995) e extensao SPH para a simulagao da
fratura de sélidos fragilizados (BENZ; ASPHAUG, 1995).

A aplicagdo do SPH a uma classe mais ampla de problemas tem levado a extensoes
e aprimoramentos significantes do método SPH original. Os aspéctos numéricos tém sido
gradualmente aprimorado de forma que, algumas desvantagens inerentes do SPH foram
identificadas e técnicas modificadas ou métodos corretivos foram também propostos. Iden-
tificaram o problema da instabilidade tensiva que pode ser importante para materiais sob
tensdo; Morris (1996) identificou o problema de inconsisténcia das particulas que pode
levar a uma baixa acuracia na solucao. Ao longo dos tltimos anos, diferentes modifica¢oes
ou corregoes tém sido propostas para restaurar a consisténcia e para melhorar a acuracia
do método. Essas modificagoes levaram a varias versdes do método SPH e correspondentes

posteriores formulagoes.

4.0.4 Formulacao essencial do SPH

Representacao Integral de Uma Funcgao

A formulacao do método em questao é frequentemente dividido em dois passos-
chave. O primeiro passo é a representacao integral ou, a assim chamadas, aproximagoes

de fungoes de campo por ntcleos. A segunda, é a aproximagao por particulas.

No primeiro passo, a integracao da multiplicacdo de uma func¢ad arbitraria e uma
funcao nicleo suavizante, fornece a niicleo-aproximacao na forma de representacao integral
da funcao. Esta é entdo aproximada somando-se os valores das particulas vizinhas mais
proximas, as quais fornecem a aproximacao por particulas da func¢ao em um ponto ou

particula.
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O conceito de representacao integral de uma fungao f(x), usada no método SPH,

parte da seguinte identidade:

fx) = [ Fx)3(x = x')da (4.1)

onde f é uma fungdo do vetor posigdo tridimensional x e §(x — x’) é a fungdo Delta de
Dirac dada por
1, x=x
d(x—x') = (4.2)
0, x#x
Na equagao (4.1), © é o volume do integral que contém x. Aquela implica que a
funcao pode ser representada em uma forma integral. Desde que a funcao Delta de Dirac ¢

usada, a representacgdo integral na equagao (4.1) é exata ou, rigorosamente falando, desde

que f(x) seja definida e continua em Q.

Se o nucleo d(x — x’) for substituido por uma fungéo suavizante ou regularizante

W(x — %, h), a representacao integral de f serd dada por

f(x) = /Q FW (x — X', h)dz' (4.3)

onde W é a chamada Funcao Nucleo Suavizante, Funcdo Suavizante, ou ainda, Nucleo
Suavizante. Neste trabalho, por brevidade, chamaremos simplesmente nicleo. Na funcao
suavizante, h é o comprimento suavizante definindo a area de influéncia da fungao W.
Note que, uma vez que W nao é a funcao Delta de Dirac, a representacao integral em

(4.3) pode somente ser uma aproximagao.

Na convengao SPH, o operador de aproximagao por nicleo é denotado por (.) de

forma que a equagao (4.3) é reescrita como

) = [ W (x =X h)da! (4.4)
Q

Note que o sinal de igual é usado na eq. (4.4), que é a expressao padrao para a aproximagao
pelo nicleo de uma funcao.

A funcao suavizante W é usualmente escolhida como uma funcao par, por razoes
dadas posteriormente. Ela também deve satisfazer um certo nimero de condigoes. A

primeira ¢é a condicao de normalizacao, a qual estabelece:

/QW(X —x)dz' =1 (4.5)

Esta condicao é também conhecida, em analise harmonica, de resolucao da identi-

dade, desde que a integracao da fungao suavizante produz a unidade. A segunda condi¢ao



Capitulo 4. Hidrodinamica da Particula Suavizada 38

¢é a propriedade da funcao delta que é observada quando o comprimento suavizante h
tende para zero:

lim W (x — x', h) = §(z — 1) (4.6)

h—0

A terceira condigao é a de ter suporte compacto
Wi(x —x',h)=0, Ix — x| > kh (4.7)

onde k é uma constante relacionada a func¢ao suavizante para o ponto em x e define a
area efetiva, ndo-nula, da funcao suavizante. Esta area efetiva é chamada de suporte do
dominio para a fungado suavizante do ponto x. Usando essa condicdo de compacidade,
a integragao sobre todo o dominio do problema é localizada como integracao sobre o
suporte do dominio da funcao suavizante. Assim, o dominio de integracao €2 pode ser e,

usualmente é, o suporte do dominio.

Nas literaturas SPH, a aproximaccao por ntucleo frequentemente é dita possuir

acuracia da ordem de h?, ou acurdcia de segunda ordem.

Note, da eq. (4.7), que o suporte do dominio da fungao suavizante é |x — x/|

kh; os
erros na representacao integral SPH pode ser estimado, de maneira grosseira, usando-se a
expansao em série de Taylor de f(x’) em torno de x, onde f(x) ¢é diferencidvel. Usando-se

a eq. (4.4) teremos

(f(x)) = /Q[f(x) + /()X = x) +r((x = %))W (x =X, h)da' = (4.8)
f(x) /Q W(x —x', h)dz' + f/<X/Q(X/ —x)W(x —x',h)dz' +
+r(h?)

onde 7 representa o residuo. Note que W é uma funcao par em relagdo a x, assim

(x' —x)W(x — %', h) deve ser uma func¢do impar, de forma que devemos ter

/Q (x' —x)W(x —x',h)dx’ =0 (4.9)

Usando-se (4.5) e (4.9), a eq. (4.8) torna-se

(f(x)) = f(x) +r(h?) (4.10)

No entanto, essa aproximacao nao sera necessariamente de segunda ordem se a funcgao

suavizante nao for uma fungao par, ou se a condi¢ao de normalizacao nao for satisfeita.
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Representacao Integral da Derivada de uma Funcgao

A aproximacao para a derivada espacial V-f(x) é obtida simplesmente substituindo-

se f(x) por V - f(x) na eq.(4.4), que fornece

(V- f(x)) = /Q IV - f(x)W (x — X', h)da' (4.11)

onde a divergéncia no integral ¢ operada em relagao a coordenada ’linha’. Desde de que

VIxNW(x—x",h) =V - f(X)W(x—-x,h)] - f(X)VW(x —x, h) (4.12)

Da eq.(4.11), a seguinte equagao é obtida

(V- f(x)) = /Q V- f(x)W (x — X', B)]da’ — /Q FX)VW (x — X', h)da’ (4.13)

O primeiro integral no lado direito da eq.(4.13) pode ser convertida, usando-se o

Teorema da Divergéncia, em um integral na superficie 9€2 do dominio de integracao , €2

(V- f(x)) = /ang(x’)W(x —x',h)-ndS — /ﬂ FK)VW (x — X', h)da’ (4.14)

onde n é a normal exterior unitaria a superficie S.

Desde que a funcao suavizante W é definida como tendo suporte compacto, quando
o suporte do dominio esté localizado dentro do dominio do problema (Figura 4.1), o inte-
gral de superficie do lado direito da Fq.(4.14) é nulo. Se o suporte do dominio intercepta-se
com o dominio do problema (Figura 4.2), a fungao suavizante W é truncada pelo contorno
de forma que o integral de superficie nao se anula. Sobre tais circunstancias, modificagoes
deveriam ser consideradas para remediar os efeitos de bordo se a integragdo na superficie

for considerada nula na Fq.(4.14).
Assim, para aqueles pontos cujo suporte do dominio esta no interior do dominio

do problema, (4.14) simplifica-se a

(V- f(x)) = — /Q F(X)VW (x — X, h)da’ (4.15)

Da equacao acima, pode ser visto que a operacgao diferencial na fungao é transmi-
tida a uma operacao diferencial na fungao suavizante. Em outras palavras, a representacao

integral SPH da derivada de um campo de fungoes faz com que o gradiente espacial seja
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determinado a partir dos valores da funcao e das derivadas da funcao suavizante W, ao
contrario da derivada da fun¢ao em si. Isso pode parecer irrelevante mas, como pode ser
visto, calcular derivadas em W é, em principio, trivial. Ja para as classes de fungoes gerais,

as dificuldades inerentes as fungoes, surgem. Veja-se, por exemplo, o operador laplaciano.

Dominio do Problema J

Y

Kh
Suporte do Dominio de W

Figura 5 — O dominio do suporte da fun¢éo suavizante W e o dominio do problema. O suporte do dominio
estd localizado dentro do dominio do problema. Assim, o integral de superficie do lado direito da equacao
(4.14) é nulo

Dominio do Problema

W.IL

Regiao Interior

Figura 6 — O dominio do suporte da funcao suavizante W e o dominio do problema. O suporte do dominio
se intercepta com o dominio do problema. Assim, a funcao suavizante W é truncada pelo bordo e o integral
de superficie no lado direito da equagdo (4.14) nao se anula.

Aproximagao por Particulas
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No método SPH, todo o sistema é representado por um ntimero finito de particulas
que portam massa individual e ocupam um espacgo individual. Isto é levado a cabo pela
seguinte aproximacao por particulas, que é uma outra operacao-chave no método SPH
(D., 2012).

As representagdes integrais continuas, concebendo a aproximacao por niicleo SPH,
de que tratam as equagoes (4.4) e (4.15), podem ser convertidas em suas formas discretas
em termos de somas sobre todas as particulas no suporte do dominio mostrado na Figura
(4.3). O correspondente processo de soma discretizada sobre as particulas é comumente
conhecido como aproximagao por particulas, na literatura SPH. Este processo ¢é levado a

cabo como segue.

Figura 7 — As aproximagdes por particulas dentro do suporte do dominio da funcdo suavizante W, para
a particula 7. O suporte do dominio é circular de raio kh

Se o volume infinitesimal nas integragoes acima, dx’, na posicao da particula j,

for substituida por um volume finito, VVj, da particula cuja massa é m;, teremos

m; = VVip, (4.16)

onde p; é a densidade da particula j (j = 1,2,...,n), no qual n é o nimero de particulas

dentro do suporte do dominio da particula j.

A representacao integral continua SPH para f(x) pode ser escrita na seguinte

forma, discretizada, para aproximacao por particulas

fx) = [ FOOW (= ', )da!

~ i )W (x — x5, ))VV, (4.17)
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= 3 oW (x = x5 H) (7, 7V)
if —Xj,h)lj(m])
Jx) = i@f(xﬁw(x—xj,h) (4.18)

j=1 Fi

Note que a aproximacgao por particulas é realizada no segundo passo na dedugao

acima e esta, para uma func¢ao na particula i pode, finalmente, ser escrita como

S f () Wy (4.19)

j=1 Pj

onde W;; = W(x; — x;5)

A equacdo (4.19) estabelece que o valor de uma fungdo na particula i é aproxi-
mada usando-se a média daqueles valores da funcao em todas as particulas no suporte do

dominio da particula i com o peso da funcao suavizante W.

Seguindo o mesmo raciocinio, a aproximacao por particulas para a derivada espa-
cial da fungao seréa
n
m .
(Vi) == () VW (x — x5, h) (4.20)
j=1 Pi
onde o VW, na equagao acima, deve ser tomada em relacao a particula j. A aproximacgao

por particulas para uma funcdao na particula i pode finalmente ser escrita como

(Vf(xi)) = Xn:m]f Wi (4.21)

onde

VWi = = Oy _ x5 O, (4.22)

Tij 8Tij rij 87“,»j

onde r;; é a distdncia entre a particula i e j. Deve-se notar que o V,;W;; (ver apéndice
2) é tomado em relagao a particula ¢ de forma que o sinal negativo na equagao (4.21) é

removido.

De um modo geral, para quaisquer duas funcoes arbitrarias nas variaveis de campo

f1 e fa, as seguintes regras se verificam

(fr+ f2) = (f1) + {f2) (4.23)
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(fi- f2) = (f1) - (f2) (4.24)

Fungoes Suavizantes

Uma das ideias centrais para os métodos sem malhas é como realizar, efetivamente,
uma aproximagao da fungdo baseada em um conjunto de nés, dispostos de uma maneira
arbitraria, sem usar uma malha pré-definida que proporcione a conectividade entre esses
n6s. O método SPH emprega a representacao integral usando-se uma funcgao suavizante,
também chamada fun¢ao nucleo suavizante ou simplesmente nucleo. Este, por sua vez, é
de grande importancia uma vez que, nao somente determina o padrao para a aproximacao
da funcao, mas define a dimensao do suporte do dominio das particulas, e também deter-
mina a consisténcia e, consequentemente, a acuracia de ambos: niicleo e aproximagao por
particulas. A seguir listamos as principais propriedades que devem possuir essas fungoes

((AUTH.), 2010) de forma a se ter uma representagao consistente para o uso em SPH.

1. A fungao suavizante deve ser normalizada (unitéria) sobre o suporte do dominio,

conforme discutido anteriormente.

/Q W(x —x', h)da' = 1 (4.25)

2. A funcao suavizante deve ter suporte compacto, isto é,
Wi(x —x")=0,para | x —x" |> kh (4.26)

A dimensao do suporte compacto é definido pelo comprimento suavizante h e o fator

de escala k o qual determina o espalhamento da funcao suavizante especificada.

3. W(x—x') >0 para qualquer ponto em x" dentro do suporte do dominio da particula

no ponto x (Positividade).

4. O valor da funcao suavizante para uma particula deve ser monotonicamente decres-

cente com o aumento da distancia a partir da particula (Decaimento).

5. A funcao suavizante deve satisfazer a condicao da fungao delta de Dirac quando o

comprimento suavizante tende a zero (Propriedade da fun¢ao Delta)

lim W(x —x',h) =d(z — 1) (4.27)

h—0
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6. A funggao suavizante de ve ser uma fungao par (Propriedade de Simetria).

7. A funcao suavizante deve ser suficientemente suave (Suavidade)

Uma funcao tendo as propriedades acima pode ser empregada como niicleos em

SPH. Segue adiante algumas fungoes suavizantes mas utilizadas por cientistas da area.

No paper original em SPH (GINGOLD R. A.; MONAGHAN, 1977), usou a se-

guinte funcao sino, Figura (4.4), como fungao suavizante.

(1+3R)1—-RP, R<1

(4.28)
0, R>1

W(x—x',h)=W(R,h) = ay {

onde ag é 5/4h, 5/mh? e 105/167h? em, uma, duas e trés dimensoes, respectivamente, de

forma que a condic¢ao de unidade pode se satisfeita em todas as trés dimensoes.

| [=="Smoothing function L A

Figura 8 — As fun¢do suavizante e sua primeira derivada usada por Lucy (1977). agq é 5/4h, 5/7h? e
105/167h® em, uma, duas e trés dimensdes, respectivamente.

Na equagao (4.28), R é a distancia relativa entre dois pontos (particulas) nos

— , . N . .
E= lx = L onde r é a distancia entre dois pontos.

pontos x e X', R =
Monaghan estabeleceu que, para se extrair significado fisico de uma equagao SPH,
é sempre melhor assumir que a funcdo suavizante seja uma gaussiana. Gingold e Mo-

naghan (1977)(GINGOLD R. A.; MONAGHAN;, 1977), em seu Paper original, selecionou

o seguinte nucleo Gaussiano, Figura (4.5), para simular estrelas nao esféricas.

W (R, h) = age” ™ (4.29)

Vantagem: Matematicamente elegante;

Vantagem: As derivadas existem em todas as ordens e sdo suaves;
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Desvantagem: Todas as particulas contribuem para um local.

= Smoothing function
== Derivative of the smoothing function

| i ] | 1
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Figura 9 — As funcio suavizante e sua primeira derivada usada por Lucy (1977). agq é 1/y/mh, 1/7h? e
1/ 73/2h3 em, uma, duas e trés dimensoes, respectivamente.

Monaghan e Lattazio(Monaghan; Lattanzio, 1985), inventaram a seguinte fungao

suavizante, Figura (4.6), baseada nas fungoes spline cibica, conhecida como fun¢ao B-

spline.
2-R*+3R 0<R<1
W(R,h) = a4 f2-RpP, 1<R<2 (4.30)
0, R>2

A funcao spline cibica, até aqui, tem sido a mais amplamente usada como fun-
¢ao suavizante nas literaturas SPH, desde que ela se assemelha a uma funcao gaussiana
enquanto tiver um suporte compacto mais estreito. No entanto, a segunda derivada da
spline cubica sao funcoes lineares por partes e, de acordo com isso, as propriedades de

estabilidade podem ser inferiores aquelas de ntcleos mais suaves.

Vantagem: Suporte compacto— todas as interagoes sao nulas para r >2h, logo, o nu-
mero de particulas envolvidas, em média, permanece pequena (timpicamente entre

30 e 80);

Vantagem: Derivada segunda ¢é continua;

Vantagem: O termo de erro dominante é de segunda ordem em h.
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i Smoothing function l
== Derivative of the smoothing function
1
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Figura 10 — Nticleo spline ctibico e sua primeira derivada. ag é 1/h, 15/77h? e 3/2wh® em, uma, duas e
trés dimensobes, respectivamente.

Funcgoes Suavizantes em R"

Sejam x e x" € R", em que X= (1, ..., T,,) e Xg= (2], ..., 2,). As fungoes suavizantes
para o caso multidimensional podem ser definidas a partir do caso unidimensional W (x —

x'). Os dois processos mais frequentes sao

W(x—x)=W(|[x—-x"|]) (4.31)
Wix—x')= 1:[ W(| x5 — XJ’- ) (4.32)

O dominio de influéncia de um ponto x'= (2, y’) abrange uma area e a escolha da
forma do dominio é arbitraria. No caso bidimensional, por exemplo, quando se opta pelo
primeiro processo para definir a fungao suavizante, esta-se a usar uma forma circular. No

segundo processo, tem-se uma forma retangular, que neste caso é dada portam

W(x—x')=W(ry) - W(ry,) (4.33)

onde .
ry = X - < = dd, (4.34)

_ /
Ty = | y_ ¥ ‘7 hy = dmaxdy' (435)
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Fazemos aqui h, = h, por motivos de consisténcias fisicas relacionadas com a 3*Lei

de Newton.

A figura (4.7) abaixo ilustra o caso da fung¢do suavizante spline ctibica, W (|| x—x' ||

), para o caso bidimensional em que se considerou x’ = (0, 0).

0.8

Figura 11 — Representagdo da funcdo suavizante W(|| x — x’ ||) spline ctibica, em que se considerou
x' =(0,0)

O método SPH é um procedimento puramente lagrangeano; logo, todo o sistema
é representado por um conjunto finito de particulas que possuem atributos individuais.
Consequentemente, a representacao integral continua da aproximacao SPH pode ser dis-
cretizada através de um somatorio sobre todas as particulas que estdao no interior de uma

regiao delimitada pelo comprimento suavizante, como vimos anteriormente.

Aproximacao SPH das derivadas espaciais Uma vez que a abordagem em
questao ¢ utilizada para aproximar equacoes diferenciais parciais através de uma formula-
¢ao integral, o principal procedimento para estabelecer a dinamica de um sistema ¢é saber
como representar e discretizar os operadores diferenciais através do método SPH. A apro-
ximagao SPH do gradiente da fungao escalar f(x) é inicialmente obtida substituindo-se
f(x) por V f(x) na equacao (4.18) o que levara a equacao (4.21). Para os outros operado-
res que iremos utilizar ao longo do modelo, o procedimento é, com pequenas diferencas,

semelhante ao processo anterior. Teremos entao a seguinte

Regra SPH para o divergente. Seja A(x) um campo vetorial. Teremos:

(V-AX) = Y (Alq) -~ Alxy)) - VWi 2 (4.36)

JEN (x;) P
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Aproximagao SPH para o Laplaciano. A Equacao (3.28), que governa a distri-
buicao de velocidades e pressoes de um fluido, apresenta um termo de segunda derivada:
V2v. Esse termo requer uma aproximacao por particulas. As derivadas de segunda ordem
podem ser aproximadas utilizando-se a convolucao SPH usual, através do laplaciano do

nicleo para cada particula é:

Vv = ¥ Dyvrwy, (4.37)

JEN (xi) Pi

Porém, a equagao (4.35) possui algumas desvantagens. Primeiro, essa aproximagao
¢ muito sensivel a desordem das particulas (NETO, 2007). Segundo, se estivéssemos tra-
tando de um processo difusivo, de uma particula ¢ para uma particula j, o sinal poderia
ser positivo ou negativo devido a mudanga de sinal da derivada de segunda ordem do

nicleo, como pode ser visto na figura (4.8) Por outro lado, como o processo de difusao é

Figura 12 — Funcao Nucleo: particulas fora do raio de influéncia kh sao descartadas. Destaca-se o gréafico
do ntcleo 1D e de suas derivadas de primeira e segunda ordens. Figura retirada de (NETO, 2007)

um caso paticular de processos de transporte, que sdo aqueles em que hé transferéncias
“direcionadas“ de energia interna (como na condugao interna), de massa (tal qual ocorre
na difusdao de uma gds), de momento linear (caso dos fluidos), etc., em meios supostamente
continuos (ou quase continuos). Assim, se uma determinada regido do espago é ocupada,
por exemplo, por um gés cuja concentragao (ou densidade) nao é uniforme, ocorrerd um
processo de difusao (transferéncia de particulas do gés), dos pontos que apresentam maior
concentragao, para aqueles outros onde a concentracao ¢ menor. Este processo também

se verifica em solucdes liquidas, onde a concentragao do soluto nao é uniforme. Segue-se
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entdo, que a equagao (4.35) apresentaria inconsisténcias fisicas. Para evitar essas inconsis-
téncias, utilizaremos uma aproximagao do operador laplaciano proposta por (CLEARY;
MONAGHAN, 1999) que envolve apenas derivadas de primeira ordem. Essa aproximagao

¢ deduzida a partir da integral
1= / (v(x) — v(x))F(x — x')dx’ (4.38)
tal que a funcao F é definida por

xF(x,h) = VIW(x,h). (4.39)

Expandindo o termo v(x’) no integrando de (4.36) em Série de Taylor (PISKU-

NOV, 1969) em torno de x, até os termos de segunda ordem, temos

I = V*v(x)+ r(h?) (4.40)

Portanto, tomando a forma SPH da integral (4.36) para uma particula i e esco-
lhendo

h
Fx,p) = XYV R) (4.41)
[
finalmente teremos O
JEN (z) Pj |Xij|

onde v;; = v; - v;. Devido ao fato de x;; - V,W;; 0, a equacao (4.40) tem a propriedade
de que, se v; > v;, entao o fluxo de particulas serd realizado da particula i para particula

j e vice-versa.

4.0.5 Exemplos Praticos

No que se segue exibiremos alguns casos praticos em que a dindmica de um fluido

é simulado através do método corrente em uso.

e Transporte de Velocidades. Neste caso temos o problema da cavidade motora (Dri-
ven Cavity Problem) para o qual se usou a formulagao de transporte de velocidade

(ADAMI; HU; ADAMS, 2013). Um resultado da simulagao com o método SPH pode

ser visto na figura abaixo

e Colisao de dois anéis elasticos. A figura abaixo ilustra a simulagdo da colisdo de
dois anéis elasticos modelados por um numero finito de particulas. As equagdes
que governam a dindmica dos objetos sdo discretizadas pelo método SPH (GRAY;
SWIFT, 2001).
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Figura 13 — Transporte de velocidade. Figura extraida de PYSPH
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Figura 14 — Dinamica da colisdo de dois anéis elasticos via sph. Figura extraida de PYSPH

e Aquaplanagem.
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A figura mostra a simulacao feita com o método SPH para a interacao sélido-fluido do

fenéomeno da aquaplanagem, através do método SPH.
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Figura 15 — Fenomeno da aquaplanagem. Figura retirada da HYDROCEAN SPH-FLOW.
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5 Condicoes de Contorno

Uma equacao diferencial definida em um dominio €2 C de R™ vem, em mui-
tos exemplos de interesse, acompanhada de condi¢oes a serem satisfeitas pelas solugoes e
suas derivadas na fronteira de 2 (que eventualmente podem estar no infinito). Tais con-
di¢bes sao genericamente denominadas condi¢oes de contorno, ou condigoes de fronteira,
ou condicoes iniciais, dependendo da interpretacao que possuam. Em aplicagoes, condi-
¢oes de contorno usualmente sdo ditadas ou por leis fisicas (FEYNMAN, 2000) ou por
restrigoes fisicas ou geométricas que devem ser impostas a solugao nos pontos da fronteira
de Q, (JR., 2016) . As formulagoes SPH, vélidas para todas as particulas pertencentes ao
dominio do fluido, ou seja, no interior do dominio, ndo sao necessariamente validas, no
sentido de precisao, para as particulas na vizinhanca da fronteira, uma vez que a fungao
distribui¢ao (nicleo) é truncada pelo contorno. Isso ja é de se esperar uma vez que, no raio
de atuagdo definido pelo comprimento suavizante no local -perto da parede-, o niimero
de particulas de fluido cai muito em quantidade, fornecendo uma média baixa. Assim, a
aplicacao das condi¢oes de contorno é muito complicada na técnica SPH, uma vez que,
essa aproximagao, em geral, ndo apresenta acuracia de segunda ordem. Assim sendo, os
tratamentos das condi¢oes de contorno tém sido uma preocupacao constante para uma
implementagao precisa e de sucesso na técnica SPH para a solugao dos problemas da fisica

e engenharia, com dominios estabelecidos.

O tratamento impréprio das condigoes de fronteira leva a basicamente dois tipos
de problemas. O primeiro origina-se da penetracao das particulas de fluido nas fronteiras
( paredes), nas quais deixam o dominio limitado, levando-se a inconsisténcias. O segundo,

¢é que o truncamento do nticleo na fronteira produzira erros na solugao.

5.1 Alguns Tipos de Condicoes de Contorno

As condicoes de contorno mais usadas na técnica SPH sdo sumariamente descritas

abaixo.

5.1.1 Método Baseado na Forca

Esta técnica basicamente envolve a criacao de particulas de contorno (parede feita
de particulas) ao longo das fronteiras, de forma que essas particulas exercem uma forga
repulsiva nas particulas de fluido vizinhas a elas. A forca exercida tem uma gama de
variagoes, dependendo da forma funcional que descreve a for¢ga. Um ntimero variado de

fungoes tem sido usadas por varios cientistas e algumas destras sao dadas a seguir:
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e Monagham e Cos. Como descrito por Monagham e Cos (MONAGHAN; KOS,
2001), as particulas da fronteira sdo assinaladas posigoes ao longo da fronteira (linha
de particulas). A for¢a devido a particula na fronteira é calculada baseada nas
componentes normal e tangencial do vetor separacao da particula de fluido até ela.
Sendo assim, é importante que tenhamos uma maneira de calcularmos as distancias
normal e tangencial entre duas particulas. Uma visualizacao disto é mostrada abaixo:

A forma funcional da forca, neste caso, é dado por:

o3 -
-
o & o
Yy
i
DY

T
.
“
N

Regido de Fluido

Regido de Fronteira

Figura 16 — As particulas afastadas (em azul) sdo particulas de fluido, ao passo que as particulas dispostas
ao longo da linha (em vermelho), sdo as particulas da fronteira (corpo sélido ou parede)

f = nR(y)P(x) (5.1)

onde

f é a forca;
— n é a normal a particula da fronteira;
— X é a componente tangencial da distancia;

— y é a componente normal da distancia.

Explicitamente temos:

Al —q Yy

Al-q) ), q=5- (5.2)
\/5 2po

onde pg é o espacamento inicial entre as particulas. Com essas condigoes, a uma

R(y) =

distancia da ordem de algumas particulas da fronteira, a fungdo R(y) ja tende a

zero. O valor da constante A é dado por

i (0,01c + Betiy, - i) se fluido se aproxima da fronteira

1
n
0 caso contrario.
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onde g = 1.
Pa) 0,5[1 + cos(T2)], se z < po
xT) =
0, se & > po

e SPH Modificado (Monaghan)
Esta técnica é apresentada em Monaghan (MONAGHAN; 2005). Ela é similar aquela
apresentada anteriormente, a tunica diferenca estando na maneira que a forga é

calculada. Nesse caso temos novas definicoes para as fungoes R e P:

R(y) =VW(q)B, B=0,01c (5.3)

)], se0 <z <pg

e
—~
&
SN—
|
——
'
|
—~
Sla

0, outro

e Monaghan (MONAGHAN, 1994) - Escoamento em Superficie Livre (Forga
de Lennard-Jones) Este também é um método baseado em for¢a. No entanto, o

calculo da forcga é feito de maneira diferente dos dois casos anteriores.

— 7‘0

/= DI(

To ’F

= () (5.4)

r r r

onde:

— 7 é a distancia entre a particula de fluido e a particula da fronteira;
— p1 > po, por exemplo, 4 e 2, ou mais comumente 12 e 6;

— D é um parametro que depende do problema e tem dimensao de velocidade ao
quadrado (5ngH), n € N ;

— 1o € 0 espagamento inicial.

Se efeitos viscosos forem levados em consideracao, entdao as particulas de fronteira
devem ser incluidas no calculo da tensao viscosa, em todos os métodos baseados em
forga. Ao inicializar-se a rotina, deve-se assegurar que nenhuma particula esteja tao
proxima a fronteira que contenha superficie curva -quinas, por exemplo-, uma vez
que as forcas nessa regiao sao altissimas. O estado de equilibrio inicial é assegurado

por um termo resistivo na equacao de momento —7u, u sendo a velocidade.

5.1.2 Método das Particulas Fantasmas

Quando uma particula estd proxima a uma fronteira (ou seja, a uma distancia
menor do que o comprimento suavizante h), entdo uma particula virtual, chamada de
fantasma,(LIBERSKY, 2005) ¢é criada na parte exterior da fronteira pelo método da ima-
gem, ou seja, tomando a imagem de uma dada particula em relacao a fronteira. Ambas

as classes de particula, de fronteira e fantasma, possuem as mesmas propriedades, exceto,
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obviamente, velocidades, as quais sdo em sentidos opostos. Isto previne as particulas de
sofrerem penetracdo, uma vez que essa escolha estabelece a velocidade normal (perpen-
dicular) muito bem. Uma outra técnica (Técnica Uni-fronteira Tangente) que pode ser
implementada sugere que as particulas fantasmas sejam criadas durante a geracao da par-
ticula em si e, baseado na distancia normal a partir da tangente a fronteira correspondente

a esta particula, sua velocidade seja calculada. Operacionalmente teremos:
Uy = ———1Uy (5.5)

Este método tem sido usado por um ntmero consideravel de pesquisadores da area. O
unico problema que surge é que ele é um pouco complicado para se implementar uma
vez que ele envolve a geracao de particulas como uma funcao de distancia e angulo.
Assim, faz-se necessario calcular componentes normal e tangencial as particulas. Uma

visualizacao do tratamento Unica Fronteira Tangente é mostrado abaixo: Os seguintes

Fluid Region i

___________________________________________ .____IZI__________._____,_______________.___.Bnumiar)e_’lfangf:nt

- PY ® GhostParticles. o+ @ ~.Boundary Surface

v_g
® S S

Figura 17 — Um variante deste é o Método da Multi-fronteira tangente descrito em M. Yildiz e Suleman
(2008), & SPHysics.

passos sao envolvidos no processo:

1. A cada passo de tempo, para todas as particulas do contorno, retas tangentes sao

calculadas;

2. Dado que cada particula de fronteira tenha uma particula de fluido em seu dominio
de influéncia como vizinha, essas particulas de fluido sao espelhadas em relagao a

reta tangente a particula de fronteira correspondente.

3. Durante a implementacao SPH sobre as particulas fantasmas, para uma particula
de fluido com um truncamento na fronteira, as massas das particulas fantasmas sao

divididas pelo nimero das correspondentes as particulas criadas em excesso.

5.1.3 Combinacao do Método da Forca com Particulas Fantasmas

Este método é descrito em Ferrari at al.(FERRARI, 2010). Ele utiliza particulas de

fronteira como nos métodos de forca mas sem a aplicacao de forga propriamente dita. Ao
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invés disso, calcula-se um fluxo entre as particulas do fluido e cada uma das particulas da
fronteira através da utilizacdo do Ntcleo, espelhando-se localmente a particula de fluido
com cada particula de fronteira, imediatamente simétrica, ou seja, simétrica ponto-a-
ponto. A contribuicao da parede, no entanto, depende da posicao e velocidade da particula
de fluido, mas nao de suas vizinhas, obviamente. Na Técnica de Forca desenvolvida por
Monaghan, o passo de tempo devido a uma grande forca gerada pela fronteira, a qual
ocasionara, possivelmente, instabilidade nas solucdes. Uma outra vantagem dessa nova

abordagem, para condi¢des de contorno, é que nenhum parametro precisa ser modificado.

5.1.4 Técnica de Particulas de Fronteira Dinamicas

Esta técnica foi primeiramente usada por Dalrymple & Knio (CRESPO; DALRY M-
PLE, 2007), (DALRYMPLE; KNIO, 2000). O método de particulas de fronteira dindmicas
é, do ponto de vista computacional, bastante simples e de baixo custo, se comparado a
outros métodos. Neste caso, as particulas de fronteira sao incluidas em todos os calculos
envolvido no SPH, ao passo que suas posi¢oes sdo mantidas fixas. A vantagem ¢é que nés
nao requeremos que novas particulas fantasmas sejam criadas e nem mesmo a avaliagao
da distancia entre as particulas de fluido e fronteira, como é no caso em que forgas re-

pulsivas nas fronteiras sao utilizadas. A imagem abaixo mostra o procedimento. Um dos

I Al Particles involved in SFH calculations

Fluid Region . (J . S _J . O

' ® 0 @O &
s S @ ‘ _

. somoty 9“

. Fluid before SPH Calculation

() Fluid after SPH calulation

@ Solid before & after SPH calculation

Figura 18 — Escrever ainda

problemas que podem surgir nesta técnica é a penetracao de particulas de fluido através

da fronteira em virtude de uma aproximagao rapida por parte destas.
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Figura 19 — Escrever ainda

5.1.5 Puramente Geométrica

Como vimos, o SPH foi desenvolvido inicialmente para simular grandezas astrono-
micas, motivo pelo qual, as fronteiras nao constituiam um problema, como o que ocorre
para sistemas confinados, por exemplo. Nesse sentido, ao tratarmos de um fluido imerso

em uma regiao limitada do espago, estabeleceremos uma condi¢ao puramente geométrica

que confine o fluido dentro de uma regiao de interesse e observamos a solucao.

5.1.6 2nP-Catenaria

Nesta seccao estabelecemos uma geometria dada por uma funcao suave em todos
os pontos do dominio tratado (BARBOSA AT AL, 2017). A fungdo descreve uma regiao
de poco na qual um volume de fluido é inicialmente confinado e, a partir de um dado ins-

tante ¢ levado a uma condi¢ao dinamica descrita pelas equagdes de governo apresentadas

anteriormente. Considere entao a funcao

flz) = ;cosh[ﬁx%]

(5.6)

onde « e [ sdo parametros ajustaveis e n é um inteiro nao nulo. Inicialmente quando a

regiao for preenchida por particulas, dispostas conforme (5.6), a mesma apresentard um

gap na regiao onde a imagem nao-nula de f por Ax se concentra, em virtude da grande

variagao de f, como pode ser visto na figura (20) abaixo. Para contornar esse problema

considera-se um elemento da curva descrita por f, da seguinte maneira: seja

ds* = da* + dy?

(5.7)

o elemento infinitesimal de arco da curva em aprego. Apds uma algebra teremos:

dy

1+(d$

)2dx
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Figura 20 — Note que, para um Az na regido de imagem nio-nula, a variagdo da funcéo é grande e as
particulas estao distribuidas de forma a deixarem um gap, por onde as particulas de fluido atravessariam.

d

onde {f" = %. Agora, para variacgoes finitas considera-se ds = A e dx = dx, de forma
que:
A
0r = ——x 5.10
SRV 2 (5:.10)

onde, para n = 4,
8
f(z) = Eﬁzf sinh(3z®) (5.11)

Por fim, tem-se
A

N \/1 + Gi—gle‘* sinh(Bx®)

De posse dessa informacao pode-se gerar uma distribui¢do de pontos que caiam dentro

ox

(5.12)

da curva e estejam espagadas de acordo com o valor de A, escolhido como se queira. Para
tanto, considere a relagao de recorréncia:
A
+ 6432
14 i 8
\/1 + 2wt sinh(f28)

E(x+1):=&x)+ ox =&(x) (5.13)

where £(1) = —1.049 and cosh(—1.049) —1 = 1.28184 Apds essa correcao a regiao descrita
na figura (5.5) fica:

As componentes normal e tangencial ao longo da curva sao dois elementos do
triedro de Frenet(CARMO, 1976) e sao dados por:

1 83z"sinh(pBx®) |

T(x) - \/a2+64ﬂ2xz12sinh2(ﬂm8) X o \/ a2+64ﬁ2xrzsinh2(ﬂm8) y (5'14)
8B« sinh(Bx® A 1 R
n(x) =— b (bz) X+ y (5.15)

a? a?

a\/ 246452214 sinh? (B2%) \/ 21643224 sinh? (Bz®)
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Figura 21 — Preenchimento das regides com gap. Apds o procedimento supracitado as particulas de fluido
nédo atravessam mais a regido de fronteira.

onde, T e 1) sdo, respectivamente, os vetores tangente e normal. Note-se que 7 = n = 1.

e Condigoes de Contorno — Resumo — Vantagem — Desvantagem — Problemas

— Lennard-Jones

x Uma forca caracteristica é imposta ao sistema — Impede a penetracao —
As distribuicoes de forcas nas orientacoes paralelas ao contorno oscilam

causando distorcoes, instabilidades;
— Particulas Fantasmas

x HEssas particulas sao geradas, dinamicamente, a cada iteracdo — Impede
penetracao, eficiente para geometrias simples — Para geometrias comple-
xas torna-se dificil de implementar, Distor¢oes no fluxo na vizinhaca da

fronteira — A maioria dos problemas podem ser resolvidos;

Fronteira Dinamica

x A dindmica se estabelece com particulas normais ao contorno — Custo
computacional baixo — Ocorre a penetracao de particulas de alta velocidade

— Condigoes periddicas (Ondas e Oscilagoes de fluidos);

Catenéria &P

x O contorno é gerado por uma fungao f com certas propriedades — Custo
computacional baixo, Impede a penetragao — De acordo com o problema,
a forma funcional pode ser complicada — Pode precisar de uma condigao

auxiliar para preencher gaps gerados por f,

No que se segue, apresenta-se os resultados da simulagdo do rompimento de uma
coluna de fluido com forma regular, segundo as equagoes de governo (2.42). As equagdes

em questao foram codificadas em C e compiladas usando-se o software VISUALSTUDIO
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(MICROSOFT, 2015) e com cooperagao técnico-cientifica com o Laboratério Voxar, CIN
- UFPE.
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5.25e+03

Figura 22 — Instantaneo da evolugao do sistema, n = 4.

5.25e+03

Figura 23 — Instantaneo da evolugdo do sistema, n = 4.
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5.26e+03

Figura 24 — Instantaneo da evolugao do sistema, n = 4.

Figura 25 — Instantaneo da evolugao do sistema, n = 4.
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5.28e+03

Figura 26 — Instantaneo da evolugao do sistema, n = 4.

5.25e+03

Figura 27 — Instantaneo da evolugdo do sistema, n = 4.
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5.25e+03

Figura 28 — Instantaneo da evolugao do sistema, n = 4.

5.25e+03

Figura 29 — Instantaneo da evolugdo do sistema, n = 4.
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Figura 30 — Instantdneo da evolugdo do sistema, n = 36, n = 36 com a coluna de fluido no meio e
resultado da Voxar Labs com Lennard-Jones.
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Figura 31 — Instantdneo da evolugdo do sistema, n = 36, n = 36 com a coluna de fluido no meio e
resultado da Voxar Labs com Lennard-Jones.
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Figura 32 — Instantdneo da evolugdo do sistema, n = 36, n = 36 com a coluna de fluido no meio e
resultado da Voxar Labs com Lennard-Jones.
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Figura 33 — Instantaneo da evolugao do sistema, n = 36.
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Figura 34 — Gréficos em Python da regido funcional para n = 4 e da Regido preenchida por particulas,
para n =4, em (5.6)
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Figura 35 — Variagdo de energia e pressao no tempo, para n = 36 em (5.6).
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Figura 36 —
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Distribuicao de pressao e variacdo da velocidade com o tempo para n = 36 em (5.6).
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Figura 37 — Posicdo x(t) e y(t) para n = 36 em (5.6).
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Figura 38 — Posigoes, x(t), para solugdes Voxar Labs, com a condigdo de contorno de Lennard-Jones e a
condicao funcional com n = 36.
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Figura 39 — Pressoes, P(t), para solugbes Voxar Labs, com a condigdo de contorno de Lennard-Jones e a
condi¢ao funcional com n = 36.
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Figura 40 — Posi¢oes, y(t), para solugdes Voxar Labs, com a condigdo de contorno de Lennard-Jones e a

condigao funcional com n = 36.
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Figura 41 — Velocidades, v(t), para solugdes Voxar Labs, com a condigdo de contorno de Lennard-Jones

e a condicao funcional com n = 36.
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Figura 42 — Energias, E(t), para solugoes Voxar Labs,
condigao funcional com n = 36.
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APENDICE A - Fundamentos Mateméticos

Este capitulo preliminar proporciona uma rapida revisao dos fundamentos
matematicos usados no estabelecimento das ideias, modelagem e principios fisicos funda-
mentais. O tratamento é exclusivamente no Espaco Euclidiano R?, usando-se Coordenadas

Euclidianas Canonicas .

A.1 Topologia do Espaco Euclidiano

Espaco Euclidiano n-dimensional. Seja n um niimero natural. O espaco euclidi-
ano n-dimensional R" é o produto cartesiano de n fatores iguais a R: R" = Rz R...x R(LIMA,
2013). Seus elementos sdo, entdo, sequéncias ou n-uplas de termos reais r = (x1, ..., Z,).
Para cada i, ¢ = 1,...,n, o termo z; chama-se a i-ésima coordenada de x. Nesse sentido,
entdao, quando n = 1, R! é a reta real. Quando n =2 e 3, respectivamente, temos o plano

e o espago euclidianos.

A.2 Algebra e Anélise Tensorial

A.2.1 Introducao

Nesta sec¢ao apresentamos algumas regras fundamentais e resultados canonicos da
algebra e cdlculo tensoriais permanentemente usados na mecanica do continuo linear e nao
linear. A maioria das proposicoes serdo dadas sem demonstragoes. Para uma exposicao
mais detalhada consultar os textos padroes, tais como (TRUESDELL WALTER NOLL,
2004), ((EDS.), 1981). Em Mecénica do Continuo, as quantidades fisicas podem ser:

e Escalares, como tempo energia e poténia,
e Vetores, como posicao, velocidade e forca,

e Tensores, como medidas de deformacao e tensao.

Desde que podemos interpretar escalares como tensores de ordem zero e vetores
como tensores de primeira ordem, todas as quantidades tratadas em mecanica do continuo

podem geralmente ser consideradas como tensores de diferentes ordens. Elas podem, entao,
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ser definidas para todo o corpo como uma variavel global (tipo a for¢a resultante atuando
em um corpo) ou como local ou variaveis de campo, ou seja, definida em cada ponto
do corpo, como, por exemplo, sua velocidade. Nossa curta introdugdo matematica tem o
objetivo de nos tornar mais familiar com o conceito de tensor. Iniciaremos com a algebra
dos tensores. Posteriormente, consideraremos fungoes tensoriais ou campos tensoriais, nos
quais realizaremos o calculo ou analise tensorial. Finalmente, consideraremos integrais sob
tais campos, as quais nos fornecera tensores resultantes ou valores médios dos campos.
Notagoes. A notacao candnica para escalares sera dada por letras do tipo «,..., § ou a,...,
b. Para vetores usaremos letras latinas mintisculas ou maitsculas em negrito, a,... b, A
,..., B. Para tensores de segunda ordem usaremos letras maitsculas identificadas A, B,

... . Conjuntos e espacos sao denotados por letras cursivas como:

e R, conjunto dos nimeros reais,
e RT .conjunto dos niimeros reais positivos,
e R" conjunto das n-uplas reais ordenadas.
Se V e W sao conjuntos, uma aplicacao ou funcao
fVy—-=w (A1)

assinala a cada elemento de seu dominio V, um unico elemento de sua imagem W. se

quisermos dar nomes as variaveis escrevemos:
fivow (A.2)

Claramente, o argumento é v € V e seu valor ou imagem sobre fé w = f(v).

A.2.2 Algebra Vetorial

Os seguintes conceitos sao familiares a qualquer estudante de graduacao em cién-
cias exatas e engenharia. Um espago vetorial real V é um conjunto, cujos elementos

sao vetores e que sao munidos com uma adig¢ao
"4+7: V2V = V|(a,b) >a+b (A.3)
e uma multiplicagao por escalar
7 RxY = V|(v,a) > a-a (A.4)
Sejam V e W espacos vetoriais e f uma aplicagao

frV =W (A.5)
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f é chamada vetorial se ela é compativel com as duas estruturas lineares, isto é,
f(v+w) =f(v) +f(w) Vv,w eV (A.6)

flav) = af(v) (A.7)
VW, eV,a €R

A.2.3 Tensores de Segunda Ordem

Tensores de segunda ordem sao transformacoes lineares de V em V), isto é,
T:V—V (A.8)
que aplica cada vetor u em um vetor
v =T(u). (A.9)

Qualquer funcao linear de argumento vetorial é um tensor. As operagoes de soma e mul-

tiplicagao por escalar de tensores sao definidos por
(S+T)v=Sv+Tv (A.10)

(aS)v = a(Sv) (A.11)

onde a € R. Adicionalmente, o tensor nulo, 0, e o tensor identidade, I, sdo, respectiva-

mente, os tensores que satisfazem

ov=0 (A.12)
Iv=v (A.13)
V v € V O produto de dois tensores S e T ¢ o tensor S T definido por

(ST)u = S(Tu) (A.14)

Em geral,
ST #TS (A.15)

se ST=TS, entao S e T sdo ditos comutarem.

A.2.4 A Transposicdo. Tensores Simétrico e Anti-Simétrico

A transposta, T*, de um tensor T é um tensor tinico que satisfaz
Tu-v=u-Tv (A.16)

Vu,veySe
T=T¢ (A.17)
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entdo T é dito ser simétrico. Se
T=-T°" (A.18)

T ¢ dito ser anti-simétrico. Qualquer tensor T pode ser decomposto como a soma

T = Sim(T) + Anti(T) (A.19)
de sua parte simétrica
1
Sim(T) = §(T + T*) (A.20)
e parte anti-simétrica
1
Anti(T) = §(T —T%) (A.21)

A.2.5 Produto Tensorial
O produto tensorial de dois vetores u e v, denotados por
u®v (A.22)
, € 0 tensor que aplica cada vetor w no vetor (u - w)v:
(uv)w=(u-w)v (A.23)

O produto tensorial é, as vezes, referido como produto diddico ou de Kronecker.Segue
abaixo algumas propriedades que se verificam para quaisquer vetores s, t, u, v, w e

tensor S:

L u® (viw)=u®@viu®w.
2. (uev)=veu).

3. (uev)(s®t)=(v-s)udt
4. e® e¢; = 1.

5. S(u®v)= (Su)®@v.

6. (u® v)S=(u® S*v).

A.2.6 Componentes Cartesianas e Representacao Matricial

Qualquer tensor de segunda ordem T pode ser representado como
T = T1181 X e+ T1291 Xeq+ ...+ Tnnen X e, = ﬂjei & €; (A24>

onde
Tij =" Tej (A25)
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sdo as componentes cartesianas de T. Note que em (2.7), nenhuma soma estao implicada
sobre o indice n. Qualquer tensor de segunda ordem ¢é unicamente definido por suas
componentes cartesianas. Assim, arranjando as componentes 7;; em uma matrix, podemos

ter a seguinte representagao matricial para T

Ty Tho Tr1n
Ty T Tron
[T] = (A.26)
Tnl Tn2 TTnn
Com efeito, as componentes Cartesianas do tensor identidade, I, fica
de forma que sua representacao matricial é dada por
[T] = (A.28)
00 ... 1
As componentes Cartesianas do vetor v = Tu sao dados por
v; = [Tik(ey @ ex)wen] - €5 = Tiju,. (A.29)

Assim, a matriz [v] de componentes Cartesianas de v é obtida do produto das matrizes

U1 Ty Tho Trin Uy
V2 Ty Ty Tron Uz

v] = [T = (A.30)
Un, Tnl Tn2 TTnn Unp,

t
Pode-se facilmente provar que as componentes Cartesianas Tfj da transposta 7" de um

tensor T sao dadas por

T = Tji

(A.31)
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de forma que Tfj tem a seguinte representacao matricial Cartesiana

Tll T21 TTnl
T21 T22 TTnQ

T =] - (A.32)

Tln T2n TT’rm

A.2.7 Traco e Produto Interno

Para quaisquer u, v € V, o trago do tensor (u®v) é uma aplicagdo linear definida
por
Tr(u®@v)=u-v. (A.33)

Para um tensor genérico, T = Tj; = e; - Te;, segue-se que
T’T’(T) = TijTr(ei X ej) = 7—;,]52 = j—;z (A34)

isto é, o traco de T ¢ a soma dos termos diagonais da representacao matricial cartesiana
[T]

Segue abaixo algumas propriedades basicas
1. LT = Tx(T).
2. R(ST)=(S*'R): T= (RTY") :S.
3.u-Sv=S:(u®v).
4. s®@t): (u@v)=(s-u) (t-v)
5. T, =T : (e ®ej)
6. (U@ v)i; = (u@V): (e ®ej) = v
7. Se S é simétrico, entdo S: T =8 : T* = S: Sim(T)
8. Se S é anti-simétrico, entao S : T =-S : T* =S : Anti(T)

9. Se S é simétrico e T é anti-simétrico, entao S : T = 0.

A.2.8 Diferenciacao

Sejam X e ) espagos vetoriais normados de dimensao finita e seja uma fung¢ao Y

definida por Y : D C X — ), onde o dominio D de Y é um subconjunto aberto de X. A
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funcao Y é dita ser diferenciavel em um argumento Xg € D se existir uma transformacao
linear DY (Xp) : X — Y tal que, quando U € X tende a zero, (o elemento 0 de X),

Y (Xo +U) = Y(Xo) + DY (Xo)[U] + o(U) (A.35)

onde

DY (Xo)[U] (A.36)
denota a transformacao linear em U, representada, em notagao abstrata, e
o(U) (A.37)
é um termo que tende a zero mais rapido do que U, isto é,

Lol
u—o U

(A.38)

Se a aplicacao linear DY (Xj) existe, ela é tnica e é chamada derivada de Y em Xg. A

derivada satisfaz

DY(Xo)] = lim  ~[Y(Xo + &) — Y(Xo)] = LY (Xo + ed)]os (A.39)

e—0eeX ¢ dE

para cada U € X. Note que, para um dado U, o termo DY (Xy)[Uf] é a derivada direcional
de Y (emXp) na direcao de U.

A.2.9 Linearizacao de Uma Funcao Nao-Linear
A fungdo L : D C X, definida por
L(U) = Y (Xo) + DY (Xo)[U] (A.40)

¢ a chamada linearizacdo de Y em relacao a Xgq, isto é, ela é a aproximagao linear a Y
em Xg. Note, observando (2.18) que a fungao definida em (2.20) corresponde, com efeito,

a aproximagao a Y que ignora todos os termos de ordem superior (ndo-lineares) em U.

A.2.10 O Gradiente

Desde que a derivada é uma transformacao linear entre espaco vetoriais de di-

mensao finita, ela pode ser representada como
DY (Xo)[U] = VY (Xo) xU (A.41)

onde VY (Xp) ¢ o gradiente de Y em Xg e o simbolo "*’ denota uma operacao de produto

apropriada.
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A.2.11 A Divergéncia

Seja v : D C & — U um campo vetorial suave em D. A divergéncia de v é o

campo escalar, definido por

Gvi
8277;

Agora seja T um campo tensorial de segunda ordem suave em D. A divergéncia de T é o

V-v=Tr(Vv) = (A.42)

campo vetorial, denotado por V - T, que satisfaz
(V-T)-u=V-(T"), (A.43)
V u € U. Em componentes Cartesianas temos

aT;;
(V-T), = oz,

(A.44)

A.2.12 O Teorema da Divergéncia

Seja B C &£ uma regiao fechada com fronteira suave por partes 0B e seja «, v e

T um campo, escalar, vetorial, e tensorial, em B, respectivamente. Entao,

/ omda:/Vadv
oB B
/ v-nda:/V-vdv (A.45)
oB B
Tnda — / v T
oB B

Consideremos, agora, algumas relagoes tteis envolvendo gradientes e divergentes. Sejam
entao, a e T, respectivamente, campos escalar e tensorial, suaves em D C £ e sejam u e

v campos vetoriais suaves em D. As seguintes relacoes tteis se verificam:

1. V(ou) = aVu + u ® Va.

2. V-(ou)=aV-u+u-Va

3. V(u-v) = (Vv)u + (Vu)v

4. V- (u®v) =uV-v + (Vu)v.

5. V- (Tu)=T':Vu+u-V-(T).

6. V-(aT)=aV- -T + TVa.

A.2.13 Linearizacao de Problemas Nao-lineares

A linearizacao de problemas nao-lineares desempenham um papel crucial na me-
canica tedrica e computacional. Uma apresentacdo interessante da teoria da linearizagao é

dada por Marsden e Hugues (CHORIN, 1993) dentro de um tratamento matemético mais
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geral e por Hugues e Pister (HUGHES; PISTER, 1978), em um contexto da mecéanica
dos soélidos. Na mecanica do continuo tedrica, o conceito de linearizacao ¢é essencial na
construcao das aproximacoes lineares para teorias nao-lineares gerais. Na mecéanica com-
putacional, por outro lado, o interesse em linearizacdo deriva geralmente do fato de que
solugdes numéricas de problemas nao-lineares sdo usualmente obtidos por algoritimos que
requerem a solu¢ado de uma sequéncia de problemas linearizados (ou aproximadamente
linearizados). Um exemplo tipico é o conhecido esquema iterativo de Newton-Raphson

((AUTH.), 2008),muito empregado nos cursos de calculo numérico.

Consideremos agora o problema linear e sua foram linearizada. Seja Y : D C X
— Y uma func¢ao nao linear genérica. Nosso problema nao-linear genérico consiste em

encontrar X € D tal que
LU) =Y(Xo) + DY (Xo) U] =0 (A.46)

onde, L(U) é a linearizagao de Y em X

A.3 Funcoes e Distribuicoes

Em uma aula na graduacao em fisica, o professor sera tentado, em certas ocasioes,
a dizer: “seja 0(x) uma funcao na reta que é igual a 0 distante do 0 e é infinita em 0 de tal
maneira que sua integral total é 1. A propriedade mais importante de §(z) é exemplificada

pela identidade .
| é@)ia)dz = o(0) (A.4T)

onde ¢ é qualquer funcao continua de x.” Tal fung¢do é um objeto que se gostaria de
usar com frequéncia; mas ¢é claro, nao existe tal fungdo, pois uma funcao que é nula em
toda parte exceto em um ponto, tem integral nula. No geral, o importante é perceber
o que o professor esta tentando estabelecer: descrever um objeto em termos da
maneira que ele se comporta quando integrado contra uma funcio. E para tal
proposito que a teoria das distribui¢oes (DUISTERMAAT, 2010) ou fungoes generalizadas
foi criada. Ela pode ser formulada em todas as dimensoes, seu escopo matematico é
vasto e ela tem revolucionado a analise moderna. Uma maneira de elaborar, do ponto de
vista distribucional, é notar que, uma definicdo pontual de func¢des nao é muito relevante
em muitas situagoes que surgem na engenharia ou fisica. Isto é devido ao fato que as
observagoes fisicas frequentemente nao representam cédlculos afiados em um tnico ponto
no espago-tempo, mas, invés disso, médias de flutuagoes em regioes pequenas, mas finitas
do espago-tempo.

Este ¢ um ponto essencial na teoria dos sinais, onde existem limitacoes na deter-

minac¢ao dos comprimentos dos pulsos e na teoria quantica, onde os campos eletromag-

néticos de particulas elementares nao podem ser medidos a menos que se use um corpo
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teste macroscopico. Do ponto de vista matematico, pode-se dizer que uma medigao de
uma quantidade fisica, por meio de um corpo-teste fornece uma média de valores desta
quantidade em uma regido muito pequena, a tltima sendo representada por uma funcao
suave que € zero fora de um pequeno dominio. Substitui-se o corpo-teste por essas fungoes,
as quais sdo naturalmente chamadas fungoes testes. O valor assim medido é uma funcao
no espaco das funcoes teste e a interpretagdo da medicao como uma média torna claro
que esta funcao deve ser linear. Assim, se T é o espaco das fungoes-teste (nao especificado
nesse trabalho), quantidades fisicas assinalam valores reais ou complexos as fungoes em
T. Concentrando-se na nossa ideia de que medigoes sao médias, reconhecemos que, as ve-
zes, as coisas nao sao tao ruins assim e que, na verdade, medicoes pontuais sao possiveis.
Assim, fungoes ordinarias sao também passiveis de serem vistas como funcionais em T.

Se f é uma tal fun¢do ordinaria, ela representa o seguinte funcional em T:

6 / f(@)(a)dx € C (A.48)
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APENDICE B - Calculo do Gradiente da

Funcao Peso W

Queremos calcular V;W;;. Para tanto, sejam

T; = 4% + 4§ + 22 (B.1)
onde T, § e Z sad versores na direcao de x;, ¢ = 1, 2, ..., n, o nimero de particulas e
Tj = 2,8 + ;0 + 22 (B.2)
j=1,2, .., n-1, éonamero de particulas vizinhas as particulas 7. de forma que
T — T = (x; — )T+ (yi —y;)9 + (2 — 25)2 (B.3)
Seja entao:
o= =y = (=) ()t (- ) (B.4)
ry = @ =2+ =y (- ) (B.5)

Consideremos entao a expressao para W;;:

B—q°—6(2—¢°+15(1—¢q)° se 0<q<1

W) B-a—62-9° se 1<q<2
Y (3—¢q)° se 2<¢g<3
0 se outro

Como W;; = W;;[ri;(x,y)], entdo:
(‘WVZ o an] 8%

= B.
k = x, y e z. Teremos entao, para ﬁiWij:
ﬁZVVU _ 8Ww (97”17 N 4 8W1J 67@ N i 8WU 87@ 5= 8W1J 87’13@ i 87’ij:g i 87}] 2] (B?)

67"1']' (9.1'1 . 87"ij ayz Y arij 8ZZ‘ arij [8:171 33/1 aZZ

Por outro lado:

orij (i — ;)
O \J(wi — 2)? + (yi — v3)* + (2 — 2)°
Orij _ (vi — )
Oy \J(wi — ;) + (i — y;)> + (2 — 7)?
ori; (2 — %)
Oz \Jwi— mj)2 + (i — )2 + (2 — )2
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Assim:
) oW, -z ) —y; i
ViWi; = B [ (& — ;) T+ (b: — 4) (0
i @i — )2+ =)+ (5= ) @ — 1)+ (= 9+ (- )’
R~ Zj A
+ - ( i) - 22] (B.8)
V@i =)+ (i — v)* + (21 — %)
Usando (B.3) e o lado direito de (B.4) teremos
L m—m oWy o F W,
VWi, = i 7 X OWij ViW;; = Li OWij (B.9)
Tij 8T‘ij Tij 87%']‘
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APENDICE C - Equacio de Poisson Discreta

e Formulacao Matricial

Consideremos equagao:

Vi (P — Py - Vg, 1
Z&( 2j>r] Ve :7Z‘Guij'vwij (C.1)
j Py 7nij—i_772 At j

A equacao acima pode ser reescrita como

Y (P —-P) ZBU (C.2)

J

_ 2V; r” Vw”
onde A;; = o e B = At

membro da Eq.(2) como X3 Py Aij = Sy 6 Pe Ay = L (5,0 Aig) P = S A B
> b A;j =3 Aip Py, assim podemos reescrever a Eq.(2) como

Vi, - Vw;; Podemos desenvolver as parcelas do primeiro

ZMik P. =0 oude formasimbdlica M-P= 5, (C.3)
k

onde Mzk = Azk: — /Lkebl = Z] Bija

Ay = Z(sik:Aij:{Zinanz‘a para i = k0, parai#k=(a); 0 --- 00ay ---
j

0::
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APENDICE D - Método Numérico

D.1 Introducao

Neste trabalho, seguimos um procedimento numérico elementar para a in-
tegracdo da equagdo de governo. Primeiramente foi escrito um cédigo para busca de
particulas e posteriormente, um esquema numérico foi estabelecido para a solucao das

equacoes.

D.2 Busca por Particulas

Nesta seccao usamos um algoritmo de busca. No método SPH, as aproxi-
macoes sao feitas através de um produto por convolugao com o nicleo W, que possui as
propriedades enunciadas anteriormente. Apesar de usarmos um nimero finito de particu-
las, a priori, um algoritmo elementar varreria o conjunto de todas as particulas do sistema
fazendo com que houvesse um trabalho arduo por parte da maquina. No entanto, as par-
ticulas vizinhas a uma dada particula de interesse, ou seja, particulas dentro do raio de
atuacao de uma particula com indice fixo em uma dada iteracdo, reduz consideravelmente
a busca, mas que, ainda, dependendo do niimero de particulas do sistema, pode ser muito

dispendioso. Métodos de buscas sofisticados, entao, tornam-se necessarios. De qualquer

o
)
2le® o o
(-]

o
o
o 4
o
<]

(=)
o

° i
kh o |e o | .%e °
] ) A o

kh

Figura 43 — Busca de particulas vizinhas utilizando uma malha bidimensional uniforme cujo espacamento
de cada célula coincide com o raio de influéncia xh. A regido amarela é a regido de busca quando a particula
considerada ¢ a i-ésima. Figura extraida de (NETO, 2007)

forma, um algoritmo para a solucdo do problema deve ser desenvolvido com um método
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de busca eficiente. Um tal método pode ser encontrado com mais detalhes em (NETO,

2007), por exemplo.

4 Busca por
Inicializagao )
Particulas

N T

D.3 Meétodos Numéricos

D.3.1 Integracdo Numérica Temporal

Apoés cada ciclo de célculo do sistema SPH para o nosso sistema [Ref],
a fim de atualizar as grandezas envolvidas (ou seja, posigao, velocidade, densidade e
pressao), num dado instante de tempo do ciclo, é necessério integrar a equagao de momento
[Ref] em relagao a variavel temporal. No calculo numérico existem véarios métodos para
a integragdo de equagoes diferenciais (?77). Dependendo da maneira que se calcula as
variaveis incognitas para o sistema, os métodos de integracao dividem-se, basicamente,

em dois tipos: métodos implicitos e métodos explicitos.

e Métodos Implicitos. As variaveis desconhecidas sdo dadas implicitamente como a
silucdo de um sistema de equacoes envolvendo o estado atual e o desconhecido do

sistema.

e casos estdticos e quase-estdticos

Por exemplo, em problemas estruturais, para o caso estatico, e estampagem de
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metais, para sistemas quase-estaticos.

® o———0 e p+l

- i

Figura 44 — Representacao de um esquema implicito. Figura extraida de (PEREIRA, )

e Métodos Explicitos As variaveis sao calculadas considerando-se apenas o estado

atual do sistema

— Casos dinamicos
Fendémenos dinamicos sao naturalmente mais instaveis do que os estaticos, onde
as propriedades dos materiais podem variar com a taxa, que pode ser abrupta
ou nao. Enfim, uma série de fatores que afetam os resultados. Por exemplo, em

sistemas dindmicos, tais como dindmica de fluidos, problemas de colisoes, etc.

o o o o o g4
!
i
1
.

Figura 45 — Representacao de um esquema explicito. Figura extraida de (PEREIRA, )

D.4 Integracao

O problema se resolve com os passos:

e Equacoes:

r; = 1] +Vv;xdt (D.1)
dv ol P, P
- = <p2 + p§> ViWij(xij, h) (D.2)
=1 i P
dXZ'
Vi = (D.3)

e Integracao numérica:

r; = r; +Atxv] (D.4)
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vi = v+ At ij<z

2

AXZ‘
At

vV, =

P.
+ 5) ViWi;(rij, h)]
Pj

onde v; é a velocidade e V;W;;(r;;, h) é dado no apéndice [Ref]

Enfim, tem-se o seguinte fluxograma:
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e Pressao

-
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Integracao

Temporal

Condicao
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Livre

de

Contorno
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D.5 Leitura e Exibicao de Dados

Apoés esses procedimentos, uma série de arquivos de dados foram gerados e
posteriormente lidos no software Paraview ((C) SANDIA CORPORATION, 2005-2008)

Fle Edit View Sources fiters Tools Macros Help
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™)
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Figura 46 — Paraview versdo 4.0.1 ((C) SANDIA CORPORATION, 2005-2008)

D.5.1 Figuras e Graficos
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Figura 47 — Paraview versdo 4.0.1 ((C) SANDIA CORPORATION, 2005-2008)
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APENDICE E - Equacio de Momento

Considere a equacao de momento continua:
— =—-VP (E.1)

cuja discretizacao por particulas é dada por

d
i’ _ _pZTZjPV Wi (E.2)
=1 7

onde, P; é uma notagao para P(z;). No entanto, a expressao [Ref] é escrita da seguinte

forma:
dv

bt

Pi=1 Pj

P, P

\VATIS E.3
p; p]> ! (E:3)

Essa equacao foi usanda na simulagao como um artificio numérico bésico

na area (melhorar ess afirmacao).

Afirmacgao: essas expressoes sao equivalentes. Com efeito, seja ¢ = %. Entao:

1
Vo=V (f) =-Vf— %Vp (E.4)
P P P
Logo: )
Vf=pl|V <f> + J;Vpl (E.5)
L \» P
Assim, para a equacao indicial, teremos:
Vii=pi |V (?) + ;Vm] (E.6)

Aplicando agora a definicao de gradiente SPH para %, teremos:

[ N N
Vo= o[> (f ) VIl + 5 S v, (E.7)
_j=1 p] 1 p’L 7=1
Xy fi
Vii = pi Z ( JV iWij + =5 Vi m]) (E.8)
Lj=1 'OJ p
al fi [
Vii=pi|>_ m, (2 + é) Vil (E.9)
j=1 Pi pj
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