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Resumo

Os modelos de regressao sao amplamente utilizados quando desejamos avaliar o com-
portamento de uma ou mais caracteristicas de interesse (variaveis respostas), em fungao de
outras caracteristicas observadas (variaveis explicativas). No entanto, os modelos usuais
em geral sao bastante restritivos e, naturalmente, ocorre uma busca por modelos cada
vez mais flexiveis. Neste contexto, Dey et al. (1997) propoem uma classe de modelos
lineares generalizados superdispersados, os quais tem a capacidade de controlar a vari-
abilidade modelando também sua dispersao de forma independente de sua média. Por
outro lado, classes de modelos semiparamétricos estao cada vez mais relevantes na litera-
tura, visto que estes apresentam grande flexibilidade na relagao entre a variavel resposta e
suas correspondentes variaveis explicativas. Nesta dissertacao estendemos a classe de mo-
delos superdispersados propostos por Dey et al. (1997) para o ambito semiparamétrico,
ao considerar que a média e a dispersao da variavel resposta dependem de componentes
paramétricos nao lineares e de componentes nao paramétricos. Propomos um processo
de estimacao conjunto dos parametros do modelo, e adicionalmente, um critério para a
selecao dos parametros associados a suavidade das fungoes nao paramétricas. Desenvolve-
mos técnicas de diagnostico baseadas em medidas de alavancagem, analise de residuos e
influéncia local. Na anélise de influéncia local, foram considerados trés esquemas de per-
turbacao: perturbagao na variavel resposta, perturbacao nos preditores e ponderacao de
casos. Por fim, foram realizadas implementacoes computacionais das técnicas de diagnos-
tico com o auxilio do software R, as quais sao relacionadas com propostas de aplicagoes
praticas envolvendo anélise de dados reais.

Palavras-chave: Influéncia local. Métodos de diagnostico. Modelos com superdispersao.
Modelos de regressao semiparamétricos.



Abstract

Regression models are widely used when we want to evaluate the behavior of one or
more characteristics of interest (response variables), according to other observed charac-
teristics (explanatory variables). However, usual models are so restrictive and, naturally,
a search for models is becoming increasingly flexible. In this context, Dey et al. (1997)
proposed a class of overdispersed generalized linear models, which has the capacity to con-
trols variability the also modeling a dispersion independently of the mean. On the other
hand, are increasingly relevant in literature, since they have great flexibility in the rela-
tionship between the response variable and their corresponding explanatory variables. In
this work, we extend to the class of models proposed by Dey et al. (1997) for semiparame-
tric context, considering that the mean and the dispersion for response variable depend on
nonlinear parametric components and nonparametric components. We propose the joint
parameter estimation process, and in addition, a selection criteria for the smooth param-
eters associated with nonparametric functions. We develop diagnostic techniques based
on leverage measures, residuals analisys and local influence under different perturbation

schemes. Finally, applications to real data are presented.

Keywords: Diagnostic methods. Local influence. Overdispersion models. Semiparame-

tric regression models.
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CAPITULO 1

Introducdo

1.1 Motivacao

Comumente nos deparamos com situacOes praticas nas quais temos o interesse em
avaliar o comportamento de uma ou mais varidveis respostas em funcao de outras variaveis
observadas (variaveis explicativas), isto é, modelar uma possivel rela¢ao entre variaveis de
interesse. Em geral, esse comportamento é estudado por meio da média da distribuicao
condicional da variavel resposta dado as variaveis explicativas. Essa esperanca é entao
associada a um preditor, que em grande parte das vezes é representado em funcao de
parametros. Vale ressaltar que é usual utilizar o modelo linear classico, o qual considera
uma relagao linear entre a varidvel resposta e as explicativas e também que os erros
associados ao modelo segue uma distribuigao normal. No entanto, por diversos fatores,
esse tipo de modelagem pode nao ser viavel, e consequentemente causar interpretacoes
erroneas. Uma forma de contornar a situagao é utilizar técnicas para transformacao de
variaveis em busca da normalidade, mas eventualmente torna o modelo mais dificil de
interpretar ou acaba nao implicando na normalidade da variavel transformada.

Por esse fato, alguns pesquisadores da area vém propondo metodologias mais sofisti-
cadas e que generalizam essa modelagem classica, gerando classes de modelos bem mais
flexiveis. Uma dessas classes na qual merece destaque sao os Modelos Lineares Generali-
zados (MLGs), proposta por Nelder e Wedderburn (1972), baseando-se na suposi¢ao que a
componente aleatoria pertence a familia de distribui¢oes denominada familia exponencial.
Além disso, a relagao entre a variavel resposta e suas correspondentes variaveis explicati-
vas nao necessariamente devem ser lineares, basta apenas que seja modelada através de
uma estrutura linearizdvel. Discussoes mais abrangentes acerca dessa classe de modelos
podem ser encontrados em Paula (2004), Cordeiro e Demetrio (1986) e Turkman e Silva
(2000), por exemplo.
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Por outro lado, mesmo nessa classe que possui um leque de opcoes bem amplo, ha
a presenca de problemas do ponto de vista pratico. Um problema ocasional em anélise
de regressao se dd quando a variabilidade predita pelo ajuste do modelo é maior do
que sua variabilidade tedrica, ou em casos que até mesmo a sua variabilidade nao seja
constante. A esse evento da-se o nome de superdispersao, o qual vem sendo largamente
discutido por intiimeros autores. Formas de resolver esse problema sao discutidas por Efron
(1986), Smyth (1989) e Dey et al. (1997), considerando uma modelagem também para o
parametro de escala do modelo em questao. Especificamente, Dey et al. (1997) apresentam
uma generalizagao a familia exponencial dupla introduzida por Efron (1986), para inserir
um parametro que controla a variancia do modelo, e assim obter uma modelagem para a
média e variancia de forma independente.

Uma outra discussao importante é no que diz respeito a estrutura funcional do modelo,
ou seja, de que forma a variavel resposta esté relacionada as suas covaridveis. Em muitos
casos, atribuir uma forma linear ou linearizavel a essa relagao pode nao ser satisfatoria o
suficiente. Uma alternativa é considerar fungoes nao lineares, porém esse caso ainda é bas-
tante restritivo e impoe um conhecimento prévio da relagao funcional. Em contrapartida,
o uso de fungoes de suavizagao para a construgao de modelos de regressao nao paramétri-
cos permite estudar relagoes sem necessariamente conhecer sua estrutura funcional. Do
ponto de vista pratico, a relagao entre algumas varidveis podem ser simples de identificar
e outras nao, motivando o uso de métodos distintos relacionados a cada variavel. Como
forma de unir essas duas metodologias de analise na busca para a melhoria do ajuste, é
possivel considerar a inclusao dessas relagoes nao paramétricas em modelos paramétricos,
permitindo uma maior flexibilidade para estimar as fungoes regressoras estendendo-se a
classe de modelos semiparamétricos. Dentre essa classe de modelos, podemos destacar os
modelos aditivos generalizados (MAGs), com importante utilidade por representar uma
extensdo semiparamétrica dos MLGs. Como ressalta Conceigao et al. (2001), para o
uso desses modelos nao ¢é necessario sequer ter algum conhecimento prévio da relagao de
regressao, bastando apenas estimé-la através dos dados.

Além disso, no contexto de modelos de regressao um topico crucial é a avaliacao do
ajuste do modelo, tanto na verificagao das suas suposi¢coes como em relacao a presenca de
observagoes influentes. Essa etapa é conhecida na literatura como analise de diagnostico e
teve inicio nos modelos lineares classicos. Desde entao, seu conceito vem sendo estendido
a diversas classes de modelos na forma de anéalise de residuos, alavancagem, influéncia
global e influéncia local.

Em Terra (2013) sao abordados os modelos nao lineares generalizados superdispersa-
dos. Diante disso, a ideia principal dessa dissertacao é considerar essa classe de modelos
e introduzir componentes nao paramétricos, obtendo assim um modelo semiparamétrico
que seja extremamente versatil do ponto de vista pratico e abordar técnicas de diagnostico
especificas para essa classe de modelos.
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1.2 Objetivos

Essa dissertacao tem como foco principal trés objetivos. O primeiro objetivo é fazer
uma revisao literdria acerca de modelos de regressao com superdispersao e do uso de
fungoes de suavizagao na construgao de modelos semiparamétricos. O segundo é propor
uma classe de modelos bem geral, denominada de modelos de regressao nao lineares parci-
ais generalizados superdispersados (MNLPGS). Por fim, abordar métodos de diagnostico
nessa nova classe de modelos e, consequentemente, utiliza-los na avaliacao da qualidade
e sensibilidade dos ajustes. Visto isso, temos especificamente os seguintes objetivos em

destaque:

1. Definir a fungao de verossimilhanga penalizada para os modelos nao lineares parciais
generalizados superdispersados, bem como sua fungao escore e matriz de informacao

de Fisher para seus parametros.

2. Propor um método de estimacgao, baseado em um processo escore e um algoritmo
backfitting, para os coeficientes de regressao e as funcoes nao paramétricas.

3. Obter resultados importantes para a deteccao de pontos influentes e de alavanca,
além da definicao de residuos especificos para a média e dispersao.

4. Julgar a flexibilidade do modelo e a eficacia das técnicas de diagnostico para detectar

problemas no ajuste, feito por meio de aplicagoes praticas.

1.3 Organizacao da dissertacao

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma. No Capitulo 2 é abordada uma
explicacao prévia de técnicas para a construcao de modelos semiparamétricos, bem como
algumas definigbes necesséarias para tal. Sendo assim, o foco do capitulo é construir uma
classe de modelos semiparamétricos que procuram modelar simultaneamente a média e
a dispersao usando uma classe de distribuicoes bastante abrangente. Especificamente,
¢ definida a funcao de verossimilhanca e, a partir dai, sao obtidas a funcao escore e a
matriz de informagao de Fisher, produzindo entao um processo iterativo para a estimagao
dos parametros do modelo. Ainda nesse capitulo sao discutidos os erros padrao dos esti-
madores e uma alternativa para selecao entre modelos concorrentes baseado nos métodos
para modelos paramétricos.

No Capitulo 3, propomos técnicas de diagnodstico destinadas especificamente a classe
de modelos nao lineares parciais generalizados superdispersados, tais como: residuos,
alavancagem generalizada e influéncia local. Em resumo, as técnicas abordadas nesse
capitulo sao utilizadas para avaliar a qualidade do ajuste e a sensibilidade do modelo
a observacoes que exercem pesos desproporcionais na estimagao dos parametros. Isso é
definido através de métodos bem gerais amplamente usados na literatura, sendo obtidos

particularmente para os modelos em estudo.
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No Capitulo 4, motivamos o uso da classe de modelos aqui proposta, resolvendo um
problema de contexto pratico, considerado a partir de dados reais. E ressaltado como a
flexibilidade dos MNLPGS ¢é bastante ttil para resolver os mais variados problemas reais,
visto que temos uma generalizacao de diversos modelos, com grande aplicabilidade.

Por fim, no Capitulo 5 revisamos os resultados obtidos e os objetivos atingidos com
a execucao deste trabalho. Em especial, sao apresentadas algumas conclusoes, tanto do
ponto de vista tedrico como prético, e perspectivas para possiveis trabalhos futuros.



CAPITULO 2

Modelos N3o Lineares Parciais Generalizados Superdispersados

Neste capitulo sera introduzida uma familia de modelos semiparamétricos, obtida ao
inserir uma func¢ao de suavizacao aos preditores na classe de modelos nao lineares genera-
lizados superdispersados. Inicialmente sera discutida uma motivagao ao uso dessa técnica,
bem como alguns trabalhos relacionados aos modelos semiparamétricos e suas aplicagoes.
Com isso, especificaremos o modelo e a utilizagao de uma funcao de penalizagao, na qual
é usada para obter uma forma penalizada da funcao de verossimilhanca. Em seguida,
sao calculadas a fungao escore e a matriz de informagao de Fisher, obtidas a partir da
derivacao da fungao de verossimilhanga penalizada, e entao discute-se a estimagao dos
parametros desse modelo. Por fim, é abordada uma analogia aos critérios para selecao de

modelos usuais, levando em consideracao a funcao de penalizacgao.

2.1 Introducao

Em estudos evolvendo analise de regressao, um dos interesses é avaliar o comporta-
mento de uma ou mais variaveis respostas em funcao de outras variaveis observadas. Os
modelos mais cléssicos assumem que essa relacao pode ser medida por uma estrutura
funcional bem simples, representando a variavel resposta como uma funcao linear de suas
correspondentes varidveis explicativas. No entanto, ha situagdoes em que nao é razoavel
estabelecer uma relacao linear entre as variaveis, e consequentemente, uma opg¢ao é consi-
derar classes de modelos que sao capazes de contemplar estruturas mais complexas, como
¢ o caso dos modelos nao lineares. Esses modelos, embora sejam bem mais flexiveis na
forma estrutural da relagao de regressao, parte do pressuposto que essa apresenta uma
forma funcional conhecida.

Ocasionalmente, identificar e especificar com precisao a relagao de regressao nao é algo

tao simples, o que pode resultar em um mal ajuste. Por exemplo, estudos que levam em
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consideracao variaveis temporais costumam apresentar comportamentos bem peculiares,
com relagoes representadas por curvas, obtidas a partir de técnicas nao paramétricas
conhecidas por métodos de suavizacao. Nesse contexto, os modelos nao paramétricos
vém se tornando uma importante alternativa aos modelos paramétricos, por serem menos
restritivos e apresentarem maior flexibilidade na sua estrutura funcional. Essa classe de
modelos, além de exigir menos suposi¢oes, nao obriga conhecimento prévio da relagao
entre as variaveis estudadas, podendo remeter & ajuste de curvas bem mais complexas
e de forma precisa. De modo geral, esses métodos sugerem que, em vez de modelar a
variavel resposta utilizando uma funcao paramétrica de determinada variavel explicativa,
considerar uma fungao nao paramétrica. Para mais detalhes da formalizacao e estudo dos
modelos nao parameétricos, veja Wu e Zhang (2006) e Simonoff (1996).

Uma outra classe de modelos que vem apresentando crescentes estudos e grande aplica-
bilidade, denominada de modelos semiparamétricos, é caracterizada por unir a modelagem
paramétrica e nao paramétrica. A motivacao esta em flexibilizar ainda mais a relagao en-
tre as varidveis explicativas e a variavel resposta, ao adicionar funcoes de suavizagao as
estruturas paramétricas. Particularmente, uma boa aplicabilidade é em casos nos quais
deseja-se estabelecer uma relagao paramétrica e ao mesmo tempo controlar o efeito da va-
riavel resposta através de determinadas caracteristicas usando fungoes nao paramétricas.
Na literatura, diversos autores vem estendendo esse conceito para os mais diversificados
modelos de regressao, como por exemplo, Hastie e Tibshirani (1990) que propuseram os
modelos aditivos generalizados (MAGs), uma classe de modelos que, ao incluir fung¢oes
nao parameétricas aos preditores, representam uma importante extensao semiparamétrica
dos modelos lineares generalizados.

Nas seguintes secoes deste capitulo, serd introduzido o conceito de modelos semi-
paramétricos, utilizando-o para obter uma extensao dos modelos nao lineares generaliza-
dos superdispersados propostos por Dey et al. (1997). Esses modelos com superdispersao
sao capazes de modelar, de forma simultanea, a média e dispersao da variavel de interesse,
ao introduzir um preditor adicional para a dispersao de forma equivalente a média. Os
preditores, por sua vez, podem assumir estruturas nao lineares e, como caso particular,
funcoes lineares mais simples. Com isso, nosso objetivo seré incluir uma tnica fungao de
suavizagao em cada um dos preditores, e entao, discutir de que forma isso ird afetar o
processo de estimagao e a validacao do modelo. Em outras palavras, o modelo sera especi-
ficado por uma estrutura paramétrica de determinadas covariaveis e de uma funcao nao
paramétrica que depende apenas de uma varidvel explicativa em cada um dos preditores,

tornando bem mais flexivel a relacao da variavel resposta com suas covariaveis.

2.2 Conceitos preliminares

Considere inicialmente y; (i = 1,...,n) como sendo a i-ésima observacao de y =

(Y1,...,yn) ", 0 vetor de respostas. Dessa forma, a ideia base dos modelos semiparamétri-
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cos é considerar uma regressao com estrutura geral definida por:

yi = h(x; B) + f(ti) + e, (2.1)

em que h(X;B) é uma fun¢ao paramétrica, z; um vetor (p x 1) de variaveis explicativas, 8
um vetor de parametros (p x 1), f(¢;) uma fungao de suavizagao duas vezes diferenciavel
que depende da variavel t e e; representando os erros aleatorios.

Se, por exemplo, adotarmos uma estrutura linear para a componente paramétrica e
uma determinada funcao de suavizagao, entao o modelo pode ser expresso pela seguinte

forma matricial:
y=XB+Nf +e, (2:2)

em que X ¢é a matriz modelo (n x p) referente a parcela paramétrica, N é uma matriz

de incidéncias (n x r) com elementos dados por I(t; =t2) (i=1,...,n;k=1,...,r)
com t9 sendo os valores ordenados e sem repetigoes da variavel t, f = (f(¢9),..., f(t2)"
& o vetor (r x 1) referente a funcio de suavizacao e e = (ey,...,e,)" é um vetor de erros

aleatorio (n x 1).

Nesse caso, se considerarmos que os erros sao normais, entao o modelo apresentado em
(2.2) ¢ uma classe especifica de modelos semiparamétricos, conhecida na literatura como
modelos lineares parciais (MLP), os quais sdo discutidos por Heckman (1986) e Green
e Silverman (1993), a titulo de exemplo. Claramente, dependendo de como é definido o
componente sistemético e o componente aleatorio, a estrutura geral dada em (2.1) pode
abranger distintas classes de modelos, as quais tem sido estudadas por diversos autores.
Alguns exemplos de casos particulares de (2.1) podem ser encontrados em Pulgar (2009).

Outro fator fundamental a ser considerado é a escolha da funcao de suavizagao, a qual
vai caracterizar diretamente a forma da relagdo nao paramétrica entre a variavel resposta
y e a variavel explicativa t. Assumindo apenas que essa fungao estd em um espago sob
determinadas restri¢oes, o objetivo é obter uma combinagao linear de fungoes desse espago
que melhor aproxime a fun¢ao de interesse, ou seja, assumimos que a funcao f pode ser

escrita da seguinte forma:
q
ft) = Z a;bi(t),
i=1

em que b;(-) ¢ uma funcdo base e a; sao coeficientes de suavizagao.

No entanto, dentre essas inimeras possibilidades da escolha de f(+) nos restringiremos a
utilizagao apenas de splines ctbicos naturais, por apresentarem uma grande flexibilidade
e alta eficiéencia computacional. De modo geral, splines sao ferramentas amplamente
utilizadas para a aproximacao de fungoes, apresentando um alto poder adaptativo para a
estimacao de curvas. Por definicdo, um spline é uma curva continua definida inicialmente

por dois ou mais pontos de controle. Nesse caso, o dominio da funcao é dividida em
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intervalos menores através de pontos de cortes, denominados de nés. Logo, a ideia geral
do spline, é atribuir fungoes polinomiais dentro de cada um desses intervalos, formando
assim curvas que passe por todos esses pontos de controle ou se aproxime o maximo
possivel de todos eles. Desse modo, uma fungao spline de ordem m com k intervalos é

qualquer funcao que possua a seguinte forma:

m k
ft) = Do’ +Y amult —n)7T
s=0 =1

em que w; = max(0,w) e Ty, Ty, Ta, ..., Tk, Tk+1 representam os nos do spline.

Os exemplos de tipos de splines mais comuns sao as fungoes splines lineares, polino-
miais e naturais. Dentre todas as possibilidades de fungoes, os splines ciibicos naturais
consistem em estabelecer polinomios de terceiro grau em cada intervalo definido pelos noés.
Portanto, de acordo com Reinsch (1967) e Silverman (1985), estas fungoes sao caracteri-

zadas pelas seguintes propriedades:

e f(-) é um polindémio dividido em partes de terceira ordem em qualquer subintervalo

[Tz‘77'z‘+1)

e Para cada ponto 7;, a curva e suas duas primeiras derivadas sao continuas, embora

sua terceira derivada possa ser descontinua.

e Nos intervalos (—oo, ] e [tr41,00,t1) a segunda derivada é zero, de mode que f(-)
é¢ uma funcao linear fora do dominio dos dados.

Abordagens mais detalhada sobre a especificacdo de f(-) e de sua construgao para
modelos regressdo ndo paramétricos podem ser encontradas em Simonoff (1996), Wu e
Zhang (2006) e Noda (2013), por exemplo. E importante ressaltar que, a estrutura descrita
na equagao (2.2) nos possibilita estimar a parcela ndo paramétrica através de um vetor de
parametros desconhecido, de forma equivalente ao processo de estimacao para a parcela
parameétrica, facilitando assim todo o processo inferencial do modelo.

E valido notar que, o modelo definido em (2.2) possibilita o uso de procedimentos
numéricos de interpolacao para ajustar uma funcao de suavizacao, que por sua vez, ne-
cessita de algo para controlar a suavidade da curva estimada. Naturalmente, se a curva
¢ muito suave, a estimacao da funcao tende a ser menos precisa e acaba por nao ex-
plicar corretamente o comportamento real dos dados. Por outro lado, se a estimagcao
da curva tende a interpolar muitas observacoes obtendo pouca suavidade, isso ocasion-
ara num Otimo ajuste, mas com alta variabilidade. Em outras palavras, processos de
estimacao que consideram a maximizagao direta da fungao de verossimilhanca podem
ocasionar problemas de super ajustes na parcela nao paramétrica e, consequentemente,
causar problemas de identificabilidade ao modelo.

Formas para solucionar esse problema de identificabilidade sao propostas por intimeros

autores, e dentre esses métodos sao destacados critérios que incorporam algum tipo de
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penalidade na fungao de verossimilhanga. Handscomb (1966) introduziu um critério de
penalizacao no qual consiste em avaliar a integral em todo dominio de ¢ de alguma derivada

de f(t), isto ¢, usando a seguinte func¢ao de penalizagao:

Jo= A / O,

em que \ é o parametro de suavizacio e f(t) a l-ésima derivada de f(¢).
Para o caso dos splines cubicos naturais, a penalizacao que iremos adotar é através
da segunda derivada de f(t), a qual Green e Silverman (1993) demostram que podem

assumir a seguinte forma quadréatica:

J = A/b[f@)(t)]?dt:AfTKf, (2.3)

em que K = QT R'Q ¢ uma matriz (n x n) positiva definida.
As matrizes Q e R sdo obtidas através das distancias h; entre as observagoes de t, ou

seja, h; = t;1 — t;. Logo, os elementos da matriz @ de dimensao n x (n — 2) sao dados

por:
-1 —1 —1 —1

415 = My, Qg = —hjo1 =N e 4Gt =hy

comgq,j=0parali—j|>1,7j=2,...,n—1.
De forma semelhante, os elementos da matriz R sao descritos pelas seguintes ex-
pressoes:
1 .
7’1‘71' = g(hi—l_hi)> z:l,...,n—l,

Ti(i+1) = qi+1)5 = éhiu 1=1,...,n =2,

com 7;; = 0 para |i — j| > 1.

Em vista disso, esse contexto geral sera utilizado para introduzir componentes sis-
tematicos semiparamétricos na construcao dos modelos superdispersados, com o objetivo
de tornar ainda mais flexivel a relacao entre a varidvel resposta e suas respectivas variaveis

explicativas.

2.3 Especificacao do modelo

Os modelos lineares generalizados superdispersados propostos por Dey et al. (1997)
representam uma extensao aos modelos lineares generalizados, os quais foram introduzido
por Nelder e Wedderburn (1972). Esses modelos, por sua vez, sao caracterizados por trés
quantidades fundamentais: o componente aleatério, o componente sistemético e a funcao
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de ligagao. Do ponto de vista pratico, ao fazer uso dessa teoria é necesséario definir bem
o que cada um desses termos ird representar no estudo em questao.

Visto isso, a fim de especificar essa classe de modelos, precisamos inicialmente definir
o seu componente aleatorio e seus dois componentes sisteméticos, um relacionado & média
e outro a dispersao. Naturalmente, assumiremos que o componente aleatério do modelo
tem distribui¢ao pertencente a familia de distribui¢oes definida por Dey et al. (1997),
generalizando a exponencial dupla proposta por Efron (1986), com funcao de densidade
dada por:

Ty ¢) = Aly)exp{(y —p) V"V (u, @) + 6T (y) + T(n,¢)}, (2.4)

em que A(y), T(-) e ¥(-,-) sdo fungdes conhecidas e W) (u, @) = 0"V (pu, )/ Ou"0¢*,
r,s > 0.

Considerando-se que y tem fungdo de densidade dada por (2.4), entdo seguem as
seguintes relacoes: E (y) = p, Var (y) = ¥ (u, ¢), E[T(y)] = —¥ OV (u, ) e Var [T'(y)] =
—W02) (4, ¢). Ja os componentes sistematicos serdo especificados por meio de fungdes nio
lineares das variaveis explicativas e de uma fung¢ao nao paramétrica associada a uma vari-
avel especifica. Seja X a matriz modelo associada a média e S a matriz modelo associada

a dispersao, entao os componentes sistematicos assumem a seguinte estrutura:

gp) =n=01(X;B8) +N,fu (2.5)

h(@) =7 = ¢2(S;7) + Nofy, (2.6)

com ¢(-) e h(-) representando as fungoes de ligagdo da média e da dispersao, respectiva-
mente.

Nesse caso, as fungoes g(-) e h(-) deverdo ser conhecidas, bijetoras e as fungoes f;(X; B)
e fo(S;7) serdo fungoes ndo lineares continuas e diferenciaveis com respeito ao vetor de
pardmetros, tal que as matrizes de derivadas X = 9py(X;B8)/08 e 8 = d¢1(S;7)/dy
tenham posto completo. Com isso, o modelo discutido nesse capitulo é completamente
especificado por meio do componente aleatorio definido em (2.4) e dos componentes sis-
tematicos (2.5) e (2.6), para a média e dispersao, respectivamente.

2.4 Distribuicoes pertencentes a classe de modelos su-

perdispersados

Algumas distribui¢oes pertencentes a classe dos MNLPGS sao apresentadas a seguir.
Para mais detalhes da obtencao dessas distribui¢oes como caso particular dos MNLPGS,
veja Terra (2013) e Previdelli (2005), por exemplo.
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2.4.1 Inversa gaussiana generalizada

Essa distribuigao foi proposta por Good (1953) e representa um alternativa tri paramétrica
para competir com a distribuicao gama, por exemplo. Dessa forma, de acordo Johnson et
al. (1994) a fungao de densidade da inversa gaussiana generalizada é dada por:

T
@3

)
2K, (Vad)

1
T(y;a,8,r) = y " lexp {—5(5@/‘1 - ay)} LY, 6 >0,

em que K,(-) ¢ uma fungao de Bessel modificada de terceira ordem.
Dessa forma, utilizando a classe dos MNLPGS na sua forma de origem apresentada
por Gelfand e Dalal (1990), ou seja,

m(y;pm, @) = Aly)exp{fy +rT(y) — p(6,¢)}.

Logo, a fungao de densidade da inversa gaussiana generalizada pode ser reescrita na

seguinte forma:

2

(2)
2K, (Vad) | [

1 1
m(y;a,d,1) = y"Lexp {—§5y_1 — —ay + log

Com isso, considerando r constante podemos definir as quantidades A(y) = 3",

T(y) = -y, 0 = V3, ¢) = —a/2 e ¢ = —0/2. Adicionalmente, tome ad = 460¢,

entao temos que:

p(0,0) = —glog (g)ﬁogzﬂogm(z\/f)_@.

No entanto, a especificacao de W(u, ¢) é considerada apenas por meio da manipulagao

U(p,¢) = /9:/%7;@7

a qual s6 pode ser obtida de forma numérica, ou seja, nao possui forma fechada.

da seguinte equacao:

Portanto, a distribuicao inversa gaussiana generalizada é um caso particular da familia
com densidade definida em (2.4), e consequentemente generaliza todos os casos especiais
ao variar os parametros «, § e r dessa subfamilia, como por exemplo a distribui¢ao inversa

gaussiana (se r = —1/2), gama (se § = 0 e > 0) e reciproca gama (se r = 0).

2.4.2 Familia exponencial dupla

De acordo com Efron (1986) e seguindo a notagao de Gelfand e Dalal (1990), a familia
exponencial dupla pode ser definida através dos parametros 6,p e a com seguinte fungao
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de densidade:

m(y;0,p,a) = c(0,p,a)p"*{explac(yd — x*(0))}h(y;a)}”
{exp{aa(yd — x*(0))}h(y; a)}' ~"[dh(y; a)],
= (8, p,a)p"? exp{aa(yd — x*(8)) + a(l — p)(yO(y) — X*(0(y))) }h(y; a),

em que ¥(u) = x2(0), h(y; a) uma fungao conhecida, c(6, p, a) uma constante aproximada-
mente igual a zero, § = E (y) = p e Var (y) = V(0)/ab.
Com isso, através de manipulagoes algébricas, como expoe Terra (2013), podemos

reescrever essa densidade na seguinte forma:

m(y;0,p,0) = c(0,p,a)p"* exp{apyd — apx*(0) + a(l — p)T(y)h(y; a)},
= c(,p, a)p1/2 exp{ay +T(y) — pla, ¢)h(y; a)},

em que T(y) = y0(y) — x*(0(y)) e ¢ = a(l - p).

Sendo assim, a familia de distribui¢oes definida por Dey et al. (1997) englobam a
familia exponencial dupla exposta por Efron (1986), por meio da representacdo da familia
exponencial de dois pardmetros definida por Gelfand e Dalal (1990). Consequentemente,
a classe de modelos superdispersados englobam as familias distribui¢oes binomial, gama
e poisson dupla, por exemplo. Em seguida é apresentado o caso particular da densidade
da poisson dupla, uma vez que esté sera utilizado para a aplicagao pratica em dados reais
discutida no capitulo 4.

2.4.3 Familia poisson dupla

Essa familia é baseada na distribui¢ao poisson, a qual é principalmente utilizada em
dados de contagem onde a variavel resposta é inteiro nao negativo. Segundo Efron (1986),
assume-se que a variavel resposta Y (y = 0,1,2,...) tem funcao densidade de probabili-
dade dada por:

wme) = (o47) () (?“)as

em que E (y) = p, Var (y) = p/¢.
Desse modo, através de manipulagoes algébricas é possivel reescrever esta fungao de
densidade sob a seguinte forma:

efy Y

m(y; 1, @) = ( y!y)eXp{(y—u)[¢+¢logu]—¢ylogy+¢ylogu+%log¢}.

Logo, podemos obter a densidade da poisson dupla sob a notac¢ao definida em (2.4)
com A(y) =y, T(y) = —y ", 0 = ¥, ¢) = —a/2 e ¢ = —3/2 A(y) = (“;yy)
T(y) = —ylogy, U(u,¢) = ¢plogu +1/2logp e WO (u, ¢) = ¢ + ¢log . Portanto,
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a distribuicao poisson dupla também representa um caso particular da classe de mode-
los superdispersados, sendo assim um possivel competidor aos modelos com distribuigao

binomial negativa.

2.5 Funcao de verossimilhanca penalizada

Seja 8 = (B",y", I,f;)T o vetor de pardmetros do modelo e y o vetor com as
observagoes da variavel resposta, entao o logaritmo da fungao verossimilhanca tem a

seguinte forma:

n

19) = Z { (i = 1) (5, 60) + ST (i) + W (i, 61) } + Zlog Alyi).

=1

Como foi mencionado anteriormente, existe a necessidade de inserir penalizagoes na
verossimilhanga para cada uma das fungoes de suavizagao, ou seja, uma para a média e
outra para dispersao. Dessa forma, considerando um spline ctibico natural e sua respectiva
penalizagao dada em (2.3), o logaritmo da fungao de verossimilhanca penalizada é dada
por:

n

() = Z {(i = 1) 90 (i, d5) + ST (yi) + Vg, i) } + Z log A(y:)

1 * 1 *
_iAquKufu - 5)‘¢f¢T>K¢>f¢- (2-7)

Desse modo, utilizamos a fungao definida em (2.7) para obter os estimadores de mé-

xima verossimilhanga (EMV) penalizados, os quais serao discutidos com mais detalhes na
Secao 2.7.

2.6 Funcao escore e matriz de informacao de Fisher pe-

nalizadas

Para a obtencao dessas fun¢oes, assumimos que A, e A\, sao valores fixos. Logo, a
funcao escore penalizada é definida pela seguinte estrutura matricial:

U(B)
_ a8 _ | Uylha)
O e

Up(ftb)
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em que

U,(8) = X WCOM,(y —p),
Uy(f,) = N,Iﬁﬂ“ L — 1) = MK
Upy) = 8 W& (y—p)+8 @ T(y) +8 ¥OV,

T
Up(fo) = N UD®(y—p)+ N & T(y)+5 ¥V,

sendo M, = diag(ay, ..., a,), com a; = Op;/0n e ®, = diag(by, . ..,by,), com b; = 0¢;/0T;,
1=1,...,n
A matriz de informacao de Fisher penalizada é definida através da estrutura matricial

dada:

Igﬁ (0) Igf# (0) 0p1 Xp2 0p1 X712
Iﬁ”ﬂ (0) Ii”f” (0) 07’1 Xp2 07’1 XT2

L,6) =
’ Opz Xp1 Op2 XT]y I’py'y (0) Iz'ﬂb (0)
OT2><P1 0T2><7”1 Igfd’(o) I£¢f¢(0)
em que
#e) = X wCOMX,
Bhg) = X WeOMN,,
89) = NJOEOMIX,
= T
efn@) = N, YCOMIN, +\.K,,
& (02)@2 &
e = -S v*2eiS,
rfs9) = -8 wOIB2N,,
@) = —N,v298
€
Helo@) = —N, WCOMIN, + \K,.
com M? = diag(a?, ..., a2) e ®2 = diag(b?,...,b?).

Note que, os pardametros relacionados a média (8 e f,) sdo ortogonais aos parametros
associados a dispersao (y e f,), indicando que a estimagdo desses pardametros pode ser

feita de forma independente.
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2.7 Meétodo de Estimacao

O EMV penalizado para o vetor de parametros 8, dado A = (A4, A\y) € o valor que
maximiza (2.7) sobre todo o espago paramétrico associado a 8, ou seja,

A

Lp(0; Mu, Ag) > suply(0; Ay, Ag).
0co
O processo de estimagcao desse modelo sera divido em etapas. Inicialmente, seré consid-
erado que os parametros de suavizacao sao valores fixos e assim obtemos um procedimento
para a estimacao dos parametros associados a média e a dispersao através da combinacao
dos algoritmos Scoring de Fisher e backfitting. Em seguida, serd considerado um pro-
cesso de estimagao separadamente para os parametros de suavizagao usando métodos de

validacao cruzada, como veremos a seguir.

2.7.1 Estimacao dos parametros da média

Considerando que ), assume um valor fixo, entao o processo de estimacao para os
parametros da média sao obtidos igualando-se as respectivas fungoes escore a zero, como

temos abaixo:

. - T
Up(B) = X UM, (y—p)=0

Up(fu) = NZ‘I’(ZO)MK?/ —p) — MK fu=0.
No entanto, nao é possivel resolver esse sistema de equacoes de forma direta, sendo

necessario o uso de métodos numéricos para a maximizacao de (2.7) em funcao de B e f .

Nesse caso, utilizando o algoritmo escore de Fisher, podemos definir o seguinte processo

¥8(9) 187 (6) Bl — W\ [ Uy(B)
2) tein@) )\ £ -1 )\ Ulfa) )

Logo, apos algumas manipulagoes algébricas, as quais podem ser encontradas no

iterativo:

Apéndice A, obtemos o seguinte processo iterativo para os parametros da média:

m m m,m+1 m
m+1 - m m,m+1 m ) :
(1) DU )y ylm)
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em que
X wCopMx) 1 X w0 2 =0
pm _ ) iX) n se j =
’ (NJRCOMIX + \K,) 'NJOCOM?2, sej=1
€
S Mfl(y - M(m)) - IY“ ,(Lmﬂ), sed =0
’ M (y — p™) — XB™Y, s § = f,

Por outro lado, é possivel reescrever as equagoes definidas em (2.8) sobre uma forma al-
ternativa utilizando substitui¢oes, apresentando certa utilidade em analises futuras. Logo,
considerando z = 9+ M7 ' (y — p) e substituindo a expressio referente a f , em B, obtemos

a seguinte expressao:
P ST 5 ST
B = (X W,gX)’lX Wgz,

em que Wy = WEOM} — WEOMIN, (N WEOMIN, 4+ \,K,) 'N, WZOM3,
De forma equivalente, substituindo a expressao obtida para 8 em f,, temos o seguinte
resultado:

fu = (NJW.N,+)\K,) "N, W,z
- =T - - T
em que W, = VEOM?2 —ROMIX (X WEOM2X)'X WEOM2
Dessa forma, utilizando as expressoes de 8 e f, e apds algumas manipulagoes algébri-
cas, o vetor f) de valores ajustados fica dada por:

< T
. A ; . S L X .
n = X,B+Nuf#:H#z:<X N,L)Cul( T)\II(2’O)M1z, (2.9)
"
sendo a matriz C,, dada por:
- T - T
C. _ X w0OpMIX X $EOMIN,
g NJWCOMIX (NJUCOMIN, +)\K,) |

A matriz H, em (2.9), representa uma matriz hat associada a estimacao da média, que
embora nao possua a propriedade de idempoténcia, é semelhante ao caso do modelo de
regressao classico. Em outras palavras, a matriz H,, tem intepretacao e utilidade de forma
equivalente a matriz hat definida em modelos puramente paramétricos, se destacando com

certa relevancia em técnicas de diagnostico, na qual sera discutida mais a frente.
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2.7.2 Estimacao dos parametros da dispersao

Considerando que A4 assume um valor fixo, entao o processo de estimagao para os
parametros de dispersao sao obtidos igualando-se as fungoes escore de 7y e fg4 a zero, da

seguinte forma:

U,5) = 8 ¥I®, (y—p)+8 &T(y) +8 ¥OVS, =0

Uy(fs) = NjOI® (y —p) + N, @, T(y) + Njwe, = 0.

Novamente, nao é possivel obter uma expressao analitica para a solucao desse sistema
de equacoes, devendo-se recorrer ao uso de métodos numéricos para a maximizagao de
(2.7) em fungao de vy e fy. Assim, o processo iterativo baseado no algoritmo escore de

Fisher fica expresso por:

e L) NI Uy(B)
f B fof m+1) m - :
LO) 100) )\ £y - £y Up(fs)
Com isso, realizando algumas manipulacoes algébricas, novamente explicitadas no
Apéndice A, chegamos ao seguinte processo iterativo para os parametros de dispersao:

,Y(erl) _ Dg )[ ’(Ym ,m+1) _|_7_(m)] (2 10)

em que
D _ (ST\II(OQ)@%S'N)—1S'T\II(0’2)<I>§, se j=2
! (NI\I'(O’Z)\I!%S + /\¢K¢)*1N;\II(O’2)<I>§, se ] =3
e
—(TO2P) 1D — Ny 5 — (BO02@,) WD (y — p) — (BO2P,) 1 T(y), se ¢
T(m,m+1) _ ~
6 _(q,(o,z)q,l)—lq,(l,l) — Gy(mt1) (\IJ(O’2)¢1)_1\I/(1’1)(:U — )

—(¥O29,)"'T(y), se d = f,

Reescrevendo as equagoes definidas em (2.10) sobre uma forma alternativa, con-
siderando s = [¥(*2®2] =1 [r —WLN@2(y —p) — &, T (y) — ¥ (V] e substituindo a expressio
referente a fg em vy, temos que:

¥ = (8'W,8)7'8' W,s,
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em que W, = w022 \II(O’Z)@%N(I,(N;\II(OQ)@%N(# + )\¢K¢)_1N;\I'(O’2)<I>%.
De forma equivalente, substituindo a expressao referente ay em f,, obtemos a seguinte

expressao:

~

f¢ = (N;W¢N¢+)\¢K¢)_1N;W¢t,

em que Wy = ¥02)83 — W02935(3 0 02935)18 w0193,

Dessa forma, utilizando as expressoes de v e f, e apos algumas manipulagoes algébri-

cas, o vetor 7 de valores ajustados fica dada por:

~ T
5 s ; ) . (X .
T = S§y+Nyfy=Hys = ( X Ny )C’¢1 ( NT )\D(Q’O)Mls, (2.11)
I

sendo a matriz Cy dada por:

c S w0228 S wO2e2N,
*T\ NJUORS (NJWOIDIN, + \K,) |

A matriz Hy em (2.11), representa uma matriz hat associada a estimacao da dispersao,
equivalente a matriz H, obtida na secao anterior, possuindo interpretacao similar.

2.7.3 Chute inicial

Como a estimagcao dos parametros do modelo é obtida usando o algoritmo escore, entao
um ponto crucial a se discutir é a respeito dos valores que inicializarao esse processo, os
quais estao fortemente ligados ao sucesso na convergéncia do método. Em muitos casos,
se os chutes iniciais nao estiverem préximos do valor real, o processo pode ter problemas
com méaximos locais, ou até mesmo nao obter convergéncia alguma.

Uma possivel alternativa para os chutes iniciais é considerar valores iniciais para os
preditores baseados nos dados. Nesse contexto, Gijbels et al. (2010) sugerem que, para a
classe de modelos exponenciais duplos nao paramétricos, os chutes iniciais para as fungoes
da média e dispersao sao considerados constantes e representados por seus respectivos va-
lores amostrais baseados no modelo exponencial correspondente. De forma equivalente,
considerando que ha uma relagao entre os preditores com a média e dispersao, entao os
chutes iniciais para n e T, respectivamente, sao os vetores com as constantes g~'(y) e
h=Y(¢,), com ¢, representando o valor conhecido para ¢ no modelo exponencial corres-
pondente ao considerado nessa classe com superdispersao. Consequentemente, os valores
iniciais dos vetores B e <y referente a parcela paramétrica sao definidos diretamente da
forma funcional para os preditores. Por outro lado, os valores iniciais para f, e fg sao
obtidos a partir da fungdes dos valores de B e -y definidos anteriormente.
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2.7.4 Algoritmo de backfitting

As EMV via método escore de Fisher para os parametros da média e da dispersao sao
obtidas resolvendo, de forma iterativa, as expressoes (2.8) e (2.10). No entanto, nao ¢
aconselhavel resolver as equagoes obtidas em (2.8) e (2.10) de forma direta. Na classe de
modelos semiparamétricos, é comum aproximar o processo de estimagao através da com-
binacao do algoritmo backfitting e do processo escore de Fisher. Como ressalta Pulgar
(2009), “embora o algoritmo backfitting seja uma técnica iterativa que fornece dificul-
dades adicionais no desenvolvimento da teoria assintotica, o método tem sido refinado e
estendido para modelos mais complexos”. Para mais detalhes a respeito das condicoes
de convergéncia desse método de estimacao e suas propriedades assintoticas veja Hastie e
Tibshirani (1987), Buja et al. (1989) e Pulgar (2009).

Com isso, considere que m representa a iteragao do processo escore de Fisher e m* a
etapa do algoritmo backfitting, entdo o processo de estimacao para € se da por meio dos

passos apresentados logo a seguir.

e Passo 1: Inicie o processo com (™ = g(m0) fl(tm) = LO’O), B = 4(m0) o fém) =
(0,0)
fo

e Passo 2: Param, m* =0,1,2,... calcular:

a - processo de estimacao da média:

Tl(sm,m*) — Mfl<y . #(m)) . Nﬂf&m,m*%
ﬂ(m—i—l,m*—&-l) _ Dém) [Tém,m*) +n(m)] :
(mym*) Ml—l(y - ll‘(m)) . Xﬂ(m+1’m*+1)

Tt =

f‘(‘m—o—l,m*—l-l) _ D((Jm) [r}’r:,m*) _|_n(m)i| .

b - processo de estimacao da dispersao:
P = WODBIN U 4 (WO Dy — )+ (EODB,) T (y)

_i_(\IJ(O,Z)@l)fl\II(Ll)]’
,Y(m—l-l,m*—l—l) _ ng) [,’,.’(Ym,m*) _+_7_(m)} ’

rg::,m*) _ _\I,(0,2)<I)%S,Y(m+1) + (—\11(0’2)<I)1)_1\If(1’1)(y—p> + (\I’(O’Q)q)l)_lT(y)
+<\IJ(0,2)¢1)71\D(1,1)]

e Passo 3: Repita os passos (1) e (2) até obter convergéncia.
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Naturalmente ¢é necessario estabelecer um critério de parada para esse processo itera-
tivo baseado em alguma medida, como por exemplo, quando a distancia relativa entre as

iteragoes consecutivas for menor que um valor pré-fixado €, ou seja,

8"

~(m+1) ~(m
0( )H

<e (2.12)

2.7.5 Estimacao dos parametro de suavizacao

A escolha dos parametros de suavizagao representa um ponto crucial no processo de
estimacao, pois estes determinam o grau de suavidade das curvas estimadas referente as
fungoes nao paramétricas. Visto isso, algumas propostas para a estimacao dessas quanti-
dades sao sugeridas na literatura. Iremos apresentar os métodos de validacao cruzada e
validacao cruzada generalizada.

De um modo geral, esses métodos consistem em fixar o parametro de suavizagao
em um valor A e em seguida eliminar a ¢-ésima observacao, para entao usar o modelo
ajustado para predizer o valor dessa observacao. Dessa forma, o objetivo desse método
é encontrar o valor do parametro de suavizagao que minimiza esse erro de predigao, que
pode ser representado em funcao dos parametros. Para o modelo em questao, as fungoes
de validagao cruzada para A, e Ay podem ser escritas como:

1 J w0 umz) ly: — ]’
Ve - Z { — hyi(p))? }

L O, 8 (W00 b — ) + T+ 2O, 6)|
veer = 52 @ ’

em que h;;(p) representa o i-ésimos elemento da diagonal da matriz H, e h;;(¢) o i-ésimos
elemento da diagonal da matriz Hg.

Com isso, os estimadores dos parametros de suavizacao sao obtidos minimizando as
funcoes VC(A,) e VC(Ay) em A\, e Ay, respectivamente. No entanto, esse procedimento
pode ser custoso do ponto de vista computacional, pois o mesmo envolve muitas op-
eragdes matematicas. Uma alternativa é substituir h;;(p) e hi;(¢) por suas respectivas
aproximagoes, n~'tr(H,) e n~'tr(Hy), e entao obter expressoes simplificadas, ou seja,
Wy -
(0 — tr{H,}]"

VOG(\,) =
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= (1,1)

Wy - )+ 8]
[n — tr{Hy}]’

Este método é conhecido como validagao cruzada generalizada, apresentando um custo

@(0,2) [

VCG(Ng) =

computacional bem menor. Segundo este método, os estimadores dos parametros de
suavizacao sao obtidos minimizando as VCG(A,) e VCG(Ag) em fungdo de A, e Ay, respec-
tivamente. Para mais detalhes a respeito dos métodos de validagao cruzada e validacao
cruzada generalizada, ver Wahba (1990) e Simonoff (1996).

2.8 FErros padrao aproximados

Na teoria de regressao, no que diz respeito a modelos paramétricos, ¢ bem comum
considerar que os estimadores obtidos por méxima verossimilhanca sao assintoticamente
normais e que sua matriz de covariancia é o inverso da informacao de Fisher. No entanto,
no caso de modelos semiparamétricos varios autores vém discutindo uma forma de obter a
matriz de variancia e covariancia, porém ainda nao ha nada bem definido. Wahba (1978)
mostra que, para o modelo aditivo classico a matriz de variancias e covariancias podem
ser estimada usando argumentos bayesianos, e que, a mesma coincide com a inversa da
informacao de Fisher penalizada. De forma semelhante, Wood (2006) conclui que, na
classe de modelos aditivos generalizados, a matriz de variancias e covariancias assintotica
também é estimada pelo inverso da informacao de Fisher. Naturalmente, esse conceito
tem se extendido nas diversas classes de modelos semiparamétricos como uma forma de
aproximar os erros padrao associados as suas estimativas, como vemos em Pulgar (2009),
Relvas (2013) e Manghi (2016), por exemplo.

Com isso, estendendo esse conceito é razoavel supor que uma estimativa para matriz de
variancias e covariancias é obtida por meio da inversao da matriz de informacao de Fisher.
Sabendo-se que os parametros da média sao ortogonais aos da dispersao e utilizando
propriedades de matrizes em blocos, entao a inversa da informacao de Fisher nos MNLPGS
pode ser representada pela seguinte estrutura matricial:

K2(6) 0
Kp<0> = < 0 K¢(0) > )

em que

~ T ~
(X WsX)"! ~E, )

I =
Ky 6) ( —E] (NIJW,N, + \K,)™
7 pVptVp pBp

com E, = (X 'WX)"' X WCOM2N,(NJWEOMIN, + \,K,)™" ¢
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~T &1
K4(0) - < ~(8'W,) B } ) |
E] —(NJW4Ny — \K,)

com By = (8 W,8)718 WOGIN (N W ODBIN, — \yK ;).

Logo, as matrizes de variancias e covariancias assintoticas dos estimadores, 8 e 4, sao

A

dadas, respectivamente, por:

Cova(B) = (X WsX)™!

Cova(§) = —(S W,8)".

Consequentemente, as matrizes de variancias e covariancias assintoticas relacionadas
as componentes nao paramétricas estimadas, f u € f 4 SA0 expressas, respectivamentes,

por:

Cova(fu) = (N Wy, N+ NK,)™

Covalfs) = (NJWg,Ny+2Ky) ™"

2.9 Selecao de modelos

Como é amplamente discutido em modelos paramétricos, a comparacao entre modelos
concorrentes (com o objetivo de selecionar o melhor modelo) ¢ algo de suma importéancia.
Dentre os métodos para a selecao de modelos, destacam-se o critério de informacao de
Akaike, proposto por Akaike (1974), e o critério de informagao de Schwarz, apresentado
em Schwarz et al. (1978). Essas medidas sao fundamentadas em pontuar o modelo por
meio da sua verossimilhanca e penalizar por sua quantidade de parametros, servindo entao
de indicativo para o modelo mais parcimonioso.

Naturalmente, autores tem considerado uma analogia aos critérios de sele¢ao nos mo-
delos paramétricos para o caso de modelos semiparamétricos, vide Pulgar (2009), Relvas
(2013), Noda (2013) e Manghi (2016). Nesse caso, é substituida a fungdo de verossim-
ilhanca por sua forma penalizada, visto que todo processo de estimacao esta em termos
dessa penalizacao. Além disso, devemos levar em consideragao uma medida para o nimero
efetivo de parametros no modelo, pois diferentemente dos modelos paramétricos, ha uma
dificuldade adicional para mensurarmos isso. Uma quantidade vidvel para indicar esse
nimero ¢ denominada de graus de liberdade efetivos (GLE), e para os MNLPGS, pode
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ser obtida da seguinte forma:
GLE = tr{H,} + tr{H4}.

Visto isso, o critério da informagao de Akaike penalizado (AICp) para os modelos nao
lineares parciais generalizados superdispersados, pode ser definido como:

A

AIC,(0) = —21,(,)) + 2tr{H,} + 2tr{H,},

em que lp(é, A) representa a fungdo de verossimilhanga penalizada avaliada na EMVp de
0.

Ja o critério de informacgao bayesiano penalizado (BICp) para essa classe de modelos,
pode ser definido pela seguinte expressao:

BIC,6) = —20,(6. £, M) + log(n)tr{H(u)} + log(n)tr{H(¢)}.

Note que, em ambos os critérios, o interesse é em escolher o modelo que apresente o

menor valor para o critério utilizado, dentre todos os possiveis modelos em estudo.



CAPITULO 3

Métodos de diagnéstico em MNLPGS

As técnicas de diagnostico sao amplamente utilizadas para avaliar a qualidade de ajuste
do modelo e a sua sensibilidade. Assim, na avaliacao da qualidade de ajuste, é necessario
verificar se ha possiveis afastamentos das suposigoes feitas ao modelo. J& na metodologia
da analise de sensibilidade, devem-se avaliar as variagoes dos resultados quando o modelo
sofre ligeiras modificagbes na sua formulagao inicial. Caso estas alteragoes modifiquem
significativamente as conclusoes do modelo, entao é necessario ter certos cuidados nas con-
clusoes do modelo ou optar por uma proposta alternativa de modelo que melhor se adeque
aos dados. Por outro lado, dentro dessas duas metodologias de anélise, sao considerados
diversos métodos e quantidades para o diagnostico do modelo sob estudo.

Inicialmente, uma forma de avaliar a qualidade de ajuste do modelo proposto é veri-
ficando se as suas suposigoes relacionadas a componente aleatéria sao satisfeitas. Nesse
ponto de vista, a analise de residuos visa verificar a discrepancia entre os valores ajustados
e as observagoes dos dados, a qual apresenta a capacidade em identificar a presenca de
pontos aberrantes, ou seja, pontos que interferem de maneira desproporcional nos valores
ajustados. Além disso, essa analise permite verificar adequacgao distribucional da variavel
resposta e a independéncia dos erros.

Uma outra analise de grande importancia em diagnostico de modelos é a verificagao
da presenca de observacoes que exercem pesos desproporcionais nos valores preditos do
modelo, denominadas de pontos de alavanca. Para identificar esses pontos existem pro-
postas baseadas em medidas de alavancagem, que podem ser obtidas por meio da matriz
de proje¢do (matriz hat) ou por meio de uma medida bem mais geral, conhecida como
alavancagem generalizada. De forma geral, a alavancagem generalizada é medida através
da amplitude da derivada dos valores preditos em relagao aos valores da variavel resposta,
ou seja, dy;/dy;. No caso em que modela-se simultaneamente a média e a dispersao,

hé a necessidade de obter medidas de alavancagem para cada uma das componentes sis-
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teméticas. Além disso, embora a matriz hat definida no contexto semiparamétrico nao
seja necessariamente projetora, autores a consideram como uma medida de alavancagem
viavel.

Outro tépico importante e que vem recebendo crescente destaque no que diz respeito a
técnicas de diagnoéstico é a detecgao de observagoes influentes, isto é, pontos que exercem
um peso desproporcional nas estimativas dos parametros do modelo. Em outras palavras,
uma observacao é dita ser influente para determinado parametro se, com a sua exclusao,
obtemos alteragoes significativas na analise do modelo. Nesse contexto, as medidas de
influéncia global surgiram com uma forma de mensurar quais observacoes apresentam
grandes influéncias na estimacao dos parametros do modelo, obtidas especificamente ao
estimar esses parametros apos a retirada individual de cada uma das observacoes. Por
outro lado, o estudo de influéncia de um ponto de vista bem mais geral é denominado
na literatura como anélise de influéncia local, onde o interesse é em verificar a influén-
cia baseado em diferentes perturbacoes, ao invés de verificarmos apenas o impacto na
retirada individual de observacoes. Essas perturbagoes representam pequenas alteracoes
incorporadas no modelo ou nos dados, com o intuito de identificar a presenca de diferentes
fatores que podem influenciar o modelo. No presente trabalho sera considerado apenas o
estudo de influéncia local em termos da funcao de verossimilhanca penalizada, visto que
este generaliza também o caso da analise de influéncia global.

Dessa forma, no presente capitulo sao abordadas algumas propostas para a analise de
diagnoéstico, especificamente direcionado para a classe de modelos nao lineares parciais
generalizados superdispersados. A principio, é obtida a matriz de informacao de Fisher
observada derivando-se a fun¢ao de verossimilhanca penalizada. Em seguida sao discutidos
resultados acerca das medidas de alavancagem associadas ao modelo proposto e a analise
de residuos sao discutidos. Finalmente, consideramos uma breve abordagem de influéncia

local, apresentada sob alguns esquemas especificos de perturbagoes.

3.1 Informacao de Fisher Observada

Essa matriz hessiana é fundamental para a obtencao de medidas de diagndstico, como
serd visto nas proximas secoes deste capitulo, sendo utilizada tanto para construir uma
medida de alavancagem bem geral como também no contexto de influéncia local. A
matriz de informacao de Fisher observada Lzo ¢ definida pela segunda derivada de [,(0)

em relacao a @, ou seja,

200 0°1,(0)

Ly = S0007 3

Dessa forma, para os modelos nao lineares parciais generalizados superdispersados,
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essa matriz assume a seguinte representagao matricial:

=BB  zBfu  yBy  yBfe
L L L L
".;Duﬁ "J?;tfu "fp#'Y "fpi‘f¢
P ot g e |0
p
o e i i
em que
PP X UGOMUX + X WM UX (2.0) B[
- 2 + UX + WMy (y —p) ][ X]
~ T ~
-X vEOMIX,
L]ljfu _ )N(T\I!(S’O)M%UN“—|—XT\I’(2’O)M2UNP,—XT\I’(ZO)M%NP”
liffy = XT‘I’(2’1)M1‘I>1U§7
£ - x'veM 8N,
LI{“B _ NZ,I,(?,,O)M%UX_,_NZ\I;(ZO)MQU)N(—NZIII@’O)M%X,
Liﬂfﬂ _ N;\I!(?”O)M%UN“ +N;\I](2’O)M2UN# —N;\II(Q’O)M%N“ — )\#Kp,;
LM = NJWeYM@.US,
sz]uqu _ N;‘Il(z’l)MlthNu,
i/;ﬂ = gT\If@’l)MﬁI)lUXa
g = §'vemeUN,,

i = 800U 1+ 5 e e U8 + W, (y - w))S) + 5 8T8

HT)®,]S] + 8 w0928 + §' ¥OVP,S + [FOVP,][S],
i = §'w0292UN, + 8 WONG,UN, + 8 8, TN, + 8 WOIBN,

p
+§T\I’(O’1)‘I’2N¢7
L£¢ﬂ = N¢‘I’(2’1)q)1M1UX,
i — N,weVe MUN,,

Lf¢‘¥ _ quf(l’z)@%US + N;—\If(l’l)@zUS' + N;—QQTS + NI\If(O’Q)(I)%S'
+N,jUOV,5

jlefs _ NJUUDQUN, + NJUVSUNy + Ny ®.TNy + N, TOIBIN,

N U OVP,N, — A K y.

com U = diag{(y1 — 1), (Y — ptn) }, T = diag{T(y1), - - -, T(yn) }, X = o*n/0BoB e

S = &1 /voyT.
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Note que, S representa uma array de dimensao n X p X p e, consequentemente, a
notacgao [.|[.] simboliza a multiplica¢ao de uma matriz por uma array, a qual é denominada

de produto colchete e sua defini¢ao pode ser encontrada em Wei et al. (1998).

3.2 Alavancagem

De modo geral, a analise de alavancagem consiste em medir a variacao dos valores
preditos quando ha um acréscimo de um infinitésimo em seus respectivos valores observa-
dos. E possivel detectar pontos de alavanca estudando a diagonal principal das matrizes
hat H,, e Hy, obtidas no capitulo anterior. A deteccao é feita de tal modo que, os valores
da diagonal principal da matriz H,, que forem razoavelmente grandes, indicam que sua re-
spectiva observagao seja um possivel ponto de alavanca no modelo da média. De maneira
similar, altos valores na diagonal principal de Hg idicam possiveis pontos de alavanca no
modelo para dispersao. Sabendo-se que os elementos da diagonal principal da matriz hat
representam o efeito de cada observacao na estimacao da média ou da dispersao, entao
uma medida de corte comumente utilizada é duas vezes o valor médio de da diagonal prin-
cipal da matriz hat. Para a estimacao da média, esse valor é representado por 2tr{H,}/n
e, de forma equivalente, no que diz respeito a dispersao o valor 2tr{Hy}/n é usado como
referéncia.

Uma outra forma de detectar pontos de alavanca é abordada por Wei et al. (1998),
apresentando uma medida bem geral, denominada de alavancagem generalizada. Nesse
caso, uma maneira de medir esse efeito é através da amplitude da derivada dos valores
preditos em relagao aos valores da variavel resposta, ou seja, dy;/dy;, que segundo Wei et
al. (1998), pode ser obtida da seguinte forma:

aLe) =Y - {Do(-L7) 'L} }

oy 0=6

)
em que Dy = Ou/00" e L, = 9°L,(8)/080y.
Como ja foram calculadas as expressoes para L, , devemos agora obter as matrizes Dy
)
e pr, derivando-se a func¢ao de verossimilhanca penalizada. Com isso, obtemos o vetor

-0
pr que pode ser representado pela seguinte partigao:

..ﬂy
)
.
Ley _ Lp
D L’Y’.’/
f
By
Lp

Usando a notacdo T' = 9T /dy, entdo os elementos desse vetor podem ser expressos
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por meio das seguintes equagoes matriciais:

P - x'weonm,

Y = N]weoM,

£ = 3'wte, 4§ e,T
e

Y = NjuDe, 4+ NJ& T

Considere agora que o vetor Dy de derivadas da verossimilhanca possa ser particionado

da seguinte maneira:

o <
Ds = —=MX
B 3,3 1<,
op
Dy = —=MN
fu 8f;4 14V ps
op
D, = —=0
Y a,y
e
op
Dy, = —=0.
s Of ¢
Analogamente, para o modelo da dispersao, temos as seguintes expressoes:
op
Ds; = ==0
ﬂ aﬂ Y
op
Dy, = —/ =0,
fu af#
op ~
D,y == % - <I>15'
e
p;, = X _an,

¢ af¢
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Logo, utilizando a matriz de informagao de Fisher definida em (3.1), pr e Dy, obtemos
entao uma medida de alavancagem que na pratica pode ser considerada na deteccao de
pontos que exercem influéncia desproporcionais nos valores estimados. Visto isso, uma
forma de detectar essas observacoes é verificar quais valores da diagonal principal de GL
ultrapassam o limiar de 2tr(GL)/n, isto &, os casos que GL;; > 2tr(GL)/n implica que a

i-ésima observagao é um possivel ponto de alavanca.

3.3 Analise de residuos

Os residuos tém grande utilidade na anélise de regressao para validacao de determi-
nadas suposicoes de modelos estatisticos. E possivel utiliza-los para verificar a homo-
cedasticidade, existéncia de pontos discrepantes, a adequagao da distribuicao proposta
para a variavel resposta e independéncia dos erros. Sucintamente, os residuos sao os va-
lores que medem a discrepancia entre os valores observados da variavel resposta e seus
correspondentes valores ajustados. Na literatura, ha uma ampla discussao e intimeras me-
didas que visam uma forma de avaliar essa discrepancia, no entanto vamos tratar apenas
dos residuos ordinarios e uma versao padronizada dos mesmos.

No caso dos modelos nao lineares parciais generalizados superdispersados, nossa pro-
posta inicial é considerar o conceito de residuos ordinarois. Esses, por sua vez, sao obti-
dos ao reescrever os processos escore, apresentado no capitulo anterior, sobre a forma da
solugao de minimos quadrados reponderados. Desse modo, levando em consideracao o
processo escore de Fisher usado para estimacao dos parametros da média, entao o vetor
de residuos ordinarios para a média é definido por:

¥ M

~ (2,0 1/2
.

o= [ -
em que M? e 29 representam as mesmas quantidades definidas no Capitulo 2.

Por outro lado, como cada residuo pode possuir uma variancia diferente, é mais ade-
quado expressa-los em uma forma padronizada. Uma padronizacao desse residuo é feita
por meio da sua respectiva medida de alavancagem, que nesse caso, pode ser obtida pela
matriz H,, discutida anteriormente. Considere hy;; o i-ésimo elemento da diagonal prin-

cipal de H,, entao o i-ésimo residuo padronizado para a média ¢ dado por:

* (yi - ﬂi)
pio NN :
[\I’@’O)(Mu Cbz)] 1/2,/1 — h;m‘

Para avaliar a presenca de observagoes discrepantes e alguma tendéncia nao linear dos
residuos, sao sugeridos os graficos dos residuos versus indices e residuos versus valores
ajustados, de acordo com o residuo utilizado. Além disso, para verificar a adequacidade

da distribuigao usada o gréafico de quantis-quantis com envelopes simulados é aconselhavel.
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3.4 Influéncia local

Motivado em avaliar a presenca de observagoes que exercem mudancas na inferéncia
do modelo, Cook (1986) propoe avaliar a influéncia conjunta das observagoes sob peque-
nas mudangas no modelo e/ou nos dados. Originalmente elaborada para o modelo normal
classico, essa metodologia foi denominada de influéncia local e seu conceito vem sendo
estendido para diversas classes de modelos, tornando-se um dos métodos mais sofisticados
de diagnostico. De forma resumida, a influéncia local é obtida modificando o modelo,
por meio de algum tipo de perturbacao, e assim quantificar o peso que determinadas
observagoes exercem sobre o modelo, medida por meio da distancia entre as verossimil-
hancas do modelo sob perturbacao e do modelo sem perturbagao. No caso de modelos
semiparamétricos, é mais coerente usar a versao penalizada da fungao de verossimilhanca,
pois hé possibilidade de incluir perturbagoes também nas suas penalizagoes.

Considere o modelo nao linear parcial generalizado superdispersado, cuja funcao de
verossimilhaga penalizada [,(8) ¢ dada em (2.7), entdo [,,(@|w) ird representar essa verossim-
ilhanca ao incluir um vetor de perturbacao w. Assuma que existe algum vetor de nao
perturbacao wy, satisfazendo [,(f|w) = [,(#). Assim, temos o interesse em medir a dis-

tancia entre essas verossimilhancas, ou seja,
LD(w) = 2{l,(8) - 1,(8.)} =0,

em que 6 e 0, representam as estimativas de méxima verossimilhanca penalizada do
modelo sem e com perturbacgao, respectivamente.

Dessa forma, verificamos o grau de influéncia do modelo através do afastamento entre
as verossimilhancas. Em outras palavras, a ideia bésica desse método é estudar o com-
portamento da fungao LD(§) em torno de &o. O procedimento procura selecionar uma
diregao ao redor de 4, +al (||I|| = 1), e entd@o fazer uma anéalise do grafico de LD (8o +al)
em termos dos valores de a, sendo a € R. Esse estudo pode entao ser associado com a
curvatura normal C;(0) na direcao 1, dada por:

Ci6) = 2[1TAT(E)) A, (3.2)

em que A, = §?L,(0lw)/000w" ¢ uma matriz de perturbagoes.

No entanto, ha casos em que o interesse reside em avaliar a influéncia apenas relativa
a um subvetor dos parametros 61, de tal forma que 8 = (8,0, )" é uma partigao do vetor
de parametros. Nesse caso, a curvatura normal fica dada pela seguinte equagao:

Ci(6) = Q‘ITA; [(Lff)—l—Bl—l} Al

0 0
em que B, = 0 L9202 )

p

: (3.3)
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Logo, em ambos os casos, uma sugestao ¢ de considerar a maior curvatura, na qual
possui a dire¢ao l,,,,, como forma de avaliar a influéncia local das observacoes nas es-
timativas dos parametros. E importante ressaltar que, a matriz de perturbacoes A, é
obtida sob diversos tipos de alteragoes no modelo, denominadas de perturbagoes. Serao
abordadas no presente texto apenas trés perturbacoes no modelo, a saber: aditiva na
resposta, aditiva nos preditores e ponderagoes de casos. Note que, as perturbagoes irao
interferir diretamente na funcao de verossimilhanca do modelo, indicando entao que a
matriz A, apresentara expressoes distintas para cada tipo de perturbagao, as quais serao
explicitadas nas secoes a seguir.

3.4.1 Perturbacao aditiva na resposta

Esse esquema de perturbacao consiste em verificar a sensibilidade do modelo ao inserir
perturbagoes de forma aditiva na variavel resposta, i.e., y;, = y;+w. Logo, considerando a
forma perturbada da variavel resposta y,,, entao o logaritmo da fungao de verossimilhanca
penalizada pode ser definida como:

[(flw) = Z { Wi = 1) 0 (i, 61) + T (Yaw) + W (p1i, 62) } + ZlogA(yi).
i=1 -
1 1
_§>\ZfZKufu - §>\25f¢T>K¢f¢-

Calculando os elementos da matriz de perturbagoes através da derivagao dessa funcao,

obtemos as seguintes expressoes:

Ap = X WM,
A;, = NJwWeOM,

A, = STee, 1+ STRT,

Aj, = Nj¥"V®, + N,®T,,

em que T, = 0T /0y

3.4.2 Perturbacao aditiva nos preditores

De forma semelhante, o intuito dessa perturbacgao é avaliar a sensibilidade do modelo
ao introduzir modificagoes nas variaveis explicativas, podendo ser interpretada como um
erro de medicao. Desse modo, considere a perturbacao aditiva para i-ésima observacao da

k-ésima variavel explicativa na forma i, = T + W; € Sipw = Sikw + W5, assim sua funcao
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de verossimilhanca penalizada é dada por:

Z { — [hiw) ‘Ij(l 0 (Hiw, Piw) + G T (Y1) + V(1w Piw) } + Z log A(y;)

——)\* FIKfp— A; FIKofs

Dessa maneira, obtendo os elementos da matriz de perturbacao A,, temos os seguintes

resultados:

Ag = X, UBOMAULF, + X, OCOMULF, + [WCOM U, [Fs] — X, UCOM2F,,

Aj, = NUCOMULF, + N, W*OMUF — N, ¥*OMU,F,
A, = S,0098U,G, + 8, 0V8,U,G, + [FIVD,U)[Gs] + S,8:U, TG,

LT®)[Gs] + S, TCPB2G, + 8, ¥ OVG,G, + [TV, ][Gy]

Aj, = N 9'2®U,G, + Nj¥"Ve,U,G: + N, ®U, TG, + N, ¥)91G,
+N U ON9,G,.

€m que U'w = dlag{<y1 - ,Ulw)y SRR (yn - ,Un'w)}

3.4.3 Perturbacao de casos ponderados

A ponderagao de casos visa verificar a contribuicao individual de cada observagao no
processo de estimagao, indicando quais exercem contribui¢oes desproporcionais ao modelo.
Nesse caso, sao atribuidos pesos diferentes para cada observacao, e entao é mensurada
a sensibilidade do modelo ao sofrer essas modificagoes. Considere o vetor de nao per-
turbagao wy = (1,...,1) e o vetor de perturbacdo w = (wy,...,w,), entdo inserindo
essa ponderag¢ao o logaritmo da funcao de verossimilhanca em sua forma penalizada fica

expressa por:

1, (0]w) sz YOO (i, 00) + 6T (yi) + W (i, i)} + sz log A(y:)
__)\ fTKuf,u )\Zf:chﬁfcb

Novamente, calculando-se as derivadas de [,(f|w), entao as expressoes para A, ficam
dadas por:

Ay = X'OCOM U,
Aj, = N¥OMU,

M

A, = STUUVR U+ 58T, + 8 WO,
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A, = Nj@'I@U + N;®\T, +N,j¥Va,.
Uma outra alternativa na ponderacao de casos € incluir os pesos também nas pena-
lizagoes, i.e., o logaritmo da funcao de verossimilhanca penalizada apresenta a seguinte

forma:
LO) = > w {(yi — )OO (i, 60) + T () + (i, 63) + > log Alys)
=1 i
1 1
PN ~ NTK o)

Desse modo, as expressoes de Ag e Ay ndo sofrem alteracoes, porém Ay, e Ay, tem
uma leve mudanga em suas expressoes, dadas por:

A, = XTOEOMU -\ K,.f,

M

As, = NjUUIQU +N;&.T, + N,j¥O0®, — \K,f,.

E valido ressaltar que, esse esquema de perturbacao generaliza o caso em que simples-
mente é excluida a i-ésima observacao, fazendo w; = 0 e os demais pesos iguais a um.
Em outras palavras, a ponderacao de casos pode ser vista também como uma medida
de influéncia global sem a necessidade de obter os estimadores dos parametros quando
excluimos uma observacao, como ¢é o caso da distancia de Cook, definida a principio para
modelos lineares cléassicos em Cook e Weisberg (1982).

Visto os esquemas de perturbagoes e suas respectivas matrizes A, torna-se possivel
usar as expressoes (3.2) e (3.3) para verificar a presenga ou nao de observagoes influentes
em cada um desses casos. Logo, uma sugestao é analisar a diagonal principal da curvatura
C, associada a um vetor l; de zeros com um na i-ésima observacao, por meio do grafico de
C| versus seus indices. Assim, considerando Cj; o i-ésimo valor da diagonal principal de
C, entdo destacam-se como possiveis pontos influentes aquelas observacoes que Cj; > 2C,

com C sendo o valor médio das curvaturas.



CAPITULO 4

Aplicacio

Neste capitulo, ilustraremos a utilidade das técnicas de diagnostico propostas nesta
dissertagao a classe dos MNLPGS atraves de uma aplicacao pratica envolvendo dados
reais, o qual foi analisado e discutido em Zeviani et al. (2013) propondo uma modelagem
nao linear da média e da dispersao. Uma motivacao a respeito do experimento em questao
e uma anélise descritiva do mesmo sera apresentada. Um modelo especifico sera ajustado
e serao avaliadas as suas suposicoes e qualidade desse ajuste. A implementacao computa-
cional foi feita através do software livre R, desenvolvido por R Core Team (2016). No
ajuste do modelo consideramos o auxilio das fungoes disponibilizadas nos pacotes gamlss
e gamlss.nl, propostos por Akantziliotou et al. (2002) e sucessivamente aprimorados em
Stasinopoulos et al. (2007), direcionadas para os ajustes de modelos semiparamétricos es-
pecificos. As fungoes para analise de diagnoéstico foram todas implementadas no software
R e posteriormente aplicadas para o ajuste em questao.

4.1 Apresentacao dos dados

Os dados utilizados nesta aplicagao remetem a aspectos fisiologicos e anatdémicos dos
frutos de goiabeiras “Pedro Sato”, inicialmente apresentados em Cabrini (2009) e poste-
riomente analisados por Zeviani et al. (2013), supondo uma modelagem nao linear para
média e controlando a dispersao do modelo através de pesos na estimacao pelo métodos
dos minimos quadrados ponderados. Os dados utilizados sao referentes a um estudo do
Departamento de Fitotecnia da Universidade Federal de Vigosa, e é composto por 7 varia-
veis referentes a informagoes de 15 frutos colhidos, em determinadas datas, aleatoriamente
de quatro plantas. Esta aplicacao trata-se de um exemplo do ajuste de um modelo para
dados positivos com a presenca de superdispersao.

O objetivo do experimento é avaliar de que forma a massa fresca do fruto, medida

47
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Tabela 4.1: Descricao das variaveis referente aos aspectos fisiologicos e anatémicos dos
frutos de goiabeiras “Pedro Sato”.

daa Periodo apds antese (dias);
coleta Indice da coleta;
rep Rep: Indice do fruto na coleta;

long | Comprimento longitudinal (em mm);

trans | Comprimento transversal (em mm);

peso Peso do fruto (em gramas);
volume Volume do fruto.

através do seu peso, se relaciona com o tempo apds acontecer a antese da goiabeira e com
suas medidas geométricas especificadas. A utilizagao dessas informagoes visa obter resul-
tados para inferir melhor na colheita do fruto, indicando quais sao as caracteristicas que
mais influenciam o seu peso. Com essa finalidade, serd proposto um modelo de regressao
para quantificar essas relagoes por meio de fungoes paramétricas e nao paramétricas, as
quais serao discutidas no decorrer desse capitulo. A variavel volume sera desconsiderada
da analise, pois constatou-se auséncia de dados nessa variavel e em analises preliminares

o volume nao apresentou contribuicoes significativas ao problema proposto.

4.2 Analise descritiva

4.2.1 Analise individual das variaveis

Inicialmente sao observados os comportamentos individuais das varidveis que serao
utilizadas na modelagem da massa fresca dos frutos de goiaba, feita por meio de uma breve
analise descritiva dessas variaveis. A seguir a Tabela 4.2 apresenta os valores descritivos
para essas variaveis e na Figura 4.1 encontram-se os boxplots para cada varidvel sob

estudo.

Tabela 4.2: Analise descritiva das variaveis referente dados fisiologicos e anatémicos dos
frutos.
Variavel | Minimo Mediana Média Maximo CV  Assimetria Curtose

peso 6,27 65,58 08,02 304,10 0,8557  0,5143  —1,1387
daa 13,00 88,00 83,690 138,00 0,4771 —0,3856 —1,2119
long | 29,15 62,14 61,71 101,10 0,3196  0,0096  —1,4158

trans 20,45 45,06 48,64 79,07  0,3905 0,0457 —1,5753

Na Tabela 4.2, verificam-se medidas descritivas para cada uma das variaveis estudadas,
tais como, quantis, média, coeficiente de variagao, assimetria e curtose. Podemos observar
que o peso do fruto apresenta alta variabilidade estando entre os valores 6,27 e 304,10

gramas. As medidas do fruto foram acompanhadas entre 13 e 138 dias apds antese,
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apresentando uma variabilidade razoavel. As medidas de comprimento longitudinal e
transversal tém uma variabilidade menor e possuem uma aparente simetria. E valido
ressaltar que, por definicao, a massa fresca do fruto trata-se de uma variavel continua
estritamente positiva, e nota-se que sua média amostral nao esta tao proxima da mediana
amostral e seu coeficiente de assimetria é positivo, indicando que a variavel resposta tem

uma possivel assimetria a direita.

Figura 4.1: Boxplot das variaveis sob analise, no estudo dos dados fisioldgicos e anatomicos
dos frutos.
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Na Figura 4.1 observa-se novamente uma forma aparentemente assimétrica no peso
do fruto e também na distribuicao dos dias apds antese, no entanto nao apresentam
nenhum ponto discrepante. J& em relagao aos comprimentos, observa-se nos boxplots que
h& comportamentos simétricos e nao se destacam valores discrepantes. Portanto, como
foi observada anteriormente, a variavel resposta é aparentemente assimétrica, indicando
assim que a massa magra da goiaba parece nao ser normalmente distribuida, um indicio

de que o modelo linear classico nao seja adequado para o problema.
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4.2.2 Avaliacao da relagao entre as variaveis

Com o intuito de estabelecer qual a forma funcional do modelo, deve-se avaliar a
relacao entre as variaveis estudadas por meio de andlise grafica e observando suas cor-
relagoes. Logo, através dos dados obtidos, sao contruidos os gréaficos de dispersao para
verificar o comportamento do peso dos frutos da goiabeira em funcao de cada uma das pos-
siveis variaveis explicativas e seus respectivos coeficientes de correlagao, conforme podemos

observa na Figura 4.2.

Figura 4.2: Peso dos frutos da goiabeiras em termos de cada varidvel explicativa.
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Pela Figura 4.2, podemos verificar que a relacao do peso com os dias apds antese
apresenta uma estrutura nao linear. Com isso, trabalhar essa relacao por meio de funcoes
de suavizagao possa ser uma opc¢ao mais viavel. Além disso, podemos observar que o
peso do fruto apresenta variabilidade maior para um maior nimero de dias apos antese,
indicando a presenca de superdispersao nos dados. No caso das variaveis associadas ao
comprimento do fruto apresentam uma clara forma nao linear.

Devemos ressaltar que, é necesséario avaliar, de forma cuidadosa, o modelo que seja
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mais adequado, pois constatamos indicios claros de nao linearidade e de dispersao variavel.
Desse modo, visando um ajuste melhor, considerou-se um modelo nao linear parcial gene-
ralizado superdispersado, o qual estabelece uma relagao nao paramétrica com o niimero de
dias apos antese e estruturas nao lineares aos comprimentos longitudinais e transversais
com o peso médio. Para a modelagem da variabilidade do peso é definido apenas uma
relagao linear (ou linearizével), dependendo apenas da quantidade de dias apos antese,
visto que a variabilidade nao pareca sofrer influéncia das demais variaveis. Em seguida
formalizamos o modelo que ird descrever essa regressao e avaliamos suas suposigoes e a

sua qualidade de ajuste.

4.3 Modelo poisson duplo

Dadas as caracteristicas dos dados anteriormente apresentadas, naturalmente algumas
propostas de modelos sdo apropriadas. Zeviani et al. (2013) propde um modelo poisson
considerando a média da massa fresca como uma func¢ao nao linear dos dias apds antese,
obtido a partir da manipulagao do modelo Gompertz. Como foi constatado heterocedas-
ticidade natural do peso em reala¢do aos dias apos antese, Zeviani et al. (2013) sugeriu
controlar a variabilidade do modelo atribuindo ponderacoes no método de estimagao por
meio de quatro diferentes alternativas de formas funcionais. Dentre as fungoes para a
variancia do modelo, a que obteve melhor resultado foi a funcao potencia do logaritmo
(0?|1log daa|®), no entanto houve indicativos que a heterocedasticidade do modelo nao
foi corrigida de maneira satisfatoria. Como um proposta alternativa, iremos considerar
uma modelagem simultanea da média e dispersao supondo um componente aleatério as-
sociado a distribuicao poisson dupla. Por outro lado, uma analise prévia para atribuicao
do componente sistematico indicou uma possivel modelagem através das seguintes formas

funcionais para a média e para a dispersao, respectivamente:

15 = By + Bi(long; + 52)% + By(trans; + B5)% + f(daa,),

(41)
log(¢:) = 7o+ ndaa,

em que peso; ~ PD(u;, ¢;)-

Note que, como as relagoes entre o peso dos frutos e suas varidveis explicativas sao
descritas por formas nao lineares, optamos entao em usar a ligagao identidade. No caso da
dispersao, optou-se por assumir uma forma linearizével, obtida com o auxilio da ligacao
logaritmica para a relagao entre esse preditor. Com base no modelo proposto, os valores
dos métodos de selecao de modelos AIC e BIC sao, respectivamente, 1017,41 e 1058, 49.
Logo, formalizando o modelo em sua forma inicial, devemos entao proceder com o seu
ajuste, interpretacao e diagnostico do modelo, com o intuito de verificar se o0 mesmo esta
bem ajustado aos dados referentes ao problema proposto.
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4.3.1 Ajuste do modelo

Uma anélise inferencial do modelo representa uma etapa de suma importancia, levando
em conta que é necessario avaliar se os parametros do modelo sao representativos, indi-
cando assim quais variaveis deverao permanecer na estrutura do modelo. Dessa forma,
utilizando o modelo proposto em (4.1), verificamos quais sao as inferéncias obtidas para
os parametros do modelo e de sua funcao nao paramétrica. No que diz respeito a funcao
nao paramétrica, pode-se verificar seus valores ajustados e seus erros padroes na Tabela
4.3 e o seu comportamento em funcao dos dias apds antese é ilustrado na Figura 4.3.
Além disso, na Tabela 4.3 observa-se também os valores ajustados dos parametros dos

modelos, bem como seus respectivos erros padroes.

Figura 4.3: Gréfico da funcao nao paramétrica dos dias apds antese estimda sob o modelo
Poisson duplo ajustado aos dados fisioldgicos e anatomicos dos frutos.
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Na figura 4.3 podemos verificar a relagao nao paramétrica estimada entre o preditor da
média e os dias apo6s a antese, bem como o seu intervalo de confianga para cada estimativa.
E possivel observar uma téndencia crescente da variabilidade dos dados com o passar dos
dias ap6s antese e que a curva estimada é uma representacao razoavel dessa relacao.

Note que, pela Tabela 4.3 os erros padrao das estimativas do modelo sao todos razoavel-
mente pequenos, indicando que a estimativa dos parametros apresentam pouca variabili-
dade, e consequentemente, o modelo esté aparentemente bem ajustado. Observe também
que, em relagao a curva ajustada para a relagao nao paramétrica, seus erros padrao ap-
resenta um comportamento crescente em funcao dos dias apds antese, assim como foi
observado na Figura 4.3. Dessa forma, de acordo com os valores apresentados na Tabela
4.3, verifica-se que o ajuste do MNLPGS com distribui¢cao poisson dupla tem a seguinte

forma funcional:

fi = —37,2240,000076(long; 4+ 10)253 4 0,002589(trans; + 5)2% + f(daa,),

. (4.2)
log(¢;) = —4,18+ 0,036daa;.
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Tabela 4.3: Analise inferencial do modelo poisson duplo ajustado aos dados fisiologicos e
anatomicos dos frutos.

Estimador Estimativa FErro Padrao | Estimador Estimativa Erro Padrao
Bo —37,2200 0, 1687 f(42) —111,7225 0,3494
B 0,0001 < 0,0001 f(59) —112,6899 0,5224
Bg 10 < 0,0001 f(73) —112,8983 0, 5058
By 2, 8300 < 0,0001 f(88)  —111,5210  0,3513
54 0,0026 < 0,0001 £(100) —106, 9481 1,0547
35 5 < 0,0001 f£(103) —108, 7246 0, 8045
Bs 2, 5600 < 0,0001 f(117) —104, 9637 1, 3466
Yo 4,1838 0,2377 f(124) —102,9254 1,7338
M —0,0358 0,0026 f(131) —100, 8807 2, 2487

f(13) —109, 2018 0, 3992 f(138) —98, 8240 2, 8983
f(28) —110,4616 0, 3381

Sendo assim, as equagoes definidas em (4.2) expressam o modelo na sua forma ajustada
aos dados, o qual esta especificando de que forma a média e a dispersao do peso das
frutas estao relacionadas com as suas correspondentes variaveis explicativas. Além disso,
observa-se que o modelo ajustado fornerceu um valor de 1017,42 e 1058,49, para os

critérios de selecao de modelos AICp e BICp, respectivamente.

4.3.2 Diagnéstico do modelo

Como jé foi mencionado, devemos verificar agora se o modelo adotado esta realmente
bem ajustado e representativo aos dados. Para isso, uma forma de avaliar o quao bom esta
o ajuste é através de uma analise das suposicoes do modelo e sua sensibilidade em relagao
as observagoes aberrantes e/ou influentes. Em seguida, caso o diagnostico do modelo seja
capaz de detectar observagoes que apresentam fortes influéncias no seu ajuste, entao uma
forma de confirmar a sensibilidade do modelo a essas observagoes é verificar as inferéncias
do modelo com a retirada desses pontos. Se houver mudangas inferenciais significativas ao
considerar essa retirada, entao devemos ter cuidado nas conclusoes do modelo. A seguir
é abordada toda essa metodologia na validacao do modelo definido.

Analise das suposigoes

Para investigar se o modelo foi bem ajustado, devemos fazer uma anélise de residuos
e verificar se as suposi¢oes acerca do modelo estao sendo satisfeitas. Para verificar as
suposicoes do modelo ajustado, podemos avaliar o comportamento dos graficos de quantis-
quantis dos residuos padronizados, com o intuito de detectar possiveis pontos aberrantes
e tendéncias nao aleatorias. Na Figura 4.4 temos os graficos dos residuos para o modelo
proposto.

Note que, pelo gréfico de residuos padronizados para média versus valor ajustado, as
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Figura 4.4: Graficos para anélise de residuos referente ao modelo Poisson duplo ajustado
aos dados fisiologicos e anatémicos dos frutos.
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observagoes estao dispostas aleatoriamente com variagao constante, indicando evidéncias
de que as suposicoes da componente aleatoria estao satisfeitas. No respectivo grafico de
quantis-quantis, observa-se um comportamento aleatério e apenas uma pequena quan-
tidade de pontos no limiar das bandas de 95% de confianca. Além disso, destacam-se
apenas as pontos #38, #134, #147 e #162 como possiveis valores aberrantes, no entanto

apresentam uma leve discrepancia.

Analise de Sensibilidade

A analise de sensibilidade visa avaliar o comportamento do ajuste de um modelo
quando ele esté sujeito a algum tipo de perturbagao, isto é, verificar se ha observacoes
em que interferem significativamente na estimativa do modelo, implicando possiveis con-
clusoes erroneas. Como uma forma inicial de avaliar a sensibilidade do modelo, deve-se
verificar a presenca de pontos de alavanca, os quais tendem a mudar as estimativas do
modelo. Na Figura 4.5 sao apresentados os graficos da diagonal principal da matriz hat e
alavancagem generalizada para a média.

Nesse caso, de acordo com as medidas de alavancagem, destacam-se as observagoes
#147, #148 e #160 como candidatos a pontos de alavanca, os quais merecem uma atengao
maior. Por outro lado, devemos considerar a analise de influéncia local sob os esquemas
de perturbacoes anteriormente mencionado, a saber: perturbacgao aditiva na variavel res-
posta, perturbarcao aditiva nos preditores e ponderacao de casos. Nas Figuras 4.6, 4.7 e
4.8 sao apresentadas as curvaturas para o ajuste do modelo proposto.

Note que ha indicios de que a observagao #147 e #162 sao pontos que causam forte
influéncia ao modelo e, consequentemente, podem acarretar mudancas inferenciais signi-
ficativas, comprometendo assim o ajuste do modelo. De modo geral, os pontos que podem
estar comprometendo o ajuste do modelo sao #147, #160 e #162, pois sao pontos que
teoricamente estao contradizendo o que foi proposto pelo modelo em questao.
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Figura 4.5: Graficos de alavancagem baseada na matriz hat e alavancagem generalizada
para a média sob o modelo Poisson duplo referente aos dados fisiologicos e anatomicos
dos frutos.
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Figura 4.6: Gréficos de C; com perturbacao aditiva na resposta por seu indice sob o
modelo Poisson duplo referente aos dados fisiologicos e anatoémicos dos frutos.
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Analise Confirmatoria

Como ja foi citado, apos destacadas as possiveis observagoes influentes no ajuste do
modelo proposto devemos verificar se 0 mesmo sofre alguma mudanca inferencial ao re-
tirarmos essas observacoes. Inicialmente estudamos o motivo pelo qual as observagoes
#147, #160 e #162 se destacaram das demais, tornando o modelo possivelmente sen-

sivel, como temos a seguir:

#147: Apresenta o segundo maior peso (291,3g) e mesmo com altos valores para os
comprimentos longitudinais (101,07mm) e transversais (76,83mm) e um ndmero
razoavel de dias apos antese (124 dias), este representa um possivel valor discrepante

na resposta.
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Figura 4.7: Graficos de C; com perturbacao aditiva no predito para comprimento longitu-
dinal (a) e transversal (b) por seu indice sob o modelo Poisson duplo referente aos dados

fisiologicos e anatomicos dos frutos.
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Figura 4.8: Graficos de C; com perturbacao de casos ponderados por seu indice sob o

modelo Poisson duplo referente aos dados fisiologicos e anatomicos dos frutos.
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#160: Observa-se um peso (159,82g) do fruto menor que mais de 25% dos demais mesmo

apresentando um alto ntimero de dias apés antese (131 dias), um dos maiores compri-

mentos transversais (76,82mm) e um comprimento longitudinal razoavel (68,53mm).

#162: Essa observagao representa o fruto com maior peso (304,11g), bem distantes dos

demais, representando um valor discrepante na variavel resposta. Vale observar que,

embora esse tenha comprimento longitudinal (96,73mm) e transversal (78,14mm)

grandes e um numero significativo de dias apos antese (131 dias), ainda representa

um valor acima do que o ajuste calcula.

Dessa, a seguir é apresentada uma tabela com a analise confirmatoéria da influéncia

no modelo, obtida reajustando o modelo sem as principais observagoes destacadas como
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influentes e comparando com o modelo completo, verificando entao o quanto esse valor
influéncia na inferéncia do modelo. Na Tabela 4.4 é verifica-se a alteracao nas estimativas
dos parametros ao retirar as observagoes aparentemente mais influentes (#147, #160 e
#162) em relagao ao modelo completo (sem a retirada das observagoes). Note que, a tabela
apresenta os valores de cada estimativa dos parametros e seus respectivos erros padroes,
observando-se, entre parénteses, o impacto percentual na estimativa do parametro ao
retirar a respectiva observacao.

Tabela 4.4: Estimativas dos parametros ao retirar as observacoes influentes sob o modelo
Poisson duplo referente aos dados fisiologicos e anatémicos dos frutos.

Bo B B2 Bs P
Modelo Completo  —37,2200 0,0001 10,0000  2,8300  0,0026
Excluindo #283 —37,5288  0,0001 10,0000 2,8300  0,1376
(-0,83%)  (0,00%) (0,00%) (0,00%) (0,00%)
Excluindo #372 —35,6429 0,0001 10,0000 2,8300 0,1343

(4,24%)  (0,00%) (0,00%)  (0,00%) (0,00%)
Excluindo #283 e #372 34,4609  0,0001 10,0000  2,8300 0, 1280
(741%)  (0,00%) (0,00%) (0,00%) (0,00%)

Bs Bs Yo N
Modelo Completo 5,000 2,5600  4,1839 —0,0359
Excluindo #283 5, 0000 2,5600  4,1903 —0,0358
(0,00%)  (0,00%) (-0,15%) (0,28%)
Excluindo #372 5, 0000 2,5600  3,9681 —0,0328

(0,00%)  (0,00%) (5,16%) (8,64%)
Excluindo #283 e #372  5,0000  2,5600 4,1663 —0,0354
(0,00%)  (0,00%) (0,42%)  (1,39%)

Como podemos observar na Figura 4.4, os ajustes ao excluir as observagoes apresentam
mudancas substanciais entre as estimativas de alguns parametros, o que pode influenciar
na predicao do modelo. Por outro lado, notou-se que nao houve mudancas substanciais
nas inferéncias do modelo, em relagao aos testes de significincia dos parametros, tanto
excluindo as observagoes individualmente como as excluindo simultaneamente. Dessa
forma, concluimos que essas observacoes nao representam fortes influéncias no modelo
em questao, e que caso nao se tenha interesse em predicao de valores, esse ajuste é
satisfatorio. Dessa forma, embora algumas observagoes apresentem um pequeno impacto

nas estimativas, em geral, o ajuste proposto se mostrou adequado aos dados.



CAPITULO 5

Consideracées Finais

5.1 Discussao e contribuicoes

Na presente dissertacao foi discutida uma nova classe de modelos intitulada de mo-
delos nao lineares parciais generalizados superdispersados, formalizando sua estrutura
funcional, sua componente aleatéria e o processo de estimacao associado & funcao de
verossimilhanga penalizada. Essa classe foi obtida ao incluir fung¢oes nao paramétricas e
estruturas paramétricas nao lineares a classe de modelos proposta por Dey et al. (1997).
Com isso, esses modelos se mostram uma alternativa bastante atrativa para casos que a
variabilidade nao é constante, especialmente quando ha presenca de relacoes nao lineares
entre as variaveis estudadas. O acréscimo de uma fun¢ao nao paramétrica nos preditores
possibilitam uma forma de lidar com alguma variavel explicativa que possui uma relagao
funcional até mesmo desconhecida.

Como principais contribuigoes tedricas podemos destacar a proposta de um modelo
bastante flexivel, generalizando casos mais particulares de modelos com superdispersao ou
sobredispersao. O estudo de diagnostico dessa classe de modelos presente nessa dissertagao
representa uma importante contribuicao, uma vez que essa é uma etapa fundamental
para avaliar as suposicoes do modelo e sua sensibilidade & observagoes discrepantes ou
influentes. Especificamente, foram obtidas as medidas de alavancagem e de influéncia
local, sob alguns esquemas de perturbagao.

No que diz respeito ao contexto pratico, foi discutido um exemplo de aplicacao com
dados reais referente ao estudo dos aspectos fisiologicos e anatémicos dos frutos de deter-
minada goiabeira. O modelo ajustado se mostrou adequado e o uso de um modelo semi-
paramétrico com superdispersao é uma alternativa viavel para a discussao desse problema
pratico. A analise grafica do modelo utilizando as medidas de alavancagem e influéncia

local apresentou-se eficiente na deteccao de observagoes influentes, ou seja, que causam

o8
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influéncias desproporcionais nas estimativas do modelo.

5.2 Implementacao computacional

Como jé foi mencionado anteriormente, o processo de estimagao apresentado nesta
dissertacao para toda a aplicagao pratica foi realizado com o auxilio de pacotes presentes
no software livre R, os quais possibilitaram o ajuste de um modelo especifico presente na
classe de distribuicoes abordada nesta dissertacao, extraindo-se entao os valores ajusta-
dos, os parametros estimados e seus respectivos erros padroes. No entanto, no que diz
respeito a analise de diagnostico, a principio foi implementada uma func¢ao para obtencao
da matriz de informacao de Fisher observada. Além disso, foi considerada a implemen-
tagao das funcoes referentes as medidas de alavancagem e analise de residuos. Na anélise
de influéncia local, elaboramos trés esquemas de perturbagoes: perturbagao na variavel
resposta, perturbagao nos preditores paramétricos e perturbacao de casos ponderados.
Ainda com o auxilio computacional presente no software R, foi realizada uma anélise
grafica baseada nas medidas obtidas via técnicas de diagnostico e entao utilizados na
identificagao da sensibilidade do modelo.

5.3 Perspectivas de trabalhos futuros

Uma primeira perspectiva de trabalhos futuros esta relacionada a construcao de mode-
los aditivos a partir da classe de modelos superdispersados apresentado nesta dissertacao.
A classe de modelos apresentada aqui representa apenas o uso parcial de func¢oes nao
paramétricas, incluindo essa forma funcional relacionada apenas a uma variével explica-
tiva. Naturalmente, seria possivel generalizar esse caso ao fazer uso de mais de uma
fungao nao paramétrica na estrutura definida nos preditores nao lineares no modelo pro-
posto. Essa abordagem tornaria o modelo ainda mais flexivel, pois ocasionalmente ha uma
necessidade de estabelecer relagoes nao paramétricas em mais de uma variavel explicativa.

Outra perspectiva interessante seria em considerar uma analise inferencial bem mais
ampla a esta classe de modelos, como por exemplo o desenvolvimento de testes de hipoteses
e intervalos de confianca associados principalmente & parcela nao paramétrica. O estudo
inferencial do modelo representa uma grande importancia na sua validagao e na qualidade
do ajuste, sendo entao fundamental avaliar a significancia das fungdes nao paramétricas.
Nesse ponto de vista, um fator fundamental seria testar a linearidade das fungoes nao
paramétricas, verificando assim se o uso desses processos computacionais apresentam um
ganho real na estimativa do modelo.

Por fim, uma perspectiva viavel é em relagao a inclusao dos parametros de suavizagao
a analise de diagnostico referente ao modelo estudado, uma vez que o ajuste do modelo
apresentado nesta dissertacao leva em consideragao que os valores desses parametros sao
fixos e obtidos separadamente do processo de estimagao dos demais parametros do modelo.
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Essa abordagem se mostra especialmente importante, visto que o modelo poderia apresen-
tar algum tipo especifico de sensibilidade ao introduzir perturbacoes em seus parametros
de suavizacao. Dessa forma, como esses parametros afetam diretamente na suavidade da
curva estimada, seria interessante pensar em algum esquema de perturbacao que leve em

consideracao a sensibilidade do modelo aos parametros de suavizagao.
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APENDICE A

Célculo do algoritmo escore de Fisher

Como bem sabemos, o algoritmo escore de Fisher para a obtengao dos estimadores
de maxima verossimilhanga pode ser expresso, de forma geral, por meio da equacao dada

por:
L,(0)("+) — ™)) = U, ().

Nesse caso, sabendo-se da ortogonalidade entre os parametros da média e da dispersao,
torna-se possivel particionar o processo de estimacao através de dois algoritmo escore de

Fisher distintos, os quais serao especificados logo em seguida.

Obtencao do processo escore para a média

Considere o processo de estimacao direcionado para os parametros da média, ou seja,
B e fu. Dessa forma, o seu algoritmo de estimacao escore de Fisher é obtido resolvendo
a seguinte equacao matricial:

Iﬁﬁ(O) Igfu(o) pim+1) — gm) [ U,(B)
8@) @) )\ £ =10 ) Ul )

Substituindo os valores do vetor de fungoes escores e da matriz de informacgao de Fisher
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esperada, obtemos a seguinte estrutura:

X' weOMIX X WReOMIN, Blm+1) _ gm)
NJGCOMIX NTWCOMIN, + )\,K, Y —

m
_ ( X WM, (y - p) )
NIWCOM,(y — p) — MK fL"

Resolvendo o sistema de equacoes designado ao vetor de pardmetros 8 encontramos a
igualdade dada por:

- T - - T - - T
X m(?,O)foﬁ(m-i-l) - X ‘I!(Q,O)ngﬁ(m) +X ‘II(Q,O)M%Nu(fI(‘m-i-l) _ fl(‘m))
L X WCONM (y — p).

Assim, o estimador de B para a m + 1-ésimo iteracao ¢ expresso pela seguinte forma:

,B(m+1) _ (XT\II(Q’O)M%X')_IXT\II(Q’O)M% [XlB(m) + N“fLm) _ Nllf;(zm+1)
+M (Y — ).

De forma equivalente, resolvendo o sistema de equagoes obtido para o vetor de para-
metros f,, temos que:

(NJUCOMIN, + MK FTD = NWEOMIN,fG — NJUCOMIX (B0 4 gm)
+N,, UM\ (y — p)

Portanto, o estimador de f,, para a (m+1)-ésima iteracao ¢ definido da seguinte forma:

f;(l,m+1) _ (N;\II(Q’O)M?N“ + )\MKM)_lN;\I’(Z’O)M%[Xﬂ(m) +Nltf;(1,m) _ Xﬂ(m-ﬁ-l)
+M Ty — ).

Obtencao do processo escore para a dispersao

Considere agora o processo de estimacao direcionado para os parametros da dispersao,
isto é, v e fy. Logo, o seu respectivo algoritmo de estimacao escore de Fisher é obtido

resolvendo a seguinte expressao:

(@) 17e(y) AU —ytm N UL(B)
00) Helee) )\ £V -1 )\ Ulfa) )

Substituindo os valores do vetor de fungoes escores e da matriz de informagao de Fisher
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esperada, obtemos a seguinte estrutura matrical:

( _S,T\Il(o,z)q)%g —ST\II(O’Q)Q%ng ) ( ,7(m+1) fy(m) )

_Ngq;(op)@%‘g _N;\I’(()’Q)(I)%Nqs + 2K f (m+1) f¢m)
S’T\Il(lvl)Ql(y —p) + S’T<I>1T(y) IR TURDY;

B ( NJUOD®, (y — p) + Nj& T(y) + NTUOVD, — A Ky f " > '

Resolvendo o sistema de equagoes designado ao vetor de parametros 7 obtemos a

igualdade dada por:

_S'T\II(O,Q)q)%g,y(m+1) — S \I’ (0,2) q)Qs,Y(m + S \If (0,2) ¢2N (f (m+1) fgsm))
+S v (1) (bl(y —ll,) + S (blT(y) —|—S v ©.1) (Dl.

Dessa forma, o estimador de 7 para a (m + 1)-ésimo iteragao é expresso pela seguinte

forma:

A = (8T wO0928) 15 WOS 3y 4 NS — N

+(—0OP) MWD (y — p) + T(y) +O)).

Por outro lado, resolvendo o sistema de equagoes obtido para o vetor de parametros

fo, temos que:

~(NGUODBING + MK ) fy" ™ = —NJWODRINGF + NJWOIRIS (4D —4(m)
+N U IP (y — p) + Nj @, T(y) + N0V,

Finalmente, o estimador de f, para a (m + 1)-ésimo iteragdo ¢ definido da seguinte

forma:

f(m+1 _ (Nl\p(og)q)%Nd’ _ )\¢K¢)_1N;\II(O’2)<I>f{,§fy(m) +N¢f((ﬁm) _ S’y(m+1)
+H(—0 PO (y — p) + T(y) + O]}



APENDICE B

Banco de Dados

Tabela B.1: Dados referente as medidas dos frutos das

goiabeiras “Pedro Sato”.

daa coleta rep long trans peso  volume
13 1 1 2915 20.54 6.66 6
13 1 2 3294 2276 851 9
13 1 3 36.34 2293 9.93 11
13 1 4 34.68 2272 9.14 10
13 1 5 3331 21.36 7.60 7
13 1 6 33.35 2086 7.54 8
13 1 7 30.28 2045 6.27 6
13 1 8 3553 23.74 9.9 9
13 1 9 3450 21.69 7.95 8
13 1 10 3299 2097 7.79 8
13 1 11 33.63 23.14  9.05 10
13 1 12 3347 21.60 8.06 9
13 1 13 3343 2261 873 9
13 1 14 3526 23.28 9.74

13 1 15 33.60 21.67 8.09

28 2 1 3880 26.13 14.77 15
28 2 2 3432 24.80 11.03 11
28 2 3 34.67 26.10 12.98 13
28 2 4 38.12 28.26 15.51 15

67
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daa coleta rep long trans peso  volume
28 2 5 39.01 27.67 15.29 14
28 2 6 3136 25.68 10.23 11
28 2 7 3110 2323 834 8
28 2 8 40.02 27.17 15.26 15
28 2 9 38.84 2797 15.38 15
28 2 10  36.81 22.89 9.79 10
28 2 11 36.20 22.66 9.57 10
28 2 12 35.65 26.74 13.09 12
28 2 13 35.42 2445 10.49 10
28 2 14  38.88 25.90 12.55 13
28 2 15 38.69 25.65 12.52 13
42 3 1 4694 31.21 2270 24
42 3 2 39.72 29.07 16.87 17
42 3 3 4219 29.82 17.98 19
42 3 4 4755 3213 24.19 23
42 3 5 39.11 26.78 13.20 12
42 3 6 3831 27.30 13.76 15
42 3 7 4754 33.05 25.30 26
42 3 8 43.88 28.44 19.58 20
42 3 9 37.67 2749 13.86 14
42 3 10 43.88 30.34 19.73 20
42 3 11 42.15 29.60 17.95 19
42 3 12 44.44 30.76 19.91 21
42 3 13 40.46 28.46 17.18 17
42 3 14  38.88 28.90 17.57 16
42 3 15 41.63 29.84 19.31 19
59 4 1 46.68 34.00 28.69 60
59 4 2 46.15 32.43 24.56 50
59 4 3 4335 3193 20.81 40
59 4 4 46.05 33.36 26.29 50
59 4 5 4787 37.00 33.98 65
59 4 6 43.18 31.46 21.15 40
59 4 7T 4232 31.96 22.52 45
59 4 8 4429 33.74 25.79 55
59 4 9 4586 33.75 26.21 55
59 4 10 4499 32.19 23.39 50
59 4 11 44.30 30.74  20.50 45
59 4 12 48.68 35.14 31.13 65
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daa coleta rep long trans peso  volume
59 4 13 4249 31.64 22.30 45
59 4 14 43.06 32.15 23.82 50
59 4 15 4499 33.64 24.52 50
73 5 1 60.58 44.39 59.32 55
73 5 2 48.21 35.83 26.80 25
73 5 3 51.86 36.94 36.05 35
73 5 4 5147 36.21 33.62 40
73 5 5  49.57 36.22 31.55 30
73 5 6  56.62 37.92 39.57 45
73 5 7 57.55 42,60 53.21 50
73 5 8§ 50.81 36.74 33.72 30
73 5 9 51.10 36.15 31.74 30
73 5 10 46.08 32.51 23.34 20
73 5 11 5147 3991 39.05 30
73 5 12 51.11 39.67 38.66 40
73 5 13 53.83 36.79 35.54 30
73 5 14 5145 38.15 37.90 40
73 5 15 53.31 34.66 32.11 35
88 6 1 5423 41.83 49.76 —
88 6 2 5292 40.42 43.21 -
88 6 3  56.84 42.86 53.24 -
88 6 4  61.64 4518 63.79 —
88 6 5 57.48 39.57 45.47 —
88 6 6 5590 39.56 43.03 -
88 6 7 60.45 4493 60.38 —
88 6 8 53.18 3819 38.83 —
88 6 9 61.56 44.44 62.31 -
88 6 10  71.31 50.16 91.28 —
88 6 11 50.29 37.38 55.67 -
88 6 12 58.30 43.38 38.07 -
88 6 13 63.05 47.72 69.38 -
88 6 14  53.12 38.99 40.58 —
88 6 15 63.18 44.53 67.38 —
103 7 1 6733 52.70 89.56 95
103 7 2 7738 60.34 133.45 140
103 7 3 73.81 56.27 106.49 115
103 7 4 68.12 54.35 98.90 105
103 7 5 67.55 55.64 97.39 105




Referéncias

70

daa coleta rep long trans peso  volume
103 7 6 7238 5521 105.87 115
103 7 7  63.88 4858 72.28 70
103 7 8 6559 5042 82.42 85
103 7 9 76.54 60.11 132.32 140
103 7 10 80.18 60.50 129.66 140
103 7 11 78.20 55.11 112.11 120
103 7 12 7572 53.02 96.80 100
103 7 13 62.63 49.46 74.71 80
103 7 14 65.38 50.65 82.37 90
103 7 15 78.66 60.17 139.60 150
110 8 1 7092 63.32 138.52 160
110 8 2 75.00 62.64 141.10 150
110 8 3 7231 60.28 124.10 120
110 8 4 8545 65.77 172.81 180
110 8 5 84.61 59.59 136.45 150
110 8 6 77.38 63.67 141.59 160
110 8 7 7354 63.12 145.38 160
110 8 8 80.77 67.32 165.66 180
110 8 9 77.06 61.80 128.61 140
110 8 10 73.68 66.40 143.71 160
110 8 11 76.09 61.32 125.95 140
110 8 12 72,92  62.47 133.40 150
110 8 13 75.11 66.08 155.88 180
110 8 14 7545 65.00 156.87 180
110 8 15 77.62 64.76 164.59 180
117 9 1 84.51 7144 223.25 230
117 9 2 88.99 T71.99 224.93 225
117 9 3 77.80 65.21 170.05 195
117 9 4 7592 64.52 153.65 185
117 9 5 85.38 70.42 203.16 230
117 9 6 81.86 70.55 193.77 220
117 9 7 7875 66.54 160.00 200
117 9 8 85.59 7230 227.52 270
117 9 9 91.25 78.00 252.58 295
117 9 10 91.81 73.95 249.30 290
117 9 11 82.52 68.46 196.40 230
117 9 12 83.81 75.51 232.32 250
117 9 13 84.68 69.27 173.55 200




Referéncias

71

daa coleta rep long trans peso  volume
117 9 14 90.59 73.71 254.93 280
117 9 15 81.08 66.31 178.42 200
124 10 1 8747 69.71 201.54 250
124 10 2 8091 66.14 185.34 200
124 10 3 8342 70.22 195.57 210
124 10 4 94.65 78.71 260.63 310
124 10 5 85.62 68.83 181.42 210
124 10 6 83.79 72.11 211.72 225
124 10 7 85.47 70.51 203.87 220
124 10 8 83.60 75.25 204.53 265
124 10 9 7576 71.74 179.15 235
124 10 10 82.39 69.23 201.29 220
124 10 11 90.04 79.07 269.34 300
124 10 12 101.07 76.83 291.30 310
124 10 13 98.82 69.78 202.22 220
124 10 14 83.75 70.83 217.94 230
124 10 15 70.87 67.34 144.27 170
131 11 1 8278 69.46 192.31 200
131 11 2 84.79 67.89 174.63 175
131 11 3 8374 7298 206.74 215
131 11 4 8154 72.70 195.70 210
131 11 5 86.42 72.31 214.36 225
131 11 6 71.32 64.88 142.95 145
131 11 7 69.31 62.47 126.62 130
131 11 8 8293 69.44 185.82 195
131 11 9 84.62 T73.55 224.33 230
131 11 10 68.53 76.14 159.82 180
131 11 11 86.19 73.24 222.40 230
131 11 12 96.73 78.14 304.11 310
131 11 13 8595 7235 217.35 220
131 11 14 78.46 T71.76 190.89 200
131 11 15 72.87 66.52 169.41 170
138 12 1 8533 73.55 226.16 205
138 12 2 8219 68.45 171.82 190
138 12 3 90.23 7495 260.60 215
138 12 4 70.21 61.09 126.90 110
138 12 5 7745 71.55 194.75 200
138 12 6 89.31 76.24 252.47 210
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daa coleta rep long trans peso  volume
138 12 7 68.80 64.34 160.60 140
138 12 8  84.57 T4.71 242.65 240
138 12 9 77.09 66.28 178.00 140




