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Resumo

Os modelos de regressão são amplamente utilizados quando desejamos avaliar o com-
portamento de uma ou mais características de interesse (variáveis respostas), em função de
outras características observadas (variáveis explicativas). No entanto, os modelos usuais
em geral são bastante restritivos e, naturalmente, ocorre uma busca por modelos cada
vez mais flexíveis. Neste contexto, Dey et al. (1997) propõem uma classe de modelos
lineares generalizados superdispersados, os quais tem a capacidade de controlar a vari-
abilidade modelando também sua dispersão de forma independente de sua média. Por
outro lado, classes de modelos semiparamétricos estão cada vez mais relevantes na litera-
tura, visto que estes apresentam grande flexibilidade na relação entre a variável resposta e
suas correspondentes variáveis explicativas. Nesta dissertação estendemos a classe de mo-
delos superdispersados propostos por Dey et al. (1997) para o âmbito semiparamétrico,
ao considerar que a média e a dispersão da variável resposta dependem de componentes
paramétricos não lineares e de componentes não paramétricos. Propomos um processo
de estimação conjunto dos parâmetros do modelo, e adicionalmente, um critério para a
seleção dos parâmetros associados à suavidade das funções não paramétricas. Desenvolve-
mos técnicas de diagnóstico baseadas em medidas de alavancagem, análise de resíduos e
influência local. Na análise de influência local, foram considerados três esquemas de per-
turbação: perturbação na variável resposta, perturbação nos preditores e ponderação de
casos. Por fim, foram realizadas implementações computacionais das técnicas de diagnós-
tico com o auxilio do software R, as quais são relacionadas com propostas de aplicações
práticas envolvendo análise de dados reais.

Palavras-chave: Influência local. Métodos de diagnóstico. Modelos com superdispersão.
Modelos de regressão semiparamétricos.
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Abstract

Regression models are widely used when we want to evaluate the behavior of one or
more characteristics of interest (response variables), according to other observed charac-
teristics (explanatory variables). However, usual models are so restrictive and, naturally,
a search for models is becoming increasingly flexible. In this context, Dey et al. (1997)
proposed a class of overdispersed generalized linear models, which has the capacity to con-
trols variability the also modeling a dispersion independently of the mean. On the other
hand, are increasingly relevant in literature, since they have great flexibility in the rela-
tionship between the response variable and their corresponding explanatory variables. In
this work, we extend to the class of models proposed by Dey et al. (1997) for semiparame-
tric context, considering that the mean and the dispersion for response variable depend on
nonlinear parametric components and nonparametric components. We propose the joint
parameter estimation process, and in addition, a selection criteria for the smooth param-
eters associated with nonparametric functions. We develop diagnostic techniques based
on leverage measures, residuals analisys and local influence under different perturbation
schemes. Finally, applications to real data are presented.

Keywords: Diagnostic methods. Local influence. Overdispersion models. Semiparame-
tric regression models.
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CAPÍTULO 1

Introdução

1.1 Motivação

Comumente nos deparamos com situações práticas nas quais temos o interesse em
avaliar o comportamento de uma ou mais variáveis respostas em função de outras variáveis
observadas (variáveis explicativas), isto é, modelar uma possível relação entre variáveis de
interesse. Em geral, esse comportamento é estudado por meio da média da distribuição
condicional da variável resposta dado as variáveis explicativas. Essa esperança é então
associada a um preditor, que em grande parte das vezes é representado em função de
parâmetros. Vale ressaltar que é usual utilizar o modelo linear clássico, o qual considera
uma relação linear entre a variável resposta e as explicativas e também que os erros
associados ao modelo segue uma distribuição normal. No entanto, por diversos fatores,
esse tipo de modelagem pode não ser viável, e consequentemente causar interpretações
errôneas. Uma forma de contornar a situação é utilizar técnicas para transformação de
variáveis em busca da normalidade, mas eventualmente torna o modelo mais difícil de
interpretar ou acaba não implicando na normalidade da variável transformada.

Por esse fato, alguns pesquisadores da área vêm propondo metodologias mais sofisti-
cadas e que generalizam essa modelagem clássica, gerando classes de modelos bem mais
flexíveis. Uma dessas classes na qual merece destaque são os Modelos Lineares Generali-
zados (MLGs), proposta por Nelder e Wedderburn (1972), baseando-se na suposição que a
componente aleatória pertence a família de distribuições denominada família exponencial.
Além disso, a relação entre a variável resposta e suas correspondentes variáveis explicati-
vas não necessariamente devem ser lineares, basta apenas que seja modelada através de
uma estrutura linearizável. Discussões mais abrangentes acerca dessa classe de modelos
podem ser encontrados em Paula (2004), Cordeiro e Demetrio (1986) e Turkman e Silva
(2000), por exemplo.
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Por outro lado, mesmo nessa classe que possui um leque de opções bem amplo, há
a presença de problemas do ponto de vista prático. Um problema ocasional em análise
de regressão se dá quando a variabilidade predita pelo ajuste do modelo é maior do
que sua variabilidade teórica, ou em casos que até mesmo a sua variabilidade não seja
constante. A esse evento dá-se o nome de superdispersão, o qual vem sendo largamente
discutido por inúmeros autores. Formas de resolver esse problema são discutidas por Efron
(1986), Smyth (1989) e Dey et al. (1997), considerando uma modelagem também para o
parâmetro de escala do modelo em questão. Especificamente, Dey et al. (1997) apresentam
uma generalização à família exponencial dupla introduzida por Efron (1986), para inserir
um parâmetro que controla a variância do modelo, e assim obter uma modelagem para a
média e variância de forma independente.

Uma outra discussão importante é no que diz respeito à estrutura funcional do modelo,
ou seja, de que forma a variável resposta está relacionada às suas covariáveis. Em muitos
casos, atribuir uma forma linear ou linearizável a essa relação pode não ser satisfatória o
suficiente. Uma alternativa é considerar funções não lineares, porém esse caso ainda é bas-
tante restritivo e impõe um conhecimento prévio da relação funcional. Em contrapartida,
o uso de funções de suavização para a construção de modelos de regressão não paramétri-
cos permite estudar relações sem necessariamente conhecer sua estrutura funcional. Do
ponto de vista prático, a relação entre algumas variáveis podem ser simples de identificar
e outras não, motivando o uso de métodos distintos relacionados a cada variável. Como
forma de unir essas duas metodologias de análise na busca para a melhoria do ajuste, é
possível considerar a inclusão dessas relações não paramétricas em modelos paramétricos,
permitindo uma maior flexibilidade para estimar as funções regressoras estendendo-se à
classe de modelos semiparamétricos. Dentre essa classe de modelos, podemos destacar os
modelos aditivos generalizados (MAGs), com importante utilidade por representar uma
extensão semiparamétrica dos MLGs. Como ressalta Conceição et al. (2001), para o
uso desses modelos não é necessário sequer ter algum conhecimento prévio da relação de
regressão, bastando apenas estimá-la através dos dados.

Além disso, no contexto de modelos de regressão um tópico crucial é a avaliação do
ajuste do modelo, tanto na verificação das suas suposições como em relação à presença de
observações influentes. Essa etapa é conhecida na literatura como análise de diagnóstico e
teve início nos modelos lineares clássicos. Desde então, seu conceito vem sendo estendido
a diversas classes de modelos na forma de análise de resíduos, alavancagem, influência
global e influência local.

Em Terra (2013) são abordados os modelos não lineares generalizados superdispersa-
dos. Diante disso, a ideia principal dessa dissertação é considerar essa classe de modelos
e introduzir componentes não paramétricos, obtendo assim um modelo semiparamétrico
que seja extremamente versátil do ponto de vista prático e abordar técnicas de diagnóstico
específicas para essa classe de modelos.
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1.2 Objetivos

Essa dissertação tem como foco principal três objetivos. O primeiro objetivo é fazer
uma revisão literária acerca de modelos de regressão com superdispersão e do uso de
funções de suavização na construção de modelos semiparamétricos. O segundo é propor
uma classe de modelos bem geral, denominada de modelos de regressão não lineares parci-
ais generalizados superdispersados (MNLPGS). Por fim, abordar métodos de diagnóstico
nessa nova classe de modelos e, consequentemente, utilizá-los na avaliação da qualidade
e sensibilidade dos ajustes. Visto isso, temos especificamente os seguintes objetivos em
destaque:

1. Definir a função de verossimilhança penalizada para os modelos não lineares parciais
generalizados superdispersados, bem como sua função escore e matriz de informação
de Fisher para seus parâmetros.

2. Propor um método de estimação, baseado em um processo escore e um algoritmo
backfitting, para os coeficientes de regressão e as funções não paramétricas.

3. Obter resultados importantes para a detecção de pontos influentes e de alavanca,
além da definição de resíduos especificos para a média e dispersão.

4. Julgar a flexibilidade do modelo e a eficácia das técnicas de diagnóstico para detectar
problemas no ajuste, feito por meio de aplicações práticas.

1.3 Organização da dissertação

Esta dissertação está organizada da seguinte forma. No Capítulo 2 é abordada uma
explicação prévia de técnicas para a construção de modelos semiparamétricos, bem como
algumas definições necessárias para tal. Sendo assim, o foco do capítulo é construir uma
classe de modelos semiparamétricos que procuram modelar simultaneamente a média e
a dispersão usando uma classe de distribuições bastante abrangente. Especificamente,
é definida a função de verossimilhança e, a partir daí, são obtidas a função escore e a
matriz de informação de Fisher, produzindo então um processo iterativo para a estimação
dos parâmetros do modelo. Ainda nesse capítulo são discutidos os erros padrão dos esti-
madores e uma alternativa para seleção entre modelos concorrentes baseado nos métodos
para modelos paramétricos.

No Capítulo 3, propomos técnicas de diagnóstico destinadas especificamente à classe
de modelos não lineares parciais generalizados superdispersados, tais como: resíduos,
alavancagem generalizada e influência local. Em resumo, as técnicas abordadas nesse
capítulo são utilizadas para avaliar a qualidade do ajuste e a sensibilidade do modelo
à observações que exercem pesos desproporcionais na estimação dos parâmetros. Isso é
definido através de métodos bem gerais amplamente usados na literatura, sendo obtidos
particularmente para os modelos em estudo.
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No Capítulo 4, motivamos o uso da classe de modelos aqui proposta, resolvendo um
problema de contexto prático, considerado a partir de dados reais. É ressaltado como a
flexibilidade dos MNLPGS é bastante útil para resolver os mais variados problemas reais,
visto que temos uma generalização de diversos modelos, com grande aplicabilidade.

Por fim, no Capítulo 5 revisamos os resultados obtidos e os objetivos atingidos com
a execução deste trabalho. Em especial, são apresentadas algumas conclusões, tanto do
ponto de vista teórico como prático, e perspectivas para possíveis trabalhos futuros.



CAPÍTULO 2

Modelos Não Lineares Parciais Generalizados Superdispersados

Neste capítulo será introduzida uma família de modelos semiparamétricos, obtida ao
inserir uma função de suavização aos preditores na classe de modelos não lineares genera-
lizados superdispersados. Inicialmente será discutida uma motivação ao uso dessa técnica,
bem como alguns trabalhos relacionados aos modelos semiparamétricos e suas aplicações.
Com isso, especificaremos o modelo e a utilização de uma função de penalização, na qual
é usada para obter uma forma penalizada da função de verossimilhança. Em seguida,
são calculadas a função escore e a matriz de informação de Fisher, obtidas a partir da
derivação da função de verossimilhança penalizada, e então discute-se a estimação dos
parâmetros desse modelo. Por fim, é abordada uma analogia aos critérios para seleção de
modelos usuais, levando em consideração a função de penalização.

2.1 Introdução

Em estudos evolvendo análise de regressão, um dos interesses é avaliar o comporta-
mento de uma ou mais variáveis respostas em função de outras variáveis observadas. Os
modelos mais clássicos assumem que essa relação pode ser medida por uma estrutura
funcional bem simples, representando a variável resposta como uma função linear de suas
correspondentes variáveis explicativas. No entanto, há situações em que não é razoável
estabelecer uma relação linear entre as variáveis, e consequentemente, uma opção é consi-
derar classes de modelos que são capazes de contemplar estruturas mais complexas, como
é o caso dos modelos não lineares. Esses modelos, embora sejam bem mais flexíveis na
forma estrutural da relação de regressão, parte do pressuposto que essa apresenta uma
forma funcional conhecida.

Ocasionalmente, identificar e especificar com precisão a relação de regressão não é algo
tão simples, o que pode resultar em um mal ajuste. Por exemplo, estudos que levam em
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consideração variáveis temporais costumam apresentar comportamentos bem peculiares,
com relações representadas por curvas, obtidas a partir de técnicas não paramétricas
conhecidas por métodos de suavização. Nesse contexto, os modelos não paramétricos
vêm se tornando uma importante alternativa aos modelos paramétricos, por serem menos
restritivos e apresentarem maior flexibilidade na sua estrutura funcional. Essa classe de
modelos, além de exigir menos suposições, não obriga conhecimento prévio da relação
entre as variáveis estudadas, podendo remeter à ajuste de curvas bem mais complexas
e de forma precisa. De modo geral, esses métodos sugerem que, em vez de modelar a
variável resposta utilizando uma função paramétrica de determinada variável explicativa,
considerar uma função não paramétrica. Para mais detalhes da formalização e estudo dos
modelos não paramétricos, veja Wu e Zhang (2006) e Simonoff (1996).

Uma outra classe de modelos que vem apresentando crescentes estudos e grande aplica-
bilidade, denominada de modelos semiparamétricos, é caracterizada por unir a modelagem
paramétrica e não paramétrica. A motivação está em flexibilizar ainda mais a relação en-
tre as variáveis explicativas e a variável resposta, ao adicionar funções de suavização às
estruturas paramétricas. Particularmente, uma boa aplicabilidade é em casos nos quais
deseja-se estabelecer uma relação paramétrica e ao mesmo tempo controlar o efeito da va-
riável resposta através de determinadas características usando funções não paramétricas.
Na literatura, diversos autores vem estendendo esse conceito para os mais diversificados
modelos de regressão, como por exemplo, Hastie e Tibshirani (1990) que propuseram os
modelos aditivos generalizados (MAGs), uma classe de modelos que, ao incluir funções
não paramétricas aos preditores, representam uma importante extensão semiparamétrica
dos modelos lineares generalizados.

Nas seguintes seções deste capítulo, será introduzido o conceito de modelos semi-
paramétricos, utilizando-o para obter uma extensão dos modelos não lineares generaliza-
dos superdispersados propostos por Dey et al. (1997). Esses modelos com superdispersão
são capazes de modelar, de forma simultânea, a média e dispersão da variável de interesse,
ao introduzir um preditor adicional para a dispersão de forma equivalente à média. Os
preditores, por sua vez, podem assumir estruturas não lineares e, como caso particular,
funções lineares mais simples. Com isso, nosso objetivo será incluir uma única função de
suavização em cada um dos preditores, e então, discutir de que forma isso irá afetar o
processo de estimação e a validação do modelo. Em outras palavras, o modelo será especi-
ficado por uma estrutura paramétrica de determinadas covariáveis e de uma função não
paramétrica que depende apenas de uma variável explicativa em cada um dos preditores,
tornando bem mais flexível a relação da variável resposta com suas covariáveis.

2.2 Conceitos preliminares

Considere inicialmente yi (i = 1, . . . , n) como sendo a i-ésima observação de yyy =

(y1, . . . , yn)>, o vetor de respostas. Dessa forma, a ideia base dos modelos semiparamétri-
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cos é considerar uma regressão com estrutura geral definida por:

yi = h(xxxi;βββ) + f(ti) + ei, (2.1)

em que h(XXX;βββ) é uma função paramétrica, xxxi um vetor (p×1) de variáveis explicativas, βββ
um vetor de parâmetros (p× 1), f(ti) uma função de suavização duas vezes diferenciável
que depende da variável ttt e ei representando os erros aleatórios.

Se, por exemplo, adotarmos uma estrutura linear para a componente paramétrica e
uma determinada função de suavização, então o modelo pode ser expresso pela seguinte
forma matricial:

yyy = XXXβββ +NNNfff + eee, (2.2)

em que XXX é a matriz modelo (n × p) referente a parcela paramétrica, NNN é uma matriz
de incidências (n × r) com elementos dados por 11(ti = t0k) (i = 1, . . . , n ; k = 1, . . . , r)
com t0k sendo os valores ordenados e sem repetições da variável ttt, fff = (f(t01), . . . , f(t0r))

>

é o vetor (r × 1) referente a função de suavização e eee = (e1, . . . , en)> é um vetor de erros
aleatório (n× 1).

Nesse caso, se considerarmos que os erros são normais, então o modelo apresentado em
(2.2) é uma classe específica de modelos semiparamétricos, conhecida na literatura como
modelos lineares parciais (MLP), os quais são discutidos por Heckman (1986) e Green
e Silverman (1993), a título de exemplo. Claramente, dependendo de como é definido o
componente sistemático e o componente aleatório, a estrutura geral dada em (2.1) pode
abranger distintas classes de modelos, as quais tem sido estudadas por diversos autores.
Alguns exemplos de casos particulares de (2.1) podem ser encontrados em Pulgar (2009).

Outro fator fundamental a ser considerado é a escolha da função de suavização, a qual
vai caracterizar diretamente a forma da relação não paramétrica entre a variável resposta
yyy e a variável explicativa ttt. Assumindo apenas que essa função está em um espaço sob
determinadas restrições, o objetivo é obter uma combinação linear de funções desse espaço
que melhor aproxime a função de interesse, ou seja, assumimos que a função f pode ser
escrita da seguinte forma:

f(ttt) =

q∑
i=1

αibi(ttt),

em que bi(·) é uma função base e αi são coeficientes de suavização.
No entanto, dentre essas inúmeras possibilidades da escolha de f(·) nos restringiremos a

utilização apenas de splines cúbicos naturais, por apresentarem uma grande flexibilidade
e alta eficiência computacional. De modo geral, splines são ferramentas amplamente
utilizadas para a aproximação de funções, apresentando um alto poder adaptativo para a
estimação de curvas. Por definição, um spline é uma curva contínua definida inicialmente
por dois ou mais pontos de controle. Nesse caso, o domínio da função é dividida em
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intervalos menores através de pontos de cortes, denominados de nós. Logo, a ideia geral
do spline, é atribuir funções polinomiais dentro de cada um desses intervalos, formando
assim curvas que passe por todos esses pontos de controle ou se aproxime o máximo
possível de todos eles. Desse modo, uma função spline de ordem m com k intervalos é
qualquer função que possua a seguinte forma:

f(t) =
m∑
s=0

αst
s +

k∑
l=1

αm+l(t− τl)m+ .

em que w+ = max(0, w) e τ0, τ1, τ2, ..., τk, τk+1 representam os nós do spline.
Os exemplos de tipos de splines mais comuns são as funções splines lineares, polino-

miais e naturais. Dentre todas as possíbilidades de funções, os splines cúbicos naturais
consistem em estabelecer polinômios de terceiro grau em cada intervalo definido pelos nós.
Portanto, de acordo com Reinsch (1967) e Silverman (1985), estas funções são caracteri-
zadas pelas seguintes propriedades:

• f(·) é um polinômio dividido em partes de terceira ordem em qualquer subintervalo
[τi, τi+1)

• Para cada ponto τi, a curva e suas duas primeiras derivadas são contínuas, embora
sua terceira derivada possa ser descontínua.

• Nos intervalos (−∞, t1] e [tk+1,∞, t1) a segunda derivada é zero, de mode que f(·)
é uma função linear fora do domínio dos dados.

Abordagens mais detalhada sobre a especificação de f(·) e de sua construção para
modelos regressão não paramétricos podem ser encontradas em Simonoff (1996), Wu e
Zhang (2006) e Noda (2013), por exemplo. É importante ressaltar que, a estrutura descrita
na equação (2.2) nos possibilita estimar a parcela não paramétrica através de um vetor de
parâmetros desconhecido, de forma equivalente ao processo de estimação para a parcela
paramétrica, facilitando assim todo o processo inferencial do modelo.

É valido notar que, o modelo definido em (2.2) possibilita o uso de procedimentos
numéricos de interpolação para ajustar uma função de suavização, que por sua vez, ne-
cessita de algo para controlar a suavidade da curva estimada. Naturalmente, se a curva
é muito suave, a estimação da função tende a ser menos precisa e acaba por não ex-
plicar corretamente o comportamento real dos dados. Por outro lado, se a estimação
da curva tende a interpolar muitas observações obtendo pouca suavidade, isso ocasion-
ará num ótimo ajuste, mas com alta variabilidade. Em outras palavras, processos de
estimação que consideram a maximização direta da função de verossimilhança podem
ocasionar problemas de super ajustes na parcela não paramétrica e, consequentemente,
causar problemas de identificabilidade ao modelo.

Formas para solucionar esse problema de identificabilidade são propostas por inúmeros
autores, e dentre esses métodos são destacados critérios que incorporam algum tipo de
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penalidade na função de verossimilhança. Handscomb (1966) introduziu um critério de
penalização no qual consiste em avaliar a integral em todo domínio de ttt de alguma derivada
de f(ttt), isto é, usando a seguinte função de penalização:

J = λ

∫ b

a

[f (l)(t)]2dt,

em que λ é o parâmetro de suavização e f (l)(ttt) a l-ésima derivada de f(ttt).
Para o caso dos splines cúbicos naturais, a penalização que iremos adotar é através

da segunda derivada de f(ttt), a qual Green e Silverman (1993) demostram que podem
assumir a seguinte forma quadrática:

J = λ

∫ b

a

[f (2)(t)]2dt = λfff>KKKfff, (2.3)

em que KKK = QQQ>RRR−1QQQ é uma matriz (n× n) positiva definida.
As matrizes QQQ e RRR são obtidas através das distâncias hi entre as observações de ttt, ou

seja, hi = ti+1 − ti. Logo, os elementos da matriz QQQ de dimensão n × (n − 2) são dados
por:

q(j−1),j = h−1
j−1, qj,j = −h−1

j−1 − h−1
j e q(j+1),j = h−1

j ,

com qi,j = 0 para |i− j| > 1, j = 2, . . . , n− 1.
De forma semelhante, os elementos da matriz RRR são descritos pelas seguintes ex-

pressões:

ri,i =
1

3
(hi−1 − hi), i = 1, . . . , n− 1,

ri,(i+1) = q(i+1),i =
1

6
hi, i = 1, . . . , n− 2,

com rij = 0 para |i− j| > 1.
Em vista disso, esse contexto geral será utilizado para introduzir componentes sis-

temáticos semiparamétricos na construção dos modelos superdispersados, com o objetivo
de tornar ainda mais flexível a relação entre a variável resposta e suas respectivas variáveis
explicativas.

2.3 Especificação do modelo

Os modelos lineares generalizados superdispersados propostos por Dey et al. (1997)
representam uma extensão aos modelos lineares generalizados, os quais foram introduzido
por Nelder e Wedderburn (1972). Esses modelos, por sua vez, são caracterizados por três
quantidades fundamentais: o componente aleatório, o componente sistemático e a função
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de ligação. Do ponto de vista prático, ao fazer uso dessa teoria é necessário definir bem
o que cada um desses termos irá representar no estudo em questão.

Visto isso, a fim de especificar essa classe de modelos, precisamos inicialmente definir
o seu componente aleatório e seus dois componentes sistemáticos, um relacionado à média
e outro a dispersão. Naturalmente, assumiremos que o componente aleatório do modelo
tem distribuição pertencente a família de distribuições definida por Dey et al. (1997),
generalizando a exponencial dupla proposta por Efron (1986), com função de densidade
dada por:

π(yyy;µµµ,φφφ) = A(yyy) exp
{

(yyy − µµµ)Ψ(1,0)(µµµ,φφφ) + φT (yyy) + Ψ(µµµ,φφφ)
}
, (2.4)

em que A(yyy), T (·) e Ψ(·, ·) são funções conhecidas e Ψ(r,s)(µµµ,φφφ) = ∂r+sΨ(µµµ,φφφ)/∂µr∂φs,
r,s ≥ 0.

Considerando-se que yyy tem função de densidade dada por (2.4), então seguem as
seguintes relações: E (y) = µ, Var (y) = Ψ(2,0)(µµµ,φφφ), E [T (y)] = −Ψ(0,1)(µµµ,φφφ) e Var [T (y)] =

−Ψ(0,2)(µµµ,φφφ). Já os componentes sistemáticos serão especificados por meio de funções não
lineares das variáveis explicativas e de uma função não paramétrica associada a uma vari-
ável específica. Seja XXX a matriz modelo associada a média e SSS a matriz modelo associada
a dispersão, então os componentes sistemáticos assumem a seguinte estrutura:

g(µµµ) = ηηη = ϕ1(XXX;βββ) +NNNµfffµµµ, (2.5)

e

h(φφφ) = τττ = ϕ2(SSS;γγγ) +NNNφfffφφφ, (2.6)

com g(·) e h(·) representando as funções de ligação da média e da dispersão, respectiva-
mente.

Nesse caso, as funções g(·) e h(·) deverão ser conhecidas, bijetoras e as funções f1(XXX;βββ)

e f2(SSS;γγγ) serão funções não lineares contínuas e diferenciáveis com respeito ao vetor de
parâmetros, tal que as matrizes de derivadas X̃XX = ∂ϕ1(XXX;βββ)/∂βββ e S̃SS = ∂ϕ1(SSS;γγγ)/∂γγγ

tenham posto completo. Com isso, o modelo discutido nesse capítulo é completamente
especificado por meio do componente aleatório definido em (2.4) e dos componentes sis-
temáticos (2.5) e (2.6), para a média e dispersão, respectivamente.

2.4 Distribuições pertencentes à classe de modelos su-

perdispersados

Algumas distribuições pertencentes à classe dos MNLPGS são apresentadas a seguir.
Para mais detalhes da obtenção dessas distribuições como caso particular dos MNLPGS,
veja Terra (2013) e Previdelli (2005), por exemplo.
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2.4.1 Inversa gaussiana generalizada

Essa distribuição foi proposta por Good (1953) e representa um alternativa tri paramétrica
para competir com a distribuição gama, por exemplo. Dessa forma, de acordo Johnson et
al. (1994) a função de densidade da inversa gaussiana generalizada é dada por:

π(y;α, δ, r) =
α
δ

r
2

2Kr(
√
αδ)

yr−1 exp

{
−1

2
(δy−1 + αy)

}
, y, α, δ > 0,

em que Kr(·) é uma função de Bessel modificada de terceira ordem.
Dessa forma, utilizando a classe dos MNLPGS na sua forma de origem apresentada

por Gelfand e Dalal (1990), ou seja,

π(y;µ, φ) = A(y) exp{θy + rT (y)− ρ(θ, φ)}.

Logo, a função de densidade da inversa gaussiana generalizada pode ser reescrita na
seguinte forma:

π(y;α, δ, r) = yr−1 exp

{
−1

2
δy−1 − 1

2
αy + log

[
(α
δ
)
r
2

2Kr(
√
αδ)

]}
.

Com isso, considerando r constante podemos definir as quantidades A(y) = yr−1,
T (y) = −y−1, θ = Ψ(1,0)(µ, φ) = −α/2 e φ = −δ/2. Adicionalmente, tome αδ = 4θφ,
então temos que:

ρ(θ, φ) = −r
2

log

(
θ

φ

)
+ log 2 + logKr(2

√
θφ).

No entanto, a especificação de Ψ(µ, φ) é considerada apenas por meio da manipulação
da seguinte equação:

Ψ(µ, φ) =

∫
θ =

∫
∂Ψ(µ, φ)

∂µ
,

a qual só pode ser obtida de forma numérica, ou seja, não possui forma fechada.
Portanto, a distribuição inversa gaussiana generalizada é um caso particular da família

com densidade definida em (2.4), e consequentemente generaliza todos os casos especiais
ao variar os parâmetros α, δ e r dessa subfamília, como por exemplo a distribuição inversa
gaussiana (se r = −1/2), gama (se δ = 0 e r > 0) e recíproca gama (se r = 0).

2.4.2 Família exponencial dupla

De acordo com Efron (1986) e seguindo a notação de Gelfand e Dalal (1990), a família
exponencial dupla pode ser definida através dos parâmetros θ,ρ e a com seguinte função
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de densidade:

π(y; θ, ρ, a) = c(θ, ρ, a)ρ1/2{exp{aα(yθ − χ2(θ))}h(y; a)}ρ

{exp{aα(yθ − χ2(θ))}h(y; a)}1−ρ[dh(y; a)],

= c(θ, ρ, a)ρ1/2 exp{aα(yθ − χ2(θ)) + a(1− ρ)(yθ(y)− χ2(θ(y)))}h(y; a),

em que Ψ(µ) = χ2(θ), h(y; a) uma função conhecida, c(θ, ρ, a) uma constante aproximada-
mente igual a zero, θ = E (y) = µ e Var (y) = V (θ)/aθ.

Com isso, através de manipulações algébricas, como expõe Terra (2013), podemos
reescrever essa densidade na seguinte forma:

π(y; θ, ρ, a) = c(θ, ρ, a)ρ1/2 exp{αρyθ − αρχ2(θ) + a(1− ρ)T (y)h(y; a)},
= c(θ, ρ, a)ρ1/2 exp{αy + T (y)− ρ(α, φ)h(y; a)},

em que T (y) = yθ(y)− χ2(θ(y)) e φ = a(1− ρ).
Sendo assim, a família de distribuições definida por Dey et al. (1997) englobam a

família exponencial dupla exposta por Efron (1986), por meio da representação da família
exponencial de dois parâmetros definida por Gelfand e Dalal (1990). Consequentemente,
a classe de modelos superdispersados englobam as famílias distribuições binomial, gama
e poisson dupla, por exemplo. Em seguida é apresentado o caso particular da densidade
da poisson dupla, uma vez que está será utilizado para a aplicação prática em dados reais
discutida no capítulo 4.

2.4.3 Família poisson dupla

Essa família é baseada na distribuição poisson, a qual é principalmente utilizada em
dados de contagem onde a variável resposta é inteiro não negativo. Segundo Efron (1986),
assume-se que a variável resposta Y (y = 0, 1, 2, . . .) tem função densidade de probabili-
dade dada por:

π(y;µ, φ) =
(
φ

1
2
e−φµ

)(e−yyy
y!

)(
eµ

y

)φy
,

em que E (y) = µ, Var (y) = µ/φ.
Desse modo, através de manipulações algébricas é possível reescrever esta função de

densidade sob a seguinte forma:

π(y;µ, φ) =

(
e−yyy

y!

)
exp

{
(y − µ)[φ+ φ log µ]− φy log y + φy log µ+

1

2
log φ

}
.

Logo, podemos obter a densidade da poisson dupla sob a notação definida em (2.4)
com A(y) = yr−1, T (y) = −y−1, θ = Ψ(1,0)(µ, φ) = −α/2 e φ = −δ/2 A(y) =

(
e−yyy

y!

)
,

T (y) = −y log y, Ψ(µ, φ) = φµ log µ + 1/2 log φ e Ψ(1,0)(µ, φ) = φ + φ log µ. Portanto,
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a distribuição poisson dupla também representa um caso particular da classe de mode-
los superdispersados, sendo assim um possível competidor aos modelos com distribuição
binomial negativa.

2.5 Função de verossimilhança penalizada

Seja θθθ = (βββ>, γγγ>, fff>µ , fff
>
φ )> o vetor de parâmetros do modelo e yyy o vetor com as

observações da variável resposta, então o logaritmo da função verossimilhança tem a
seguinte forma:

l(θθθ) =
n∑
i=1

{
(yi − µi)Ψ(1,0)(µi, φi) + φiT (yi) + Ψ(µi, φi)

}
+

n∑
i

logA(yi).

Como foi mencionado anteriormente, existe a necessidade de inserir penalizações na
verossimilhança para cada uma das funções de suavização, ou seja, uma para a média e
outra para dispersão. Dessa forma, considerando um spline cúbico natural e sua respectiva
penalização dada em (2.3), o logaritmo da função de verossimilhança penalizada é dada
por:

lp(θθθ) =
n∑
i=1

{
(yi − µi)Ψ(1,0)(µi, φi) + φiT (yi) + Ψ(µi, φi)

}
+

n∑
i

logA(yi)

−1

2
λ∗µfff

>
µKKKµfffµ −

1

2
λ∗φfff

>
φKKKφfffφ. (2.7)

Desse modo, utilizamos a função definida em (2.7) para obter os estimadores de má-
xima verossimilhança (EMV) penalizados, os quais serão discutidos com mais detalhes na
Seção 2.7.

2.6 Função escore e matriz de informação de Fisher pe-

nalizadas

Para a obtenção dessas funções, assumimos que λµ e λφ são valores fixos. Logo, a
função escore penalizada é definida pela seguinte estrutura matricial:

Up(θθθ) =
∂l(θθθ)

∂θθθ
=


Up(βββ)

Up(fffµµµ)

Up(γγγ)

Up(fffφφφ)

 ,
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em que

Up(βββ) = X̃XX
>

ΨΨΨ(2,0)MMM1(yyy − µµµ),

Up(fffµ) = NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM1(yyy −µµµµµµµµµ)− λµµµKKKµµµfffµµµ,

Up(γγγ) = S̃SS
>

ΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ1(yyy − µµµ) + S̃SS
>

ΦΦΦ1T (yyy) + S̃SS
>

ΨΨΨ(0,1)ΦΦΦ1

e

Up(fffφφφ) = NNN>φφφΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ1(yyy − µµµ) +NNN>φΦΦΦ1T (yyy) + S̃SS
>

ΨΨΨ(0,1)ΦΦΦ1,

sendoMMM1 = diag(a1, . . . , an), com ai = ∂µi/∂η e Φ1Φ1Φ1 = diag(b1, . . . , bn), com bi = ∂φi/∂τi,
i = 1, . . . , n.

A matriz de informação de Fisher penalizada é definida através da estrutura matricial
dada:

Ip(θθθ) =


Iββββββp (θθθ) Iβββfffµp (θθθ) 000p1×p2 000p1×r2

Ifffµβββp (θθθ) Ifffµfffµp (θθθ) 000r1×p2 000r1×r2

000p2×p1 000p2×r1 Iγγγγγγp (θθθ) Iγγγfffφp (θθθ)

000r2×p1 000r2×r1 Iγγγfffφp (θθθ) Ifffφfffφp (θθθ)

 .

em que

Iββββββp (θθθ) = X̃XX
>

ΨΨΨ(2,0)MMM2
1X̃XX,

Iβββfffµp (θθθ) = X̃XX
>

ΨΨΨ(2,0)MMM2
1NNNµµµ,

Ifffµβββp (θθθ) = NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM2
1X̃XX,

Ifffµfffµp (θθθ) = ÑNNµµµ
>

ΨΨΨ(2,0)MMM2
1NNNµµµ + λµµµKKKµµµ,

Iγγγγγγp (θθθ) = −S̃SS>ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1S̃SS,

Iγγγfffφp (θθθ) = −S̃SS>ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1NNNφφφ,

Ifffφγγγp (θθθ) = −NNN>φφφΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1S̃SS

e

Ifffφfffφp (θθθ) = −ÑNNφφφ
>

ΨΨΨ(2,0)MMM2
1NNNφφφ + λφφφKKKφφφ.

com MMM2
1 = diag(a2

1, . . . , a
2
n) e ΦΦΦ2

1 = diag(b2
1, . . . , b

2
n).

Note que, os parâmetros relacionados a média (βββ e fffµ) são ortogonais aos parâmetros
associados a dispersão (γγγ e fffφ), indicando que a estimação desses parâmetros pode ser
feita de forma independente.
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2.7 Método de Estimação

O EMV penalizado para o vetor de parâmetros θθθ, dado λλλ = (λµµµ, λφφφ) é o valor que
maximiza (2.7) sobre todo o espaço paramétrico associado a θθθ, ou seja,

lp(θ̂θθ;λµµµ, λφφφ) ≥ sup
θ∈Θ

lp(θθθ;λµµµ, λφφφ).

O processo de estimação desse modelo será divido em etapas. Inicialmente, será consid-
erado que os parâmetros de suavização são valores fixos e assim obtemos um procedimento
para a estimação dos parâmetros associados a média e a dispersão através da combinação
dos algoritmos Scoring de Fisher e backfitting. Em seguida, será considerado um pro-
cesso de estimação separadamente para os parâmetros de suavização usando métodos de
validação cruzada, como veremos a seguir.

2.7.1 Estimação dos parâmetros da média

Considerando que λµµµ assume um valor fixo, então o processo de estimação para os
parâmetros da média são obtidos igualando-se as respectivas funções escore a zero, como
temos abaixo:

Up(β̂ββ) = X̃XX
>

ΨΨΨ(2,0)MMM1(yyy − µµµ) = 0

e

Up(f̂ffµµµ) = NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM1(yyy − µµµ)− λµµµKKKµµµf̂ffµµµ = 0.

No entanto, não é possível resolver esse sistema de equações de forma direta, sendo
necessário o uso de métodos numéricos para a maximização de (2.7) em função de βββ e fffµ.
Nesse caso, utilizando o algoritmo escore de Fisher, podemos definir o seguinte processo
iterativo: (

Iββββββp (θθθ) Iβββfffµµµp (θθθ)

Ifffµµµβββp (θθθ) Ifffµµµfffµµµp (θθθ)

)(
βββ(m+1) − βββ(m)

fff
(m+1)
µ − fff (m)

µµµ

)
=

(
Up(βββ)

Up(fffµµµ)

)
.

Logo, após algumas manipulações algébricas, as quais podem ser encontradas no
Apêndice A, obtemos o seguinte processo iterativo para os parâmetros da média:(

βββ(m+1)

fff
(m+1)
µµµ

)
=

(
DDD

(m)
0 [rrr

(m,m+1)
βββ + ηηη(m)]

DDD
(m)
1 [rrr

(m,m+1)
fffµµµ

+ ηηη(m)]

)
, (2.8)
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em que

DDD
(m)
j =

{
(X̃XX
>

ΨΨΨ(2,0)MMM2
1X̃XX)−1X̃XX

>
ΨΨΨ(2,0)MMM2

1, se j = 0

(NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM2
1X̃XX + λµµµKKKµµµ)−1NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM2

1, se j = 1

e

rrr
(m,m+1)
δδδ =

{
MMM−1

1 (yyy − µµµ(m))−NNNµfff
(m+1)
µµµ , se δδδ = βββ

MMM−1
1 (yyy − µµµ(m))− X̃XXβββ(m+1), se δδδ = fffµ

Por outro lado, é possível reescrever as equações definidas em (2.8) sobre uma forma al-
ternativa utilizando substituições, apresentando certa utilidade em análises futuras. Logo,
considerando zzz = ηηη+MMM−1

1 (yyy−µµµ) e substituindo a expressão referente a fffµ em βββ, obtemos
a seguinte expressão:

β̂ββ = (X̃XX
>
WWWβββX̃XX)−1X̃XX

>
WWWβββzzz,

em que WWW β = ΨΨΨ(2,0)MMM2
1 −ΨΨΨ(2,0)MMM2

1NNNµµµ(NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM2
1NNNµµµ + λµµµKKKµµµ)−1NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM2

1.
De forma equivalente, substituindo a expressão obtida para βββ em fffµ, temos o seguinte

resultado:

f̂ffµµµ = (NNN>µµµWWWµµµNNNµµµ + λµµµKKKµµµ)−1NNN>µµµWWWµµµzzz,

em que WWWµµµ = ΨΨΨ(2,0)MMM2
1 −ΨΨΨ(2,0)MMM2

1X̃XX(X̃XX
>

ΨΨΨ(2,0)MMM2
1X̃XX)−1X̃XX

>
ΨΨΨ(2,0)MMM2

1.
Dessa forma, utilizando as expressões de β̂ββ e f̂ffµ e após algumas manipulações algébri-

cas, o vetor η̂ηη de valores ajustados fica dada por:

η̂ηη = X̃XXβ̂ββ +NNNµµµf̂ffµµµ = HHHµµµẑzz =
(
X̃XX NNNµµµ

)
CCC−1
µµµ

(
X̃XX
>

NNN>µµµ

)
ΨΨΨ(2,0)MMM1ẑzz, (2.9)

sendo a matriz CCCµµµ dada por:

CCCµµµ =

(
X̃XX
>

ΨΨΨ(2,0)MMM2
1X̃XX X̃XX

>
ΨΨΨ(2,0)MMM2

1NNNµµµ

NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM2
1X̃XX (NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM2

1NNNµµµ + λµKKKµµµ)

)
.

A matriz HHHµµµ em (2.9), representa uma matriz hat associada a estimação da média, que
embora não possua a propriedade de idempotência, é semelhante ao caso do modelo de
regressão clássico. Em outras palavras, a matriz HHHµ tem intepretação e utilidade de forma
equivalente a matriz hat definida em modelos puramente paramétricos, se destacando com
certa relevância em técnicas de diagnóstico, na qual será discutida mais a frente.



30

2.7.2 Estimação dos parâmetros da dispersão

Considerando que λφφφ assume um valor fixo, então o processo de estimação para os
parâmetros de dispersão são obtidos igualando-se as funções escore de γγγ e fffφφφ a zero, da
seguinte forma:

Up(γ̂γγ) = S̃SS
>

ΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ1(yyy − µµµ) + S̃SS
>

ΦΦΦ1T (yyy) + S̃SS
>

ΨΨΨ(0,1)ΦΦΦ1 = 0

e

Up(f̂ffφφφ) = NNN>φφφΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ1(yyy − µµµ) +NNN>φφφΦΦΦ1T (yyy) +NNN>φφφΨΨΨ(0,1)ΦΦΦ1 = 0.

Novamente, não é possível obter uma expressão analítica para a solução desse sistema
de equações, devendo-se recorrer ao uso de métodos numéricos para a maximização de
(2.7) em função de γγγ e fffφφφ. Assim, o processo iterativo baseado no algoritmo escore de
Fisher fica expresso por:(

Iγγγγγγp (θθθ) Iγγγfffφφφp (γγγ)

Ifffφφφβββp (θθθ) Ifffφφφfffφφφp (θθθ)

)(
γγγ(m+1) − γγγ(m)

fff
(m+1)
φφφ − fff (m)

φφφ

)
=

(
Up(βββ)

Up(fffφφφ)

)
.

Com isso, realizando algumas manipulações algébricas, novamente explicitadas no
Apêndice A, chegamos ao seguinte processo iterativo para os parâmetros de dispersão:(

γγγ(m+1)

fff
(m+1)
φφφ

)
=

(
DDD

(m)
2 [rrr

(m,m+1)
γγγ + τττ (m)]

DDD
(m)
3 [rrr

(m,m+1)
fffφφφ

+ τττ (m)]

)
. (2.10)

em que

DDD
(m)
j =

{
(S̃SS
>

ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1S̃SS)−1S̃SS

>
ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2

1, se j = 2

(NNN>φφφΨΨΨ(0,2)ΨΨΨ2
1S̃SS + λφφφKKKφφφ)−1NNN>φφφΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2

1, se j = 3

e

rrr
(m,m+1)
δδδ =


−(ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ1)−1ΨΨΨ(1,1) −NNNφφφfff

(m+1)
φφφ − (ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ1)−1ΨΨΨ(1,1)(yyy − µµµ)− (ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ1)−1T (yyy), se δ = γ

−(ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ1)−1ΨΨΨ(1,1) − S̃SSγγγ(m+1) − (ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ1)−1ΨΨΨ(1,1)(yyy − µµµ)

−(ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ1)−1T (yyy), se δδδ = fffφ

.

Reescrevendo as equações definidas em (2.10) sobre uma forma alternativa, con-
siderando sss = [ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2

1]−1[τττ−ΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ2
1(yyy−µµµ)−ΦΦΦ1T (yyy)−ΨΨΨ(0,1)] e substituindo a expressão

referente a fffφφφ em γγγ, temos que:

γ̂γγ = (S̃SS
>
WWW γS̃SS)−1S̃SS

>
WWW γsss,
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em que WWW γ = ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1 −ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2

1NNNφφφ(NNN>φφφΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1NNNφφφ + λφφφKKKφφφ)−1NNN>φφφΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2

1.
De forma equivalente, substituíndo a expressão referente a γγγ em fffφ, obtemos a seguinte

expressão:

f̂ffφφφ = (NNN>φφφWWWφφφNNNφφφ + λφφφKKKφφφ)−1NNN>φφφWWWφφφttt,

em que WWWφφφ = ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1 −ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2

1S̃SS(S̃SS
>

ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1S̃SS)−1S̃SS

>
ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2

1.
Dessa forma, utilizando as expressões de γ̂γγ e f̂ffφφφ e após algumas manipulações algébri-

cas, o vetor τ̂ττ de valores ajustados fica dada por:

τ̂ττ = S̃SSγ̂γγ +NNNφφφf̂ffφφφ = HHHφφφŝss =
(
X̃XX NNNφφφ

)
CCC−1
φφφ

(
X̃XX
>

NNN>µµµ

)
ΨΨΨ(2,0)MMM1ŝss, (2.11)

sendo a matriz CCCφφφ dada por:

CCCφφφ =

(
S̃SS
>

ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1S̃SS S̃SS

>
ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2

1NNNφφφ

NNN>φφφΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1S̃SS (NNN>φφφΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2

1NNNφφφ + λφφφKKKφφφ)

)
.

A matrizHHHφφφ em (2.11), representa uma matriz hat associada a estimação da dispersão,
equivalente a matriz HHHµµµ obtida na seção anterior, possuindo interpretação similar.

2.7.3 Chute inicial

Como a estimação dos parâmetros do modelo é obtida usando o algoritmo escore, então
um ponto crucial a se discutir é a respeito dos valores que inicializarão esse processo, os
quais estão fortemente ligados ao sucesso na convergência do método. Em muitos casos,
se os chutes iniciais não estiverem próximos do valor real, o processo pode ter problemas
com máximos locais, ou até mesmo não obter convergência alguma.

Uma possível alternativa para os chutes iniciais é considerar valores iniciais para os
preditores baseados nos dados. Nesse contexto, Gijbels et al. (2010) sugerem que, para a
classe de modelos exponenciais duplos não paramétricos, os chutes iniciais para as funções
da média e dispersão são considerados constantes e representados por seus respectivos va-
lores amostrais baseados no modelo exponencial correspondente. De forma equivalente,
considerando que há uma relação entre os preditores com a média e dispersão, então os
chutes iniciais para ηηη e τττ , respectivamente, são os vetores com as constantes g−1(ȳyy) e
h−1(φn), com φn representando o valor conhecido para φ no modelo exponencial corres-
pondente ao considerado nessa classe com superdispersão. Consequentemente, os valores
iniciais dos vetores βββ e γγγ referente a parcela paramétrica são definidos diretamente da
forma funcional para os preditores. Por outro lado, os valores iniciais para fffµµµ e fffφφφ são
obtidos a partir da funções dos valores de βββ e γγγ definidos anteriormente.
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2.7.4 Algoritmo de backfitting

As EMV via método escore de Fisher para os parâmetros da média e da dispersão são
obtidas resolvendo, de forma iterativa, as expressões (2.8) e (2.10). No entanto, não é
aconselhável resolver as equações obtidas em (2.8) e (2.10) de forma direta. Na classe de
modelos semiparamétricos, é comum aproximar o processo de estimação através da com-
binação do algoritmo backfitting e do processo escore de Fisher. Como ressalta Pulgar
(2009), “embora o algoritmo backfitting seja uma técnica iterativa que fornece dificul-
dades adicionais no desenvolvimento da teoria assintótica, o método tem sido refinado e
estendido para modelos mais complexos”. Para mais detalhes a respeito das condições
de convergência desse método de estimação e suas propriedades assintóticas veja Hastie e
Tibshirani (1987), Buja et al. (1989) e Pulgar (2009).

Com isso, considere que m representa a iteração do processo escore de Fisher e m∗ a
etapa do algoritmo backfitting, então o processo de estimação para θθθ se dá por meio dos
passos apresentados logo a seguir.

• Passo 1: Inicie o processo com βββ(m) = βββ(m,0), fff (m)
µµµ = fff

(0,0)
µµµ , βββ(m) = γγγ(m,0) e fff (m)

φφφ =

fff
(0,0)
φφφ .

• Passo 2: Para m, m∗ = 0, 1, 2, . . . calcular:

a - processo de estimação da média:

rrr
(m,m∗)
βββ = MMM−1

1 (yyy − µµµ(m))−NNNµfff
(m,m∗)
µµµ ,

βββ(m+1,m∗+1) = DDD
(m)
0

[
rrr

(m,m∗)
βββ + ηηη(m)

]
,

rrr
(m,m∗)
fffµµµ

= MMM−1
1 (yyy − µµµ(m))− X̃XXβββ(m+1,m∗+1)

e

fff (m+1,m∗+1)
µµµµµµµµµ = DDD

(m)
0

[
rrr

(m,m∗)
fffµµµ

+ ηηη(m)
]
.

b - processo de estimação da dispersão:

rrr(m,m∗)
γγγ = −ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2

1NNNφφφfff
(m+1)
φφφ + (−ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ1)−1ΨΨΨ(1,1)(yyy − µµµ) + (ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ1)−1T (yyy)

+(ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ1)−1ΨΨΨ(1,1)],

γγγ(m+1,m∗+1) = DDD
(m)
2

[
rrr(m,m∗)
γγγ + τττ (m)

]
,

rrr
(m,m∗)
fffφφφφφφφφφ

= −ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1S̃SSγγγ

(m+1) + (−ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ1)−1ΨΨΨ(1,1)(yyy − µµµ) + (ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ1)−1T (yyy)

+(ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ1)−1ΨΨΨ(1,1)]

e

fff
(m+1,m∗+1)
φφφ = DDD

(m)
3

[
rrr

(m,m∗)
fffφφφ

+ τττ (m)
]
.

• Passo 3: Repita os passos (1) e (2) até obter convergência.



33

Naturalmente é necessário estabelecer um critério de parada para esse processo itera-
tivo baseado em alguma medida, como por exemplo, quando a distância relativa entre as
iterações consecutivas for menor que um valor pré-fixado ε, ou seja,∥∥∥θ̂θθ(m+1)

− θ̂θθ
(m)
∥∥∥∥∥∥θ̂θθ(m)

∥∥∥ ≤ ε. (2.12)

2.7.5 Estimação dos parâmetro de suavização

A escolha dos parâmetros de suavização representa um ponto crucial no processo de
estimação, pois estes determinam o grau de suavidade das curvas estimadas referente às
funções não paramétricas. Visto isso, algumas propostas para a estimação dessas quanti-
dades são sugeridas na literatura. Iremos apresentar os métodos de validação cruzada e
validação cruzada generalizada.

De um modo geral, esses métodos consistem em fixar o parâmetro de suavização
em um valor λ e em seguida eliminar a i-ésima observação, para então usar o modelo
ajustado para predizer o valor dessa observação. Dessa forma, o objetivo desse método
é encontrar o valor do parâmetro de suavização que minimiza esse erro de predição, que
pode ser representado em função dos parâmetros. Para o modelo em questão, as funções
de validação cruzada para λµ e λφ podem ser escritas como:

VC(λµµµ) =
1

n

n∑
i=1

{
Ψ(2,0)(µ̂i, φi) [yi − µ̂i]2

[1− hii(µµµ)]2

}
e

VC(λφφφ) =
1

n

n∑
i=1


Ψ(0,2)(µ̂i, φ̂i)

[
Ψ(1,1)(µ̂i, φ̂i)(yi − µ̂i) + T (yi) + Ψ(0,1)(µ̂i, φ̂i)

]2

[1− hii(φφφ)]2

 ,

em que hii(µµµ) representa o i-ésimos elemento da diagonal da matriz HHHµµµ e hii(φφφ) o i-ésimos
elemento da diagonal da matriz HHHφφφ.

Com isso, os estimadores dos parâmetros de suavização são obtidos minimizando as
funções VC(λµµµ) e VC(λφφφ) em λµµµ e λφφφ, respectivamente. No entanto, esse procedimento
pode ser custoso do ponto de vista computacional, pois o mesmo envolve muitas op-
erações matemáticas. Uma alternativa é substituir hii(µµµ) e hii(φφφ) por suas respectivas
aproximações, n−1tr(HHHµµµ) e n−1tr(HHHφφφ), e então obter expressões simplificadas, ou seja,

VCG(λµµµ) =

∥∥∥Ψ̂ΨΨ(2,0)
[yyy − µ̂µµ]2

∥∥∥
[n− tr{HHHφ}]2
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e

VCG(λφφφ) =

∥∥∥∥Ψ̂ΨΨ(0,2)
[
Ψ̂ΨΨ

(1,1)
(yyy − µ̂µµi) + T (yyy) + Ψ̂ΨΨ

(0,1)
]2
∥∥∥∥

[n− tr{HHHφφφ}]2
.

Este método é conhecido como validação cruzada generalizada, apresentando um custo
computacional bem menor. Segundo este método, os estimadores dos parâmetros de
suavização são obtidos minimizando as VCG(λµµµ) e VCG(λφφφ) em função de λµµµ e λφφφ, respec-
tivamente. Para mais detalhes a respeito dos métodos de validação cruzada e validação
cruzada generalizada, ver Wahba (1990) e Simonoff (1996).

2.8 Erros padrão aproximados

Na teoria de regressão, no que diz respeito a modelos paramétricos, é bem comum
considerar que os estimadores obtidos por máxima verossimilhança são assintoticamente
normais e que sua matriz de covariância é o inverso da informação de Fisher. No entanto,
no caso de modelos semiparamétricos vários autores vêm discutindo uma forma de obter a
matriz de variância e covariância, porém ainda não há nada bem definido. Wahba (1978)
mostra que, para o modelo aditivo clássico a matriz de variâncias e covariâncias podem
ser estimada usando argumentos bayesianos, e que, a mesma coincide com a inversa da
informação de Fisher penalizada. De forma semelhante, Wood (2006) conclui que, na
classe de modelos aditivos generalizados, a matriz de variâncias e covariâncias assintótica
também é estimada pelo inverso da informação de Fisher. Naturalmente, esse conceito
tem se extendido nas diversas classes de modelos semiparamétricos como uma forma de
aproximar os erros padrão associados as suas estimativas, como vemos em Pulgar (2009),
Relvas (2013) e Manghi (2016), por exemplo.

Com isso, estendendo esse conceito é razoável supor que uma estimativa para matriz de
variâncias e covariâncias é obtida por meio da inversão da matriz de informação de Fisher.
Sabendo-se que os parâmetros da média são ortogonais aos da dispersão e utilizando
propriedades de matrizes em blocos, então a inversa da informação de Fisher nos MNLPGS
pode ser representada pela seguinte estrutura matricial:

KKKp(θθθ) =

(
Kµµµ
p (θθθ) 0

0 Kφφφ
p (θθθ)

)
,

em que

KKKµµµ
p(θθθ) =

(
(X̃XX
>
WWW βX̃XX)−1 −EEEµµµ

−EEE>µµµ (NNN>µµµWWWµµµNNNµµµ + λµµµKKKµµµ)−1

)
,

com EEEµµµ = (X̃XX
>
WWW βX̃XX)−1X̃XX

>
ΨΨΨ(2,0)MMM2

1NNNµµµ(NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM2
1NNNµµµ + λµµµKKKµµµ)−1 e
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KKKφφφ
p(θθθ) =

(
−(S̃SS

>
WWW γS̃SS)−1 EEEφφφ

EEE>φφφ −(NNN>φφφWWWφφφNNNφφφ − λµµµKKKµµµ)−1

)
,

com EEEφφφ = (S̃SS
>
WWW γS̃SS)−1S̃SS

>
ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2

1NNNφφφ(NNN>φφφΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1NNNφφφ − λφφφKKKφφφ)−1.

Logo, as matrizes de variâncias e covariâncias assintóticas dos estimadores, β̂ββ e γ̂γγ, são
dadas, respectivamente, por:

CovA(β̂ββ) = (X̃XX
>
WWWβββX̃XX)−1

e

CovA(γ̂γγ) = −(S̃SS
>
WWWγγγS̃SS)−1.

Consequentemente, as matrizes de variâncias e covariâncias assintóticas relacionadas
às componentes não paramétricas estimadas, f̂ffµµµ e f̂ffµµµ, são expressas, respectivamentes,
por:

CovA(f̂ffµµµ) = (NNN>µµµWWW fffµµµNNNµµµ + λµµµKKKµµµ)−1

e

CovA(f̂ffφφφ) = (NNN>φφφWWW fffφφφNNNφφφ + λφφφKKKφφφ)−1.

2.9 Seleção de modelos

Como é amplamente discutido em modelos paramétricos, a comparação entre modelos
concorrentes (com o objetivo de selecionar o melhor modelo) é algo de suma importância.
Dentre os métodos para a seleção de modelos, destacam-se o critério de informação de
Akaike, proposto por Akaike (1974), e o critério de informação de Schwarz, apresentado
em Schwarz et al. (1978). Essas medidas são fundamentadas em pontuar o modelo por
meio da sua verossimilhança e penalizar por sua quantidade de parâmetros, servindo então
de indicativo para o modelo mais parcimonioso.

Naturalmente, autores tem considerado uma analogia aos critérios de seleção nos mo-
delos paramétricos para o caso de modelos semiparamétricos, vide Pulgar (2009), Relvas
(2013), Noda (2013) e Manghi (2016). Nesse caso, é substituída a função de verossim-
ilhança por sua forma penalizada, visto que todo processo de estimação esta em termos
dessa penalização. Além disso, devemos levar em consideração uma medida para o número
efetivo de parâmetros no modelo, pois diferentemente dos modelos paramétricos, há uma
dificuldade adicional para mensurarmos isso. Uma quantidade viável para indicar esse
número é denominada de graus de liberdade efetivos (GLE), e para os MNLPGS, pode
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ser obtida da seguinte forma:

GLE = tr{HHHµµµ}+ tr{HHHφφφ}.

Visto isso, o critério da informação de Akaike penalizado (AICp) para os modelos não
lineares parciais generalizados superdispersados, pode ser definido como:

AICp(θ̂θθ) = −2lp(θ̂θθ,λλλ) + 2tr{HHHµµµ}+ 2tr{HHHφφφ},

em que lp(θ̂θθ,λλλ) representa a função de verossimilhança penalizada avaliada na EMVp de
θθθ.

Já o critério de informação bayesiano penalizado (BICp) para essa classe de modelos,
pode ser definido pela seguinte expressão:

BICp(θ̂θθ) = −2lp(θ̂θθ, f̂ffµµµ;λµ) + log(n)tr{HHH(µµµ)}+ log(n)tr{HHH(φφφ)}.

Note que, em ambos os critérios, o interesse é em escolher o modelo que apresente o
menor valor para o critério utilizado, dentre todos os possíveis modelos em estudo.



CAPÍTULO 3

Métodos de diagnóstico em MNLPGS

As técnicas de diagnóstico são amplamente utilizadas para avaliar a qualidade de ajuste
do modelo e a sua sensibilidade. Assim, na avaliação da qualidade de ajuste, é necessário
verificar se há possíveis afastamentos das suposições feitas ao modelo. Já na metodologia
da análise de sensibilidade, devem-se avaliar as variações dos resultados quando o modelo
sofre ligeiras modificações na sua formulação inicial. Caso estas alterações modifiquem
significativamente as conclusões do modelo, então é necessário ter certos cuidados nas con-
clusões do modelo ou optar por uma proposta alternativa de modelo que melhor se adeque
aos dados. Por outro lado, dentro dessas duas metodologias de análise, são considerados
diversos métodos e quantidades para o diagnóstico do modelo sob estudo.

Inicialmente, uma forma de avaliar a qualidade de ajuste do modelo proposto é veri-
ficando se as suas suposições relacionadas a componente aleatória são satisfeitas. Nesse
ponto de vista, a análise de resíduos visa verificar a discrepância entre os valores ajustados
e as observações dos dados, a qual apresenta a capacidade em identificar a presença de
pontos aberrantes, ou seja, pontos que interferem de maneira desproporcional nos valores
ajustados. Além disso, essa análise permite verificar adequação distribucional da variável
resposta e a independência dos erros.

Uma outra análise de grande importância em diagnóstico de modelos é a verificação
da presença de observações que exercem pesos desproporcionais nos valores preditos do
modelo, denominadas de pontos de alavanca. Para identificar esses pontos existem pro-
postas baseadas em medidas de alavancagem, que podem ser obtidas por meio da matriz
de projeção (matriz hat) ou por meio de uma medida bem mais geral, conhecida como
alavancagem generalizada. De forma geral, a alavancagem generalizada é medida através
da amplitude da derivada dos valores preditos em relação aos valores da variável resposta,
ou seja, dŷi/dyi. No caso em que modela-se simultaneamente a média e a dispersão,
há a necessidade de obter medidas de alavancagem para cada uma das componentes sis-
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temáticas. Além disso, embora a matriz hat definida no contexto semiparamétrico não
seja necessariamente projetora, autores a consideram como uma medida de alavancagem
viável.

Outro tópico importante e que vem recebendo crescente destaque no que diz respeito a
técnicas de diagnóstico é a detecção de observações influentes, isto é, pontos que exercem
um peso desproporcional nas estimativas dos parâmetros do modelo. Em outras palavras,
uma observação é dita ser influente para determinado parâmetro se, com a sua exclusão,
obtemos alterações significativas na análise do modelo. Nesse contexto, as medidas de
influência global surgiram com uma forma de mensurar quais observações apresentam
grandes influências na estimação dos parâmetros do modelo, obtidas especificamente ao
estimar esses parâmetros após a retirada individual de cada uma das observações. Por
outro lado, o estudo de influência de um ponto de vista bem mais geral é denominado
na literatura como análise de influência local, onde o interesse é em verificar a influên-
cia baseado em diferentes perturbações, ao invés de verificarmos apenas o impacto na
retirada individual de observações. Essas perturbações representam pequenas alterações
incorporadas no modelo ou nos dados, com o intuito de identificar a presença de diferentes
fatores que podem influenciar o modelo. No presente trabalho será considerado apenas o
estudo de influência local em termos da função de verossimilhança penalizada, visto que
este generaliza também o caso da análise de influência global.

Dessa forma, no presente capítulo são abordadas algumas propostas para a análise de
diagnóstico, especificamente direcionado para a classe de modelos não lineares parciais
generalizados superdispersados. A princípio, é obtida a matriz de informação de Fisher
observada derivando-se a função de verossimilhança penalizada. Em seguida são discutidos
resultados acerca das medidas de alavancagem associadas ao modelo proposto e a análise
de resíduos são discutidos. Finalmente, consideramos uma breve abordagem de influência
local, apresentada sob alguns esquemas específicos de perturbações.

3.1 Informação de Fisher Observada

Essa matriz hessiana é fundamental para a obtenção de medidas de diagnóstico, como
será visto nas próximas seções deste capítulo, sendo utilizada tanto para construir uma
medida de alavancagem bem geral como também no contexto de influência local. A
matriz de informação de Fisher observada L̈LL

θθθθθθ

p é definida pela segunda derivada de lp(θθθ)
em relação a θθθ, ou seja,

L̈LL
θθθθθθ

p =
∂2lp(θθθ)

∂θθθ∂θθθ>
. (3.1)

Dessa forma, para os modelos não lineares parciais generalizados superdispersados,
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essa matriz assume a seguinte representação matricial:

L̈LL
θθθθθθ

p =


L̈LL
ββββββ

p L̈LL
βββfffµµµ

p L̈LL
βγβγβγ

p L̈LL
βββfffφφφ
p

L̈LL
fffµµµβββ

p L̈LL
fffµµµfffµµµ

p L̈LL
fffµµµγfffµµµγfffµµµγ

p L̈LL
fffµµµfffφφφ
p

L̈LL
γβγβγβ

p L̈LL
γγγfffµµµ

p L̈LL
γγγγγγ

p L̈LL
γγγfffφφφ
p

L̈LL
fffφφφβfffφφφβfffφφφβ

p L̈LL
fffφφφfffµµµ

p L̈LL
fffφφφγγγ

p L̈LL
fffφφφfffφφφ
p

 ,

em que

L̈LL
ββββββ

p = X̃XX
>

ΨΨΨ(3,0)MMM2
1UUUX̃XX + X̃XX

>
ΨΨΨ(2,0)MMM2UUUX̃XX + [ΨΨΨ(2,0)MMM1(yyy − µµµ)>][

˜̃
XXX]

−X̃XX>ΨΨΨ(2,0)MMM2
1X̃XX,

L̈LL
βββfffµµµ

p = X̃XX
>

ΨΨΨ(3,0)MMM2
1UUUNNNµµµ + X̃XX

>
ΨΨΨ(2,0)MMM2UUUNNNµµµ − X̃XX

>
ΨΨΨ(2,0)MMM2

1NNNµµµ,

L̈LL
βγβγβγ

p = X̃XX
>

ΨΨΨ(2,1)MMM1ΦΦΦ1UUUS̃SS,

L̈LL
βfffφφφβfffφφφβfffφφφ
p = X̃XX

>
ΨΨΨ(2,1)MMM1ΦΦΦ1NNNφφφ,

L̈LL
fffµµµβββ

p = NNN>µµµΨΨΨ(3,0)MMM2
1UUUX̃XX +NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM2UUUX̃XX −NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM2

1X̃XX,

L̈LL
fffµµµfffµµµ

p = NNN>µµµΨΨΨ(3,0)MMM2
1UUUNNNµµµ +NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM2UUUNNNµµµ −NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM2

1NNNµµµ − λµµµKKKµµµ,

L̈LL
fffµµµγγγ

p = NNN>µµµΨΨΨ(2,1)MMM1ΦΦΦ1UUUS̃SS,

L̈LL
fffµµµfffφφφ
p = NNN>µµµΨΨΨ(2,1)MMM1ΦΦΦ1UUUNNNµµµ,

L̈LL
γβγβγβ

p = S̃SS
>

ΨΨΨ(2,1)MMM1ΦΦΦ1UUUX̃XX,

L̈LL
γγγfffµµµ

p = S̃SS
>

ΨΨΨ(2,1)MMM1ΦΦΦ1UUUNNNµµµ,

L̈LL
γγγγγγ

p = S̃SS
>

ΨΨΨ(1,2)ΦΦΦ2
1UUUS̃SS + S̃SS

>
ΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ2UUUS̃SS + [ΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ1(yyy − µµµ)>][

˜̃
SSS] + S̃SS

>
ΦΦΦ2TTTS̃SS

+[TTT )ΦΦΦ1][
˜̃
SSS] + S̃SS

>
ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2

1S̃SS + S̃SS
>

ΨΨΨ(0,1)ΦΦΦ2S̃SS + [ΨΨΨ(0,1)ΦΦΦ1][
˜̃
SSS],

L̈LL
γγγfffφφφ
p = S̃SS

>
ΨΨΨ(1,2)ΦΦΦ2

1UUUNNNφφφ + S̃SS
>

ΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ2UUUNNNφφφ + S̃SS
>

ΦΦΦ2TTTNNNφφφ + S̃SS
>

ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1NNNφφφ

+S̃SS
>

ΨΨΨ(0,1)ΦΦΦ2NNNφφφ,

L̈LL
fffφφφβββ

p = NNNφφφΨΨΨ
(2,1)ΦΦΦ1MMM1UUUX̃XX,

L̈LL
fffφφφfffµµµ

p = NNNφφφΨΨΨ
(2,1)ΦΦΦ1MMM1UUUNNNµµµ,

L̈LL
fffφφφγγγ

p = NNN>φφφΨΨΨ(1,2)ΦΦΦ2
1UUUS̃SS +NNN>φφφΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ2UUUS̃SS +NNN>φφφΦΦΦ2TTTS̃SS +NNN>φφφΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2

1S̃SS

+NNN>φφφΨΨΨ(0,1)ΦΦΦ2S̃SS

e

L̈LL
fffφφφfffφφφ
p = NNN>φφφΨΨΨ(1,2)ΦΦΦ2

1UUUNNNφφφ +NNN>φφφΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ2UUUNNNφφφ +NNN>φφφΦΦΦ2TTTNNNφφφ +NNN>φφφΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1NNNφφφ

+NNN>φφφΨΨΨ(0,1)ΦΦΦ2NNNφφφ − λφφφKKKφφφ.

com UUU = diag{(y1 − µ1), . . . , (yn − µn)}, TTT = diag{T (y1), . . . , T (yn)}, ˜̃X = ∂2ηηη/∂βββ∂βββ> e
˜̃S = ∂2τττ/∂γγγ∂γγγ>.
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Note que, ˜̃
SSS representa uma array de dimensão n × p × p e, consequentemente, a

notação [.][.] simboliza a multiplicação de uma matriz por uma array, a qual é denominada
de produto colchete e sua definição pode ser encontrada em Wei et al. (1998).

3.2 Alavancagem

De modo geral, a análise de alavancagem consiste em medir a variação dos valores
preditos quando há um acréscimo de um infinitésimo em seus respectivos valores observa-
dos. É possível detectar pontos de alavanca estudando a diagonal principal das matrizes
hat HHHµµµ e HHHφφφ, obtidas no capítulo anterior. A detecção é feita de tal modo que, os valores
da diagonal principal da matrizHHHµµµ que forem razoavelmente grandes, indicam que sua re-
spectiva observação seja um possível ponto de alavanca no modelo da média. De maneira
similar, altos valores na diagonal principal de HHHφφφ idicam possíveis pontos de alavanca no
modelo para dispersão. Sabendo-se que os elementos da diagonal principal da matriz hat
representam o efeito de cada observação na estimação da média ou da dispersão, então
uma medida de corte comumente utilizada é duas vezes o valor médio de da diagonal prin-
cipal da matriz hat. Para a estimação da média, esse valor é representado por 2tr{HHHµµµ}/n
e, de forma equivalente, no que diz respeito a dispersão o valor 2tr{HHHφφφ}/n é usado como
referência.

Uma outra forma de detectar pontos de alavanca é abordada por Wei et al. (1998),
apresentando uma medida bem geral, denominada de alavancagem generalizada. Nesse
caso, uma maneira de medir esse efeito é através da amplitude da derivada dos valores
preditos em relação aos valores da variável resposta, ou seja, dŷi/dyi, que segundo Wei et
al. (1998), pode ser obtida da seguinte forma:

GL(θθθ) =
∂ŷyy

∂yyy
=

{
DDDθθθ(−L̈LL

θθθθθθ

p )−1L̈LL
yθyθyθ

p

}∣∣∣
θθθ=θ̂θθ

,

em que DDDθθθ = ∂µµµ/∂θθθ> e L̈LL
θyθyθy

p = ∂2Lp(θθθ)/∂θθθ∂yyy.

Como já foram calculadas as expressões para L̈LL
θθθθθθ

p , devemos agora obter as matrizesDDDθθθ

e L̈LL
θyθyθy

p , derivando-se a função de verossimilhança penalizada. Com isso, obtemos o vetor

L̈LL
θyθyθy

p que pode ser representado pela seguinte partição:

L̈LL
θyθyθy

p =


L̈LL
βyβyβy

p

L̈LL
fffµµµyyy

p

L̈LL
γyγyγy

p

L̈LL
fffφφφyyy

p

 .

Usando a notação TTT ′ = ∂TTT/∂yyy, então os elementos desse vetor podem ser expressos
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por meio das seguintes equações matriciais:

L̈LL
βyβyβy

p = X̃XX
>

ΨΨΨ(2,0)MMM1,

L̈LL
βyβyβy

p = NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM1,

L̈LL
βyβyβy

p = S̃SS
>

ΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ1 + S̃SS
>

ΦΦΦ1TTT
′

e

L̈LL
βyβyβy

p = NNN>φφφΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ1 +NNN>φφφΦΦΦ1TTT
′
.

Considere agora que o vetorDDDθθθ de derivadas da verossimilhança possa ser particionado
da seguinte maneira:

DDDθθθ =


DDDβββ

DDDfffµµµ

DDDγγγ

DDDfffφφφ

 .

Sob a modelagem da média, obtemos as seguintes expressões:

DDDβββ =
∂µµµ

∂βββ
= MMM1X̃XX,

DDDfffµµµ =
∂µµµ

∂fffµµµ
= MMM1NNNµµµ,

DDDγγγ =
∂µµµ

∂γγγ
= 0

e

DDDfffφφφ =
∂µµµ

∂fffφφφ
= 0.

Analogamente, para o modelo da dispersão, temos as seguintes expressões:

DDDβββ =
∂µµµ

∂βββ
= 0,

DDDfffµµµ =
∂µµµ

∂fffµµµ
= 0,

DDDγγγ =
∂µµµ

∂γγγ
= ΦΦΦ1S̃SS

e

DDDfffφφφ =
∂µµµ

∂fffφφφ
= ΦΦΦ1NNNφφφ.
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Logo, utilizando a matriz de informação de Fisher definida em (3.1), L̈LL
θyθyθy

p eDDDθθθ, obtemos
então uma medida de alavancagem que na prática pode ser considerada na detecção de
pontos que exercem influência desproporcionais nos valores estimados. Visto isso, uma
forma de detectar essas observações é verificar quais valores da diagonal principal de GL
ultrapassam o limiar de 2tr(GL)/n, isto é, os casos que GLii ≥ 2tr(GL)/n implica que a
i-ésima observação é um possível ponto de alavanca.

3.3 Análise de resíduos

Os resíduos têm grande utilidade na análise de regressão para validação de determi-
nadas suposições de modelos estatísticos. É possível utilizá-los para verificar a homo-
cedasticidade, existência de pontos discrepantes, a adequação da distribuição proposta
para a variável resposta e independência dos erros. Sucintamente, os resíduos são os va-
lores que medem a discrepância entre os valores observados da variável resposta e seus
correspondentes valores ajustados. Na literatura, há uma ampla discussão e inúmeras me-
didas que visam uma forma de avaliar essa discrepância, no entanto vamos tratar apenas
dos resíduos ordinários e uma versão padronizada dos mesmos.

No caso dos modelos não lineares parciais generalizados superdispersados, nossa pro-
posta inicial é considerar o conceito de resíduos ordinárois. Esses, por sua vez, são obti-
dos ao reescrever os processos escore, apresentado no capítulo anterior, sobre a forma da
solução de mínimos quadrados reponderados. Desse modo, levando em consideração o
processo escore de Fisher usado para estimação dos parâmetros da média, então o vetor
de resíduos ordinários para a média é definido por:

rrrµµµ =
[
Ψ̂ΨΨ

(2,0)
MMM2

1

]1/2

(ẑzz − η̂ηη) =
[
Ψ̂ΨΨ

(2,0)
]1/2

(yyy − µ̂µµ).

em que MMM2
1 e ΨΨΨ(2,0) representam as mesmas quantidades definidas no Capítulo 2.

Por outro lado, como cada resíduo pode possuir uma variância diferente, é mais ade-
quado expressá-los em uma forma padronizada. Uma padronização desse resíduo é feita
por meio da sua respectiva medida de alavancagem, que nesse caso, pode ser obtida pela
matriz HHHµ, discutida anteriormente. Considere hµµµii o i-ésimo elemento da diagonal prin-
cipal de HHHµ, então o i-ésimo resíduo padronizado para a média é dado por:

r∗µµµi =
(yi − µ̂i)

[Ψ(2,0)(µ̂i, φ̂i)]−1/2
√

1− hµµµii
.

Para avaliar a presença de observações discrepantes e alguma tendência não linear dos
resíduos, são sugeridos os gráficos dos resíduos versus índices e resíduos versus valores
ajustados, de acordo com o resíduo utilizado. Além disso, para verificar a adequacidade
da distribuição usada o gráfico de quantis-quantis com envelopes simulados é aconselhável.
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3.4 Influência local

Motivado em avaliar a presença de observações que exercem mudanças na inferência
do modelo, Cook (1986) propõe avaliar a influência conjunta das observações sob peque-
nas mudanças no modelo e/ou nos dados. Originalmente elaborada para o modelo normal
clássico, essa metodologia foi denominada de influência local e seu conceito vem sendo
estendido para diversas classes de modelos, tornando-se um dos métodos mais sofisticados
de diagnóstico. De forma resumida, a influência local é obtida modificando o modelo,
por meio de algum tipo de perturbação, e assim quantificar o peso que determinadas
observações exercem sobre o modelo, medida por meio da distância entre as verossimil-
hanças do modelo sob perturbação e do modelo sem perturbação. No caso de modelos
semiparamétricos, é mais coerente usar a versão penalizada da função de verossimilhança,
pois há possibilidade de incluir perturbações também nas suas penalizações.

Considere o modelo não linear parcial generalizado superdispersado, cuja função de
verossimilhaça penalizada lp(θθθ) é dada em (2.7), então lp(θθθ|www) irá representar essa verossim-
ilhança ao incluir um vetor de perturbação www. Assuma que existe algum vetor de não
perturbação www0, satisfazendo lp(θθθ|www) = lp(θθθ). Assim, temos o interesse em medir a dis-
tância entre essas verossimilhanças, ou seja,

LD(www) = 2{lp(θ̂θθ)− lp(θ̂θθw)} ≥ 0,

em que θ̂θθ e θ̂θθw representam as estimativas de máxima verossimilhança penalizada do
modelo sem e com perturbação, respectivamente.

Dessa forma, verificamos o grau de influência do modelo através do afastamento entre
as verossimilhanças. Em outras palavras, a ideia básica desse método é estudar o com-
portamento da função LD(δδδ) em torno de δδδ0. O procedimento procura selecionar uma
direção ao redor de δδδ, δδδ+alll (||lll|| = 1), e então fazer uma análise do gráfico de LD(δδδ0 +alll)

em termos dos valores de a, sendo a ∈ R. Esse estudo pode então ser associado com a
curvatura normal CCC l(θθθ) na direção lll, dada por:

CCC l(θθθ) = 2
∣∣∣lll>∆∆∆>p (L̈LL

θθθθθθ

p )−1∆∆∆plll
∣∣∣ , (3.2)

em que ∆∆∆p = ∂2Lp(θθθ|www)/∂θθθ∂www> é uma matriz de perturbações.
No entanto, há casos em que o interesse reside em avaliar a influência apenas relativa

a um subvetor dos parâmetros θθθ1, de tal forma que θθθ = (θθθ>1 , θθθ
>
2 )> é uma partição do vetor

de parâmetros. Nesse caso, a curvatura normal fica dada pela seguinte equação:

CCC l(θθθ) = 2
∣∣∣lll>∆∆∆>p

[
(L̈LL

θθθθθθ

p )−1 −BBB−1
1

]
∆∆∆plll
∣∣∣ , (3.3)

em que BBB1 =

(
0 0

0 L̈LL
θ2θ2θ2θ2θ2θ2

p

)
.
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Logo, em ambos os casos, uma sugestão é de considerar a maior curvatura, na qual
possui a direção lllmax, como forma de avaliar a influência local das observações nas es-
timativas dos parâmetros. É importante ressaltar que, a matriz de perturbações ∆p é
obtida sob diversos tipos de alterações no modelo, denominadas de perturbações. Serão
abordadas no presente texto apenas três perturbações no modelo, a saber: aditiva na
resposta, aditiva nos preditores e ponderações de casos. Note que, as perturbações irão
interferir diretamente na função de verossimilhança do modelo, indicando então que a
matriz ∆p apresentará expressões distintas para cada tipo de perturbação, as quais serão
explicitadas nas seções a seguir.

3.4.1 Perturbação aditiva na resposta

Esse esquema de perturbação consiste em verificar a sensibilidade do modelo ao inserir
perturbações de forma aditiva na variável resposta, i.e., yiw = yi+w. Logo, considerando a
forma perturbada da variável resposta yyyw, então o logaritmo da função de verossimilhança
penalizada pode ser definida como:

l(θθθ|www) =
n∑
i=1

{
(yiwww − µi)Ψ(1,0)(µi, φi) + φiT (yiwww) + Ψ(µi, φi)

}
+

n∑
i

logA(yi).

−1

2
λ∗µfff

>
µKKKµfffµ −

1

2
λ∗φfff

>
φKKKφfffφ.

Calculando os elementos da matriz de perturbações através da derivação dessa função,
obtemos as seguintes expressões:

∆∆∆βββ = X̃XX
>

ΨΨΨ(2,0)MMM1,

∆∆∆fffµµµ = NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM1,

∆∆∆γγγ = S̃>ΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ1 + S̃>ΦΦΦ1TTT
′

www

e

∆∆∆fffφφφ = NNN>φφφΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ1 +NNN>φφφΦΦΦ1TTT
′

www,

em que TTT ′www = ∂TTT/∂yyywww.

3.4.2 Perturbação aditiva nos preditores

De forma semelhante, o intuito dessa perturbação é avaliar a sensibilidade do modelo
ao introduzir modificações nas variáveis explicativas, podendo ser interpretada como um
erro de medição. Desse modo, considere a perturbação aditiva para i-ésima observação da
k-ésima variável explicativa na forma xikw = xik +wi e sikw = sikw +wi, assim sua função
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de verossimilhança penalizada é dada por:

lp(θθθ) =
n∑
i=1

{
(yi − µiwww)Ψ(1,0)(µiwww, φiwww) + φiwwwT (yi) + Ψ(µiwww, φiwww)

}
+

n∑
i

logA(yi)

−1

2
λ∗µfff

>
µKKKµfffµ −

1

2
λ∗φfff

>
φKKKφfffφ.

Dessa maneira, obtendo os elementos da matriz de perturbação ∆∆∆p, temos os seguintes
resultados:

∆∆∆βββ = X̃XX
>
wwwΨΨΨ(3,0)MMM2

1UUUwwwFFF 1 + X̃XX
>
wwwΨΨΨ(2,0)MMM2UUUwwwFFF 1 + [ΨΨΨ(2,0)MMM1UUUwww][FFF 2]− X̃XX>wwwΨΨΨ(2,0)MMM2

1FFF 1,

∆∆∆fffµµµ = NNN>µµµΨΨΨ(3,0)MMM2
1UUUwwwFFF 1 +NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM2UUUwwwFFF 1 −NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM2

1UUUwwwFFF 1,

∆∆∆γγγ = S̃SS
>
wwwΨΨΨ(1,2)ΦΦΦ2

1UUUwwwGGG1 + S̃SS
>
wwwΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ2UUUwwwGGG1 + [ΨΨΨ(1,1)Φ1UUU ][GGG2] + S̃SS

>
wwwΦΦΦ2UUUwwwTTTGGG1

+[TTTΦΦΦ][GGG2] + S̃SS
>
wwwΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2

1GGG1 + S̃SS
>
wwwΨΨΨ(0,1)ΦΦΦ2GGG1 + [ΨΨΨ(0,1)ΦΦΦ1][GGG2]

e
∆∆∆fffφφφ = NNN>φφφΨΨΨ(1,2)ΦΦΦ2

1UUUwwwGGG1 +NNN>φφφΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ2UUUwwwGGG1 +NNN>µµµΦΦΦ2UUUwwwTTTGGG1 +NNN>µµµΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1GGG1

+NNN>µµµΨΨΨ(0,1)ΦΦΦ2GGG1.

em que UUUwww = diag{(y1 − µ1www), . . . , (yn − µnwww)}.

3.4.3 Perturbação de casos ponderados

A ponderação de casos visa verificar a contribuição individual de cada observação no
processo de estimação, indicando quais exercem contribuições desproporcionais ao modelo.
Nesse caso, são atribuídos pesos diferentes para cada observação, e então é mensurada
a sensibilidade do modelo ao sofrer essas modificações. Considere o vetor de não per-
turbação www0 = (1, . . . , 1) e o vetor de perturbação www = (w1, . . . , wn), então inserindo
essa ponderação o logaritmo da função de verossimilhança em sua forma penalizada fica
expressa por:

lp(θθθ|www) =
n∑
i=1

wi
{

(yi − µi)Ψ(1,0)(µi, φi) + φiT (yi) + Ψ(µi, φi)
}

+
n∑
i

wi logA(yi)

−1

2
λ∗µfff

>
µKKKµfffµ −

1

2
λ∗φfff

>
φKKKφfffφ.

Novamente, calculando-se as derivadas de lp(θθθ|www), então as expressões para ∆∆∆p ficam
dadas por:

∆∆∆βββ = X̃>ΨΨΨ(2,0)MMM1UUU,

∆∆∆fffµµµ = NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM1UUU,

∆∆∆γγγ = S̃>ΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ1UUU + S̃>ΦΦΦ1TTT
′

www + S̃SS
>

ΨΨΨ(0,1)ΦΦΦ1
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e

∆∆∆fffφφφ = NNN>φφφΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ1UUU +NNN>φφφΦΦΦ1TTT
′

www +NNN>φφφΨΨΨ(0,1)ΦΦΦ1.

Uma outra alternativa na ponderação de casos é incluir os pesos também nas pena-
lizações, i.e., o logaritmo da função de verossimilhança penalizada apresenta a seguinte
forma:

lp(θθθ) =
n∑
i=1

wi

{
(yi − µi)Ψ(1,0)(µi, φi) + φiT (yi) + Ψ(µi, φi) +

n∑
i

logA(yi)

−1

2
λ∗µfff

>
µKKKµfffµ −

1

2
λ∗φfff

>
φKKKφfffφ

}
.

Desse modo, as expressões de ∆∆∆βββ e ∆∆∆γγγ não sofrem alterações, porém ∆∆∆fffµµµ e ∆∆∆fffφφφ tem
uma leve mudança em suas expressões, dadas por:

∆∆∆fffµµµ = X̃>ΨΨΨ(2,0)MMM1UUU − λµµµKKKµµµfffµµµ

e

∆∆∆fffφφφ = NNN>φφφΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ1UUU +NNN>φφφΦΦΦ1TTT
′

www +NNN>φφφΨΨΨ(0,1)ΦΦΦ1 − λµµµKKKµµµfffµµµ.

É válido ressaltar que, esse esquema de perturbação generaliza o caso em que simples-
mente é excluída a i-ésima observação, fazendo wi = 0 e os demais pesos iguais a um.
Em outras palavras, a ponderação de casos pode ser vista também como uma medida
de influência global sem a necessidade de obter os estimadores dos parâmetros quando
excluímos uma observação, como é o caso da distância de Cook, definida a princípio para
modelos lineares clássicos em Cook e Weisberg (1982).

Visto os esquemas de perturbações e suas respectivas matrizes ∆∆∆, torna-se possível
usar as expressões (3.2) e (3.3) para verificar a presença ou não de observações influentes
em cada um desses casos. Logo, uma sugestão é analisar a diagonal principal da curvatura
CCC l associada a um vetor llli de zeros com um na i-ésima observação, por meio do gráfico de
CCC l versus seus índices. Assim, considerando Cii o i-ésimo valor da diagonal principal de
CCC l, então destacam-se como possíveis pontos influentes aquelas observações que Cii > 2C̄,
com C̄ sendo o valor médio das curvaturas.



CAPÍTULO 4

Aplicação

Neste capítulo, ilustraremos a utilidade das técnicas de diagnóstico propostas nesta
dissertação à classe dos MNLPGS atráves de uma aplicação prática envolvendo dados
reais, o qual foi analisado e discutido em Zeviani et al. (2013) propondo uma modelagem
não linear da média e da dispersão. Uma motivação a respeito do experimento em questão
e uma análise descritiva do mesmo será apresentada. Um modelo específico será ajustado
e serão avaliadas as suas suposições e qualidade desse ajuste. A implementação computa-
cional foi feita através do software livre R, desenvolvido por R Core Team (2016). No
ajuste do modelo consideramos o auxílio das funções disponibilizadas nos pacotes gamlss
e gamlss.nl, propostos por Akantziliotou et al. (2002) e sucessivamente aprimorados em
Stasinopoulos et al. (2007), direcionadas para os ajustes de modelos semiparamétricos es-
pecíficos. As funções para análise de diagnóstico foram todas implementadas no software
R e posteriormente aplicadas para o ajuste em questão.

4.1 Apresentação dos dados

Os dados utilizados nesta aplicação remetem a aspectos fisiológicos e anatômicos dos
frutos de goiabeiras “Pedro Sato”, inicialmente apresentados em Cabrini (2009) e poste-
riomente analisados por Zeviani et al. (2013), supondo uma modelagem não linear para
média e controlando a dispersão do modelo através de pesos na estimação pelo métodos
dos mínimos quadrados ponderados. Os dados utilizados são referentes a um estudo do
Departamento de Fitotecnia da Universidade Federal de Viçosa, e é composto por 7 variá-
veis referentes a informações de 15 frutos colhidos, em determinadas datas, aleatoriamente
de quatro plantas. Esta aplicação trata-se de um exemplo do ajuste de um modelo para
dados positivos com a presença de superdispersão.

O objetivo do experimento é avaliar de que forma a massa fresca do fruto, medida
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Tabela 4.1: Descrição das variáveis referente aos aspectos fisiológicos e anatômicos dos
frutos de goiabeiras “Pedro Sato”.

daa Período após antese (dias);
coleta Índice da coleta;
rep Rep: Índice do fruto na coleta;
long Comprimento longitudinal (em mm);
trans Comprimento transversal (em mm);
peso Peso do fruto (em gramas);

volume Volume do fruto.

através do seu peso, se relaciona com o tempo após acontecer a antese da goiabeira e com
suas medidas geométricas especificadas. A utilização dessas informações visa obter resul-
tados para inferir melhor na colheita do fruto, indicando quais são as características que
mais influenciam o seu peso. Com essa finalidade, será proposto um modelo de regressão
para quantificar essas relações por meio de funções paramétricas e não paramétricas, as
quais serão discutidas no decorrer desse capítulo. A variável volume será desconsiderada
da análise, pois constatou-se ausência de dados nessa variável e em análises preliminares
o volume não apresentou contribuições significativas ao problema proposto.

4.2 Análise descritiva

4.2.1 Análise individual das variáveis

Inicialmente são observados os comportamentos individuais das variáveis que serão
utilizadas na modelagem da massa fresca dos frutos de goiaba, feita por meio de uma breve
análise descritiva dessas variáveis. A seguir a Tabela 4.2 apresenta os valores descritivos
para essas variáveis e na Figura 4.1 encontram-se os boxplots para cada variável sob
estudo.

Tabela 4.2: Análise descritiva das variáveis referente dados fisiológicos e anatômicos dos
frutos.

Variável Mínimo Mediana Média Máximo CV Assimetria Curtose
peso 6, 27 65, 58 98, 02 304, 10 0, 8557 0, 5143 −1, 1387
daa 13, 00 88, 00 83, 69 138, 00 0, 4771 −0, 3856 −1, 2119
long 29, 15 62, 14 61, 71 101, 10 0, 3196 0, 0096 −1, 4158
trans 20, 45 45, 06 48, 64 79, 07 0, 3905 0, 0457 −1, 5753

Na Tabela 4.2, verificam-se medidas descritivas para cada uma das variáveis estudadas,
tais como, quantis, média, coeficiente de variação, assimetria e curtose. Podemos observar
que o peso do fruto apresenta alta variabilidade estando entre os valores 6,27 e 304,10
gramas. As medidas do fruto foram acompanhadas entre 13 e 138 dias após antese,
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apresentando uma variabilidade razoável. As medidas de comprimento longitudinal e
transversal têm uma variabilidade menor e possuem uma aparente simetria. É valido
ressaltar que, por definição, a massa fresca do fruto trata-se de uma variável contínua
estritamente positiva, e nota-se que sua média amostral não está tão próxima da mediana
amostral e seu coeficiente de assimetria é positivo, indicando que a variável resposta tem
uma possível assimetria à direita.

Figura 4.1: Boxplot das variáveis sob análise, no estudo dos dados fisiológicos e anatômicos
dos frutos.

0
50

10
0

15
0

20
0

25
0

30
0

P
es

o 
da

 m
as

sa
 fr

es
ca

20
40

60
80

10
0

12
0

14
0

D
ia

s 
ap

ós
 a

nt
es

e

30
40

50
60

70
80

90
10

0

C
om

pr
im

en
to

 lo
ng

itu
di

na
l

20
30

40
50

60
70

80

C
om

pr
im

en
to

 tr
an

sv
er

sa
l

Na Figura 4.1 observa-se novamente uma forma aparentemente assimétrica no peso
do fruto e também na distribuição dos dias após antese, no entanto não apresentam
nenhum ponto discrepante. Já em relação aos comprimentos, observa-se nos boxplots que
há comportamentos simétricos e não se destacam valores discrepantes. Portanto, como
foi observada anteriormente, a variável resposta é aparentemente assimétrica, indicando
assim que a massa magra da goiaba parece não ser normalmente distribuída, um indício
de que o modelo linear clássico não seja adequado para o problema.



50

4.2.2 Avaliação da relação entre as variáveis

Com o intuito de estabelecer qual a forma funcional do modelo, deve-se avaliar a
relação entre as variáveis estudadas por meio de análise gráfica e observando suas cor-
relações. Logo, através dos dados obtidos, são contruídos os gráficos de dispersão para
verificar o comportamento do peso dos frutos da goiabeira em função de cada uma das pos-
síveis variáveis explicativas e seus respectivos coeficientes de correlação, conforme podemos
observa na Figura 4.2.

Figura 4.2: Peso dos frutos da goiabeiras em termos de cada variável explicativa.
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Pela Figura 4.2, podemos verificar que a relação do peso com os dias após antese
apresenta uma estrutura não linear. Com isso, trabalhar essa relação por meio de funções
de suavização possa ser uma opção mais viável. Além disso, podemos observar que o
peso do fruto apresenta variabilidade maior para um maior número de dias após antese,
indicando a presença de superdispersão nos dados. No caso das variáveis associadas ao
comprimento do fruto apresentam uma clara forma não linear.

Devemos ressaltar que, é necessário avaliar, de forma cuidadosa, o modelo que seja
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mais adequado, pois constatamos indícios claros de não linearidade e de dispersão variável.
Desse modo, visando um ajuste melhor, considerou-se um modelo não linear parcial gene-
ralizado superdispersado, o qual estabelece uma relação não paramétrica com o número de
dias após antese e estruturas não lineares aos comprimentos longitudinais e transversais
com o peso médio. Para a modelagem da variabilidade do peso é definido apenas uma
relação linear (ou linearizável), dependendo apenas da quantidade de dias após antese,
visto que a variabilidade não pareça sofrer influência das demais variáveis. Em seguida
formalizamos o modelo que irá descrever essa regressão e avaliamos suas suposições e a
sua qualidade de ajuste.

4.3 Modelo poisson duplo

Dadas as características dos dados anteriormente apresentadas, naturalmente algumas
propostas de modelos são apropriadas. Zeviani et al. (2013) propõe um modelo poisson
considerando a média da massa fresca como uma função não linear dos dias após antese,
obtido a partir da manipulação do modelo Gompertz. Como foi constatado heterocedas-
ticidade natural do peso em realação aos dias após antese, Zeviani et al. (2013) sugeriu
controlar a variabilidade do modelo atribuíndo ponderações no método de estimação por
meio de quatro diferentes alternativas de formas funcionais. Dentre as funções para a
variância do modelo, a que obteve melhor resultado foi a função potencia do logaritmo
(σ2| log daa|2δ), no entanto houve indicativos que a heterocedasticidade do modelo não
foi corrigida de maneira satisfatória. Como um proposta alternativa, iremos considerar
uma modelagem simultânea da média e dispersão supondo um componente aleatório as-
sociado à distribuição poisson dupla. Por outro lado, uma análise prévia para atribuição
do componente sistemático indicou uma possível modelagem através das seguintes formas
funcionais para a média e para a dispersão, respectivamente:

µi = β0 + β1(longi + β2)β3 + β4(transi + β5)β6 + f(daai),
log(φi) = γ0 + γ1daai,

(4.1)

em que pesoi ∼ PD(µi, φi).
Note que, como as relações entre o peso dos frutos e suas variáveis explicativas são

descritas por formas não lineares, optamos então em usar a ligação identidade. No caso da
dispersão, optou-se por assumir uma forma linearizável, obtida com o auxilio da ligação
logaritmica para a relação entre esse preditor. Com base no modelo proposto, os valores
dos métodos de seleção de modelos AIC e BIC são, respectivamente, 1017, 41 e 1058, 49.
Logo, formalizando o modelo em sua forma inicial, devemos então proceder com o seu
ajuste, interpretação e diagnóstico do modelo, com o intuito de verificar se o mesmo está
bem ajustado aos dados referentes ao problema proposto.
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4.3.1 Ajuste do modelo

Uma análise inferencial do modelo representa uma etapa de suma importância, levando
em conta que é necessário avaliar se os parâmetros do modelo são representativos, indi-
cando assim quais variáveis deverão permanecer na estrutura do modelo. Dessa forma,
utilizando o modelo proposto em (4.1), verificamos quais são as inferências obtidas para
os parâmetros do modelo e de sua função não paramétrica. No que diz respeito à função
não paramétrica, pode-se verificar seus valores ajustados e seus erros padrões na Tabela
4.3 e o seu comportamento em função dos dias após antese é ilustrado na Figura 4.3.
Além disso, na Tabela 4.3 observa-se também os valores ajustados dos parâmetros dos
modelos, bem como seus respectivos erros padrões.

Figura 4.3: Gráfico da função não paramétrica dos dias após antese estimda sob o modelo
Poisson duplo ajustado aos dados fisiológicos e anatômicos dos frutos.
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Na figura 4.3 podemos verificar a relação não paramétrica estimada entre o preditor da
média e os dias após a antese, bem como o seu intervalo de confiança para cada estimativa.
É possível observar uma têndencia crescente da variabilidade dos dados com o passar dos
dias após antese e que a curva estimada é uma representação razoável dessa relação.

Note que, pela Tabela 4.3 os erros padrão das estimativas do modelo são todos razoavel-
mente pequenos, indicando que a estimativa dos parâmetros apresentam pouca variabili-
dade, e consequentemente, o modelo está aparentemente bem ajustado. Observe também
que, em relação a curva ajustada para a relação não paramétrica, seus erros padrão ap-
resenta um comportamento crescente em função dos dias após antese, assim como foi
observado na Figura 4.3. Dessa forma, de acordo com os valores apresentados na Tabela
4.3, verifica-se que o ajuste do MNLPGS com distribuição poisson dupla tem a seguinte
forma funcional:

µ̂i = −37, 22 + 0, 000076(longi + 10)2,83 + 0, 002589(transi + 5)2,56 + f̂(daai),
log(φ̂i) = −4, 18 + 0, 036daai.

(4.2)
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Tabela 4.3: Análise inferencial do modelo poisson duplo ajustado aos dados fisiológicos e
anatômicos dos frutos.

Estimador Estimativa Erro Padrão Estimador Estimativa Erro Padrão
β̂0 −37, 2200 0, 1687 f(42) −111, 7225 0, 3494

β̂1 0, 0001 < 0, 0001 f(59) −112, 6899 0, 5224

β̂2 10 < 0, 0001 f(73) −112, 8983 0, 5058

β̂3 2, 8300 < 0, 0001 f(88) −111, 5210 0, 3513

β̂4 0, 0026 < 0, 0001 f(100) −106, 9481 1, 0547

β̂5 5 < 0, 0001 f(103) −108, 7246 0, 8045

β̂6 2, 5600 < 0, 0001 f(117) −104, 9637 1, 3466
γ̂0 4, 1838 0, 2377 f(124) −102, 9254 1, 7338
γ̂1 −0, 0358 0, 0026 f(131) −100, 8807 2, 2487

f(13) −109, 2018 0, 3992 f(138) −98, 8240 2, 8983
f(28) −110, 4616 0, 3381

Sendo assim, as equações definidas em (4.2) expressam o modelo na sua forma ajustada
aos dados, o qual está especificando de que forma a média e a dispersão do peso das
frutas estão relacionadas com as suas correspondentes variáveis explicativas. Além disso,
observa-se que o modelo ajustado fornerceu um valor de 1017, 42 e 1058, 49, para os
critérios de seleção de modelos AICp e BICp, respectivamente.

4.3.2 Diagnóstico do modelo

Como já foi mencionado, devemos verificar agora se o modelo adotado está realmente
bem ajustado e representativo aos dados. Para isso, uma forma de avaliar o quão bom está
o ajuste é através de uma análise das suposições do modelo e sua sensibilidade em relação
às observações aberrantes e/ou influentes. Em seguida, caso o diagnóstico do modelo seja
capaz de detectar observações que apresentam fortes influências no seu ajuste, então uma
forma de confirmar a sensibilidade do modelo a essas observações é verificar as inferências
do modelo com a retirada desses pontos. Se houver mudanças inferenciais significativas ao
considerar essa retirada, então devemos ter cuidado nas conclusões do modelo. A seguir
é abordada toda essa metodologia na validação do modelo definido.

Análise das suposições

Para investigar se o modelo foi bem ajustado, devemos fazer uma análise de resíduos
e verificar se as suposições acerca do modelo estão sendo satisfeitas. Para verificar as
suposições do modelo ajustado, podemos avaliar o comportamento dos gráficos de quantis-
quantis dos resíduos padronizados, com o intuito de detectar possíveis pontos aberrantes
e tendências não aleatórias. Na Figura 4.4 temos os gráficos dos resíduos para o modelo
proposto.

Note que, pelo gráfico de resíduos padronizados para média versus valor ajustado, as
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Figura 4.4: Gráficos para análise de resíduos referente ao modelo Poisson duplo ajustado
aos dados fisiológicos e anatômicos dos frutos.
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observações estão dispostas aleatoriamente com variação constante, indicando evidências
de que as suposições da componente aleatória estão satisfeitas. No respectivo gráfico de
quantis-quantis, observa-se um comportamento aleatório e apenas uma pequena quan-
tidade de pontos no limiar das bandas de 95% de confiança. Além disso, destacam-se
apenas as pontos #38, #134, #147 e #162 como possíveis valores aberrantes, no entanto
apresentam uma leve discrepância.

Análise de Sensibilidade

A análise de sensibilidade visa avaliar o comportamento do ajuste de um modelo
quando ele está sujeito a algum tipo de perturbação, isto é, verificar se há observações
em que interferem significativamente na estimativa do modelo, implicando possíveis con-
clusões errôneas. Como uma forma inicial de avaliar a sensibilidade do modelo, deve-se
verificar a presença de pontos de alavanca, os quais tendem a mudar as estimativas do
modelo. Na Figura 4.5 são apresentados os gráficos da diagonal principal da matriz hat e
alavancagem generalizada para a média.

Nesse caso, de acordo com as medidas de alavancagem, destacam-se as observações
#147, #148 e #160 como candidatos a pontos de alavanca, os quais merecem uma atenção
maior. Por outro lado, devemos considerar a análise de influência local sob os esquemas
de perturbações anteriormente mencionado, a saber: perturbação aditiva na variável res-
posta, perturbarção aditiva nos preditores e ponderação de casos. Nas Figuras 4.6, 4.7 e
4.8 são apresentadas as curvaturas para o ajuste do modelo proposto.

Note que há indícios de que a observação #147 e #162 são pontos que causam forte
influência ao modelo e, consequentemente, podem acarretar mudanças inferenciais signi-
ficativas, comprometendo assim o ajuste do modelo. De modo geral, os pontos que podem
estar comprometendo o ajuste do modelo são #147, #160 e #162, pois são pontos que
teoricamente estão contradizendo o que foi proposto pelo modelo em questão.
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Figura 4.5: Gráficos de alavancagem baseada na matriz hat e alavancagem generalizada
para a média sob o modelo Poisson duplo referente aos dados fisiológicos e anatômicos
dos frutos.
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Figura 4.6: Gráficos de Ci com perturbação aditiva na resposta por seu índice sob o
modelo Poisson duplo referente aos dados fisiológicos e anatômicos dos frutos.
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Análise Confirmatória

Como já foi citado, após destacadas as possíveis observações influentes no ajuste do
modelo proposto devemos verificar se o mesmo sofre alguma mudança inferencial ao re-
tirarmos essas observações. Inicialmente estudamos o motivo pelo qual as observações
#147, #160 e #162 se destacaram das demais, tornando o modelo possivelmente sen-
sível, como temos a seguir:

#147: Apresenta o segundo maior peso (291,3g) e mesmo com altos valores para os
comprimentos longitudinais (101,07mm) e transversais (76,83mm) e um número
razoável de dias após antese (124 dias), este representa um possível valor discrepante
na resposta.
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Figura 4.7: Gráficos de Ci com perturbação aditiva no predito para comprimento longitu-
dinal (a) e transversal (b) por seu índice sob o modelo Poisson duplo referente aos dados
fisiológicos e anatômicos dos frutos.

0 50 100 150

0e
+

00
2e

+
09

4e
+

09
6e

+
09

8e
+

09

(a)

Índice

C
ii

128 134

147

162

0 50 100 150

0e
+

00
1e

+
11

2e
+

11
3e

+
11

(b)

Índice
C

ii

130
143

147

162

Figura 4.8: Gráficos de Ci com perturbação de casos ponderados por seu índice sob o
modelo Poisson duplo referente aos dados fisiológicos e anatômicos dos frutos.
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#160: Observa-se um peso (159,82g) do fruto menor que mais de 25% dos demais mesmo
apresentando um alto número de dias após antese (131 dias), um dos maiores compri-
mentos transversais (76,82mm) e um comprimento longitudinal razoável (68,53mm).

#162: Essa observação representa o fruto com maior peso (304,11g), bem distantes dos
demais, representando um valor discrepante na variável resposta. Vale observar que,
embora esse tenha comprimento longitudinal (96,73mm) e transversal (78,14mm)
grandes e um número significativo de dias após antese (131 dias), ainda representa
um valor acima do que o ajuste calcula.

Dessa, a seguir é apresentada uma tabela com a análise confirmatória da influência
no modelo, obtida reajustando o modelo sem as principais observações destacadas como
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influentes e comparando com o modelo completo, verificando então o quanto esse valor
influência na inferência do modelo. Na Tabela 4.4 é verifica-se a alteração nas estimativas
dos parâmetros ao retirar as observações aparentemente mais influentes (#147, #160 e
#162) em relação ao modelo completo (sem a retirada das observações). Note que, a tabela
apresenta os valores de cada estimativa dos parâmetros e seus respectivos erros padrões,
observando-se, entre parênteses, o impacto percentual na estimativa do parâmetro ao
retirar a respectiva observação.

Tabela 4.4: Estimativas dos parâmetros ao retirar as observações influentes sob o modelo
Poisson duplo referente aos dados fisiológicos e anatômicos dos frutos.

β̂0 β̂1 β̂2 β̂3 β̂4

Modelo Completo −37, 2200 0, 0001 10, 0000 2, 8300 0, 0026
Excluindo #283 −37, 5288 0, 0001 10, 0000 2, 8300 0, 1376

(-0,83%) (0,00%) (0,00%) (0,00%) (0,00%)
Excluindo #372 −35, 6429 0, 0001 10, 0000 2, 8300 0, 1343

(4,24%) (0,00%) (0,00%) (0,00%) (0,00%)
Excluindo #283 e #372 34, 4609 0, 0001 10, 0000 2, 8300 0, 1280

(7,41%) (0,00%) (0,00%) (0,00%) (0,00%)
β̂5 β̂6 γ̂0 γ̂1

Modelo Completo 5, 000 2, 5600 4, 1839 −0, 0359
Excluindo #283 5, 0000 2, 5600 4, 1903 −0, 0358

(0,00%) (0,00%) (-0,15%) (0,28%)
Excluindo #372 5, 0000 2, 5600 3, 9681 −0, 0328

(0,00%) (0,00%) (5,16%) (8,64%)
Excluindo #283 e #372 5, 0000 2, 5600 4, 1663 −0, 0354

(0,00%) (0,00%) (0,42%) (1,39%)

Como podemos observar na Figura 4.4, os ajustes ao excluir as observações apresentam
mudanças substanciais entre as estimativas de alguns parâmetros, o que pode influenciar
na predição do modelo. Por outro lado, notou-se que não houve mudanças substanciais
nas inferências do modelo, em relação aos testes de significância dos parâmetros, tanto
excluindo as observações individualmente como as excluindo simultaneamente. Dessa
forma, concluímos que essas observações não representam fortes influências no modelo
em questão, e que caso não se tenha interesse em predição de valores, esse ajuste é
satisfatório. Dessa forma, embora algumas observações apresentem um pequeno impacto
nas estimativas, em geral, o ajuste proposto se mostrou adequado aos dados.



CAPÍTULO 5

Considerações Finais

5.1 Discussão e contribuições

Na presente dissertação foi discutida uma nova classe de modelos intitulada de mo-
delos não lineares parciais generalizados superdispersados, formalizando sua estrutura
funcional, sua componente aleatória e o processo de estimação associado à função de
verossimilhança penalizada. Essa classe foi obtida ao incluir funções não paramétricas e
estruturas paramétricas não lineares à classe de modelos proposta por Dey et al. (1997).
Com isso, esses modelos se mostram uma alternativa bastante atrativa para casos que a
variabilidade não é constante, especialmente quando há presença de relações não lineares
entre as variáveis estudadas. O acréscimo de uma função não paramétrica nos preditores
possibilitam uma forma de lidar com alguma variável explicativa que possui uma relação
funcional até mesmo desconhecida.

Como principais contribuições teóricas podemos destacar a proposta de um modelo
bastante flexível, generalizando casos mais particulares de modelos com superdispersão ou
sobredispersão. O estudo de diagnóstico dessa classe de modelos presente nessa dissertação
representa uma importante contribuição, uma vez que essa é uma etapa fundamental
para avaliar as suposições do modelo e sua sensibilidade à observações discrepantes ou
influentes. Especificamente, foram obtidas as medidas de alavancagem e de influência
local, sob alguns esquemas de perturbação.

No que diz respeito ao contexto prático, foi discutido um exemplo de aplicação com
dados reais referente ao estudo dos aspectos fisiológicos e anatômicos dos frutos de deter-
minada goiabeira. O modelo ajustado se mostrou adequado e o uso de um modelo semi-
paramétrico com superdispersão é uma alternativa viável para a discussão desse problema
prático. A análise gráfica do modelo utilizando as medidas de alavancagem e influência
local apresentou-se eficiente na detecção de observações influentes, ou seja, que causam
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influências desproporcionais nas estimativas do modelo.

5.2 Implementação computacional

Como já foi mencionado anteriormente, o processo de estimação apresentado nesta
dissertação para toda a aplicação prática foi realizado com o auxílio de pacotes presentes
no software livre R, os quais possibilitaram o ajuste de um modelo específico presente na
classe de distribuições abordada nesta dissertação, extraindo-se então os valores ajusta-
dos, os parâmetros estimados e seus respectivos erros padrões. No entanto, no que diz
respeito a análise de diagnóstico, a princípio foi implementada uma função para obtenção
da matriz de informação de Fisher observada. Além disso, foi considerada a implemen-
tação das funções referentes as medidas de alavancagem e análise de resíduos. Na análise
de influência local, elaboramos três esquemas de perturbações: perturbação na variável
resposta, perturbação nos preditores paramétricos e perturbação de casos ponderados.
Ainda com o auxilio computacional presente no software R, foi realizada uma análise
gráfica baseada nas medidas obtidas via técnicas de diagnóstico e então utilizados na
identificação da sensibilidade do modelo.

5.3 Perspectivas de trabalhos futuros

Uma primeira perspectiva de trabalhos futuros está relacionada à construção de mode-
los aditivos a partir da classe de modelos superdispersados apresentado nesta dissertação.
A classe de modelos apresentada aqui representa apenas o uso parcial de funções não
paramétricas, incluindo essa forma funcional relacionada apenas a uma variável explica-
tiva. Naturalmente, seria possível generalizar esse caso ao fazer uso de mais de uma
função não paramétrica na estrutura definida nos preditores não lineares no modelo pro-
posto. Essa abordagem tornaria o modelo ainda mais flexível, pois ocasionalmente há uma
necessidade de estabelecer relações não paramétricas em mais de uma variável explicativa.

Outra perspectiva interessante seria em considerar uma análise inferencial bem mais
ampla a esta classe de modelos, como por exemplo o desenvolvimento de testes de hipóteses
e intervalos de confiança associados principalmente à parcela não paramétrica. O estudo
inferencial do modelo representa uma grande importância na sua validação e na qualidade
do ajuste, sendo então fundamental avaliar a significância das funções não paramétricas.
Nesse ponto de vista, um fator fundamental seria testar a linearidade das funções não
paramétricas, verificando assim se o uso desses processos computacionais apresentam um
ganho real na estimativa do modelo.

Por fim, uma perspectiva viável é em relação à inclusão dos parâmetros de suavização
à análise de diagnóstico referente ao modelo estudado, uma vez que o ajuste do modelo
apresentado nesta dissertação leva em consideração que os valores desses parâmetros são
fixos e obtidos separadamente do processo de estimação dos demais parâmetros do modelo.
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Essa abordagem se mostra especialmente importante, visto que o modelo poderia apresen-
tar algum tipo específico de sensibilidade ao introduzir perturbações em seus parâmetros
de suavização. Dessa forma, como esses parâmetros afetam diretamente na suavidade da
curva estimada, seria interessante pensar em algum esquema de perturbação que leve em
consideração a sensibilidade do modelo aos parâmetros de suavização.
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APÊNDICE A

Cálculo do algoritmo escore de Fisher

Como bem sabemos, o algoritmo escore de Fisher para a obtenção dos estimadores
de máxima verossimilhança pode ser expresso, de forma geral, por meio da equação dada
por:

Ip(θθθ)(θθθ(m+1) − θθθ(m)) = Up(θθθ).

Nesse caso, sabendo-se da ortogonalidade entre os parâmetros da média e da dispersão,
torna-se possível particionar o processo de estimação através de dois algoritmo escore de
Fisher distintos, os quais serão especificados logo em seguida.

Obtenção do processo escore para a média

Considere o processo de estimação direcionado para os parâmetros da média, ou seja,
βββ e fffµµµ. Dessa forma, o seu algoritmo de estimação escore de Fisher é obtido resolvendo
a seguinte equação matricial:(

Iββββββp (θθθ) Iβββfffµp (θθθ)

Ifffµβββp (θθθ) Ifffµfffµp (θθθ)

)(
βββ(m+1) − βββ(m)

fff
(m+1)
µ − fff (m)

µ

)
=

(
Up(βββ)

Up(fffµ)

)
.

Substituindo os valores do vetor de funções escores e da matriz de informação de Fisher
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esperada, obtemos a seguinte estrutura:(
X̃XX
>

ΨΨΨ(2,0)MMM2
1X̃XX X̃XX

>
ΨΨΨ(2,0)MMM2

1NNNµµµ

NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM2
1X̃XX NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM2

1NNNµµµ + λµµµKKKµµµ

)(
βββ(m+1) − βββ(m)

fff
(m+1)
µµµ − fff (m)

µµµ

)

=

(
X̃XX
>

ΨΨΨ(2,0)MMM1(yyy − µµµ)

NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM1(yyy − µµµ)− λµµµKKKµµµfff
(m)
µµµ

)
.

Resolvendo o sistema de equações designado ao vetor de parâmetros βββ encontramos a
igualdade dada por:

X̃XX
>

ΨΨΨ(2,0)MMM2
1X̃XXβββ

(m+1) = X̃XX
>

ΨΨΨ(2,0)MMM2
1X̃XXβββ

(m) + X̃XX
>

ΨΨΨ(2,0)MMM2
1NNNµµµ(fff (m+1)

µµµ − fff (m)
µµµ )

+X̃XX
>

ΨΨΨ(2,0)MMM1(yyy − µµµ).

Assim, o estimador de βββ para a m+ 1-ésimo iteração é expresso pela seguinte forma:

βββ(m+1) = (X̃XX
>

ΨΨΨ(2,0)MMM2
1X̃XX)−1X̃XX

>
ΨΨΨ(2,0)MMM2

1[X̃XXβββ(m) +NNNµµµfff
(m)
µµµ −NNNµµµfff

(m+1)
µµµ

+MMM−1
1 (yyy − µµµ)].

De forma equivalente, resolvendo o sistema de equações obtido para o vetor de parâ-
metros fffµµµ, temos que:

(NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM2
1NNNµµµ + λµµµKKKµµµ)fff (m+1)

µµµ = NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM2
1NNNµµµfff

(m)
µµµ −NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM2

1X̃XX(βββ(m+1) + βββ(m))

+NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM1(yyy − µµµ)

Portanto, o estimador de fffµµµ para a (m+1)-ésima iteração é definido da seguinte forma:

fff (m+1)
µµµ = (NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM2

1NNNµµµ + λµµµKKKµµµ)−1NNN>µµµΨΨΨ(2,0)MMM2
1[X̃XXβββ(m) +NNNµµµfff

(m)
µµµ − X̃XXβββ(m+1)

+MMM−1
1 (yyy − µµµ)].

Obtenção do processo escore para a dispersão

Considere agora o processo de estimação direcionado para os parâmetros da dispersão,
isto é, γγγ e fffφφφ. Logo, o seu respectivo algoritmo de estimação escore de Fisher é obtido
resolvendo a seguinte expressão:(

Iγγγγγγp (θθθ) Iγγγfffφp (γγγ)

Ifffφβββp (θθθ) Ifffφfffφp (θθθ)

)
.

(
γγγ(m+1) − γγγ(m)

fff
(m+1)
φ − fff (m)

φ

)
=

(
Up(βββ)

Up(fffφ)

)
.

Substituindo os valores do vetor de funções escores e da matriz de informação de Fisher
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esperada, obtemos a seguinte estrutura matrical:(
−S̃SS>ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2

1S̃SS −S̃SS>ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1NNNφφφ

−NNN>φφφΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1S̃SS −NNN>φφφΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2

1NNNφφφ + λφφφKKKφφφ

)(
γγγ(m+1) − γγγ(m)

fff
(m+1)
φφφ − fff (m)

φφφ

)

=

(
S̃SS
>

ΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ1(yyy − µµµ) + S̃SS
>

ΦΦΦ1T (yyy) + S̃SS
>

ΨΨΨ(0,1)ΦΦΦ1

NNN>φφφΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ1(yyy − µµµ) +NNN>φφφΦΦΦ1T (yyy) +NNN>ΨΨΨ(0,1)ΦΦΦ1 − λφφφKKKφφφfff
(m)
φφφ

)
.

Resolvendo o sistema de equações designado ao vetor de parâmetros γγγ obtemos a
igualdade dada por:

−S̃SS>ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1S̃SSγγγ

(m+1) = −S̃SS>ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1S̃SSγγγ

(m) + S̃SS
>

ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1NNNφφφ(fff

(m+1)
φφφ − fff (m)

φφφ )

+S̃SS
>

ΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ1(yyy − µµµ) + S̃SS
>

ΦΦΦ1T (yyy) + S̃SS
>

ΨΨΨ(0,1)ΦΦΦ1.

Dessa forma, o estimador de γγγ para a (m+ 1)-ésimo iteração é expresso pela seguinte
forma:

γγγ(m+1) = (S̃SS
>

ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1S̃SS)−1S̃SS

>
ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2

1(S̃SSγγγ(m) +NNNφφφfff
(m)
φφφ −NNNφφφfff

(m+1)
φφφ

+(−ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ1)−1[ΨΨΨ(1,1)(yyy − µµµ) + T (yyy) + ΨΨΨ(0,1)]).

Por outro lado, resolvendo o sistema de equações obtido para o vetor de parâmetros
fffφφφ, temos que:

−(NNN>φφφΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1NNNφφφ + λφφφKKKφφφ)fff

(m+1)
φφφ = −NNN>φφφΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2

1NNNφφφfff
(m)
φφφ +NNN>φφφΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2

1S̃SS(γγγ(m+1) − γγγ(m))

+NNN>φφφΨΨΨ(1,1)ΦΦΦ1(yyy − µµµ) +NNN>φφφΦΦΦ1T (yyy) +NNN>ΨΨΨ(0,1)ΦΦΦ1.

Finalmente, o estimador de fffµµµ para a (m + 1)-ésimo iteração é definido da seguinte
forma:

fff
(m+1)
φφφ = (NNN>φφφΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2

1NNNφφφ − λφφφKKKφφφ)−1NNN>φφφΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ2
1{S̃SSγγγ(m) +NNNφφφfff

(m)
φφφ − S̃SSγγγ(m+1)

+(−ΨΨΨ(0,2)ΦΦΦ1)−1[ΨΨΨ1,1(yyy − µµµ) + T (yyy) + ΨΨΨ(0,1)]}.



APÊNDICE B

Banco de Dados

Tabela B.1: Dados referente as medidas dos frutos das
goiabeiras “Pedro Sato”.

daa coleta rep long trans peso volume
13 1 1 29.15 20.54 6.66 6
13 1 2 32.94 22.76 8.51 9
13 1 3 36.34 22.93 9.93 11
13 1 4 34.68 22.72 9.14 10
13 1 5 33.31 21.36 7.60 7
13 1 6 33.35 20.86 7.54 8
13 1 7 30.28 20.45 6.27 6
13 1 8 35.53 23.74 9.94 9
13 1 9 34.50 21.69 7.95 8
13 1 10 32.99 20.97 7.79 8
13 1 11 33.63 23.14 9.05 10
13 1 12 33.47 21.60 8.06 9
13 1 13 33.43 22.61 8.73 9
13 1 14 35.26 23.28 9.74 9
13 1 15 33.60 21.67 8.09 8
28 2 1 38.80 26.13 14.77 15
28 2 2 34.32 24.80 11.03 11
28 2 3 34.67 26.10 12.98 13
28 2 4 38.12 28.26 15.51 15
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daa coleta rep long trans peso volume
28 2 5 39.01 27.67 15.29 14
28 2 6 31.36 25.68 10.23 11
28 2 7 31.10 23.23 8.34 8
28 2 8 40.02 27.17 15.26 15
28 2 9 38.84 27.97 15.38 15
28 2 10 36.81 22.89 9.79 10
28 2 11 36.20 22.66 9.57 10
28 2 12 35.65 26.74 13.09 12
28 2 13 35.42 24.45 10.49 10
28 2 14 38.88 25.90 12.55 13
28 2 15 38.69 25.65 12.52 13
42 3 1 46.94 31.21 22.70 24
42 3 2 39.72 29.07 16.87 17
42 3 3 42.19 29.82 17.98 19
42 3 4 47.55 32.13 24.19 23
42 3 5 39.11 26.78 13.20 12
42 3 6 38.31 27.30 13.76 15
42 3 7 47.54 33.05 25.30 26
42 3 8 43.88 28.44 19.58 20
42 3 9 37.67 27.49 13.86 14
42 3 10 43.88 30.34 19.73 20
42 3 11 42.15 29.60 17.95 19
42 3 12 44.44 30.76 19.91 21
42 3 13 40.46 28.46 17.18 17
42 3 14 38.88 28.90 17.57 16
42 3 15 41.63 29.84 19.31 19
59 4 1 46.68 34.00 28.69 60
59 4 2 46.15 32.43 24.56 50
59 4 3 43.35 31.93 20.81 40
59 4 4 46.05 33.36 26.29 50
59 4 5 47.87 37.00 33.98 65
59 4 6 43.18 31.46 21.15 40
59 4 7 42.32 31.96 22.52 45
59 4 8 44.29 33.74 25.79 55
59 4 9 45.86 33.75 26.21 55
59 4 10 44.99 32.19 23.39 50
59 4 11 44.30 30.74 20.50 45
59 4 12 48.68 35.14 31.13 65
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daa coleta rep long trans peso volume
59 4 13 42.49 31.64 22.30 45
59 4 14 43.06 32.15 23.82 50
59 4 15 44.99 33.64 24.52 50
73 5 1 60.58 44.39 59.32 55
73 5 2 48.21 35.83 26.80 25
73 5 3 51.86 36.94 36.05 35
73 5 4 51.47 36.21 33.62 40
73 5 5 49.57 36.22 31.55 30
73 5 6 56.62 37.92 39.57 45
73 5 7 57.55 42.60 53.21 50
73 5 8 50.81 36.74 33.72 30
73 5 9 51.10 36.15 31.74 30
73 5 10 46.08 32.51 23.34 20
73 5 11 51.47 39.91 39.05 30
73 5 12 51.11 39.67 38.66 40
73 5 13 53.83 36.79 35.54 30
73 5 14 51.45 38.15 37.90 40
73 5 15 53.31 34.66 32.11 35
88 6 1 54.23 41.83 49.76 –
88 6 2 52.92 40.42 43.21 –
88 6 3 56.84 42.86 53.24 –
88 6 4 61.64 45.18 63.79 –
88 6 5 57.48 39.57 45.47 –
88 6 6 55.90 39.56 43.03 –
88 6 7 60.45 44.93 60.38 –
88 6 8 53.18 38.19 38.83 –
88 6 9 61.56 44.44 62.31 –
88 6 10 71.31 50.16 91.28 –
88 6 11 50.29 37.38 55.67 –
88 6 12 58.30 43.38 38.07 –
88 6 13 63.05 47.72 69.38 –
88 6 14 53.12 38.99 40.58 –
88 6 15 63.18 44.53 67.38 –
103 7 1 67.33 52.70 89.56 95
103 7 2 77.38 60.34 133.45 140
103 7 3 73.81 56.27 106.49 115
103 7 4 68.12 54.35 98.90 105
103 7 5 67.55 55.64 97.39 105
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daa coleta rep long trans peso volume
103 7 6 72.38 55.21 105.87 115
103 7 7 63.88 48.58 72.28 70
103 7 8 65.59 50.42 82.42 85
103 7 9 76.54 60.11 132.32 140
103 7 10 80.18 60.50 129.66 140
103 7 11 78.20 55.11 112.11 120
103 7 12 75.72 53.02 96.80 100
103 7 13 62.63 49.46 74.71 80
103 7 14 65.38 50.65 82.37 90
103 7 15 78.66 60.17 139.60 150
110 8 1 70.92 63.32 138.52 160
110 8 2 75.00 62.64 141.10 150
110 8 3 72.31 60.28 124.10 120
110 8 4 85.45 65.77 172.81 180
110 8 5 84.61 59.59 136.45 150
110 8 6 77.38 63.67 141.59 160
110 8 7 73.54 63.12 145.38 160
110 8 8 80.77 67.32 165.66 180
110 8 9 77.06 61.80 128.61 140
110 8 10 73.68 66.40 143.71 160
110 8 11 76.09 61.32 125.95 140
110 8 12 72.92 62.47 133.40 150
110 8 13 75.11 66.08 155.88 180
110 8 14 75.45 65.05 156.87 180
110 8 15 77.62 64.76 164.59 180
117 9 1 84.51 71.44 223.25 230
117 9 2 88.99 71.99 224.93 225
117 9 3 77.80 65.21 170.05 195
117 9 4 75.92 64.52 153.65 185
117 9 5 85.38 70.42 203.16 230
117 9 6 81.86 70.55 193.77 220
117 9 7 78.75 66.54 160.00 200
117 9 8 85.59 72.30 227.52 270
117 9 9 91.25 78.00 252.58 295
117 9 10 91.81 73.95 249.30 290
117 9 11 82.52 68.46 196.40 230
117 9 12 83.81 75.51 232.32 250
117 9 13 84.68 69.27 173.55 200
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daa coleta rep long trans peso volume
117 9 14 90.59 73.71 254.93 280
117 9 15 81.08 66.31 178.42 200
124 10 1 87.47 69.71 201.54 250
124 10 2 80.91 66.14 185.34 200
124 10 3 83.42 70.22 195.57 210
124 10 4 94.65 78.71 260.63 310
124 10 5 85.62 68.83 181.42 210
124 10 6 88.79 72.11 211.72 225
124 10 7 85.47 70.51 203.87 220
124 10 8 83.60 75.25 204.53 265
124 10 9 75.76 71.74 179.15 235
124 10 10 82.39 69.23 201.29 220
124 10 11 90.04 79.07 269.34 300
124 10 12 101.07 76.83 291.30 310
124 10 13 98.82 69.78 202.22 220
124 10 14 83.75 70.83 217.94 230
124 10 15 70.87 67.34 144.27 170
131 11 1 82.78 69.46 192.31 200
131 11 2 84.79 67.89 174.63 175
131 11 3 83.74 72.98 206.74 215
131 11 4 81.54 72.70 195.70 210
131 11 5 86.42 72.31 214.36 225
131 11 6 71.32 64.88 142.95 145
131 11 7 69.31 62.47 126.62 130
131 11 8 82.93 69.44 185.82 195
131 11 9 84.62 73.55 224.33 230
131 11 10 68.53 76.14 159.82 180
131 11 11 86.19 73.24 222.40 230
131 11 12 96.73 78.14 304.11 310
131 11 13 85.95 72.35 217.35 220
131 11 14 78.46 71.76 190.89 200
131 11 15 72.87 66.52 169.41 170
138 12 1 85.33 73.55 226.16 205
138 12 2 82.19 68.45 171.82 190
138 12 3 90.23 74.95 260.60 215
138 12 4 70.21 61.09 126.90 110
138 12 5 77.45 71.55 194.75 200
138 12 6 89.31 76.24 252.47 210
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daa coleta rep long trans peso volume
138 12 7 68.80 64.34 160.60 140
138 12 8 84.57 74.71 242.65 240
138 12 9 77.09 66.28 178.00 140


