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Resumo

Dizemos que um corpo de nuimeros K é Euclidiano em relacdo a norma
algébrica usual N, se, para quaisquer inteiros algébricos a e 3 de IK, com 3 néo nulo,
existe um inteiro algébrico v em K tal que |N (o — )| < [N (B)|, o “algoritmo de
Euclides” de K. Se K é Euclidiano, entdo o seu anel de inteiros algébricos, A, é um
dominio de ideais principais e, portanto, um dominio de fatoracdo tnica, o que é
um resultado muito 1til na resolugdo de equacdes diofantinas. Em 1952, E.S. Barnes
e H.P.F. Swinnerton-Dyer mostraram que, no caso em que K/Q é uma extensao
quadratica, existem, exatamente, vinte e um corpos Euclidianos em relacdo a norma
usual. Para corpos ciibicos e de grau quatro, H. Davenport e, mais tarde, J.W.S.
Cassels, mostraram que existe apenas um numero finito de corpos Euclidianos, se
o grupo das unidades A* tem posto um. Por exemplo, Cassels mostrou que corpos
ciibicos complexos K nio podem ser Euclidianos se —Ag > 4202, com Ag sendo
o discriminante de IK; ha, portanto, apenas um ntmero finito deles. Cioffari usou
a cota de Cassels para determinar todos os corpos Euclidianos da forma Q(%),
mostrando que os tinicos tais corpos euclidianos sao: Q(v/2), Q(v/3) e Q(¥/10).
Nesta dissertagdo, apresentamos um estudo detalhado das técnicas que ele usou
para obter o resultado.

Palavras-chaves: Ramificagdo. Unidades. Fuclidiano.



Abstract

We say that a number field K is Euclidean if, for any algebraic integers
a € K and 5 € K, with 8 # 0, there is an algebraic integer v € K such that
|IN (o« — B7y)| < |N (B)|, the "Euclidean algorithm", where N is the algebraic norm
in IK/Q. If K is Euclidean, then its ring of algebraic integers, A, is a principal ideal
domain and, therefore, a unique factorization domain, which is a very useful fact in
solving Diophantine equations. In 1952, E.S. Barnes and H.P.F. Swinnerton-Dyer
showed that, in the case where IK/Q is a quadratic extension, there are exactly
twenty one Euclidean number fields, with N being the usual norm. For cubic and
quartic fields, H. Davenport, and later J.W.S. Cassels, have shown that there is
only a finite number of Euclidean number fields, when the rank of the group of
units of A is one (that includes cubic fields with two complex embeddings and
quartic fields with four complex embeddings). For example, Cassels has shown that
a complex cubic number fields KK cannot be Euclidean if —Ag > 4202, with Ay
being the discriminant of IK, so there is only a finite number of them. Cioffari used
Cassels’ bound to determine all Euclidean number fields of the form Q (\3/&), the
pure cubic fields, showing that the only Euclidean number fields in this case are
Q (\3/5), Q <\?/§) and Q (f’/ﬁ) We give a detailed account of the techniques they

used to get this result.

Key-words: Ramification. Units. Fuclidean.



1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8

2.1
2.2

3.1
3.2

41
4.2
43
4.4
45

6.1
6.2
6.3

7.1
7.2

Sumario

Um Pouco da Histolria................eeeee e 10
0] (Yo LU o= To RPN 10
O Ultimo Teorema de Fermat e Corpos Euclidianos.............ccccceoveeeieceeeeennnes 11
Corpos Euclidianos QUadratiCos. ... e e e e e e eennnaeees 1"
GrUPO € ClaSSES.....eiiiiiiiiiiiiiieieeeetieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeereeeeeeeeeeeeeeessasesesssasssnsssnssnnns 12
Corpos Euclidianos Cubicos Com Posto Um........ccccoiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeneene 12
Unidades EXCEPCIONAIS. ........cccoiiiiiiiiiiiiieiieeeeeeeeeeeeeee e e e e e e e e e e e e e e e e eennnnnns 13
Corpos Euclidianos QUAIICOS. ........uuuiiiiiiiiiiiiiiiiiieeee e e e e e sennnneeeeeeeeesenesnnnnnnnnnnns 13
Corpos Euclidianos de Grau Grande.........ccccciiiiiiiiiiiiiiiiiiceieeeee e e eeseennnnneeens 14
Base Inteira e Fatoragao de Ideais ...............cccccciiiiiiiiiic 15
Base Inteira € DiSCrimINaNnte............couuiiiiiiiiiiiiiicccie e e e e e e e enn e eennan 15
Fatorando o Ideal Gerado por Primo INteiro...........cccciiiiiiiiiiiiiiieee e, 24
A Cota de CasSEeIS .........ooooiiiiiiiiiiiieeeeeeeee et e e e e e e e e anana s 28
DefiniCA0 € EQUIVAIENCIA. .......cciiiiiiiiiiiiiiiieee e e e e e e e ee e e e e e e e e eenn e eeennns 28
Ramificacédo Total e Unidades Fundamentais............ccccccciiiiiiiiiiiiiiinininnnnnnnn. 29
O Corpo de Hilbert e Corpos nao Euclidianos .........................ccccccee. 36
Definigdo, Exemplos € Propriedades..........ccccciiiiiiiiiiiiiiiee e eecceneeeeeee e s e eeeeeeeens 36
KL/K é ndo Ramificada nos Primos Finitos..........ccccccieeeeee, 41
KL/K é ndo Ramificada nos Primos INfinitos. ... 47
O Lema de ADNYANKAT...........oiiiiiiiiiiiai et e e e e s e e s sssseseeeeeeseaaassnnnsnnseeesaaeas 50
Ideal Diferente € RamifiCaga0...........uuuuuuuiinnne e e e e e e eennnnns 55
Norma, Ramificagao e Corpos ndo Euclidianos...................cccccoeeiiiiininnnnnnnn. 60
Qutras Técnicas e Corpos Euclidianos.............cccccccciiiiiiiiiiiiiiiiicceicceeeeenne. 69
[R=To [ L= To 10 1Y (o Yo [1 ] (o 102U 69
Usando Valores ADSOIULOS..........iiiiiiiiiiiiccieee e e e e e e e e e e e e e eana e e eenan 74
Corpos Cubicos Puros que sao Euclidianos..........cccooiiiiiiiiiaaaaeaeeeenns 81
Corpos QUANTICOS.........ccuiiiiiiiiiie ettt e e eree e e e ee e e e e e nneee e e e e nnnnnnnnnnnes 85
Quarticos NA0 EUCHIANOS.........cccouiiiiiii e e e e e e e e e e e e e e 85
Corpos QUArtICoS EUCHAIANOS........ . eaaeeenes 94

[5G (=1 (2] 4 o 1= TR 98



10

1 Um Pouco da Histoéria

1.1 Introducao

Desde a época escolar, temos contato com o algoritmo de Euclides, que garante que
dados inteiros a e b com b # 0, entdao, podemos dividir a por b de forma que a norma(valor
absoluto) do resto seja menor que a norma de b. Os inteiros possuem muitas outras
propriedades interessantes como: ser dominio de ideais principais o que resulta em ser um
dominio de fatoracao tnica. Essas propriedades, na verdade, sao apenas consequéncias de

7. ser Euclidiano. Todo conjunto que possui um algoritmo de divisao é de fatoracao tinica.

No século XIX, Carl F. Gauss considerou outro dominio de integridade que possuia
um algoritmo de Euclides, portanto, com um comportamento semelhante dos inteiros: os
inteiros de Gauss

Zii|]={x€C|lx=a+bi a, beZ}.
Uma norma (N) que torna os inteiros de Gauss Euclidiano ¢ N (x) = |z|?, onde | | é o
modulo complexo. Outro dominio Euclidiano em relagdo a mesma norma, relevante na

Teoria dos Ntimeros, é formado pelos inteiros de Fisenstein :p

Ziw={zxeClz=a+bw a, beZ ,w=e"/}

Uma extensao finita I{/Q é dita Euclidiana se o seu anel de inteiros algébricos
for Euclidiano. Nessa dissertacao, nos concentramos nos corpos Euclidianos em relacao a
norma algébrica:
N (z) =01 (x) 02 () ...0m (x),
onde oy,01,...,0, sdo as imersoes de K/Q em C. Dessa maneira, Q (i) e Q (w) sdo
Euclidianos. E natural, entdo, a seguinte pergunta: Quais sdo os corpos Euclidianos em
relacdo & norma usual, N7 Nessa dissertacdo sempre estaremos nos referindo a norma

algébrica, usual mencionada acima.

Muitas equagoes diofantinas podem ser resolvidas usando a fatoragdo unica de
certos anéis de inteiros algébricos como os inteiros de Gauss e os inteiros de Eisenstein. Por
exemplo, podemos mostrar (pela fatoragao tinica em Z[i]) que, se p é primo e congruente
a 1 modulo 4, entao

2l +y’ =p
possui solugao inteira nao trivial. J& da fatoragao unica em Z[w], obtemos que

23 4B = 28

nao possui solugao em com zyz # 0 em Z.
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1.2 O Ultimo Teorema de Fermat e Corpos Euclidianos

O 1ltimo Teorema de Fermat afirma que se n > 2 entao

nao possui solucao inteira nao trivial. Em 1 de marco de 1847, o matematico francés
Gabriel Lamé anunciou ter resolvido "O ultimo Teorema de Fermat", mas Joseph Liouville
percebeu que o argumento assumia que Z|[(,] possui fatoracao unica (¢, é raiz n-ésima

primitiva da unidade).

A partir dai, tanto Cauchy como Lamé passaram alguns poucos meses tentando
mostrar a fatorac¢do tnica em Z|[(,|, mas sem sucesso. Wantzel observou corretamente que

para ser de fatoragdo tnica é suficiente que seja Euclidiano. Cauchy mostrou que para
n € {3,4,5,6,7,8,9,10,12,14,15}

Z|(,] ¢ Euclidiano, enquanto Z[(e3] nao. Hoje sabemos que Z|[(,] possui fatoragao tnica
apenas para um numero finito de valores de n. MASLEY; MONTGOMERY, 1976 deter-

minaram todos os Q ((,) que sdo Euclidianos
ne{1,3,4,5,7,8,9,11,12,13, 15,16, 17, 19, 20, 21, 24,25, 27, 28,32, 33, 35, 36, 40, 44, 45, 48, 60, 84 ]

A fatoracao tunica, tao desejada por Lamé, pode falhar, em alguns anéis de inteiros algé-
bricos, mas ainda podemos resgatar a ideia de fatoracao tnica em ideais, ou seja, cada
ideal nao nulo do anel de inteiros de um corpo de ntimeros se fatora de maneira tinica
como produto de ideais primos (mais, geralmente, esse resultado vale para dominios de
Dedekind). Essa fatoragao tnica em ideais é muito util e serd muito utilizada em toda a
dissertacao. Os resultados dessa secao podem ser conferidos em LENSTRA; POORTEN,
1979

1.3 Corpos Euclidianos Quadraticos

BARNES; SWINNERTON-DYER, 1952 mostraram que, no caso em que K/Q é
uma extensao quadratica, existem, exatamente, 21 corpos Euclidianos. Cada extensao
quadratica de Q é da forma K = Q (\/E) com d inteiro livre quadrados. Os valores de d

para os quais K é Euclidiano sao exatamente:

—-11,-7,-3,-2,-1,2,3,5,6,7,11,13,17,19,21, 29, 33, 37,41, 57, 73.

O grupo das unidades do anel de inteiros de um corpo de nimeros possui uma
estrutura muito especial (RIBENBOIM, 2001 péginas 196, 197): é isormofo a

G x 75t
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onde r e s sdo respectivamente, os nimeros de imersdes reais e de imersoes complexas
nao-conjugadas de IK em C e G ¢é o subgrupo finito das raizes da unidade contidas em K.
Dizemos que o posto de K é

r+s—1.

Se d > 0 é livre de quadrados, entao Q (\/3) possui posto 1, pois r = 2, s = 0 e, neste

caso, existe apenas um nimero finito de tais corpos que sao Euclidianos.

1.4 Grupo de Classes

Temos a propriedade de fatoracao tnica de ideais em ideais primos em dominios
de Dedekind. Além disso, podemos definir ideais fracionarios. Um ideal fracionario de
um dominio de integridade R com corpo de fragoes K é um R-submoédulo de K tal que
existe r € R,r # 0, com rl contido em R. Em particular, os ideais de R também sao
ideais fracionarios. Dominios de Dedekind possuem propriedades muito interessantes: em
geral, um dominio de fatoracao tinica R nao ¢ um dominio de ideais principais, mas, se
um dominio de Dedekind for de fatoragao tnica, entao é dominio de ideais principais.
Nem sempre um dominio de Dedekind é de fatoracio tnica, mas podemos usar os ideais
fracionarios para desenvolver uma medida do quanto um dominio de Dedekind se afasta
de ser de fatoracao tnica. O conjunto dos ideais fracionarios de um dominio Dedekind
formam um grupo G multiplicativo abeliano e os ideais fracionérios principais P formam
um subgrupo e, assim, definimos

Ck = G/P,

o grupo de classes de K. O grupo de classes é finito e denotamos por hx a sua cardinali-
dade. Chamamos hx de nimero de classes de K, o que torna C'x interessante é que R é

de fatoragao unica se, e somente se,

lhi|=1.
Portanto, se

|hK| >1 ,

entao R nao sera Euclidiano. Esses resultados sobre o grupo de classes desempenham um

papel fundamental nessa dissertacao.

Os resultados sobre o grupo de classes podem ser conferidos em RIBENBOIM,
2001 secao 8.2.

1.5 Corpos Euclidianos Cabicos Com Posto Um

DAVENPORT, 1950 e mais tarde CASSELS, 1952 mostraram que existe apenas

um numero finito de corpos ctibicos complexos Euclidianos. Cassels mostrou que corpos
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ciibicos complexos nao podem ser euclianos se —Agk > 420%, com Ak sendo o discriminante
de K. H4, portanto, um niimero finito deles (para cada grau, n, existe apenas um nimero

finito de corpos com um dado discriminante).

Vamos estudar nesta dissertagdo como CIOFFARI, 1979 usou a cota de Cassels
para determinar todos os corpos Euclidianos da forma @ (\73), mostrando que os tnicos

tais corpos Euclidianos sao:
Q(V2). @(¥3) e @(V10).

Os corpos dessa forma possuem uma imersao real e duas complexas, portanto o posto ¢é

1, quase todos eles nao sao Euclidianos.

1.6 Unidades Excepcionais

A maioria das técnicas usadas para tratar o problema de corpos Euclidianos aponta
para as unidades. LENSTRA, 1976 desenvolveu um método que garante que um corpo
é Euclidiano a partir do tamanho de sequéncias excepcionais de unidades. Dizemos que
uma unidade u é uma unidade excepcional, se 1 —u também for unidade e uma sequéncia
excepcional é uma sequéncia de unidades excepcionais cuja diferenca de dois elementos

da sequéncia também é unidade.

O que destaca esse método é que ele fornece exemplos de corpos Euclidianos com

grau grande. LENSTRA, 1976 conseguiu exibir vinte exemplos de grau oito. O corpo
Q ( C13 + C713>
¢ de grau seis, ¢ totalmente real, Euclidiano e tem posto cinco.
O corpo Q («), onde « é raiz do polinémio
1 —32% +52* 4+ 2° — 32° — 27 + 28

¢ Euclidiano de grau oito com exatamente quatro pares de imersoes complexas conjugadas,
portanto, de posto trés. Estes dois exemplos sdo caracteristicos do método das unidades

excepcionais de Lenstra.

1.7 Corpos Euclidianos Quarticos

Nessa dissertacao, iremos estudar uma familia de corpos quarticos com posto 1, os
corpos da forma:
4
a(v=)
com 7, s inteiros positivos coprimos e livres de quadrados. Estes corpos tém posto um,

pois admitem dois pares de imersdes complexas conjugadas. LAKEIN, 1972 provou que
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Q ( y —3) ¢ Euclidiano e CIOFFARI, 1979 mostrou que Q ({‘/—2), Q ({‘/—7) também
sao Euclidianos. Além disso, CIOFFARI, 1979 mostrou que para diversos valores de d,
Q ( y —d) nao é Euclidiano. Na verdade, CIOFFARI, 1979 quase determinou todos os

corpos Euclidianos da forma acima, sé faltou Q (\4/— 2).

Agora vejamos outra familia de corpos quarticos, os corpos da forma:
Q (V —m, \/ﬁ)

com m inteiro nao negativo e n inteiro, também possuem posto um, pois admitem dois
pares de imersoes conjugadas. LEMMERMEYER, 2011 determinou todos os corpos dessa

forma que sio Euclidianos:
QV-1.v2), Q=L Vv3), QV-Lv5), QWV-1V7),
QV-2.v=3), QV-2.v5), Q(V=3v2), Q-3 5),
QW=3v=7), Q=3 v-1I), QV=3.VI7), Q-3 v-19)
Q (=7, V5).

1.8 Corpos Euclidianos de Grau Grande

LENSTRA, 1975 deu um exemplo de corpo Euclidiano bem especial, Q ({11 ), corpo

ciclotomico de grau 10 e posto do grupo das unidades 5.

O método das unidades excepcionais de Lenstra foi explorado por varios pesqui-
sadores e isso resultou na descoberta de muitos exemplos com grau maior que 8. Por
exemplo, LEUTBECHER; MARTINET, 1982 encontraram dois exemplos de corpos Eu-

clidianos com grau 10:

Q (o) com « raiz de
p(r) =1+ 22+ 327 — 42® — Ta* + 2° + 72% + 227 — 42® — 27 + 2'°
e Q (B) com [ raiz de
g(z) = 1422 — 222 — 523 + a* + 62° + 425 — 427 — 428 + 2° + 210,
MCKENZIE, 1988 mostrou na sua tese que Q ((13) é Euclidiano. Assim, temos um

exemplo de grau 12. HOURIET, 2007 encontrou mais um exemplo de corpo Euclidiano

com grau 12 e posto 6.

Uma conjectura de H. W. Lenstra, ainda sem muita evidéncia em seu favor, afirma
que, se o posto do grupo das unidades do corpo é pelo menos trés (talvez mesmo para pelo
menos dois) entdo quase todos os corpos de um grau fixado sdo Euclidianos com respeito

a norma algébrica, e, assim, tém grupo de classes de ordem um.
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2 Base Inteira e Fatoracao de ldeais

Neste capitulo, determinamos a base inteira do corpo cubico puro geral e seu
discriminante e, em seguida, tecemos alguns comentarios sobre a fatoracdo em ideais
primos de ideais gerados por primos inteiros. Embora os resultados provados neste capitulo
sejam fundamentais no que segue, os métodos usados nas demostragdes sao bésicos em

Teoria Algébrica dos Niumeros.

2.1 Base Inteira e Discriminante

Sejam w1, ...,z, em um corpo de nimeros K de grau n e oy, 09, ..., 0, as imersoes
de K em C, definimos
2
A(zy, ..., x,) = det(o;(x5))*,

o discriminate da n-upla (zy,...,x,) em K.

Vejamos os resultados que serao fundamentais nesta se¢ao:

Proposicao 2.1.1. Seja y = (y1,...,yn) € ¢ = (x1,...,2,) e C uma matriz tal que

y = Cz, todos com coordenadas em um corpo de nimeros IK, entdo
Ay, .. yn) = (det CVA(zy,...,2,).

Demonstracio. Veja RIBENBOIM, 2001 paginas 20 — 21. O]

A préxima proposi¢do desempenha um papel crucial nos resultados dessa segao,

iremos demonstra-la, mas precisaremos de um resultado elementar sobre médulos.

Teorema 2.1.1. Seja R um dominio de ideais principais e M um R-mddulo livre de posto

n. Se M’ ¢é um submddulo de M, entdo

1. M é um submddulo livre de posto ¢ <n

2. Existe uma base {e1,...,e,} de M e elementos ay,...,a, de R tais que
ar | az |- |ag

de maneira que
{arer, ..., aq4€,}

¢ base do R-mddulo livre M.

Demonstragio. Veja ENDLER, 1986 paginas 48 — 50. 0
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Proposicao 2.1.2. Seja G um grupo abeliano livre de posto n com geradores {g1,...,gn}
e H um subgrupo também livre de posto n com geradores {hy, ..., h,}. Se C' é a matriz
tal que

(hla"'vhn) :C(gla"'agn)7

entao
|detC| = |G : H].

Demonstragao. Inicialmente, note que um grupo abeliano livre é um Z—moddulo livre.

Assim, pelo Teorema 2.1.1, temos que GG e H possuem bases especiais, {g’l, e ,g;L},

I

{hyy..., h;l}, respectivamente, tais que
h; = ag; , a; €7,

Assim, C' é uma matriz diagonal com c¢; = a;, portanto det C' = ay ... a,.

Agora, iremos mostrar que [G : H] = a; ... a,. Faremos isso via homomorfismo de
modulos. Temos que
G=79& - & ZLgn;

H="7a,91 D -+ & Za,g,.
Considerando o homomorfismo de mddulos

7 Z
91 % e x g1
Za1g1 Zalgn

©:2g1b - Lg, —

191+ F Gt — (2191 + Zaygr, - ., TnGn + Zangy).

Temos que ontucleo desse homomorfismo é
Za1g1 @ -+ ® Liang, = H.

Portanto, pelo Teorema do Nucleo e da Imagem para moédulos (veja ASH, 2000 segao

4-2)
Z AR Z Z Z
g1 ¥ S¥) Gn ~ g1 « « g1

G/H =

Zaigi ® -+ D Lang, - Z.a1 g o Zai g,
Mostraremos que
2gi

Zaigi "
que mostra que G/H possui exatamente a . .. a, elementos.
Mas

0:29; = Zq,

Tigi — ;1

é homorfismo com ntcleo Za;g;. Para concluir o resultado, basta notar que se

’

(hi,... . hy) = Cr(hy, ... k),
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entao det(Cy) = £1. Analogamente,

(91, . 7gn) = CG(gllv v 79;)7
entdo det(Cg) = £1. O

Proposicao 2.1.3. Seja f (x) = irr(a, Q) o polindmio minimo de a em Q[z], entdo

(@)

/

AL, o) = (BN (s

Demonstracio. Veja ASH, 2003 péagina 10 secao 2.3.6. O

Definicao 2.1.1. Dizemos que um inteiro algébrico o é de FEisenstein para um primo

inteiro p, se irr(a, Q) é de Eisenstein em p.

Lema 2.1.1. Sejam a um inteiro algébrico, IK = Q () e Bk o anel de inteiros algébricos

de K. Se a for de FEisenstein em p, entao
p1 Bk : Z[a]].
Demonstragio. Suponha que « seja de Eisenstein em p com irr(«, Q)
bo+ bz + -+ bz 2

Temos que p divide cada b;. Dali,

pla”=—by—ba—- —byp_ja" "

Agora suponha, por absurdo, que
p| Bk :Z[a]].

Entao, pelo Teorema de Cauchy, % possui um subgrupo H de ordem p. Logo, existe
v € B, tal que
V€ Zo], py € Za].

Assim, podemos escrever v como

ap + aja+ -+ ap_ 0"t
V= ’ + 5,

com fe€Zla], 0<a<p—1lpara 0<i<n—1.

Suponha que exista j com

ptaj, pla; (0<i<y).
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Como p divide o™ e

—1 n 2n—2—j

s a;a” Ajp1Q" + -+ Ao s
’ya"lj:J +J n +604”1J-

p p

Concluimos que
n—1
CLjOé
p Y

¢ um inteiro algébrico e assim possui norma inteira.

Dai, como

N (ajoz"_1> _ ayN (o)™
p p"

e p> 1 N (), pois a é de Eisenstein em p. Temos que p | a;, uma contradi¢do. Portanto,

pt[Bx : Zla]].
O
Lema 2.1.2. Se ab® # +1 (mod 9) = ba® # +1 (mod 9).
Demonstracio. De fato, se
ab? = +1(mod 9) = 1 = (at?)” = 1* (ba®) (mod 9),
mas os Unicos cubos moédulo 9 sao £1 e 0. ]

Teorema 2.1.2. Seja K = Q(v/d), d € Z livre de cubos (d = ab®) com a, b livres de
quadrados, d % £1 (mod 9). Se a = V/d, entdo

042

A: {1,0[,?}

€ base inteira e
Ak = —27a%b*

[Bk : Z[a]] = 0.
Demonstragao. Pela Proposicao 2.2.3,
A(1La,a?) = (~1) N(30?) = —27 (at?) "

Por outro lado, escrevendo {1, a, a?}, em termos de uma base inteira de [By : Z], pelas

Proposicoes 2.1.1 e 2.1.2, obtemos
A (1,04,042) = [Bk : Z[o]]> Ak.

Assim,
27 (at?)” = [Bx : Z [a]]* Ag.
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Além disso,

irr (o, Q) = 2° — ab?,

portanto, a é de Eisenstein em p para qualquer primo p que divida a. Entao, se p divide

a, pelo Lema 2.2.1
pt[Bk : Z[a]].

Portanto,

a2 | A]K

Mas,
Q (Vab?) = Q (Vhba?) .

Analogamente, obtemos que

v | Ak.
Dai,
a2b2 ‘ A]K
Vamos mostrar que
31 [Bxk : Z|o]].
Assim,
27a%0* | Ak.

Podemos supor que K = (\3/3), com 9 1 d, pois podemos trocar o gerador vab? por
v/ba?. Temos que irr (\%_Z —d, Q) é

(¢ +d)’ —d = 2"+ 3da® + 3%z + (d* - d),
que ¢ de Eisenstein em 3, pois
9f (d* —d) = (d—1)d(d+1),

o produto de trés nimeros consecutivos, exatamente um deles é divisivel por 3.
Se
3|/d+1, 9 naodivide d°—d, pois 91d=+1.

Caso contrario, se

3|d, 9 nao divide d®—d, pois 91{d.

Temos,

Dali, pelo Lema 2.1.1
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Portanto,
27a2b2 | A]K .

Também concluimos que

Bk : Z[a]] | 0.

Nesse momento, a Proposicao 2.1.2 é fundamental. Temos que

2

2
[&¢Zmnzzﬁzz+za+zi]V+Za+Zi;

2

1:1+0a+0%1

2

azMﬁ&a+¢%;

o?
o? :01+Oa+b?;

Por isso, pela Proposigao 2.1.2

100

2
V+Za+zizzm]:@ﬂ 01 0][=b

0 0 b

Assim, temos

042
[BK:Z—FZa—i—Zb] =1

Dai,
2

BK:Z+Za+Z%

que também resulta em

[Bk : Z[a]] = b.
Disso, também obtemos o discriminante
Ag = —27a*b,

pois
—27a*b* = [By : Z[a]]* Ak.
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Teorema 2.1.3. Seja K = Q(f’/&), d € 7 livre de cubos d = ab* com a,b livre de
quadrados, d = 1 (mod 9). Sejam o = V/d, B = %2 ey = %, entao

B={a, 3,7}
€ base inteira e
A]K = —3a262
Bk : Z [«a]] = 30.

Demonstragdo. Ja vimos que « e [ sdo inteiros algébricos, agora vamos mostrar que 7y

também é. De fato,
3y -1 =[a(*1 + )

277 — 2772 + 9y — 1 = &®[(£1)® + &® £ 3 (£ + )]
—d[£1+d+3(3y-1)].

Assim, obtemos que irr (v, Q) é

9(1Fd), 1+d(F2+d)
3.2 _ —
r® — x4+ ] o7 ] o 0

3.2 (1¥4d) _(d:Fl)Q_

r® —ax° + 1z 3 ] o =0.
Ou seja, se d =1 (mod 9), entao irr (v, Q) é

s o (1=d) (d-1)*

que possui coeficientes inteiros, pois 9 divide (1 — d). Se d = —1 (mod 9), entéo irr (v, Q)

é

(1+ d)] B
3 27

que também possui coeficientes inteiros, pois 9 divide (1 + d).

d+1)°

2® — 2% + 2 =0,

Agora, mostraremos que «, 3,y é base inteira. Temos que Gy = Bk, G = Za+7Z.5+
Zry bem como Z[a] sao grupos abelianos (com a operagao soma). E suficiente mostrarmos

que
G1:G] =1.
Vimos, no caso anterior, que
—27(at?)” = A (1,0,0%) = [By : Z[a]*Ax;
a’b? | Ak.
Entao

[Bx : Z[a]])* | 9b*.

O que nos da
[Bx : Z]a]] | 3b.
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Bk
1

Zoo+ 7.8 + Zry

Vamos mostrar que
[Zioo + 7.0 + Zry : Za]] = 3b
e pela multiplicidade do indice

Bk : Za+ 75 + 7] = 1.

o? l+a+a?
1:coa+01?+02f

Como 1, o, &? é base de K sobre Q. Temos que ¢, = 3. O coeficiente de o é ¢y = F1 . O
coeficiente de a? é

%4—1:0 , 0 que nos da c¢; = —b.

Assim,
1 =Fla—bB8+ 3v;

a=1la+08+0y;

B =0a+ b8+ 0y.

1 F1 —-b 3 «
a|=]1 0 0 6]
a? 0 b 0 v

Portanto, pela Proposicao 2.1.2

F1 —b 3
Zoa+ 78 +Zry:Zla])]=|det | 1 0 0 |]=30b.
0 b 0
Assim,
Bk =Za + 7.0 + 7,
pois

Bk : Za+ 7.5 + 7] = 1.
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Concluimos também que
[Bx : Z]a]] = 3b.

O que nos da
A]K = —3a2b2,

pois

—27a*b* = [By : Z[a]]* Ak.
[

Teorema 2.1.4. Seja K = @ (\3/3), d € 7Z livre de cubos d = ab® com a e b livres de
quadrados, d = +1 (mod 9). Seja a = V/d, entdo

l+a+2
FE LS S

€ base inteira e
A]K = —3a2b2;

Bk : Z [«a]] = 30.
Demonstragdo. Vamos usar a base inteira que encontramos no Teorema anterior (2.1.3)

{a, 8,7}
Mostraremos que o indice

lfa+9

m=[Za+ZB+Zy:7+7Zoa+7 3

] =1.

Isso garante que A seja base inteira. Ja temos as coordenadas de 1 e de a na base A.
1:i:od:%

Vejamos agora as coordenadas de . Sabemos que 1, a, a? é base de K sobre Q. Por

isso, se

lta+s
—5 = coax + 108 + ¢y
O coeficiente do 1
Cy 1 1
22 e = 1
3, 2 )
O coeficiente de « é )
%i%-wmif:if, co = 0
O coeficiente de o?
c1 G 1 +1—-0
I R B _ .
b 3 3



Capitulo 2. Base Inteira e Fatoragdo de Ideais 24

1 F1 —-b 3 a
a |=|-1 0o oll|g

a2
1io§c7 0 :tlg_b 1 v

Assim, temos que o indice m pela Proposicao 2.1.2 vale

F1 —-b 3
det| —1 0 0 |]=1
0 +1-b 1

3

2.2 Fatorando o Ideal Gerado por Primo Inteiro

A demonstragao de que certos corpos nao sao Euclidianos depende da fatoragao
em Bk (anel de inteiros de KK ) de ideais principais de Bk gerados por primos inteiros.

Trataremos da fatoracao destes ideais nesta secao.

Nesta segdo, para um inteiro algébrico a € KK, denotaremos por g (z) = irr(«, Q),

o polindémio minimo de o em Q|z] e por g (z) a redugéo de g () médulo um primo inteiro

p. Seja

g (x) =[] 9: (z) a fatoracio de g(x) em irredutiveis ménicos de Z,|z].

Os teoremas que temos para fatorar pBg sao os seguintes:

Teorema 2.2.1. Sejam K = Q(«a) wm corpo de nimeros e p um primo inteiro. Se
Bk = Z[a], entao

pBx =[] (p.g: (@) .
Demonstracio. Veja RIBENBOIM, 2001 paginas 196 — 197 . O

Teorema 2.2.2 (Dedekind). Sejam K = Q(«) um corpo de nimeros e p um primo

inteiro que nao divide [By : Z |a]]. Entao
pBx =[] (p,g: (@)) .

Demonstracio. Veja MARCUS, 1977 Teorema 27, pagina 79.
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Corolario 2.2.1. Se K = @ (\3/8), com d um inteiro livre de cubos, d = ab®, e p um

primo que divide d, entao
pBk =B* (B ideal primo).

Demonstra¢io. Podemos supor que p? nao divide ab®. Se ab?> = ps, entdo p e s sdo

coprimos. Temos que
(\/3 abZB]K)S = (pB]K)(SBlK)

Assim, como pBg e sBg sao coprimos (se algum ideal primo dividisse ambos, conteria

p, S ), entdo pBk é um cubo, pela fatoracdo tinica em ideais primos. O

Se p ndo divide d = ab® e p # 3, entdo p ndo divide [By : Z[v/d]]. De fato, pelos
Teoremas 2.1.2 e 2.1.3

Bk : Z[Vd]] =b, se % +1 (mod 9);
[Bk : Z[Vd]] = 3b, se =1 (mod 9).
Lema 2.2.1. Sejam p e q primos tais que p Z 1 (mod q). Entdo
©: 7, — 7,
x —
¢ uma bijecao de grupos multiplicativos.
Demonstragio. Dado x em Zy, temos que
2P = 1.
Se x estd no nicleo de @, entdao ¢ = 1, por isso a ordem de z divide
mde(p —1,q) = 1.
Dai, ' = 2 = 1. Assim, o niicleo de ¢ é trivial e temos uma bijecao. O
Corolario 2.2.2. Se K = Q (\S/a) e p ndo diwvide d, p =2 (mod 3), entdio
pBx = B1Bo  (fatoragio em primos).

*

Demonstrag¢io. Desde que p # 1 (mod 3), entdo, pelo Lema 2.2.1, existe um tnico b € z;

tal que
d=1"1"

Assim, podemos fatorar o polinémio z* — d em Z.,,. De fato,

g(x) =2 b= (z—) <x2 + bx + b2> (fatoragao em irredutiveis),
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pois x? 4+ bx +b? irredutivel, j& que b é a tnica raiz de g (z) em Z, e g(x) ndo possui raizes
multiplas, pois

7 (z) =32* g(z) sdo coprimos.

Portanto,

pBx = (p,V/d—b) (p, Vd + /b + b2> — PP
Pelo Teorema 6. O

Corolario 2.2.3. Se K = Q (\3/(_1), p ndo divide d e p=1 (mod 3), entdo
pBk =B  se d nao for cubo em Z.;
pBr = B1P2Ps  se d for cubo em 7.
Demonstragao. Como Zs ¢ ciclico, entao
Z,, = (h), paraalgum he€Z;.

Por isso, a ordem de h ¢ p — 1, pois h é um gerador de Z;. Assim, dado x € Zy, temos
que
PP = (R =1<= (p—1)]| 3u.

H4, portanto, exatamente, trés possibilidades para u

p—12(p—1)
5 3 e (p—1).

Portanto, 3 = d nio possui solucio em Z,, ou possui trés solugoes distintas, ou seja, ha
duas possibilidades para fatoracéo de z* = d, ou ele se fatora como produto de trés fatores

lineares distintos ou é irredutivel, portanto
pBk = B BP3 fatoracao em primos distintos,
se d for um cubo moédulo p. Caso contrario,
pBk =B ¢é um ideal primo,

se d nao for um cubo maédulo p. O]

Por fim, vejamos a fatoracao do ideal gerado por 3.
Proposigao 2.2.1. Suponha que 3 ndo divide d = ab?®. Se ab # +1 (mod 9)

3Bk = P°.

Caso contrario,

3Bk = PIPs.
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Demonstragio. Se 3 nao divide d = ab® e d # +1 (mod 9), entdo 3 nao divide [Bx :

Z[a]] = b, assim, pelo Teorema 2.2.2, podemos usar a fatoragdo do polinémio minimo de

o em Zis

irr(o, Q) = 2° —d = (x — m)?,

pois todos os elementos de Z3 sao cubos. Por isso,
3Bk = P°.

Para o caso d = £1 (mod 9), veja COHEN, 1993 pégina 344.
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3 A Cota de Cassels

Cassels mostrou que existe apenas um numero finito de corpos ctibicos com grupo
das unidades de posto um. Neste capitulo, iremos dar uma visao mais efetiva deste resul-
tado, exibiremos explicitamente um conjunto finito que contém todos os corpos cubicos
puros Euclidianos. Conceitos de Teoria dos Numeros Algébricos como: ramificagdo de
primos, unidades, bases inteiras, normas, discriminantes, fatoracao de ideais, grupo de

classes sao ferramentas indespensaveis.

3.1 Definicao e Equivaléncia

Definicao 3.1.1. Dizemos que um corpo de numeros K é Euclidiano, se, para quaisquer
inteiros algébricos a e B de K, com B ndo nulo, existe um inteiro algébrico v em K tal
que

[N (a—=B7)| <IN(B)I,

com N sendo a norma algébrica de K.

Para um corpo de niimeros KK, denotaremos por Bk o anel de inteiros algébricos
de K.

Para cada o em K seja
M (K, @) = min{|N (o — )| : v € Bk}.
O Minimo Euclidiano de K ¢é
M (K) = max{M (K, a) : « € K}.

Proposicao 3.1.1. K é Fuclidiano se, e somente se, para cada x em K existe a em By
tal que
IN(z—a)] <1.

Demonstracdo. De fato, IK é o corpo de fragoes de By. Assim, se x € K, entao
o
r=— com «, € Bg.

Agora suponha que K é Euclidiano. Assim, existem ¢, r em By tais que

a=qBb+r [N (B)] > [N (r)]-
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De forma que

Tomando normas, obtemos

¥ (50)|= ¥ (5) = i <

Portanto, para qualquer x em IK, temos

M (K, z) < 1.

Vejamos a reciproca. Sejam «, 3 inteiros algébricos de K, com g # 0. Entao, tomando

0]

T =3, existe v € By tal que

IN (z =) <L
O que garante
[N (o = By)[ <IN (B)]-
Assim, K é Euclidiano. O

Essa equivaléncia é a base do algoritmo que Ciofari usa para verificar que um corpo

é Fuclidiano.

Se M (K) < 1, entao K é Euclidiano. Por isso muitos trabalhos foram piblicados
a respeito do minimo Euclidiano, M (K) . Veja por exemplo, CAVALLAR; LEMMER-
MEYER, 2012

3.2 Ramificacao Total e Unidades Fundamentais

Nesta secao apresentaremos alguns resultados que apontam uma forte relagao entre
ramificacdo e nao ser Euclidiano. Vejamos antes alguns resultados classicos que serdao

necessarios. Inicialmente, vamos caracterizar o grupo [E das unidades de Byg.

Teorema 3.2.1. (Dirichlet) Seja K um corpo de nimeros de grau n. Se K possui r

imersoes reais e 2s imersoes complexas conjugadas, entao
Ex71'xG
- J
onde G ¢ um grupo finito, consistindo das raizes da unidade em IK.

Demonstragio. Veja RIBENBOIM, 2001 paginas 196 e 197.

Esse teorema é muito 1til, pois mostra a existéncia de uma base para IE.
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Corolario 3.2.1. Ezistem r+ s — 1 unidades uy, us ..., u,+s_1 tais que qualquer unidade

u se escreve de maneira unica como

u=Cu§t ... uo, onde ¢ € uma raiz da unidade em K.

Definicao 3.2.1. Chamamos os geradores, de ordem infinita, u;, de unidades fundamen-

tais.

Teorema 3.2.2. (Dedekind) Seja IL/IK uma extensao de corpos de nimeros. Os ideais

primos de Bk que se ramificam em By, sdo exatamente os que dividem o discriminante
de /K, denotado por A(L/K), ou simplemente Ay, quando K = Q.

Demonstragio. Veja RIBENBOIM, 2001 paginas 238,239. O

Corolario 3.2.2. Se K = Q ({/m) com m e n inteiros (n > 0) e m livre de n-ésimas

poténcias. Se p ndo divide n nem m, entdo p nao se ramifica.

Demonstragao. Pela Proposicao 2.13 |
n—1 n—1 n._ n—
A (L, ¥, /) [ = N (n/m" ) | =

Pelas Proposigoes 2.1.1 e 2.1.3, A(K/Q) divide n"m"~!. Portanto, o resultado segui do
Teorema 3.2.2. [

O Teorema que segui mostra o quanto o grupo das unidades e a ramificdo total de

primos, estao relacionados com a propriedade de ser Euclidiano.

Teorema 3.2.3. Seja IK um corpo de nimeros de grau primo q, com | unidades fundamen-
tais. Suponha que existam pelo menos | + 2 primos distintos que se ramificam totalmente

em By, entdio IK nao é Fuclidiano.

Demonstragio. Sejam {ey, ..., €} as unidades fundamentais e {p1, . .., pjr2} 08 [+2 primos

que se ramificam totalmente em IK. Entao
piBx = P! (fatoragdo em primos).
Se ¢ se ramifica totalmente, entao facamos p; = ¢q. Suponha que hxg = 1, entao
B = b; Bk.
Portanto, b e p; sao associados em By, por isso, pelo Coroldrio 3.2.1

q ., til ti _
bjCer ...g" = pi.
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Com ( raiz primitiva da unidade, mas como KK C R, entdao ( = +1. Se ( = —1, como

(=1)9 =1 (g é primo), podemos substituir b;, por —b;. Assim,

t; t
bleit ... " = pi.

Vamos mostrar que podemos encontrar xy,...,r;; 1 de maneira que
qr1 _w1t11 T1ty qTi+1 _Tl+1t(+1)1 Tiprtarn o xq Ty

(bl ettt g )"'(Hl €1 g =pit D

seja uma g-ésima poténcia em Bg. O expoente de ¢; é
t1i$1 +---+ t(l+1)ixl+1~
Se consideramos
ti;00 + - t(l+1)ixl+1 =0 em Zq,

parat = 1,...,[. Obtemos um sistema linear homogéneo com [ equagoes e [+ 1 incognitas,

logo, possui solugao nao trivial em 7, e, dessa maneira, existe y em By tal que

Tl+1

q — Tl
Yy =Py Dy -
Dessa maneira,
_ aq/,T1 Li4+1
y=+/p1 -0 € Bk

Como (z1,...,2141) # (0,...,0) em Z,, para pelo menos um z;, temos que ¢ nao divide

K=Q (.q/pﬂfl . .pﬁ+11> .
Mas, pelo Corolario 3.2.2, p;12 nao se ramifica, pois nao divide ¢pi* ... pffll, temos um
absurdo. O

x; e portanto, y ¢ Q. Por isso,

O Teorema anterior nos possibilita limitar e muito os corpos Euclidianos que sa-

tisfazem a condigao de Cassels.

Teorema 3.2.4 (Cassels, Davenport). Seja K é um corpo cibico complexo. Se
|Ak| > 176400,

entao KK nao é Euclidiano.

Demonstracio. Veja CASSELS, 1952. O]

CIOFFARI, 1979 é fundamentado no Teorema 3.24. Cassels limitou a um nimero
finito de corpos e Cioffari explicitou-os. A maioria dos artigos sobre corpos Euclidianos
trata de casos particulares, de exemplos. Veremos uma versao do Teorema de Cassels
para corpos quarticos complexos. Porém, em geral, ainda nao temos um resultado dessa

magnitude.

Vamos agora mostrar como o Teorema 3.2.3 nos ajuda a encontrar os corpos Eu-

clidianos que satisfazem a cota de Cassels.
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Corolario 3.2.3. Se K =Q (\?’/c_l) ¢ um corpo cubico puro Fuclidiano, entao
de {2, 3, 5, 47, 11, 13,23, 29, 31, 41, 43, 47, 59, 61, 67, 79, 6, 15,

21, 33, 39, 51, 69, 12, 45, 63, 99, 117, 153, 207, 19, 37, 73, 109, 127, 163,
181, 199, 17, 53, 71, 89, 107, 179, 197, 233, 10, 26, 46, 62, 82, 118, 134, 206,
226, 35, 55, 145, 215, 235, 91, 161, 217, 143, 28, 44, 116, 172, 188, 244, 316,

372, 388, 404, 325, 575, 775, 1025, 539, 1421}.

Demonstragcio. Suponha que K seja Euclidiano. Como vimos no capitulo 2, o discrimi-
nante de Q (\3/;[) depende do residuo de d médulo 9. Por isso, como a cota de Casssels

estd em termos do discriminante, iremos analisar cada caso separadamente.

Caso 1: d # £1 (mod 9)

Nesse caso, temos que 3 se ramifica totalmente em K. Além disso, os primos que
dividem o discriminante também se ramificam totalmente. Mas o posto do grupo das
unidades de K é 1 +1 — 1 = 1, entao o grupo das unidades é gerado por apenas uma
unidade fundamental. Dessa maneira, pelo Teorema 3.2.3, d possui no maximo um divisor,

um divisor primo diferente 3. Vamos analisar todas as fatoragoes possiveis de d.

CASO A1l: d primo.

Temos que
|Ak| = 27d* < 176400.

/176400
v 3 81,

3

Portanto,

d<

Logo,

de {2, 3,5, 47, 11, 13,23, 29, 31, 41, 43, 47, 59, 61, 67, 79}.

CASO B1: d é produto de dois primos distintos, d = pyps  com  p; < ps.

Temos que

|AKk| = 27pip; < 176400,

/176400
5 <81,

3

pip2 <
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Se d, possui dois divisores primos, entdao um deles é o 3, d = 3p, com

d e {6, 15, 21, 33, 39, 51, 69}.

CASO C1: d = 9po, pe  primo.

Analisando o discriminante
\/m
3
< &1.
3

3py <

Entao,
d € {12, 45, 63, 99, 117, 153, 207}.

CASO 2: d = +1 (mod 9)
Nesse caso, se 3 nao divide d, entao d pode ter no maximo dois divisores primos
distintos primos distintos de 3.

CASO A2: d = p primo

O limite do Cassels é 176400. Assim,

|Ak| = 3p* < 176400.

1764
p <y 63 00 o3,

p e {19, 37, 73, 109, 127, 163, 181, 199, 17, 53, 71, 89, 107, 179, 197, 233}.

Portanto,

Logo, como p = +1 (mod 9)

CASO B2: d é o produto de dois primos py, po com  p; < po

Temos entdo

|Ak| = 3pip3 < 176400.

Portanto,
/176400
p1p2 < 3 < 243.
CASO p; =2
Se

2pe < 243,  2py = +1 (mod 9).
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Entao
pe < 122 py = £5 (mod 9).
Portanto,
po € {5, 13, 23, 31, 41, 59, 67, 103, 113},
d € {10, 26, 46, 62, 82, 118, 134, 206, 226}.
CASO p; =5:

Se p; = 5, entao

pe < 243/5 <49 py ==+ 2(mod 9),

ps € {7, 11, 29, 43, 47},
d € {35, 55, 145, 215, 235}.

CASO p=T:
Se p; = 7, entdo

ps < 243/7 < 35 p =+ 5(mod 9),

ps € {13, 23, 31}

Portanto,

d € {91, 161, 217}.
CASO p; =11:
Se p; = 11, entao
pe < 243/11 < 23 py = £ 5(mod 9).

Logo ps € {13} e d € {143}.

CASO p; =13:

Nao podemos ter p; = 13. Se p; > 13, entdo p; < 17 e pipe < 17% = 289 > 243.

Assim , listamos todos os valores possiveis de py, ps.
Finalmente, vamos analisar
CASO d=p?p, com  p; < po

Novamente,analisando o discriminante e a cota de Cassels, obtemos

|di| = 3pip3 < 176400.
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Portanto,
/176400
pP1p2 < 3 < 243
p1=2
Pa < 243/2 < 122 p, = =+ 2(mod 9).
pe € {7, 11, 29, 43, 47, 61, 79, 83, 97, 101},
d e {28, 44, 116, 172, 188, 244, 316, 372, 388, 404}.
p1=295
P2 < 243/5 <49 py ==+ 5(mod 9).
po € {13, 23, 31, 41},
d € {325, 575, 775, 1025}.
p="7
pa < 243/7 <35 po ==+ 2(mod 9).
po € {11, 29},
d € {539, 1421}.
;=11

po < 243/11 < 23 py = =+ 2(mod 9).
p1 nao pode ser 11.

=13
pa < 243/11 < 18 py =+ 5(mod 9).

p1 nao pode ser 13

Isso encerra nossa lista, pois nao podemos ter p; > 13. O

A partir de agora, os corpos cubicos puros que podem ser Euclidianos pertencem
a um conjunto finito, explicito. Nos proximos capitulos, mostraremos os métodos que
Cioffari desenvolveu para descartar a possibilidade de certos corpos ctibicos puros serem

Euclidianos.
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4 O Corpo de Hilbert e Corpos nao Eu-
clidianos

Corpos Euclidianos possuem niimero de classes 1, logo, se o nimero de classes nao é
1, entao o corpo nao é Euclidiano. Geralmente, nao é facil determinar o niimero de classes
diretamente, mas enunciaremos um resultado surpreendente (o Teorema de Existéncia do
Corpo de Hilbert, parte da Teoria de Corpos de Classes) que substitui o grupo de classes

por um grupo de Galois de uma extensao finita de Galois.

4.1 Definicao, Exemplos e Propriedades

Dado um corpo de niimeros KK, denotamos por Hi o Corpo de Hilbert de K, hk o

numero de classes e Cl (K) o grupo de Galois de de Hk /K.

Teorema 4.1.1 (Corpo de Hilbert). Seja K um corpo de nimeros. Existe uma tinica

extensao Hi /KK finita, abeliana, ndo ramificada que é maximal e é tal que

Gal (Hg/K) ~ C1 (K).

Demonstragio. Veja NEUKIRCH, 1999 paginas 399 e 400. O]

No Teorema acima "nao ramificada", possui dois significados:

1. os ideais primos de K nao se ramificam em Hy;

, . ~ I, . ~
2. se 0 é uma imersao de K em C com o (K) C R e se ¢ é uma imersao de Hg que
estende o, entao

o (K) C R.
Antes de usarmos o Corpo de Hilbert, vejamos alguns exemplos:
Exemplo 4.1.1. Sejo K =Q <\/—_1), entao
Hg = K.
Demonstragio. O anel de inteiros de K é Z[i], os inteiros de Gauss, que sao um dominio

Fuclidiano, portanto,

ou seja,
Hk = K.
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Para o préximo exemplo, precisaremos de alguns resultados.

Defini¢ao 4.1.1. O ideal diferente de uma extensao finita de corpos de nimeros E/F,

denotado por d (Bg/Br) ou d(E/IF) é o inverso do ideal fraciondrio
Iyjp ={x€E | Tgw(zy) € Bp, Vy€ Bg}.
Teorema 4.1.2. Sejam K e Ky extensoes finitas de um corpo de nimero K, entdao
d(K,/K) C d(KKy/Ks) .

Demonstragio. Veja RIBENBOIM, 2001 pagina 253. m

Podemos obter o discriminante do corpo a partir do diferente.
Proposicao 4.1.1. Se K =Q e . € um corpo de nimeros, entao

N (d(L/K)) = [Ag|.

Além disso, se J € um ideal de By, entao

N (J) e J.

Demonstracio. Veja RIBENBOIM, 2001 , pagina 247 e ASH, 2003 secao 4.29 O

Teorema 4.1.3. Seja L/K uma extensdo finita de corpos de nimeros. Dado um ideal

primo, Q de By, entdo, @ se ramifica, se e somente se, ) divide d (By,/Bx).
Demonstragcao. Daremos a demonstracao nesse capitulo. O

No Teorema acima. Se Q) N Bk = *PB. Dizer que () se ramifica significa que BBy, C
Q.
Exemplo 4.1.2. Se K =Q (\/—5), entao
L=Q (=5 v-1)

¢ o corpo de Hilbert de KK.

Demonstracio. Temos que hi = 2. Assim,
[Hy : K] = 2.
Vamos mostrar que LL/K é ndo ramificada e como
L: K] =2,

concluimos o resultado. IK nao possui imersoes reais, assim precisamos verificar apenas

que nenhum primo de By se ramifica.
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Q(/5vT)

/1N
afs) el )
NIZ

Sejam IM = Q (\/5) elF=0Q (x/—l). Pela Proposigao 4.1.1
4 =|Ap| = N (d(Br/Bq))-
Por outro lado, pelo Teorema 4.1.2 e Proposicao 4.1.1,

N (d(Br/Bg) C d(By/Bg) C d(By/Bx).

Dali,
Analogamente,
5=An = N (d(Bm/Bg)),
Portanto,
1 € d(By/Bk) = Br.
Portanto, IL./IK é ndo ramificada, pelo Teorema 4.1.3. O

Nao usaremos diretamente o Teorema do Corpo de Hilbert, mas um Corolario.

Vamos precisar de uma proposicao:

Proposicao 4.1.2. Sejam Ky e Ky corpos de nimeros que contém o corpo de nimeros
K. Sejam L = KiIKy e P um ideal primo de By, entao, B nao se ramifica em L/K se e

somente se P nao se ramifica em K; /K e em Ky /K.

Demonstragio. Veja RIBENBOIM, 2001 , pagina 253. O

Corolario 4.1.1. Seja K um corpo de nimeros e /KK extensao de Galois finita ndo

ramificada(no sentido dos ideais primos e das imersoes reais), entdo

L C Hxk.
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Demonstragio. Temos que LHg /IK é de Galois, pois a composicao de extensoes de Galois
¢ de Galois e também ¢ nao ramificada, pois a composi¢do de extensdes nao ramificada
(no sentido dos primos finitos ) é ndo ramificada, pela Proposi¢ao 4.1.2. E facil ver que a
composicao de extensoes nao ramificadas (no sentido dos primos infinitos, das imersoes)

também é nao ramificada. Como Hg é maximal, temos
LHyg = Hyg.
Portanto,
L C Hg.
O]

O Teorema abaixo nos da um critério muito simples de verificar a propriedade

Euclidiana, pois envolve basicamente congruencia modulo 3.

Teorema 4.1.4. Seja K = Q(/r) com q um primo impar e r livre de q-ésimas poténcias.

Se r for divisivel por um primo, p, congruente a 1 mod q, entao
q | hx.

Demonstragio. Sejam (, uma n-ésima raiz primitiva da unidade, L C Q((,) com [L :

Q] = ¢. Tal IL existe, pois
G =Gal(Q(¢)/Q),

¢ ciclico de ordem p — 1, que ¢é divisivel por ¢. Portanto, G possui um tnico subgrupo G,

de ordem %. Assim, pela Teoria de Galois IL é o corpo fixado por G,.

Vamos mostrar que IKIL/IK é de Galois de grau ¢, ndo ramificada, logo pelo Coro-
lario 4.1.1
KL C Hg.

Hik

#C1 (K) = [Hk /K] = [Hx/KL][KL/K],
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mas, como [KL/K] = ¢, temos que

q | #CHK).

]

Esse Teorema é muito pratico, pois é muito facil verificar as suas hipoteses, no
caso particular de corpos cubicos complexo puros, Q(\?/a), basta verificar se d possui
algum divisor primo congruente a 1 médulo 3. Usando esse Teorema, podemos descartar
muitos dos corpos alistados no capitulo 3, reduzimos nossa lista a 42 corpos. Sao os corpos

determinados por
de{2, 3,5, 11, 23, 29, 41, 47, 59, 17, 53, 71, 89, 107, 179, 197, 233, 6,

15,33, 51, 69, 10, 46, 82, 118, 226, 55, 145, 235, 44, 116, 188, 332, 404,

575, 1025, 12, 45, 99, 153, 207}.
Além disso, podemos retirar da nossa lista, os corpos determinados por
d e {11, 47, 89, 233, 15, 51, 118, 235, 1025, 153, 207},

pois possuem numero de classes hxg > 1. De fato, a tabela abaixo, nos fornece o niimero

de classes, hi, de cada um deles:

d hg d hx d  hg

11 2 8 2 233 4
5 2 118 2 235 7
47 2 153 9 1025 10
51 3 207 8

Nessa dissertacao nao iremos nos delongar no calculo do nimeros de classes. Usamos o

sofware SAGE para determina-los.

Assim, podemos limitar nossa buscar aos trinta e um corpos determinados por
de {2, 3, 5, 6, 10, 12, 17, 23, 29, 33, 41, 44, 45, 46, 53, 55, 59, 69
71, 82, 99, 107, 116, 145, 179, 188, 197, 226, 332, 404, 575}.

Usando o SAGE, verificamos que hx = 1 para todos os 31 corpos listados acima.

No préximo capitulo, exibiremos outros métodos que também descartam a possi-
bilidade de ser Euclidiano. No restante desse capitulo, iremos nos concentrar em mostrar

que KL/K é nao ramificada, no sentido do Corpo de Hilbert.
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4.2 KL/K é ndo Ramificada nos Primos Finitos

Nesta secao, além dos resultados listados no inicio do capitulo precisaremos do
Lema de Abhyankar e de outras propriedades basicas do ideal diferente, bem como das

do discriminante.

O ideal diferente é multiplicativo:

Proposicao 4.2.1. Sejam K, I, M corpos de numeros, tais que IK C I C M, entao
d(M/K) =d(M/L)d(L/K) By.

Demonstragio. Veja RIBENBOIM, 2001 , pagina 244, M. H

O discriminante do p-ésimo corpo cilotémico, p primo, se expressa de maneira bem

simples em termos de p:
Proposigao 4.2.2. Seja K = Q((,), com p primo, entao
Ax = (—1) 22,
Demonstragio. Veja RIBENBOIM, 2001 , pagina 118, R. O
Vejamos a transitividade do discriminante

Proposigao 4.2.3. Sejam IK C . C M extensoes de corpos de nimeros.
A (M/K) = A (L/K)™ Ny g (A (M/LL)) .

Demonstragio. Veja RIBENBOIM, 2001 , pagina 249,Q. O

Proposigao 4.2.4. Sejam 1L/K uma extensao de Galois de corpos de nimeros de grau

n, P um primo de Bk. Se
PBg = Q" ...Qy;  fi=|[Bu/Qi: Bk/P],

entao

e=e =...¢e f=hH=...Tg efg=n.
Demonstragio. Veja RIBENBOIM, 2001 , pagina 192, F e pagina 193, G. n

Teorema 4.2.1 (Lema de Abhyankar). Sejam K, F, I corpos de nimeros com K e L
extensoes disjuntas ciclicas de ¥ de grau q, primo. Se P é um ideal primo de Bp acima
de p primo, (p € Z) distinto de q, que se ramifica em K/ e I/, entdo, os primos de

Bk acima de P nao se ramificam em KL/K.
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Nao podemos usar o Lema de Abhyankar com K = Q (¢/7), L(como no Teorema
14) e F = Q, pois embora IL/Q seja ciclica de grau ¢ (as extensoes abelianas de @Q estao

contidas nas ciclotomicas ), IK/Q nao é de Galois.

Mas podemos usa-lo realizando algumas leves modificagbes. Sejam K; = K (¢,),

L, =1L (Cq)a Ql = Q (Cq)

Lema 4.2.1. K;/Q;, L;/Q; sao ciclicas de grau q.

Demonstragio. Ky /Q; é de Galois, pois é o corpo de decomposicao de 9 — r € Q;|x].

K K|[K: Q] =[K; : Q).

Mas [K : Q] = ¢, por isso

Por outro lado,
UK1 : Q] = []Kl : QIHQI : Q]-
Assim,

(¢=1) | [Ky: Q.

Como q e ¢ — 1 sdo coprimos, entao
q(q—1) | [Ky: Q]
Mas [K; : K] < ¢ — 1, pois

[Q(Cq):Q]:[QliQ]:q—l.

Portanto,
[Ki:Q=q(g—1).
Assim,
Ky Qi] = ¢
LL/Q é de Galois, pois
LcQ(G)

Como Q ((,) /Q ¢ de Galois, temos que

]LI/QI

também é de Galois.

Com essas modificagoes, podemos usar o Lema de Abhyankar.
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Teorema 4.2.2. Se KL, /KKy é ndo ramificada, entao IKL/K também é nao ramificada

(nos primos finitos, ou seja nos ideais).

Demonstragio. Considere as torres de corpos:

K L,

N

K, KIL

N

K

Como o diferente é multiplicativo, pela Proposi¢ao 4.2.1
d (K1, /K) = d (K Ly /Ky) d (K4 /K) Bg,1, = d (K1 /K) Bk, 1L, -

Pois os ideais primos de Bg,r, que dividem d (IK;1L; /IK;) sdo exatamente os primos que

se ramificam (Teorema 4.1.3) em K;IL; /IK;. Mas essa extensao é nao ramificada, assim
d (K41, /K;) = Bk,1,-
Por outro lado, novamente pela Proposicao 4.2.1
d(K,Li/K) = d (KL /KL) d (KL/K) Bx,p,.

Dali,
d(K,/K) Bgk,1, C d(KL/K) Bxk,r,-

Na torre de corpos abaixo,

Obtemos, pelo Teorema 4.1.2

d(Q:/Q) C d(Ki/K).
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Mas pelas Proposigoes 4.1.1 e 4.2.2

N(d(Q/Q) = A (@Q:1/Q)=q""

Assim,
¢ €d (Ql/Q) cd <]K1/]K) B]K1]L1 cd (]K]L/]K) B]K1]L1'

Além disso, pelo Teorema 4.1.2

d(L/Q) C d(KL/K).
Mas, pela Proposigao 4.1.1
N (d(L/Q)) = |A(L/Q)|.

Temos também, pela Proposicao 4.2.2

P =1AQ(6)/Q) ]
Portanto, pela Proposicao 4.2.3

[AL/Q)I=p" (t>0).

Portanto,

p' € d(KL/K).

Assim,
P, ¢ € d(KL/K).

Como p e ¢ sao primos distintos, temos que

1 e€d(KL/K).

Logo KIL/K é nao ramificada, pelo Teorema 4.1.3.
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Portanto, para mostrarmos que IKLL/KK é nao ramificada é suficiente mostrarmos

que K;IL;/K; é nao ramificada. Faremos isso no préximo Teorema.

Teorema 4.2.3. K1 /K ndo é ramificada.

Demonstragao. Pelas Proposicoes 4.1.1 e 4.2.2
N(d(L/Q)=AL/Q)|=p"=

P 2edL/Q) cd(lL,/Q) C d(K,L/K,).
Seja
d(]Kl]Ll/lKl) = [fl...[:T,

com I; ideal primo de By, 1,
pp_2 S ]j =pc Ij.

Mas os primos de By, 1, que se ramificam em K;IL; /IK; sdo exatamente os que dividem o
d (KL, /K;) (Teorema 4.1.3) . Assim, se mostrarmos que os ideais primos de By, , acima,
de p, ndo se ramificam em K;IL; /Iy, entdo mostramos que K;IL; /IK; é ndo ramificada.
Como K;/Q; e IL; /Q; sdo ciclicas de grau ¢, se mostrarmos que os ideais primos acima de
p em Bg, se ramificam em ambas as extensoes, entao pelo Lema de Abhyankar, Teorema

4.2.1, temos que nenhum primo de By,, acima de p, se ramifica em K, /IK;.

Proposigao 4.2.5. Seja P um ideal de Q; = Q({,), acima de p, entdo P se ramifica
totalmente em K;/Q; e em L1/Q;.

Demonstrag¢io. Vejamos que o resultado é vélido para K;/Q;. De fato, p nao se ramifica

em Q;/Q, pela Proposigao 4.2.2 e o Teorema 3.2.2
PHA(Q/Q)]=¢""
Por isso, a fatoracao, em primos, do ideal gerado por p em Q; é:
pBq, = Ji...Jm, Ji # J;,

pB]K]1 = JlB]K]l c. B]KJl Jm
Precisamos mostrar que J; se ramifica totalmente em By; .

Mas, pelo Teorema 3.2.2, temos que p se ramifica em K;/Q, pois

]9|A(]K1/Q)-

De fato, K = Q(«), « = /r, com r livre de g-ésimas poténcias divisivel por p. Temos que

Q(a):Q(aj) com 1<j7<¢q-—1.
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Claramente,
Q (aj ) C Q).
Por outro lado, seja j' com

/

jj =1 (mod q); jj/:tq+1.

Assim,

/

(aj)j =rla=acqQ (aj) :
Agora, pelas Proposicoes 2.1.1, 2.1.2 e 2.1.3
A(La,...,a"") | = N(qa®") = ¢%" ! = Bk : Z[o]]*| Ax|.
Seja r = prr e mdec(p, 7“/) = 1. Se e, > 1, entao existe ¢, com
tpe, = 1 (mod gq).
Qo) =Q <atf') =Q ({’/pr") mdc(p,r") = 1.

Assim, podemos supor que p? { r. Dessa forma, a é de Eisenstein para p e, portanto, pelo
Lema 2.1.1

p1[Bk : Za]].
Assim,

P A (K/Q).

Pela transitividade do discriminante, Proposicao 4.2.3
A (K1 /Q) = A (K/Q)™™ Nijq (A (Ki/K)).

Em vista disso,
p|A(K/Q).

Por isso, p se ramifica em K;/Q, pelo Teorema 4.2.1. Além disso, K; /Q é de Galois (corpo
de decomposicao de 27 —r) . Disso e da Proposigao 4.2.4, a fatoragao, em primos, do ideal

gerado por p em By, é da seguinte forma:
pBk, =1I7... I, e>1

Por outro lado, ja vimos a fatoracao do ideal gerado por p em By,
pBk, = 1Bk, ... B, Jm-

Logo,
Iy ... I, = 1Bk, ... Bk, Jn.
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Concluimos, entao
__ 7€ e
JiBy, =15, ... 17 ,

o1

ja que cada ideal primo de Bk, estd acima de um unico ideal de Bg,. Também temos
que Ky /Q; é ciclica de grau ¢ (primo), entdao pela equagdo fundamental de ramificagao,
Proposicao 4.2.4

efg=q, e>1=>e=q.

Portanto, J; se ramifica totalmente em By .

Procederemos de maneira andloga na andlise de IL; /Q;. Temos que

QcLcQ(¢).

Pela Proposigao 4.2.2,
A (Q(G)/Q) | =p""
Entao, pela Proposicao 4.2.3
plAL/Q).

Novamente pela Proposicao 4.2.3
A(Ly/Q) = A (L/QM™ Nyjq (A (Ly/L)).

Logo,
Pl A(L/Q).

Também temos que L;/Q é de Galois, pois L/Q é de Galois (L C Q((,)) bem
como @Q;/Q também é de Galois e a composigao de extensdes de Galois é de Galois. Além
disso, IL; /Q; é ciclica de grau ¢. Portanto, de maneira andloga ao caso IK;/Qq, os ideais

primos de Bgq,, acima de p, se ramificam totalmente em L, /Q;. O

]

4.3 KL/K é n3o Ramificada nos Primos Infinitos

Na se¢ao anterior provamos que os ideais primos de K nao se ramificam em KIL,
para KIL/IKK ser ndo ramifica no sentido do Corpo de Hilbert, precisamos mostrar que ela
também é nao ramificada no sentido dos primos infinitos. Ou seja, precisamos mostrar

. ~ ~ / / 7/ . ~
que dada uma imersao real de K sua extensao a IKIL, ¢ também é um imersao real.

Proposicao 4.3.1. KIL/K ¢ ndo ramificada, no sentido das imersoes.
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Demonstragio. Seja I = Q (¢,). Temos que
Gal (I'/Q) ~ F},

que ¢ ciclico, pois é um subgrupo finito do grupo mulplicativo do corpo IF,. Seja entao, o
um gerador de I} =< o >, pela teoria de Galois L é o corpo fixo de um subgrupo Gy, de
ordem %, assim

G =< 0o?>.

Lema 4.3.1. O corpo fixo por Gy, é
Q (o), 0™ () - 0" Q) -
Demonstragdo. Inicialmente, note que Gy, fixa

a= (o) + () + - +0" ()

S6 pecisamos verificar o resultado para os geradores Gr,. De fato,
o (1) + (07 HO) = (O + (O + o+ 01(),

pois o?~! é a identidade de Gal(]L'/Q).

Como [IL : Q] = ¢ (primo), entdo nao existe corpos intermediarios entre I e Q,
mas
QcQ(07(¢),0%(C),....0" " (¢)) C L.
Portanto,
Q(0"(©), 0™ Q) 0" (Q)) =L
ou

Vamos mostrar que

Note que

sao todos distintos. De fato,

{7(¢),0*(¢), - o ()} ={¢ . ¢
Por outro lado, Z[(] ¢ base inteira de Q (¢). Assim,

c () 4+ () + -+ ") AT+ )+ + 0P ().

Por isso, 07 (¢) + 0% ({) + - - + 0P~ (¢) nao é fixado por o. O
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Portanto,
KL =Q (\/? a) .

Se 6 estende uma imersao real de K e 0 (a) € R, entdo
6 (KL) € R.

Assim, é suficiente mostrarmos que todos os conjugados de o sobre QQ sao reais. Temos
que o (¢) = (", entao

o™ (¢) =¢".
Como ( ¢ raiz primitiva p-ésima da unidade e o é gerador de Gy, temos que p — 1 é o

menor valor de m para o qual

" (()=¢
i"™ =1 (mod p)

Dai, ¢ é uma raiz primitiva médulo p.
Lema 4.3.2. Se existe m satisfazendo

o™ (¢) = ¢,
entao existe v € {1,..., %} ,satisfazendo

o™ (¢) = (7.
Demonstragio. De fato,

o™ () = ¢,

com

i = 7 (mod p).
Como i é uma raiz primitiva modulo p, ¢ nao é quadrado médulo p, entao
iP~D/2 = _1(mod p).
Mas (p — 1) /2 é divisivel q, ou seja, (p — 1) /2 = ga, com a inteiro
jaeqam — jalatm) — —j (mod p).
Assim, podemos tomar

p;l}

re{l,...,
q

, pois os residuos g-ésimos modulo p sao

{i?,3% ... P}
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Usando os Lemas 4.3.1 e 4.3.2 , obtemos que

L=Q > (¢+¢7) ).
jeJ
Agora mostraremos que se a = Y. (¢/ 4+ ¢77), entdo os conjugados de a sobre Q sdo reais.
j€J
Como (7! = (, temos que « é real. Note que cada imersio o de I em C ¢é a restricdo de
alguma imersio ¢ de I" em € (ASH, 2000 , secio 3.5.2.). Assim,

o(a) =0 () =3 (0 (¢ +0()7).

jed

Mas, o (¢)’ = ¢%, por isso,

()7 = =T =0 ().

Assim, o () é real.

4.4 O Lema de Abhyankar

O Lema de Abhyankar desempenhou um papel muito importante, na conexao
entre corpos nao Euclidianos e ramificacao, via Corpo de Hilbert. Nesta secdo, iremos

apresentar uma demonstracao para o Lema de Abhyankar.

Precisaremos de alguns resultados.

Proposicao 4.4.1. Se K/F e L/F sao extensoes de Galois entio KL/F também é de
Galois. Além disso, se K/F e L/F sdo disjuntas, entdo

Gal (KL/F) ~ Gal (K/F) x Gal (L/F).
Em particular, se K/F e L/F sao disjuntas e ciclicas de grau q , entdo
KL/F ~Z, x Z,.

(que nao € ciclico).

Definicao 4.4.1. Seja IK/F uma extensao de Galois e P um ideal fizado de By, o grupo

de decomposi¢io, D, de P na extensao K/F ¢é
D ={o € Gal (K/F) | o (P)= P}.
O i-ésimo grupo de inércia de P na extensio K/F ¢é

Vi={oc€D|o(z)=x (mod P Vz € Bgk}.
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Proposicao 4.4.2. Se K é um corpo, entdo qualquer subgrupo finito do grupo multipli-

cativo de KK € ciclico.

Definigao 4.4.2. Se A € um anel e P um ideal primo de A, denotamos por Ap a locali-
zacao de P em A
Ap=S"T1A onde S=A\P.

A seguinte proposi¢ao mostra a importancia da localizacao.

Proposigao 4.4.3. Se A é dominio de Dedekind, entdo Ap é um dominio de ideais

Principais.

Demonstragio. Veja RIBENBOIM, 2001 pagina 211, G. O

Algo muito interesante é que os grupos de inércia também se expressam em termos
da Localizagdo de maneira simples.Nas proposicoes abaixo, denotaremos Bk por A. A
proposicao que segui é uma maneira pratica de determinar se um elemento do grupo de
decomposicao de uma extensao de Galois estd no i-ésimo grupo de inércia, nao precisamos

verificar para todo x no anel de inteiros, basta verificar apenas para um tnico elemento.

Proposicao 4.4.4. Seja K/F uma extensao finita de Galois, e P um ideal primo de A
com t € A tal que
ApP = Apt,

entao

Vi={oceD|o(zx)=x (mod ApP"™)V x € Ap}.

Além disso,
Vi={oceD|o{t)t"' =1 (mod ApP")}.

Demonstracio. Veja RIBENBOIM, 2001 pagina 266, G. O]

Proposicao 4.4.5. Seja K/ uma extensao finita de Galois, e P um ideal primo de A.

Para cada i =0,1,2,... Temos que V;y1 é subgrupo normal de V; e existe um isomorfismo

de V;/Vii1 no grupo aditivo do corpo finito AAPPP (o qual possui caracteristica p, portanto é

um espago vetorial sobre I,) e assim, V;/Viy1 é um p-grupo. Além disso, existe v tal que

Iiy=V, C---C V.

Demonstracio. Veja RIBENBOIM, 2001 pagina 266, G e pagina 267, Teorema 2. n

Proposicao 4.4.6. Seja IK/IF uma extensao de corpos de nimeros de Galois, P um ideal
primo de A com indice de ramificacio e, entao #Vy = e. Além disso, Vo /Vi € um grupo

ciclico e Vi é um p-grupo.
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Demonstracao. Mostraremos que

Ap \*
W= (5)

Grupo multiplicativo de um corpo finito, portanto V;/V; é ciclico, pela proposicao 4.4.2.

Como A é um dominio de Dedenkind, pela Proposicao 4.4.3, temos que Ap é um

dominio de ideais principais. Assim,

ApP = Apt', t € ApP.

Mas podemos supor t € A, pois se t = Lcom (t€ Aese A\P)
Apt/ - Apt,

ja que %Ap = Ap.

Assim,
t e ApNA=P

Se 0 € D, entdao o (P) = P, assim
O'(t) e PC APP = Apt

Por isso, existe ¢, € Ap tal que

Mas, para qualquer o € D, temos que o0~ € D, e dessa maneira
o ! (t) = co-1t, co—1 € Ap.
Temos, entao
t=o ((T_l (t)) =0 (Cco-1)0(t) = 0 (co-1) Cot.
Por isso,
o (co-1)c, = 1.
Portanto,

CU¢APP.

*
Agora, vamos construir um isomorfismo entre Vy/Vi e (225 .
) ApP

Seja

Ap \*
0: Vo = <APP)

0 +—— Cg,.
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Onde ¢, a reducao de ¢, modulo ApP.

Vamos mostrar que 0 estd bem definida e é um homormofismo sobrejetivo cujo

nucleo é V.

Suponha que
Apt = ApP = Apt, .t € A.

Assim, existe u € Ap tal que ' = ut, entdo dado o € V}, temos
o(u)o(t)=o(ut) =c,t = c tu.
Por outro lado,
o(u) —u € Apt.

O que resulta em
o(u)=u+vt, veAp

o (ut) = (u+vt) c,t.

Assim,

Como u ¢ Apt, obtemos

Portanto, 0 estda bem definida.

Agora, vamos mostrar que 0 é um homomorfismo. Queremos mostrar que

0(cp)=0(0)0 (o).

Temos que 0 (0) =¢; , 0(9) =7, . Dai,

7 (0 (1)) = 0 (cot) = 7 (c) 7 (1) = o (cg) ot
Assim,
Cop = 0 (Cq) Co-

Por outro lado,
o(ce) =co+uvt, veEAp.

Dali,

Cop = (Cp + Vt) Cp = CyCy = Cg G-
Temos, entdo o homomorfismo desejado.

Agora vejamos que o ntcleo desse homomorfismo é V;. De fato, se 0 € V, entao

o(t)—te Apt®
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Assim, existe b € Ap
o(t)=t+bt>=(1+bt)t=c, =1+t

Logo,

Reciprocamente, suponha que o esta no nicleo de 0, ou seja,
o =1,

entao
¢y — 1 € Apt.

Dai, multiplicando por ¢, obtemos

——= € Apt.

Portanto, o € V; pela Proposigao 4.4.4.
Por fim, vejamos que V; é um p-grupo. Temos V;/V;,; é um p-grupo pela Proposicao 4.4.5

Como existe m com V,,, = I, temos que

#‘/1 = #‘/1/‘/2 ce #mel/{Id} = py7

j& que cada fator é poténcia de p, portanto Vi é um p-grupo.

Aqui, seguimos fielmente o RIBENBOIM, 2001. Para #V, = e, veja ASH, 2003
secao 8.1.9. N

Agora, podemos demonstrar o Lema de Abhyankar (Teorema 4.2.1).

Demonstragio. [Abhyankar]

Desde que K/IF e IL/F sdo extensoes de Galois, entao pela Proposicao 4.4.1
KL/F

também é de Galois. Como P se ramifica nas extensoes de Galois de grau ¢ : L/IF e K/F.

Entao, pela equacao geral de ramificacao (Proposicao 4.2.4), temos
PBk = P{.

Assim, queremos mostrar que Pk nao se ramifica em KIL/IK. Suponhamos, por absurdo
que que ele se ramifica, entao
2
Y
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Além disso,
Vo C Gal (KL/F).

Pela Proposicao 4.4.6
#Vo = ¢* = #Gal (KL/IF).

Portanto,
Vo = Gal (KLL/IF) .
Temos pela Proposicao 4.4.6,

¢ ciclico e V; é um p-grupo. Mas V; ¢ subgrupo de Gal (KIL/TF), grupo com ¢? elementos.

Assim, V; também é um g-grupo, portanto V; é o grupo trivial. Dai,
G/Vi =G.
Isso garante que G é ciclico. Mas isso é um absurdo, pois pela Proposicao 4.4.1
G~74,%x1Zy,,

que nao ¢ ciclico. O

4.5 Ideal Diferente e Ramificacao

Dada E/F uma extensdao de corpos de niimeros, caracterizamos, precisamente, os
primos de B que se ramificam como sendo os que dividem o ideal diferente da extensao.
Esse resultado foi muito importante para mostrar que KIL/IK é ndo ramificada. Nessa

secao faremos a demonstracao dessa propriedade tao importante do ideal diferente.

No Teorema seguinte, usaremos as notagoes: Sejam I/ uma extensao de corpos
de niimeros, . o conjunto dos ideais primos de Bg. Fagcamos B = Bg, A = Br . Dado
um ideal Q1 de B P=0Q1NA e . o conjunto dos ideais de B que estao acima de P.

d(B/A) =[] @, PB= T[] Q.

Qe Qes

Teorema 4.5.1. Para cada ideal primo Q1 de B, nds temos sqg, > eg, —1 € sg, = eqg, —1

se e somente se a caracteristica de % nao divide o indice de ramificacio de Q1, eq,.

Demonstragio . Sejam S = A\P, A" = Ap e B' = S~'B. Por RIBENBOIM, 2001 péaginas
210, (F) e 245 (N), temos

d(B'/A") = B'd(B/A) = [] B'Q™.
QeI
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Temos que sg > eg — 1 é equivalente a
QSQ C QGQ_I,
pois B é dominio de Dedenkind. Assim, é equivalente mostrar que

[ BQec J] Bee'«< [[ BQ" 2 c [] BQ ™

QeI QesS QesS Qes

= [[ BQ**eca(B/a) "
QeI

Tome

x € H B/Ql’eQ.

Qes
Como A" é dominio de ideais principais (Proposicio 4.4.3), P' = A’P ¢ um ideal principal.

Assim, existe t € A" tal que

P =tA.
Por isso,
te P'B' = ] B'Q«.
QeI
Portanto,

tre [[ B [[ B@=[] BQCcBQ(VQc.s).

Qes Qes Qes

Resultando em

I (ta) c T B'Q«.
Qes Qes

Assim, tx é um elemento nilpotente do anel %, que é um espago vetorial de dimensao
finita sobre g (Veja RIBENBOIM, 20014gina 212, I). Além disso, B' é um A'-médulo
livre, pois A" é dominio de ideias principais. Dessa maneira, podemos definir, Ty a s
o traco da extensio B'/A" de maneira andloga ao traco de extensdes de corpos (veja
RIBENBOIM, 2001 pégina 212, 213). Logo, temos

TB//AI (t:L‘) = T(B//B/P/)l(A//P/) (5) = U

Veja RIBENBOIM, 20014gina 218, N.
Por isso,
TB’/A’ (tl’) € P/ = Alt.

Mas
Ty (tx) = Ty (L)
(RIBENBOIM, 2001 pagina 216, L).
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Dai,
T]E/]F (ZE) & A,
e dado qualquer z € B, temos que
Zr € H B'Q'c
QeI
e portanto,
TIE\IF (Z[L') € Al.
Logo,
/ / _1
ved(B/A) .

Agora vejamos quando sg, = eg, — 1. Inicialmente suponha que a caracteristica de

/

B
B'P
Temos que

divide eq,, mostraremos que sg, > eg, e dessa forma, nao podemos ter a igualdade.

J=BQ; [[ BQ"*ecd(B/A) " < sq > cq.
Q#Q

Tome = € J . Temos PA" = A't, entdo
te BP =[] B'Q«.
Qes

Assim, tz € [[ B'Q, ou seja, tr € @ para todo @ acima de P em B diferente de Q.
Q#Q1

Y (T (tz)) = QZJ[6Q1T<B’/B’P’)|(A’/P’) (¥; (tz))] (4.1)

Veja RIBENBOIM, 2001 pagina 221. Onde ¥ e ¥; sao, respectivamennte, os ho-

momorfismos candnicos:

I

4
P/

/

~BQ,

YA -

/

WZB

Mas
tr € B'Q

para todo ideal (); diferente de ()7 acima de P em B. Por isso

Y, (tx) = 0.

/

/
Além disso, a caracteristica de % que ¢ igual a caracteristica de % divide eg,. Assim,
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Portanto,
T]E/]F (tl’) S P, = Alt

TE/]F (I) c A/.

Por outro lado, dado qualquer z em B’, temos que

rzeJ=B@Q, " [ BQ"

QeS; Q#Q
e
T]E/]F (ZSL’) € Al.
Portanto
;-1
red (B JA ) :
B/

Agora suponha que a caracteristica de 77 nao divide eq,. Seja = € B’ tal que a imagem
de W, () possui traco ndo nulo. Por (RIBENBOIM, 2001 péagina 131, L) existe y € B’
tal que y — z € B'Q e y € B'Q@ para todo ideal Q) # Q1 acima de P em B.

Logo,
v (TE/F (y)) = > QT (5 5P (4 P) (Wi (y)) = cal(p /Py (P (W1 (y)) #0.
Qies

Assim,

Tesp (y) & A't.

Yy ’ y ’ N —1
Desde que
Bt=BP, yeBQ<° com Q+#Q.
Obtemos,
yeBQ ™[] BQ“=5Q"t
QeSS
Dai,

% e B'Q, .

Por isso,

! _—e ’ N —1
BQlQISZd(B]A) :
Agora, suponha por absurdo que sg, > eg,. Entao

/ ’ / —e ’ —S / N —1
BQy cBQY = BQ ™ cBQ " cd(B/A) .

Absurdo, assim temos que e, > sg, > eg, — 1. O que garante que sg, = eg, — 1. [
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Agora, nés podemos concluir que os primos de B que se ramificam em B/A sao
exatamente, os que dividem o diferente.
De fato, se () se ramifica, eg > 2, assim sg > eg — 1 > 1, portanto () divide o

B

&g hao divide eg = 1,

diferente. Reciprocamente, se eg = 1 desde que a caracteristica de
temos que sg = eg — 1= 0.
Ao findar esse capitulo temos uma lista de 31 possiveis corpos ctibicos puros. No

Proximo capitulo, mostraremos outros métodos que nos permitirao reduzir o tamanho da

nossa lista de possiveis corpos Euclidianos.
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5 Norma, Ramificacao e Corpos nao

Euclidianos

Nesse capitulo, faremos uso mais uma vez da existéncia de primos que se ramificam
totalmente. Consideraremos o fecho normal de uma extensdo de corpos de ntmeros e
usaremos as propriedades especiais do levantamento de ideais em extensdes de Galois.
Também precisaremos determinar se um inteiro racional, m, é ou nao a norma de algum
elemento do anel de inteiros algébricos, para isso recorremos a fatoracao do ideal gerado

por m.

Definigao 5.0.1. Seja E/F uma extensao finita de corpos, definimos o fecho normal de

E/TF como sendo o menor corpo N que contém T e N/ é normal.

Teorema 5.0.1. Sejam K um corpo de nimeros de grau q, q primo impar, e p um primo

que se ramifica totalmente em IK, com

p# 1 (mod q).

Se existe inteiro positivo e < p tal que nem e nem p — e sao normas de elementos de By,

entao K ndao é Fuclidiano.

Demonstracio. Seja
pBk =P
Desde que p Z 1 (mod q), pelo Lema 2.2.1, existe um tnico ¢

ce{0,1,...,p—1},

tal que
¢ = e (mod p).

Suponha que existe u € By tal que

u = ¢ (mod P),

IN(u)| < N(B) = p.

Seja IN um fecho normal de KK/Q (ou seja, um corpo de decomposi¢ao do polinémio minimo

de um gerador de K sobre Q). Temos

pB]K = mq7
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entao
(PBn)? = P'Bn = BBk By = pBr By = pB.
Assim,
pB = (PBw)*.
Por outro lado, se ¢ é um automorfismo de IN/@), entao
o0(Bn) = By, pois N/Q ¢ de Galois.
Veja ASH, 2003 secao 8.1.1 . O que nos da

pBx = 0o(p) o(By) = o(pBn) = o ((BBn)*) = (0 (B) Bx)*.
Portanto,
(BBw)" = (o(P) Bx)* .

Como By é dominio de Dedekind, temos fatoragao tnica de ideais em ideais primos (ASH,
2003 secao 3.3.1)

o(B) Bn = P B.
Portanto, BBy ¢ invariante pelo grupo de Galois de N/Q. Sejam oy, . . ., 0, as Q—imersdes
de K em C com
0; (u) = Uy,
onde uy,...,u, sao os conjuados de u sobre Q. Como IN/KK é uma extensao finita e

separével cada o; pode ser estendida a uma imersdo o; de N em C, (veja ASH, 2000 ,
secao 3.5.2.). Temos que
u = ¢ (mod P)

u—c€P CPBy.
Aplicando o;, obtemos

/

o,(u—c) = o;(u) — ¢ € 0,(BBx) = PBu,
u; = ¢ (mod PBy).

Com isso, podemos calcular a norma
Niq(u) =uy ... uqg = ¢! (mod PBy).
Agora podemos voltar a trabalhar nos inteiros
Nik/q(u) = ¢! (mod p),

ja que
PBx NZ = pZ.
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Assim, N(u) = e ou N(u) = e — p. Mas nem e, nem p — e sdo normas de elementos de

By, absurdo.

Suponha que By seja Euclidiano, portanto dominio de ideais principais, assim
B = bBx,

com b € Bk. Vamos mostrar que nao conseguimos encontrar ¢, € Bk tais que

u=tb+r,
IN(O)] < [N(r)].
De fato, isso resultaria em
r = u (mod P).
Assim,
IN(r)| = p=N(B) = [N(b)|
Portanto, K nao é Euclidiano. O

Vamos aplicar esse resultado para descartar nove corpos satisfazendo a cota de

Cassels. Precisaremos de mais um resultado:

Proposicao 5.0.1. Seja I um corpo de nimeros, entdo

e Sex € By, entao |N(z)| = |N(zBv)|;

e Sejam I e J ideais de By. Se I C J, entao J | I.

Demonstragio. Veja ASH, 2003 , 3.3.5; 4.2.6 . O

Corolario 5.0.1. Se d € {59,71,82,107, 179,197, 226, 332,404}, entio K = Q (\/E) néo

¢ Buclidiano.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.2.2, podemos procurar os primos que se ramificam dentre
os divisores do discriminante. Determinadas as possibilidades para p, precisamos verificar
se algum inteiro positivo e < p tal que nem e nem p — e é a norma de algum elemento de

By. Para isso, usamos a fatoragdo de eBgk (No capitulo 2 encontrarmos como fatorar).

Vejamos um exemplo, d = 59. Vamos mostrar que 7 ndo é norma de nenhum

inteiro de K. Inicialmente, precisamos fatorar 7Byk. Temos que
3
59 = V/59 .

Por isso,

59By = ({“/@Bm)g’.
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Assim, 59 é um primo que se ramifica totalmente. Vamos mostrar que podemos tomar
e = 7. O resultado decorre diretamente da fatoracao de 7Bk. Desde que 59 # 1 (mod 9),

pelo Teorema 2.1.2, temos que
Ak = —27.59°.

Como 7 nao divide 59, podemos usar o Corolario 2.2.3. O que nos da que
7Bk ¢é primo,

pois 7 =1 (mod 3) e 59 nao é cubo médulo 7. Agora suponha, por absurdo, que exista

um inteiro de KK tal que

IN (z)|=T7.
Pela Proposigoes 4.1.1 e 5.0.1
|N (zBx)| =7,
7By C xByg

e x Bk divide 7Bk. Mas como 7By é primo, temos

Absurdo, pois
IN (xBg)| =7, enquanto |N (7Bg)|=T7°.

A tabela abaixo nos da nove corpos que nao sao Euclidianos.

d p e p-e
59 59 7 52
7171 19 52
82 41 13 28
107 107 14 91
179 179 7 172
197 197 39 158
226 113 37 76
332 83 7 76
404 101 28 73

]

Com isso, nossa lista de possiveis corpos Euclidianos fica com vinte e dois corpos.
de{2, 3,5, 6, 10, 12, 17, 23, 29, 33, 41, 44, 45, 46, 53, 55, 69

99, 116, 145, 188, 575}.

Podemos generalizar o Teorema anterior e limitar ainda mais a nossa lista. A prova

¢ inteiramente analoga ao caso anterior.
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Teorema 5.0.2. Sejam py € pa, primos que se ramificam totalmente no corpo cubico puro
Ke

p1Z 1 (mod3) psZ 1 (mod3).

Se existe um inteiro positivo e < pips tal que nem e mem pips — e sejam normas de

elementos de By, entao K ndo é Euclidiano.

Demonstracao. Pelo Lema 2.2.1 existem inteiros ¢, e ¢y tais que

¢i = e (mod p)
¢ = e (mod ps).

Assim, pelo teorema do Resto Chinés existe um inteiro c¢ tal que

¢ =e (mod p;)

¢ = e (mod py).

Portanto,

¢ =e (mod pypy).

Sejam
pBk =%, p2Bk =P3.

Temos que Py, P sao coprimos, pois sao ideais primos distintos. Novamente, pelo teorema

do resto chinés, temos que existe u € By tal que
u = ¢ (mod PB)
u = ¢ (mod PBy).
Assim, P e Py dividem u — ¢, portanto PP, dividem u — ¢
u = ¢ (mod Py Po).

Suponha que existe

v=wu (mod P1Ps); [N (v)| < pipa = N (P1P2) .

Agora, considere I, o fecho normal de K/Q, entdao IL./Q é uma extensao de Galois finita.
Seja 0 € Gal(LL/Q)
o(Br) = By pois L/Q é de Galois.

Veja ASH, 2003 8.1.1. Temos que

p1p2Br, = p1p2 Bk Br, = ‘B?‘B%BL.
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Também,
pip2Br = o(pipaBr) = o ((B1F2B1)*) = (o (1) Br)’
Portanto,
(‘431‘]32B1L)3 = (o(PB1P2) BIL)3 :
Como By, é dominio de Dedekind, temos fatoragao tinica de ideais em ideais primos

o(B1PB2) Br, = P1 P2 B

Veja ASH, 2003 3.3.1. Portanto, 312 By, é invariante pelo grupo de Galois de I/ Q. Sejam

01,039,053 as Q—imersoes de K em C
o; (v) = vy,

onde vy, v3, v3 sa0 os conjugados de v sobre Q. Como LL/IK é uma extensao finita e separavel
cada o; pode ser estendido a uma imersao de o; L. em C, ( veja ASH, 2000 secdo 3.5.2 ).

Temos que
v = ¢ (mod P Po)
v—c € P1'Po C PP BL
Aplicando o, obtemos

/

(v —c) = 0;(v) — ¢ € 0;(P1B2Br) = P1B: B
v; = ¢ (mod P1P2By).
Com isso, podemos calcular a norma
Nk /q(v) = vivevs = ¢® (mod P, PBoBr).
Agora, podemos voltar a trabalhar nos inteiros
Nk/q(v) = ¢® (mod pips).

Ja que
PB1PB2Br, N Z = pipZ.

Assim, Nig/q(v) = e ou Ng/q(v) = € — p1p2. Mas nem e, nem p;p, — e sdo normas de

elementos de By, absurdo.

Suponha que By seja Euclidiano, portanto dominio de ideais principais, assim

P11 P2 = 0Bk,

com b € Bgk. Vamos mostrar que nao conseguimos encontrar t,r € By tais que

u=th+r
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IN(O)| < IN(r)].
De fato,
r =u (mod PB1Ps).
O que garante que
[N ()| = pip2 = N(P1B2) = [N(b)].
Portanto K nao é Euclidiano. O
Com esse teorema conseguimos eliminar mais dez corpos.

Corolario 5.0.2. Se d € {23, 29, 33, 41, 46, 69, 116, 145, 188, 575}, entdo K =
Q (\3/3) nao ¢ Fuclidiano.

Demonstracao. A tabela abaixo nos da para cada d os valores para p1, pa, e que satisfazem
as condigoes do Teorema 5.0.2. Construimos a tabela de maneira anéloga a do Corolério
5.0.1, procuramos os primos que se ramificam entre os divisores do discriminante e para

verificar se e é norma de algum inteiro de IK, olhamos para a fatoracao de e By.

d p1 p2 e p-e
23 3 23 13 56
29 3 29 26 61
33 3 11 7 26
41 3 41 19 104
46 2 23 7 39
69 3 23 26 43
116 2 29 21 37
145 5 29 26 119
188 2 47 37 57
575 5 23 37 T8

Assim, nossa lista de possiveis corpos Euclidianos fica com doze elementos

de{2, 3,5, 6, 10, 12, 17, 44, 45, 53, 55, 99}.

Usando esse método ainda podemos excluir mais um elemento da nossa lista.

Proposigao 5.0.2. K =Q (\3/ 53) nao ¢ Euclidiano.

Demonstracio. Existe apenas um ideal com norma 53. Suponha que o ideal J possui

norma 53. Entao, 53Bk C J, Proposicao 4.1.1. Assim, concluimos que .J divide 53 By,
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Proposigao 5.0.1. Mas 53 = 2 (mod 3), assim a fatoragao em primos de 53Bk é
53Bg = PP1; N (P)=53; N (Py) = 53%

Portanto, hé apenas uma possibilidade para J,
J ="PB.
Analogamente, existe um tnico ideal de norma 2 (veja o Corolério 2.2.2)
2B =0Q0;; N(Q)=2 N(Q) =2

Temos que £ é o Unico ideal com norma 2. Pelo Teorema do Resto Chinés, exite u € By,
tal que
u=—25(mod P); wu=1(mod Q).

Como 53 # 1 (mod 3) e 53 se ramifica totalmente em IK, entao
N (u) = (—=25)* = —10 (mod 53).
Veja a demonstragao dos Teoremas 5.0.1 e 5.0.2. Suponha que |N (u) | < 106, entao
N (u) € {~63, —10, 43, 96).

Mas 43 e —63 nao sao normas de elementos de Bg. De fato, 43 = 1 (mod 3) e 53 nao é
residuo ctibico médulo 43, portanto 43 Bk é um ideal primo (analogamente 7By é primo).
Se N(u) = 43, entao 43Bx C uBxk (Proposigao 4.1.1). Assim , uBg divide 43Bk pela
Proposicao 5.0.1. Logo

uBk = 43Bk.

Absurdo, pois
N (43Bg) = 43°.
Analogamente, se
N(u) = 63,
entao

Como (7Bk) é primo, se

entao

73| N(u) = 63.

Por outro lado, se

(7Bk) 1 (uB),
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entao

71 N(u) =63,
que também nao acontece. Por isso, 63 e 43 nao sao normas de elementos de Bg. Como

u=1 (mod Q), N(u)# 10, 96,

pois os elementos = de Bk que possuem norma 10 ou 96, estdo em Q. De fato, se N(u) =

10, entao pelas Proposicoes 4.1.1 e 5.0.1

Assim £Q; ndo pode aparecer na fatoragao de uBg, pois N(u) ndo é divisivel por 4. Dessa,

forma, £ divide uBy, pois se nem £ nem $; dividissem uBy, teriamos que

24 N(u) =10.
Portanto, pela Proposicao 5.0.1
Q | uBk C Q.
Analogamente, se N(v) = 96
Q| vBk C Q.

Agora suponha que K seja Euclidiano, entdo By é dominio de fatoracao de ideais princi-
pais.

bBi = PO.
Assim, se a = u (mod b), entao |N(a)| > |N(b)| = 106. Dividindo u por b, obtemos

u=qb+r.
Como
r = wu (mod b),
entao
|IN(r)| > |N(b)| = 106.
Portanto, K nao é Euclidiano. O

Concluimos esse capitulo com onze possiveis corpos Euclidianos:

de {2, 3,5, 6, 10, 12, 17, 44, 45, 55, 99}.
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6 Outras Técnicas e Corpos Euclidia-

NosS

Nesse capitulo, finalmente, concluiremos o resultado de Cioffari sobre corpos cuibi-
cos puros Euclidianos. Iremos explorar a reducao modulo o ideal gerado por 2, as classes
ficam bem definidas em termos da base inteira. Também usaremos o valor absoluto e mos-
traremos os fundamentos técnicos do algoritmo implementado por Cioffari para mostrar

que os corpos sao Euclidianos.

6.1 Reducao Médulo 2

Proposicio 6.1.1. Seja K = Q(v/d), d émpar livre de cubos. Se o = v/d, entdo
{0, 1, @, &* 14+a, 1+a% a+a? 1+a+a?},

¢ um sistema completo de residuos modulo 2. Além disso, os elementos congruentes a 1,

a, a? possuem norma impar, enquanto os demais possuem norma par.

Demonstracdo. Temos uma férmula para a norma e ja determinamos as bases inteiras no
capitulos 2.
N (x + ya + zon) =23 + dy® + d*2® — 3dayz.

]

O resultado a seguir ¢ mais um exemplo que mostra o quanto as unidades estao

relacionadas com a propriedade euclidiana.

Proposigao 6.1.2. Sejom K = Q (\3/3), d livre de cubos e € unidade fundamental de K.
Suponha que d € impar e que o numero de classes, hx = 1 e que exista um primo impar,

p, que se ramifica totalmente (p # d), entdo
e=1 (mod 2).
Demonstragcio. Como p se ramifica totalmente,
pBk = .
Desde que o nimero de classes é 1, temos que Bg é dominio de ideais principais. Por isso

;,B = CB]K, cE B]K
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Entao ¢ é gerador de pBk. Dai, ¢® e p sdo associados

¢ = pu,

com u unidade. Mas, pelo Teorema das unidades de Dirichet (Teorema 3.2.1, Corolario

3.2.1 ), temos que (r +s—1=1) e toda unidade é da forma
Ge™,

com ( raiz da unidade. Mas as tnicas raizes da unidade em K sao +1, pois se ( é raiz
primitiva n-ésima da unidade, entdo o grau do polinémio minimo de ¢ é ¢ (n), a fungao
de Euler (veja ENDLER, 1986 péagina 32, Teorema 3.6). Se

(#+1=C¢Q,

entao
p(n) =3.
Mas, ¢ (n) = 3 nao possui solucao, pois se
mdc (a,n) =1 = mdc(n —a,n) = 1.
+1 sdo cubos, por isso podem ser absolvidos em ¢, podemos supor
3 ~1 3

¢’ =pe T, ¢ = pe.

Pois se m = 0, entao
P e Q(Vd) = Q(yp) = Q(Va),

absurdo, veja o discriminante. Trocando, se necessario, € por e 1.

¢ = pe = ¢* = ¢ (mod 2).
Mas como ¢ possui norma {mpar, temos

c=1, a ou o*(mod 2).

Assim, de qualquer forma

& =1(mod 2) = e = I(mod 2) = ¢, —¢,¢ ', —¢ ' = 1(mod 2).

Com a notacao da Proposicao 6.1.2
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Corolario 6.1.1. Se d =5, 45, 55, 99, entao
1 =€ (mod 2),
Além disso, para qualquer unidade u

1 =u (mod 2).

Demonstragao. Ja vimos, no capitulo 3, que os quatros corpos possuem numero de classes
1. Pelo capitulo 2, corolario 2.2.1, o primo 5 se ramifica totalmente para d = 5, 45, 55.

O primo 11 se ramifica totalmente para d = 99. Portanto, pela Proposicao 6.1.2
1 =€ (mod 2).
Mas toda unidade ¢ da forma
+c™ =1 (mod 2).
O

Dois elementos que geram o mesmo ideal diferem por unidade, assim sao congru-
entes moédulo 2. Essa proposicao nos ajudard a descartar mais quatros corpos da nossa

lista.

Teorema 6.1.1. Se K = Q (ﬁ) Q ( y 45), Q ( y 55), Q ( y 99), entio K ndo é Euclidi-

ano.

Demonstragdo. Vejamos inicialmente Q (\3’/3) A ideia é usar modulo o ideal 2By, que
possui norma 8. Vamos precisar determinar todos os ideais com norma menor que 8, para

isso usamos os métodos do Corolario 5.0.1. Obtemos

Pa, Bs, B3, Ba, Bs, PoPs,
tais que
2Bk = PoPa, N(P2) =2, N(Py) =4
3Bk = %3, N(Bs) =3
5Bk = %3, N(¥s) =5.

Esses ideais estao num dominio de ideais principais, assim iremos exibir geradores para

cada um deles.

De fato,

2=3% 25 = (3 V/25) (3% +3V/25 + V50).

Além disso,

‘N<3_ 325)‘:2:>‘B2=(3—3/2_5>El+92 (mod 2);
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V(324325 + V54| = 4 = By = (3° +3V25 + V5%) = 1+ 0 + 67 (mod 2).
Fatoracao do 3
3=20 -5 = (2-V5) (2+ 205+ V5?).
De forma que

’N(2—\375)‘:3:>£B3:(2—\3/5)59(m0d2).

P = (3 ¥/25) = (9+5V5 — 63/25) = 1+ (mod 2).

PoPs = (6 — 5 — 2V/25 — 3V5) =1+ 0(mod 2).

Portanto, pela Proposi¢ao 6.1.2 nenhum desses seis ideais possui um gerador que seja

congruente a ?(mod 2), assim dividindo 62 por 2 nés temos:
0> =2t +a = |N(aBk)| > 8.

]

Esse método pode ser usados nos outros casos d = 45, 55, 99. O método exempli-

ficado no caso d = 5 consiste em :

1. Encontrar todos os ideais com norma menor que 0ito;
2. Encontrar geradores para os ideais de norma menor que 0ito;

3. Os geradores dos ideais listados nao formam um sistema completo de residuos mo-
dulo 2Bg. Escolha uma das classes médulo 2Bk que nao seja atingida por nenhum
dos geradores listados, pelo Corolario 6.0.1, sempre que dividirmos um representante

dessa classe por 2, o resto tera norma maior ou igual a oito.

Com isso, nossa lista de possiveis corpos Euclidianos fica com sete elementos
de{2, 3, 6, 10, 12, 17, 44}.

Teorema 6.1.2. Q(+/6) ndo ¢ Euclidiano.

Demonstracio. Seja a = /6. Temos pelo Teorema 2.1.2 que
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Assim, o conjunto
{0,1,0,0* 14+ a,1+a* a+a? 1+a+a®},
um sistema completo de residuos médulo 2Bk. Além disso,

N (x + ya + zoz2> = 2® 4+ 69 + 362° — 182yz2.

Usamos o software Sage para encontrar a unidade fundamental de Bi

e =1—6a+ 3>

Vamos mostrar que se
ata®=2+7r=|N(r)|>N(?2) =8
Se
a+a?=a (mod 2),

entao
a=2r+2y+1)a+ (2y+1)a’

Dessa forma,
N(a) =N (22 + 2y +1)a+ (2y +1)?)

= (22 +6(2y+1)° +6% (22 +1)° — 18 (22) (2y +1) (22 + 1).

Portanto,
N (a) = 2(mod 4).

Vejamos os elementos u que possuem norma +2. Se

N (u) = +2 = N (uBg) = 2,

assim
2B]K C UB]K
Portanto,
Mas
2Bk = (2 — ) (o” + 20 + 4) Bk.
Por isso,

Portanto, o tnico ideal de norma 2 é gerado por 2 — «, logo os elementos com norma +2
sao os associados de 2 — «

u=(2—a)em.
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Como
e=1+a? (mod 2).
Temos que
€" =1+ ma? (mod 2).
Logo,

u=(2— ) (1+ma2) = «a (mod 2).

Agora vejamos os elementos u com norma +6. Se

N (u) = £6 = 6Bk C uBKk.

Portanto,
Logo,
u = v/6em.

Assim,

u= \3/6(1 —{—ma2) = a (mod 2).
Se

a=a +a*(mod 2),

entao

N (u) =2 (mod 4); |N (u)]|> 6.
Portanto,

[N (u)| = 8.
Se dividirmos o + a? por 2
a+a’®=2t+a=|N(a)|>8.

Logo K nao é Euclidiano. O

Neste momento, a nossa lista de possiveis corpos Euclidianos fica com apenas seis

elementos.
{2,3,10,12,17,44}.

6.2 Usando Valores Absolutos

Nessa se¢ao descartaremos mais trés corpos de nossa lista d € {12, 17, 44}. A
técnica utilizada mais uma vez envolve as unidades. Usaremos as unidades para limitar
os valor absoluto do coeficientes em termos da base inteira das translacoes inteiras de um
elemento especial = de Q(v/d).
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Proposicao 6.2.1. Seja {1, 0, ¢} base inteira de K = Q ({)’/c_l) Dado x € K, satisfa-

zendo:

1. ze = £x (mod B);

2. Suponha que exista y = x (mod B) com |N (y)| < 1.

d 6 ©
12 V12 18

: 1—6+62
17 V17T

—140+2
44 ym TS

Entao existem z = r + s + ty e inteiros positivos a, b, c, tais que
1. z =4z (mod B);
2. |IN(z)| <1;

3. |r] <a, |s| <b, |t|] <ec.

Demonstragio. Vejamos inicialmente a demonstracao para d = 12. Usando software
SAGE encontramos a unidade fundamental de Q (\3/ 12)

14 3v/12 — 3v/18 < 0, 006.
Assim, existe inteiro n de forma que
0,006 < |ye"| < 1.
Podemos ter z = ye™. De fato,
z = +y = 2 (mod B).
Como |N (¢) | = 1, ja que € é unidade, temos
N ()| = IN ()] < 1.

. ’ " . ~ .
Assim, o e o as imersoes de K em C que mandam /12 em v/12w e v/12w?, respectiva-
2m . ’ ’ " " .
mente, onde w = e3 . Dado u, consideramos u = o (u) e w = o (u) os conjugados de

u.
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IN(2)| = [2ll2112"] = |2l < 1.
Assim,
]2]2<i< = pois |z| > 0,006
2] = 0,006 e
Portanto,
/ 1
13.
1#1 <\ 5006 <

Pela desigualdade tringular,
|z — 2| < |z|+ 2| <1+ 13 = 14.
Assim,
|Re (z—z/) | < |z—2] < 14
|Im(z—z/) | <|z—2] <14

Com essas desigualdes podemos limitar o z. De fato,
2 =71+ sV 12w + tV18w%

2
Desde que v/18 = Y12~ temos que

~10 < 128 + V18t < 10
—10/3 < V128 — Y18 < 10/3

(V125 + V18t) + (V125 — ¥/18t) < 10+ 10/3.
Somando as desigualdades, temos

- 10+1M
912

Analogamente,

10 + 10/3
§> —————— > —6.
2/12

Agora subtraindo as desigualdes, obtemos

10 + 1
_10+10/3 0/3 <6
2¢/18

_10+1&/§
218

Podemos limitar também o r, usando novamente a desigualdade triangular

> —0.

| = |r+ V125 + V18t — (V125 + V18t) | < |2| + V125 + V18t < 1+ 10 = 11.
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Agora, vamos repetir o mesmo procedimento para limitar os coeficientes de z
quando K = Q <\3/ 17). No Sage, encontramos a unidade fundamental de Q (\3/ 17):

e=T7V17—18, ouseja |e| > 0,001.
Assim existe inteiro n de forma que
0,001 < |ye"| < 1.
Podemos ter z = ye”, de fato
z = 4ty =tz (mod B).
Como |N (¢) | =1, ja que € é unidade, temos
N ()| = IN )] < 1.

Assim, 0 e ¢ as imersdes de K em C que mandam /17 em /17w e V/17w?, respectiva-

mente, onde w = ¢35 Dado u, consideramos v = ¢’ (u) e u’ = 0" (u) os conjugados de
u.
IN(2) | =lzllz 11z | = |2l ]* < 1.

Assim,

127 < 1.2 pois |z| > 0,001

2| 0,001 o
Portanto,
/ 1
Y < 32
1Z1 <[5 001

Pela desigualdade tringular,
|z — 2| < |z|+|2/] < 1+ 32=33.

Portanto,
| Re (z—z/> | < |z—2| < 33;

\Im(z—z/)\g |z — 2| < 33.

Seja

1— Y17+ 17
Z=r+5\3/ﬁ+t \/_73+\/_7.

Assim, como w? =w = <_1;\/§i), temos
—1+/3i —1+/3i 2
() (- B B
z :7’—1-57\/_—1—15 :

3
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N . c s . !/
Com isso, podemos calcular as partes real e imaginaria de z — z

, 3 —3Y/17 + 3Y17
|Re<z—z)|:|33\é1_7+t< ;_ >|,
NIR3 L VIR - VITV3

2 6 .

]Im(z—z/> | =|
Dai,
—198 < 9¢/17s + (—3€/ﬁ+ 36’/1_72) t < 198:

198/3 < 9U1Ts + <3€/ﬁ— 3€/ﬁ2> ¢ < 198/3.

Somando as inequacoes

—198 — 198/3 e 198 + 198/3
e — S —_— .
1817 1817
Obtemos
|s| < 12.
Por outro lado,
198 + 198/3

It] < 5 < 23.
—6/17 + 6+/17

Agora usamos os limites para s, ¢ para limitar o r

1— V17 + V17
7| < |z| + [sV17| + |t 3

| <1+ 31+39=8L

Agora, vejamos o caso Q (\3/ 44). Usando o SAGE novamente, encontramos a unidade

fundamental 17 5 13
€= E\?’/ﬂQ—i—g\B/él_— — 1> [ > 0,002,

Assim existe inteiro n de forma que
0,0002 < |ye"| < 1.
Podemos ter z = ye™. De fato,
z = +y = £ (mod By).
Como |N (¢) | = 1, ja que € é unidade, temos

N ()] = IN(y)] <1
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Sejam o' e ¢ as imersdes de K em C que mandam /44 em /44w e /44w?, respectiva-

mente, onde w = e . Dado u, consideramos u' = ¢’ (u) e u” = ¢” (u) os conjugados de
u.
IN(2) | = lzllz ]l | = |2l ]* < 1.
Assim,
127 < 1.1 ois |z| > 0,0002
2] = 0,0002 P R
Portanto,

, 1
< < 71.
2 \/ 0, 0002

|z =2 | < 2|+ |2 <1+ 71="T2.

Pela desigualdade tringular,

Assim,
|Re (z—z/) | <|z—2] <72

|Im (z—z/) | <|z—2] <72
Seja
z=r+svV4ad+t

. _ —1—/3i
Assim, como w? =w = %

—1 4 ¥ 4 YL
3

, temos

( 1+( 1+fz)\/ﬂ+(—1—\/ii)?7ﬂ2>
3 )

(14v5) 1+\/_Z>\/_+t

!
z =r—+s

/

Com isso, podemos calcular as partes real e imaginaria de z — z

6V (2\3@ +v/Ar)

t .
4 Y

Re (== =) = |

OOV 33T AT

12 tl

|Im(z—z>\—]

Portanto, temos as seguintes de&gualdades

|6\/_s+<2\/_+\/_>t|<288
|6\/_45+(2\/_ \/_)t|<28&/_
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988 < 6/dds + (2€/ﬂ+ 3/@2> t < 288
—288/_<6\/_s+(2\/_ \/_)t|<288/_

Subtraindo as duas desigualdades, obtemos

288/3 + 288
It < 8\/_—+2 < 32.
2/44

Temos que

165/44s| < |68/44s + (2\3/ﬂ+ 5’/@2> t— <2\3/4_4+ \3/@2) ¢
<|6\/_s+<2\/_—|—\/_>t|+|(2\/_+\/—)|
< 288 + 32 (2\‘”/ﬂ+ \3’/@2) < 913.

Assim,

913
<22 4
51 < 5om

Agora com os limites de s, t consiguimos limitar r

I =

2 3
1+ A VA 1+ A VA
r + sv/4d 4+t i 3 L — sv/44 —t i 3 L ,

2
—1 4 VA4 4+ VAL
1+ |svdd| + |t i 3 2| < 250.
O

Usaremos, esse resultado para descartar mais trés corpos da nossa lista. Abaixo

segui uma tabela com os limites que temos de verificar.
Proposigao 6.2.2. K =Q ({‘/ 12), Q <\3/ 17) e Q (3/44) ndo sdo Euclidianos.

Demonstracdo. A tabela, fornece para cada d, o valor de = que satisfaz a Proposicao 6.2.1.
Verificamos todos as translagdes inteiras de x limitadas Pela Proposi¢ao 6.2.1, nenhuma

delas possui norma menor que 1. Isso mostra que K nao é Euclidiano, pela Proposicao
3.1.1.

12 (2+ 20+ 3p)

94 | 233
17 (=3 + 5149_1028(‘0)

44 (L)

5+20+
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Portanto, agora restam apenas trés corpos na nossa lista :

d e {2, 3,10}.

6.3  Corpos Cubicos Puros que sao Euclidianos

Nesta secao estudaremos os trés corpos ciibicos puros satisfazendo o limite de Cas-
sels que restaram na nossa lista e mostraremos que, de fato, sao Euclidianos. Daremos os
resultados que tornam possivel a implementacao de um algoritmo. Usaremos basicamente

as bases inteiras e uma equivaléncia de ser Euclidiano, Proposi¢ao 3.1.1.
Teorema 6.3.1. Seja K = Q (\?/E), d livre de cubos, entdo K é Fuclidiano, se e somente
K-Q(V2), Q(V3). ou Q(VT0).
Demonstracdo. Vejamos inicialmente o caso d = 2, 3. que possuem bases inteiras
(1LV2.927), {1L,V3.93).
respectivamente. N6s iremos analizar o caso d = 10 (d = £1 (mod 9)) separadamente,

pois {1, v/10, \3/102} nao é base inteira de Q ({”/E)

Noés associaremos a cada inteiro algébrico em (\3/8) um ponto do R? da seguinte

forma:
:1:—|—y\?/3—|—z\3/32 — (z, y, 2) € Z°.

Nos definimos o cubo fundamental como sendo
C={(, y, 2)|(x, y, 2) €ER® 0<w, y, z2<1}.
Definimos a norma em R? como a extensdo da norma em Q3

N(z,y, 2)=N (I +yVd+ Z\g/a) = 2° + dy® + d*2® — 3xyzd.

Assim, mostrar que K é Euclidiano é equivalente a mostrar que cada ponto de C'
pode ser transladado por um vetor de coordenadas inteiras a um ponto com valor absoluto
norma menor que 1, Proposi¢ao 3.1.1. O grande obstaculo desse método é que temos uma
quantidade infinita de casos a verificar. Precisamos, entao reduzir a um nimero finito de
casos, para isso dividimos o cubo fundamental em uma quantidade grande o suficiente de
cubinhos, de forma que cada cubinho possa ser translado por um vetor de coordenadas
inteiras a uma regiao com valor absoluto da norma menor que 1. Daremos condigbes que

garantem que |N| sobre cada um dos cubos assume valor méximo nos vértices. Assim,
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para saber se um cubo estd numa regiao com norma menor que 1, basta verificar que cada

um dos oito vértices do cubo possui norma com modulo menor que 1.

A partir dessas observagoes, podemos implementar um algoritmo. O programa
inicialmente subdivide C' em oito cubos através dos planos z, y, z = % Efetuamos 1500
translagoes inteiras em cada cubinho e verificamos se alguma dessas transla¢oes esta numa
regido com |N| < 1 e neste caso, dizemos que o cubinho foi coberto. Se algum cubinho
ainda nao foi coberto apds isso, novamente o subdividimos em oito cubinhos, continuamos
repetindo esse processo sucessivamente. Se em alguma etapa desse processo, todos os cubos
forem cobertos, entao temos mostrado que cada ponto de C' pode ser transladado a uma

regiao de |N| < 1 e, portanto, temos mostrado que K é Euclidiano.

. . 3 3
Facamos a mudanca de varidveis: v = z, v = v/dy, w = v/d?. Essa mundanca
de variavéis manda cada cubo ¢;, com faces paralelas aos planos coordenados, em um

paralelepipedo c; cujas faces também sao paralelas aos planos coordenados.
N (z,y,2) = 2° + dy® + d*2* — 3xyzd,

= N (u,v,w) = v* +v* +w* — 3uvw.

Como essa transformacao manda vértice em vértice, se os maximos de N ocorrem nos

/7 L3 / ~ ’ 3 7 .
vértices de ¢;, entao o maximo de N ocorre nos vértices de c;.

Proposicao 6.3.1. Seja E a regigo de R® limitada pelos planos u = ai, u = as, v =
bi, v ="by, w=1c1, w=cy (ou seja o cubo com vértices (a;,bj,c;) ). Suponha ainda que
E encontra-se inteiramente no primeiro octante de R3. Se |N (u)| < 1 nas arestas desse
cubo, entao |N (u)| <1 em todo E.

Demonstracio. N é continua e o cubo E é um compacto de R3. Seja S a interseccao de
E com um plano paralelo a um plano coordenado, por exemplo, uv. Digamos que S seja

a interseccao de F com o plano w = a. Vejamos os pontos criticos de E.

ON ON
— =31¥-3au=0; — =3u®—3av=0.
ov ou
Dai se a = 0, entao
v=0=u.

Mas, (0,0,0) ndo é ponto interior de S, ji que o cubo estd contido no primeiro octante

de R3. Por isso, vamos supor que a # 0 e assim, pelas derivadas parciais

u#0#wv.

Portanto,



Capitulo 6. Outras Técnicas e Corpos FEuclidianos 83

Substituindo, v = u, nas derivadas parciais, obtemos
u=v=w=a#0,

ja que u # 0. Mas, N (a,a,a) = 0 que claramente nao é extremo, pois o tnico inteiro
algébrico com norma zero é o zero. Como a norma ¢ simétrica em relacdo a wu, v, w
esse argumento vale para todo S inclusive para as faces do cubo, precisamos procurar o

maximo de N apenas nas arestas. Disso, decorre o resultado. O

Proposicao 6.3.2. Suponha que |N| < 1 em todos os oito vértices de um cubo e que

todos os niumeros a sequir sao todos nao negativos
(al — bic]) (a2 — bicj> 1,7 =1,2,

(b% - CLZ'C]) (bg - CLZ'C]) Z,j = ]_, 2,
(C% - biaj) (C% - bﬂlj) Z,j = ]_, 2.

entdao |[N| < 1 em todo o cubo.

Demonstragio. Queremos condigdes que nos garantam que o maximo de | N| seja assumido
nos vértices. Podemos considerar a restricao da norma a aresta que passa pelos vértices
(ai, by, c;), (ai, ba, c;)

N : [bl, bg] — R

3., 3 13
v N (a;,v,¢;) = v° + a; + b — 3a;c;v.

Entao,
ON _
ov

. . ON
que possui raizes v = 4 /a;c;. Queremos que % - nao se anule no aberto (by,by). Como

3v* — 3a;c; = 0,

o cubo fundamental estd inteiramente no primeiro octante de R3, precisamos verificar

quando
O =4/0;C;j € (bl,bg) .
Se a € (b1, by), entao
bl—a<0, bg—()é>0:>(b1—06)(b2—06><0.

Se a > by, entao

bl—Oé<O, b2_a§0:>(b1_06>(b2_06>>0

Se a < b
bl—OéZO, bg—Oé>0:>(bl—Oé)(b2—Oé>20.
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Como o paralelepipedo esta no primeiro octante
(b1 + ) (by + ) > 0.
Portanto, se | N| nao possui maximo em (by, by), ou seja, a & (by, bs)
(bf — a2) (bg — a2) > 0.

Mas, |N| possui maximo no compacto [by, bo], por isso eles sao atingidos nos vértices.

Como a norma é simétrica em relacao a u, v e w, podemos usar o mesmo raciocinio

com (ay, ag) e (c¢1,c2) e obtemos o resultado.

Usando estes resultados, podemos montar um algoritmo que mostra que
Q(v2), Q(v3),

sao Euclidianos.

Para o caso Q (\3/1_0), veja TAYLOR, 1976.
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7 Corpos Quarticos

Neste capitulo, iremos abordar os métodos que Cioffari usa para tratar os corpos
da forma Q({‘/—_d), d livre de 4-ésimas poténcias. Tais corpos possuem duas imersoes
complexas conjugadas, logo também possuem posto do grupo das unidades igual a um. As
técnicas utilizadas serdao semelhantes as do caso cibico. Aqui também temos um resultado
de finitude de Cassels. Para mostrar que os corpos sao Euclidianos Cioffari faz novamente

uso de computadores, usando a imersdao de Q(v/—d) no R*, via base inteira.

7.1 Quarticos nao Euclidianos

Iniciamos com um Teorema que ird descatar a possibilidade de muitos corpos serem

Euclidianos, reduzindo basicamente ao caso quadratico.

Teorema 7.1.1 (Chevalley). Seja K = Q <\4/—d) com d = sr®, sendo s e r inteiros livres
de quadrados e s # 1. Seja K = Q/—s) o unico subcorpo quadrdtico de K, entio hg = 1

somente se hg = 1.

Demonstracio. A ideia fundamental é considerar o corpo de Hilbert de IK e de K, que

sao denotados, respectivamente, por
]H]K (§ ]HK
Temos que
HyNK C K.
Como [K : K] = 2, entéo
HyiNK=K ou HyxNnK=K.
Vamos mostrar que a interse¢ao é K. De fato, por defini¢ao, Hy /K é ndo ramificada. O
Lema abaixo garante que (Hx NIK)/K é nao ramificada.
Lema 7.1.1. Seja F/IE uma extensao de corpos de nimeros que é ndo ramificada. Se

F' C T, entio F'/E também é ndio ramificada.

Mas +/—sBg é um ideal primo de By que se ramifica em K/K, portanto, pelo
Lema 7
HyNK =K.

Disso,
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[HK]K . ]K] = []HK . K] = hK.

Temos que Hy /K é de Galois, entao HyiIK/IK é de Galois, com grupo de Galois isomorfo
a Gal (Hg/K) que é abeliano, assim HxIK/IK é abeliana. Mostraremos também que ela

é nao ramificada. Para isso, vamos usar um pouco de corpos locais.

Seja IF um corpo de nimeros, para cada ideal primo ¢ de By, obtemos uma norma

para IF, a norma B-adica:

el = N (B) ™,
onde v (x) é tal que
2By = P Q.
e B nao aparece na fatoracao do ideal fracionério Q).

As sequéncias de Cauchy, Cy, em F (em relacao) a |.|y formam um anel e as
sequéncias que tendem a zero, Ny, formam um ideal maximal de Ciy e, portanto, Cy /Ny =

Fy ¢ um corpo, o completamento B-adico de .

Proposicao 7.1.1. Seja IL/IK uma extensdo de corpos de nimeros e B, [ ideais primos
de B e B, respectivamente, com [ acima de B. Entao, existe uma copia de Ko em Lg,

portanto, temos a extensdao de corpos
Lg/Ksy.
Demonstracao. Veja OGGIER, péagina pagina 81. O

Teorema 7.1.2. Seja K um corpo local, com IL/IK uma extensao que é nao ramificada,
finita e seja K wma extensdo finita arbitrdria de K. Se L' = K'L, entdo ILI/]K/ também

¢ nao ramificada.

Demonstracio. Veja TENGAN, 2008 pagina 15, Teorema 5.1. n
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Proposicao 7.1.2. Seja I./IKK uma extensao de corpos de nimeros e B, [ ideais primos
de Bk e By, respectivamente, com [3 acima de *B. Seja egsp o expoente da maior poténcia

de (B que divide PBy,. Entao Lg/Ky € nao ramificada, se e somente se,
ep/p = 1.
Demonstragio. Veja OGGIER, pégina 81. n
Agora sejam
L=HxK, H =Hg, PBx=2PnNBg.

’ . . .
Tomamos P como sendo um ideal primo de By acima de ‘P.

Queremos mostrar que IL/IK é ndo ramificada, ou seja, dado um ideal primo B de

By e outro ideal primo 8 de By, acima de 33

eg/qg =1.

Pela Proposicao 7.1.2 é suficiente mostrar que Lg/IKy é ndo ramificada. Pela Proposicao

7.1.1, temos as torres de corpos abaixo

N,
\K%/

Além disso, H' /K é nao ramificada, pois H' é o corpo de Hilbert de K, assim

Coq e = L

Pela proposicao 7.1.2, obtemos que
Hy /Koy
é nao ramificada. Agora, pelo Teorema 7.1.2, temos que
L/ K

também é nao ramificada. Assim, mostramos que eg/p = 1 (Proposicao 7.1.2). Como P

foi tomado de maneira arbitraria, temos que

L/K
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é nao ramificada nos primos finitos.

Como K = Q (\4/ —d) e os conjugados de v/—d sobre Q sdo as raizes de z* +d com

d > 0, ou seja, sao todos complexos. Assim, ndo existe imersao de K em C com
o (K) CR.

Portanto, IKHg /IK é uma extensdao nao ramificada, abeliana e finita, logo, pelo Corolario
4.1.1, obtemos

KHg C Hg.
Hk
KHg
K Hg
K
Portanto,
hi | hk.
Assim, se hix = 1, entdo hx = 1. n

Assim, precisamos nos concentrar apenas quando K = Q(/—s) possui nimero de

classes 1.

Teorema 7.1.3. Seja K = Q(v/—m) com m inteiro positivo livre de quadrado, corpo

quadrdtico tmagindrio, entdo hx = 1 se, e somente se,
m € {1,2,3,7,11,19,43,67,163}.

Demonstragao. Nao é dificil mostrar que esses corpos possuem numero de classes 1, po-
demos fazer isso usando a cota de Minkowski, mas mostrar que essa lista esta completa é
bem mais dificil, veja STARK et al., 1967 O]

Corolario 7.1.1. Se hg =1, entdio s € {2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163}.

Demonstracao. Decorre diretamente dos Teoremas 7.1.1 e 7.1.3. O
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A Proposicao abaixo, enfatiza mais uma vez a ligacao entre unidades, ramificagao

e ser Euclidiano.

Proposicao 7.1.3. Seja K = Q ( v —d) e suponha que existem trés primos distintos de

By que se ramifica m em By, entao IK nao é Fuclidiano.

Demonstracao. Inicialmente, note que s se ramifica totalmente em By, pois s divide d
Pt = sBxk.
Por outro, lado s também se ramifica totalmente em By
sBr = (/—sBg)%

Assim,
SB]K = SBKB]K = (\/ —SBK)QB]K.

Disso, obtemos que
vV —SB]K = m%
Suponha que By e P;3 sejam ideais de By que também se ramificam em Bg
CBQB]K = Q% (§ sB?,B]K = Qg

Suponha que K é Euclidiano, entao

Qo = bgB]K; 5:23 = b3Bx com bg, bs € Byg.
Além disso, se KK é Euclidiano, entdo hx = 1, pelo Teorema 7.1.1

PBo = a2 Bk; Ps = a3Bx com ay, az € Bg.

Dessa maneira, b? e a; sdo associados em Bg. As imersoes de K consistem de dois pares de
imersoes complexas conjugadas, portanto, pelo Teorema das Unidades de Dirichlet (Teo-
rema 3.2.1), o grupo das unidades possui, exatamente, 04+2—1 = 1 unidade fundamental.
Como K nao é um corpo ciclotémico e também nao contém ¢, pois o seu tinico subcorpo
quadratico ¢ Q/—s). De fato, o fecho normal de IK/Q possui como grupo de Galois o
diedral, o subgrupo que fixa K estd contido em um tnico sugrupo de ordem 4. As tnicas

raizes da unidade em IK sao £1. Logo,
a; = biE .
Dessa maneira, pelo menos um dentre

a9 = ngtQ, a3 — b§6t3, Qo203 — b%b%EtQ—HB
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é um quadrado em Bg. Assim, pelo menos um dentre

Vaa, /asz, \/asas estd em By.

Se \/a; ouy/azaz estd em K N Bk = B, entao

Bi = a; B = (\/a_iBK)2

P12 = (/a2Bk)” (/asBx)” .

Nenhum dos dois casos acima pode acontecer, pois B; ¢ um ideal primo. Por isso, pelo

menos um dos casos abaixo ocorre

K = K (/aza3), K=K (/a3) ou K=K (/a3).

Dessa maneira,

]K:K( x+\/—_sy), z, y € Q.

Mas, isso ndo pode acontecer, pois, o fecho normal de IK/Q é

Fy = Q(V—sr2,1),

cujo grupo de Galois é o diedral. Temos que \/x —/—sy € Fy, pois é o conjugado de

\/x ++v/—sy Logo,
\x2+ sy? € F.

Portanto, Fly, possui exatamente trés corpos intermediarios quadraticos. Mas nos

temos quatro corpos quadraticos contidos em Fly :
Q(Z)7 Q(V _8)7 Q(\/§)7 Q(\/ z? + Sy2)'

Esses quatro corpos sdo distintos. De fato, basta mostrarmos que

QW's) # Qu/22 + sy?).

Suponha, por absurdo, que Q/s) = Qf/2% + sy?), entdao 2? + sy*> = st? (t € Z), mas
sabemos que x + y+/—s é primo ou produto de dois primos em By (as, az ou asas),
tomando o conjugado complexo, vemos que o mesmo vale para z — y+/—s . Como B, e
B3 sao ambos distintos de/—sBg, temos que /—s nio é associado de nenhum primo

que aparece na fatoracao de x + y+/—s. Por outro lado,

(x+yv=s)(z —yv/—s) = st* = —(/=st)".

Assim, y/—s aparece na fatoracao de x + y+/—s, absurdo. O
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Com a notacao da Proposi¢ao anterior

Corolario 7.1.2. Se hx =1 e s # 2, entdo
de {3, 7, 11, 19, 43, 67, 163, 12, 44, 76, 172, 652}.
Demonstragao. Ja vimos no Corolario 7.1.1 que se hix = 1, entao
se{2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163}.

Assim, se s # 2, temos que s = 3 (mod 4). Temos que P =v/—sBx é um primo de By
que se ramifica em By. Além disso,
2 | Ag,

veja HUARD; SPEARMAN; WILLIAMS, 1995 Corolario 2 pagina 91.

Portanto, se s # 2, concluimos que 2 nao se ramifica em Q (\/—s), pois

Q (V=sr?)

Q=)

Ag=—s, —s=1(mod4).

Assim, 2 nao se ramifica em By, portanto By = 2Bk é um primo que se ramifica em B,,.
Se algum primo p diferente de 2 e de s dividisse r, entao teriamos trés ideais primos de

Bk que se ramificam em By

;’B% ;’]38’ ‘Bp :pBK

Portanto, pela Proposicao 7.1.3, IK nao é Euclidiano. Dessa forma, se hix = 1 e s # 2,

entdao r € {1, 2}. Por isso,
de {3, 7, 11, 19, 43, 67, 163, 12, 44, 76, 172, 652}.

]

Vamos nos limitar a estudar o caso s # 2. A seguinte Proposi¢ao nos ajudard a

descartar seis de tais corpos. Na seguinte Proposicao mantemos a notacao.
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Proposicao 7.1.4. Se s = 3 (mod 4) e se existe um primo p < s tal que p =1 (mod 4)
e —d ¢ quadrado mddulo p, mas nao é uma quarta poténcia modulo p, entdio K nao é

FEuclidiano.

Demonstragcao. Suponha que K seja Euclidiano, pelo Coroléario 7.1.1
s€{2,3,7,11,19,43,67,163},  ou seja, s é primo.
Temos que s é um primo que se ramifica totalmente em K. De, fato
sBi(rBg)? = (V—sr?Bg)*.

Mas os ideais primos em By acima de s sao distintos dos ideais primos de Bk acima de
pi (pi divide r). Portanto,
SBIK = D4.

Como p =1 (mod 4), entdo —1 é quadrado médulo p, entao

-B-0-6)6)

Assim, pela Lei da Reciprocidade Quadratica

()= )=

Em razao disso, existe x € Z, tal que

:.172.

il

Seja g uma raiz primitiva médulo s, vamos mostrar que

4
(¢") =p (mod s),
possui solucao. Seja y tal que
¢ =z (mod s).

Entao é suficiente mostrar que

g% = g" (mod s),

possui solucao. O que é equivalente, pelo Pequeno Teorema de Fermat, a

(s = 1) | (41 —2y)

se, e somente se,
s—1

2t = d
y (mod =)
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s—1

que possui solugao, pois 2 é inversivel modulo 5= (que é impar). Seja, entdo, b € Z

2
satisfazendo

b* = p (mod s).

Suponha que existe u € Bk

u=">b(mod Q) [N (u)|<s.

Se Fy é o fecho normal de de K/Q, entao
QBFN =0 (Q)BF]N-

Veja Teoremas 5.0.1, 5.0.2. Em razao disso,

Assim,

N(u)=p, pois 0<p<s e N(x)=|z|*|z|?

)

onde z, T, x1, T1 sao os conjugados de x. Assim, existe um ideal 8 com norma p (o ideal

gerado por u). Por outro lado, existe n € Z com

V—d+n €.

De fato,

1+vV—d,....,p+v—d,

¢ um sistema completo de residuos modulo B, pois se

jHV—d=1i+V—d.

Entao

pl(i—3), jdque PNZ=pZ.

Mas i, j < p, assim ¢ = j, portanto, sao p classes distintas, sao todas as classes ja que

N (B) = p. Dai,

p=NEP)|N(V=d+n)=d+n"

Logo,
n* = —d (mod p),

que é um absurdo, por hipotese. Portanto,

se =0 (mod ), entdo |N (u)|>s.
Portanto, se ¢ € Bk é o gerador de 9, entao nao podemos dividir b por ¢

b=gqt+u com |N<ul)|<s.
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Corolario 7.1.3. Se
de {11, 19, 43, 76, 172, 268}

entao IK nao € Fuclidiano.

Demonstracio. A tabela abaixo fornece valores para d, s e p satisfazendo as condicoes
da Proposigao 7.1.4. A verificdo de tais hipdteses sao simples visto que s6 envolvem con-

gruéncias médulo p.

d s p d s p
11 11 5 76 19 5
19 19 17 172 43 13
43 43 17 268 67 29

[
Teorema 7.1.4 (Cassels). Se K € um corpo qudrtico totalmente complexo, com
Ag > 28090000
entao IK nao Fuclidiano.
Demonstragio. Veja CASSELS, 1952. n

Corolario 7.1.4. Se
d € {163, 652}

entao IK nao € Euclidiano.

Demonstragdo. Os corpos Q ( y —163) e Q (\4/—652), posuem, respectivamente, discrimi-
nantes 69291952 e 277167808 (SAGE). ]

Agora, temos apenas cinco possibilidades para d € {3, 7, 12, 44, 67}, se d # 2.

7.2 Corpos Quarticos Euclidianos
Teorema 7.2.1. Q (\4/—2) ¢ Buclidiano.
Demonstragao. Seja K = Q <\4/—d). Suponha que

0, v=d, V=&, V=3'}.
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seja base inteira. N6s iremos seguir o mesmo procedimento do caso ctibico, iremos mer-

gulhar Q( \‘7—_d) no R* da seguinte forma
x—l—y{‘/—_d—i—z(‘/—_dQ +w(‘/—_d3 — (2,y,z,w) € Z*.
Isso identifica os inteiros algébricos de KK com Z*. Definimos o cubo fundamental como
C={(z,y,z,w)|(z,y,z,w) €ER* 0< 2z, vy, 2z, w<1}.

Para mostrar que KK é Euclidiano é suficiente mostrar que cada ponto do dominio fun-
damental pode ser translado por um vetor de cordenadas inteiras a um ponto cujo valor
absoluto da norma seja menor que 1, Proposicao 3.1.1. Mas, o dominio fundamental pos-
sui infinitos pontos, para reduzir a um ntmero finito de casos, usamos a continuidade da
norma, como no caso cibico. Daremos condi¢oes para que um 4-cubo esteja nunha regiao

com |N| < 1. Mas, antes, vejamos como calcular a norma em K. Dado a € K
a:x+y(4/—_cl+2(4/—_d2+w(4/—_d3.
Temos que
(v+yV=+ V=0 + 0= (o= yV/=d+ V=0 —wV=d")
= (<x+ zx/—_d> + \7—_ci(y+w\/—_d)) (<x+ z\/—_d> - \7—_cl<y+w¢—_cl))
= (x + Z\/—_d)2 —V/—=d (y + w\/—_d)2 = <x2 —dz* + 2ywd) + (—y2 + dw? + 2952)\/—_(1.
Analogamente,
(x + iy —d — 2\4/—_0l2 + —iw{4/—_d3) (x — iyv/—d — 2\4/—_d2 + iw\4/—_d3>
- ((w — Z\/—_d) +iv/—d (y — w\/—_d)) ((fE — Z\/—_d) —iv/—d (y - w\/—_d))
= (:E — Z\/—_d)Q—z'Q\/—_d (y — w\/—_d)2 = (352 —d2? + 2ywd) — (—y2 + dw? + 2:Uz) V—d.
Assim, se Ny = 2% — 22d + 2ywd e Ny = 2x2 — y* + w?d, entdo
N (x+y\4/—_d+2\4/—_d2 +w\4/—_23> — N? 4 dN2.
Dessa forma, estendemos a norma para qualquer (z,y, z,w) em R* de maneira natural
N (z,y,z,w) = N} + dNj.

Proposigao 7.2.1. Seja S um 4—cubo limitado por hiperplanos paralelos aos hiperplanos
coordenados

[a1, ag] X [b1, be] X [c1, o] X [my, Mo

e o interior de S ndo intersecta os planos coordenados. Se existe uma constante positiva
A <1 tal que |[Ni| <V/X e | No| <\/252 em todos os dezesseis vértices de S, entio

IN| <1

em todo S.
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Demonstracio. S é um compacto em R* e N; e N, sdo coninuas, assim admitem minimo
e maximo em S. Mostraremos que esses ocorrem nos vérices do 4—cubo S. Vamos analizar

as derivadas parciais de N;. Suponha que x, ,y, ,z, w seja um ponto critico

0Ny

Mas (0, ,y, ,z, w) nao estd no interior de .S, pois S nao intersecta os eixos coordenados,
portanto, o maximo de |NV;| ocorre na fronteira de S.

A fronteira de S é
{Cll} X [bl, bQ] X [Cl, 02] X [ml, m2] U {CLQ} X [bl, bg] X [Cl, CQ] X [ml, TTLQ}

U [0,1, (12] X {bl} X [01, CQ] X [ml, mg] U ><[a1, CLQ] X {bg} X [Cl, CQ] X [ml, mg]
U [a1, ag] X [by, ba] X {c1} X [m1, ma] U [a1, as] X [by, ba]{ca} X [mq, ma]
Ular, ag] X [b1, ba] X [c1, o] x {m1} x Ulay, ag] X [b1, ba] X [c1, ca] X {ma}.

Chamemos cada uma das oito partes da unido distintas acima de face de .S, usando as
derivadas parciais, verificaremos que o maximo de N; é atingindo nos vértices, portanto,
o maximo de |N;| em S é menor quev/A. O mesmo acontece com Ny. O maximo de | Ny|
é atingindo nos vértices e, portanto, em todo S

1—A

M| </ ==

Logo,
2
1—A
d

Agora, vamos verificar que o maximo de |N;| ocorre nos vértices para a face

IN| <V + ~1.

{a1} x [b1, bo] X [c1, ¢2] X [mq, ma).
Podemos considerar
No, = Ny (a1, vy, z, w) = a} — 2*d + 2ywd,
que é uma funcao continua em R3. Temos que
S1 = [b1, ba] X [c1, ¢a] X [mq, ms]

¢ um compacto de R3, pelas derivadas parciais, o maximo de |N,, | ndo ocorre em nenhum

ponto interior de S, de fato
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Mas (y, 0, w) nao é ponto interior de Sy, pois S; nao intersecta os planos coordenados.

Portanto, o méximo de |N,, | em S; é atingindo na sua fronteira. Abaixo, segue a fronteira
de Sl
{(a1,b1)}, X[er, ca] X [ma, mo]Uar X by X [c1, o] X [ma, ma]
{al} X [bl, bg] X {Cl} X [ml, mg] U {al} X [bl, bg] X {Cg} X [ml, mg]
{Cl,l} X [bl, bQ] X [Cl, CQ] X {ml} U {al} X [bl, bg] X [Cl, Cg] X {mz}
Continuando dessa maneira, considerando restricoes de N7, usando as derivadas parciais

e lembrando da fronteira do produto de intervalos fechados no R", encontramos que o

maximo de N; ocorre nos vértices. O mesmo raciocinio aplica-se a N».

O
Usando o SAGE, obtemos que a base inteira de Q(v/—2) ¢
{1, V=2, v=2", ¥=2"}.
Implementando o algoritmo, mostramos que Q(v/—2) é Euclidiano. O
Teorema 7.2.2. Q(v/—7) é Euclidiano.
Demonstragio. A demonstragao é analoga ao caso Q(v/—2). O]
Teorema 7.2.3. Q(v/—3) é Euclidiano.
Demonstragdo. veja LAKEIN, 1972. m

Teorema 7.2.4. K = Q(v—sr?), com s, r livres de quadrados, é, Euclidiano, se e

somente,

]K:Q(4_2)7 Q(4_3>’ Q(4_7) ou Q(é/__H)

Demonstragao. Veja, LEMMERMEYER, 1995.
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