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Resumo

Fibragoes: do Local para o Global coloca toda a teoria das fibragdes dentro do contexto de
espagos sobre uma base. Isso possibilita desenvolver de forma completa (no sentido de ser
autocontida) a teoria tanto do ponto de vista de reobter os resultados principais de forma
sistematica, quanto do ponto de vista de generaliza-los. O foco desse trabalho estd nos
resultados de localizacao. Para isso é fundamental entender a importancia da Propriedade
de Eztensdo de Segao (abreviada do inglés por SEP) e sob quais hipdteses podemos dizer
que esta propriedade é local (Localiza¢io da SEP). Com a ajuda da SEP provamos que a
Propriedade de Levantamento de Homotopias (CHP) é local (Teorema de Uniformizagao de
Hurewicz). Por fim, caracterizamos localmente as fibragoes. No capitulo dois introduzimos
0s nossos objetos de estudos, os espagos sobre uma base, damos varios exemplos e definimos
produto fibrado. Definimos também o que chamamos de B-homotopia e B-equivaléncia
homotépica. No capitulo trés trabalhamos com a Propriedade de Extensao de Secao (SEP),
mostrando que a SEP é uma propriedade local sob certas hipoteses gerais. Mostramos
também que essa propriedade é hereditaria. No capitulo quatro definimos as fibragdes de
Hurewicz e a Propriedade de Levantamento de Homotopias (CHP) e mostramos que sao
propriedades essencialmente equivalentes. Mostramos que estas propriedades sao locais.
No capitulo cinco definimos uma fibracao fraca de modo mais geral que as fibragoes
de Hurewicz. Reobtemos resultados semelhantes aos obtidos para fibrac¢oes, inclusive o
analogo ao Teorema da Uniformizacao de Hurewicz. No fim do capitulo caracterizamos

localmente as fibragoes fracas.

Palavras-chave: Fibragoes. Propriedade de Extensao de Sec¢ao. Propriedade de Lenvan-
tamento de Homotopias. Propriedade Fraca de Levantamento de Homotopias. Fibragoes

Fracas.



Abstract

Fibragoes: do Local para o Global puts the entire theory of fiber within the context of spaces
on a basis. This makes it possible to develop fully (in the sense of being self-contained) the
theory both from the point of view of retrieving the main results in a systematic way, and
from the point of view of generalizing them. The focus of this work is on localization results.
For this it is fundamental to understand the importance of Section Extension Property
(SEP) and under what hypotheses we can say that this property is local (SEP localization).
With the help of SEP we prove that the Covering Homotopy Property (CHP) is local
(Hurewicz Uniformization Theorem). Finally, we characterize the localities. In chapter
two we introduce our objects of study, the spaces on a base, we give several examples
and define bundled product. We also define what we call B-homotopy and B-homotopic
equivalence. In chapter three we work with the Section Extension Property (SEP), showing
that the SEP is a local property under certain general assumptions. We also show that this
property is hereditary. In chapter four we define the Hurewicz Fibrations and the Covering
Homotopy Property (CHP) and show them to be essentially equivalent properties. We
have shown that these properties are local. In chapter five we define a weak fibration more
generally than the Hurewicz fibrations. We obtain similar results to those obtained for
fiber, including the analogue to the Hurewicz Uniformization Theorem. At the end of the

chapter we characterize weak fiber locally.

Keywords: Fibrations. Section Extension Property. Covering Homotopy Property. Weak
Covering Homotopy Property. Weak Fibrations.
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1 Introducao

A Teoria das Fibragoes, hoje, constitui uma das nogoes bésicas em topologia. E uma

estrutura simples de se definir e de se pensar sobre.

Comecamos com uma funcao continua p : £ — B, onde o espago topologico F
é dito espacgo total, o espago B é dito espaco base e a funcao p dita projecao. Existem
essencialmente dois pontos de vista sobre tal teoria: o ponto de vista geométrico e o da

Teoria da Homotopia.

O geométrico foi brilhantemente explorado e fundamentado (ja que ainda havia
divergéncia da comunidade sobre quais defini¢des deveriam ser adotadas) por Norman
Steenrod em seu livro “The Topology of Fibre Bundles”, (STEENROD, 1951), que
virou a principal referéncia desse topico e influenciou inimeros matematicos em suas

pesquisa, entre eles Grothendieck no seu trabalho em geometria algébrica.

Esse ponto de vista generaliza a ideia de parametrizar um espaco topologico através
de outro espaco o que engloba casos como variedades diferenciaveis, por exemplo. No
nosso texto, esse ponto de vista serd abordado nos exemplos com nome de espacos fibrados
(de Steenrod) com objetivo de aplicar a teoria desenvolvida no nosso trabalho a essa

abordagem mais geométrica.

O outro ponto de vista, o da homotopia, é o plano de fundo do nosso trabalho. Um

dos principais questionamentos dessa teoria é o seguinte:

Considere o seguinte diagrama comutativo de espacos topoldgicos e fung¢oes conti-
nuas:

Xx {0} —~E

L)

XX [O,l]?‘B

Sob quais hipéteses existe um levantamento H : X x [0,1] — E tal que pH = H ¢
Eo - h?

Uma funcado continua p : £ — B que possui tal propriedade para um espaco
topologico X é dita possuir a Propriedade de Levantamento de Homotopia para X
(abreviadamente dizemos que p pssui a CHP para X, onde a sigla CHP é decorrente da
nomenclatura inglesa “Covering Homotopy Property”). Atrelado a isso surgem dois pontos
a se questionar:

a) Dada uma classe C de espagos topoldgicos, sob quais condigdes p : E — B possui a
CHP para € (ou seja possui a CHP para todo espago pertencente a €)?

b) Até que ponto possuir tais propriedades localmente implica possuir tais propriedades
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globalmente? (Maneiras de sair do local e ir para o global constitui um problema central

em topologia).

Em 1944, Steenrod publicou o artigo “The classification of the Sphere Bundles,
Ann. of Math., 45 (1944), 294-311" onde mostrou que todo espago fibrado p: E — B
com base normal (T4 e Hausdorff) possui a CHP para os espagos compactos. Nesse mesmo
artigo ele fez a seguinte pergunta: Sob quais hipéteses um espaco fibrado possui a CHP
para todos os espagos topologicos? Essa pergunta ficou sem resposta até o inicio da década

de 50.

Em 1951, Jean-Pierre Serre, em sua extraordindria tese (SERRE, 1951), estudou
aplicacoes que possuem a CHP para cubos ([0, 1]" com n natural), que se mostrou equiva-
lente a possuir a CHP para os CW-complexos que constituem uma classe importantissima

(e suficientemente geral) de espagos topoldgicos.

A motivacdo para o nosso trabalho comeca com o breve e belissimo artigo de
Hurewicz, (HUREWICZ, 1955), publicado em 1955. Nesse trabalho ele introduziu, nao
com essa nomenclatura, o produto fibrado (Capitulo 1) e o usou para definir o que hoje
chamamos de fibragao (ou fibragdo de Hurewicz, como é comumente denominado devido a
esse trabalho). Nele Hurewicz mostrou que ser uma fibracao é equivalente a possuir a CHP
para todo espago topolégico (Capitulo 3). Mas a principal contribugdo desse artigo so
foi observada por Dold quase uma década depois em (DOLD, 1963): A ideia usada por
Hurewicz na demostragao do “Teorema da Uniformizacao”, onde mostra que p: £ — B
com B paracompacto é uma fibracao se, e somente se, é localmente uma fibracao. Com
esse trabalho Hurewicz respondeu as perguntas (a) e (b) acima para fibragdes de forma

extremamente satisfatéria.

Esse teorema na verdade foi obtido, por Hurewicz, como um corolério. O que
ele mostrou foi o seguinte: Se B possui uma cobertura (ndo necessariamente aberta)
{Vi\} onde existe uma particao da unidade localmente finita subordinada a tal cobertura
entao p : F — B é uma fibragao se, e s6 se, p é uma fibragdo sobre cada V) dessa tal
cobertura (Capitulo 3). Dold observou tal demonstragao e observou também a importancia
de p : E — B possuir a “Propriedade de Extensao de Secao”, abreviadamente SEP
(capitulo 2), como ponto central para o estudo das fibragoes e em seu artigo, ja citado,

explicitou tal importancia.

Para isso a particdo da unidade se mostrou fundamental. Foi usando ela que Dold
deu condi¢oes para a SEP ser uma propriedade local dos espagos (Teorema de Extensao
de Se¢ao) o que possibilitou a ele reobter todos os resultados de Hurewicz para uma classe
maior de fungdes continuas p : E — B: As fungoes que possuem a “Propriedade Fraca de
Levantamento de Homotopias”, abrevida por WCHP que provem da nomenclatura “Weak

Covering Homotopy Property” (capitulo 4).
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Infelizmente nao ha na literatura nenhum trabalho voltado para fibragoes, do ponto
de vista da homotopia, comparavel ao trabalho feito por Steenrod. E nao temos, nem de
longe, tal pretencao. O nosso objetivo é constituir um texto autocontido que exponha a
teoria das fibragoes de maneira organizada, acessivel e “linearmente” ordenada. Fazendo
com que leitores iniciantes (na arte da Matemadtica) com apenas conhecimentos bésicos
de topologia geral possam, sem a necessidade de recorrer constantemente a outras fontes,
compreender essa belissima teoria e identificar em seus estudos o aparecimento dessa teoria
em outros ramos da matematica: Como Geometria Diferencial, Topologia Algébrica e

Geometria Algébrica por exemplo.

O foco de “Fibragoes: do Local para o Global”, como o préprio titulo sugere, esta
nos resultado de localizagao: resultados que nos dao condi¢oes de passar uma propriedade

local para global.

No capitulo 1: Introduzimos os nossos objetos de estudos: Os espacos sobre uma
base (ou B-espagos) e as aplicagoes sobre uma base (ou B-aplicagoes). Damos varios
exemplos que nos acompanharao por todo o texto e definimos o que vem a ser um produto
fibrado que desempenha um papel importante nao s6 na teoria das fibragoes como na
matematica em si. Definimos também o que chamamos de B-homotopia e B-equivaléncia
homotopica que sao homotopias (e equivaléncias homotoépicas) que preservam as fibras.
Com isso podemos definir o que vem a ser um espaco sobre uma base retrdtil e mostramos

que ser retratil é uma propriedade hereditaria (ou seja, é herdada por produtos fibrados).

No capitulo 2: Trabalhamos com a Propriedade de Extensao de Segao (SEP) e
provamos o Teorema da Extensao de Secao que é, sem duvida, um dos principais resultados
da Teoria das Fibragoes. Esse teorema afirma que se p : £ — B é uma funcao continua e
B é paracompacto entao p possui a propriedade de extensao de se¢ao se, e s6 se, possui
tal propriedade localmente (ou seja a SEP é uma propriedade local). Mostramos também
que essa propriedade é hereditaria, nos possibilitando concluir que ser retratil é uma

propriedade local.

No capitulo 3: Definimos as fibragdes de Hurewicz e a Propriedade de Levantamento
de Homotopias (CHP) e mostramos que sao propriedades essencialmente equivalentes.
Depois relacionamos a CHP com a SEP e junto com a equivaléncia anterior provamos,
com a ajuda do Teorema de Extensao de Segao, o Teorema de Uniformizacao de Hurewicz
que mostra que ser uma fibragao (ou equivalentemente possui a CHP) é uma propriedade

local.

Com a nossa abordagem, respondemos de forma elegante a pergunta feita por
Steenrod, descrita acima. Mostramos, através do Teorema de Uniformizacao, que todo
espaco fibrado de Steenrod p : E — B com base B paracompacto é uma fibragao (de
Hurewicz). Na verdade mostramos um resultado mais geral: Se p : E — B ¢ um fibrado

de Steenrod normal entao é uma fibragao.
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No capitulo 4: Definimos uma fibracao fraca como uma aplicagdo continua p :
E — B que possui a Propriedade Fraca de Levantamento de Homotopias (WCHP) para
todo espacgo topoldgico, o que abrange as fibragoes de Hurewicz. Reobtemos resultados
semelhantes aos obtidos para fibragoes, inclusive o analogo ao Teorema da Uniformizacao

de Hurewicz: ou seja, ser uma fibragao fraca é uma propriedade local.

No fim do capitulo caracterizamos localmente as fibragoes fracas: mostramos que
para fibragoes fracas (em particular para fibragoes) B-aplicagoes sao B-equivaléncias se,
e sO se, sao equivaléncias homotopicas comum. Posteriormente, como consequéncia de
um resultado mais geral, mostramos que p : E — B onde B é um CW-complexo é uma
fibracao fraca se, e so se, localmente p é B-equivalente a um espago trivial e que, sob
estas mesmas hipoteses sobre B, uma B-aplicacao é uma B-equivaléncia se, e so se, ¢ uma

equivaléncia homotdpica usual sobre cada uma das fibras.
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2 Espacos Sobre uma Base

Neste capitulo apresentamos os nossos objetos de estudos: Os espacos e aplicagoes sobre
uma base (ou relativos a uma base). Nele também veremos alguns resultados e algumas

equivaléncias basicas, além de exemplos que vamos usar durante o decorrer do texto.

2.1 Definicoes e Exemplos

Comegamos com a definicdo de espagos sobre uma base. Por uma base entendemos um

espaco topoldgico qualquer fixado. Desse modo, definimos:

Definigao 2.1.1. Seja B um espago topolégico qualquer. Por um espago sobre B (ou B-
espago, ou apenas espaco) entendemos uma tripla (E, p, B) onde E é um espago topoldgico
e p: E — B é uma funcao continua. O espaco topoldgico B é dito o espago base, E o
espago total e a funcao p a projecao.

Se b é um ponto do espago base entdo p~* (b) ¢ dito a fibra sobre b.

Durante todo o texto adotaremos a notagao funcional dos B-espagos. Ou seja,

usaremos p : £ — B ao invés de (E,p, B).

Os exemplos a seguir nos acompanharao durante todo o texto. Tém como papel

principal servir de exemplos e contraexemplos para propriedades citadas.

Exemplo 2.1.2. ESPACO TRIVIAL: Sejam Y e B espacos topolégicos. Definimos o
espaco trivial p : B X Y — B como a projecao @ (b,y) = b. Nesse exemplo, as fibras
o 1 (b) = {b} x Y sdo todas homeomorfas a Y.

&

Exemplo 2.1.3. A Faixa pE MOBIUS: Considere o intervalo compacto I = [0, 1] junto
com a relagao de equivaléncia 0 ~ 1. Entao nosso espaco base é B = % com a topologia
quociente. Com isso B ¢ homeomorfo ao S'. Consideremos também a seguinte relacao de
equivaléncia sobre I x I: (0,t) ~ (1,1 —t). Entdo nosso espaco total é a Faixa de Mdbius
M = 2L ¢ a projecio é p : M — B dada por p[(a,b)] = [a]. Onde [-] denota a respectivas

classes de equivaléncias em seus devidos espagos. Portanto a faixa de Mobius é um espago

sobre S!. Sua fibras sdo todas homeomorfas a I e portanto sao contriteis.
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&

Exemplo 2.1.4. GARRAFA DE KLEIN: Com o mesmo espago base B = L da faixa
de Mobius, exemplo 2.1.3 acima, temos que a Garrafa de Klein, dada como o espago
quociente K = IXN—Sl cuja relagao é dada por (0, (z,y)) ~ (1, (z, —y)), junto com a projecao
p : K —B dada por p[(a, (z,y))] = [a] ¢ um espago sobre o S'. Suas fibras sao todas

homeomorfas ao S!.

<&

Exemplo 2.1.5. TORO RETORCIDO: Um outro exemplo de um B-espaco, onde B ¢é o
IxS!

~

mesmo espaco base da Faixa de Mébius, é o toro retorcido T, = cuja relagao é dada por

(0, (z,y)) ~ (1, (=2, —y)), junto com a projegao p : T,—B dada por p|(a, (z,y))] = [a].

&

Exemplo 2.1.6. ESPACO DE RECOBRIMENTO: Um B-espacgo p : E — B ¢é dito um
espaco de recobrimento se p for sobrejetiva e todo b no espago base B possuir uma
vizinhanca aberta V', dita vizinhanga distinguida, tal que p~! (V) = JU, é unido disjunta
de abertos {U,} onde '

p| Uy—V
Ux

¢ um homeomorfismo. Com isso, temos que p é um homeomorfismo local. Suas fibras

p~1(b) sdo todas discretas.

Se o espago base B é conexo entdo p~! (b) possui a mesma cardinalidade, indepen-
dente do b € B (ver (LIMA, 1977), pag 119).

&

Exemplo 2.1.7. FIBRADOS (DE STEENROD) (Ver (STEENROD, 1951), segao 2.3):
Seja p : ' — B um espaco sobre B. Y um espaco topologico e G um grupo topolédgico
de transformagdes de Y (nesse caso G é um grupo topoldgico que age efetivamente e
continuamente sobre Y e portanto estd naturalmente identificado com um subgrupo dos
homeomorfismos de Y em Y'). Diremos que p é um fibrado coordenado se:

a) Vb € B, p~! (b) ¢ homeomorfo a Y. Com isso dizemos que Y é a fibra de p: E — B.
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b) Existe uma colegao {V,} de abertos de B, ditas wvizinhangas coordenadas, e homeomor-

fismos
Vi x Y —2p L (1)
|
PVy
Vi
ditas fungoes coordenadas.

c) Essas fungoes e vizinhangas coordenadas satisfazem a condig¢ao que dado b € V), e dado

y € Y entao po, (b,y) = b. Como condseqiiéncia temos que fixado b € V) entao

Orp Y — p ! (b) dada por ¢xp (y) = éx (b, y)

é¢ um homeomorfismo. Veremos mais adiante que isso faz de cada ¢, um Vy-homeomorfismo
(ver definicao 2.1.14).
d) Dado b € V,NV,, entao gb;},ng :Y — Y é um elemento de G. Mais ainda: As funcgoes

Ggyx VANV, — G tal que g, (b) = gzﬁ%,l)(;ﬁk,b

sao todas continuas.

Os espacos dos exemplos 2.1.2, 2.1.3, 2.1.4 e 2.1.5 sao exemplos de Fibrados
Coordenados (ver (STEENROD, 1951), segao 1).

Se p: E— B é um espaco de recobrimento com base conexa, entdo também é um
fibrado coordenado de Steenrod pois, neste caso, as fibras p~! (b) sdo todas homeomorfas

(possuem a mesma cardinalidade).

Dois fibrados coordenados com o mesmo espaco total e mesma base sdo ditos
estritamente equivalentes se suas fungoes e vizinhangas coordenadas {(¢y, Vi) } e {( Ly Vvl)}

satisfazem a condicdo que as funcoes
Iy AN VW' — G tal que b +— gb)_\},gb’%b

sao todas continuas. Uma classe de equivaléncia de fibrados coordenados na relagao descrita
acima é dito simplesmente um espago fibrado ou G-fibrado (de Steenrod) quando queremos

destacar o grupo G.

&

O outro objeto central do nosso estudo sao as aplicagoes sobre uma base, que

definimos da seguinte forma:
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Definigao 2.1.8. Sejam p: E — B e p' : B/ — B espacos sobre B. Por uma aplica¢do
sobre B (ou apenas B-aplica¢io) entendemos uma fungao continua f : E — E’ tal que
pf=p

E-L-p

pl /

p

B
ou seja, uma fungao continua f : E — E’ é uma aplicacdo sobre B se (e somente se)
preserva fibras (i.e. Vb € B, f (p~* (b)) C p'~! (b)). Naturalmente, a identidade I5 : E —>

FE é uma B-aplicacao assim como composigoes de B-aplicagoes é uma B-aplicagao.

Note que os espagos sobre B junto com as aplicagdes sobre B formam uma categoria,

a categoria —3 v dos espacos sobre B, onde:

« Os objetos dessa categoria sao formados pela classe
Top ] . L
Obj ( > {p: F — B continua| £ é um espago topolégico}

e Dadosp: E — Bep : E' — B espacos sobre B, entao os morfismos sao dados

pelos conjuntos

Hom (p,p") ={f: E — E' continualp'f = p}

Esta categoria possui um objeto destacado que é Iz, a identidade de B, pois Hom (p, [g) =

{r}

Exemplo 2.1.9. Aplicagoes Fibradas: Nos espagos fibrados do exemplo 2.1.7 temos
as aplicagoes fibradas (Ver (STEENROD, 1951), secao 2.5): Dados p : E — B e
p' : E' — B’ espacos fibrados com o mesmo grupo GG e mesma fibra Y. Por uma aplicacdio
fibrada entendemos uma aplicacdo continua h : E — E' tal que existe uma funcao

continua h : B — B’, dita induzida por h, satisfazendo:

E-l>p
b
B e B,
A
a) p'h = fm
b) h cp (b)) — pt (E (b)) é um homeomorfismo;
1(b)

c) Vb e V,\ Nh- (V’) entao hb(m » € G e as fungdes g, , : VAN h (Vw/) — ( dada

por

h(b

gy (b) = ¢/;15(b)hb¢>\,b

(ditas mudanga de aplicagoes) sao todas continuas.
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A identidade I : E — E é uma aplicacao fibrada, assim como composicao de

aplicagoes fibradas é uma aplicagao fibrada.

Considere p : E — B e p' : B/ — B dois espagos G-fibrados com mesma fibra
e mesmo espaco base. Entao nem toda aplicacao fibrada é uma B-aplicagdao e nem toda
B-aplicacao é uma aplicagao fibrada. Continuaremos essa discussdo mais adiante (ver

exemplo 2.1.17).

&

Uma propriedade procurada nos espacos sobre uma base é a existéncia de secoes.
Definiremos agora o que ¢ uma sec¢ao e no decorrer do texto ficard mais claro o importante

papel exercido pelas secoes na teoria.

Definicao 2.1.10. Seja p : E — B um espago. Por uma se¢ao de p entendemos qualquer
funcdo continua s : B — F tal que ps = Ig. Isto é, s é uma funcdo continua que associa
a cada ponto b da base um elemento em sua fibra p~! (b). Podemos pensar numa segao
como uma maneira (ou possibilidade) de se caminhar através das fibras (ou seja, nao ha
“saltos”). Se existe V' C B e s:V — FE tal que ps = Iy entdo s é dita uma segcao parcial

de p.

Note que o fato de p possuir uma secao implica que p é sobrejetiva.

Exemplo 2.1.11. Seja p : £ — B uma funcao continua sobrejetiva e localmente
injetiva, com E é um conexo de Hausdorff. Entdo p admite uma sec¢éo se, e so se, p € um
homeomorfismo (ver (LIMA, 1977), pag 115). Com isso, um recobrimento p : E — B

com E um conexo de Hausdorff admite uma secao se, e s6 se, ¢ um homeomorfismo.

¢

Exemplo 2.1.12. Uma se¢ao num espago trivial, exemplo 2.1.2, estd unicamente de-
terminada por um uma funcao continua ¢ : B — Y. Com isso, temos uma bije¢do entre
a classe de se¢oes de um espaco trivial p : B X Y — B e a classe das fungoes continuas
de B em Y, que denotaremos por YZ (por enquanto ndao hé topologia envolvida em Y5

mas sua topologia padrao nesse texto serd a compacto-aberta)
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Exemplo 2.1.13. Quaisquer duas se¢des na faixa de Mobius, exemplo 2.1.3, se inter-
sectam: de fato, quaister duas se¢des na faixa sdo da forma s; ([t]) = [(¢,v; (t))] € M,
ei = 1,2. Se s1([0]) # s2([0]) entdo podemos supor que y; (0) > y2 (0). O que, por
continuidade, implica que y; (t) > y, (t) para t € [0,¢] com ¢ < 1 constante. Como
$1(10) = [(Lyn (D)) = [(0,1 = 9 (0))] € 52 ([1]) = [(1, 32 ()] = [(0, 1 — 3 (0))], portanto
se a constante ¢ pudesse ser igual a 1 terfamos que 1 —y; (0) > 1 — y>(0), o que é um

absurdo. Logo ¢ < 1 o que implica na intersecao das secoes.

¢

Defini¢ao 2.1.14. Dois espacos p: E — B e p' : E' — B sdo ditos B-homeomorfos se
existe um homeomorfismo f: E — E’ que é uma B-aplicacio (isso j4 implica que f~1 ¢
uma B-aplica¢do também).

p-l. gl p
N
B

Dizer que p: E — B e p : ' — B sao B-homeomorfos equivale a dizer que E e E’
sao homeomorfos através de um homeomorfismo que faz corresponder fibras de £ com as

fibras de E’, também homeomorficamente.

Observacao 2.1.15. Naturalmente, nao distinguiremos espagos B-homeomorfos ja que

gozam das mesmas propriedades estudadas neste texto.

Exemplo 2.1.16. Todo espago topoldgico Y define dois espagos sobre B, dito espacos
triviais, que sao as projecoes g1 : B XY — B e gps: Y X B — B. Esses espacos sobre

B s@o naturalmente B-homeomorfos (no caso de Y = &, entao p; = po = @).

¢

Exemplo 2.1.17. Continuando com o assunto das aplicagoes fibradas, temos que para
uma aplicacao fibrada h : E — E’ ser uma B-aplicacao devemos ter que a aplicacao
induzida h deve ser a identidade de B (ver exemplo 2.1.9). Isso implica que existe uma
funcao inversa h=! : B/ — E que também é uma aplicacao fibrada. Com isso h ¢ um
B-homeomorfismo (ver (STEENROD, 1951), segao 2.5)

Dois espagos G-fibrados p: E — B e p' : E/’ — B com mesma base e mesma
fibra sdo ditos equivalentes se existe uma aplicacao fibrada h : E — E’ que induz a

identidade h = Ip : B — B. Se uma B-aplicacdo f : E — E’ é uma aplicacio fibrada
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entdo f é uma equivaléncia entre os espagos fibrados (em particular, f deve ser um

B-homeomorfismo).

Como é de se esperar, nem todo homeomorfismo é um B-homeomorfismo:

Exemplo 2.1.18. Sejam E; = {(z,y) € R?||y| < |z|}, B2 = {(z,y) € R} zy >0}, p; :
E; — R dados por p; (z,y) = x, i = 1,2. Entdo E; e Fy sdo homeomorfos (F5 é obtido a
partir de uma rotagao de 45° em Ej). Mas p; e ps nao sao B-homeomorfos pois as fibras
it (0) ={(0,0)} e p3' (0) = {(O,y)‘y € R} nao sdo homeomorfas.

2.2 Homotopias Sobre uma Base e Espacos Retrateis

Os espacos retrateis constituem uma classe importante dos espagos sobre uma base devido
a facilidade de se obter resultados a respeito deles. Para a definicdo de espacos retrateis
¢é necessario a definicdo de homotopias sobre um base, que também nos acompanhara

durante todo o texto.

Definigao 2.2.1. Sejam f,g: E — E’ B-aplicagdes. Por uma B-homotopia (ou homoto-
pia sobre B) ligando f a g entendemos uma homotopia © : £ x I — E’ tal que Oy = f,
O =g,epO;=p,Vt €l. [egsaoditas B-homotopicas se existe uma B-homotopia
entre f e g.

E-°L g

/
p
B

Ou seja, © é uma homotopia tal que:

a) Fixado t € I, a fungdo O, preserva fibras;

eg ;
p=H(b) p=H(b)

Denotamos o fato de f e g serem B-homotopicas por f =~ g ou, quando queremos

b) Fixado b na base, ©, = © ¢ uma homotopia entre f
pH(b)xI

destacar a B-homotopia, por © : f ~g.

Observagio 2.2.2. Poderiamos, no lugar de I = [0, 1], considerar qualquer intervalo com-

pacto [a,b] com a < b.
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E 6bvio que B-homotopia é uma relacao de equivaléncia nas aplica¢des sobre B.

. T . . ~ ~
Denotamos a categoria [%} cujos objetos sao 0s mesmos B-espacos e os morfismos sao

as classes de B-homotopias.

Definigao 2.2.3. Dados os B-espacos p : F — Bep : ' — B, e uma B-aplicacao
f: E — E' entdo f é dita uma B-equivaléncia homotdopica (ou simplesmente B-
equivaléncia) entre p e p’ se existe uma B-aplicagdo g : £/ — FE tal que fg = Ip e

qgf = Ir. No caso da existéncia dessa f diremos que p é B-equivalente a p'.

Dizer que dois espacos p e p’ sdo B-equivalentes significa dizer que existe uma

equivaléncia homotopica f, com inversa homotopica g, onde ambas preservam fibras e

para cada fibra p~! (b) a restricdo f

o :p~t(b) — p'~1 (b) também é uma equivaléncia
p

. Neste caso F e E' possuem o mesmo tipo de homotopia,
P’ 1(b)
e para cada b as fibras p~! (b) e p’~! (b) também possuem o mesmo tipo de homotopia.

homotopica, com inversa g

Veremos mais na frente (Teorema 5.3.1) que para uma classe considerdvel de B-espagos
(que chamaremos de fibragoes fracas) vale que uma B-aplicagdo é uma B-equivaléncia se,

e s0 se, ¢ uma equivaléncia homotopica usual.

Exemplo 2.2.4. Com a nocao acima, fica claro que se um espaco p : K — B ¢é B-
equivalente a um espaco trivial entao existe um espago topologico Y tal que E tem o
mesmo tipo de homotopia que B X Y e cada fibra p~! (b) tem o mesmo tipo de homotopia

que Y.

¢

Exemplo 2.2.5. Os espacos p; e po do exemplo 2.1.18 nao sao B-homeomorfos, como ja
foi visto. Mas sao B-equivalentes: De fato basta considerar f : £y — Ey e g: Ey — E
dadas por f (z,y) = (x,0) assim como g (z,y) = (z,0). E ébvio que fg = Ip, eqgf = Ip,

ja que {(3:, 0)‘3: € R} é retrato de deformacao forte de amobos os espacos totais E; e Ey

(ver exemplo 2.2.13)

O

Defini¢ao 2.2.6. Dados os espacos p : £ — B e p' : B/ — B. Dizemos que p é
dominado por p’ (ou que p’ domina p) se existem B-aplicacoes f: E — F' eg: E' — E
tais que g f = Ig.
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A grosso modo, dizer p’ domina p significa dizer que, do ponto de vista da teoria da

homotopia, nao precisamos nos preocupar com o todo o espago topolédgico E (e sua fibras

p~1(b)) e sim com apenas o subespaco gf (E) (e gf (p~ (b))).

Proposicao 2.2.7. As sequintes condigcoes sdo equivalentes:

a) p é B-equivalente a Ip;

b) p é dominada por Ip;

c¢) Ezxiste uma aplica¢io continua s : B — E tal que ps = I (ou seja, s é uma segao) e

sp = 1.

Demonstragio. [a=b| e [c==-a] sd@o triviais. [b=-c] Como p é dominada por Iy existem
B-aplicagoes f e g tal que gf = Ig. Portanto f =pepg=Igegp = Ig. Tome s = g.

(Nao deixou de ser trivial também!) O

Observagdo 2.2.8. Note que dizer que p é B-equivalente a Ig implica que F possui 0 mesmo
tipo de homotopia que B e que cada fibra p~! (b) é contrdtil (i.e. possui o mesmo tipo
de homotopia que um ponto). Na condigao (c) acima, poderiamos ter pedido apenas que

ps =~ I, mas isso implica a igualdade. Perceba também que p, neste caso, é sobrejetiva.
B

Defini¢ao 2.2.9. Um espago p : E — B é dito ser retratil se satisfizer alguma (logo,

todas) das condigoes acima. Portanto espagos retrateis sdo B-equivalentes a Ip.

Observagdo 2.2.10. Assim, espagos retrateis sdo espagos B-equivalentes a espagos triviais

cujas fibras sdo contréteis. A reciproca é verdade, como veremos mais adiante (em 2.2.16).

Exemplo 2.2.11. Seja E = B, onde I = [0,1] e B! = €, (I; B) denota € (I; B) com
a topologia compacto-aberta. Seja p : E — B tal que p (w) = w (0). Dado A C B um
aberto qualquer entdo p~! (A) = C., (I,{0}; B, A) que é um aberto da sub-base, portanto
p é continua, logo um espago sobre B. Considere s : B — FE tal que s (b) seja a funcao
que manda todo ¢t € I em b. Entao s é continua (ver (ROKHLIN; FUKS, 1984), pég.
47).

Para mostrar que p é retratil usaremos a propriedade (c). ps = Ip e sp(w) =
s(w(0)) . Considerando © : ExI — E dado por © (w,r) = 0, (w) étal que (0, (w)) (t) =
w (rt), e portanto pO, = p, Vr € I (pO, (w) = w (r0) = w (0) = Oy (w)). Entao O : sp =~

Ip. Com isso concluimos que €., (I; B) possui o mesmo tipo de homotopia que B.

¢

Exemplo 2.2.12. A faixa de Mobius, exemplo 2.1.3, é retratil: Basta tomar S : B — M
dada por S [a] = [(a,0)]. Entdo pS = Ig e Sp[(a,b)] = [(a,0)] que é homotdpico a [(a,b)].
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O

Exemplo 2.2.13. Outros espagos que sdo facilmente verificados que sdo retrateis sao
0s espaco p; e po do exemplo 2.1.18: Para ambos os casos, basta tomar s : R — Ej
tal que s(z) = (x,0), com i = 1,2. E imediato a verificacdo que s é uma secdo para
ambos os espagos. E tomamos O : E; x [ — E; da da por O (x,y,t) = (x,ty) que é uma

R-homotopia entre sp; e Ig,.

¢

Exemplo 2.2.14. A garrafa de Klein e o Toro retorcido, exemplos 2.1.4 e 2.1.5, NAO

sao retrateis pois K e T, nado possuem o mesmo tipo de homotopia que o S'.

O

Exemplo 2.2.15. Um espaco de recobrimento p : E — B, exemplo 2.1.6, ¢ retratil
se, e s6 se, € um homeomorfismo. De fato as fibras de p sdo todas discretas. Por isso, se p
for retratil essas fibras devem ser contrateis e portanto constituidas de um tinico ponto.

Isso implica a injetividade e portanto p ¢ uma bijecao.

Como p admite uma segao s de maneira que sp =~ Igentdo sp(e) € p~t(p(e)) = {e}.

Logo sp = Ig.

¢

Podemos induzir, a partir do que ja fizemos, as seguintes caracterizacoes para

espagos retrateis:

Proposicao 2.2.16. Seja p: E — B um espago sobre B. Entdo sao equivalentes:
a) p é retratil;

b) p é B-equivalente a um espago trivial o : B XY — B com Y contrdtil;

c) p é dominada por um espago trivial o : B XY — B com Y contrdtil;

Demonstragio. [a =>b] E trivial, mas faremos em detalhes: Suponha que p é retratil.

Entao existe s : B — E tal que ps = Ig e sp = Ip. Seja Y um espago contratil qualquer
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(portanto Y # @) e & : Y x I — Y a homotopia entre a aplicagdo constante yo, yo € Y,
e a identidade Iy (®g = yo € 1 = Iy). Considere a funcao (p,yo) : £ — B X Y tal que
e (p(e),yo) e a fungo s* : B xY — E onde s* (b,y) = s(b). Entao o (p,yo) = p,
ps* =pes*(p,yy) = sp =~ Ir. Tomando

©:BxY xI— BxY tal que O (b,y,t) = (b, d; (v))

temos que O : (p,yo) s~ =~ Ipxy.

[b =¢] é trivial;

[c =a] Suponha que p é dominada por p. Portanto existem B-aplicagbes f : E — B XY
eg: BxY — FE tal que gf =~ Ig. Portanto f é da forma (p, f2) onde fo : E — Y.
Como Y é contratil, fo é homotopica a aplicagdo constante gy, com yo € Y. Considere a
funcao (Ip,yo) : B — B x Y tal que (I, yo) (b) = (b,yo) e defina s = g (Ip,yo). Entao

ps = Ip. Seja P : yy = f2 e considere
©:ExI— Etal que ©(e,t)=g(p(e), P (y))

que para todo t satisfaz p©, = p, pois pg = @. Entao © : sp = gf e, por hipotese, g f = Ig,

o que finaliza a demonstragao. ]

2.3  Produto Fibrado

Até agora ja deu para perceber que no estudo dos espacos e aplicagdes sobre uma base, nao
apenas o espaco base e total tém suas respectivas relevancias mas também é importante
conhecer o comportamento sobre as fibras. Vamos olhar para o comportamento dos B-
espagos, nao sé sobre as fibras como sobre um subespaco qualquer, num contexto mais geral:
vamos coloca-las dentro do contexto de produtos fibrados. Uma das primeiras apari¢oes de
grande destaque do produto fibrado foi no trabalho de Hurewicz, (HUREWICZ, 1955),

onde foi usada para definir fibragoes (ver segao 4.1).

Definigao 2.3.1. Sejam p : F — B e a : X — B fungbes continuas. Definimos o
produto fibrado (ou espago induzido) por o como o X-espaco p, : E, — X onde

p(e) = o)

(com a topologia de subespago) e p, (e,2) = = (que é a restricdo da projecao sobre a

Ea:{(e,x)EExX

segunda coordenada).
Se AC Beiy: A— B éainclusao, entao denotamos E;, por E4 e p;, por ps. Note

que, no ultimo caso,

Ex= L (r7" (@) x {a})

a€A

Com isso ps ¢ B-homeomorfo a p :p~t (A) — A e, portanto, nao distingui-

p~1(A)

remos py de p
p(4)
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E,, satisfaz a seguinte propriedade natural: Seja X um espago topoldgico qualquer,
p: E— Beyp : E — B espagos. Existe uma bijecdo entre o conjunto das fungoes
continuas § : X — E, e pares de fungoes continuas 1 : X — F e (5 : X — FE’ tais
que pf1 = p'Bs. Essa correspondéncia ¢ feita pela funcao 8 — (1 = pf, B2 = py ), onde
o: FEx B — FE éa projecao natural.

Exemplo 2.3.2. [PRODUTO FIBRADO DE STEENROD| Na teoria dos espacos fibrados de
Steenrod (exemplo 2.1.7), temos também a nocao de produto fibrado (ou fibrados indu-
zidos): Seja p: E — B um espaco G-fibrado com fibra Y, vizinhangas coordenadas {Vy}
e fungoes coordenadas {¢,}. Seja o : X — B uma fungao continua. Definimos o espago
G-fibrado induzido como p, : £, — X, como no caso dos B-espagos, mesma fibra Y,
vizinhangas coordenadas {a~! (V))} e fungoes coordenadas {p, (z,y) = (z, ¢x (@ (x),y))}
(Ver (STEENROD, 1951), secao 10).

O

Definigao 2.3.3. Dada f : E — E’ uma B-aplicagao e a : X — B uma funcao continua.
Definimos a aplicagcao sobre X induzida por o como a X-aplicagdo f, : E, — E! onde
fo(e,z) = (f (e),x). Notagoes andlogas a anterior seguem para o caso onde A C B, onde

fa serad tratada, naturalmente, como f

p(4)
Observacao 2.3.4. Dado o : X — B uma aplicacao continua, a nocao de espagos e

aplicagoes induzidas definem um functor covariante induzido por «,

~(Top Top Top (Top)>
Ta.<B ,Hom( 3 )>—>(X ,Hom e

tal que se p € %, To (p) = pa e se f € Hom(p,p') entao T, (f) = fa. Esse functor

preserva hootopias que preservam fibras e portanto estd definido como functor em

(5] o (1))

Definicao 2.3.5. Seja P uma propriedade de fungdes continuas e A um subconjunto de
B. Dizemos que um espago p : E — B possui a propriedade P sobre A (respectivamente

f: E— FE’ possui a propriedade P sobre A) se ps (respec. f4) possui tal propriedade.
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Dizemos que p (respect. f) possui a propriedade P localmente se Vb € B existe vizinhanga
aberta V, de b tal que p tem a propriedade P sobre V, (respectivamente fy, possui a

propriedade P).

Exemplo 2.3.6. Espagos fibrados (de Steenrod) sao localmente B-homeomorfos a espagos
triviais: continuando com as notagoes do exemplo 2.1.7 temos que dado b € B existe
vizinhanca coordenada V) a qual b pertence. Portanto gb;l Vi — Vi xY éo B-

homeomorfismo requerido.

¢

Proposicao 2.3.7. Sep: E — B ¢ retrdatil sobre A C B ea: X — B ¢ continua,
ent@o po € retrdatil sobre a=t (A). Em particular, se a € a inclusio (X C B) entdo p ser

retrdatil sobre A implica que px € retrdatil sobre X N A.

Demonstragio. Como p é retratil sobre A, existe uma secao parcial s : A — p~1 (A) tal
que pas =14 e spa = I,-1(4). Seja © a B-homotopia entre sps e I,-1(4). Tomemos, entdo,

s'ia™t (A) — pyt (a7 (A)) tal que ' () = (sa (z), 7). Portanto (pa) 14y 8" = Ta-1(a)-

Entdao ¥ : p ! (o™t (A) x I — p;t (a7t (A)) tal que U (e,z,t) = (O (e,t),z) é a

B-homotopia desejada entre s’ (pa),-1(4) € L,=1(0-1(ay) O
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3 A Propriedade de Extensao de Secao

Uma das principais contribuigbes de Albrecht Dold a teoria das fibragoes foi compreender a
importancia da extensao de segoes para a teoria. Observando a demonstracao do Teorema
da Uniformizacao de Hurewicz (4.3.6), em (HUREWICZ, 1955), Dold percebeu que,
junto com a particdo da unidade, a Propriedade de Extensio de Secao (SEP) constitui

uma poderosa ferramenta para provar teoremas de localizacao.

Por teoremas de localizagao estamos nos referindo a resultados que dao condicoes

a uma propriedade local (ver defini¢do 2.3.5) de um espago ser estendida globalmente.

Com seu trabalho em (DOLD, 1963) ecle fixou o Teorema de Extensao de Secdo,
que é um teorema de localicao da SEP, como um dos principais resultados da teoria das

fibragoes.

3.1 A Propriedade de Extensdo de Secdo (SEP)

Para termos uma ideia da importancia de possuir uma se¢ao, vamos ver o exemplo abaixo
que trata de fibrados principais e como a existéncia de se¢ao para esses B-espacos equivale

a ele ser equivalente (no sentido dado no exemplo 2.1.17) a um espaco trivial.

Exemplo 3.1.1. [Fibrados Principais e Fibrados Associados| (Ver (STEENROD, 1951),
secao 8) Um G-fibrado p : E — B com fibra Y é dito principal se G é ignal a Y e G
age sobre a fibra Y (ou seja, sobre si mesmo) da maneira mais natural: multiplicacdo a
esquerda

G xY — Y tal que (g,y) — gy

Todo espaco fibrado p : E — B, com fibra Y e grupo G possui um G-fibrado
principal associado, que denotaremos p : E — B, com fibra G (ver (STEENROD,
1951), pag 35).

Dois fibrados p e p’ com a mesma fibra, mesmo grupo e mesmo espaco base sao
equivalentes se seus fibrados principais p e p/ sdo equivalentes.

Um espaco fibrado p : E — B é equivalente a um espaco trivial se, e s6 se, seu
fibrado principal associado § : E — B admite uma secao (ver (STEENROD, 1951),
pag 36).

Dois fibrados com mesma base e mesmo grupo (mas nao necessariamente com

mesma fibra) sao ditos associados (ou G-associados) (ver (STEENROD, 1951), secao

9) se possuem fibrados principais equivalentes (ver exemplo 2.1.17).
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Definig¢ao 3.1.2. Seja B um espago topoldgico e A um subespaco. Um halo sobre A (ou
ao redor de A) é um subespago V' C B junto com uma fungdo continua 7: B — I, onde
I=10,1], tal que A C 77! (1) e B\V C 771 (0). Escrevemos assim, que (V,7) é um halo
sobre A.

Exemplo 3.1.3. Um exemplo trivial é que todo subespaco de um espaco topoldégico ¢ um
halo sobre o conjunto vazio, junto com a fungao constante igual a 0. Um outro exemplo é
que se B é normal (T4 e Hausdorff) e A é fechado, entdo toda vizinhanca aberta de A é um
halo, através da func¢ao de Urysohn ((ROKHLIN; FUKS, 1984), pag 17). Este tltimo
caso engloba uma grande gama de espagos ja que os espagos paracompactos sao normais
((ROKHLIN; FUKS, 1984), pag 26). Por (MIYAZAKI, 1952) todo CW-complexo

¢é paracompacto e portanto normal.

Observagio 3.1.4. E natural considerar V = 7! (0,1]. Nao ha perda ao fazermos isso ja

que todo halo sobre A contém 771 (0, 1].

Definicao 3.1.5. Seja p: F — B um espago sobre B. Dizemos que p possui a SEP se
dado A C B e dada uma secao parcial s sobre A que se estende a uma se¢ao § sobre V|

onde V' é um halo sobre A, entao existe uma sec¢ao S sobre B que estende s.

Observagdao 3.1.6. Note que se f : E — E’ é uma B-aplicacao e s é uma secao sobre

A C B, com relagao a p, entao ' = f4s é uma secao sobre A com relagao a p'.

Observacao 3.1.7. Se p possui a SEP, entao p possui uma se¢ao: Basta tomar A =V =&

e considerar a funcdo vazia. Portanto, nesse caso, p é sobrejetiva.

Exemplo 3.1.8. a) O espago p; : F1 — R do exemplo 2.1.18 possui a SEP: Dado
A C R uma se¢do sobre A é uma funcdo continua s : A — p;' (A) que é da forma
s(a) = (a,y (a)) onde (a,y(a)) € E;y. Seja (V,7) um halo sobre A e § a extensao de s ao
halo V. Tomemos entdao S : R — Ej tal que

S(r):{ (r,7(r)y(r)), sereV
(r,0), se r € R\V

a continuidade de S segue do fato de y ser localmente limitada.
b) Seja E = [0,2n] e B=S'e p: E — B dada por p(t) = (cos(t), sin (t)). Entao p nio
possui a SEP: Nao existe funcao continua S : B — FE tal que pS = Ig. De fato p nao

possui a SEP sobre qualquer vizinhanga aberta de (1,0).
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Um questionamento natural é sobre a unicidade, a menos de B-homotopia, da

extensao de se¢ao. Mas, em geral, nao existe tal unicidade:

Exemplo 3.1.9. Considere o R-espaco p; : £ — R do exemplo 2.1.18. Entao p; possui

a unicidade, a menos de B-homotopia. Mas considerando

(£1 x {0}) LI (Er x {1})

Y

FE =

onde ((z,y),0) ~ ((«',y'),1) se, e s6 se, (z,y) = (¢/,y') e x > 0. Sendo p : E — R tal
que p[((z,y),7)] =z e j =0,1. E simples de se ver que o epaco p possui duas secdes que
nao sao B-homotépicas: Dada qualquer secao S de pq, entao as secoes Sy, 51 : R — F

dadas por S; (z) =[S (x),i], com i = 1,2, ndo sdao R—homotopicas.

&

Proposigao 3.1.10. Sep: E — B € dominada por p’' : E' — B e p' tem a SEP, entdo
p possui a SEP. Em particular, todo espaco retrdtil possui a SEP.

Demonstrag¢io. Como p' domina p, existem B-aplicagoes f: E — FE' e g: E' — FE tal
que gf = Ig. Pela observagao 3.1.6, § = fi/§ é uma segao sobre V', com relagao a p’, que

estende s’ = fus

Tome A C B, (V,7) um halo sobre A tal que existe uma secao parcial s sobre A
que se estende a uma se¢ao parcial § sobre V. A ideia é tomarmos uma secao de p’ e
levarmos via g a uma secao de p. Essa secao, em geral, nao coincidird com s sobre A. Entao
a deformaremos para uma se¢ao que coincida, sobre A, com s. Mas para isso precisamos

escolher bem a secao de p'.

Tomamos 7" : B — I dada por
() = min {27 (x),1}
o que nos da que 771 (1) = 77! [%, 1} e 771(0,1] = 771 (0, 1].

Do fato de p’ possuir a SEP, existe secao S’ : B — E’ tal que

Considere a B-homotopia
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tal que ©g = gf ¢ ©; = Ip. Como 771 [%, 1} C V, podemos considerar a funcdo S : B —
E, tal que
/ -1 1
5 (5) = ~ gS' (b), sebert0,}] 1
O(5(b), 27 (b) —1), sebe ! [4,1]
que é continua pelo lema da colagem. pS = Igeseb e A, S (b) =0 (s(b),1) =1g(s(b)) =

s(b). O

Exemplo 3.1.11. Devido a proposi¢ao acima temos que a Faixa de Mobius, exemplo
2.1.3, o espaco p, do exemplo 2.1.18 e o espaco p : B! — B do exemplo 2.2.11

possuem a SEP pois sao retrateis.

¢

Definicdo 3.1.12. Se B C B’ dizemos que uma fungao continua r : B — B é uma
retragio se existe uma segdo i : B — B’ (ndo necessariamente a incluséo) tal que ri = Ip.
Se i = ip é a inclusao entao r é dita uma retracao forte. Em caso da existéncia de uma

retragao (retragao forte) r : B' — B dizemos que B é um retrato (retrato forte) de B’.

Proposigao 3.1.13. Suponha que p: E — B é um espago sobre B e quer : B — B
¢ uma retragdo, com secdo i. Entdo p,. domina ip. Como consequéncia temos que se p,

possui a SEP, entao ip possui a SEP. Mais ainda, se i for a inclusdo entdo, nesse caso, p
possui a SEP.

Demonstragio. Tome f : E — E, tal que f(e) = (e,ip(e)) e g : E, — E tal que
g(e,t') = e. Entao p,.f = ip e ipg = p, e portanto f e g sao B-aplicagoes e gf = Ig.

Suponha agora que i é a inclusdo. Dada A C B e (V,7) um halo para A e
s:V — p~!1 (V) uma secdo parcial de p. Portanto (V' =7~ (V),7r) é um halo para A,

agora com relagdo a B’. Tome s, : V! — E, dada por
s (b)) = (V,sr (1))

que é uma sec¢ao parcial de p,. Entao, devido a p, possuir a SEP, existe se¢cao S, de p, e
S, é da forma

S, (V) = (v, 5" (b))

onde S’ : B' — E satisfaz pS” = r. Portanto tomando S = S’| obtemos que S| =se
B A
pS(b) =r(b) =b.

Exemplo 3.1.14. Um espaco trivial ¢ : B X Y — B possuir a propriedade de extensao
de segao (SEP) equivale ao seguinte problema de estender fungoes continuas: Dado A C B
e (V,7) um halo ao redor de A. Seja f : V — Y uma fungao continua. Serd que existe

? A resposta ser afirmativa para

uma funcao contiua F': B — Y tal que F ’ =f
A A
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qualquer halo e qualquer fun¢ao continua equivale ao espago g : B x Y — B possui a

SEP. Com isso nao podemos esperar que um espaco trivial qualquer possua a SEP. No

entanto, o resultado é verdadeiro se Y for contratil: Denotando H : Y X [0, %} — Y a
homotopia entre Hy = Iy e H% = yp tomamos F': B — Y dada por
py - {HUO=TE), 70 [
Yo, T (b) € [07 %]
O

Exemplo 3.1.15. Suponha que p : £ — B é dominada por um espacgo trivial ¢ :
B xY — B onde os i—ésimos grupos fundamentais de Y sao todos triviais até i = n — 1,
ousejam (Y)=0,vi=0,1,...,n—1 onde n € NU{oo}. Suponha também que B é um
retrato forte de um Complexo-CW de dimensao menor que ou igual a n. Entao p possui a

SEP.

Nesse caso vamos mostrar que g : B x Y — B possui a SEP. Dai, como o domina
p segue que p possui a SEP. Pela proposig¢ao 3.1.13 podemos supor que B por si 86 é

um Complexo-CW de dimensdao menor que ou igual a n.

Seja A C B e (V,7) um halo sobre A. Suponha que s : V — V' x Y é uma segao

parcial sobre V', com relagdo a p. Entao s é da forma s = (Iy,0) onde 0 : V — Y.

O nosso objetivo é construir ¥ : B — Y tal que E‘ = o| , pois dal teremos que
S: B — B xY dada por S (b) = (b, X (b)) serd uma segg‘o sobreAB, com relagao a p, que
estende s’ . Como todo CW-complexo é normal ((ROKHLIN; FUKS, 1984), pag. 87), o
que de fatg vamos mostrar é que o seguinte: dado um CW-complexo B, V C B um aberto
e um fechado W C V . Entao dada uma fungao continua f: V — Y (Y com as mesmas

hipéteses sobre ele) existe uma fungao continua f:B —Y tal que f| ‘ =f ‘ .
W w
Faremos isso por indugao. Mas inducao onde?

Denotemos, para isso, B" = Ske, (B) o r-ésimo Skeleton de B e T" = B" U
! [TH 1} , Vr€0,1,2,...,n. Construiremos se¢oes parciais X" : T" — Y de maneira

r+27
— Erfl
Br—1

e X"

Br—1

. A primeira equagao nos garante que a funcao
A

= 0
A

que X"

=0

Y = limX" estd bem definida e é continua, enquanto que a segunda garante que
T A

K
Iniciamos o processo de construcio com a secao X% : 70 — Y onde
o), Seber! [1 1}

29

20 (b) =
Yo, onde yy € Yqualquer, caso b ¢ 77} [%, 1}

=0
A

dai temos que X

A
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Considere {e}},c,, a colegao de todas as 1-células de B e para cada A € A; a

fungao caracteristica da célula e}
chy: A\' — B

onde A! denota o l-simplexo padrao. Para cada ), temos duas possibilidades: e} N

1 [%, 1} =ZoueyNrt [%, 1} # J.

. Dai, como m (Y) = 0, existe

-Seeinr! [1 1} = @: Entao consideramos %%ch,
AN

29

Y1 A — Y tal que 33

= EOChA
1

BTN GYN!

-Seey N7t B, 1} # @: Entdo existe N} € N suficientemente grande de maneira que a
Ni-ésima divisdo baricéntrica de Al satisfaca a condicdo que dado Ajl- um sub-simplexo
da divisdo que intersecta chy ' (7'_1 [%, 1D entdao A} C chy! (7'_1 [%, 1D Denotando por

a( N}
{ 1.} A (1 A>, a (N}) € N, a cole¢io de todos os sub-simplexos da N-ésima divisao baricén-
]:

J
=0l con (7 [31)))
J

trica, definimos
entdo Xchy estd bem definida em K} U dA!. Vamos extendé-la para todo A'. Dado

A} € K3 definimos ¢;0 : 0A] — Y dada por

YOchy (z), =€ K}

Pjo () =
Yo, x ¢ K)lx

e como Y ¢ conexo por caminhos, existe ®; : Ajl- — Y tal que ®; = ¢jo. Feito isso
oNl

para todo sub-simplexo que ndo est4 contido em K}, podemos entao definir ¥} : A — YV
por
YOchy (x), chx € K}

5 (z) =
P, (z), r € A}, onde A; € K

entdo X} estd bem definida (e é continua) pois a intersegao de dois sub-simplexos da divisao
baricéntrica é, no maximo, um tnico ponto (uma 0-face). Se este ponto x € Ajl-l N A}w caso
exista, estiver em K3 entdao ®;, (z) = @, (v) = X%h, (). Caso contrério, nao estando em
K3, entdo ®;, (x) = D, (z) = yo.

Repetindo o procedimento acima para cada A € Ay, podemos definir a seguinte

funcao continua X! : 7! — Y dada por

30 (b), be BUT![2,1]

£ (b) = o
25 (chy' (b)), bee}

Sebeeinrt! [%, 1} entdo chy ' (b) € K} e portanto X! (b) = X0 (b). Dai, se a € A entdo

¥ (a) =X (a) = o (a).
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Antes de fazer o caso geral do passo indutivo, vamos fazer para o caso r = 2 com o

objetivo de entender melhor o procedimento.

Denotemos por {e3},. A, & colegao de todas as 2-células de B. Para cada A € Ay,

tomemos (com perdao pelo abuso de notagao)
Ch)\ : A2 — B

a funcdo caracteristica de e3. Temos, como antes, duas possibilidade: €3 intersectar ou néo
Tt [%, 1}. Se nao intersectar, procedemos de maneira andloga ao caso anterior, usando o
fato de que m; (Y') = 0 para estender a fungdo da fronteira para todo o A2. O caso a se
trabalhar é quando intersecta.

Nesse caso, existe N7 tal que a Ni-ésima divisao baricéntrica, denotada por

«

{Aj}J:(]l\&), satisfaz a propriedade que se A?ﬂch;l (7'*1 [%, 1D # @ entdo AF C chy* (7'*1 [2 1D

3
2 2 2 -1 -1 2
-y ot ([ )
J

entdo X'chy estd definida em K3 U /A2 Resta-nos estendé-la: para cada sub-simplexo A?

Definimos

que ndo estd contido em K3, denotamos A% as O-faces de A? assim como AZ as 1-faces.
Entao para cada sub-simplexo temos trés 0-faces e trés 1-faces a considerar. E a intersecao

de dois sub-simplexos qualquer é uma 0-face (um ponto) ou uma 1-face.

Para simplicidade da exposi¢do da ideia, denotemos {xi,zs,z3} as O-faces e

{A, A3, A3} as trés 1-faces de um sub-simplexo A que ndo estd contido em K3 de
maneira que OA] = {z1, 12}, ALY = {x9, 23} € 0N} = {x3, 71}

Definimos ¢;0 : A7y — Y dada por ¢, (z) = X'chy (), se 2 € K3 e ¢j0 (2) = Yo

caso contrario. Devido ao fato de my (Y') = 0, existem func¢oes continuas

roo. 1
j,l'ATHY

de maneira que ¢}, = ¢j0 (se uma 1-face contiver dois ou mais pontos de K}
’ 1 OAL

entdo ela estd inteiramente contida nele), com r = 1,2,3. Dai, como 0A? = AJUA; U A3,
temos que a funcdo ¢;; : IA? — Y tal que ¢;1 (z) = ¢}, (x), se z € A}, é continua.

Como 7 (Y)) = 0, existe ®; : A? — Y onde CIDj‘ = ¢;1. Fazemos esse procedimento
N2
J

para todo sub-simplexo AJQ- que nao estd contido em K3} e, com isso, podemos definir

¥2:A? — Y por

Ylchy (z), =€ K}
P, (), r € A2 onde A} € K}
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Fazendo a construcgao acima para todo A € Ay, podemos construir a fungao continua
¥2:7? — Y onde
S (b), be B U3 1]

S7 (b) = v
2 (chy' (b)), be el

O passo indutivo: Seja r > 2 e suponha construida a funcao X! : T""! — Y como
desejamos. Tomamos uma r-célula qualquer e com funcao caracteristica chy : A" — B.

Se essa célula nao intersectar 7* Lfl’ 1}, ja sabemos como proceder (usando o fato que
T (Y)=0,Vi<r).

Se intersectar, tomamos Nj suficientemente grande de maneira que todo sub-

simplexo da Nj-ésima divisao baricéntrica que intersecta

@6 (' [=21))

estéd contido em (chj) ™ (7"1 { - 1]) Tomamos, como antes,

1
e ()
AJ_(ch)\) (7‘ r—i—l’l

K=\ {A;
entdo X !ch} estd definida em K§ U QA".

J

Considere A7 um sub-simplexo da divisao que nao estd contido em K7¥. Seja A%, o

conjunto das O-faces do sub-simplexo. Definimos ¢;o : A7 ; — Y dada por

Yrlehs (z), x € K§

bjo () =
Yo, z ¢ K§

e ai procedemos de forma andloga aos casos particulares vistos para estendermos essa
fungdo para a unido das 1-faces de A%. Supondo jd feita a extensao dessa fungao para
todas as i-faces, com i < r, entdo usamos o fato que m; (Y) = 0 para estender para todas

as (i + 1)-faces.

Portanto construimos, para cada sub-simplexo A; que nao intersecta Ky, uma

funcgao ®; : A7 — Y tal que

d; = 2" 1eh)

ATOKY, ATAKY,

e com isso, X5 : A" — Y com

Yrotent (z), € K§
P, (x), z € AY, onde A} € K},

J

5 (x) =
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Portanto, podemos tomar >" : 7" — Y onde

YLy, be B—lurt|ztl g
ST SOl 7451
5 ((ehy) (b)), bee;
e X" =y e =o| .
Br-1 Br-1 A A

Tomamos entdo X = lim¥" e S : B — B XY tal que 5 (b) = (b, X (b)).

3.2 Localizacao da SEP

O nosso objetivo, agora, é provar o Teorema de Fxtensao de Segdo. Este teorema, provado
por Dold em (DOLD, 1963), é um resultado de localizacdo da SEP e se mostrard

fundamental para outros resultados de localizacao.

Teorema 3.2.1. Suponha que p : E — B possua a SEP. Seja p : B — I continua e
W = p=1(0,1]. Entdao pw possui a SEP.

Demonstragio. Tome A C W, (V,7) um halo sobre A onde 7 : W — I (aqui tomamos
V =771(0,1]) e s uma secio parcial sobre A, com relagio a py (ou seja, pas = 1), que

se estende a uma secao s sobre V.

Temos dois casos a considerar:
CASO 1: Existe k € (0,1] tal que A C p~! [k, 1];
CASO 2: Ve > 0 temos que AN p~1(0,¢) # &;

No primeiro caso, tomamos 7' : B — I tal que

. b)T(b
o (b) = mm{%,l}, sebe W
0, se be B\W

que é continua devido a defini¢do de p e 7, satisfaz 7' (0,1] = V e (V,7') é um halo
para A, agora com relagao a B. Dai, como p : E — B possui a SEP, segue que existe

S": B — FE tal que &' . Tomando S =S| : W — p~! (W) temos que
T/=1(1) w

=3
7/=1(1)

pwS =1Iy e S| =s.

A
O primeiro caso foi simples pois conseguimos um halo para A com relagdo a B

cuja se¢ao parcial é a mesma funcao s. Para o segundo caso, o procedimento nao sera
tao simples assim pois nele o A se aproxima arbitrariamente de p~! (0). Por isso a nossa

estratégia serd considerar se¢Oes parciais sobre pedacgos cada vez maiores de A, onde cada
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uma dessas se¢oes podem ser estendidas a uma secao sobre B e quando restritas aos pontos

de A, que estao nas secgoes parciais iniciais, coincida com s.

Para isso, dado n € N consideremos fungoes continuas p,, A, : I — [ de maneira

que
1, satisfacga: A, satisfacga:
Sex <1—1% entdop,(r)=1%; | Sea <1—1, entdo )\n(x):n%rl;
Sex >1— 4, fin = 75 Ve el, =g < M (x) < pin (z);
Ve el, %ngn(x) < %;
Seja 1,41 : B — [ tal que
; p(b)=An(7(b))
N R {1} se b € Van
0, b€ B\Vyy1
onde

Vs = {b € W|p(6) > A (7 ()}

daf temos que 7,4 (0,1] = V,,41. Denotando 7,/ (1) por A, temos entdo que

Anir = {0 e W]p ) = i (7 0))}

E, afinal de contas, para que servirao essas funcoes e esses conjuntos construidos

acima?

Perceba que cada (Vj, 41, T,41) sdo halos para A,,1 e que dado a € A existe ng € N
tal que a € A,,41. Analogamente dado b € W, existe ng tal que b (mais ainda: uma
vizinhanga aberta de b) estd contido em V;,, 1. Portanto, resta-nos construir segoes parciais
sobre cada um desses V,,,1 de maneira que quando nos restringirmos aos pontos de AN A,

tenhamos a funcao s . E quando considerarmos suas extensoes S, 1 : B — E que
AﬁAn+1
satisfarao as seguintes propriedades:

(a) Se p(b) > =, entdao S,41 (b) = S, (b);

n+1’
(b) Se b€ Vg1 e (b) >1— 2 entdo S, (b) =5 (b);
obteremos que a funcao S = lim (Sn ) é continua, pS = Iy e S| = s. Vamos, entdo, a
n w A

construgao dessas secoes:

Considere, inicialmente, as fungoes 7" : B — [ tal que

o (B) = p(b)T(b), sebe W
0, sebe B\W

e7”:B— 1 tal que

T — ’
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o que nos da que 7"71(0,1] =V e que 771 (1) = 7! [%, 1}. Por hipétese, p possui a SEP.

Portanto existe secao S” : B — FE tal que S” =3

m=1]3.1]

L r1[1a]

6
O caso base é dado por n = 2: Nesse caso temos V3, A3 e 73 como foi definido
anteriormente para o caso geral. Tomemos a se¢io parcial s3 : V3 — p~! (V3) dada por

s3(b) = { Sk p(b)>> 3

que estd bem definida e é continua devido & construcao de S”. Portanto, devido a SEP,

existe secdo S3 : B — F de maneira que S3| = s3

As As

Para n = 3, definimos a segdo parcial s4 : V; — p~ ! (V}) dada por

34(b):{ EUNTE
s(b), 7(b)>1—3

Entéao, dado b € Vi com 7 (b) < 1 — 3 temos que Az (7 (b)) = 1 e portanto p(b) > 1. Se
p(b) >3 e7(b)>1—1 entdo s (7 (b)) = ; e portanto b € Az. Dai S5 (b) = 5(b). Com
isso, existe se¢ao Sy : B — E de maneira que 34‘ = 54

A A

O passo indutivo é totalmente analogo: Suponha construida a se¢do S,, n > 2,

entdo definimos a se¢ao parcial s,11 : Voy1 — p~ (V1) dada por

Sn (b)), p(b) > 27
5(), T(h)>1— 1

Sn+1 (b) = {

e, argumentando como no caso n = 3, temos que existe se¢do S, 11 : B — E de maneira

que Sper| = S

An+1 An+1

Tomamos S = lim (SnH ) e verificamos, facilmente, que satisfaz as propriedades
n

desejadas:

- Se p(b) > 5 entdo S,41 (b) = Sy (b). Portanto S’ é continua;

-pS" = Iw;

- Se a € A entdo 7 (a) = 1 portanto é maior que 1 — % para todo n. Logo S’ (a) = S (a) =
s(a). O

Definicao 3.2.2. Seja B um espago topoldgico qualquer. Uma cobertura {Vi}, ., (nao
necessariamente aberta) de B é dita ser normal se existe uma particio da unidade
localmente finita {7;};., subordinada a cobertura {Vj}, 5 (i.e. V6 € A existe A € A tal

que 75 (0,1] C Vy e a cobertura {7r5_1 (0, 1]} ¢ localmente finita).

dEA
Observagao 3.2.3. A nomenclatura normal foi usada por Hurewicz em (HUREWICZ,

1955). Ja enumerdvel por Dold em (DOLD, 1963). No nosso caso, reservaremos a

palavra enumerdvel para coberturas onde o conjunto de indices A for enumeravel no
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sentido cardinal. Um outro fato a se observar é que em geral, na literatura, exigi-se que

751 (0,1] € Vi. No nosso caso ndo precisamos exigir tanto.

Exemplo 3.2.4. Se B é normal (T4 e Hausdorff) entao toda cobertura aberta localmente
finita ¢ normal ((ROKHLIN; FUKS, 1984)). Em espagos paracompactos toda cobertura
aberta admite subcobertura localmente finita. E como todo paracompacto é normal, segue

que se B é paracompacto entao toda cobertura aberta é normal.

¢

O proximo teorema é o de localizacgdo da SEP. Localizacao neste texto tem um
sentido mais estrito: Aqui tem o sentido que se vale sobre cada elemento de uma cobertura
normal entao vale globalmente. Nao é uma restricao muito onerosa pois caso o espago base
B seja paracompacto (como, de fato, é na grande maioria dos casos trabalhados) entao

obtemos a nocao de localizagdo usual, ou seja, se vale localmente entao vale globalmente.

Teorema 3.2.5. [Teorema de Extensao de Segio ou Localiza¢ao da SEP] Sejap: E — B
um espago sobre B. Suponha que exista uma cobertura normal {V\}, ., tal que p possui
a SEP sobre cada Vy. Entdo p possui a SEP. Como consequéncia temos que se B é
paracompacto, entao p possui a SEP se, e so se, todo ponto b de B possui uma vizinhangca

aberta Vi, na qual p possui a SEP sobre Vj,.

Demonstragio. Seja {m\},.,, a particdo da unidade localmente finita subordinada a
{Vi},en- Podemos, e vamos, assumir que A’ = A. Tome A C B e (V,7) um halo sobre A
(aqui V = 771(0,1]). Seja s uma secao parcial sobre A que se estende a uma se¢ao parcial

5 sobre V.

Defina A = AU{0} e mgp = 7 assim como para cada A € A definimos 7y = (1 — 7) 7}.
Para cada A € A tomamos Uy = 7, (0,1]. Feito isso, obtemos que {m\},., ¢ uma
particdo da unidade localmente finita subordinada a cobertura {Ux},., U {V} e que

ANU,=a, VX e A. Ou seja, o tnico elemento da nova cobertura que intersecta A é o V.
Dado I' C A, definimos 7r (b) = > 7y (b) que é continua (ja que a partigao é
Ael

localmente finita). Entdo colocamos Ur = 7' (0,1] = U Us.
AET

Denotemos por

P ={(r,50)

0 € T e existe secao parcial Sr sobre Ur que estende s}

que tem o seguinte objetivo: Dizer que (I',Sr) € P significa que podemos estender s

para todo o conjunto J U, (dai o motivo de exigirmos que 0 € T'). Entao P # & pois
Aer

({0},3) € P (que é a extensdao sobre V', e por hipitese ja existe). O nosso objetivo é

mostrar que (A, Sx) € P (ou seja: devemos encontrar Sp ).
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Consideremos a seguinte ordem parcial sobre P: Diremos que (A, Sx) < (B, Ss) se,
e so se,

.A,QQESe Sé = Sﬁ
Ua\Usp\a

ou seja: dado b € Uy com 7y (b) = 0 para todo A € B\A, entao Sz (b) = Sx (b).
Seja ¥ = {(I'a, S, )} 4en uma cadeia de P.

Tome I' = U I',. Entdo Ur = | Ur, e vamos construir a se¢ao parcial Sy : Up —
acA acA

p~ ! (Ur) da seguinte forma: Dado b € Ur existem apenas um ndimero finito de indices
AMyeeey A € A tais que b € Uy, i = 1,...,n. Denotando por £, = {A1,..., A\, } temos que o

conjunto de indices £, NT" é nao vazio. Como I' = | I, existe a € A tal que £,NT" C T',.
acA
Com isso definimos

St (b) = Sr, (b)

Dado qualquer v € A com I', C I';, entdo Sr, (b) = Sr, (), e dai segue a boa
definigdo e continuidade de Sp. Com isso (I',St) € P (pois dado b € A e dado A #0 € A
entdo my (b) = 0, implicando que S, (b) = s(b)). Que (I', Sr) é uma cota superior para 3
segue do fato que dado b € U, com 7, (b) = 0 para todo A € T'\I',, entdo L,NI[" = L,NT,
o que implica, pela defini¢do Sr, que Sr (b) = Sr,, (b).

Portanto, mostramos que toda cadeia ascendente de P possui uma cota superior em
P. Com isso podemos aplicar o lema de Zorn sobre P e concluir que existe um elemento
maximal (M, Sy) € P.
Vamos mostrar que M = A. Mostrado isso, ja obtemos o resultado pois Un = B.
Suponhamos que M # A. Tome p € A\M. Defina M’ = M U {u}. Considere a fungao
¢ me (0,1] — [0,1] tal que

() = 1, se m, (b) < my (b) (nesse caso my (b) > 0)
[ fj:((;’)), se m, (b) > my (b) (nesse caso 7, (b) > 0)

entdo o é continua e o1 (0,1] = Wﬁl (0,1] = U

Considere W = ¢~ (1) N U, ¢ W = Uy N U,. Portanto (W,gp

) é um halo
Uy

para W e Sy| ¢ uma secao parcial sobre W com relagao a p. Como p possui a SEP

L%
sobre V,, segue pelo Teorema 3.2.1 que p possui a SEP sobre U,. Portanto existe

Sy U, — p 1 (U,) tal que py, S, = Iy, e

= (54)

Consideremos, por fim, Sy : Uyy — p~* (Un), onde Uyy = Upe U Uy, tal que

S, = S

W w

Sy (), caso m, (b) < my (D)

S (b) = { S, (), caso m, (b) > my (D).
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Entao Sy é continua pois se 7, (b) = my (b) entdo S, (b) = Sn (b), pSw = Iy, €
(M/, SM/) > (M, Sm)

pois se 7, (b) = 0 entdo Syv (b) = Sy (b) (lembrando que M\M = {u}). O que contra-
ria a maximalidade de (M, Sy). Portanto M = A. Terminando a segunda afimagao e

consequentimente a prova do teorema. ]

Com a mesma ideia dada na demonstracao acima, obtemos o seguinte corolario:

Corolario 3.2.6. Seja p : E — B um espago sobre B, A C B, e seja s uma secao
sobre A que se estende a uma se¢io sobre V', halo ao redor de A. Suponha que existe uma
cobertura normal {V\} de B\A tal que py, ¢é retrdtil para cada \. Entao existe uma se¢do

sobre B, S, tal que S| = s.
A

Demonstra¢io. E apenas uma adaptacao natural da demonstracao do teorema acima. [

Exemplo 3.2.7. Seja p : E — B um espago sobre B, A C B, e s uma sec¢ao sobre A que
se estende a uma se¢ao sobre V| halo ao redor de A. Suponha que existe uma cobertura
normal {V)},., de B\A tal que py, ¢ dominado por um espaco trivial py : VA x Y\ — B
( as projegoes) com os grupos fundamentais m; (Y)) = 0, para cada A, i < n,, e cada V)
um retrato de um complexo-CW de dimensao < n,. Entao existe uma se¢ao sobre B, S,

tal que S| = s (Veja o exemplo 3.1.15).
A

O

Exemplo 3.2.8. FIBRADOS NORMAIS: Um fibrado de Steenrod p : E — B ¢é dito
normal se existe cobertura normal {IV,} de B tal que os produtos fibrados (de Steenrod)
pw,, sdo todos triviais (ver o exemplo 2.3.2 para produto fibrado de Steenrod). No caso
do espago base B ser paracompaco, entao p : E — B é naturalmente um ibrado normal
j& que a cobertura por vizinhangas coordenadas {V)} é a tal cobertura normal requerida.
Com isso a Faixa de Mobius, a Garrafa de Klein e o Toro Retorcido vistos na segao
2.1 sao todos fibrados normais. Se B é um conexo paracompacto e p : E — B é um

recobrimento de B entao p é um fibrado normal.

Se p: E — B é um G-fibrado normal entdo qualquer fibrado associado (ver

exemplo 3.1.1) e qualquer produto fibrado (ver exemplo 2.3.2) também é normal.

Se p: E — B é um fibrado normal, com cobertura normal {W,} de B e com
fibra contratil entao pyy, ¢é retratil (ver proposigao 2.2.16) e portanto p possui a SEP
sobre cada elemento dessa cobertura normal. Decorre, entao, do Teorema de Extensao de

Secdo que p possui a SEP.
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Com isso, temos que se p : E — B é um fibrado de Steenrod com fibra contratil e

B é paracompacto entao p possui a SEP: por exemplo a Faixa de Mébius possue a SEP.

Pelo mesmo motivo se B é um conexo paracompacto e p : ' —> B é um recobri-

mento de B tal que p~! {b} é um tinico ponto e € E entdo p possui a SEP.

Continuando com os G-fibrados principais, exemplo 3.1.1, temos que um G-
fibrado principal normal p : E — B com G contratil possui a SEP, e portanto admite

uma se¢ao. Logo sdo equivalentes a um espago trivial (ver exemplo 2.1.17).

3.3 Hereditariedade da Propriedade de Extensao de Secao

Definigao 3.3.1. Seja P uma propriedade sobre fungdes continuas. Diremos que P é
hereditdria sobre p : E — B se o fato de p possuir a propriedade P implicar que TODOS o0s
produtos fibrados também possuem tal propriedade. Ou seja, dado o : X — B continua

entao p, possui a propriedade P.

Exemplo 3.3.2. Pela proposicao 2.3.7 vemos que ser retratil é uma propriedade

hereditaria.

O

Definicao 3.3.3. Seja p : E — B um espago sobre B e h : X — FE uma funcao
continua. Entao ph é um B-espacgo e h se torna uma B-aplicagdo com relagdo aos espagos
ph e p. Com isso, dadas hg, hy : X — E funcgoes continuas tais que phg = phy, dizemos
que hg e hy sdo B-homotopicas se existe uma homotopia © : X x I — E tal que Oy = hy,
©1 = h;y e para todo t, p©; = phg = phy. Denotamos esse fato (com perdao pelo abuso de

notagao) escrevendo hg = hi.

Em geral, a SEP nao é hereditaria sobre um espago qualquer. Veremos agora que a SEP é

hereditaria sobre um espaco p se, e s6 se, p é retratil.

Proposicao 3.3.4. As sequintes condigoes sao equivalentes:

a) A SEP ¢ hereditdria sobre p (ou seja, todo produto fibrado p, possui a SEP);
b) Dada F : X — B, AC X , (V,7) um halo sobre A e f:V — E com pf = F

|4

(ou seja, f é um levantamento parcial de F), entdo eriste F: X — E com F| = f| e

A

o o A
pF = F (ou seja, F' é um levantamento de F);
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¢)Dada F: X — B, AC X ,(V,7) um halo sobre Ae f:V — E compf =F| (ou
_ v
seja, f € um levantamento parcial de F'), entao existe um levantamento F' : X — E com

F‘ ~ f‘ ;
A8 4
d) p € retrdtil;

Demonstragio. [a==b| Considere o produto fibrado py : Bz — X, e a aplicacao induzida
f7: Vm — E5 (ver definicao 2.3.3). Seja h : X — X3 dada por h(z) = (z,x). Como

prfFh| = Iv e pz possui a SEP, por hipotese, existe S : X — £ tal que S‘ = fzh
% A A

e ppS = Ix. Note que S é da forma S (z) = (F (x),x), onde F : X — E tal que

pF (z) = F (z), Vz.

[b=>c] ¢é trivial.

[c = d] Seja (V,7) um halo sobre A e s : V — FE uma secao parcial para p. Por

= S

hipdtese existe secao S : B — FE tal que S

. Portanto p possui a SEP. Seja
A

_ A
F=p*:ExI— Btal que p*(e,t) = p(e). Considere a fungdo 7 : E' x [ — [ dada
por 7 (e, t) = 2‘15 - %‘ Sejam

V=r10,1=Ex[0})UEx (}1]

D) 29

A=711)=Ex{0}UFE x {1}
e considere a funcao f : V — FE definida por
e, set < %

f(e,t):{ Sp(e), set>1

Por hipotese, existe F': E x I — E tal que F’ = f
A

, 0 que implica Fj = Ig e
_ A
F = Sp, e pF' = F =p*. Como F : Fy = Fy segue que Ip = Sp. Logo p é retratil.
[d =>c| Por hipétese existe S : B — E tal que pS = Ig e Sp = Ir. Tomando F = SF
obtemospF:FeF‘ :Spf' ~ f| ;
A AB A
[c = a] Suponha A C X e (V,7) um halo ao redor de A. Considerando

() = min {1,27 (2)}
obtemos T~ (0,1] = V e 7'~ (1) = 77 [3.1].
Suponha s : V' — p.' (V) uma seco parcial para p,. Entdo s é da forma

s(x) = (z,84 (x)) onde s, : V — E com ps, = a| . Por hipdtese existe S, : X — F
A

com S, . Tomando S’ (z) = (z,S4 (z)) e denotando por H a B-

S
a 71]

@

—1

—
[NIE

T
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homotopia entre S, m € Sq 1] podemos tomar S : X — FE, dada por
-1 %,1 71 %,1
S (x), 7(2) <2
s[5 @<}
H(z,27(z) 1), 7(z)>3
que satisfaz p,S =1Ix e S| =s| . n
A A

3.4 Localizacao dos espacos retrateis e das B-Equivaléncias

Depois da SEP nos ter sido apresentada nas se¢Oes anteriores, vamos ver o seu papel mais
importante na teoria das fibragoes. Mais precisamente veremos a importancia do teorema
de extensao de sec¢ao nos teoremas de localizagdo. Lembrando que localizagao nesse texto

tem um significado diferente do usual.

Teorema 3.4.1. [Localizagao dos Espagos retrdateis] Se p: E — B é retrdtil sobre cada
Vi, onde {V)\} forma uma cobertura normal para B, entao p é retrdtil. Em particular, se

B ¢é paracompacto entao p é retrdtil se, e so se, € localmente retratil.

Demonstracao. Seja o : X — B uma funcao continua qualquer. Pelo proposi¢do 2.3.7
Do ¢ Tetratil sobre cada a~! (V3). Como {a~! (V})} forma uma cobertura normal para X,
segue do teorema de extensdo de secao que p, possui a SEP. Da arbitrariedade de «, temos

que p é retratil, pela proposicao 3.3.4. n

Exemplo 3.4.2. Todo fibrado normal com fibra contratil é retratil: De fato, segue do que

vimos no exemplo 3.2.8 e do teorema acima. Um exemplo ¢ a Faixa de Mobius.

¢

Observagdao 3.4.3. O teorema acima nos mostra que ser retratil é uma caracteristica “local”
do espago. As aspas sao devido a exigéncia da cobertura ser normal. Se B for paracompacto,
entdo p: B — B é retrétil se, e s6 se, p é localmente retratil. O nosso proximo objetivo é
mostrar que ser uma B-equivaléncia homotépica também é uma condicao “local”. Para

isso consideremos o seguinte lema:

Lema 3.4.4. Sejam p : E — B ep : E' — B espacos e [ : B/ — E uma B-

equivaléncia com inversa f'. Considere
R={(y,w) € B x Bl (y) = pu (1) ew(1)= £ ()]

ou seja, Vt € I pw (t) =p' (y). R € obviamente ndo vazio (tome w (t) = f (y) para todo t).
Tomando q : R — E dada por q (y,w) = w(0), entdo q € retratil.
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Demonstracao. Denotemos por @ : [p = f'feV:Ip o ff as B-homotopias e adotemos
as seguintes notacgoes:

e Se w e w' sd@o caminhos com w (1) = w’ (0), entdo denotamos o caminho produto por
wxw';

e Dado r € I, denotamos ,w (t) = w (rt) e "w (t) = w (1 —r +rt)

ew (t)=w(l—1t).

Dai, observamos que jw (t) =' w(t) = w(t) , ow(t) = w(0) e w(t) = w(1).
Definamos, também, a fun¢ao o : E — R como o (e) = (f'(e), ¥ (e, -)). Entdo qo (e) =
U(e,0)=1Ig(e)=ceoq(y,w)=0c(w(0)) = (f’ (w (0)), w(O))- Nosso objetivo é mostrar
que Iy = 0q.

Fixado (y,w) € R temos que @, (1) = f'f(y) = flw(l), flw(0) = Wy (0),
Wyo) (1) = ffw(0), ffw(l) = f®, (0)e f&, (1) =w~ (0). Portanto podemos considerar
a funcdo u: R — E' dada por

p(y,w) = o, * f {w’ * W) * ffwx fO *w’}

que é um caminho sobre a fibra p'~! (p’ (y)) ligando x (y, w) (0) = y a u (y, w) (1) = f'w (0).
Dessa forma, fu (y,w) é um caminho em p~* (p’ (y)) que se inicia em f (y) = w (1) e termina

em ff' (w(0)).

Considere também F : R x I — R tal que

Fy,w,r) = (p(y,w) (r),w= f(p(y,w)))

(a continuidade segue de (LIMA, 1977), pag 131) que é uma E-homotopia ligando
Fo = Ine Fi(yw) = (fw(0),w fi(y,w))(como w s f (u(y,w)) & um caminho na

fibra p! (/' () terminando em f (s (y, w) (r)) entdo (p (g, w) (r) ,wx f (1 (y,w))) € R
¢ gFy (¢, w) = w(0) = ¢ (¢/,w)).

O objetivo, agora, é verificar que w * fu (y, w) é homotdpica, sobre a fibra, & W, ).

Perceba que

w* fu(y,w) =wx* f [CIDy*f' (w’ * W) * ffwx fO *w’)}
¢ E-homotoépica, por reparametrizacao, a
(w * fD, * ff’w’) * [ Uiy * f (ff’w * fO * w’)

onde denotaremos (w * f®, * ff'w™) = v. Com isso temos que (ff/w * fO * w‘) =v-

€ reescrevendo, temos que

w*fljl(yaw>%V*ff/qlw(o)*fflyi
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que ¢ um caminho na fibra p~! (p’ (y)) comegando em w (0) e terminando em

ff (w(0)). Assim

v [ Wy * ff v = v fflw(0)* ff (\Ilw(o) *y‘) * f f'w (0)

é uma reparametrizagdo onde ficamos parados em f f'w (0) nos intervalos H, ﬂ e [f 1}.

Denotemos por G a E-homotopia que leva Gy = F; em
Gy (y,w) = (Fw (0), v ffw () ff (W) + v ) ffw(0)).
Considere a E-homotopia H : R x I — R tal que

H (y,w,r) = (fw(0),v % (V) * U1 (W) + 77 ) 5" Wi

onde Hy =G, e
Hy, = (f/w (0), v %Wy, * (qu(O) * V_) * qj“’(o))

Como (y * \II;(O)> * (kllw(o) * 1/_) ¢ homotodpica, por reparametrizacao, ao caminho
constante w (0) e w (0) *W,,(g) ¢ homotdpico a W,y obtemos que H; (y, w) é E-homotdpico
a

o4 (5w) = (Fw(0), o)
e, portanto, encadeando as E-homotopias F, G, H e esta tltima entre H; (y,w) e oq (y,w),

obtemos que Iy é E-homotdpico a oq n

Teorema 3.4.5. [Localizacao das B-equivaléncias] Seja f : E' — E uma B-aplicag¢io
relativa aos B-espagosp' : E' — B ep: E — B. Se f é uma B-equivaléncia homotdpica
sobre cada V) de uma cobertura normal {V\} de B, entao f é uma B-equivaléncia. No
caso de B ser paracompacto, entio f é uma B-equivaléncia se, e $6 se, é localmente uma

B-equivaléncia.
Mais ainda, se nos é dada uma inversa parcial g : p~* (V) — p'=1 (V), onde (V,T)
¢ um halo para A, e nos ¢ dada uma B-homotopia Dy : I,-1v,) = fg entdo ga = g| e
A

Dy = Dy| se estendem a todo B.
A

Demonstragio. Suponha a existéncia de uma funcdo continua S : £ — E' x E! onde,
como de costume, ET = @, (I; E), tal que S associe a cada ponto e € E um ponto
¢ € pt(p(e)) e um caminho 6. : [ — E de maneira que 6, (0) = e, 0. (1) = f () e
0.(t) ept(p(e)), Vt. Entao S é da forma S (¢) = (f' (e),0.) onde f': E — E', p'f' =p
ef: E — E' Portanto © : E x [ — F dada por O (e,t) = 6, (t) é uma B-homotopia
entre I e ff’ (a continuidade de © segue (LIMA, 1977), pag 131).

Do fato de Ig = ff'ede fy, ser uma B-equivaléncia, temos que I,-1(y;) =~ i fv,-

Portanto fi, fv, = Ly1(v,y. Assim f’ é uma B-equivaléncia sobre cada um dos V), e por
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argumentos analogos ao caso da f, existird uma f” : B/ — E tal que f'f” = Ip. Dai

temos que
Ie oo (£ N o "o T
P'E o (RS o el = T
logo f é uma B-equivaléncia homotépica.

Para mostrarmos a existéncia da funcao S considerada acima, notamos que: Deno-

tando
R = {(y,w) e E' xE'Y (y)=pw(l) ew(l) = f(y)}

como no lema anterior e ¢ : R — FE tal que ¢ (y, w) = w (0) . Como f é uma B-equivaléncia
sobre cada V) entao g é retrétil sobre cada p=* (V3) e {p~! (V))}, forma uma cobertura
normal de E. Entao pelo Teorema 3.4.1 q é retratil implicando na existéncia da funcao
S requerida. O que conclui demonstracao do teorema, restando a verificacao da segunda

parte:

Suponha que sao dadas g e Dy como no enunciado. Tomemos s : p~! (V) — R
dad por s (e) = (g(e), Dy (e,-)) e notemos que gs = I,-1(). Como (p~' (V),7p) é um
halo sobre p~ (A) e ¢ possui a SEP (pois é retratil) entdo existe S : £ — R que estende

s‘ e qS = Ip. Essa S é da forma S = (G,D)onde G : E — E' e D : E — E!
p~1(4)

sdo tais que G

=gaeD = Dy. Com isso, concluimos a demostracao do
p~1(A) p~1(A)
teorema. ]
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4 Fibracoes e a CHP

Em seu artigo “On the concept of the fibre space” (ver (HUREWICZ, 1955)), Hurewicz
caracterizou os espagos sobre uma base que possuem a propriedade de levantamento de
homotopias. Essa caracterizacao foi da através de levantamentos de caminhos. Aos espacos

que possuem esta propriedade chamamos de fibragoes (de Hurewicz).

Um espaco sobre B, p: E — B, é dito possuir a propriedade de levantamentos de
homotopias (Covering Homotopy Property - CHP) se toda homotopia H : X x [ — B em
B cuja funcao inicial H( possui um levantamento em E pode ser levantada completamente

a uma homotopia H : X x I — E em F.

Neste mesmo trabalho, Hurewicz mostra que se B é paracompacto entao p é uma
fibracao se, e s6 se, é localmente uma fibracao. Esse resultado é o famoso Teorema de

Uniformizacao de Hurewicz.

4.1 Fibracoes

Durante essa se¢ao e no restante do texto, estaremos supondo que p : £ — B é sobrejetiva.

Caso contrario, basta restringirmos os casos devidamente a imagem p (F).

Nossa primeira definicdo é a de fibragao. Usamos a mesma definicao dada por
Hurewicz em (HUREWICZ, 1955). Perceba o uso do produto fibrado.

Defini¢do 4.1.1. Seja p : E — B um espaco sobre B. Se denotarmos por ¢ : B! — B

a aplicagao ¢ (w) = w (0) entao
B = {(e,w) € Ex B|p(e) =t (w) = w(O)}

é o espaco total do produto fibrado p, : £, — B'. Denotamos p : B! — E, tal que
p(a) = (a(0),pa). Diremos que p : E — B ¢é uma fibra¢do (de Hurewicz) se existe uma
fungio continua v : B, — E' tal que py = I,. A fungio « é dita funcdo de levantamento

relativa a p.

Eli)EI

| A4
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Intuitivamente, um espaco p : E — B é uma fibracao se dado um caminho w em
B com ponto inicial em b e dado e € p~! (b) existe um caminho w em E que levanta w e

se inicia em e e esse caminho depende continuamente de w e do ponto inicial e.

{0} —E
| b
I ——2B
Exemplo 4.1.2. a) O espago trivial p : B x Y — B do exemplo 2.1.2 é uma fibragao
como ¢ simples de se verificar: Denotando por ¢ : B — B a aplicagio £ (w) = w (0),
entao tomamos v : (B xY), — (B x V)" dada por 7 (b,y, w) (t) = (w (t),y). Com isso
7(0) = (b.y) e py (b,y,w) = (b,y, w).

b) Todo espago de recobrimento p : E — B é uma fibracao. Mais ainda: dado w

um caminho em B comegando em b, e dado e € p~! (b) existe um 4nico caminho em F
comegando em e que levanta w (Ver (LIMA, 1977), pag 129)

¢) Composicao de fibragoes é uma fibragao: Supondo p' : E' — Eep: E — B
fibracoes, tomamos w um caminho em B comecando em b. Dado €’ € (pp/)~" (b), denotamos
e = p(€’). Por hipdtese existe um caminho w em E, dependendo continuamente de e e w,
tal que w (0) = e e pw = w. Também por hipétese, existe caminho @’ em E’, dependendo
continuamente de e’ e w (conseqlientimente depende continuamente de €’ e w, pois @
depende continuamente de w), tal que @’ (0) = ¢’ e p'w’ = w. Portanto pp'v’ = w e @' é o
levantamento desejado de w.

d) Se p: E — B é uma fibragdo e o : X — B uma fungao continua entao

o produto fibrado p, é uma fibracao (ou seja: fibragao é hereditaria). Provaremos uma

generalizagao desse fato mais na frente.

e) O espago p; : £y — R do exemplo 2.1.18 é uma fibracdo: Seja w é uma
caminho em R e (w (0),y) € p;* (w(0)). Definimos o caminho @ : I — FE; dado por
w (t) = (w(t),7(t)) onde

-Sew(0) >0ey >0,

po =" =
w(t), w(t)<y
Sew(0)<0ey >0,
go=1" =
—w(t), w(t)>—y
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-Sew(0) >0ey<0,

que é o levantamento desejado.

O

Exemplo 4.1.3. Vimos (exemplo 2.2.5) que os espacos p1 : By — Repy: By — R
do exemplo 2.1.18 sao B-equivalentes e p; é uma fibracao. Mas ps nao é uma fibragao:
o caminho « : I — R tal que « (t) =t nao se levanta a nenhum caminho comegando em

(0,y) com y < 0. Com isso, fibragao nao é preservada por B-equivaléncias.

4.2 Propriedade de Levantamento de Homotopias (CHP)

Definicao 4.2.1. Seja p : E — B um espaco sobre B, X um espaco topoldgico qualquer
e H: X x I — B uma homotopia (usual). Diremos que p possui a CHP para H se
dada h : X — FE com ph = Hyedadas 7: X — [ e H : 771(0,1] x [ — E com

pH = H e H (z,0) = h(z), Vo € 771(0, 1] entdo existe H : X x [ — F tal
T=1(0,1]x I

que pH = H, H =H

T H(1)xI

eHOZh.

T-1(1)xI

Observagdo 4.2.2. Naturalmente poderiamos no lugar de I considerar qualquer intervalo

compacto [a,b] com a < b.

A abstragao da defini¢cao acima é ajudada pela intugdo no caso de X ser um espaco
normal (T4 e Hausdorff). Nesse caso dizer que p possui a CHP para H significa que dada
h:X — E com ph = Hy, dados A C V C X com A fechado e V aberto e dada H’
levantamento parcial de H em V que coincide com h em V x {0}, entdo podemos tomar
H, levantamento de H, de maneira que coincida com H' em A x I e Hy = h. Com isso
englobamos exemplos importantes como todos os espagos paracompactos (por exemplo:

espagos celulares).
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Definicao 4.2.3. Dizemos que p : E — B possui a CHP para um espaco topologico X
se possui a CHP para toda homotopia H : X x I — B. Se p possui a CHP para todo

espaco topolégico X entdo dizemos que p possui a CHP.

A nocao de um espaco sobre B possuir a CHP pra uma homotopia H serd tratada
apenas como uma nocao auxiliar. O que vai nos interessar mesmo ¢ a nogao de possuir CHP

para espagos ou classes de espacos. Para isso serda importante a seguinte caracterizacao.

Proposicao 4.2.4. p: E — B tem a CHP para um espaco X se, e so se, dada qualquer
homotopia G : X x I — B eg: X — E com pg = Gy entdo exviste G : X x [ — E
com pG = G e Gy = g. Intuitivamente falando, dada qualquer homotopia cuja aplicacio
inicial possa ser levantada, entdo existe um levantamento de toda a homotopia que se

inicia no levantamento da aplicacao inicial.

X x{0}L—~E

| )

XXI?B
H

Demonstracdo. Para mostrar que a CHP é suficiente, considere 7 : X — [ a funcao nula

e H' a funcao vazia.

Que ¢ necessario: Tome H, h, 7 e H' como na definicao. Considere 7/ : X — [
tal que
7 () = max {0, 27 (x) — 1}

pois com isso, temos que 7/ (0,1] = 77! (%, 1}, 7 1(0)=7"" ,1} et (1) =7"1(1)

[1
2
Tomemos também G : X x I — B tal que G (z,t) = H (z,min{1,7' (z) +t}) e

g: X — FE tal que
H' (z,7"(x)), se 7 (z) >0
g(x) = !
h(zx), seT(x) € [0, 5)
e a continuidade de g segue pelo lema da colagem. Como pg = G temos, por hipétese,

que existe G : X x I — E com pG =G e Gy = g.

Consideremos os seguintes subespagos:
Y ={(z,t) e X xI|t < 7' (2)};
Z={(x,t) e X xI|[t>7(z)} e
W ={(x,t) e X x I|t < 7' (x) eT(x)>0}.
E tomemos H : Y —s E dada por

H (a,1) = { ’;;f"’()g; :)e Ts(xi €[0.3)

@
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entdo H é continua em Y: De fato, W é aberto em Y pois W = (771 (0,1] x )Y
[, 1
Yy = (T [o,2> x {0}) W
edado (z,0) € (7*1 [O, %) X {O})ﬂW =71 (O, %) x{0} temos que H' (z,0) = H' (z,7' (x)) =
h (x). Portanto segue que, pelo lema da colagem, H é continua em Y.

Como G ‘ : Z — FE também ¢ continua, segue pelo lema da colagem que a fungao
7z
H: X x 1 — FE dada por

H(z,t), set <7 (z)
G(x,t—1'(x)), se 7' (x) <t

H (z,t) :{

é continua e H satisfaz as propriedades desejadas:

e Hy(z)=H (2,0) = h(x);

— i

T1(1)xI

=H

T-1(1)xI

e

Y

T1(1)xI

~ ] , ph(z), se 7 (z) € [0, 5] ]
N B e D I e
P 7 ’ - Gzt =71 (2), se ' () <t

De posse da equivaléncia acima, podemos considerar o seguinte exemplo:

Exemplo 4.2.5. Todo espaco trivial p : BxY — B possui a CHP: Dadas G : X x [ —
Beg: X — BxY,onde X é um espaco topoldgico arbitrario, e pg = G, entdo tome
G(x,t) = (@ (x,t), go (m)), onde g, é a segunda coordenada de g. Portanto todo espaco
trivial possui a CHP e é, ao mesmo tempo, uma fibracao. Veremos que este fato nao é

uma coincidéncia.

¢

Exemplo 4.2.6. O espaco p : B! — B do exemplo 2.2.11 possui a CHP: Consideremos
G : X x I — B uma homotopia qualquer, onde X é um espaco topolégico arbitrario.
Suponha a existéncia de g : X — B! continua tal que pg = G. Considerando as funcdes
G:XxIx{0} — Beg:X x{0} xI— B dadas por

G(x,t,0) =G (z,t) e g(z,0,t)=g(x)(t)
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entdo G e g sdo continuas se, e s6 se, G e § sao continuas (ver (LIMA, 1977), pag 131).
Segue do lema da colagem que a funcdo H : (X x I x {0}) U (X x {0} x I) — B dada
por

— g(x,r,8), r=20
H(z,r,s) = 9 )

G(z,r,s), s=0
é continua.

(I x{0})U ({0} x I) é um retrato de deformacao forte de I x I. Denotemos por
R tal retragao forte. Entao consideremos H = X x I x I — B dada por

H(x,r, s) = H(x, R(r,s))

que é naturalmente continua.

Tomemos, entdo, a homotopia G : X x I — B! dada por
G (z,t) = H (2,t,")
que satisfaz as condigoes desejadas:

pG (z,t) = H (x,t,0) = H (z,t,0) = G (z,t,0) = G (z,1)

G (r,0) = H (z,0,) = g (2,0,-) = g (2)

O

Exemplo 4.2.7. Com a mesma idéia apresentada no exemplo anterior, mostra-se que o

espaco p : B! — B x B dado por

também possui a CHP, pois ({0} x I)U (I x {0,1}) também é retrato de deformacao forte
de I x 1.

O préximo resultado relaciona a CHP com ser uma fibragao:

Proposicao 4.2.8. Um espagco p: E — B € uma fibracao se, e somente se, p: E — B
possui a CHP.
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Demonstracao. Suficiéncia: Suponha que p possui a CHP. Tome

E, = {(e,w) € Ex B!

p(e)=w (o)

ueremos mostrar a existéncia de uma funcao v : B, — E' tal que py = Ig,.
g Y f

Considere a fungao H : E; x I — B tal que H (e,w,t) = w (t) e p‘ : Ey — E onde
By o
©: E x Bl —s E ¢ a projecdo natural. Entdo existe H : £y, x I — E tal que pH = H e
Hy = | . Tomemos, entao
E,

v : B, — E! dada por v (e,w) (t) = H (e,w, )

dai temos que py = I,.

Necessidade: Suponha que p : E — B é uma fibracdo. Entdo existe v : B, — B!

tal que 7 (e, w) é um caminho em E que comega em e e satisfaz py (e,w) = w.

Dadas G : X x I — Beg: X — E tais que pg = Gy. Vo € X considere
wy : I — B tal que w, (t) = G (z,t). Como w, (0) = g (), definimos G : X x [ — E tal
que G (z,t) = v (g (z),w,) (t). Entao pG (z,t) = w, (t) = G (z,t) e G(2,0) =g (z). O

Exemplo 4.2.9. Com a caracterizacdo acima, obtemos que os espacos p : Bl — B e
p: B! — B x B dos exemplos 4.2.6 e 4.2.7 sdo fibracoes.

O

Observacao 4.2.10. Uma classe de espagos topoldogicos importantes sao os CW-complexos.
Um B-espaco é dito ser uma fibracdo de Serre se possui a CHP para todo CW-complexo.

Segue dai que toda fibracao é uma fibragao de Serre.

Definigdo 4.2.11. Pensando em B e E como subespacos (de maneira natural) de B!
e B, respectivamente, nés dizemos que uma funcdo de levantamento v é reqular se
caminhos constantes em p (F) sao levantados, via 7, a caminhos constantes em E. Ou
seja, v (e, pe) = e, onde e denota o caminho constante mais natural possivel. Uma fibragao

que admite uma funcao de levantamento regular é dito uma Fibragcao Regular.

Vemos, assim, que podemos modificar a proposicao 4.2.8 com o seguinte enunciado: Um
espaco p : ' — B ¢é uma fibragao regular se, e so se, possui a CHP e dada uma homotopia
H o levantamento obtido, H, preserva pontos estacionarios (ou seja, dado x € X tal que

H (z,t) = H (z,0), Vt, entdo H (z,t) = H (z,0)).
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Exemplo 4.2.12. Se p : E — B ¢é uma fibracao e B é um espago métrico, entao p é
uma fibragdo regular. Seja v uma fungao de levantamento. Dado (e, w) € E, definimos d,,
como o didmetro de w (I) e definimos o caminho

w (i) . set <d,

w(l), set>d,

w' (t) =

Assim, podemos considerar a fun¢ao de levantamento

7 (e, w) () = 7 (e, w') (dut)

4.3 Localizacao das Fibracoes

Agora vamos em busca da demostracao do Teorema da Uniformizagdo provado por Hurewicz
em (HUREWICZ, 1955). Esse teorema é um teorema de localiza¢ao (no sentido ja

citado anteriormente) das fibragoes.

Proposicao 4.3.1. Possuir CHP para um espaco topologico X € hereditdaria. Como

consequéncia temos que ser uma fibragdo é uma propriedade hereditdria.

Demonstracao. Seja p : E — B um espago que possui a CHP para X. Sejaa:Y — B
uma aplicacdo continua. Suponha G : X x I — Y eg: X — E, com p,g = Go.
Portanto g é da forma g = (g1, g2) onde pg; = ags. Como p,g = g temos que Gy = go.
Considerando aG : X x I — B temos que pg; = (Oz@)o. Portanto, como p possui a
CHP para X, segue pela proposicao 4.2.4 que existe G’ : X x [ — E com pG’ = oG
e G = g;. Tomemos G : X x [ — E, tal que G (z,t) = (G’ (z,t) ,@(m,t)). Entao
PG =G e G(x,0) =g (x). O

Exemplo 4.3.2. Seja B é um espago topoldgico qualquer, ndo vazio, e b é um ponto

fixado de B. Consideremos

e(b):{weBI

w(0) = b}

com a topologia de subespago. Tomamos p° : € (b) — B dado por p’ (w) = w (1). Entdo
podemos pensar em p’ como a restricdo do espaco p do exemplo 4.2.7 ao conjunto € (b).

Devido a hereditariedade da fibracdo, segue que p® é uma fibracio.
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¢

Definiremos o espaco abaixo, onde o usaremos para provar uma caracterizacao de possuir
a CHP para uma homotopia dada. Essa equivaléncia relaciona a propriedade de extensao

de secao com a de levantamento de homotopias.

Dada H : X x I — B uma homotopia e h : X — E tal que ph = H, definimos
Ry = {(m,w) € X x E'h(z) = w(0) e pw () —H(x,t)}

com a topologia induzida de subespago. R; considera pontos de X e caminhos em F,
com ponto inicial em & (z), e que levanta o caminho H, = H (z, ). Definimos o X-espago
qn : R, — X tal que g, (x,w) = x. Com isso podemos enunciar o lema seguinte que

relaciona a SEP com a CHP:

Lema 4.3.3. Um espaco p : E — B possui a CHP para H se, e s6 se, Vh: X — E
com ph = H, temos que q;, possui a SEP.

Demonstracio. “IDA” Suponha que p possua a CHP para H e tome h : X — E com
ph = H,. Entdo Ry, é ndo vazio pois podemos tomar p : X — I a funcao nula. Com isso
existe H : X x [ — E tal que ﬁo = hepﬁzﬁ. Entao Vx € X, o par (x,f-f(x,)) € Ry,.

Entender esse lema fica simples quando entendemos o que é uma se¢ao para q:
Basicamente ¢ uma funcao que associa a cada ponto x € X um caminho w, em E que
se inicia em h (r) e levanta, via p, o caminho H,. Assim, se A C X e (V,7) um halo
para A com 7 : X — I e V = 771(0,1] entdo dizer que ¢, possui uma secio parcial
5:V — q; ' (V) é o mesmo que afirmar que existe uma fungdo que associa a cada ponto
v € V um caminho w, em E que se inicia em h (v) e levanta, via p, o caminho H,. Ou

seja, temos uma homotopia
H :7710,1] x I — E, tal que H (v,t) = w, (t)

= H’
AxIT

e, devido a p possuir a CHP para H, existe H : X x I — E tal que H e

AxI

pH = H. Com isso, tomamos
S:X — Ry, onde S (x) = (z,H (x,-))

que é uma se¢ao para g, que estende s

A

“Volta” E tao, ou mais, simples quanto a ida. Por isso faremos com menos detalhes.

Tome H, h, 7 ¢ H' como na definicio de CHP. Tomamos
s:7710,1] — ¢ * (7’71 (0, 1])

dada por s(z) = (x, H'(x,-)). Devido a SEP, existe segdo S : B — Rj, que estende

5’ . Portanto tomamos H (z,t) = S (x) (). O
(1)
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O préximo lema vai nos ajudar a mostrar que possuir CHP para uma homotopia é,

de certa forma, uma propriedade local.

Lema 4.3.4. Seja a < b < ¢ mimeros reais e H : X x [a,¢] — B uma homotopia. Se

p: E — B possui a CHP para H e para H’ entdo p possui CHP para H.
X x[a,b] X X[b,]

Demonstragio. Seja H, h, 7, H' como da defini¢do (apenas trocando I por [a,c]). A

estratégia para este lema é simples: primeiro levantamos H para uma funcgao
X x[a,b]

F ‘ , que é onde temos que obedecer a restricio Fy = h. Usando o caminho final Fy,
X x[a,b]
estendemos H‘ a uma homotopia G ’ de maneira que Gy = Fy,.

X x[b,] X x[b,]

Comecamos definindo F = H , 71 (z) = min{b,7(x)}, F' = H'

e x[ab]

X x[a,b]
Por hipétese, existe F' : X X [a,b] — E tal que F‘ = F’ ,pF =Fe
1t (b)x[a,b] 1 H(b)x[a,b]

F(x,0) = h(z).

Tomando G = H ,g(z)=F(z,b), o (x) = maz (b,7 (x)) e G' = H

X x [b7c] T_l(bvc] X [bvc]

nos temos garantida a existéncia de G : X x [b,¢] — E com G =G

B 751 () x[byc] 751 (c)x [byc]
e pG = G. Definindo H como a colagem de F' e (G, obtemos o levantamento desejado de
H. O

Teorema 4.3.5. Seja p: E — B um espaco sobre B e H : X x I — B uma homotopia.

Suponha que exista uma cobertura normal {V\},., de X e para cada X € A existam

nimeros reais ty = 0 < t} < --- < ti‘(/\) = 1 tal que p possui a CHP para H

ka[t?,tf‘ﬂ];

onde \€ N ei=0,...,7(\) — 1. Entdo p possui a CHP para H.

Demonstracio. Pelo lema anterior p tem a CHP para H . Tome h : X — F tal que
V)\XI

ph = H,. Pelo lema 4.3.3, q;, : R, — X possui a SEP sobre cada V3. E como {V,}
forma uma cobertura normal para X, temos que g, possui a SEP, devido ao teorema de

estensdo de secao. Portanto, também pelo lema 4.3.3, p possui a CHP para H. O]

Teorema 4.3.6. [Teorema de Uniformiza¢io de Hurewicz ou Localizagao das Fibragoes]
Um espago p : E — B ¢ uma fibragio sobre cada Vy de uma cobertura normal {Vi},c, de
B (ou seja py, € uma fibragio para todo \) se , e s6 se, p € uma fibragcao. Em particular,

se B € paracompacto entao p € uma fibracio se, e somente se, p é localmente uma fibragdo.

Demonstracao. A ida decorre da hereditariedade das fibragoes. Vamos a reciproca:

Suponha que {m): B — I},., ¢ a particdo da unidade localmente finita onde

vamos assumir que Vy = ' (0,1], VA. Potanto {VA = (0, 1]})\6A ¢ uma cobertura
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aberta localmente finita. Tome H : X x I — B uma homotopia arbitraria. Nosso objetivo
é mostrar que p possui a CHP para H, pois, devido a arbitrariedade da homotopia e do

espago X, obteremos o resultado.

Para cada r — tupla de indices Ay,..., A\, € A definimos a funcao ¢y, .\ : X — I
dada por

Drpn, (T) = ﬁmin {miH(a:,t)|t € {Z — 17 Z]}
1=1

r r

o que implica que ¢y, ., (z) # 0<=H ({x} X [%, %D CV,, Vi=1,...,r. Definamos

Wi = ¢;11,...,,\T (0,1]

im1 i1

o fato de p ser uma fibracao sobre cada V), implica que p possui CHP para H‘ [ |
,,,,, Ap X T 1%

Com isso, se mostrarmos que a colecao

rENeAl,...,)\reA}

-----

é uma cobertura normal para X obteremos, pelo teorema anterior, que p possui CHP para

H (é nesse ultimo passo que esta escondido o teorema de extensao de segao).

Tome z € X. Entao existe vizinhanca aberta U, de x e um nimero natural r,
(devido ao nimero de Lebesgue) tais que
(a) Para cada i =1,...,r,, Uy X [%, é} C "l (V%CL) para algum v, ,; € A;

(b) U, x I intersecta apenas um nimero finito de conjuntos " (Vy), com A € A.

Por (a) concluimos que A é uma cobertura para X pois, seguindo as notagoes

acima, dado z € X entdo x € qﬁ;xl’l (0,1] =W.

ooV,

Por (b) concluimos que, fixado r, a subcole¢ao

.A,« = {WM,...)\J >\1, .. .,)\r - A}

é localmente finita: De fato, suponha que U = Wy, NU, # @. Entao U x [%, f] C

" (V) para cada i = 1,...,r. O que implica que (U, x I) nNH (V\,) # @. Entao, por

(b), ndo pode haver infinitos Wy, . que interserctam U,.
As verificagdes de (a) e (b) sao simples. Vamos a elas:

Fixe * € X. Para cada t € I existe vizinhanca aberta V; de H (,t) tal que V,
intersecta apenas um nimero finito de abertos V). O que implica que cada "t (V;), com

t € I, intersecta apenas um numero finito de abertos do tipo "t (V).

A colecao {Ffl (Vt)}tel é uma cobertura aberta de {x} x I. Definindo gy : X xI —
I como a projecao sobre a segunda coordenada, e usando o fato que é uma aplicacao aberta,

obtemos que {pg (H_l (\4)) }tel ¢ uma cobertura aberta de I. Tomemos ¢/, o nimero de

Lebesgue da cobertura {pg (ﬁfl (Vt))} Por argumentos anélogos {pg (Hfl (V,\))}AGA
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também é uma cobertura aberta para I, e tomemos d/ o nimero de Lebesgue desta

cobertura.

Tomando &, = min {d,,8)} e r, um nimero natural de forma que -- < §, obtemos

x) 7T

que para todo i =1,...,7,,

] o (A i) N (T (0)

Ty

para certos t; € I e \; € A. Com isso

{x}x[CU( JNH () =UH (VN

Tomando ¢; : X x I — X a projecao e U, = ﬂ 01 ( (V} NV, )) que é uma

vizinhanca aberta de z tal que:
Vi=1..r, U x [EL L] CH T ()

- Apenas um numero ﬁnito de conjuntos da forma H (V) intersectam U, X

[ﬂ, TL} pois U, X [ﬂ —} H (Vt) Logo apenas um numero finito de conjuntos da

Tz Tz
—1
forma H = (V) intersectam U, x I.
Porém nao garantimos que a colegao A seja localmente finita: Fixado r € N,
apenas um numero finito de abertos do tipo W), ., interserctam U,, mas variando r nao
garantimos mais essa finitude. Mas existe um refinamento dela que sera localmente finita.

Vamos a construgao desse refinamento.

Para cada natural 7, denotemos ¢, = 3> on,.n, X —Tepy, . X — 1
T ea
onde
Parone () =max {0, ¢y, (2) — 1)y ()}
Dado z € X, tomamos k, € N minimo tal que existe k,-tupla Ay,..., A\, € A onde
Prr,np, () # 0 (diremos que Ay, ..., A, € uma k,-tupla minimal relacionada a k, ) .

Obviamente tal k, e tal k,-tupla minimal existem devido a cole¢do A ser uma cobertura
para X. Dai 1, () = 0 e portanto, para essa k,-tupla, x,, .., (¥) = da,,..,, (7). Assim

B = {90;117”.7/\1%6 (0, 1]‘ re X, eA,...,\,, ¢a ky-tupla minimal relacionada ao natural kw}

forma uma cobertura para X . Mais ainda fixado x, se tomarmos N > k, suficientemente

grande de maneira que ¢y, ., (2) > %, entdo, pela definicao de ¢y, temos que 9y (z) >

N7
% implicando que Ny () > 1. Pela continuidade, existe vizinhanga aberta V, de z tal
que Ny (y) > 1 para todo y € V,.. Nessa vizinhanga ¢y, ., (y) =0, Ym > N, o que

mostra que B é localmente finita.

Com isso, tomamos a colecao

A:{)\l,...,)\km

re Xel,...,\, €a k,-tupla minimal relacionada ao natural kx}
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temos que a relacao
O = Z Yo X — R

acA
define uma fungao continua e positiva (¢ (z) > 0, Vo € X). Entao, para cada o € A,

consideramos as fungoes m, : X — [ dadas por

_ Pa (z)
™0 e

que satisfaz 7" (0,1] = ¢, ' (0,1] e portanto {ma},.a ¢ a particio da unidade localmente
finita subordinada a cobertura A. Com isso, por defini¢do, A é uma cobertura normal
para X. O

Observagdo 4.3.7. O mesmo resultado, com as modifica¢Oes naturais, é valido para fibragoes
regulares (Ver (HUREWICZ, 1955), pag. 959).

O corolario abaixo segue da demonstragao feita acima:

Corolario 4.3.8. Sep: E — B ¢ trivial sobre cada Vy de uma cobertura aberta {Vi}, o,
de B entao p possui CHP para todo espago paracompacto X .

TENe)\l,...,)\TEA} de X sera

normal, ja que X é paracompacto. ]

Demonstracio. A cobertura aberta A = {W,\l,.,_,,\r

Exemplo 4.3.9. Vimos no exemplo 4.1.2 que todo espaco trival é uma fibragdo. Com
isso, todo espaco localmente trivial é uma fibracao devido ao Teorema de Uniformizagcao.
Mas a reciproca é falsa: O espaco p; do exemplo 4.1.2.b é uma fibracdo que nao é

localmente trivial nem localmente B-homeomorfo a um espaco trivial.

O

Exemplo 4.3.10. TODO G-FIBRADO NORMAL E UMA FIBRAGAO: De fato um G-fibrado
normal p : £ — B é trivial sobre uma cobertura normal de B, portanto é uma fibracao
sobre cada elemento dessa cobertura normal (ja que espagos triviais sao fibragoes) e pelo
Teorema da Uniformizacao de Hurewicz segue que p é uma fibragdo. Como consequéncia
temos que o Toro Retorcido, Garrafa de Klein e a Faixa de Mobius sao fibragoes pois seus

espagos base sao paracompactos (ver o exemplo 3.2.8).
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5 Fibracoes Fracas e a WCHP

Para muitos resultados destacaveis nao ¢ necessario que um espacgo p : £ — B seja uma
fibracdo. E suficiente que ele possua a propriedade fraca de levantamento de homotopia
(Weak Covering Homotopy Property - WCHP). Chamaremos um espago que possui a
WCHP de fibragao fraca pois é um enfraquecimento nas hipoteses de fibracao. Nessa secao
mostraremos que muitas das propriedades das fibragdes se preservam quando olhamos para
fibragoes fracas (inclusive a localizagao desses espagos) e que essas ultimas sao preservadas

por B-equivaléncias, diferentemente das fibragoes.

Mesmo sob esse enfraquecimento nas hipoteses de fibragoes somos capaz de estudar
tais espacos do ponto de vista da teoria da homotopia de maneira satisfatoria a ponto de,
sob hipdteses pouco restritivas, caracterizar esses espacos pelo comportamento local. O

que nos da uma caracterizagao local das fibra¢des como consequéncia.

Lembre-se que estamos supondo que p ¢é sobrejetiva. Dada uma homotopia H :
X x I —» B denotaremos por H : X x [—1,1] — B a funcio H (x,t) = H (z, max {t,0}).
Continuaremos a denotar por I = [0,1] e adotaremos durante este capitulo a notagao
J=1]-1,1 e L =[-1,2]. Em todos os casos citados podemos trocar I por [b,c|, J por
la,c] e L por [a,d] onde —oc0o < a<b<c<d< 0.

5.1 Propriedade Fraca de Levantamento de Homotopia (WCHP)

Definicao 5.1.1. Dirtemos que um espaco p : £ — B possui a propriedade fraca de
levantamento de homotopias (WCHP) para uma homotopia H : X x I — B se possui
CHP para H:X xJ—s Bonde ﬁ(:z:, t) = H (x,max {t,0}). Ou seja, dada h : X — E
comph:ﬁ,l edadas7: X — Je H : 771 (=1,1] x J—>EcompH’:ﬁ

T1(=1,1]xJ
e H (z,—1) = h(z), Vo € 771 (—1,1], entdo existe H : X x J — FE com pH = H,

H =H
T (1)xJ

T1(1)xJ
A homotopia H que levanta H ¢ dita levantamento fraco da homotopia H.
Diremos, como no caso da CHP, que p possui a WCHP para um espago topoldgico
X se possui a WCHP para toda homotopia H : X x I — B. E que p possui a WCHP se

possui a WCHP para todo espaco X. Neste tltimo caso, para manter a coeréncia com a

numenclatura, diremos que um espago que possui a WCHP é uma fibracao fraca.

Observagao 5.1.2. Intuitivamente falando, um espago possui a WCHP se possui a proprie-

dade de levantamentos de homotopias (CHP) para as homotopias que sao inicialmente
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estaciondrias (i.e. possui a CHP para todas as homotopias H : X X [a,c] — B que sdo
estaciondrias em t € [a,b], onde a < b < ¢). O nosso interesse esta em espagos que possuam
a WCHP para uma classes de espacos topoldgicos, assim como no caso da CHP. Por isso

sera importante a seguinte caracterizacao:

Proposicao 5.1.3. Um espaco p : £ — B possui WCHP para X se, e so se, dada
qualquer homotopia G : X x [0,1] — B e dada g : X — E com pg = G, entdo existe
G: X x[-1,1] — E tal quepG =G e G_; =g.

Demonstragdo. A demonstracao é idéntica a demonstracao da proposicao 4.2.4, modifi-

cando (com a mesma notacgao usada em 4.2.4):
7 (z) = max {-1, 27 (z) — 1}
assim como g : X — F tal que

) 2 (@), ser(z)> -1
g (x) { h(z), ser(x)€[-1,0)

Consideremos o seguinte subespaco:
W ={(z,t) e X x It < 7' (x) eT(x) >—1}.
E tomemos H : Y —» E dada por

7 (1) = h(x), se T (x) € [-1,0)
’ H' (z,t), se 7(x) > —1

Obviamente toda fibragao é uma fibracao fraca, mas a reciproca é falsa:

Exemplo 5.1.4. O espaco ps : F; — R do exemplo 2.1.18 nao é uma fibracao, como
vimos. Mas é uma fibracao fraca, como é simples de se verificar: Seja H : X x I — R uma
homotopia e h : X — E, com h; = ph = H,. Entdo h ¢ da forma h (z) = (hy (z) , ho (7))
e podemos considerar H : X x [—1,1] — FE5 dada por

(hl (l’) s —thg (l’)) s t e [—17 0]

Himt) = (7 (2.1).0). t € [0,1]

a continuidade de H decorre do lema da colagem. H_; = h e pH = H. Pela proposicao
anterior segue, da arbitrariedade da homotopia e da escolha do espago X, que p, é uma

fibracao fraca.
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¢

Intuitivamente falando, dizer que p possui WCHP para X significa que dada uma
homotopia G : X x I — B cujo funcao inicial G, se levanta, via p, a uma funcao
g : X — E entdo existe uma homotopia G : X x [ — E que levanta G e existe uma,
homotopia © : X x [ — E com Oy = g, ©; = Gy e, fixador € X, 0, : [ — FE
¢ um caminho na fibra p~! (@ (x,())) ligando ¢ (x) a G (z,0). Seguindo a definigao
3.3.3 denotamos esse ultimo fato escrevendo g = Gy. Com isso fica evidente a seguinte

equivaléncia:

Proposicdo 5.1.5. p: E — B possui a WCHP para X se, e s6 se, dadas G : X xI — B
eqg: X — FE tal que pg = Gy, entdo em’steG:XxI—)EtalquepG:éeGO%g.

Demonstragdo. Suponha que p possui a WCHP para X. Pela proposi¢ao 5.1.3 existe

G : X xJ— E tal que pG' = G e G' | = g. Tomemos G = G’ e
XxI

é a
X x[—1,0]

homotopia desejada ligando Gg a g (z).

Reciprocamente, suponha G : X x [ — B e g: X — F tal que pg = G,. Entdo
existeG:Xx]—>Eta1quepG:@e®:g%Go onde Oy = g e ©1 = Gy. Tomemos
G : X xJ— E tal que

O(z,t+1),t€[~1,0]
G (z,t),t €]0,1]

G (z,t) = {
entao pG’ = Ge G’ = g. Logo, pela proposicao 5.1.3, p possui a WCHP para X. [
Proposicao 5.1.6. Possuir WCHP para um espago topologico X € hereditaria. Como
consequéncia ser uma fibra¢io fraca (possuir a WCHP) é uma propriedade hereditdria.
Demonstra¢io. E uma simples adaptacio da proposicdo 4.3.1. O

Um fator de nosso interesse na WCHP ¢é que ela é preservada por B-equivaléncias,

ao contrario CHP:

Exemplo 5.1.7. Os espagos p1 : By — R e py : Es — R do exemplo 2.2.5 sao
B-equivalentes. No entanto, p; possui a CHP, ou seja é uma fibragao, enquanto que po

nao possui, como ja vimos. Mas ambos sao fibracoes fraca.

&

Proposigao 5.1.8. Se p: E — B ¢é dominada por p' : E' — B e p' é uma fibragao
fraca (mais geralmente se possui WCHP para X ) entdo p é uma fibragao fraca (possui

WCHP para X ).
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Demonstragio. A maneira mais natural de atacar tal problema é supor H : X x I — B
uma homotopia. Sejam f: E — E' e f~: E' — E B-aplicagbes com [~ f = Ip. Seja
h: X — E tal que ph = Hy. Tomando h' = fh temos que p'h/ = p'fh = ph e como p’
possui a WCHP para X segue da proposig¢ao 5.1.5 que existe H' : X x [ — E’ tal que
p'H' = H e H}, =~ h'. Tomando H = f~H’ obtemos que pH = H e H, > f~h = f"fh =~ h
. Portanto p é fibracao fraca. O

O resultado acima pode ser generalizado, mas a demonstracao deixa de ser tao natural

quanto a anterior:

Proposicao 5.1.9. Sep: E — B ¢é dominada por p' : E' — B e p' possui WCHP para
H: X x I — B entdo p possui WCHP para H.

Demonstracao. Comecamos supondo a existéncia de h : X — FE tal que ph = ﬁ_l,
7: X —J=[-1,1eH : 71 (-1,1] x J — E satisfazendo H' | () = h(z), Vx €

“(=1,1], e
pH' =

“(—1,1]xJ
Considere 7' : X — [0,1] C J tal que 7/ (z) = max {0,7 ()} e H" : 771 (—1,1] X
J — E definida por
H'(x,t), set>0
HY (0,8) = 3 H' (2 525) » se =52 < 1<0
h(z), se —1<t< %

¢ continua, pelo lema da colagem, e satisfaz pH” = H, H" (z,—1) = h(x). A diferenga
principal entre H' e H"” é que H" (z,t) = h(x), Vt < —W, enquanto que, para H’,
vale que, para t <0, H' (z,t) € p~! (HO (IE)) mas nao precisa ser constante com relacao a
t.

gf onde

Sejam f : F — E' e g : E — E B-aplicacbes com © : I =
)+ 3}. Entéo

©_1 =1IgeO; =gf. Tomamos 7" : X — J onde 7" (z) = min{1,47 (z
(=L = (=L, P () = =40 e

=H

“L(=1,1]xJ

pH// — pH”

T=1(=1,1]xJ

T=1(=1,1]xJ

Considerando as funcdes fh e fH" temos, pelo fato de p’ possui a WCHP para H,
na existéncia de uma homotopia G : X x J — E’ tal que p'G = H,

— (fH//)

T_l[—%,l]XJ

G =G

T=1(1)xJ

1=31]xJ

e G_1 = fh. Entao considerando ¢G : X x J — E temos que

p(9G)=pG=H
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mas (gG)_, = gfh é apenas homotdpica a h, mas nao necessariamente igual.
Para corrigir esse problema, consideramos a homotopia F': X x J — E dada por

Fla) = O (h(z),2t+1), t € [~1,0]
T 9G (z,2t — 1), t €[0,1]

entdo pF'=H e F_1 = h, mas F pode nao coincidir com H’

F1()xJ 1)xJ

Como queremos que H (z,—1) = h(z) e no caso de 7(x) = 1 queremos que
H (z,t) = H' (z,t) = H" (z,t), uma tentativa natural de construgao do levantamento
fraco H passa por considerar uma divisao do retagulo J x J em dominios de func¢oes
de maneira que para 7 (z) = 1 satisfaca H (z,t) = H" (z,t) = © (H" (x,t),—1) e que
H(z,—1) = h(z) = ©(h(z),—1) e depois usar gG para colar de maneira adequada,
levando em conta que:
i) Set = —ULQ(I)), H" (x,t) = h(x), (e vamos usar isso para colar parte 2 com a parte 3
da figura abaixo);
ii) © (h(z),1) = gG (x,—1), (colar 1 com a parte 3);
iii) Se 7 () > 0, © (H" (z,t),1) = gfH" (x,t) = gG (x,t)(colar 1 com 2)

Entao, torna-se natural a escolha da homotopia H : X x J — FE tal que

O (H" (z,t),—27 (z) + 1), se T(z) > 0 e t > ~UE2)
H (,t) = gG(xat)atz_%eT(x)SO
O (h(z),4t+3), set < —% et < *(HQT(:L“))

que é o levantamento fraco desejado:
BOA DEFINIGAO: Se 7(z) =0 et > —1 entdo © (H" (z,t),1) = gfH" (2,t) = ¢G (,1).

No caso de t = —3 e 7 () € {—%,O} temos que 7' () =0 e

96 (r.=5) = o " (.—5) = 9/ (x) = (@), 1

Como consequéncia da proposicao acima, além da proposicao 5.1.8 | temos o
corolario seguinte que nos da a principal vantagem da WCHP em cima da CHP: a WCHP

é preservada por B-equivaléncias.

Corolario 5.1.10. Possuir a WCHP para H : X x I — B ¢é uma propriedade preservada

por B-equivaléncias, assim como possuir a WCHP para X .
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5.2 Localizacao das Fibracoes Fracas

Depois de destacarmos as principais diferencas entre a CHP e WCHP, vamos as semelhancas.
Ou seja, vamos provar resultados para WCHP que sao intuidos por resultados para CHP
e 0 nosso objetivo final é provar o Teorema de Localiza¢io das Fibragoes Fracas (que é o

andlogo do Teorema da Uniformizagao). Para isso, vamos precisar das seguintes notacoes:

Fixemos a funcao ¢ : [—1,2] x [0,1] — [—1, 2] tal que

t1, set; <0
(p(tl,tz): 0, se0§t1§1—t2
2(Lel) 4 > 11—ty

entdo ¢ (t1,0) mapeia identicamente [—1,0] em [—1,0], contrai [0,1] ao ponto {0} e
manda [1,2] de maneira afim em [0,2]. Seja ¢ : [—1,2] x [-1,1] — [—1,2] dada por
@ (t1,t2) = @ (t1, maz {0,t2}).

Considere também a fungao ¢ : [—1,2] — [—1,2] x [—1,1] dada por
W (t) = (t,min{1,2t + 1})

nos dando que @Y = I_q 9.

Essas duas fungoes acima nos ajudarao na construcao de novas homotopias a partir
de homotopias dadas: Sejam H : X x [-1,2] — Be G : X x [-1,2] x [-1,1] — B
homotopias (aqui o papel de B é coadjuvante) definimos, entdo, as fungoes induzidas
H?: X x[-1,2] x [-1,1] — Be G¥ : X x [~1,2] — B dadas por

o~

H? (x,t1,ty) = H (2,5 (t1,t9)) e G¥(x,t) =G (2,9 (1))

e se observa que vale as propriedades:
i) Se pF' = H entao pF¥ = H¥:

ii) Se pF' = G entdao pF¥ = GY;

iii) H?Y = H;

Denotamos H? = H?

X x[—1,2]x][0,1]

Lema 5.2.1. Sejam H : X x [~1,2] — B ¢ H : X x [—1,0] — E homotopias tais que

pH = H‘ . Considere também 7 : X — [-1,2] e H' : 771 (=1,2] x [-1,2] — F
Xx[-1,0]

com pH' = H e H' =H . Se p possui a WCHP
T1(—1,2] %[~ 1,2] 7=1(=1,2] [~ 1,0] 7=1(=1,2]x[~1,0]

para H‘ e para HY, entio existe H : X x [-1,2] — E com pH = H, H (z,—1) =

Xx[0,2]

ﬁ(x,—l)eH’ =H' .

TH(2)x([-1,2] T H(2)x([-1,2]
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JG/:HI )

R Xx[0,2] 7=1(=1,2]x[0,2]
G(x,t) = G (x,max{0,t}) e G (x,t) = G (x,max{0,t}). Além disso, considere 7 :
X — [—1,2] dada por

Demonstragio. Adotemos as seguintes notacoes: G = H

2
dessa forma 7771 (=1,2] = 771 (=1,2], 771 (2) = 7" [1, 2],

7" (2) = min {2, 37—<x>+1}

pG' =G

1(=1,2]x[0,2]

~

pHy =Gy =G_1 e G'(x,—1) = Hy ().

Como p, por hip6tese, possui a WCHP para G, entdo existe H” : X x [-1,2] — E

tal que pH" = G, H" =G e H", = H,.
T=1(2)x[~1,2] 1=1(2)x[~1,2]
Pelo fato de pH’ =H e pﬁo = H, temos, pela pro-
1(=1,2]x[~1,2] 1(=1,2]x[~1,2]
priedade (i) acima, que pH’a‘ =H* e pHY = HY.
1(=1,2)x [~ 1,2] x[~1,1] 1= 1,2 x[-1,2] x[~1,1]

Tomando 7/ : X x [—1,2] — [—1,1] tal que 7/ (z,t) = min {1,7 (z)} temos 7! (1) =
U1, 2) X [=1,2] e 7t (=1,1] = 71 (=1, 2] x [—1,2].

Como p possui a WCHP para H” (ou seja possui a CHAP para ﬁp = F‘p) nos
podemos encontrar G : X x [~1,2] x [~1,1] — E com pG = H’,

H(z,t), set; <0
G('Tatl?_]-) = H//('Iatl_l)v Seoétl S 1
H//($,2t1—2),861§t1§2

e se 7(x) =2 entdo G (z, t1,t5) = H'? (z,t1,15). Note que se 7 (z) > 1 entdo

H(z,t1), set; <0
H? (x,t1,—-1)=4¢ H"(z,t;—1),5e0<t <1
H" (z,2t1 —2), se 1 <t <2

¢ note também que pH"® = H?( por (i) acima).

_A\Y
Portanto, tomando H = G¥ : X x [~1,2] — E temos que pH = (HSO) =H
(por (ii) e (iii) ),

H(x,—1) =G (x,¢(-1) =G (z,—1,-1) = H (z,-1)

H — 0% —H
T1(2)x[-1,2]x[-1,1] T1(2)x[—1,2]x[-1,1] T71(2)x[-1,2]x[—1,1]
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Notacao: Se H : X x [a,c] — B é uma homotopia, onde a < b < ¢ sdo nimeros
reais, e L : [a,c] — [—1,2] é 0 homeomorfismo que faz corresponder de forma afim [a, b]
em [—1,0] e [b,c] em [0,2], entdo denotamos H® a homotopia H® : X x [a,c| x [0,1] — B
dada por
HY (2,11, t2) = H (2, L7 [p (L (1) ,1)])

Com a notagao acima o enunciado do lema anterior, no caso genérico, é da seguinte

forma:

Lema 5.2.2. Sejam b < ¢ < d nimeros reais, e seja H : X x [b,d] — B uma homotopia

e H: X x[bc] — E, tal que pH = H . Considere também 7 : X — [b,d] e

X x[b,c]
H' : 771 (b,d] x [b,d] — E com pH' = H e H - H :
7-1(b,d] x [b,d] 71(b,d] x [b,c] 7=1(b,d] x [b,c]
Se p possui a WCHP para H‘ e para H . Entdo existe H : X x [b,d] — E com
X x[c,d]
pH =H, H(z,b) = H (x,b) e H - H' :
7=1(d)x [b,d] 7=1(d)x [b,d]

Proposigao 5.2.3. [Compare com o lema 4.8.4] Seja H : X X [a,d] — B uma
H‘ e

homotopia, coma <b<c<d. Sep: E — B possui a WCHP para H‘
X X[c,d]

’
X xJa,c]

para (H ) , entdo p possui a WCHP para H.
X x[b,d]

Demonstragio. Tome H: X x la—1,d] — Beh: X — FE tal que ph = ﬁa. Considere
também 7 : X — [a—1,d] e H : 7' (a—1,d] X [a—1,d] — FE tal que pH' =

q e H (t,a—1)=h(z)sex €7 ! (a—1,d]
7 1(a—1,d]x[a—1,d]

H

Como p possui a WCHP para H , entdo p possui a CHP para H

X xla—1,c]

X X[a,c]
Considere 7. : X — [a —1,¢] onde 7. (x) = min{c,7 (z)}. Portanto 7, (a —1,c] =
7 (a—1.d e 77 (c) = [c,d]. Tomando F' = H'| temos que pF’ =
Te (a—1,c]x[a—1,c]
H . Portanto existe F': X x [a — 1,¢] — E tal que pF = H‘ ,
71 (a—1,d]X[a—1,c] X x[a—1,c]
F —F .y
77 e,d]x[a—1,c] 77 1e,d]x [a—1,c] 771 e,d]x[a—1,c]
[§ Fa,1 = h.
Consideremos, agora, H e F ’ . Temos que pF' = H‘ . Tome
XX [b,c] X x[b,] X x[b,] X x[b,]

™ X — [bd] tal que 7 (2) = maz{b,7(x)}. Entio () (bd = 7 (b,d] e
(Tb)_l (d) = 771 (d). Considerando H’

temos que

() (bl x[b,d)

~-H
7= (a—1,d] X [b,d]

pH/ :pH/

()" (bdix[b.d]

71 (a—1,d] X [b,d]
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e como p possui a WCHP para H‘ e (H‘ ) segue pelo lema anterior, com
X Xx[c,d] X x[b,d]

F fazendo o papel de Herbder, que existe G : X x[b,d] — E com pG = ﬁ
XX[b,C] XX[b,d]

G(z,b) =F(x,b),Vx € X e G =H

- 1(d)x[bd] T (d)x[bd]

Para finalizar a demonstragao, tomemos H : X X [a — 1,d] — FE tal que

F(x,t),tela—1,0

H{z1) = { G (z,t), t € bd

o~

entao pH = H, H =H eH, ,=F, ,=h. O

=1(d)x[a—1,d] 7=1(d)x[a—1,d]

Teorema 5.2.4. [Compare com o Teorema 4.3.5] Sejap: E — B é um espago sobre B
e H: X x I — B uma homotopia. Suponha que exista uma cobertura normal {Vi}ien de

X e para cada \ € A existam nimeros reais t) = 0 <t} < -+ < t;\(/\) =1 tal que p possui

a WCHP para H

e para (H

20
]> onde N€Aei=0,...,7(\) —3.

ka[tf‘,tf;r?,] V)\X[tj+1,tj+3

Entao p possui a WCHP para H. (Aqui (H

tio
VA |, x[0,1] — B
V)\X[tf\+17t,?+3]> A [1, 1 +1} [ ]

denota a aplicacio que corresponde a H® sob o homeomorfismo que manda de maneira
afim [th1, 1] em [=1,0] e [t} £} 5] em [0,2])

Demonstracao. Aplicagoes repetidas da proposicao 5.2.3 nos da que p possui a WCHP

para cada H‘ , ou seja possui a CHP para H entao, pelo teorema 4.3.5, p possui
Z’lXI VixJ
a CHP para H .-. p possui WCHP para H. O]

Teorema 5.2.5. [Teorema de Localizagio das Fibragoes Fracas] Se p: E — B € fibragio
fraca sobre cada elemento de uma cobertura normal {V\} de B entao p € fibragio fraca.
Supondo que B é paracompacto entao p € fibracao fraca se, e sé se, p € localmente uma

fibragdo fraca.

Demonstragio. E inteiramente analoga & demonstracio do teorema de Uniformizacio
( 4.3.6):

Suponha que {m): B — I},., ¢ a particdo da unidade localmente finita onde
vamos assumir que Vy = 7, (0,1], VA. Potanto {VA = (0, 1]})\€A ¢ uma cobertura
aberta localmente finita. Tome H : X x I — B uma homotopia arbitraria. Nosso objetivo
é mostrar que p possui a WCHP para H, pois, devido a arbitrariedade da homotopia e do

espago X, obteremos o resultado.
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Para cada r — tupla de indices Ay, ..., A\, € A definimos a funcao ¢, A, : X — I
dada por
’ B 3
(b)q,-..,/\r (l’) = Hmln {ﬂ-)\iH (Q?,t)‘t € {Z 7Z:|}
s ror

o que implica que ¢y, ., (z) # 0<=H (a:, [%, ﬂ) CV,, Vi=3,...,r. Definamos

Waoae = O3, (0,1]

O fato de p ser uma fibracao fraca sobre cada V) implica que p possui WCHP para

Denotando por

e por L : {d 1} — [—1,2] o homeomorfismo que faz corresponder de forma afim

[%, %} emr[;;,()] e [%,; em [0,2], entao F : Wy, . X {%, ﬂ x [0,1] — V), é

dada por
F(w,ty,ts) = H (w, L7 [p (L (t1) )]

e possui a WCHP para F' pois p é uma fibracao fraca sobre V).

Mostra-se, de maneira inteiramente analoga a feita na demonstragao do Teorema

da Uniformizacao, que a colecao

rENe)\l,...,)\reA}

é uma cobertura normal para X . E pelo teorema anterior segue que p possui WCHP para

H.

Para mostrar que A é uma cobertura normal, observamos que dado x € X existem
vizinhanga aberta U, de x e um nimero natural r (devido ao nimero de Lebesgue) tais que
(a) Dado i =2,...,r, U, X {%, ﬂ C "l (V%J para algum 7, ,; € A;

(b) U, x I intersecta apenas um nimero finito de conjuntos H' (Vi), com A € A.

E prosseguimos de forma analoga a feita na demostracao do Teorema da Uniformizacao. [

5.3 Caracterizacao Local das Fibracoes Fracas

Na secao anterior vimos que as fibragoes fracas se comportam bem com relacdo a B-
equivaléncias. Nesta secao veremos como as B-equivaléncias se comportam com relacao
as fibragoes fracas. Por fim, sob hipdteses bastante gerais, caracterizamos localmente as

fibragoes fracas e as B—equivaléncias entre fibracoes fracas.
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Teorema 5.3.1. Sejam p : E — B ep' : E' — B fibragoes fracas e f : E — F’
uma B-aplicacao. Entdo f € uma B-equivaléncia homotopica se, e s6, € uma equivaléncia

homotopica comum.

Demonstracao. Que é suficiente, ndo ha o que discutir. Vamos mostrar que é necessario.

Por hipétese existe f': ' — E (ndo necessariamente uma B-aplicagdo) tal que
f'f~1Ige ff ~ Ig. Denotemos por d: ff' ~ Ig a homotopia. Entao

pd:ExI— B

é tal que p'dy = pf'. Portanto, como p é uma fibracao fraca, existe um levantamento
D : E' xI — E com pD = p/d e existe uma homotopia © : E' x [1,2] — E tal que
O; = Dy, O3 = [ e p©, = pf’. Como pD; = p/dy = p’ entdo D; é uma B-aplicacao.
Denotemos f” = D;.

Afirmo que ff” = Ir: De fato, comecamos considerando a homotopia h : E' x
[0,3] — E’ dada por
fD(e/al_t)a tG[Oal]
hie,t) =3 foe(,t), tell,2]
d(e,t—2), t€[2,3]

e que satisfaz p'h(e/,t) = p'h(e/;3 —t). Entdo h ainda nao é uma B-homotopia, mas

vamos usd-la para criar tal homotopia. Tomando H : E’ x [0,3] x I — B tal que

p'h(e,t), t1 <3 (1—ty)
H(e ti,t) = {ph (e, 3(1—1)), 3(1—ts) <t; <3(1+1)
p,h/ (6/7 tl) 9 tl Z % (1 + t2)

que ¢ continua se t; = 2 (1 +1¢5) entdo 3 —t; = 2 (1 —t5) e p'h(€/,t) =p'h(€/,3 —1).

Temos que ph = Hy. Portanto existe H : E' x [0,3] x [ — E' com p’H = H e H,
é homotdpico a h, através de uma homotopia ® : E' x [0,3] x [ — E’ onde p'®, = p'h
para todo t € I. Consideremos G : E' x [0,7] — E’ dada por

 (¢,0,t), t €[0,1]
H(,0,t—1), tell,2]
G(et)=H (e, t—21), tel2,5]
H(,3,6—1t), telb,6]
®(e,3,t—6), tel6,7]
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é a B-homotopia entre ff” e I (pois ®(¢/,3,1) = h(e/,3) = Ig/). Com isso

p'h(e,0), t €[0,1] p'h(€,0), t €[0,1]
H(,0,t—1), te]l,2] p'h(€,0), tell,2]
pPG(et) = SH(,t—2,1), te[2,5 =3ph(€,0), t € [2,5]
H(e,3,6-t), te][5,6] p'h(€,0), t €[5,6]
pPo(e,3,t—6), te[6,7] phe,3)=ph(e,0), tel6,7]

= pff()=p(€)

é uma B-homotopia, o que termina a prova da afirmacao.

Como os argumentos acima independem do espago F e E’, temos por argumentos
analogos , dessa vez com respeito a f”, que existe [ : E — E’ tal que f” " =~ I. Entao

temos que

f//f % (f/lf) (f//f///) % f//f/l/ % IE
[l

Os proximos lemas serao usados para analizar o comportamento das fibragoes fracas

localmente.

Lema 5.3.2. Sep: E — B x I, ondep(e) = (p1(e),pa(€)), € uma fibragio fraca entio
existe Q) - B x I — FE tal que:
i) pQ (e,t) = (p1 () ,1);

it) Se q: E — E € tal que q(e) = Q (e, py (€)) entao q e~ Ig;
X

Demonstracio. Tome H : E x I x I — B x I de forma que

H (e, t1,t2) = (p1(e), (1 —ta) pa (e) + tat1)

e, portanto, H (e, t,0) = (p1 (e),p2 (¢)) = p (e) entdo, devido ao fato de p ser uma fibracio

fraca,existeH:Ex[><I—)EtalquepH:FeHoleh,ondeh:EXI—>Etal
X

que h (e,t) = e. Tomando @ = H; temos que pQ (e, t) = H (e, t,1) = (p1 (e) , t).

Se considerarmos G : £ x I — E dada por
G (e,t) = H (e,ps (), 1)

obtemos que pGi(e) = H (e,pa(e),t) = (pi(e),p2(e)) = p(e) e portanto é uma B-
homotopia, Gq (e) = H (e,p2 (e),0) =, hie,pa(e)) = ee Gi(e) = H(e,pa(e),l) =
Q (e,p2 (e)) = q(e). Portanto ¢ = Ig. O
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Lema 5.3.3. Dado t € I, e sequindo as notagoes acima, denotamos E* = p~' (B x {t}).
Considerando os B-espagos p' : E' — B tal que p' (e) = p;(e) temos que as fungoes
Q:E°— E'eQ,: E' — E° dadas por

Qi(e) =Q (e, i) =H(e,i,1),1=0,1

sao B-equivaléncias inversas.

Demonstragio. p*Qq (e) = p'Q (e, 1) = p; (e) = p° (e). Analogamente p°Qy = p' e por-
tanto (1 e QQy sao B-aplicagoes.
Temos que Q1Q (¢) = Q1 (Q (¢,0)) = Q(Q (e,0),1). Assim, tomando @ : E' x
I — E' dada por
P (e, ) =Q(Q(et),1)
temos que @ : Q (@ (e,0),1) = Q(Q(e,1),1). Mas Q(Q(e,1),1) = q(g()) = Ips (o).
Denotando por ¥ : ¢ (g (e)) =, I a homotopia sobre as fibras, temos que p'¥; (¢) =
X

p1 (e) = p'(e) e portanto é uma B-homotopia. Logo Q1Qy =~ Igi. O caso de QpQ1 é

analogo. n

Teorema 5.3.4. Se p: E — B é uma fibracao fraca e V.C B é um subespago tal que
a inclusao i : V. — B é homotopicamente nula (isto é, é homotdpica a uma aplicagao
constante V. — V' C B), entio py é B-equivalente a um espago trivial o : V x p~! (v) —
V' para algum v € V.

Demonstracao. Como ¢ é homotopicamente nula, existe ® : V x I — B tal que &5 =1 e

&, = v, para algum v € V. Tomemos o produto fibrado
Po - Eq> — VI

onde Egp = {(e, bt)e ExV xI|p(e)= (b, t)} Devido a hereditariedade das fibragoes
fracas (proposic¢ao 5.1.6) temos que pg ¢ fibragao fraca, portanto segue do lema 5.3.2

que existe
Q : Eq> x I — Eq>

tal que pe@ ((e,b,t),7) = (b,r) e pelo lema anterior (e usando as mesmas notagoes) temos
que Q, : EY — E} e Qo : EL — EY dadas por
Ql (67[)’0) :Q<<€,b,0),1) € QO (6,1),].) :Q((67U71)70)

sao B-equivaléncias inversas com relagio aos B-espagos p4 : E9 — B tais que p4 (e, b,0) =

bepk:Ey — Bcom pk(e b 1)=0.
Notando que E$ = {(e7b, 0) e ExV x {0}‘])(6) =d(,0) = b} obtemos, de ma-

neira natural, que p4 ¢ B-homeomorfo a py : p~* (V) — V. Notando também que

El — {(e,b,l) €EXV x {1}‘]9(6):(1)(17,1):1;}
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e, naturalmente, pt é B-homeomorfo ao espaco trivial p : V x p~! (v) — V. Portanto

Pv%@- O

Observacao 5.3.5. Note que pela demonstracao acima, podemos tomar v como sendo

qualquer ponto no qual V' se contrai.

Exemplo 5.3.6. Todo CW-complexo B admite uma cobertura aberta {Vj},., tal que a
inclusao i : V, — B ¢é homotopicamente nula. Mais ainda, se B é conexo podemos tomar
A = N (ou seja, temos uma cobertura enumeravel). Para esse resultado veja (DOLD,

1963), proposicao 6.7.

Como todo CW-complexo é paracompacto (ver (MIYAZAKI, 1952)) temos que

essa referida cobertura é normal.

O

Corolario 5.3.7. [Caracterizacio Local das Fibragoes Fracas] Seja p : E — B um espago
tal que B admite uma cobertura normal {V\} onde, para cada A, a inclusaoi:Vy — B é
homotopicamente nula. Entdo p é uma fibracao fraca se, e somente se, py, € B-equivalente

a um espaco trivial para cada X.

Com isso temos que se B é um CW-complexo entao p: E — B é uma fibragao

fraca se, e so se, € localmente B-equivalente a um espago trivial.

Demonstracao. Se p é uma fibracao fraca segue, pelo teorema anterior, que para cada A

existe vy € Vj tal que py, é B-equivalente ao espago trivial py : Vi x p~! (vy) — VA.

Suponha que py, é B-equivalente a um espaco trivial. Entao, para cada A, py, ¢é
fibragao fraca, e devido ao teorema de localizagao das fibragoes fracas (5.2.5), temos que

p é uma fibragao fraca. O

O préximo resultado goza de beleza equivalente a do corolario acima:

Teorema 5.3.8. [Caracterizagao Local das B-equivaléncias entre Fibragoes Fracas| Sejam
p: E — Bep : B — B fibracoes fracas tal que B admite uma cobertura normal
{VA} onde, para cada X\, a inclusio i : V\ — B é homotopicamente nula. Entdo uma
B-aplicagio f : E — E' é uma B-equivaléncia se, e somente se, para todo b € B a
restricio f, = f o) :p~t(b) — p'71 (b) € uma equivaléncia homotdpica (usual).
-

Demonstragio. Pelo teorema 3.4.5 ¢é suficiente mostar que para cada A a resticao fy, ¢é
uma B-equivaléncia. Ora, fixado A temos pelo teorema 5.3.4 existe vy € V) tal que py, ¢é
B-equivalente ao espaco trivial p : Vi x p~! (vx) — Vi. Analogamente py, é B-equivalente

a g : Vyxp ™ (vy) — Vi ( pela observagao 5.3.5 podemos tomar o mesmo vy para ambas
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projegdes). Denotemos por h: p~t (Vi) — Vi x p~t (vy), A~ : Vi x p~t (vy) — p~ 1 (TA)

e os analogos h' e h'~ as B-aplicacoes tais que
h™h % L1y, e hh™ % Iy, xp-1(vy) assim como, h'~h % Ly1v,y e MR/~ % Iy, s —1(0y)

definimos fy : Vi x p~t (vy) — Vi x p'~1 (vy) dada por fy (b,e) = (b, f., (€)). Entao
@ fr = p, nos dando assim que é uma B-aplicagao. Por hipitese existe uma inversa
homotépica de f,,, gu, : P! (va) — p~' (v)). Entdo consideremos a B-aplicagdo g :
Vi x P~ (vy) — Vi X p~t(vy). E de verificacdo direta que fy é uma B-equivaléncia
com inversa g, (que também é uma B-equivaléncia). Logo, tomamos as B-aplicagoes
Fx:pt(Va) — ' (Va) e Gy : p"~" (VA) — p~" (Va) dadas por

F)\ (6) = h,_f,\h e G)\ (6) = h_g)\h/

e verificamos, facilmente, que F e GG, sdao B-equivaléncias inversas.

Para concluir o resultado, vamos mostrar que fy, ¢ B-homotdpica a F). Feito isso,
o resultado segue imediatamente. Para isso notemos que p’fy, = p'F\. Afimo que isso é
suficiente para concluir: De fato, tomando a B-homotopia © : G\ F), % I,-1(v,) temos que
POy = pG\F\ = pF\ = pfy, e, pelo fato de py, ser uma fibracao fraca, temos que existe
uma homotopia @ : p~1 (Vy) x I — p'~1 (V}) tal que p'® = pO e, por um lado, &, =~ F\

assim como, por outro lado, ®g = fv,- O
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