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Resumo
Fibrações: do Local para o Global coloca toda a teoria das fibrações dentro do contexto de
espaços sobre uma base. Isso possibilita desenvolver de forma completa (no sentido de ser
autocontida) a teoria tanto do ponto de vista de reobter os resultados principais de forma
sistemática, quanto do ponto de vista de generalizá-los. O foco desse trabalho está nos
resultados de localização. Para isso é fundamental entender a importância da Propriedade
de Extensão de Seção (abreviada do inglês por SEP) e sob quais hipóteses podemos dizer
que esta propriedade é local (Localização da SEP). Com a ajuda da SEP provamos que a
Propriedade de Levantamento de Homotopias (CHP) é local (Teorema de Uniformização de
Hurewicz). Por fim, caracterizamos localmente as fibrações. No capítulo dois introduzimos
os nossos objetos de estudos, os espaços sobre uma base, damos vários exemplos e definimos
produto fibrado. Definimos também o que chamamos de B-homotopia e B-equivalência
homotópica. No capítulo três trabalhamos com a Propriedade de Extensão de Seção (SEP),
mostrando que a SEP é uma propriedade local sob certas hipóteses gerais. Mostramos
também que essa propriedade é hereditária. No capítulo quatro definimos as fibrações de
Hurewicz e a Propriedade de Levantamento de Homotopias (CHP) e mostramos que são
propriedades essencialmente equivalentes. Mostramos que estas propriedades são locais.
No capítulo cinco definimos uma fibração fraca de modo mais geral que as fibrações
de Hurewicz. Reobtemos resultados semelhantes aos obtidos para fibrações, inclusive o
análogo ao Teorema da Uniformização de Hurewicz. No fim do capítulo caracterizamos
localmente as fibrações fracas.

Palavras-chave: Fibrações. Propriedade de Extensão de Seção. Propriedade de Lenvan-
tamento de Homotopias. Propriedade Fraca de Levantamento de Homotopias. Fibrações
Fracas.



Abstract
Fibrações: do Local para o Global puts the entire theory of fiber within the context of spaces
on a basis. This makes it possible to develop fully (in the sense of being self-contained) the
theory both from the point of view of retrieving the main results in a systematic way, and
from the point of view of generalizing them. The focus of this work is on localization results.
For this it is fundamental to understand the importance of Section Extension Property
(SEP) and under what hypotheses we can say that this property is local (SEP localization).
With the help of SEP we prove that the Covering Homotopy Property (CHP) is local
(Hurewicz Uniformization Theorem). Finally, we characterize the localities. In chapter
two we introduce our objects of study, the spaces on a base, we give several examples
and define bundled product. We also define what we call B-homotopy and B-homotopic
equivalence. In chapter three we work with the Section Extension Property (SEP), showing
that the SEP is a local property under certain general assumptions. We also show that this
property is hereditary. In chapter four we define the Hurewicz Fibrations and the Covering
Homotopy Property (CHP) and show them to be essentially equivalent properties. We
have shown that these properties are local. In chapter five we define a weak fibration more
generally than the Hurewicz fibrations. We obtain similar results to those obtained for
fiber, including the analogue to the Hurewicz Uniformization Theorem. At the end of the
chapter we characterize weak fiber locally.

Keywords: Fibrations. Section Extension Property. Covering Homotopy Property. Weak
Covering Homotopy Property. Weak Fibrations.
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1 Introdução

A Teoria das Fibrações, hoje, constitui uma das noções básicas em topologia. É uma
estrutura simples de se definir e de se pensar sobre.

Começamos com uma função contínua p : E −→ B, onde o espaço topológico E
é dito espaço total, o espaço B é dito espaço base e a função p dita projeção. Existem
essencialmente dois pontos de vista sobre tal teoria: o ponto de vista geométrico e o da
Teoria da Homotopia.

O geométrico foi brilhantemente explorado e fundamentado (já que ainda havia
divergência da comunidade sobre quais definições deveriam ser adotadas) por Norman
Steenrod em seu livro “The Topology of Fibre Bundles”, (STEENROD, 1951), que
virou a principal referência desse tópico e influenciou inúmeros matemáticos em suas
pesquisa, entre eles Grothendieck no seu trabalho em geometria algébrica.

Esse ponto de vista generaliza a ideia de parametrizar um espaço topológico através
de outro espaço o que engloba casos como variedades diferenciáveis, por exemplo. No
nosso texto, esse ponto de vista será abordado nos exemplos com nome de espaços fibrados
(de Steenrod) com objetivo de aplicar a teoria desenvolvida no nosso trabalho à essa
abordagem mais geométrica.

O outro ponto de vista, o da homotopia, é o plano de fundo do nosso trabalho. Um
dos principais questionamentos dessa teoria é o seguinte:

Considere o seguinte diagrama comutativo de espaços topológicos e funções contí-
nuas:

X × {0}

��

h // E

p

��
X × [0, 1]

H
// B

Sob quais hipóteses existe um levantamento H̃ : X × [0, 1] −→ E tal que pH̃ = H e
H̃0 = h?

Uma função contínua p : E −→ B que possui tal propriedade para um espaço
topológico X é dita possuir a Propriedade de Levantamento de Homotopia para X

(abreviadamente dizemos que p pssui a CHP para X, onde a sigla CHP é decorrente da
nomenclatura inglesa “Covering Homotopy Property”). Atrelado a isso surgem dois pontos
a se questionar:
a) Dada uma classe C de espaços topológicos, sob quais condições p : E −→ B possui a
CHP para C (ou seja possui a CHP para todo espaço pertencente a C)?
b) Até que ponto possuir tais propriedades localmente implica possuir tais propriedades
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globalmente? (Maneiras de sair do local e ir para o global constitui um problema central
em topologia).

Em 1944, Steenrod publicou o artigo “The classification of the Sphere Bundles,
Ann. of Math., 45 (1944), 294-311” onde mostrou que todo espaço fibrado p : E −→ B

com base normal (T4 e Hausdorff) possui a CHP para os espaços compactos. Nesse mesmo
artigo ele fez a seguinte pergunta: Sob quais hipóteses um espaço fibrado possui a CHP
para todos os espaços topológicos? Essa pergunta ficou sem resposta até o início da década
de 50.

Em 1951, Jean-Pierre Serre, em sua extraordinária tese (SERRE, 1951), estudou
aplicações que possuem a CHP para cubos ([0, 1]n com n natural), que se mostrou equiva-
lente a possuir a CHP para os CW-complexos que constituem uma classe importantíssima
(e suficientemente geral) de espaços topológicos.

A motivação para o nosso trabalho começa com o breve e belíssimo artigo de
Hurewicz, (HUREWICZ, 1955), publicado em 1955. Nesse trabalho ele introduziu, não
com essa nomenclatura, o produto fibrado (Capítulo 1) e o usou para definir o que hoje
chamamos de fibração (ou fibração de Hurewicz, como é comumente denominado devido a
esse trabalho). Nele Hurewicz mostrou que ser uma fibração é equivalente a possuir a CHP
para todo espaço topológico (Capítulo 3). Mas a principal contribução desse artigo só
foi observada por Dold quase uma década depois em (DOLD, 1963): A ideia usada por
Hurewicz na demostração do “Teorema da Uniformização”, onde mostra que p : E −→ B

com B paracompacto é uma fibração se, e somente se, é localmente uma fibração. Com
esse trabalho Hurewicz respondeu as perguntas (a) e (b) acima para fibrações de forma
extremamente satisfatória.

Esse teorema na verdade foi obtido, por Hurewicz, como um corolário. O que
ele mostrou foi o seguinte: Se B possui uma cobertura (não necessariamente aberta)
{Vλ} onde existe uma partição da unidade localmente finita subordinada a tal cobertura
então p : E −→ B é uma fibração se, e só se, p é uma fibração sobre cada Vλ dessa tal
cobertura (Capítulo 3). Dold observou tal demonstração e observou também a importância
de p : E −→ B possuir a “Propriedade de Extensão de Seção”, abreviadamente SEP
(capítulo 2), como ponto central para o estudo das fibrações e em seu artigo, já citado,
explicitou tal importância.

Para isso a partição da unidade se mostrou fundamental. Foi usando ela que Dold
deu condições para a SEP ser uma propriedade local dos espaços (Teorema de Extensão
de Seção) o que possibilitou a ele reobter todos os resultados de Hurewicz para uma classe
maior de funções contínuas p : E −→ B: As funções que possuem a “Propriedade Fraca de
Levantamento de Homotopias”, abrevida por WCHP que provem da nomenclatura “Weak
Covering Homotopy Property” (capítulo 4).
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Infelizmente não há na literatura nenhum trabalho voltado para fibrações, do ponto
de vista da homotopia, comparável ao trabalho feito por Steenrod. E não temos, nem de
longe, tal pretenção. O nosso objetivo é constituir um texto autocontido que exponha a
teoria das fibrações de maneira organizada, acessível e “linearmente” ordenada. Fazendo
com que leitores iniciantes (na arte da Matemática) com apenas conhecimentos básicos
de topologia geral possam, sem a necessidade de recorrer constantemente a outras fontes,
compreender essa belíssima teoria e identificar em seus estudos o aparecimento dessa teoria
em outros ramos da matemática: Como Geometria Diferencial, Topologia Algébrica e
Geometria Algébrica por exemplo.

O foco de “Fibrações: do Local para o Global”, como o próprio título sugere, está
nos resultado de localização: resultados que nos dão condições de passar uma propriedade
local para global.

No capítulo 1: Introduzimos os nossos objetos de estudos: Os espaços sobre uma
base (ou B-espaços) e as aplicações sobre uma base (ou B-aplicações). Damos vários
exemplos que nos acompanharão por todo o texto e definimos o que vem a ser um produto
fibrado que desempenha um papel importante não só na teoria das fibrações como na
matemática em si. Definimos também o que chamamos de B-homotopia e B-equivalência
homotópica que são homotopias (e equivalências homotópicas) que preservam as fibras.
Com isso podemos definir o que vem a ser um espaço sobre uma base retrátil e mostramos
que ser retrátil é uma propriedade hereditária (ou seja, é herdada por produtos fibrados).

No capítulo 2: Trabalhamos com a Propriedade de Extensão de Seção (SEP) e
provamos o Teorema da Extensão de Seção que é, sem dúvida, um dos principais resultados
da Teoria das Fibrações. Esse teorema afirma que se p : E −→ B é uma função contínua e
B é paracompacto então p possui a propriedade de extensão de seção se, e só se, possui
tal propriedade localmente (ou seja a SEP é uma propriedade local). Mostramos também
que essa propriedade é hereditária, nos possibilitando concluir que ser retrátil é uma
propriedade local.

No capítulo 3: Definimos as fibrações de Hurewicz e a Propriedade de Levantamento
de Homotopias (CHP) e mostramos que são propriedades essencialmente equivalentes.
Depois relacionamos a CHP com a SEP e junto com a equivalência anterior provamos,
com a ajuda do Teorema de Extensão de Seção, o Teorema de Uniformização de Hurewicz
que mostra que ser uma fibração (ou equivalentemente possui a CHP) é uma propriedade
local.

Com a nossa abordagem, respondemos de forma elegante a pergunta feita por
Steenrod, descrita acima. Mostramos, através do Teorema de Uniformização, que todo
espaço fibrado de Steenrod p : E −→ B com base B paracompacto é uma fibração (de
Hurewicz). Na verdade mostramos um resultado mais geral: Se p : E −→ B é um fibrado
de Steenrod normal então é uma fibração.
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No capítulo 4: Definimos uma fibração fraca como uma aplicação contínua p :
E −→ B que possui a Propriedade Fraca de Levantamento de Homotopias (WCHP) para
todo espaço topológico, o que abrange as fibrações de Hurewicz. Reobtemos resultados
semelhantes aos obtidos para fibrações, inclusive o análogo ao Teorema da Uniformização
de Hurewicz: ou seja, ser uma fibração fraca é uma propriedade local.

No fim do capítulo caracterizamos localmente as fibrações fracas: mostramos que
para fibrações fracas (em particular para fibrações) B-aplicações são B-equivalências se,
e só se, são equivalências homotópicas comum. Posteriormente, como consequência de
um resultado mais geral, mostramos que p : E −→ B onde B é um CW-complexo é uma
fibração fraca se, e só se, localmente p é B-equivalente a um espaço trivial e que, sob
estas mesmas hipóteses sobre B, uma B-aplicação é uma B-equivalência se, e só se, é uma
equivalência homotópica usual sobre cada uma das fibras.
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2 Espaços Sobre uma Base

Neste capítulo apresentamos os nossos objetos de estudos: Os espaços e aplicações sobre
uma base (ou relativos a uma base). Nele também veremos alguns resultados e algumas
equivalências básicas, além de exemplos que vamos usar durante o decorrer do texto.

2.1 Definições e Exemplos
Começamos com a definição de espaços sobre uma base. Por uma base entendemos um
espaço topológico qualquer fixado. Desse modo, definimos:

Definição 2.1.1. Seja B um espaço topológico qualquer. Por um espaço sobre B (ou B-
espaço, ou apenas espaço) entendemos uma tripla (E, p,B) onde E é um espaço topológico
e p : E −→ B é uma função contínua. O espaço topológico B é dito o espaço base, E o
espaço total e a função p a projeção.
Se b é um ponto do espaço base então p−1 (b) é dito a fibra sobre b.

Durante todo o texto adotaremos a notação funcional dos B-espaços. Ou seja,
usaremos p : E −→ B ao invés de (E, p,B).

Os exemplos a seguir nos acompanharão durante todo o texto. Têm como papel
principal servir de exemplos e contraexemplos para propriedades citadas.

Exemplo 2.1.2. Espaço Trivial: Sejam Y e B espaços topológicos. Definimos o
espaço trivial ℘ : B × Y −→ B como a projeção ℘ (b, y) = b. Nesse exemplo, as fibras
℘−1 (b) = {b} × Y são todas homeomorfas a Y .

3

Exemplo 2.1.3. A Faixa de Möbius: Considere o intervalo compacto I = [0, 1] junto
com a relação de equivalência 0 ∼ 1. Então nosso espaço base é B = I

∼ com a topologia
quociente. Com isso B é homeomorfo ao S1. Consideremos também a seguinte relação de
equivalência sobre I × I: (0, t) ∼ (1, 1− t). Então nosso espaço total é a Faixa de Möbius
M = I×I

∼ e a projeção é p : M −→ B dada por p [(a, b)] = [a]. Onde [·] denota a respectivas
classes de equivalências em seus devidos espaços. Portanto a faixa de Möbius é um espaço
sobre S1. Sua fibras são todas homeomorfas a I e portanto são contráteis.



Capítulo 2. Espaços Sobre uma Base 15

3

Exemplo 2.1.4. Garrafa de Klein: Com o mesmo espaço base B = I
∼ da faixa

de Möbius, exemplo 2.1.3 acima, temos que a Garrafa de Klein, dada como o espaço
quociente K = I×S1

∼ cuja relação é dada por (0, (x, y)) ∼ (1, (x,−y)), junto com a projeção
p : K −→B dada por p [(a, (x, y))] = [a] é um espaço sobre o S1. Suas fibras são todas
homeomorfas ao S1.

3

Exemplo 2.1.5. Toro Retorcido: Um outro exemplo de um B-espaço, onde B é o
mesmo espaço base da Faixa de Möbius, é o toro retorcido Tr = I×S1

∼ , cuja relação é dada por
(0, (x, y)) ∼ (1, (−x,−y)), junto com a projeção p : Tr−→B dada por p [(a, (x, y))] = [a].

3

Exemplo 2.1.6. Espaço de Recobrimento: Um B-espaço p : E −→ B é dito um
espaço de recobrimento se p for sobrejetiva e todo b no espaço base B possuir uma
vizinhança aberta V , dita vizinhança distinguida, tal que p−1 (V ) = ⋃

λ
Uλ é união disjunta

de abertos {Uλ} onde
p
∣∣∣∣
Uλ

: Uλ −→ V

é um homeomorfismo. Com isso, temos que p é um homeomorfismo local. Suas fibras
p−1 (b) são todas discretas.

Se o espaço base B é conexo então p−1 (b) possui a mesma cardinalidade, indepen-
dente do b ∈ B (ver (LIMA, 1977), pág 119).

3

Exemplo 2.1.7. Fibrados (de Steenrod) (Ver (STEENROD, 1951), seção 2.3):
Seja p : E −→ B um espaço sobre B. Y um espaço topológico e G um grupo topológico
de transformações de Y (nesse caso G é um grupo topológico que age efetivamente e
continuamente sobre Y e portanto está naturalmente identificado com um subgrupo dos
homeomorfismos de Y em Y ). Diremos que p é um fibrado coordenado se:
a) ∀b ∈ B, p−1 (b) é homeomorfo a Y . Com isso dizemos que Y é a fibra de p : E −→ B.
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b) Existe uma coleção {Vλ} de abertos de B, ditas vizinhanças coordenadas, e homeomor-
fismos

Vλ × Y
℘

��

φλ // p−1 (Vλ)

pVλyy
Vλ

ditas funções coordenadas.
c) Essas funções e vizinhanças coordenadas satisfazem a condição que dado b ∈ Vλ e dado
y ∈ Y então pφλ (b, y) = b. Como condseqüência temos que fixado b ∈ Vλ então

φλ,b : Y −→ p−1 (b) dada por φλ,b (y) = φλ (b, y)

é um homeomorfismo. Veremos mais adiante que isso faz de cada φλ um Vλ-homeomorfismo
(ver definição 2.1.14).
d) Dado b ∈ Vλ ∩ Vγ então φ−1

γ,bφλ,b : Y −→ Y é um elemento de G. Mais ainda: As funções

gγ,λ : Vλ ∩ Vγ −→ G tal que gγ,λ (b) = φ−1
γ,bφλ,b

são todas contínuas.

Os espaços dos exemplos 2.1.2, 2.1.3, 2.1.4 e 2.1.5 são exemplos de Fibrados
Coordenados (ver (STEENROD, 1951), seção 1).

Se p : E −→ B é um espaço de recobrimento com base conexa, então também é um
fibrado coordenado de Steenrod pois, neste caso, as fibras p−1 (b) são todas homeomorfas
(possuem a mesma cardinalidade).

Dois fibrados coordenados com o mesmo espaço total e mesma base são ditos
estritamente equivalentes se suas funções e vizinhanças coordenadas {(φλ, Vλ)} e

{(
φ′γ, V

′
γ

)}
satisfazem a condição que as funções

gλ,γ : Vλ ∩ V ′γ −→ G tal que b 7→ φ−1
λ,bφ

′
γ,b

são todas contínuas. Uma classe de equivalência de fibrados coordenados na relação descrita
acima é dito simplesmente um espaço fibrado ou G-fibrado (de Steenrod) quando queremos
destacar o grupo G.

3

O outro objeto central do nosso estudo são as aplicações sobre uma base, que
definimos da seguinte forma:
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Definição 2.1.8. Sejam p : E −→ B e p′ : E ′ −→ B espaços sobre B. Por uma aplicação
sobre B (ou apenas B-aplicação) entendemos uma função contínua f : E −→ E ′ tal que
p′f = p.

E

p

��

f // E ′

p′~~
B

ou seja, uma função contínua f : E −→ E ′ é uma aplicação sobre B se (e somente se)
preserva fibras (i.e. ∀b ∈ B, f (p−1 (b)) ⊆ p′−1 (b)). Naturalmente, a identidade IE : E −→
E é uma B-aplicação assim como composições de B-aplicações é uma B-aplicação.

Note que os espaços sobre B junto com as aplicações sobre B formam uma categoria,
a categoria Top

B
dos espaços sobre B, onde:

• Os objetos dessa categoria são formados pela classe

Obj
(
Top

B

)
= {p : E −→ B contínua|E é um espaço topológico}

• Dados p : E −→ B e p′ : E ′ −→ B espaços sobre B, então os morfismos são dados
pelos conjuntos

Hom (p, p′) = {f : E −→ E ′ contínua| p′f = p}

Esta categoria possui um objeto destacado que é IB, a identidade de B, pois Hom (p, IB) =
{p}.

Exemplo 2.1.9. Aplicações Fibradas: Nos espaços fibrados do exemplo 2.1.7 temos
as aplicações fibradas (Ver (STEENROD, 1951), seção 2.5): Dados p : E −→ B e
p′ : E ′ −→ B′ espaços fibrados com o mesmo grupo G e mesma fibra Y . Por uma aplicação
fibrada entendemos uma aplicação contínua h : E −→ E ′ tal que existe uma função
contínua h : B −→ B′, dita induzida por h, satisfazendo:

E

p

��

h // E ′

p′

��
B

h

// B′

a) p′h = hp;
b) hb = h

∣∣∣∣
p−1(b)

: p−1 (b) −→ p′−1
(
h (b)

)
é um homeomorfismo;

c) ∀b ∈ Vλ ∩h
−1 (

V ′γ
)
então φ′−1

γ,h(b)hbφλ,b ∈ G e as funções gγ,λ : Vλ ∩h
−1 (

V ′γ
)
−→ G dada

por
gγ,λ (b) = φ′−1

γ,h(b)hbφλ,b

(ditas mudança de aplicações) são todas contínuas.
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A identidade IE : E −→ E é uma aplicação fibrada, assim como composição de
aplicações fibradas é uma aplicação fibrada.

Considere p : E −→ B e p′ : E ′ −→ B dois espaços G-fibrados com mesma fibra
e mesmo espaço base. Então nem toda aplicação fibrada é uma B-aplicação e nem toda
B-aplicação é uma aplicação fibrada. Continuaremos essa discussão mais adiante (ver
exemplo 2.1.17).

3

Uma propriedade procurada nos espaços sobre uma base é a existência de seções.
Definiremos agora o que é uma seção e no decorrer do texto ficará mais claro o importante
papel exercido pelas seções na teoria.

Definição 2.1.10. Seja p : E −→ B um espaço. Por uma seção de p entendemos qualquer
função contínua s : B −→ E tal que ps = IB. Isto é, s é uma função contínua que associa
a cada ponto b da base um elemento em sua fibra p−1 (b). Podemos pensar numa seção
como uma maneira (ou possibilidade) de se caminhar através das fibras (ou seja, não há
“saltos”). Se existe V ⊆ B e s : V −→ E tal que ps = IV então s é dita uma seção parcial
de p.

Note que o fato de p possuir uma seção implica que p é sobrejetiva.

Exemplo 2.1.11. Seja p : E −→ B uma função contínua sobrejetiva e localmente
injetiva, com E é um conexo de Hausdorff. Então p admite uma seção se, e só se, p é um
homeomorfismo (ver (LIMA, 1977), pág 115). Com isso, um recobrimento p : E −→ B

com E um conexo de Hausdorff admite uma seção se, e só se, é um homeomorfismo.

♦

Exemplo 2.1.12. Uma seção num espaço trivial, exemplo 2.1.2, está unicamente de-
terminada por um uma função contínua σ : B −→ Y . Com isso, temos uma bijeção entre
a classe de seções de um espaço trivial ℘ : B × Y −→ B e a classe das funções contínuas
de B em Y , que denotaremos por Y B (por enquanto não há topologia envolvida em Y B,
mas sua topologia padrão nesse texto será a compacto-aberta)

♦
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Exemplo 2.1.13. Quaisquer duas seções na faixa de Möbius, exemplo 2.1.3, se inter-
sectam: de fato, quaister duas seções na faixa são da forma si ([t]) = [(t, yi (t))] ∈ M,
e i = 1, 2. Se s1 ([0]) 6= s2 ([0]) então podemos supor que y1 (0) > y2 (0). O que, por
continuidade, implica que y1 (t) > y2 (t) para t ∈ [0, c] com c ≤ 1 constante. Como
s1 ([1]) = [(1, y1 (1))] = [(0, 1− y1 (0))] e s2 ([1]) = [(1, y1 (1))] = [(0, 1− y2 (0))], portanto
se a constante c pudesse ser igual a 1 teríamos que 1 − y1 (0) > 1 − y2 (0), o que é um
absurdo. Logo c < 1 o que implica na interseção das seções.

♦

Definição 2.1.14. Dois espaços p : E −→ B e p′ : E ′ −→ B são ditos B-homeomorfos se
existe um homeomorfismo f : E −→ E ′ que é uma B-aplicação (isso já implica que f−1 é
uma B-aplicação também).

E
f //

p
  

E ′

p′

��

f−1
// E

p
~~

B

Dizer que p : E −→ B e p′ : E ′ −→ B são B-homeomorfos equivale a dizer que E e E ′

são homeomorfos através de um homeomorfismo que faz corresponder fibras de E com as
fibras de E ′, também homeomorficamente.

Observação 2.1.15. Naturalmente, não distinguiremos espaços B-homeomorfos já que
gozam das mesmas propriedades estudadas neste texto.

Exemplo 2.1.16. Todo espaço topológico Y define dois espaços sobre B, dito espaços
triviais, que são as projeções ℘1 : B × Y −→ B e ℘2 : Y ×B −→ B. Esses espaços sobre
B são naturalmente B-homeomorfos (no caso de Y = ∅, então ℘1 = ℘2 = ∅).

♦

Exemplo 2.1.17. Continuando com o assunto das aplicações fibradas, temos que para
uma aplicação fibrada h : E −→ E ′ ser uma B-aplicação devemos ter que a aplicação
induzida h deve ser a identidade de B (ver exemplo 2.1.9). Isso implica que existe uma
função inversa h−1 : E ′ −→ E que também é uma aplicação fibrada. Com isso h é um
B-homeomorfismo (ver (STEENROD, 1951), seção 2.5)

Dois espaços G-fibrados p : E −→ B e p′ : E ′ −→ B com mesma base e mesma
fibra são ditos equivalentes se existe uma aplicação fibrada h : E −→ E ′ que induz a
identidade h = IB : B −→ B. Se uma B-aplicação f : E −→ E ′ é uma aplicação fibrada
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então f é uma equivalência entre os espaços fibrados (em particular, f deve ser um
B-homeomorfismo).

♦

Como é de se esperar, nem todo homeomorfismo é um B-homeomorfismo:

Exemplo 2.1.18. Sejam E1 = {(x, y) ∈ R2| |y| ≤ |x|}, E2 = {(x, y) ∈ R2|xy ≥ 0}, pi :
Ei −→ R dados por pi (x, y) = x, i = 1, 2. Então E1 e E2 são homeomorfos (E2 é obtido a
partir de uma rotação de 45º em E1). Mas p1 e p2 não são B-homeomorfos pois as fibras
p−1

1 (0) = {(0, 0)} e p−1
2 (0) =

{
(0, y)

∣∣∣∣y ∈ R
}
não são homeomorfas.

♦

2.2 Homotopias Sobre uma Base e Espaços Retráteis
Os espaços retráteis constituem uma classe importante dos espaços sobre uma base devido
à facilidade de se obter resultados a respeito deles. Para a definição de espaços retráteis
é necessário a definição de homotopias sobre um base, que também nos acompanhará
durante todo o texto.

Definição 2.2.1. Sejam f, g : E −→ E ′ B-aplicações. Por uma B-homotopia (ou homoto-
pia sobre B) ligando f a g entendemos uma homotopia Θ : E × I −→ E ′ tal que Θ0 = f ,
Θ1 = g, e p′Θt = p, ∀t ∈ I. f e g são ditas B-homotópicas se existe uma B-homotopia
entre f e g.

E
Θt //

p

��

E ′

p′~~
B

Ou seja, Θ é uma homotopia tal que:
a) Fixado t ∈ I, a função Θt preserva fibras;
b) Fixado b na base, Θb = Θ

∣∣∣∣
p−1(b)×I

é uma homotopia entre f
∣∣∣∣
p−1(b)

e g
∣∣∣∣
p−1(b)

;

Denotamos o fato de f e g serem B-homotópicas por f '
B
g ou, quando queremos

destacar a B-homotopia, por Θ : f '
B
g.

Observação 2.2.2. Poderíamos, no lugar de I = [0, 1], considerar qualquer intervalo com-
pacto [a, b] com a < b.
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É óbvio que B-homotopia é uma relação de equivalência nas aplicações sobre B.
Denotamos a categoria

[
Top
B

]
cujos objetos são os mesmos B-espaços e os morfismos são

as classes de B-homotopias.

Definição 2.2.3. Dados os B-espaços p : E −→ B e p′ : E ′ −→ B, e uma B-aplicação
f : E −→ E ′ então f é dita uma B-equivalência homotópica (ou simplesmente B-
equivalência) entre p e p′ se existe uma B-aplicação g : E ′ −→ E tal que fg '

B
IE′ e

gf '
B
IE. No caso da existência dessa f diremos que p é B-equivalente a p′.

Dizer que dois espaços p e p′ são B-equivalentes significa dizer que existe uma
equivalência homotópica f , com inversa homotópica g, onde ambas preservam fibras e
para cada fibra p−1 (b) a restrição f

∣∣∣∣
p−1(b)

: p−1 (b) −→ p′−1 (b) também é uma equivalência

homotópica, com inversa g
∣∣∣∣
p′−1(b)

. Neste caso E e E ′ possuem o mesmo tipo de homotopia,

e para cada b as fibras p−1 (b) e p′−1 (b) também possuem o mesmo tipo de homotopia.
Veremos mais na frente (Teorema 5.3.1) que para uma classe considerável de B-espaços
(que chamaremos de fibrações fracas) vale que uma B-aplicação é uma B-equivalência se,
e só se, é uma equivalência homotópica usual.

Exemplo 2.2.4. Com a noção acima, fica claro que se um espaço p : E −→ B é B-
equivalente a um espaço trivial então existe um espaço topológico Y tal que E tem o
mesmo tipo de homotopia que B × Y e cada fibra p−1 (b) tem o mesmo tipo de homotopia
que Y .

♦

Exemplo 2.2.5. Os espaços p1 e p2 do exemplo 2.1.18 não são B-homeomorfos, como já
foi visto. Mas são B-equivalentes: De fato basta considerar f : E1 −→ E2 e g : E2 −→ E1

dadas por f (x, y) = (x, 0) assim como g (x, y) = (x, 0). É óbvio que fg '
B
IE2 e gf '

B
IE1

já que
{

(x, 0)
∣∣∣∣x ∈ R

}
é retrato de deformação forte de amobos os espaços totais E1 e E2

(ver exemplo 2.2.13)

♦

Definição 2.2.6. Dados os espaços p : E −→ B e p′ : E ′ −→ B. Dizemos que p é
dominado por p′ (ou que p′ domina p) se existem B-aplicações f : E −→ E ′ e g : E ′ −→ E

tais que gf '
B
IE.
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A grosso modo, dizer p′ domina p significa dizer que, do ponto de vista da teoria da
homotopia, não precisamos nos preocupar com o todo o espaço topológico E (e sua fibras
p−1 (b)) e sim com apenas o subespaço gf (E) (e gf (p−1 (b))).

Proposição 2.2.7. As seguintes condições são equivalentes:
a) p é B-equivalente a IB;
b) p é dominada por IB;
c) Existe uma aplicação contínua s : B −→ E tal que ps = IB (ou seja, s é uma seção) e
sp '

B
IE.

Demonstração. [a=⇒b] e [c=⇒a] são triviais. [b=⇒c] Como p é dominada por IB existem
B-aplicações f e g tal que gf '

B
IE. Portanto f = p e pg = IB e gp '

B
IE. Tome s = g.

(Não deixou de ser trivial também!)

Observação 2.2.8. Note que dizer que p é B-equivalente a IB implica que E possui o mesmo
tipo de homotopia que B e que cada fibra p−1 (b) é contrátil (i.e. possui o mesmo tipo
de homotopia que um ponto). Na condição (c) acima, poderiamos ter pedido apenas que
ps '

B
IB, mas isso implica a igualdade. Perceba também que p, neste caso, é sobrejetiva.

Definição 2.2.9. Um espaço p : E −→ B é dito ser retrátil se satisfizer alguma (logo,
todas) das condições acima. Portanto espaços retráteis são B-equivalentes a IB.

Observação 2.2.10. Assim, espaços retráteis são espaços B-equivalentes a espaços triviais
cujas fibras são contráteis. A recíproca é verdade, como veremos mais adiante (em 2.2.16).

Exemplo 2.2.11. Seja E = BI , onde I = [0, 1] e BI = Cca (I;B) denota C (I;B) com
a topologia compacto-aberta. Seja p : E −→ B tal que p (w) = w (0). Dado A ⊆ B um
aberto qualquer então p−1 (A) = Cca (I, {0} ;B,A) que é um aberto da sub-base, portanto
p é contínua, logo um espaço sobre B. Considere s : B −→ E tal que s (b) seja a função
que manda todo t ∈ I em b. Então s é contínua (ver (ROKHLIN; FUKS, 1984), pág.
47).

Para mostrar que p é retrátil usaremos a propriedade (c). ps = IB e sp (w) =
s (w (0)) . Considerando Θ : E×I −→ E dado por Θ (w, r) = Θr (w) é tal que (Θr (w)) (t) =
w (rt), e portanto pΘr = p, ∀r ∈ I (pΘr (w) = w (r0) = w (0) = Θ0 (w)). Então Θ : sp '

B

IB. Com isso concluimos que Cca (I;B) possui o mesmo tipo de homotopia que B.

♦

Exemplo 2.2.12. A faixa de Möbius, exemplo 2.1.3, é retrátil: Basta tomar S : B −→M
dada por S [a] = [(a, 0)]. Então pS = IB e Sp [(a, b)] = [(a, 0)] que é homotópico a [(a, b)].
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♦

Exemplo 2.2.13. Outros espaços que são facilmente verificados que são retráteis são
os espaço p1 e p2 do exemplo 2.1.18: Para ambos os casos, basta tomar s : R −→ Ei

tal que s (x) = (x, 0), com i = 1, 2. É imediato a verificação que s é uma seção para
ambos os espaços. E tomamos Θ : Ei × I −→ Ei da da por Θ (x, y, t) = (x, ty) que é uma
R-homotopia entre spi e IEi .

♦

Exemplo 2.2.14. A garrafa de Klein e o Toro retorcido, exemplos 2.1.4 e 2.1.5, não
são retráteis pois K e Tr não possuem o mesmo tipo de homotopia que o S1.

♦

Exemplo 2.2.15. Um espaço de recobrimento p : E −→ B, exemplo 2.1.6, é retrátil
se, e só se, é um homeomorfismo. De fato as fibras de p são todas discretas. Por isso, se p
for retrátil essas fibras devem ser contráteis e portanto constituídas de um único ponto.
Isso implica a injetividade e portanto p é uma bijeção.

Como p admite uma seção s de maneira que sp '
B
IE então sp (e) ∈ p−1 (p (e)) = {e}.

Logo sp = IE.

♦

Podemos induzir, a partir do que já fizemos, as seguintes caracterizações para
espaços retráteis:

Proposição 2.2.16. Seja p : E −→ B um espaço sobre B. Então são equivalentes:
a) p é retrátil;
b) p é B-equivalente a um espaço trivial ℘ : B × Y −→ B com Y contrátil;
c) p é dominada por um espaço trivial ℘ : B × Y −→ B com Y contrátil;

Demonstração. [a =⇒b] É trivial, mas faremos em detalhes: Suponha que p é retrátil.
Então existe s : B −→ E tal que ps = IB e sp '

B
IE. Seja Y um espaço contrátil qualquer
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(portanto Y 6= ∅) e Φ : Y × I −→ Y a homotopia entre a aplicação constante y0, y0 ∈ Y ,
e a identidade IY (Φ0 = y0 e Φ1 = IY ). Considere a função (p, y0) : E −→ B × Y tal que
e 7→ (p (e) , y0) e a função s× : B × Y −→ E onde s× (b, y) = s (b). Então ℘ (p, y0) = p,
ps× = ℘ e s× (p, y0) = sp '

B
IE. Tomando

Θ : B × Y × I −→ B × Y tal que Θ (b, y, t) = (b,Φt (y))

temos que Θ : (p, y0) s× '
B
IB×Y .

[b =⇒c] é trivial;
[c =⇒a] Suponha que p é dominada por ℘. Portanto existem B-aplicações f : E −→ B×Y
e g : B × Y −→ E tal que gf '

B
IE. Portanto f é da forma (p, f2) onde f2 : E −→ Y .

Como Y é contrátil, f2 é homotópica a aplicação constante y0, com y0 ∈ Y . Considere a
função (IB, y0) : B −→ B × Y tal que (IB, y0) (b) = (b, y0) e defina s = g (IB, y0). Então
ps = IB. Seja Φ : y0 '

B
f2 e considere

Θ : E × I −→ E tal que Θ (e, t) = g (p (e) ,Φt (y))

que para todo t satisfaz pΘt = p, pois pg = ℘. Então Θ : sp '
B
gf e, por hipótese, gf '

B
IE,

o que finaliza a demonstração.

2.3 Produto Fibrado
Até agora já deu para perceber que no estudo dos espaços e aplicações sobre uma base, não
apenas o espaço base e total têm suas respectivas relevâncias mas também é importante
conhecer o comportamento sobre as fibras. Vamos olhar para o comportamento dos B-
espaços, não só sobre as fibras como sobre um subespaço qualquer, num contexto mais geral:
vamos colocá-las dentro do contexto de produtos fibrados. Uma das primeiras aparições de
grande destaque do produto fibrado foi no trabalho de Hurewicz, (HUREWICZ, 1955),
onde foi usada para definir fibrações (ver seção 4.1).

Definição 2.3.1. Sejam p : E −→ B e α : X −→ B funções contínuas. Definimos o
produto fibrado (ou espaço induzido) por α como o X-espaço pα : Eα −→ X onde

Eα =
{

(e, x) ∈ E ×X
∣∣∣∣p (e) = α (x)

}
(com a topologia de subespaço) e pα (e, x) = x (que é a restrição da projeção sobre a
segunda coordenada).
Se A ⊆ B e iA : A −→ B é a inclusão, então denotamos EiA por EA e piA por pA. Note
que, no último caso,

EA =
⊔
a∈A

(
p−1 (a)× {a}

)

Com isso pA é B-homeomorfo a p
∣∣∣∣∣
p−1(A)

: p−1 (A) −→ A e, portanto, não distingui-

remos pA de p
∣∣∣∣
p-1(A)

.
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Eα satisfaz a seguinte propriedade natural: Seja X um espaço topológico qualquer,
p : E −→ B e p′ : E ′ −→ B espaços. Existe uma bijeção entre o conjunto das funções
contínuas β : X −→ Eα e pares de funções contínuas β1 : X −→ E e β2 : X −→ E ′ tais
que pβ1 = p′β2. Essa correspondência é feita pela função β 7→ (β1 = ℘β, β2 = pp′β), onde
℘ : E ×B −→ E é a projeção natural.

X
β1

~~
β
��

β2

  
E

p
  

Ep′℘
oo

pp′
// E ′

p′~~
B

Exemplo 2.3.2. [Produto Fibrado de Steenrod] Na teoria dos espaços fibrados de
Steenrod (exemplo 2.1.7), temos também a noção de produto fibrado (ou fibrados indu-
zidos): Seja p : E −→ B um espaço G-fibrado com fibra Y , vizinhanças coordenadas {Vλ}
e funções coordenadas {φλ}. Seja α : X −→ B uma função contínua. Definimos o espaço
G-fibrado induzido como pα : Eα −→ X, como no caso dos B-espaços, mesma fibra Y ,
vizinhanças coordenadas {α−1 (Vλ)} e funções coordenadas {ϕλ (x, y) = (x, φλ (α (x) , y))}
(Ver (STEENROD, 1951), seção 10).

♦

Definição 2.3.3. Dada f : E −→ E ′ uma B-aplicação e α : X −→ B uma função contínua.
Definimos a aplicação sobre X induzida por α como a X-aplicação fα : Eα −→ E ′α onde
fα (e, x) = (f (e) , x). Notações análogas à anterior seguem para o caso onde A ⊆ B, onde
fA será tratada, naturalmente, como f

∣∣∣∣
p−1(A)

.

Observação 2.3.4. Dado α : X −→ B uma aplicação contínua, a noção de espaços e
aplicações induzidas definem um functor covariante induzido por α,

Tα :
(
Top

B
,Hom

(
Top

B

))
−→

(
Top

X
,Hom

(
Top

X

))

tal que se p ∈ Top
B
, Tα (p) = pα e se f ∈ Hom (p, p′) então Tα (f) = fα. Esse functor

preserva hootopias que preservam fibras e portanto está definido como functor em([
Top

B

]
, Hom

([
Top

B

]))
.

Definição 2.3.5. Seja P uma propriedade de funções contínuas e A um subconjunto de
B. Dizemos que um espaço p : E −→ B possui a propriedade P sobre A (respectivamente
f : E −→ E ′ possui a propriedade P sobre A) se pA (respec. fA) possui tal propriedade.
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Dizemos que p (respect. f) possui a propriedade P localmente se ∀b ∈ B existe vizinhança
aberta Vb de b tal que p tem a propriedade P sobre Vb (respectivamente fVb possui a
propriedade P ).

Exemplo 2.3.6. Espaços fibrados (de Steenrod) são localmente B-homeomorfos a espaços
triviais: continuando com as notações do exemplo 2.1.7 temos que dado b ∈ B existe
vizinhança coordenada Vλ a qual b pertence. Portanto φ−1

λ : Vλ −→ Vλ × Y é o B-
homeomorfismo requerido.

♦

Proposição 2.3.7. Se p : E −→ B é retrátil sobre A ⊆ B e α : X −→ B é contínua,
então pα é retrátil sobre α−1 (A). Em particular, se α é a inclusão (X ⊆ B) então p ser
retrátil sobre A implica que pX é retrátil sobre X ∩ A.

Demonstração. Como p é retrátil sobre A, existe uma seção parcial s : A −→ p−1 (A) tal
que pAs = IA e spA '

B
Ip−1(A). Seja Θ a B-homotopia entre spA e Ip−1(A). Tomemos, então,

s′ : α−1 (A) −→ p−1
α (α−1 (A)) tal que s′ (x) = (sα (x) , x). Portanto (pα)α−1(A) s

′ = Iα−1(A).

Então Ψ : p−1
α (α−1 (A))× I −→ p−1

α (α−1 (A)) tal que Ψ (e, x, t) = (Θ (e, t) , x) é a
B-homotopia desejada entre s′ (pα)α−1(A) e Ip−1

α (α−1(A))
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3 A Propriedade de Extensão de Seção

Uma das principais contribuições de Albrecht Dold à teoria das fibrações foi compreender a
importância da extensão de seções para a teoria. Observando a demonstração do Teorema
da Uniformização de Hurewicz (4.3.6), em (HUREWICZ, 1955), Dold percebeu que,
junto com a partição da unidade, a Propriedade de Extensão de Seção (SEP) constitui
uma poderosa ferramenta para provar teoremas de localização.

Por teoremas de localização estamos nos referindo a resultados que dão condições
a uma propriedade local (ver definição 2.3.5) de um espaço ser estendida globalmente.

Com seu trabalho em (DOLD, 1963) ele fixou o Teorema de Extensão de Seção,
que é um teorema de localição da SEP, como um dos principais resultados da teoria das
fibrações.

3.1 A Propriedade de Extensão de Seção (SEP)
Para termos uma ideia da importância de possuir uma seção, vamos ver o exemplo abaixo
que trata de fibrados principais e como a existência de seção para esses B-espaços equivale
a ele ser equivalente (no sentido dado no exemplo 2.1.17) a um espaço trivial.

Exemplo 3.1.1. [Fibrados Principais e Fibrados Associados] (Ver (STEENROD, 1951),
seção 8) Um G-fibrado p : E −→ B com fibra Y é dito principal se G é igual a Y e G
age sobre a fibra Y (ou seja, sobre si mesmo) da maneira mais natural: multiplicação à
esquerda

G× Y −→ Y tal que (g, y) 7→ gy

Todo espaço fibrado p : E −→ B, com fibra Y e grupo G possui um G-fibrado
principal associado, que denotaremos p̃ : Ẽ −→ B, com fibra G (ver (STEENROD,
1951), pág 35).

Dois fibrados p e p′ com a mesma fibra, mesmo grupo e mesmo espaço base são
equivalentes se seus fibrados principais p̃ e p̃′ são equivalentes.

Um espaço fibrado p : E −→ B é equivalente a um espaço trivial se, e só se, seu
fibrado principal associado p̃ : Ẽ −→ B admite uma seção (ver (STEENROD, 1951),
pág 36).

Dois fibrados com mesma base e mesmo grupo (mas não necessariamente com
mesma fibra) são ditos associados (ou G-associados) (ver (STEENROD, 1951), seção
9) se possuem fibrados principais equivalentes (ver exemplo 2.1.17).
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3

Definição 3.1.2. Seja B um espaço topológico e A um subespaço. Um halo sobre A (ou
ao redor de A) é um subespaço V ⊆ B junto com uma função contínua τ : B −→ I, onde
I = [0, 1], tal que A ⊆ τ−1 (1) e B\V ⊆ τ−1 (0). Escrevemos assim, que (V, τ) é um halo
sobre A.

Exemplo 3.1.3. Um exemplo trivial é que todo subespaço de um espaço topológico é um
halo sobre o conjunto vazio, junto com a função constante igual a 0. Um outro exemplo é
que se B é normal (T4 e Hausdorff) e A é fechado, então toda vizinhança aberta de A é um
halo, através da função de Urysohn ((ROKHLIN; FUKS, 1984), pág 17). Este último
caso engloba uma grande gama de espaços já que os espaços paracompactos são normais
((ROKHLIN; FUKS, 1984), pág 26). Por (MIYAZAKI, 1952) todo CW-complexo
é paracompacto e portanto normal.

Observação 3.1.4. É natural considerar V = τ−1 (0, 1]. Não há perda ao fazermos isso já
que todo halo sobre A contém τ−1 (0, 1].

Definição 3.1.5. Seja p : E −→ B um espaço sobre B. Dizemos que p possui a SEP se
dado A ⊆ B e dada uma seção parcial s sobre A que se estende a uma seção s̃ sobre V ,
onde V é um halo sobre A, então existe uma seção S sobre B que estende s.

Observação 3.1.6. Note que se f : E −→ E ′ é uma B-aplicação e s é uma seção sobre
A ⊆ B, com relação a p, então s′ = fAs é uma seção sobre A com relação a p′.

Observação 3.1.7. Se p possui a SEP, então p possui uma seção: Basta tomar A = V = ∅
e considerar a função vazia. Portanto, nesse caso, p é sobrejetiva.

Exemplo 3.1.8. a) O espaço p1 : E1 −→ R do exemplo 2.1.18 possui a SEP: Dado
A ⊆ R uma seção sobre A é uma função contínua s : A −→ p−1

1 (A) que é da forma
s (a) = (a, y (a)) onde (a, y (a)) ∈ E1. Seja (V, τ) um halo sobre A e s̃ a extensão de s ao
halo V . Tomemos então S : R −→ E1 tal que

S (r) =
 (r, τ (r) y (r)) , se r ∈ V

(r, 0) , se r ∈ R\V

a continuidade de S segue do fato de y ser localmente limitada.
b) Seja E = [0, 2π] e B = S1 e p : E −→ B dada por p (t) = (cos (t) , sin (t)). Então p não
possui a SEP: Não existe função contínua S : B −→ E tal que pS = IB. De fato p não
possui a SEP sobre qualquer vizinhança aberta de (1, 0).
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♦

Um questionamento natural é sobre a unicidade, a menos de B-homotopia, da
extensão de seção. Mas, em geral, não existe tal unicidade:

Exemplo 3.1.9. Considere o R-espaço p1 : E1 −→ R do exemplo 2.1.18. Então p1 possui
a unicidade, a menos de B-homotopia. Mas considerando

E = (E1 × {0})
⊔ (E1 × {1})
∼

onde ((x, y) , 0) ∼ ((x′, y′) , 1) se, e só se, (x, y) = (x′, y′) e x ≥ 0. Sendo p : E −→ R tal
que p [((x, y) , j)] = x e j = 0, 1. É simples de se ver que o epaço p possui duas seções que
não são B-homotópicas: Dada qualquer seção S de p1, então as seções S0, S1 : R −→ E

dadas por Si (x) = [S (x) , i], com i = 1, 2, não são R−homotópicas.

3

Proposição 3.1.10. Se p : E −→ B é dominada por p′ : E ′ −→ B e p′ tem a SEP, então
p possui a SEP. Em particular, todo espaço retrátil possui a SEP.

Demonstração. Como p′ domina p, existem B-aplicações f : E −→ E ′ e g : E ′ −→ E tal
que gf '

B
IE. Pela observação 3.1.6, s̃′ = fV s̃ é uma seção sobre V , com relação a p′, que

estende s′ = fAs

Tome A ⊆ B, (V, τ) um halo sobre A tal que existe uma seção parcial s sobre A
que se estende a uma seção parcial s̃ sobre V . A ideia é tomarmos uma seção de p′ e
levarmos via g a uma seção de p. Essa seção, em geral, não coincidirá com s sobre A. Então
a deformaremos para uma seção que coincida, sobre A, com s. Mas para isso precisamos
escolher bem a seção de p′.

Tomamos τ ′ : B −→ I dada por

τ ′ (x) = min {2τ (x) , 1}

o que nos dá que τ ′−1 (1) = τ−1
[

1
2 , 1

]
e τ ′−1 (0, 1] = τ−1 (0, 1].

Do fato de p′ possuir a SEP, existe seção S ′ : B −→ E ′ tal que

S ′
∣∣∣∣
τ−1[ 1

2 ,1]
= s̃′

∣∣∣∣
τ−1[ 1

2 ,1]

Considere a B-homotopia
Θ : E × I −→ E
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tal que Θ0 = gf e Θ1 = IE. Como τ−1
[

1
2 , 1

]
⊆ V , podemos considerar a função S : B −→

E, tal que

S (b) =
 gS ′ (b) , se b ∈ τ−1

[
0, 1

2

]
Θ (s̃ (b) , 2τ (b)− 1) , se b ∈ τ−1

[
1
2 , 1

]
que é contínua pelo lema da colagem. pS = IB e se b ∈ A, S (b) = Θ (s (b) , 1) = IE (s (b)) =
s (b) .

Exemplo 3.1.11. Devido a proposição acima temos que a Faixa de Möbius, exemplo
2.1.3, o espaço p2 do exemplo 2.1.18 e o espaço p : BI −→ B do exemplo 2.2.11
possuem a SEP pois são retráteis.

♦

Definição 3.1.12. Se B ⊆ B′ dizemos que uma função contínua r : B′ −→ B é uma
retração se existe uma seção i : B −→ B′ (não necessariamente a inclusão) tal que ri = IB.
Se i = iB é a inclusão então r é dita uma retração forte. Em caso da existência de uma
retração (retração forte) r : B′ −→ B dizemos que B é um retrato (retrato forte) de B′.

Proposição 3.1.13. Suponha que p : E −→ B é um espaço sobre B e que r : B′ −→ B

é uma retração, com seção i. Então pr domina ip. Como consequência temos que se pr
possui a SEP, então ip possui a SEP. Mais ainda, se i for a inclusão então, nesse caso, p
possui a SEP.

Demonstração. Tome f : E −→ Er tal que f (e) = (e, ip (e)) e g : Er −→ E tal que
g (e, b′) = e. Então prf = ip e ipg = pr e portanto f e g são B-aplicações e gf = IE.

Suponha agora que i é a inclusão. Dada A ⊆ B e (V, τ) um halo para A e
s : V −→ p−1 (V ) uma seção parcial de p. Portanto (V ′ = r−1 (V ) , τr) é um halo para A,
agora com relação a B′. Tome sr : V ′ −→ Er dada por

sr (b′) = (b′, sr (b′))

que é uma seção parcial de pr. Então, devido a pr possuir a SEP, existe seção Sr de pr e
Sr é da forma

Sr (b′) = (b′, S ′ (b))

onde S ′ : B′ −→ E satisfaz pS ′ = r. Portanto tomando S = S ′
∣∣∣∣
B
obtemos que S

∣∣∣∣
A

= s e
pS (b) = r (b) = b.

Exemplo 3.1.14. Um espaço trivial ℘ : B × Y −→ B possuir a propriedade de extensão
de seção (SEP) equivale ao seguinte problema de estender funções contínuas: Dado A ⊆ B

e (V, τ) um halo ao redor de A. Seja f : V −→ Y uma função contínua. Será que existe
uma função contíua F : B −→ Y tal que F

∣∣∣∣
A

= f
∣∣∣∣
A
? A resposta ser afirmativa para
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qualquer halo e qualquer função contínua equivale ao espaço ℘ : B × Y −→ B possui a
SEP. Com isso não podemos esperar que um espaço trivial qualquer possua a SEP. No
entanto, o resultado é verdadeiro se Y for contrátil: Denotando H : Y ×

[
0, 1

2

]
−→ Y a

homotopia entre H0 = IY e H 1
2

= y0 tomamos F : B −→ Y dada por

F (b) =

H (f (b) , 1− τ (b)) , τ (b) ∈
[

1
2 , 1

]
y0, τ (b) ∈

[
0, 1

2

]

♦

Exemplo 3.1.15. Suponha que p : E −→ B é dominada por um espaço trivial ℘ :
B× Y −→ B onde os i−ésimos grupos fundamentais de Y são todos triviais até i = n− 1,
ou seja πi (Y ) = 0, ∀i = 0, 1, . . . , n− 1 onde n ∈ N ∪ {∞}. Suponha também que B é um
retrato forte de um Complexo-CW de dimensão menor que ou igual a n. Então p possui a
SEP.

Nesse caso vamos mostrar que ℘ : B×Y −→ B possui a SEP. Daí, como ℘ domina
p segue que p possui a SEP. Pela proposição 3.1.13 podemos supor que B por si só é
um Complexo-CW de dimensão menor que ou igual a n.

Seja A ⊆ B e (V, τ) um halo sobre A. Suponha que s : V −→ V × Y é uma seção
parcial sobre V , com relação a ℘. Então s é da forma s = (IV , σ) onde σ : V −→ Y .
O nosso objetivo é construir Σ : B −→ Y tal que Σ

∣∣∣∣
A

= σ
∣∣∣∣
A
, pois daí teremos que

S : B −→ B× Y dada por S (b) = (b,Σ (b)) será uma seção sobre B, com relação a ℘, que
estende s

∣∣∣∣
A
. Como todo CW-complexo é normal ((ROKHLIN; FUKS, 1984), pág. 87), o

que de fato vamos mostrar é que o seguinte: dado um CW-complexo B, V ⊆ B um aberto
e um fechado W ⊆ V . Então dada uma função contínua f : V −→ Y (Y com as mesmas
hipóteses sobre ele) existe uma função contínua f̃ : B −→ Y tal que f̃

∣∣∣∣
W

= f
∣∣∣∣
W

.

Faremos isso por indução. Mas indução onde?

Denotemos, para isso, Br = Sker (B) o r-ésimo Skeleton de B e T r = Br ∪
τ−1

[
r+1
r+2 , 1

]
, ∀r ∈ 0, 1, 2, . . . , n. Construiremos seções parciais Σr : T r −→ Y de maneira

que Σr

∣∣∣∣
Br−1

= Σr−1
∣∣∣∣
Br−1

e Σr

∣∣∣∣
A

= σ
∣∣∣∣
A
. A primeira equação nos garante que a função

Σ = lim
r

Σr está bem definida e é contínua, enquanto que a segunda garante que Σ
∣∣∣∣
A

= σ
∣∣∣∣
A
.

Iniciamos o processo de construção com a seção Σ0 : T 0 −→ Y onde

Σ0 (b) =

σ (b) , Se b ∈ τ−1
[

1
2 , 1

]
y0, onde y0 ∈ Y qualquer, caso b /∈ τ−1

[
1
2 , 1

]
daí temos que Σ0

∣∣∣∣
A

= σ

∣∣∣∣
A
.
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Considere {e1
λ}λ∈Λ1

a coleção de todas as 1-células de B e para cada λ ∈ Λ1 a
função característica da célula e1

λ

chλ : 41 −→ B

onde 41 denota o 1-simplexo padrão. Para cada λ, temos duas possibilidades: e1
λ ∩

τ−1
[

1
2 , 1

]
= ∅ ou e1

λ ∩ τ−1
[

1
2 , 1

]
6= ∅.

· Se e1
λ ∩ τ−1

[
1
2 , 1

]
= ∅: Então consideramos Σ0chλ

∣∣∣∣
∂41

. Daí, como π0 (Y ) = 0, existe

Σ1
λ : 41 −→ Y tal que Σ1

λ

∣∣∣∣
∂41

= Σ0chλ

∣∣∣∣
∂41

.

· Se e1
λ ∩ τ−1

[
1
2 , 1

]
6= ∅: Então existe N1

λ ∈ N suficientemente grande de maneira que a
N1
λ-ésima divisão baricêntrica de 41 satisfaça a condição que dado 41

j um sub-simplexo
da divisão que intersecta ch−1

λ

(
τ−1

[
2
3 , 1

])
então 41

j ⊆ ch−1
λ

(
τ−1

[
1
2 , 1

])
. Denotando por{

41
j

}α(N1
λ)

j=1
, α (N1

λ) ∈ N, a coleção de todos os sub-simplexos da N1
λ-ésima divisão baricên-

trica, definimos
K1
λ =

⋃
j

{
41
j

∣∣∣∣41
j ⊆ ch−1

λ

(
τ−1

[1
2 , 1

])}
então Σ0chλ está bem definida em K1

λ ∪ ∂41. Vamos extendê-la para todo 41. Dado
41
j * K1

λ definimos φj,0 : ∂41
j −→ Y dada por

φj,0 (x) =

Σ0chλ (x) , x ∈ K1
λ

y0, x /∈ K1
λ

e como Y é conexo por caminhos, existe Φj : 41
j −→ Y tal que Φj

∣∣∣∣
∂41

j

= φj,0. Feito isso

para todo sub-simplexo que não está contido em K1
λ, podemos então definir Σ1

λ : 41 −→ Y

por

Σ1
λ (x) =

Σ0chλ (x) , chx ∈ K1
λ

Φj (x) , x ∈ 41
j , onde41

j * K1
λ

então Σ1
λ está bem definida (e é contínua) pois a interseção de dois sub-simplexos da divisão

baricêntrica é, no máximo, um único ponto (uma 0-face). Se este ponto x ∈ 41
j1 ∩4

1
j2 , caso

exista, estiver em K1
λ então Φj1 (x) = Φj2 (x) = Σ0chλ (x). Caso contrário, não estando em

K1
λ, então Φj1 (x) = Φj2 (x) = y0.

Repetindo o procedimento acima para cada λ ∈ Λ1, podemos definir a seguinte
função contínua Σ1 : T 1 −→ Y dada por

Σ1 (b) =

Σ0 (b) , b ∈ B0 ∪ τ−1
[

2
3 , 1

]
Σ1
λ

(
ch−1

λ (b)
)
, b ∈ e1

λ

Se b ∈ e1
λ ∩ τ−1

[
2
3 , 1

]
então ch−1

λ (b) ∈ K1
λ e portanto Σ1 (b) = Σ0 (b). Daí, se a ∈ A então

Σ1 (a) = Σ0 (a) = σ (a).
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Antes de fazer o caso geral do passo indutivo, vamos fazer para o caso r = 2 com o
objetivo de entender melhor o procedimento.

Denotemos por {e2
λ}λ∈Λ2

a coleção de todas as 2-células de B. Para cada λ ∈ Λ2,
tomemos (com perdão pelo abuso de notação)

chλ : 42 −→ B

a função característica de e2
λ. Temos, como antes, duas possibilidade: e2

λ intersectar ou não
τ -1

[
2
3 , 1

]
. Se não intersectar, procedemos de maneira análoga ao caso anterior, usando o

fato de que π1 (Y ) = 0 para estender a função da fronteira para todo o 42. O caso a se
trabalhar é quando intersecta.

Nesse caso, existe N2
λ tal que a N2

λ-ésima divisão baricêntrica, denotada por
{4j}

α(N2
λ)

j=1 , satisfaz a propriedade que se42
j∩ch−1

λ

(
τ−1

[
3
4 , 1

])
6= ∅ então42

j ⊆ ch−1
λ

(
τ−1

[
2
3 , 1

])
.

Definimos
K2
λ =

⋃
j

{
42
j

∣∣∣∣42
j ⊆ ch−1

λ

(
τ−1

[2
3 , 1

])}
então Σ1chλ está definida em K2

λ ∪ ∂42. Resta-nos estendê-la: para cada sub-simplexo 42
j

que não está contido em K2
λ, denotamos 42

j,0 as 0-faces de 42
j assim como 42

j,1 as 1-faces.
Então para cada sub-simplexo temos três 0-faces e três 1-faces a considerar. E a interseção
de dois sub-simplexos qualquer é uma 0-face (um ponto) ou uma 1-face.

Para simplicidade da exposição da ideia, denotemos {x1, x2, x3} as 0-faces e
{41

1,41
2,41

3} as três 1-faces de um sub-simplexo 42
j que não está contido em K2

λ de
maneira que ∂41

1 = {x1, x2}, ∂41
2 = {x2, x3} e ∂41

3 = {x3, x1}.

Definimos φj,0 : 42
j,0 −→ Y dada por φj,0 (x) = Σ1chλ (x) , se x ∈ K2

λ e φj,0 (x) = y0

caso contrário. Devido ao fato de π0 (Y ) = 0, existem funções contínuas

φrj,1 : 41
r −→ Y

de maneira que φrj,1
∣∣∣∣
∂41

r

= φj,0

∣∣∣∣
∂41

r

(se uma 1-face contiver dois ou mais pontos de K2
λ

então ela está inteiramente contida nele), com r = 1, 2, 3. Daí, como ∂42
j = 41

1 ∪41
2 ∪41

3,
temos que a função φj,1 : ∂42

j −→ Y tal que φj,1 (x) = φrj,1 (x) , se x ∈ 41
r, é contínua.

Como π1 (Y ) = 0, existe Φj : 42
j −→ Y onde Φj

∣∣∣∣
∂42

j

= φj,1. Fazemos esse procedimento

para todo sub-simplexo 42
j que não está contido em K2

λ e, com isso, podemos definir
Σ2
λ : 42 −→ Y por

Σ2
λ (x) =

Σ1chλ (x) , x ∈ K2
λ

Φj (x) , x ∈ 42
j , onde42

j * K2
λ
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Fazendo a construção acima para todo λ ∈ Λ2, podemos construir a função contínua
Σ2 : T 2 −→ Y onde

Σ2 (b) =

Σ1 (b) , b ∈ B1 ∪ τ−1
[

3
4 , 1

]
Σ2
λ

(
ch−1

λ (b)
)
, b ∈ e2

λ

O passo indutivo: Seja r > 2 e suponha construida a função Σr−1 : T r−1 −→ Y como
desejamos. Tomamos uma r-célula qualquer erλ com função característica chrλ : 4r −→ B.
Se essa célula não intersectar τ−1

[
i
i+1 , 1

]
, já sabemos como proceder (usando o fato que

πr (Y ) = 0, ∀i ≤ r).

Se intersectar, tomamos N r
λ suficientemente grande de maneira que todo sub-

simplexo da N r
λ-ésima divisão baricêntrica que intersecta

(chrλ)
−1
(
τ−1

[
r + 1
r + 2 , 1

])

está contido em (chrλ)
−1
(
τ−1

[
r
r+1 , 1

])
. Tomamos, como antes,

Kr
λ =

⋃
j

{
4r
j

∣∣∣∣4r
j ⊆ (chrλ)

−1
(
τ−1

[
r

r + 1 , 1
])}

então Σr−1chrλ está definida em Kr
λ ∪ ∂4r.

Considere 4r
j um sub-simplexo da divisão que não está contido em Kr

λ. Seja 4r
j,0 o

conjunto das 0-faces do sub-simplexo. Definimos φj,0 : 4r
j,0 −→ Y dada por

φj,0 (x) =

Σr−1chrλ (x) , x ∈ Kr
λ

y0, x /∈ Kr
λ

e ai procedemos de forma análoga aos casos particulares vistos para estendermos essa
função para a união das 1-faces de 4r

j . Supondo já feita a extensão dessa função para
todas as i-faces, com i < r, então usamos o fato que πi (Y ) = 0 para estender para todas
as (i+ 1)-faces.

Portanto construimos, para cada sub-simplexo 4r
j que não intersecta Kr

λ, uma
função Φj : 4r

j −→ Y tal que

Φj

∣∣∣∣
4rj∩K

r
λ

= Σr−1chrλ

∣∣∣∣
4rj∩K

r
λ

e com isso, Σr
λ : 4r −→ Y com

Σr
λ (x) =

Σr−1chrλ (x) , x ∈ Kr
λ

Φj (x) , x ∈ 4r
j , onde4r

j * Kr
λ
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Portanto, podemos tomar Σr : T r −→ Y onde

Σr (b) =

Σr−1 (b) , b ∈ Br−1 ∪ τ−1
[
r+1
r+2 , 1

]
Σr
λ

(
(chrλ)

−1 (b)
)
, b ∈ erλ

e Σr

∣∣∣∣
Br−1

= Σr−1
∣∣∣∣
Br−1

e Σr

∣∣∣∣
A

= σ

∣∣∣∣
A
.

Tomamos então Σ = lim
r

Σr e S : B −→ B × Y tal que S (b) = (b,Σ (b)).

♦

3.2 Localização da SEP
O nosso objetivo, agora, é provar o Teorema de Extensão de Seção. Este teorema, provado
por Dold em (DOLD, 1963), é um resultado de localização da SEP e se mostrará
fundamental para outros resultados de localização.

Teorema 3.2.1. Suponha que p : E −→ B possua a SEP. Seja ρ : B −→ I contínua e
W = ρ−1 (0, 1]. Então pW possui a SEP.

Demonstração. Tome A ⊆ W, (V, τ) um halo sobre A onde τ : W −→ I (aqui tomamos
V = τ−1 (0, 1]) e s uma seção parcial sobre A, com relação a pW (ou seja, pAs = IA), que
se estende a uma seção s̃ sobre V .

Temos dois casos a considerar:
caso 1: Existe k ∈ (0, 1] tal que A ⊆ ρ−1 [k, 1];
caso 2: ∀ε > 0 temos que A ∩ ρ−1 (0, ε) 6= ∅;

No primeiro caso, tomamos τ ′ : B −→ I tal que

τ ′ (b) =
 min

{
ρ(b)τ(b)

k
, 1
}
, se b ∈ W

0, se b ∈ B\W

que é contínua devido a definição de ρ e τ , satisfaz τ ′−1 (0, 1] = V e (V, τ ′) é um halo
para A, agora com relação a B. Daí, como p : E −→ B possui a SEP, segue que existe
S ′ : B −→ E tal que S ′

∣∣∣∣
τ ′−1(1)

= s̃
∣∣∣∣
τ ′−1(1)

. Tomando S = S ′
∣∣∣∣
W

: W −→ p−1 (W ) temos que

pWS = IW e S
∣∣∣∣
A

= s.

O primeiro caso foi simples pois conseguimos um halo para A com relação a B
cuja seção parcial é a mesma função s. Para o segundo caso, o procedimento não será
tão simples assim pois nele o A se aproxima arbitrariamente de ρ−1 (0). Por isso a nossa
estratégia será considerar seções parciais sobre pedaços cada vez maiores de A, onde cada
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uma dessas seções podem ser estendidas a uma seção sobre B e quando restritas aos pontos
de A, que estão nas seções parciais iniciais, coincida com s.

Para isso, dado n ∈ N consideremos funções contínuas µn, λn : I −→ I de maneira
que

µn satisfaça:

Se x ≤ 1− 1
n
, então µn (x) = 1

n
;

Se x ≥ 1− 1
n+1 , µn = 1

n+2 ;
∀x ∈ I, 1

n+2 ≤ µn (x) ≤ 1
n
;

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λn satisfaça:

Se x ≤ 1− 1
n
, então λn (x) = 1

n+1 ;
∀x ∈ I, 1

n+3 < λn (x) < µn (x) ;

Seja τn+1 : B −→ I tal que

τn+1 (b) =
 min

{
ρ(b)−λn(τ(b))

µn(τ(b))−λn(τ(b)) , 1
}
, se b ∈ Vn+1

0, b ∈ B\Vn+1

onde
Vn+1 =

{
b ∈ W

∣∣∣∣ρ (b) > λn (τ (b))
}

daí temos que τ−1
n+1 (0, 1] = Vn+1. Denotando τ−1

n+1 (1) por An+1 temos então que

An+1 =
{
b ∈ W

∣∣∣∣ρ (b) ≥ µn (τ (b))
}

E, afinal de contas, para que servirão essas funções e esses conjuntos construídos
acima?

Perceba que cada (Vn+1, τn+1) são halos para An+1 e que dado a ∈ A existe n0 ∈ N
tal que a ∈ An0+1. Analogamente dado b ∈ W , existe n0 tal que b (mais ainda: uma
vizinhança aberta de b) está contido em Vn0+1. Portanto, resta-nos construir seções parciais
sobre cada um desses Vn+1 de maneira que quando nos restringirmos aos pontos de A∩An+1

tenhamos a função s̃
∣∣∣∣
A∩An+1

. E quando considerarmos suas extensões Sn+1 : B −→ E que
satisfarão as seguintes propriedades:
(a) Se ρ (b) > 1

n+1 , então Sn+1 (b) = Sn (b);
(b) Se b ∈ Vn+1 e τ (b) > 1− 1

n
, então Sn (b) = s̃ (b);

obteremos que a função S = lim
n

(
Sn

∣∣∣∣
W

)
é contínua, pS = IW e S

∣∣∣∣
A

= s. Vamos, então, à
construção dessas seções:

Considere, inicialmente, as funções τ ′ : B −→ I tal que

τ ′ (b) =
 ρ (b) τ (b) , se b ∈ W

0, se b ∈ B\W

e τ ′′ : B −→ I tal que

τ ′′ (b) =
 min {6τ ′ (b) , 1} , se b ∈ W

0, se b ∈ B\W
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o que nos dá que τ ′′−1 (0, 1] = V e que τ ′′−1 (1) = τ ′−1
[

1
6 , 1

]
. Por hipótese, p possui a SEP.

Portanto existe seção S ′′ : B −→ E tal que S ′′
∣∣∣∣
τ ′−1[ 1

6 ,1]
= s̃

∣∣∣∣
τ ′−1[ 1

6 ,1]
.

O caso base é dado por n = 2: Nesse caso temos V3, A3 e τ3 como foi definido
anteriormente para o caso geral. Tomemos a seção parcial s3 : V3 −→ p−1 (V3) dada por

s3 (b) =
 S ′′ (b) , ρ (b) > 1

3

s̃ (b) , τ (b) > 1
2

que está bem definida e é contínua devido à construção de S ′′. Portanto, devido a SEP,
existe seção S3 : B −→ E de maneira que S3

∣∣∣∣
A3

= s3

∣∣∣∣
A3

.

Para n = 3, definimos a seção parcial s4 : V4 −→ p−1 (V4) dada por

s4 (b) =
 S3 (b) , ρ (b) > 1

4

s̃ (b) , τ (b) > 1− 1
3

Então, dado b ∈ V4 com τ (b) ≤ 1 − 1
3 temos que λ3 (τ (b)) = 1

4 e portanto ρ (b) > 1
4 . Se

ρ (b) > 1
4 e τ (b) > 1− 1

3 então µ2 (τ (b)) = 1
4 e portanto b ∈ A3. Daí S3 (b) = s̃ (b). Com

isso, existe seção S4 : B −→ E de maneira que S4

∣∣∣∣
A4

= s4

∣∣∣∣
A4

.

O passo indutivo é totalmente análogo: Suponha construída a seção Sn, n > 2,
então definimos a seção parcial sn+1 : Vn+1 −→ p−1 (Vn+1) dada por

sn+1 (b) =
 Sn (b) , ρ (b) > 1

n+1

s̃ (b) , τ (b) > 1− 1
n

e, argumentando como no caso n = 3, temos que existe seção Sn+1 : B −→ E de maneira
que Sn+1

∣∣∣∣
An+1

= sn+1

∣∣∣∣
An+1

.

Tomamos S = lim
n

(
Sn+1

∣∣∣∣
W

)
e verificamos, facilmente, que satisfaz as propriedades

desejadas:
· Se ρ (b) > 1

n+1 então Sn+1 (b) = Sn (b). Portanto S ′ é contínua;
· pS ′ = IW ;
· Se a ∈ A então τ (a) = 1 portanto é maior que 1− 1

n
para todo n. Logo S ′ (a) = S (a) =

s (a).

Definição 3.2.2. Seja B um espaço topológico qualquer. Uma cobertura {Vλ}λ∈Λ (não
necessariamente aberta) de B é dita ser normal se existe uma partição da unidade
localmente finita {πδ}δ∈∆ subordinada à cobertura {Vλ}λ∈∆ (i.e. ∀δ ∈ ∆ existe λ ∈ Λ tal
que π−1

δ (0, 1] ⊆ Vλ e a cobertura
{
π−1
δ (0, 1]

}
δ∈∆

é localmente finita).

Observação 3.2.3. A nomenclatura normal foi usada por Hurewicz em (HUREWICZ,
1955). Já enumerável por Dold em (DOLD, 1963). No nosso caso, reservaremos a
palavra enumerável para coberturas onde o conjunto de índices Λ for enumerável no
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sentido cardinal. Um outro fato a se observar é que em geral, na literatura, exigi-se que
π−1
δ (0, 1] ⊆ Vλ. No nosso caso não precisamos exigir tanto.

Exemplo 3.2.4. Se B é normal (T4 e Hausdorff) então toda cobertura aberta localmente
finita é normal ((ROKHLIN; FUKS, 1984)). Em espaços paracompactos toda cobertura
aberta admite subcobertura localmente finita. E como todo paracompacto é normal, segue
que se B é paracompacto então toda cobertura aberta é normal.

♦

O próximo teorema é o de localização da SEP. Localização neste texto tem um
sentido mais estrito: Aqui tem o sentido que se vale sobre cada elemento de uma cobertura
normal então vale globalmente. Não é uma restrição muito onerosa pois caso o espaço base
B seja paracompacto (como, de fato, é na grande maioria dos casos trabalhados) então
obtemos a noção de localização usual, ou seja, se vale localmente então vale globalmente.

Teorema 3.2.5. [Teorema de Extensão de Seção ou Localização da SEP] Seja p : E −→ B

um espaço sobre B. Suponha que exista uma cobertura normal {Vλ}λ∈Λ tal que p possui
a SEP sobre cada Vλ. Então p possui a SEP. Como consequência temos que se B é
paracompacto, então p possui a SEP se, e só se, todo ponto b de B possui uma vizinhança
aberta Vb na qual p possui a SEP sobre Vb.

Demonstração. Seja {π′λ}λ∈Λ′ a partição da unidade localmente finita subordinada a
{Vλ}λ∈Λ. Podemos, e vamos, assumir que Λ′ = Λ. Tome A ⊆ B e (V, τ) um halo sobre A
(aqui V = τ−1 (0, 1]). Seja s uma seção parcial sobre A que se estende a uma seção parcial
s̃ sobre V .

Defina ∆ = Λ∪{0} e π0 = τ assim como para cada λ ∈ Λ definimos πλ = (1− τ)π′λ.
Para cada λ ∈ ∆ tomamos Uλ = π−1

λ (0, 1]. Feito isso, obtemos que {πλ}λ∈∆ é uma
partição da unidade localmente finita subordinada a cobertura {Uλ}λ∈Λ ∪ {V } e que
A ∩ Uλ = ∅, ∀λ ∈ Λ. Ou seja, o único elemento da nova cobertura que intersecta A é o V .

Dado Γ ⊆ ∆, definimos πΓ (b) = ∑
λ∈Γ

πλ (b) que é contínua (já que a partição é

localmente finita). Então colocamos UΓ = π−1
Γ (0, 1] = ⋃

λ∈Γ
Uλ.

Denotemos por

P =
{

(Γ, SΓ)
∣∣∣∣0 ∈ Γ e existe seção parcial SΓ sobre UΓ que estende s

}
que tem o seguinte objetivo: Dizer que (Γ, SΓ) ∈ P significa que podemos estender s
para todo o conjunto ⋃

λ∈Γ
Uλ (daí o motivo de exigirmos que 0 ∈ Γ). Então P 6= ∅ pois

({0} , s̃) ∈ P (que é a extensão sobre V , e por hipótese já existe). O nosso objetivo é
mostrar que (∆, S∆) ∈ P (ou seja: devemos encontrar S∆).
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Consideremos a seguinte ordem parcial sobre P: Diremos que (A, SA) ≤ (B, SB) se,
e só se,

A ⊆ B e SB

∣∣∣∣
UA\UB\A

= SA

ou seja: dado b ∈ UA com πλ (b) = 0 para todo λ ∈ B\A, então SB (b) = SA (b).

Seja Σ = {(Γα, SΓα)}α∈A uma cadeia de P.

Tome Γ = ⋃
α∈A

Γα. Então UΓ = ⋃
α∈A

UΓα e vamos construir a seção parcial SΓ : UΓ −→

p−1 (UΓ) da seguinte forma: Dado b ∈ UΓ existem apenas um número finito de índices
λ1,..., λn ∈ ∆ tais que b ∈ Uλi , i = 1, . . . , n. Denotando por Lb = {λ1, . . . , λn} temos que o
conjunto de índices Lb∩Γ é não vazio. Como Γ = ⋃

α∈A
Γα, existe α ∈ A tal que Lb∩Γ ⊆ Γα.

Com isso definimos
SΓ (b) = SΓα (b)

Dado qualquer γ ∈ A com Γα ⊆ Γγ então SΓα (b) = SΓγ (b), e daí segue a boa
definição e continuidade de SΓ. Com isso (Γ, SΓ) ∈ P (pois dado b ∈ A e dado λ 6= 0 ∈ ∆
então πλ (b) = 0, implicando que SΓα (b) = s (b)). Que (Γ, SΓ) é uma cota superior para Σ
segue do fato que dado b ∈ UΓα com πλ (b) = 0 para todo λ ∈ Γ\Γα então Lb∩Γ = Lb∩Γα
o que implica, pela definição SΓ, que SΓ (b) = SΓα (b).

Portanto, mostramos que toda cadeia ascendente de P possui uma cota superior em
P. Com isso podemos aplicar o lema de Zorn sobre P e concluir que existe um elemento
maximal (M, SM) ∈ P.
Vamos mostrar que M = ∆. Mostrado isso, já obtemos o resultado pois U∆ = B.
Suponhamos que M 6= ∆. Tome µ ∈ ∆\M. Defina M′ = M ∪ {µ}. Considere a função
ϕ : π−1

M′ (0, 1] −→ [0, 1] tal que

ϕ (b) =
 1, se πµ (b) ≤ πM (b) (nesse caso πM (b) > 0)

πM(b)
πµ(b) , se πµ (b) ≥ πM (b) (nesse caso πµ (b) > 0)

então ϕ é contínua e ϕ−1 (0, 1] = π−1
M (0, 1] = UM.

Considere W = ϕ−1 (1) ∩ Uµ e W̃ = UM ∩ Uµ. Portanto
(
W̃ , ϕ

∣∣∣∣
Uµ

)
é um halo

para W e SM

∣∣∣∣∣
W̃

é uma seção parcial sobre W̃ com relação a p. Como p possui a SEP

sobre Vµ, segue pelo Teorema 3.2.1 que p possui a SEP sobre Uµ. Portanto existe
Sµ : Uµ −→ p−1 (Uµ) tal que pUµSµ = IUµ e

Sµ

∣∣∣∣∣
W

=
(
SM

∣∣∣∣∣
W̃

)∣∣∣∣∣∣
W

= SM

∣∣∣∣∣
W

Consideremos, por fim, SM′ : UM′ −→ p−1 (UM′), onde UM′ = UM ∪ Uµ, tal que

SM′ (b) =
 SM (b) , caso πµ (b) ≤ πM (b)
Sµ (b) , caso πµ (b) ≥ πM (b).
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Então SM′ é contínua pois se πµ (b) = πM (b) então Sµ (b) = SM (b), pSM′ = IUM′
e

(M′, SM′) > (M, SM)

pois se πµ (b) = 0 então SM′ (b) = SM (b) (lembrando que M′\M = {µ}). O que contra-
ria a maximalidade de (M, SM). Portanto M = ∆. Terminando a segunda afimação e
consequentimente a prova do teorema.

Com a mesma ideia dada na demonstração acima, obtemos o seguinte corolário:

Corolário 3.2.6. Seja p : E −→ B um espaço sobre B, A ⊆ B, e seja s uma seção
sobre A que se estende a uma seção sobre V , halo ao redor de A. Suponha que existe uma
cobertura normal {Vλ} de B\A tal que pVλ é retrátil para cada λ. Então existe uma seção
sobre B, S, tal que S

∣∣∣∣
A

= s.

Demonstração. É apenas uma adaptação natural da demonstração do teorema acima.

Exemplo 3.2.7. Seja p : E −→ B um espaço sobre B, A ⊆ B, e s uma seção sobre A que
se estende a uma seção sobre V , halo ao redor de A. Suponha que existe uma cobertura
normal {Vλ}λ∈Λ de B\A tal que pVλ é dominado por um espaço trivial ℘λ : Vλ× Yλ −→ B

( as projeções) com os grupos fundamentais πi (Yλ) = 0, para cada λ, i ≤ nλ, e cada Vλ
um retrato de um complexo-CW de dimensão ≤ nλ. Então existe uma seção sobre B, S,
tal que S

∣∣∣∣
A

= s (Veja o exemplo 3.1.15).

♦

Exemplo 3.2.8. Fibrados Normais: Um fibrado de Steenrod p : E −→ B é dito
normal se existe cobertura normal {Wγ} de B tal que os produtos fibrados (de Steenrod)
pWγ são todos triviais (ver o exemplo 2.3.2 para produto fibrado de Steenrod). No caso
do espaço base B ser paracompaco, então p : E −→ B é naturalmente um ibrado normal
já que a cobertura por vizinhanças coordenadas {Vλ} é a tal cobertura normal requerida.
Com isso a Faixa de Möbius, a Garrafa de Klein e o Toro Retorcido vistos na seção
2.1 são todos fibrados normais. Se B é um conexo paracompacto e p : E −→ B é um
recobrimento de B então p é um fibrado normal.

Se p : E −→ B é um G-fibrado normal então qualquer fibrado associado (ver
exemplo 3.1.1) e qualquer produto fibrado (ver exemplo 2.3.2) também é normal.

Se p : E −→ B é um fibrado normal, com cobertura normal {Wγ} de B e com
fibra contrátil então pWγ é retrátil (ver proposição 2.2.16) e portanto p possui a SEP
sobre cada elemento dessa cobertura normal. Decorre, então, do Teorema de Extensão de
Seção que p possui a SEP.
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Com isso, temos que se p : E −→ B é um fibrado de Steenrod com fibra contrátil e
B é paracompacto então p possui a SEP: por exemplo a Faixa de Möbius possue a SEP.

Pelo mesmo motivo se B é um conexo paracompacto e p : E −→ B é um recobri-
mento de B tal que p−1 {b} é um único ponto e ∈ E então p possui a SEP.

Continuando com os G-fibrados principais, exemplo 3.1.1, temos que um G-
fibrado principal normal p : E −→ B com G contrátil possui a SEP, e portanto admite
uma seção. Logo são equivalentes a um espaço trivial (ver exemplo 2.1.17).

♦

3.3 Hereditariedade da Propriedade de Extensão de Seção

Definição 3.3.1. Seja P uma propriedade sobre funções contínuas. Diremos que P é
hereditária sobre p : E −→ B se o fato de p possuir a propriedade P implicar que todos os
produtos fibrados também possuem tal propriedade. Ou seja, dado α : X −→ B contínua
então pα possui a propriedade P .

Exemplo 3.3.2. Pela proposição 2.3.7 vemos que ser retrátil é uma propriedade
hereditária.

♦

Definição 3.3.3. Seja p : E −→ B um espaço sobre B e h : X −→ E uma função
contínua. Então ph é um B-espaço e h se torna uma B-aplicação com relação aos espaços
ph e p. Com isso, dadas h0, h1 : X −→ E funções contínuas tais que ph0 = ph1, dizemos
que h0 e h1 são B-homotópicas se existe uma homotopia Θ : X × I −→ E tal que Θ0 = h0,
Θ1 = h1 e para todo t, pΘt = ph0 = ph1. Denotamos esse fato (com perdão pelo abuso de
notação) escrevendo h0 '

B
h1.

Em geral, a SEP não é hereditária sobre um espaço qualquer. Veremos agora que a SEP é
hereditária sobre um espaço p se, e só se, p é retrátil.

Proposição 3.3.4. As seguintes condições são equivalentes:
a) A SEP é hereditária sobre p (ou seja, todo produto fibrado pα possui a SEP);

b) Dada F : X −→ B , A ⊆ X , (V, τ) um halo sobre A e f : V −→ E com pf = F

∣∣∣∣∣
V

(ou seja, f é um levantamento parcial de F ), então existe F : X −→ E com F

∣∣∣∣∣
A

= f

∣∣∣∣∣
A

e

pF = F (ou seja, F é um levantamento de F );
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c) Dada F : X −→ B , A ⊆ X , (V, τ) um halo sobre A e f : V −→ E com pf = F

∣∣∣∣∣
V

(ou

seja, f é um levantamento parcial de F ), então existe um levantamento F : X −→ E com

F

∣∣∣∣∣
A

'
B
f

∣∣∣∣∣
A

;

d) p é retrátil;

Demonstração. [a=⇒b] Considere o produto fibrado pF : EF −→ X, e a aplicação induzida
fF : VF −→ EF (ver definição 2.3.3). Seja h : X −→ XF dada por h (x) = (x, x). Como

pFfFh

∣∣∣∣∣
V

= IV e pF possui a SEP, por hipótese, existe S : X −→ EF tal que S
∣∣∣∣∣
A

= fFh

∣∣∣∣∣
A

e pFS = IX . Note que S é da forma S (x) = (F (x) , x), onde F : X −→ E tal que
pF (x) = F (x) , ∀x.
[b=⇒c] é trivial.
[c =⇒ d] Seja (V, τ) um halo sobre A e s : V −→ E uma seção parcial para p. Por
hipótese existe seção S : B −→ E tal que S

∣∣∣∣
A

= s

∣∣∣∣
A
. Portanto p possui a SEP. Seja

F = p× : E × I −→ B tal que p× (e, t) = p (e). Considere a função τ : E × I −→ I dada
por τ (e, t) = 2

∣∣∣t− 1
2

∣∣∣. Sejam
V = τ−1 (0, 1] = E ×

[
0, 1

2

)⋃
E ×

(
1
2 , 1

]
A = τ−1 (1) = E × {0}⋃E × {1}

e considere a função f : V −→ E definida por

f (e, t) =
 e, se t < 1

2

Sp (e) , se t > 1
2

Por hipótese, existe F : E × I −→ E tal que F
∣∣∣∣
A
'
B
f
∣∣∣∣
A
, o que implica F0 '

B
IB e

F1 '
B
Sp, e pF = F = p×. Como F : F0 '

B
F1 segue que IB '

B
Sp. Logo p é retrátil.

[d =⇒c] Por hipótese existe S : B −→ E tal que pS = IB e Sp '
B
IE. Tomando F = SF

obtemos pF = F e F
∣∣∣∣
A

= Spf
∣∣∣∣
A
'
B
f
∣∣∣∣
A
;

[c =⇒ a] Suponha A ⊆ X e (V, τ) um halo ao redor de A. Considerando

τ ′ (x) = min {1, 2τ (x)}

obtemos τ ′−1 (0, 1] = V e τ ′−1 (1) = τ−1
[

1
2 , 1

]
.

Suponha s : V −→ p−1
α (V ) uma seção parcial para pα. Então s é da forma

s (x) = (x, sα (x)) onde sα : V −→ E com psα = α

∣∣∣∣
A
. Por hipótese existe Sα : X −→ E

com Sα

∣∣∣∣
τ−1[ 1

2 ,1]
'
B
sα

∣∣∣∣
τ−1[ 1

2 ,1]
. Tomando S ′ (x) = (x, Sα (x)) e denotando por H a B-
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homotopia entre Sα
∣∣∣∣
τ−1[ 1

2 ,1]
e sα

∣∣∣∣
τ−1[ 1

2 ,1]
podemos tomar S : X −→ Eα dada por

S (x) =

S
′ (x) , τ (x) ≤ 1

2

H (x, 2τ (x)− 1) , τ (x) ≥ 1
2

que satisfaz pαS = IX e S
∣∣∣∣
A

= s

∣∣∣∣
A
.

3.4 Localização dos espaços retráteis e das B-Equivalências
Depois da SEP nos ter sido apresentada nas seções anteriores, vamos ver o seu papel mais
importante na teoria das fibrações. Mais precisamente veremos a importância do teorema
de extensão de seção nos teoremas de localização. Lembrando que localização nesse texto
tem um significado diferente do usual.

Teorema 3.4.1. [Localização dos Espaços retráteis] Se p : E −→ B é retrátil sobre cada
Vλ, onde {Vλ} forma uma cobertura normal para B, então p é retrátil. Em particular, se
B é paracompacto então p é retrátil se, e só se, é localmente retrátil.

Demonstração. Seja α : X −→ B uma função contínua qualquer. Pelo proposição 2.3.7
pα é retrátil sobre cada α−1 (Vλ). Como {α−1 (Vλ)} forma uma cobertura normal para X,
segue do teorema de extensão de seção que pα possui a SEP. Da arbitrariedade de α, temos
que p é retrátil, pela proposição 3.3.4.

Exemplo 3.4.2. Todo fibrado normal com fibra contrátil é retrátil: De fato, segue do que
vimos no exemplo 3.2.8 e do teorema acima. Um exemplo é a Faixa de Möbius.

♦

Observação 3.4.3. O teorema acima nos mostra que ser retrátil é uma característica “local”
do espaço. As aspas são devido a exigência da cobertura ser normal. Se B for paracompacto,
então p : E −→ B é retrátil se, e só se, p é localmente retrátil. O nosso próximo objetivo é
mostrar que ser uma B-equivalência homotópica também é uma condição “local”. Para
isso consideremos o seguinte lema:

Lema 3.4.4. Sejam p : E −→ B e p′ : E ′ −→ B espaços e f : E ′ −→ E uma B-
equivalência com inversa f ′. Considere

R =
{

(y, w) ∈ E ′ × EI

∣∣∣∣p′ (y) = pw (I) e w (1) = f (y)
}

ou seja, ∀t ∈ I pw (t) = p′ (y). R é obviamente não vazio (tome w (t) = f (y) para todo t).
Tomando q : R −→ E dada por q (y, w) = w (0), então q é retrátil.
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Demonstração. Denotemos por Φ : IE′ '
B
f ′f e Ψ : IE '

B
ff ′ as B-homotopias e adotemos

as seguintes notações:
• Se w e w′ são caminhos com w (1) = w′ (0) , então denotamos o caminho produto por
w ∗ w′;
• Dado r ∈ I, denotamos rw (t) = w (rt) e rw (t) = w (1− r + rt)
• w− (t) = w (1− t).

Daí, observamos que 1w (t) =1 w (t) = w (t) , 0w (t) = w (0) e 0w (t) = w (1).
Definamos, também, a função σ : E −→ R como σ (e) = (f ′ (e) ,Ψ (e, ·)). Então qσ (e) =
Ψ (e, 0) = IE (e) = e e σq (y, w) = σ (w (0)) =

(
f ′ (w (0)) ,Ψw(0)

)
. Nosso objetivo é mostrar

que IR '
E
σq.

Fixado (y, w) ∈ R temos que Φy (1) = f ′f (y) = f ′w (1), f ′w (0) = Ψw(0) (0),
Ψw(0) (1) = ff ′w (0), ff ′w (1) = fΦ−y (0) e fΦ−y (1) = w− (0). Portanto podemos considerar
a função µ : R −→ E ′I dada por

µ (y, w) = Φy ∗ f ′
[
w− ∗Ψw(0) ∗ ff ′w ∗ fΦ−y ∗ w−

]
que é um caminho sobre a fibra p′−1 (p′ (y)) ligando µ (y, w) (0) = y a µ (y, w) (1) = f ′w (0).
Dessa forma, fµ (y, w) é um caminho em p−1 (p′ (y)) que se inicia em f (y) = w (1) e termina
em ff ′ (w (0)).

Considere também F : R× I −→ R tal que

F (y, w, r) = (µ (y, w) (r) , w ∗ f (rµ (y, w)))

(a continuidade segue de (LIMA, 1977), pág 131) que é uma E-homotopia ligando
F0 = IR e F1 (y, w) = (f ′w (0) , w ∗ fµ (y, w))(como w ∗ f (rµ (y, w)) é um caminho na
fibra p−1 (p′ (y)) terminando em f (µ (y, w) (r)) então (µ (y, w) (r) , w ∗ f (rµ (y, w))) ∈ R

e qFt (e′, w) = w (0) = q (e′, w)).

O objetivo, agora, é verificar que w ∗ fµ (y, w) é homotópica, sobre a fibra, à Ψw(0).

Perceba que

w ∗ fµ (y, w) = w ∗ f
[
Φy ∗ f ′

(
w− ∗Ψw(0) ∗ ff ′w ∗ fΦ−y ∗ w−

)]
é E-homotópica, por reparametrização, a(

w ∗ fΦy ∗ ff ′w−
)
∗ ff ′Ψw(0) ∗ ff ′

(
ff ′w ∗ fΦ−y ∗ w−

)
onde denotaremos (w ∗ fΦy ∗ ff ′w−) = ν. Com isso temos que

(
ff ′w ∗ fΦ−y ∗ w−

)
= ν−

e reescrevendo, temos que

w ∗ fµ (y, w) '
E
ν ∗ ff ′Ψw(0) ∗ ff ′ν−
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que é um caminho na fibra p−1 (p′ (y)) começando em w (0) e terminando em
ff ′ (w (0)). Assim

ν ∗ ff ′Ψw(0) ∗ ff ′ν− '
E
ν ∗ ff ′w (0) ∗ ff ′

(
Ψw(0) ∗ ν−

)
∗ ff ′w (0)

é uma reparametrização onde ficamos parados em ff ′w (0) nos intervalos
[

1
4 ,

2
4

]
e
[

3
4 , 1

]
.

Denotemos por G a E-homotopia que leva G0 = F1 em

G1 (y, w) =
(
f ′w (0) , ν ∗ ff ′w (0) ∗ ff ′

(
Ψw(0) ∗ ν−

)
∗ ff ′w (0)

)
.

Considere a E-homotopia H : R× I −→ R tal que

H (y, w, r) =
(
f ′w (0) , ν ∗r

(
Ψ−w(0)

)
∗Ψ1−r

(
Ψw(0) ∗ ν−

)
∗r Ψw(0)

)
onde H0 = G1 e

H1 =
(
f ′w (0) , ν ∗Ψ−w(0) ∗

(
Ψw(0) ∗ ν−

)
∗Ψw(0)

)
Como

(
ν ∗Ψ−w(0)

)
∗
(
Ψw(0) ∗ ν−

)
é homotópica, por reparametrização, ao caminho

constante w (0) e w (0)∗Ψw(0) é homotópico a Ψw(0) obtemos que H1 (y, w) é E-homotópico
a

σq (y, w) =
(
f ′w (0) ,Ψw(0)

)
e, portanto, encadeando as E-homotopias F,G,H e esta última entre H1 (y, w) e σq (y, w),
obtemos que IR é E-homotópico a σq

Teorema 3.4.5. [Localização das B-equivalências] Seja f : E ′ −→ E uma B-aplicação
relativa aos B-espaços p′ : E ′ −→ B e p : E −→ B. Se f é uma B-equivalência homotópica
sobre cada Vλ de uma cobertura normal {Vλ} de B, então f é uma B-equivalência. No
caso de B ser paracompacto, então f é uma B-equivalência se, e só se, é localmente uma
B-equivalência.

Mais ainda, se nos é dada uma inversa parcial g : p−1 (V ) −→ p′−1 (V ), onde (V, τ)
é um halo para A, e nos é dada uma B-homotopia DV : Ip−1(V ) '

B
fg então gA = g

∣∣∣∣
A
e

DA = DV

∣∣∣∣
A
se estendem a todo B.

Demonstração. Suponha a existência de uma função contínua S : E −→ E ′ × EI onde,
como de costume, EI = Cca (I;E), tal que S associe a cada ponto e ∈ E um ponto
e′ ∈ p′−1 (p (e)) e um caminho θe : I −→ E de maneira que θe (0) = e, θe (1) = f (e′) e
θe (t) ∈ p−1 (p (e)) , ∀t. Então S é da forma S (e) = (f ′ (e) , θe) onde f ′ : E −→ E ′, p′f ′ = p

e θ : E −→ EI . Portanto Θ : E × I −→ E dada por Θ (e, t) = θe (t) é uma B-homotopia
entre IE e ff ′ (a continuidade de Θ segue (LIMA, 1977), pág 131).

Do fato de IE '
B
ff ′ e de fVλ ser uma B-equivalência, temos que Ip−1(Vλ) '

B
fVλf

′
Vλ
.

Portanto f ′VλfVλ 'B Ip′−1(Vλ). Assim f ′ é uma B-equivalência sobre cada um dos Vλ, e por
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argumentos análogos ao caso da f , existirá uma f ′′ : E ′ −→ E tal que f ′f ′′ '
B
IE′ . Daí

temos que
f ′f '

B
(f ′f) (ff ′) '

B
fIEf

′′ '
B
IE′

logo f é uma B-equivalência homotópica.

Para mostrarmos a existência da função S considerada acima, notamos que: Deno-
tando

R =
{

(y, w) ∈ E ′ × EI

∣∣∣∣p′ (y) = pw (I) e w (1) = f (y)
}

como no lema anterior e q : R −→ E tal que q (y, w) = w (0) . Como f é uma B-equivalência
sobre cada Vλ então q é retrátil sobre cada p−1 (Vλ) e {p−1 (Vλ)}λ forma uma cobertura
normal de E. Então pelo Teorema 3.4.1 q é retrátil implicando na existência da função
S requerida. O que conclui demonstração do teorema, restando a verificação da segunda
parte:

Suponha que são dadas g e DV como no enunciado. Tomemos s : p−1 (V ) −→ R

dad por s (e) = (g (e) , DV (e, ·)) e notemos que qs = Ip−1(V ). Como (p−1 (V ) , τp) é um
halo sobre p−1 (A) e q possui a SEP (pois é retrátil) então existe S : E −→ R que estende
s
∣∣∣∣
p−1(A)

e qS = IE. Essa S é da forma S = (G,D) onde G : E −→ E ′ e D : E −→ EI

são tais que G
∣∣∣∣
p−1(A)

= gA e D
∣∣∣∣
p−1(A)

= DA. Com isso, concluimos a demostração do
teorema.
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4 Fibrações e a CHP

Em seu artigo “On the concept of the fibre space”,(ver (HUREWICZ, 1955)), Hurewicz
caracterizou os espaços sobre uma base que possuem a propriedade de levantamento de
homotopias. Essa caracterização foi da através de levantamentos de caminhos. Aos espaços
que possuem esta propriedade chamamos de fibrações (de Hurewicz).

Um espaço sobre B, p : E −→ B, é dito possuir a propriedade de levantamentos de
homotopias (Covering Homotopy Property - CHP) se toda homotopia H : X× I −→ B em
B cuja função inicial H0 possui um levantamento em E pode ser levantada completamente
a uma homotopia H : X × I −→ E em E.

Neste mesmo trabalho, Hurewicz mostra que se B é paracompacto então p é uma
fibração se, e só se, é localmente uma fibração. Esse resultado é o famoso Teorema de
Uniformização de Hurewicz.

4.1 Fibrações
Durante essa seção e no restante do texto, estaremos supondo que p : E −→ B é sobrejetiva.
Caso contrário, basta restringirmos os casos devidamente à imagem p (E).

Nossa primeira definição é a de fibração. Usamos a mesma definição dada por
Hurewicz em (HUREWICZ, 1955). Perceba o uso do produto fibrado.

Definição 4.1.1. Seja p : E −→ B um espaço sobre B. Se denotarmos por ` : BI −→ B

a aplicação ` (w) = w (0) então

E` =
{

(e, w) ∈ E ×BI

∣∣∣∣ p (e) = ` (w) = w (0)
}

é o espaço total do produto fibrado p` : E` −→ BI . Denotamos p̃ : EI −→ E` tal que
p̃ (α) = (α (0) , pα). Diremos que p : E −→ B é uma fibração (de Hurewicz) se existe uma
função contínua γ : E` −→ EI tal que p̃γ = IE` . A função γ é dita função de levantamento
relativa a p.

EI
I
EI // EI

��p̃}}
E` ℘

//

p`
��

γ

OO

E

p

��
BI

`
// B
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Intuitivamente, um espaço p : E −→ B é uma fibração se dado um caminho w em
B com ponto inicial em b e dado e ∈ p−1 (b) existe um caminho w̃ em E que levanta w e
se inicia em e e esse caminho depende continuamente de w e do ponto inicial e.

{0}

��

e // E

p

��
I w

//

w̃

>>

B

Exemplo 4.1.2. a) O espaço trivial ℘ : B × Y −→ B do exemplo 2.1.2 é uma fibração
como é simples de se verificar: Denotando por ` : BI −→ B a aplicação ` (w) = w (0),
então tomamos γ : (B × Y )` −→ (B × Y )I dada por γ (b, y, w) (t) = (w (t) , y). Com isso
γ (0) = (b, y) e p̃γ (b, y, w) = (b, y, w).

b) Todo espaço de recobrimento p : E −→ B é uma fibração. Mais ainda: dado w
um caminho em B começando em b, e dado e ∈ p−1 (b) existe um único caminho em E

começando em e que levanta w (Ver (LIMA, 1977), pág 129)

c) Composição de fibrações é uma fibração: Supondo p′ : E ′ −→ E e p : E −→ B

fibrações, tomamos w um caminho em B começando em b. Dado e′ ∈ (pp′)−1 (b), denotamos
e = p (e′) . Por hipótese existe um caminho w̃ em E, dependendo contínuamente de e e w,
tal que w̃ (0) = e e pw̃ = w. Também por hipótese, existe caminho w̃′ em E ′, dependendo
contínuamente de e’ e w̃ (conseqüentimente depende continuamente de e′ e w, pois w̃
depende contínuamente de w), tal que w̃′ (0) = e′ e p′w̃′ = w̃. Portanto pp′w̃′ = w e w̃′ é o
levantamento desejado de w.

d) Se p : E −→ B é uma fibração e α : X −→ B uma função contínua então
o produto fibrado pα é uma fibração (ou seja: fibração é hereditária). Provaremos uma
generalização desse fato mais na frente.

e) O espaço p1 : E1 −→ R do exemplo 2.1.18 é uma fibração: Seja w é uma
caminho em R e (w (0) , y) ∈ p−1

1 (w (0)). Definimos o caminho w̃ : I −→ E1 dado por
w̃ (t) = (w (t) , ỹ (t)) onde

· Se w (0) ≥ 0 e y ≥ 0,

ỹ (t) =

y, w (t) ≥ y

w (t) , w (t) ≤ y

· Se w (0) ≤ 0 e y ≥ 0,

ỹ (t) =

y, w (t) ≤ −y

−w (t) , w (t) ≥ −y
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· Se w (0) ≥ 0 e y ≤ 0,

ỹ (t) =

y, w (t) ≥ −y

−w (t) , w (t) ≤ −y

· Se w (0) ≤ 0 e y ≤ 0,

ỹ (t) =

y, w (t) ≤ y

w (t) , w (t) ≥ y

que é o levantamento desejado.

♦

Exemplo 4.1.3. Vimos (exemplo 2.2.5) que os espaços p1 : E1 −→ R e p2 : E2 −→ R
do exemplo 2.1.18 são B-equivalentes e p1 é uma fibração. Mas p2 não é uma fibração:
o caminho α : I −→ R tal que α (t) = t não se levanta a nenhum caminho começando em
(0, y) com y < 0. Com isso, fibração não é preservada por B-equivalências.

♦

4.2 Propriedade de Levantamento de Homotopias (CHP)

Definição 4.2.1. Seja p : E −→ B um espaço sobre B, X um espaço topológico qualquer
e H : X × I −→ B uma homotopia (usual). Diremos que p possui a CHP para H se
dada h : X −→ E com ph = H0 e dadas τ : X −→ I e H ′ : τ−1 (0, 1] × I −→ E com
pH ′ = H

∣∣∣∣
τ−1(0,1]×I

e H ′ (x, 0) = h (x) , ∀x ∈ τ−1 (0, 1] então existe H : X × I −→ E tal

que pH = H, H
∣∣∣∣
τ−1(1)×I

= H ′
∣∣∣∣
τ−1(1)×I

e H0 = h.

Observação 4.2.2. Naturalmente poderiamos no lugar de I considerar qualquer intervalo
compacto [a, b] com a < b.

A abstração da definição acima é ajudada pela intução no caso de X ser um espaço
normal (T4 e Hausdorff). Nesse caso dizer que p possui a CHP para H significa que dada
h : X −→ E com ph = H0, dados A ⊆ V ⊆ X com A fechado e V aberto e dada H ′

levantamento parcial de H em V que coincide com h em V × {0}, então podemos tomar
H, levantamento de H, de maneira que coincida com H ′ em A× I e H0 = h. Com isso
englobamos exemplos importantes como todos os espaços paracompactos (por exemplo:
espaços celulares).
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Definição 4.2.3. Dizemos que p : E −→ B possui a CHP para um espaço topologico X
se possui a CHP para toda homotopia H : X × I −→ B. Se p possui a CHP para todo
espaço topológico X então dizemos que p possui a CHP.

A noção de um espaço sobre B possuir a CHP pra uma homotopia H será tratada
apenas como uma noção auxiliar. O que vai nos interessar mesmo é a noção de possuir CHP
para espaços ou classes de espaços. Para isso será importante a seguinte caracterização.

Proposição 4.2.4. p : E −→ B tem a CHP para um espaço X se, e só se, dada qualquer
homotopia G : X × I −→ B e g : X −→ E com pg = G0 então existe G : X × I −→ E

com pG = G e G0 = g. Intuitivamente falando, dada qualquer homotopia cuja aplicação
inicial possa ser levantada, então existe um levantamento de toda a homotopia que se
inicia no levantamento da aplicação inicial.

X × {0}

��

h // E

p

��
X × I

H

//

H

;;

B

Demonstração. Para mostrar que a CHP é suficiente, considere τ : X −→ I a função nula
e H ′ a função vazia.

Que é necessário: Tome H, h, τ e H ′ como na definição. Considere τ ′ : X −→ I

tal que
τ ′ (x) = max {0, 2τ (x)− 1}

pois com isso, temos que τ ′−1 (0, 1] = τ−1
(

1
2 , 1

]
, τ ′−1 (0) = τ−1

[
1
2 , 1

]
e τ ′−1 (1) = τ−1 (1)

Tomemos também G : X × I −→ B tal que G (x, t) = H (x,min {1, τ ′ (x) + t}) e
g : X −→ E tal que

g (x) =
 H ′ (x, τ ′ (x)) , se τ (x) > 0

h (x) , se τ (x) ∈
[
0, 1

2

)
e a continuidade de g segue pelo lema da colagem. Como pg = G0 temos, por hipótese,
que existe G : X × I −→ E com pG = G e G0 = g.

Consideremos os seguintes subespaços:
· Y = {(x, t) ∈ X × I| t ≤ τ ′ (x)};
· Z = {(x, t) ∈ X × I| t ≥ τ ′ (x)} e
· W = {(x, t) ∈ X × I| t ≤ τ ′ (x) e τ (x) > 0}.
E tomemos H̃ : Y −→ E dada por

H̃ (x, t) =
 h (x) , se τ (x) ∈

[
0, 1

2

)
H ′ (x, t) , se τ (x) > 0
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então H̃ é contínua em Y : De fato, W é aberto em Y pois W = (τ−1 (0, 1]× I) ∩ Y .

Y =
(
τ−1

[
0, 1

2

)
× {0}

)
∪W

e dado (x, 0) ∈
(
τ−1

[
0, 1

2

)
× {0}

)
∩W = τ−1

(
0, 1

2

)
×{0} temos queH ′ (x, 0) = H ′ (x, τ ′ (x)) =

h (x). Portanto segue que, pelo lema da colagem, H̃ é contínua em Y .

Como G
∣∣∣∣
Z

: Z −→ E também é contínua, segue pelo lema da colagem que a função
H : X × I −→ E dada por

H (x, t) =
 H̃ (x, t) , se t ≤ τ ′ (x)
G (x, t− τ ′ (x)) , se τ ′ (x) ≤ t

é contínua e H satisfaz as propriedades desejadas:

• H0 (x) = H̃ (x, 0) = h (x);

• H
∣∣∣∣
τ−1(1)×I

= H̃
∣∣∣∣
τ−1(1)×I

= H ′
∣∣∣∣
τ−1(1)×I

;

• pH (x, t) =
{

pH̃ (x, t) , se t ≤ τ ′ (x)
pG (x, t− τ ′ (x)) , se τ ′ (x) ≤ t

=


ph (x) , se τ (x) ∈

[
0, 1

2
]

pH ′ (x, t) , se τ (x) ≥ 1
2

}
, se t ≤ τ ′ (x)

G (x, t− τ ′ (x)) , se τ ′ (x) ≤ t
=

H (x, t)

De posse da equivalência acima, podemos considerar o seguinte exemplo:

Exemplo 4.2.5. Todo espaço trivial ℘ : B×Y −→ B possui a CHP: Dadas G : X×I −→
B e g : X −→ B × Y , onde X é um espaço topológico arbitrário, e ℘g = G0 então tome
G (x, t) =

(
G (x, t) , g2 (x)

)
, onde g2 é a segunda coordenada de g. Portanto todo espaço

trivial possui a CHP e é, ao mesmo tempo, uma fibração. Veremos que este fato não é
uma coincidência.

♦

Exemplo 4.2.6. O espaço p : BI −→ B do exemplo 2.2.11 possui a CHP: Consideremos
G : X × I −→ B uma homotopia qualquer, onde X é um espaço topológico arbitrário.
Suponha a existência de g : X −→ BI contínua tal que pg = G0. Considerando as funções
G̃ : X × I × {0} −→ B e g̃ : X × {0} × I −→ B dadas por

G̃ (x, t, 0) = G (x, t) e g̃ (x, 0, t) = g (x) (t)
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então G e g são contínuas se, e só se, G̃ e g̃ são contínuas (ver (LIMA, 1977), pág 131).
Segue do lema da colagem que a função H̃ : (X × I × {0}) ∪ (X × {0} × I) −→ B dada
por

H̃ (x, r, s) =

g̃ (x, r, s) , r = 0

G̃ (x, r, s) , s = 0

é contínua.

(I × {0}) ∪ ({0} × I) é um retrato de deformação forte de I × I. Denotemos por
R tal retração forte. Então consideremos H = X × I × I −→ B dada por

H (x, r, s) = H̃ (x,R (r, s))

que é naturalmente contínua.

Tomemos, então, a homotopia G : X × I −→ BI dada por

G (x, t) = H (x, t, ·)

que satisfaz as condições desejadas:

pG (x, t) = H (x, t, 0) = H̃ (x, t, 0) = G̃ (x, t, 0) = G (x, t)

e
G (x, 0) = H (x, 0, ·) = g̃ (x, 0, ·) = g (x)

♦

Exemplo 4.2.7. Com a mesma idéia apresentada no exemplo anterior, mostra-se que o
espaço p : BI −→ B ×B dado por

p (w) = (w (0) , w (1))

também possui a CHP, pois ({0} × I)∪ (I × {0, 1}) também é retrato de deformação forte
de I × I.

♦

O próximo resultado relaciona a CHP com ser uma fibração:

Proposição 4.2.8. Um espaço p : E −→ B é uma fibração se, e somente se, p : E −→ B

possui a CHP.
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Demonstração. Suficiência: Suponha que p possui a CHP. Tome

E` =
{

(e, w) ∈ E ×BI

∣∣∣∣p (e) = w (0)
}

Queremos mostrar a existência de uma função γ : E` −→ EI tal que p̃γ = IE` .
Considere a função H : E` × I −→ B tal que H (e, w, t) = w (t) e ℘

∣∣∣∣
E`

: E` −→ E onde

℘ : E ×BI −→ E é a projeção natural. Então existe H : E` × I −→ E tal que pH = H e
H0 = ℘

∣∣∣∣
E`

. Tomemos, então

γ : E` −→ EI dada por γ (e, w) (t) = H (e, w, t)

daí temos que p̃γ = IE` .

Necessidade: Suponha que p : E −→ B é uma fibração. Então existe γ : E` −→ EI

tal que γ (e, w) é um caminho em E que começa em e e satisfaz pγ (e, w) = w.

Dadas G : X × I −→ B e g : X −→ E tais que pg = G0. ∀x ∈ X considere
wx : I −→ B tal que wx (t) = G (x, t). Como wx (0) = g (x), definimos G : X×I −→ E tal
que G (x, t) = γ (g (x) , wx) (t). Então pG (x, t) = wx (t) = G (x, t) e G (x, 0) = g (x) .

Exemplo 4.2.9. Com a caracterização acima, obtemos que os espaços p : BI −→ B e
p : BI −→ B ×B dos exemplos 4.2.6 e 4.2.7 são fibrações.

♦

Observação 4.2.10. Uma classe de espaços topológicos importantes são os CW-complexos.
Um B-espaço é dito ser uma fibração de Serre se possui a CHP para todo CW-complexo.
Segue dai que toda fibração é uma fibração de Serre.

Definição 4.2.11. Pensando em B e E como subespaços (de maneira natural) de BI

e EI , respectivamente, nós dizemos que uma função de levantamento γ é regular se
caminhos constantes em p (E) são levantados, via γ, a caminhos constantes em E. Ou
seja, γ (e, pe) = e, onde e denota o caminho constante mais natural possível. Uma fibração
que admite uma função de levantamento regular é dito uma Fibração Regular.

Vemos, assim, que podemos modificar a proposição 4.2.8 com o seguinte enunciado: Um
espaço p : E −→ B é uma fibração regular se, e só se, possui a CHP e dada uma homotopia
H o levantamento obtido, H, preserva pontos estacionários (ou seja, dado x ∈ X tal que
H (x, t) = H (x, 0) , ∀t, então H (x, t) = H (x, 0)).
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Exemplo 4.2.12. Se p : E −→ B é uma fibração e B é um espaço métrico, então p é
uma fibração regular. Seja γ uma função de levantamento. Dado (e, w) ∈ E` definimos dw
como o diâmetro de w (I) e definimos o caminho

w′ (t) =

 w
(
t
dw

)
, se t ≤ dw

w (1) , se t ≥ dw

Assim, podemos considerar a função de levantamento

γ′ (e, w) (t) = γ (e, w′) (dwt)

3

4.3 Localização das Fibrações
Agora vamos em busca da demostração do Teorema da Uniformização provado por Hurewicz
em (HUREWICZ, 1955). Esse teorema é um teorema de localização (no sentido já
citado anteriormente) das fibrações.

Proposição 4.3.1. Possuir CHP para um espaço topológico X é hereditária. Como
consequência temos que ser uma fibração é uma propriedade hereditária.

Demonstração. Seja p : E −→ B um espaço que possui a CHP para X. Seja α : Y −→ B

uma aplicação contínua. Suponha G : X × I −→ Y e g : X −→ Eα com pαg = G0.
Portanto g é da forma g = (g1, g2) onde pg1 = αg2. Como pαg = g2 temos que G0 = g2.
Considerando αG : X × I −→ B temos que pg1 =

(
αG

)
0
. Portanto, como p possui a

CHP para X, segue pela proposição 4.2.4 que existe G′ : X × I −→ E com pG′ = αG

e G′0 = g1. Tomemos G : X × I −→ Eα tal que G (x, t) =
(
G′ (x, t) , G (x, t)

)
. Então

pαG = G e G (x, 0) = g (x).

Exemplo 4.3.2. Seja B é um espaço topológico qualquer, não vazio, e b é um ponto
fixado de B. Consideremos

C (b) =
{
w ∈ BI

∣∣∣∣w (0) = b
}

com a topologia de subespaço. Tomamos pb : C (b) −→ B dado por pb (w) = w (1). Então
podemos pensar em pb como a restrição do espaço p do exemplo 4.2.7 ao conjunto C (b).
Devido a hereditariedade da fibração, segue que pb é uma fibração.
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♦

Definiremos o espaço abaixo, onde o usaremos para provar uma caracterização de possuir
a CHP para uma homotopia dada. Essa equivalência relaciona a propriedade de extensão
de seção com a de levantamento de homotopias.

Dada H : X × I −→ B uma homotopia e h : X −→ E tal que ph = H0, definimos

Rh =
{

(x,w) ∈ X × EI

∣∣∣∣h (x) = w (0) e pw (t) = H (x, t)
}

com a topologia induzida de subespaço. Rh considera pontos de X e caminhos em E,
com ponto inicial em h (x), e que levanta o caminho Hx = H (x, ·). Definimos o X-espaço
qh : Rh −→ X tal que qh (x,w) = x. Com isso podemos enunciar o lema seguinte que
relaciona a SEP com a CHP:

Lema 4.3.3. Um espaço p : E −→ B possui a CHP para H se, e só se, ∀h : X −→ E

com ph = H0 temos que qh possui a SEP.

Demonstração. “Ida” Suponha que p possua a CHP para H e tome h : X −→ E com
ph = H0. Então Rh é não vazio pois podemos tomar ρ : X −→ I a função nula. Com isso
existe H̃ : X×I −→ E tal que H̃0 = h e pH̃ = H. Então ∀x ∈ X, o par

(
x, H̃ (x, ·)

)
∈ Rh.

Entender esse lema fica simples quando entendemos o que é uma seção para qh:
Basicamente é uma função que associa a cada ponto x ∈ X um caminho wx em E que
se inicia em h (x) e levanta, via p, o caminho Hx. Assim, se A ⊆ X e (V, τ) um halo
para A com τ : X −→ I e V = τ−1 (0, 1] então dizer que qh possui uma seção parcial
s : V −→ q−1

h (V ) é o mesmo que afirmar que existe uma função que associa a cada ponto
v ∈ V um caminho wv em E que se inicia em h (v) e levanta, via p, o caminho Hv. Ou
seja, temos uma homotopia

H ′ : τ−1 (0, 1]× I −→ E, tal que H ′ (v, t) = wv (t)

e, devido a p possuir a CHP para H, existe H : X × I −→ E tal que H
∣∣∣∣
A×I

= H ′
∣∣∣∣
A×I

e

pH = H. Com isso, tomamos

S : X −→ Rh, onde S (x) = (x,H (x, ·))

que é uma seção para qh que estende s
∣∣∣∣
A
.

“Volta” É tão, ou mais, simples quanto a ida. Por isso faremos com menos detalhes.

Tome H, h, τ e H ′ como na definição de CHP. Tomamos

s : τ−1 (0, 1] −→ q−1
h

(
τ−1 (0, 1]

)
dada por s (x) = (x,H ′ (x, ·)). Devido a SEP, existe seção S : B −→ Rh que estende
s

∣∣∣∣
τ−1(1)

. Portanto tomamos H (x, t) = S (x) (t).
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O próximo lema vai nos ajudar a mostrar que possuir CHP para uma homotopia é,
de certa forma, uma propriedade local.

Lema 4.3.4. Seja a < b < c números reais e H : X × [a, c] −→ B uma homotopia. Se
p : E −→ B possui a CHP para H

∣∣∣∣
X×[a,b]

e para H
∣∣∣∣
X×[b,c]

então p possui CHP para H.

Demonstração. Seja H, h, τ, H ′ como da definição (apenas trocando I por [a, c]). A
estratégia para este lema é simples: primeiro levantamos H

∣∣∣∣
X×[a,b]

para uma função

F

∣∣∣∣
X×[a,b]

, que é onde temos que obedecer a restrição F0 = h. Usando o caminho final Fb,

estendemos H
∣∣∣∣
X×[b,c]

a uma homotopia G
∣∣∣∣
X×[b,c]

de maneira que Gb = Fb.

Começamos definindo F = H

∣∣∣∣
X×[a,b]

, τ1 (x) = min {b, τ (x)}, F ′ = H ′
∣∣∣∣
τ−1(a,b]×[a,b]

.

Por hipótese, existe F : X × [a, b] −→ E tal que F
∣∣∣∣
τ−1
1 (b)×[a,b]

= F ′
∣∣∣∣
τ−1
1 (b)×[a,b]

, pF = F e

F (x, 0) = h (x).

TomandoG = H
∣∣∣∣
X×[b,c]

, g (x) = F (x, b) , τ2 (x) = max (b, τ (x)) eG′ = H ′
∣∣∣∣
τ−1(b,c]×[b,c]

nós temos garantida a existência de G : X × [b, c] −→ E com G
∣∣∣∣
τ−1
2 (c)×[b,c]

= G′
∣∣∣∣
τ−1
2 (c)×[b,c]

e pG = G. Definindo H como a colagem de F e G, obtemos o levantamento desejado de
H.

Teorema 4.3.5. Seja p : E −→ B um espaço sobre B e H : X× I −→ B uma homotopia.
Suponha que exista uma cobertura normal {Vλ}λ∈Λ de X e para cada λ ∈ Λ existam
números reais tλ0 = 0 < tλ1 < · · · < tλr(λ) = 1 tal que p possui a CHP para H

∣∣∣∣
Vλ×[tλi ,tλi+1]

,

onde λ ∈ Λ e i = 0, . . . , r (λ)− 1. Então p possui a CHP para H.

Demonstração. Pelo lema anterior p tem a CHP para H
∣∣∣∣
Vλ×I

. Tome h : X −→ E tal que

ph = H0. Pelo lema 4.3.3, qh : Rh −→ X possui a SEP sobre cada Vλ. E como {Vλ}
forma uma cobertura normal para X, temos que qh possui a SEP, devido ao teorema de
estensão de seção. Portanto, também pelo lema 4.3.3, p possui a CHP para H.

Teorema 4.3.6. [Teorema de Uniformização de Hurewicz ou Localização das Fibrações]
Um espaço p : E −→ B é uma fibração sobre cada Vλ de uma cobertura normal {Vλ}λ∈Λ de
B (ou seja pVλ é uma fibração para todo λ) se , e só se, p é uma fibração. Em particular,
se B é paracompacto então p é uma fibração se, e somente se, p é localmente uma fibração.

Demonstração. A ida decorre da hereditariedade das fibrações. Vamos à recíproca:

Suponha que {πλ : B −→ I}λ∈Λ é a partição da unidade localmente finita onde
vamos assumir que Vλ = π−1

λ (0, 1] , ∀λ. Potanto
{
Vλ = π−1

λ (0, 1]
}
λ∈Λ

é uma cobertura
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aberta localmente finita. Tome H : X× I −→ B uma homotopia arbitrária. Nosso objetivo
é mostrar que p possui a CHP para H, pois, devido a arbitrariedade da homotopia e do
espaço X, obteremos o resultado.

Para cada r− tupla de índices λ1, . . . , λr ∈ Λ definimos a função φλ1,...,λr : X −→ I

dada por

φλ1,...,λr (x) =
r∏
i=1
min

{
πλiH (x, t)

∣∣∣∣∣t ∈
[
i− 1
r

,
i

r

]}

o que implica que φλ1,...,λr (x) 6= 0⇐⇒H
(
{x} ×

[
i−1
r
, i
r

])
⊆ Vλi , ∀i = 1, . . . , r. Definamos

Wλ1,...,λr = φ−1
λ1,...,λr (0, 1]

o fato de p ser uma fibração sobre cada Vλ implica que p possui CHP para H
∣∣∣∣
Wλ1,...,λr×[ i−1

r
, i
r ]
.

Com isso, se mostrarmos que a coleção

A =
{
Wλ1,...,λr

∣∣∣∣r ∈ N e λ1, . . . , λr ∈ Λ
}

é uma cobertura normal para X obteremos, pelo teorema anterior, que p possui CHP para
H (é nesse último passo que está escondido o teorema de extensão de seção).

Tome x ∈ X. Então existe vizinhança aberta Ux de x e um número natural rx
(devido ao número de Lebesgue) tais que
(a) Para cada i = 1, . . . , rx, Ux ×

[
i−1
rx
, i
rx

]
⊆ H

−1 (
Vγx,i

)
para algum γx,i ∈ Λ;

(b) Ux × I intersecta apenas um número finito de conjuntos H−1 (Vλ), com λ ∈ Λ.

Por (a) concluimos que A é uma cobertura para X pois, seguindo as notações
acima, dado x ∈ X então x ∈ φ−1

γx,1,...,γx,r (0, 1] = W .

Por (b) concluimos que, fixado r, a subcoleção

Ar = {Wλ1,...,λr |λ1, . . . , λr ∈ Λ}

é localmente finita: De fato, suponha que U = Wλ1,...,λr ∩ Ux 6= ∅. Então U ×
[
i−1
r
, i
r

]
⊆

H
−1 (Vλi) para cada i = 1, . . . , r. O que implica que (Ux × I)∩H−1 (Vλi) 6= ∅. Então, por

(b), não pode haver infinitos Wλ1,...,λr que interserctam Ux.

As verificações de (a) e (b) são simples. Vamos a elas:

Fixe x ∈ X. Para cada t ∈ I existe vizinhança aberta Vt de H (x, t) tal que Vt
intersecta apenas um número finito de abertos Vλ. O que implica que cada H−1 (Vt), com
t ∈ I, intersecta apenas um número finito de abertos do tipo H−1 (Vλ).

A coleção
{
H
−1 (Vt)

}
t∈I

é uma cobertura aberta de {x}×I. Definindo ℘2 : X×I −→
I como a projeção sobre a segunda coordenada, e usando o fato que é uma aplicação aberta,
obtemos que

{
℘2
(
H
−1 (Vt)

)}
t∈I

é uma cobertura aberta de I. Tomemos δ′x o número de
Lebesgue da cobertura

{
℘2
(
H
−1 (Vt)

)}
. Por argumentos análogos

{
℘2
(
H
−1 (Vλ)

)}
λ∈Λ
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também é uma cobertura aberta para I, e tomemos δ′′x o número de Lebesgue desta
cobertura.

Tomando δx = min {δ′x, δ′′x} e rx um número natural de forma que 1
rx
< δx obtemos

que para todo i = 1, . . . , rx,[
i− 1
rx

,
i

rx

]
⊆ ℘2

(
H
−1 (Vti)

)
∩ ℘2

(
H
−1 (Vλi)

)
para certos ti ∈ I e λi ∈ Λ. Com isso

{x} × I ⊆
rx⋃
i=1

(
H
−1 (Vti) ∩H

−1 (Vλi)
)

=
rx⋃
i=1

H
−1 (Vti ∩ Vλi)

Tomando ℘1 : X × I −→ X a projeção e Ux =
rx⋂
i=1
℘1
(
H
−1 (Vti ∩ Vλi)

)
que é uma

vizinhança aberta de x tal que:

· ∀i = 1, . . . , rx, Ux ×
[
i−1
rx
, i
rx

]
⊆ H

−1 (Vλi);

· Apenas um número finito de conjuntos da forma H
−1 (Vλ) intersectam Ux ×[

i−1
rx
, i
rx

]
, pois Ux ×

[
i−1
rx
, i
rx

]
⊆ H

−1 (Vti). Logo apenas um número finito de conjuntos da
forma H−1 (Vλ) intersectam Ux × I.

Porém não garantimos que a coleção A seja localmente finita: Fixado r ∈ N,
apenas um número finito de abertos do tipo Wλ1,...,λr interserctam Ux, mas variando r não
garantimos mais essa finitude. Mas existe um refinamento dela que será localmente finita.
Vamos a construção desse refinamento.

Para cada natural r, denotemos ψr = ∑
i<r

λ1,...,λi∈Λ

φλ1,...,λi : X −→ I e ϕλ1,...,λr : X −→ I

onde
ϕλ1,...,λr (x) = máx {0, φλ1,...,λr (x)− rψr (x)}

Dado x ∈ X, tomamos kx ∈ N mínimo tal que existe kx-tupla λ1, . . . , λkx ∈ Λ onde
φλ1,...,λkx

(x) 6= 0 (diremos que λ1, . . . , λkx é uma kx-tupla minimal relacionada a kx ) .
Obviamente tal kx e tal kx-tupla minimal existem devido a coleção A ser uma cobertura
para X. Daí ψkx (x) = 0 e portanto, para essa kx-tupla, ϕλ1,...,λkx

(x) = φλ1,...,λkx
(x). Assim

B =
{
ϕ−1
λ1,...,λkx

(0, 1]
∣∣∣x ∈ X, e λ1, . . . , λkx é a kx-tupla minimal relacionada ao natural kx

}
forma uma cobertura para X . Mais ainda, fixado x, se tomarmos N > kx suficientemente
grande de maneira que φλ1,...,λkx

(x) > 1
N
, então, pela definição de ψN , temos que ψN (x) >

1
N

implicando que NψN (x) > 1. Pela continuidade, existe vizinhança aberta Vx de x tal
que NψN (y) > 1 para todo y ∈ Vx. Nessa vizinhança ϕλ1,...,λm (y) = 0, ∀m ≥ N , o que
mostra que B é localmente finita.

Com isso, tomamos a coleção

∆ =
{
λ1, . . . , λkx

∣∣∣∣x ∈ X e λ1, . . . , λkx é a kx-tupla minimal relacionada ao natural kx
}
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temos que a relação
Φ =

∑
α∈∆

ϕα : X −→ R

define uma função contínua e positiva (Φ (x) > 0, ∀x ∈ X). Então, para cada α ∈ ∆,
consideramos as funções πα : X −→ I dadas por

πα (x) = ϕα (x)
Φ (x)

que satisfaz π−1
α (0, 1] = ϕ−1

α (0, 1] e portanto {πα}α∈∆ é a partição da unidade localmente
finita subordinada a cobertura A. Com isso, por definição, A é uma cobertura normal
para X.

Observação 4.3.7. O mesmo resultado, com as modificações naturais, é válido para fibrações
regulares (Ver (HUREWICZ, 1955), pág. 959).

O corolário abaixo segue da demonstração feita acima:

Corolário 4.3.8. Se p : E −→ B é trivial sobre cada Vλ de uma cobertura aberta {Vλ}λ∈Λ

de B então p possui CHP para todo espaço paracompacto X.

Demonstração. A cobertura aberta A =
{
Wλ1,...,λr

∣∣∣∣r ∈ N e λ1, . . . , λr ∈ Λ
}

de X será
normal, já que X é paracompacto.

Exemplo 4.3.9. Vimos no exemplo 4.1.2 que todo espaço trival é uma fibração. Com
isso, todo espaço localmente trivial é uma fibração devido ao Teorema de Uniformização.
Mas a recíproca é falsa: O espaço p1 do exemplo 4.1.2.b é uma fibração que não é
localmente trivial nem localmente B-homeomorfo a um espaço trivial.

♦

Exemplo 4.3.10. Todo G-fibrado normal é uma Fibração: De fato um G-fibrado
normal p : E −→ B é trivial sobre uma cobertura normal de B, portanto é uma fibração
sobre cada elemento dessa cobertura normal (ja que espaços triviais são fibrações) e pelo
Teorema da Uniformização de Hurewicz segue que p é uma fibração. Como consequência
temos que o Toro Retorcido, Garrafa de Klein e a Faixa de Möbius são fibrações pois seus
espaços base são paracompactos (ver o exemplo 3.2.8).

♦
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5 Fibrações Fracas e a WCHP

Para muitos resultados destacáveis não é necessário que um espaço p : E −→ B seja uma
fibração. É suficiente que ele possua a propriedade fraca de levantamento de homotopia
(Weak Covering Homotopy Property - WCHP). Chamaremos um espaço que possui a
WCHP de fibração fraca pois é um enfraquecimento nas hipóteses de fibração. Nessa seção
mostraremos que muitas das propriedades das fibrações se preservam quando olhamos para
fibrações fracas (inclusive a localização desses espaços) e que essas últimas são preservadas
por B-equivalências, diferentemente das fibrações.

Mesmo sob esse enfraquecimento nas hipóteses de fibrações somos capaz de estudar
taís espaços do ponto de vista da teoria da homotopia de maneira satisfatória a ponto de,
sob hipóteses pouco restritivas, caracterizar esses espaços pelo comportamento local. O
que nos dá uma caracterização local das fibrações como consequência.

Lembre-se que estamos supondo que p é sobrejetiva. Dada uma homotopia H :
X×I −→ B denotaremos por Ĥ : X× [−1, 1] −→ B a função Ĥ (x, t) = H (x,max {t, 0}).
Continuaremos a denotar por I = [0, 1] e adotaremos durante este capítulo a notação
J = [−1, 1] e L = [−1, 2]. Em todos os casos citados podemos trocar I por [b, c], J por
[a, c] e L por [a, d] onde −∞ < a < b < c < d <∞.

5.1 Propriedade Fraca de Levantamento de Homotopia (WCHP)

Definição 5.1.1. Dirtemos que um espaço p : E −→ B possui a propriedade fraca de
levantamento de homotopias (WCHP) para uma homotopia H : X × I −→ B se possui
CHP para Ĥ : X × J −→ B onde Ĥ (x, t) = H (x,máx {t, 0}). Ou seja, dada h : X −→ E

com ph = Ĥ−1 e dadas τ : X −→ J e H ′ : τ−1 (−1, 1]× J −→ E com pH ′ = Ĥ
∣∣∣∣
τ−1(−1,1]×J

e H ′ (x,−1) = h (x) , ∀x ∈ τ−1 (−1, 1], então existe H : X × J −→ E com pH = Ĥ,
H

∣∣∣∣
τ−1(1)×J

= H ′
∣∣∣∣
τ−1(1)×J

A homotopia H que levanta Ĥ é dita levantamento fraco da homotopia H.

Diremos, como no caso da CHP, que p possui a WCHP para um espaço topológico
X se possui a WCHP para toda homotopia H : X × I −→ B. E que p possui a WCHP se
possui a WCHP para todo espaço X. Neste último caso, para manter a coerência com a
numenclatura, diremos que um espaço que possui a WCHP é uma fibração fraca.

Observação 5.1.2. Intuitivamente falando, um espaço possui a WCHP se possui a proprie-
dade de levantamentos de homotopias (CHP) para as homotopias que são inicialmente



Capítulo 5. Fibrações Fracas e a WCHP 61

estacionárias (i.e. possui a CHP para todas as homotopias H : X × [a, c] −→ B que são
estacionárias em t ∈ [a, b], onde a < b < c). O nosso interesse está em espaços que possuam
a WCHP para uma classes de espaços topológicos, assim como no caso da CHP. Por isso
será importante a seguinte caracterização:

Proposição 5.1.3. Um espaço p : E −→ B possui WCHP para X se, e só se, dada
qualquer homotopia G : X × [0, 1] −→ B e dada g : X −→ E com pg = G0 então existe
G : X × [−1, 1] −→ E tal que pG = Ĝ e G−1 = g.

Demonstração. A demonstração é idêntica a demonstração da proposição 4.2.4, modifi-
cando (com a mesma notação usada em 4.2.4):

τ ′ (x) = max {−1, 2τ (x)− 1}

assim como g : X −→ E tal que

g (x) =
 H ′ (x, τ ′ (x)) , se τ (x) > −1

h (x) , se τ (x) ∈ [−1, 0)

Consideremos o seguinte subespaço:
· W = {(x, t) ∈ X × I| t ≤ τ ′ (x) e τ (x) > −1}.
E tomemos H̃ : Y −→ E dada por

H̃ (x, t) =
 h (x) , se τ (x) ∈ [−1, 0)
H ′ (x, t) , se τ (x) > −1

Obviamente toda fibração é uma fibração fraca, mas a recíproca é falsa:

Exemplo 5.1.4. O espaço p2 : E2 −→ R do exemplo 2.1.18 não é uma fibração, como
vimos. Mas é uma fibração fraca, como é simples de se verificar: Seja H : X× I −→ R uma
homotopia e h : X −→ E2 com h1 = ph = H0. Então h é da forma h (x) = (h1 (x) , h2 (x))
e podemos considerar H : X × [−1, 1] −→ E2 dada por

H (x, t) =

(h1 (x) ,−th2 (x)) , t ∈ [−1, 0](
H (x, t) , 0

)
, t ∈ [0, 1]

a continuidade de H decorre do lema da colagem. H−1 = h e pH = Ĥ. Pela proposição
anterior segue, da arbitrariedade da homotopia e da escolha do espaço X, que p2 é uma
fibração fraca.



Capítulo 5. Fibrações Fracas e a WCHP 62

♦

Intuitivamente falando, dizer que p possui WCHP para X significa que dada uma
homotopia G : X × I −→ B cujo função inicial G0 se levanta, via p, a uma função
g : X −→ E então existe uma homotopia G : X × I −→ E que levanta G e existe uma
homotopia Θ : X × I −→ E com Θ0 = g, Θ1 = G0 e, fixado x ∈ X, Θx : I −→ E

é um caminho na fibra p−1
(
G (x, 0)

)
ligando g (x) a G (x, 0). Seguindo a definição

3.3.3 denotamos esse último fato escrevendo g '
B
G0. Com isso fica evidente a seguinte

equivalência:

Proposição 5.1.5. p : E −→ B possui a WCHP para X se, e só se, dadas G : X×I −→ B

e g : X −→ E tal que pg = G0, então existe G : X × I −→ E tal que pG = G e G0 '
B
g.

Demonstração. Suponha que p possui a WCHP para X. Pela proposição 5.1.3 existe
G′ : X × J −→ E tal que pG′ = Ĝ e G′−1 = g. Tomemos G = G′

∣∣∣∣
X×I

e G′
∣∣∣∣
X×[−1,0]

é a

homotopia desejada ligando G0 a g (x).

Reciprocamente, suponha G : X × I −→ B e g : X −→ E tal que pg = G0. Então
existe G : X × I −→ E tal que pG = G e Θ : g '

B
G0 onde Θ0 = g e Θ1 = G0. Tomemos

G′ : X × J −→ E tal que

G′ (x, t) =
 Θ (x, t+ 1) , t ∈ [−1, 0]

G (x, t) , t ∈ [0, 1]

então pG′ = Ĝ e G′−1 = g. Logo, pela proposição 5.1.3, p possui a WCHP para X.

Proposição 5.1.6. Possuir WCHP para um espaço topológico X é hereditária. Como
consequência ser uma fibração fraca (possuir a WCHP) é uma propriedade hereditária.

Demonstração. É uma simples adaptação da proposição 4.3.1.

Um fator de nosso interesse na WCHP é que ela é preservada por B-equivalências,
ao contrário CHP:

Exemplo 5.1.7. Os espaços p1 : E1 −→ R e p2 : E2 −→ R do exemplo 2.2.5 são
B-equivalentes. No entanto, p1 possui a CHP, ou seja é uma fibração, enquanto que p2

não possui, como já vimos. Mas ambos são fibrações fraca.

3

Proposição 5.1.8. Se p : E −→ B é dominada por p′ : E ′ −→ B e p′ é uma fibração
fraca (mais geralmente se possui WCHP para X) então p é uma fibração fraca (possui
WCHP para X).
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Demonstração. A maneira mais natural de atacar tal problema é supor H : X × I −→ B

uma homotopia. Sejam f : E −→ E ′ e f− : E ′ −→ E B-aplicações com f−f '
B
IE. Seja

h : X −→ E tal que ph = H0. Tomando h′ = fh temos que p′h′ = p′fh = ph e como p′

possui a WCHP para X segue da proposição 5.1.5 que existe H ′ : X × I −→ E ′ tal que
p′H ′ = H e H ′0 '

B
h′. Tomando H = f−H ′ obtemos que pH = H e H0 '

B
f−h′ = f−fh '

B
h

. Portanto p é fibração fraca.

O resultado acima pode ser generalizado, mas a demonstração deixa de ser tão natural
quanto a anterior:

Proposição 5.1.9. Se p : E −→ B é dominada por p′ : E ′ −→ B e p′ possui WCHP para
H : X × I −→ B então p possui WCHP para H.

Demonstração. Começamos supondo a existência de h : X −→ E tal que ph = Ĥ−1,
τ : X −→ J = [−1, 1] e H ′ : τ−1 (−1, 1] × J −→ E satisfazendo H ′−1 (x) = h (x) , ∀x ∈
τ−1 (−1, 1] , e

pH ′ = H
∣∣∣∣
τ−1(−1,1]×J

Considere τ ′ : X −→ [0, 1] ⊆ J tal que τ ′ (x) = máx {0, τ (x)} e H ′′ : τ−1 (−1, 1]×
J −→ E definida por

H ′′ (x, t) =


H ′ (x, t) , se t ≥ 0

H ′
(
x, 2t

1+τ ′(x)

)
, se − (1+τ ′(x))

2 ≤ t ≤ 0
h (x) , se −1 ≤ t ≤ − (1+τ ′(x))

2

é contínua, pelo lema da colagem, e satisfaz pH ′′ = Ĥ, H ′′ (x,−1) = h (x). A diferença
principal entre H ′ e H ′′ é que H ′′ (x, t) = h (x) , ∀t ≤ − (1+τ ′(x))

2 , enquanto que, para H ′,
vale que, para t ≤ 0, H ′ (x, t) ∈ p−1

(
Ĥ0 (x)

)
mas não precisa ser constante com relação a

t.

Sejam f : E −→ E ′ e g : E ′ −→ E B-aplicações com Θ : IE '
B
gf onde

Θ−1 = IE e Θ1 = gf . Tomamos τ ′′ : X −→ J onde τ ′′ (x) = min {1, 4τ (x) + 3}. Então
τ ′′−1 (−1, 1] = τ−1 (−1, 1], τ ′′−1 (1) = τ−1

[
−1

2 , 1
]
e

pH ′′
∣∣∣∣
τ ′′−1(−1,1]×J

= pH ′′
∣∣∣∣
τ−1(−1,1]×J

= Ĥ
∣∣∣∣
τ ′′−1(−1,1]×J

Considerando as funções fh e fH ′′ temos, pelo fato de p′ possui a WCHP para H,
na existência de uma homotopia G : X × J −→ E ′ tal que p′G = Ĥ,

G
∣∣∣∣
τ ′′−1(1)×J

= G
∣∣∣∣
τ−1[− 1

2 ,1]×J
= (fH ′′)

∣∣∣∣
τ−1[− 1

2 ,1]×J

e G−1 = fh. Então considerando gG : X × J −→ E temos que

p (gG) = p′G = Ĥ
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mas (gG)−1 = gfh é apenas homotópica a h, mas não necessáriamente igual.

Para corrigir esse problema, consideramos a homotopia F : X × J −→ E dada por

F (x, t) =
 Θ (h (x) , 2t+ 1) , t ∈ [−1, 0]

gG (x, 2t− 1) , t ∈ [0, 1]

então pF = Ĥ e F−1 = h, mas F
∣∣∣∣
τ−1(1)×J

pode não coincidir com H ′
∣∣∣∣
τ−1(1)×J

.

Como queremos que H (x,−1) = h (x) e no caso de τ (x) = 1 queremos que
H (x, t) = H ′ (x, t) = H ′′ (x, t) , uma tentativa natural de construção do levantamento
fraco H passa por considerar uma divisão do retâgulo J × J em domínios de funções
de maneira que para τ (x) = 1 satisfaça H (x, t) = H ′′ (x, t) = Θ (H ′′ (x, t) ,−1) e que
H (x,−1) = h (x) = Θ (h (x) ,−1) e depois usar gG para colar de maneira adequada,
levando em conta que:
i) Se t = − (1+τ(x))

2 , H ′′ (x, t) = h (x), (e vamos usar isso para colar parte 2 com a parte 3
da figura abaixo);
ii) Θ (h (x) , 1) = gG (x,−1), (colar 1 com a parte 3);
iii) Se τ (x) ≥ 0, Θ (H ′′ (x, t) , 1) = gfH ′′ (x, t) = gG (x, t)(colar 1 com 2)

Então, torna-se natural a escolha da homotopia H : X × J −→ E tal que

H (x, t) =


Θ (H ′′ (x, t) ,−2τ (x) + 1) , se τ (x) ≥ 0 e t ≥ −(1+τ(x))

2

gG (x, t) , t ≥ −1
2 e τ (x) ≤ 0

Θ (h (x) , 4t+ 3) , se t ≤ −1
2 e t ≤ −(1+τ(x))

2

que é o levantamento fraco desejado:
Boa definição: Se τ (x) = 0 e t ≥ −1

2 então Θ (H ′′ (x, t) , 1) = gfH ′′ (x, t) = gG (x, t).
No caso de t = −1

2 e τ (x) ∈
[
−1

2 , 0
]
temos que τ ′ (x) = 0 e

gG
(
x,−1

2

)
= gfH ′′

(
x,−1

2

)
= gfh (x) = Θ (h (x) , 1)

· H
∣∣∣∣
τ−1(1)×J

(x, t) = Θ (H ′′ (x, t) ,−1) = H ′′ (x, t) = H ′ (x, t) , pois τ ′ (x) = 1.

· pH (x, t) =


pH ′′ (x, t) = Ĥ (x, t) , se τ (x) ≥ 0 e t ≥ −(1+τ(x))

2

pgG (x, t) = p′G (x, t) = Ĥ (x, t) , t ≥ −1
2 e τ (x) ≤ 0

ph (x) = Ĥ (x, t) , se t ≤ −1
2 e t ≤ −(1+τ(x))

2

= Ĥ (x, t)

Como consequência da proposição acima, além da proposição 5.1.8 , temos o
corolário seguinte que nos dá a principal vantagem da WCHP em cima da CHP: a WCHP
é preservada por B-equivalências.

Corolário 5.1.10. Possuir a WCHP para H : X×I −→ B é uma propriedade preservada
por B-equivalências, assim como possuir a WCHP para X.
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5.2 Localização das Fibrações Fracas
Depois de destacarmos as principais diferenças entre a CHP e WCHP, vamos às semelhanças.
Ou seja, vamos provar resultados para WCHP que são intuídos por resultados para CHP
e o nosso objetivo final é provar o Teorema de Localização das Fibrações Fracas (que é o
análogo do Teorema da Uniformização). Para isso, vamos precisar das seguintes notações:

Fixemos a função ϕ : [−1, 2]× [0, 1] −→ [−1, 2] tal que

ϕ (t1, t2) =


t1, se t1 ≤ 0

0, se 0 ≤ t1 ≤ 1− t2
2
(
t1+t2−1
t2+1

)
, t1 ≥ 1− t2

então ϕ (t1, 0) mapeia identicamente [−1, 0] em [−1, 0], contrai [0, 1] ao ponto {0} e
manda [1, 2] de maneira afim em [0, 2]. Seja ϕ̂ : [−1, 2] × [−1, 1] −→ [−1, 2] dada por
ϕ̂ (t1, t2) = ϕ (t1,max {0, t2}).

Considere também a função ψ : [−1, 2] −→ [−1, 2]× [−1, 1] dada por

ψ (t) = (t,min {1, 2t+ 1})

nos dando que ϕ̂ψ = I[−1,2].

Essas duas funções acima nos ajudarão na construção de novas homotopias a partir
de homotopias dadas: Sejam H : X × [−1, 2] −→ B e G : X × [−1, 2] × [−1, 1] −→ B

homotopias (aqui o papel de B é coadjuvante) definimos, então, as funções induzidas
H ϕ̂ : X × [−1, 2]× [−1, 1] −→ B e Gψ : X × [−1, 2] −→ B dadas por

H ϕ̂ (x, t1, t2) = H (x, ϕ̂ (t1, t2)) e Gψ (x, t) = G (x, ψ (t))

e se observa que vale as propriedades:
i) Se pF = H então pF ϕ̂ = H ϕ̂;
ii) Se pF = G então pFψ = Gψ;
iii) H ϕ̂ψ = H;

Denotamos Hϕ = H ϕ̂

∣∣∣∣
X×[−1,2]×[0,1]

Lema 5.2.1. Sejam H : X × [−1, 2] −→ B e H̃ : X × [−1, 0] −→ E homotopias tais que
pH̃ = H

∣∣∣∣
X×[−1,0]

. Considere também τ : X −→ [−1, 2] e H ′ : τ−1 (−1, 2]× [−1, 2] −→ E

com pH ′ = H
∣∣∣∣
τ−1(−1,2]×[−1,2]

e H ′
∣∣∣∣
τ−1(−1,2]×[−1,0]

= H̃
∣∣∣∣
τ−1(−1,2]×[−1,0]

. Se p possui a WCHP

para H
∣∣∣∣
X×[0,2]

e para Hϕ, então existe H : X × [−1, 2] −→ E com pH = H, H (x,−1) =

H̃ (x,−1) e H
∣∣∣∣
τ−1(2)×[−1,2]

= H ′
∣∣∣∣
τ−1(2)×[−1,2]

.
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Demonstração. Adotemos as seguintes notações: G = H
∣∣∣∣
X×[0,2]

, G′ = H ′
∣∣∣∣
τ−1(−1,2]×[0,2]

,

Ĝ(x, t) = G (x,máx {0, t}) e Ĝ′ (x, t) = G′ (x,máx {0, t}). Além disso, considere τ ′′ :
X −→ [−1, 2] dada por

τ ′′ (x) = min

{
2, 3τ (x) + 1

2

}
dessa forma τ ′′−1 (−1, 2] = τ−1 (−1, 2], τ ′′−1 (2) = τ ′′−1 [1, 2],

pĜ′ = G
∣∣∣∣
τ−1(−1,2]×[0,2]

,

pH̃0 = G0 = Ĝ−1 e Ĝ′ (x,−1) = H̃0 (x).

Como p, por hipótese, possui a WCHP para G, então existe H ′′ : X× [−1, 2] −→ E

tal que pH ′′ = Ĝ, H ′′
∣∣∣∣
τ ′′−1(2)×[−1,2]

= Ĝ′
∣∣∣∣
τ ′′−1(2)×[−1,2]

e H ′′−1 = H̃0.

Pelo fato de pH ′
∣∣∣∣
τ−1(−1,2]×[−1,2]

= H
∣∣∣∣
τ−1(−1,2]×[−1,2]

e pH̃0 = H0 temos, pela pro-

priedade (i) acima, que pH ′ϕ̂
∣∣∣∣
τ−1(−1,2]×[−1,2]×[−1,1]

= H
ϕ̂
∣∣∣∣
τ−1(−1,2]×[−1,2]×[−1,1]

e pH̃ ϕ̂
0 = H

ϕ̂

0 .

Tomando τ ′ : X × [−1, 2] −→ [−1, 1] tal que τ ′ (x, t) = min {1, τ (x)} temos τ ′−1 (1) =
τ−1 [1, 2]× [−1, 2] e τ ′−1 (−1, 1] = τ−1 (−1, 2]× [−1, 2].

Como p possui a WCHP para Hϕ (ou seja possui a CHP para Ĥϕ = H
ϕ̂) nós

podemos encontrar G : X × [−1, 2]× [−1, 1] −→ E com pG = H
ϕ̂,

G (x, t1,−1) =


H̃ (x, t1) , se t1 ≤ 0

H ′′ (x, t1 − 1) , se 0 ≤ t1 ≤ 1
H ′′ (x, 2t1 − 2) , se 1 ≤ t1 ≤ 2

e se τ (x) = 2 então G (x, t1, t2) = H ′ϕ̂ (x, t1, t2). Note que se τ (x) ≥ 1 então

H ′ϕ̂ (x, t1,−1) =


H̃ (x, t1) , se t1 ≤ 0

H ′′ (x, t1 − 1) , se 0 ≤ t1 ≤ 1
H ′′ (x, 2t1 − 2) , se 1 ≤ t1 ≤ 2

e note também que pH ′ϕ̂ = H ϕ̂( por (i) acima).

Portanto, tomando H = Gψ : X × [−1, 2] −→ E temos que pH =
(
H
ϕ̂
)ψ

= H

(por (ii) e (iii) ),

H (x,−1) = G (x, ψ (−1)) = G (x,−1,−1) = H̃ (x,−1)

e
H

∣∣∣∣
τ−1(2)×[−1,2]×[−1,1]

= H ′ϕ̂ψ
∣∣∣∣
τ−1(2)×[−1,2]×[−1,1]

= H ′
∣∣∣∣
τ−1(2)×[−1,2]×[−1,1]
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Notação: Se H : X × [a, c] −→ B é uma homotopia, onde a < b < c são números
reais, e L : [a, c] −→ [−1, 2] é o homeomorfismo que faz corresponder de forma afim [a, b]
em [−1, 0] e [b, c] em [0, 2] , então denotamos Hb a homotopia Hb : X× [a, c]× [0, 1] −→ B

dada por
Hb (x, t1, t2) = H

(
x, L−1 [ϕ (L (t1) , t2)]

)
Com a notação acima o enunciado do lema anterior, no caso genérico, é da seguinte

forma:

Lema 5.2.2. Sejam b < c < d números reais, e seja H : X × [b, d] −→ B uma homotopia
e H̃ : X × [b, c] −→ E, tal que pH̃ = H

∣∣∣∣
X×[b,c]

. Considere também τ : X −→ [b, d] e

H ′ : τ−1 (b, d] × [b, d] −→ E com pH ′ = H

∣∣∣∣
τ−1(b,d]×[b,d]

e H ′
∣∣∣∣
τ−1(b,d]×[b,c]

= H̃

∣∣∣∣
τ−1(b,d]×[b,c]

.

Se p possui a WCHP para H
∣∣∣∣
X×[c,d]

e para Hc. Então existe H : X × [b, d] −→ E com

pH = H, H (x, b) = H̃ (x, b) e H
∣∣∣∣
τ−1(d)×[b,d]

= H ′
∣∣∣∣
τ−1(d)×[b,d]

.

Proposição 5.2.3. [Compare com o lema 4.3.4] Seja H : X × [a, d] −→ B uma
homotopia, com a < b < c < d. Se p : E −→ B possui a WCHP para H

∣∣∣∣
X×[a,c]

, H
∣∣∣∣
X×[c,d]

e

para
(
H
∣∣∣∣
X×[b,d]

)c
, então p possui a WCHP para H.

Demonstração. Tome Ĥ : X × [a− 1, d] −→ B e h : X −→ E tal que ph = Ĥa. Considere
também τ : X −→ [a− 1, d] e H ′ : τ−1 (a− 1, d] × [a− 1, d] −→ E tal que pH ′ =
Ĥ
∣∣∣∣
τ−1(a−1,d]×[a−1,d]

e H ′ (t, a− 1) = h (x) se x ∈ τ−1 (a− 1, d]

Como p possui a WCHP para H
∣∣∣∣
X×[a,c]

, então p possui a CHP para Ĥ
∣∣∣∣
X×[a−1,c]

.

Considere τc : X −→ [a− 1, c] onde τc (x) = min {c, τ (x)}. Portanto τ−1
c (a− 1, c] =

τ−1 (a− 1, d] e τ−1
c (c) = [c, d]. Tomando F ′ = H ′

∣∣∣∣
τ−1
c (a−1,c]×[a−1,c]

temos que pF ′ =

Ĥ

∣∣∣∣
τ−1(a−1,d]×[a−1,c]

. Portanto existe F : X × [a− 1, c] −→ E tal que pF = Ĥ

∣∣∣∣
X×[a−1,c]

,

F

∣∣∣∣
τ−1[c,d]×[a−1,c]

= F ′
∣∣∣∣
τ−1[c,d]×[a−1,c]

= H ′
∣∣∣∣
τ−1[c,d]×[a−1,c]

e Fa−1 = h.

Consideremos, agora, H
∣∣∣∣
X×[b,c]

e F
∣∣∣∣
X×[b,c]

. Temos que pF
∣∣∣∣
X×[b,c]

= H

∣∣∣∣
X×[b,c]

. Tome

τ b : X −→ [b, d] tal que τ b (x) = max {b, τ (x)}. Então
(
τ b
)−1

(b, d] = τ−1 (b, d] e(
τ b
)−1

(d) = τ−1 (d). Considerando H ′
∣∣∣∣(τb)−1

(b,d]×[b,d]
temos que

pH ′
∣∣∣∣(τb)−1

(b,d]×[b,d]
= pH ′

∣∣∣∣
τ−1(a−1,d]×[b,d]

= Ĥ
∣∣∣∣
τ−1(a−1,d]×[b,d]



Capítulo 5. Fibrações Fracas e a WCHP 68

e como p possui a WCHP para H
∣∣∣∣
X×[c,d]

e
(
H
∣∣∣∣
X×[b,d]

)c
segue pelo lema anterior, com

F

∣∣∣∣∣
X×[b,c]

fazendo o papel de H̃ e τ b de τ , que existe G : X×[b, d] −→ E com pG = Ĥ
∣∣∣∣
X×[b,d]

,

G (x, b) = F (x, b) , ∀x ∈ X e G
∣∣∣∣
τ−1(d)×[b,d]

= H ′
∣∣∣∣
τ−1(d)×[b,d]

.

Para finalizar a demonstração, tomemos H : X × [a− 1, d] −→ E tal que

H (x, t) =
 F (x, t) , t ∈ [a− 1, b]

G (x, t) , t ∈ [b, d]

então pH = Ĥ, H
∣∣∣∣
τ−1(d)×[a−1,d]

= H ′
∣∣∣∣
τ−1(d)×[a−1,d]

e Ha−1 = Fa−1 = h.

Teorema 5.2.4. [Compare com o Teorema 4.3.5] Seja p : E −→ B é um espaço sobre B
e H : X × I −→ B uma homotopia. Suponha que exista uma cobertura normal {Vλ}λ∈Λ de
X e para cada λ ∈ Λ existam números reais tλ0 = 0 < tλ1 < · · · < tλr(λ) = 1 tal que p possui

a WCHP para H
∣∣∣∣
Vλ×[tλi ,tλi+3]

e para
(
H
∣∣∣∣
Vλ×[tλi+1,t

λ
i+3]

)tλi+2

onde λ ∈ Λ e i = 0, . . . , r (λ)− 3.

Então p possui a WCHP para H. (Aqui
(
H
∣∣∣∣
Vλ×[tλi+1,t

λ
i+3]

)tλi+2

: Vλ×
[
tλi−1, t

λ
i+1

]
×[0, 1] −→ B

denota a aplicação que corresponde a Hϕ sob o homeomorfismo que manda de maneira
afim

[
tλi+1, t

λ
i+2

]
em [−1, 0] e

[
tλi+2, t

λ
i+3

]
em [0, 2])

Demonstração. Aplicações repetidas da proposição 5.2.3 nos dá que p possui a WCHP
para cada H

∣∣∣∣
Vλ×I

, ou seja possui a CHP para Ĥ
∣∣∣∣
Vλ×J

então, pelo teorema 4.3.5, p possui

a CHP para Ĥ ∴ p possui WCHP para H.

Teorema 5.2.5. [Teorema de Localização das Fibrações Fracas] Se p : E −→ B é fibração
fraca sobre cada elemento de uma cobertura normal {Vλ} de B então p é fibração fraca.
Supondo que B é paracompacto então p é fibração fraca se, e só se, p é localmente uma
fibração fraca.

Demonstração. É inteiramente análoga à demonstração do teorema de Uniformização
( 4.3.6):

Suponha que {πλ : B −→ I}λ∈Λ é a partição da unidade localmente finita onde
vamos assumir que Vλ = π−1

λ (0, 1] , ∀λ. Potanto
{
Vλ = π−1

λ (0, 1]
}
λ∈Λ

é uma cobertura
aberta localmente finita. Tome H : X× I −→ B uma homotopia arbitrária. Nosso objetivo
é mostrar que p possui a WCHP para H, pois, devido a arbitrariedade da homotopia e do
espaço X, obteremos o resultado.
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Para cada r− tupla de índices λ1, . . . , λr ∈ Λ definimos a função φλ1,...,λr : X −→ I

dada por

φλ1,...,λr (x) =
r∏
i=3
min

{
πλiH (x, t)

∣∣∣∣∣t ∈
[
i− 3
r

,
i

r

]}

o que implica que φλ1,...,λr (x) 6= 0⇐⇒H
(
x,
[
i−3
r
, i
r

])
⊆ Vλi , ∀i = 3, . . . , r. Definamos

Wλ1,...,λr = φ−1
λ1,...,λr (0, 1]

O fato de p ser uma fibração fraca sobre cada Vλ implica que p possui WCHP para

H

∣∣∣∣
Wλ1,...,λr×[ i−3

r
, i
r ]
.

Denotando por

F =
(
H

∣∣∣∣
Wλ1,...,λr×[ i−2

r
, i
r ]

) i−1
r

e por L :
[
i−2
r
, i
r

]
−→ [−1, 2] o homeomorfismo que faz corresponder de forma afim[

i−2
r
, i−1

r

]
em [−1, 0] e

[
i−1
r
, i
r

]
em [0, 2] , então F : Wλ1,...,λr ×

[
i−2
r
, i
r

]
× [0, 1] −→ Vλi é

dada por
F (w, t1, t2) = H

(
w,L−1 [ϕ (L (t1) , t2)]

)
e possui a WCHP para F pois p é uma fibração fraca sobre Vλi .

Mostra-se, de maneira inteiramente análoga à feita na demonstração do Teorema
da Uniformização, que a coleção

A =
{
Wλ1,...,λr

∣∣∣∣r ∈ N e λ1, . . . , λr ∈ Λ
}

é uma cobertura normal para X . E pelo teorema anterior segue que p possui WCHP para
H.

Para mostrar que A é uma cobertura normal, observamos que dado x ∈ X existem
vizinhança aberta Ux de x e um número natural r (devido ao número de Lebesgue) tais que
(a) Dado i = 2, . . . , r, Ux ×

[
i−2
r
, i
r

]
⊆ H

−1 (
Vγx,i

)
para algum γx,i ∈ Λ;

(b) Ux × I intersecta apenas um número finito de conjuntos H−1 (Vλ), com λ ∈ Λ.
E prosseguimos de forma análoga à feita na demostração do Teorema da Uniformização.

5.3 Caracterização Local das Fibrações Fracas
Na seção anterior vimos que as fibrações fracas se comportam bem com relação a B-
equivalências. Nesta seção veremos como as B-equivalências se comportam com relação
às fibrações fracas. Por fim, sob hipóteses bastante gerais, caracterizamos localmente as
fibrações fracas e as B−equivalências entre fibrações fracas.
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Teorema 5.3.1. Sejam p : E −→ B e p′ : E ′ −→ B fibrações fracas e f : E −→ E ′

uma B-aplicação. Então f é uma B-equivalência homotópica se, e só, é uma equivalência
homotópica comum.

Demonstração. Que é suficiente, não há o que discutir. Vamos mostrar que é necessário.

Por hipótese existe f ′ : E ′ −→ E (não necessariamente uma B-aplicação) tal que
f ′f ' IE e ff ′ ' IE′ . Denotemos por d : ff ′ ' IE′ a homotopia. Então

p′d : E × I −→ B

é tal que p′d0 = pf ′. Portanto, como p é uma fibração fraca, existe um levantamento
D : E ′ × I −→ E com pD = p′d e existe uma homotopia Θ : E ′ × [1, 2] −→ E tal que
Θ1 = D0, Θ2 = f ′ e pΘt = pf ′. Como pD1 = p′d1 = p′ então D1 é uma B-aplicação.
Denotemos f ′′ = D1.

Afirmo que ff ′′ '
B
IE′ : De fato, começamos considerando a homotopia h : E ′ ×

[0, 3] −→ E ′ dada por

h (e′, t) =


fD (e′, 1− t) , t ∈ [0, 1]

fΘ (e′, t) , t ∈ [1, 2]

d (e′, t− 2) , t ∈ [2, 3]

e que satisfaz p′h (e′, t) = p′h (e′, 3− t). Então h ainda não é uma B-homotopia, mas
vamos usá-la para criar tal homotopia. Tomando H : E ′ × [0, 3]× I −→ B tal que

H (e′, t1, t2) =


p′h (e′, t1) , t1 ≤ 3

2 (1− t2)

p′h
(
e′, 3

2 (1− t2)
)
, 3

2 (1− t2) ≤ t1 ≤ 3
2 (1 + t2)

p′h (e′, t1) , t1 ≥ 3
2 (1 + t2)

que é contínua se t1 = 3
2 (1 + t2) então 3− t1 = 3

2 (1− t2) e p′h (e′, t) = p′h (e′, 3− t).

Temos que ph = H0. Portanto existe H : E ′ × [0, 3]× I −→ E ′ com p′H = H e H0

é homotópico a h, através de uma homotopia Φ : E ′ × [0, 3]× I −→ E ′ onde p′Φt = p′h

para todo t ∈ I. Consideremos G : E ′ × [0, 7] −→ E ′ dada por

G (e′, t) =



Φ (e′, 0, t) , t ∈ [0, 1]

H (e′, 0, t− 1) , t ∈ [1, 2]

H (e′, t− 2, 1) , t ∈ [2, 5]

H (e′, 3, 6− t) , t ∈ [5, 6]

Φ (e′, 3, t− 6) , t ∈ [6, 7]
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é a B-homotopia entre ff ′′ e IE′ (pois Φ (e′, 3, 1) = h (e′, 3) = IE′). Com isso

p′G (e′, t) =



p′h (e′, 0) , t ∈ [0, 1]

H (e′, 0, t− 1) , t ∈ [1, 2]

H (e′, t− 2, 1) , t ∈ [2, 5]

H (e′, 3, 6− t) , t ∈ [5, 6]

p′Φ (e′, 3, t− 6) , t ∈ [6, 7]

=



p′h (e′, 0) , t ∈ [0, 1]

p′h (e′, 0) , t ∈ [1, 2]

p′h (e′, 0) , t ∈ [2, 5]

p′h (e′, 0) , t ∈ [5, 6]

p′h (e′, 3) = p′h (e′, 0) , t ∈ [6, 7]
= p′ff ′′ (e′) = p′ (e′)

é uma B-homotopia, o que termina a prova da afirmação.

Como os argumentos acima independem do espaço E e E ′, temos por argumentos
análogos , dessa vez com respeito à f ′′, que existe f ′′′ : E −→ E ′ tal que f ′′f ′′′ '

B
IE. Então

temos que
f ′′f '

B
(f ′′f) (f ′′f ′′′) '

B
f ′′f ′′′ '

B
IE

Os próximos lemas serão usados para analizar o comportamento das fibrações fracas
localmente.

Lema 5.3.2. Se p : E −→ B× I, onde p (e) = (p1 (e) , p2 (e)) , é uma fibração fraca então
existe Q : E × I −→ E tal que:
i) pQ (e, t) = (p1 (e) , t);
ii) Se q : E −→ E é tal que q (e) = Q (e, p2 (e)) então q '

B×I
IE;

Demonstração. Tome H : E × I × I −→ B × I de forma que

H (e, t1, t2) = (p1 (e) , (1− t2) p2 (e) + t2t1)

e, portanto, H (e, t, 0) = (p1 (e) , p2 (e)) = p (e) então, devido ao fato de p ser uma fibração
fraca, existe H : E × I × I −→ E tal que pH = H e H0 '

B×I
h, onde h : E × I −→ E tal

que h (e, t) = e. Tomando Q = H1 temos que pQ (e, t) = H (e, t, 1) = (p1 (e) , t).

Se considerarmos G : E × I −→ E dada por

G (e, t) = H (e, p2 (e) , t)

obtemos que pGt (e) = H (e, p2 (e) , t) = (p1 (e) , p2 (e)) = p (e) e portanto é uma B-
homotopia, G0 (e) = H (e, p2 (e) , 0) '

B×I
h (e, p2 (e)) = e e G1 (e) = H (e, p2 (e) , 1) =

Q (e, p2 (e)) = q (e). Portanto q '
B×I

IE.
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Lema 5.3.3. Dado t ∈ I, e seguindo as notações acima, denotamos Et = p−1 (B × {t}).
Considerando os B-espaços pt : Et −→ B tal que pt (e) = p1 (e) temos que as funções
Q1 : E0 −→ E1 e Q0 : E1 −→ E0 dadas por

Qi (e) = Q (e, i) = H (e, i, 1) , i = 0, 1

são B-equivalências inversas.

Demonstração. p1Q1 (e) = p1Q (e, 1) = p1 (e) = p0 (e). Analogamente p0Q0 = p1 e por-
tanto Q1 e Q0 são B-aplicações.

Temos que Q1Q0 (e) = Q1 (Q (e, 0)) = Q (Q (e, 0) , 1). Assim, tomando Φ : E1 ×
I −→ E1 dada por

Φ (e, t) = Q (Q (e, t) , 1)

temos que Φ : Q (Q (e, 0) , 1) '
B
Q (Q (e, 1) , 1). Mas Q (Q (e, 1) , 1) = q (q (e)) '

B×I
IE1 (e).

Denotando por Ψ : q (q (e)) '
B×I

IE1 a homotopia sobre as fibras, temos que p1Ψt (e) =
p1 (e) = p1 (e) e portanto é uma B-homotopia. Logo Q1Q0 '

B
IE1 . O caso de Q0Q1 é

análogo.

Teorema 5.3.4. Se p : E −→ B é uma fibração fraca e V ⊆ B é um subespaço tal que
a inclusão i : V −→ B é homotopicamente nula (isto é, é homotópica a uma aplicação
constante V −→ V ⊆ B), então pV é B-equivalente a um espaço trivial ℘ : V ×p−1 (v) −→
V para algum v ∈ V .

Demonstração. Como i é homotopicamente nula, existe Φ : V × I −→ B tal que Φ0 = i e
Φ1 = v, para algum v ∈ V . Tomemos o produto fibrado

pΦ : EΦ −→ V × I

onde EΦ =
{

(e, b, t) ∈ E × V × I
∣∣∣∣ p (e) = Φ (b, t)

}
. Devido a hereditariedade das fibrações

fracas (proposição 5.1.6) temos que pΦ é fibração fraca, portanto segue do lema 5.3.2
que existe

Q : EΦ × I −→ EΦ

tal que pΦQ ((e, b, t) , r) = (b, r) e pelo lema anterior (e usando as mesmas notações) temos
que Q1 : E0

Φ −→ E1
Φ e Q0 : E1

Φ −→ E0
Φ dadas por

Q1 (e, b, 0) = Q ((e, b, 0) , 1) e Q0 (e, v, 1) = Q ((e, v, 1) , 0)

são B-equivalências inversas com relação aos B-espaços p0
Φ : E0

Φ −→ B tais que p0
Φ (e, b, 0) =

b e p1
Φ : E1

Φ −→ B com p1
Φ (e, b, 1) = b.

Notando que E0
Φ =

{
(e, b, 0) ∈ E × V × {0}

∣∣∣∣ p (e) = Φ (b, 0) = b
}
obtemos, de ma-

neira natural, que p0
Φ é B-homeomorfo a pV : p−1 (V ) −→ V . Notando também que

E1
Φ =

{
(e, b, 1) ∈ E × V × {1}

∣∣∣∣ p (e) = Φ (b, 1) = v
}
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e, naturalmente, p1
Φ é B-homeomorfo ao espaço trivial ℘ : V × p−1 (v) −→ V . Portanto

pV '
V
℘.

Observação 5.3.5. Note que pela demonstração acima, podemos tomar v como sendo
qualquer ponto no qual V se contrai.

Exemplo 5.3.6. Todo CW-complexo B admite uma cobertura aberta {Vλ}λ∈Λ tal que a
inclusão i : Vλ −→ B é homotopicamente nula. Mais ainda, se B é conexo podemos tomar
Λ = N (ou seja, temos uma cobertura enumerável). Para esse resultado veja (DOLD,
1963), proposição 6.7.

Como todo CW-complexo é paracompacto (ver (MIYAZAKI, 1952)) temos que
essa referida cobertura é normal.

♦

Corolário 5.3.7. [Caracterização Local das Fibrações Fracas] Seja p : E −→ B um espaço
tal que B admite uma cobertura normal {Vλ} onde, para cada λ, a inclusão i : Vλ −→ B é
homotopicamente nula. Então p é uma fibração fraca se, e somente se, pVλ é B-equivalente
a um espaço trivial para cada λ.

Com isso temos que se B é um CW-complexo então p : E −→ B é uma fibração
fraca se, e só se, é localmente B-equivalente a um espaço trivial.

Demonstração. Se p é uma fibração fraca segue, pelo teorema anterior, que para cada λ
existe vλ ∈ Vλ tal que pVλ é B-equivalente ao espaço trivial ℘λ : Vλ × p−1 (vλ) −→ Vλ.

Suponha que pVλ é B-equivalente a um espaço trivial. Então, para cada λ, pVλ é
fibração fraca, e devido ao teorema de localização das fibrações fracas (5.2.5), temos que
p é uma fibração fraca.

O próximo resultado goza de beleza equivalente a do corolário acima:

Teorema 5.3.8. [Caracterização Local das B-equivalências entre Fibrações Fracas] Sejam
p : E −→ B e p′ : E ′ −→ B fibrações fracas tal que B admite uma cobertura normal
{Vλ} onde, para cada λ, a inclusão i : Vλ −→ B é homotopicamente nula. Então uma
B-aplicação f : E −→ E ′ é uma B-equivalência se, e somente se, para todo b ∈ B a
restrição fb = f

∣∣∣∣
p−1(b)

: p−1 (b) −→ p′−1 (b) é uma equivalência homotópica (usual).

Demonstração. Pelo teorema 3.4.5 é suficiente mostar que para cada λ a restição fVλ é
uma B-equivalência. Ora, fixado λ temos pelo teorema 5.3.4 existe vλ ∈ Vλ tal que pVλ é
B-equivalente ao espaço trivial ℘ : Vλ×p−1 (vλ) −→ Vλ. Analogamente p′Vλ é B-equivalente
a ℘′ : Vλ×p′−1 (vλ) −→ Vλ ( pela observação 5.3.5 podemos tomar o mesmo vλ para ambas
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projeções). Denotemos por h : p−1 (Vλ) −→ Vλ × p−1 (vλ), h− : Vλ × p−1 (vλ) −→ p−1 (Vλ)
e os análogos h′ e h′− as B-aplicações tais que

h−h '
Vλ
Ip−1(Vλ) e hh− '

Vλ
IVλ×p−1(vλ) assim como, h′−h′ '

Vλ
Ip′−1(Vλ) e h′h′− '

Vλ
IVλ×p′−1(vλ)

definimos fλ : Vλ × p−1 (vλ) −→ Vλ × p′−1 (vλ) dada por fλ (b, e) = (b, fvλ (e)). Então
℘′fλ = ℘, nos dando assim que é uma B-aplicação. Por hipótese existe uma inversa
homotópica de fvλ , gvλ : p′−1 (vλ) −→ p−1 (vλ). Então consideremos a B-aplicação gλ :
Vλ × p′−1 (vλ) −→ Vλ × p−1 (vλ). É de verificação direta que fλ é uma B-equivalência
com inversa gλ (que também é uma B-equivalência). Logo, tomamos as B-aplicações
Fλ : p−1 (Vλ) −→ p′−1 (Vλ) e Gλ : p′−1 (Vλ) −→ p−1 (Vλ) dadas por

Fλ (e) = h′−fλh e Gλ (e) = h−gλh
′

e verificamos, facilmente, que Fλ e Gλ são B-equivalências inversas.

Para concluir o resultado, vamos mostrar que fVλ é B-homotópica a Fλ. Feito isso,
o resultado segue imediatamente. Para isso notemos que p′fVλ = p′Fλ. Afimo que isso é
suficiente para concluir: De fato, tomando a B-homotopia Θ : GλFλ '

Vλ
Ip−1(Vλ) temos que

pΘ0 = pGλFλ = pFλ = pfVλ e, pelo fato de pVλ ser uma fibração fraca, temos que existe
uma homotopia Φ : p−1 (Vλ)× I −→ p′−1 (Vλ) tal que p′Φ = pΘ e, por um lado, Φ0 '

B
Fλ

assim como, por outro lado, Φ0 '
B
fVλ .
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