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RESUMO

No presente trabalho apresentamos formulacdes numéricas para a discretizagdo de um modelo
matematico que descreve o escoamento bifasico de dgua e 6leo em reservatérios de petréleo
heterogéneos e anisotropicos. Estas equacdes sdo resolvidas através da metodologia IMPES
(Implicit Pressure Explicit Saturation) que €, em particular, um método segregado para tratar
escoamento bifdsico (dgua-6leo) em que, o campo de pressdo € obtida implicitamente e o
campo de saturacdo € obtida explicitamente. Para resolver a equacao de pressdo propormos
formula¢des numéricas baseadas no método de volumes finitos lineares (a saber: MPFA-HD
e MPFA-H) e no método de volumes finitos nao lineares (a saber: NLFV-PP e NLFV-DMP),
estas formulagdes em geral lidam com meios altamente heterogéneos e anisotrépicos sobre
malhas poligonais em geral. De outra parte, neste trabalho sdo estudadas as varias propriedades
numéricas que satisfazem as formulacdes numéricas propostas. Além disso, no caso do método
ndo linear que satisfaz o principio do maximo discreto (DMP), mostramos que este possui um
esténcil pequeno desde que os pontos de interpolacdo sejam calculados a partir dos pontos
harmonicos. Para resolver a equagdo de saturacao, utilizamos um método multidimensional
nomeada MOOD (Multi-dimensional Optimal Order Detection), esta método é baseada numa
discretizacao espacial de alta ordem com procedimento de limitacdo a posteriori das varidveis
de estado (i. e. saturacdo) ndo fisicos. Em cada volume de controle o grau polinomial 6timo é
determinado para construir uma aproximacao das solu¢des respeitando o principio do maximo
discreto. Mediante um processo iterativo o grau polinomial € reduzido quando o volume de
controle em questao ndo satisfaz as condi¢Oes de estabilidade. Neste método, uma estratégia
baseada na Técnica de Minimos Quadrados € usada para a reconstrucao polinomial. Todos
métodos propostos sdo localmente conservativos, e todas as incégnitas sdo completamente
centradas nos volumes de controle, e possuem a habilidade de representar reservatérios com
propriedades geoldgicas complexas utilizando malhas poligonais quaisquer. O desempenho

dessas foi avaliado a partir da solucdo de problemas relevantes encontrados na literatura.

Palavras-Chave: Simulacio de escoamentos bifasicos de 6leo e dgua. Reservatorios de petréleo
heterogéneos e anisotropicos. Método de volumes finitos lineares do tipo MPFA. Método dos
volumes finitos nao lineares (NLFV). MOQOD.



ABSTRACT

In the present work we present numerical formulations for the discretization of a mathematical
models that describes the two-phase flow of water and oil in heterogenous and anisotropic oil
reservoirs. These equations are solved through Implicit Pressure Explicit Saturation (IMPES)
methodology which is in particular a segregated method to treat two-phase (water-oil) flow in
which the pressure field is implicitly obtained and the saturation field is obtained explicitly . In
order to solve the pressure equation we propose numerical formulations based on the finite linear
volume method ( MPFA-HD and MPFA-H) and non-linear finite volume method (NLFV-PP and
NLFV-DMP). Formulations generally deal with highly heterogeneous and anisotropic media
over polygonal meshes in general. On the other hand, in this work the numerical properties that
satisfy the proposed numerical formulations are studied. In addition, in the case of the non-linear
method that satisfies the discrete maximum principle (DMP), we show that it has a small stencil
since the interpolation points are calculated from the harmonic points. To solve the saturation
equation, we use a multidimensional method named MOOD (Multidimensional Optimal Order
Detection), this method is based on a high order spatial discretization with a posteriori limitation
procedure of the non-physical state variables (saturation). In each control volume the optimum
polynomial degree is determined to construct an approximation of the solutions respecting the
discrete maximum principle. By means of an iterative process the polynomial degree is reduced
when the control volume in question does not satisfy the stability conditions. In this method,
a strategy based on the Least Squares technique is used for polynomial reconstruction. All
proposed methods are locally conservative, and all unknowns are completely centered on control
volumes, and have the ability to represent reservoirs with complex geological properties using
any polygonal meshes. The performance of these was evaluated from the solution of relevant

problems found in the literature.

Keywords: Two-phase simulation oil and water. Heterogeneous and anisotropic oil reservoirs.
Linear finite volume method type MPFA. Non-linear finite volume method (NLFV). MOOD.
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1 INTRODUCAO

1.1 Motivacao

A modelagem do escoamento multifdsico e multicomponente de fluidos em reservatérios
de petréleo compreende um conjunto de fend6menos fisicos e quimicos bastante complexos
e de dificil modelagem fisica e matematica, assim como numérico-computacional (EWING,
1983; CARVALHO, 2005). Geralmente, as pressdes no interior das rochas reservatério sao
bastante altas, de tal forma que a simples perfuracdo de um pogo através da rocha reservatério
pode causar a saida espontanea de parte do 6leo residente. Este tipo de processo é conhecido
como recuperagao primdria sendo responsdvel por baixas recuperagdes do 6leo residente (em
torno de 20 porcento), que persistem até que as pressdes no interior da rocha reservatério sejam
insuficientes para posterior expulsdo do 6leo. A recuperacdo secunddria envolve a inje¢do de
agua por meio de pocos injetores, de modo que esta 4gua aumenta a pressdo no interior dos
reservatérios, além de promover o varrido do 6leo na diregdo de pogos produtores. E importante
lembrar que, apesar da importancia da recuperagdo secunddria, grandes quantidades de 6leo
podem permanecer no reservatorio. Desta forma, todas as técnicas que sdo utilizadas na tentativa
de retirar o 6leo remanescente sdo conhecidas como técnicas de recuperagao tercidria ou avangada
(Enhanced Oil Recovey - EOR) (EWING, 1983).

A industria de “Petrdleo e Gas” é um exemplo importante de demanda pelo uso de
modelagem computacional com metodologias robustas e de alto desempenho. No Brasil, com os
desafios associados a exploragdo do Pré-Sal, ao invés dos arenitos turbiditicos caracteristicos do
P6s-Sal, sdo encontrados carbonatos microbiais (microbiolitos) e formagdes de caracteristicas
muito heterogéneas, praticamente sem parametros na historia mundial, e cujo comportamento
com respeito a recuperagdo de petréleo é completamente desconhecido pela industria, dificul-
tando a utilizacdo de modelos fisicos e geoldgicos adotados em outros reservatérios de petréleo.
Neste contexto, o analista numérico tem de enfrentar problemas associados a presenga de ca-
racteristicas geoldgicas complexas como, por exemplo, falhas selantes, camadas estratificadas
inclinadas, canais, e a existéncia de pog¢os inclinados que sdo cada vez mais utilizados na industria
petrolifera. As falhas geoldgicas, comuns nos reservatorios de petréleo, podem gerar desconti-
nuidades em propriedades fisicas de interesse, tais como porosidade e permeabilidade. Além
do mais, as camadas sedimentares podem se depositar de diferentes modos, gerando multiplas
direcdes preferenciais para o escoamento de fluidos. Desta forma, os reservatérios devem ser
tratados como sistemas anisotropicos fazendo uso de tensores de permeabilidade completos (Full
Tensor), (EDWARDS, 2000; CARVALHO, 2005). Tais caracteristicas dificultam tanto a analise
matematica, quanto a analise numérica dos processos envolvidos no escoamento de fluidos nas

rochas reservatorio (EWING, 1983). A modelagem do escoamento de dgua, 6leo e gas, em
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reservatorios de petréleo envolve a solucdo de um sistema de equagdes diferencias parciais nio-
lineares mais ou menos acopladas (EWING, 1983; CARVALHO, 2005), cuja solucdo analitica
s6 é conseguida nos casos mais simples e com geometrias muito simplificadas (HELMIG, 1997).
Portanto, a complexidade das equacdes governantes exigem técnicas computacionais sofisticados
e formulagdes numéricas robustas que sejam capazes de tratar adequadamente as caracteristicas

complexas dos reservatorios de petrdleo.

1.2 Estado de Arte

Modernamente, existem, na literatura, diversas formula¢des numéricas que podem ser
utilizadas para a simulacdo de fluxo em reservatorios de petréleo. Por exemplo, o tradicional
método de diferencas finitas baseado no volume de controle, também chamado Two Point Flux
Approximation (TPFA), é utilizado para a discretizacdo dos termos de difusdo, e o método de
pondera¢do a montante de primeira ordem, ou First Order Upwind (FOU) que € utilizado para
a discretizacdo do termo de advecc¢ao sdo implementados em varios simuladores comerciais
devido ao baixo custo computacional, simplicidade e robustez em malhas K-ortogonais (ER-
TEKIN, 2001). O uso de tensores completos e/ou malhas ndo K-ortogonais em métodos TPFA
produzem fluxos aproximados inconsistentes nas superficies de controle, levando a erros de
primeira ordem (O(1)), esses erros ndo desaparecem com o refinamento da malha (EDWARDS;
ZHENG, 2008). Segundo Carvalho (2005), as principais desvantagens do método TPFA € sua
incapacidade de produzir solu¢des convergentes quando o uso de tensores completos ou malhas
nao-ortogonais e nao-estruturadas, o que adicionalmente dificulta o uso de estratégias automati-
cas de adaptacdo de malhas. Para uma modelagem adequada do fluxo em reservatérios muito
heterogéneos e anisotropicos (AAVATSMARK, 2008; EDWARDS; ROGERS, 1998; QUEIROZ,
2014; CONTRERAS, 2016), numerosos métodos t€m sido propostos na literatura. Idealmente
os métodos que aproximam numericamente o operador eliptico de pressao deveriam satisfazer
as seguintes propriedades: (1) conservacgdo local, (2) preservagdo da positividade da solucao
numeérica, ou pelo menos o principio do méximo discreto Discrete Maximum Principle (DMP),
(3) capacidade de lidar com malhas poligonais e distorcidas em geral, (4) producdo de solucdes
convergentes mesmo com o uso de tensores de permeabilidade completos e, potencialmente,
muito anisotropicos, (5) capacidade de reproduzir solugdes lineares por partes (LP) exatamente
"LP preserving"e (6) possuir acurdcia maior que um (O(h)>1) . Até onde sabemos ndo existe
método numérico que satisfaz todos os requerimentos anteriores simultaneamente (CRUMPTON,
1995; AAVATSMARK, 1998; EDWARDS; ZHENG, 2008; LE POTIER, 2005; LIPNIKOV,
2007; YUAN; SHENG, 2008; SHENG; YUAN, 2011; GAO; WU, 2011; GAO; WU, 2013;
QUEIROZ, 2014). Uma formulagdo bastante robusta e utilizada na literatura € o método dos
Elementos Finitos (MEF), formulado originalmente por Raviart e Thomas, neste método, pres-
soes e velocidades sdo varidveis incognitas primdrias de tal maneira que os fluxos sdo obtidas

mais acuradas, utilizando técnicas Eulerianas ou Lagrangeanas como, Front Tracking ou Level
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Set Method (CARVALHO, 2005). Em meados dos anos noventa surgiu uma nova familia de
métodos localmente conservativos capazes de lidar com tensores de difusdo completos e malhas
ndo estruturadas e ndo-ortogonais: o método Multi-Point Flux Approximation (MPFA) inspirados
no trabalho de Crumpton, Shaw e Ware (1995), Aavatsmark, Barkve, Bge e Mannseth (1998),
Edwards e Rogers (1998). Duas caracteristicas fundamentais do método MPFA sdo: (a) aproxi-
macao dos fluxos nas superficies de controle sdo calculados utilizando multiplos pontos e (b) a
imposicao da continuidade dos fluxos nas superficies de controle. Embora, o classico método
MPFA satisfaca boa parte das propriedades de um método numérico ideal, ainda assim, todas as
versoes lineares do mesmo violam o principio do méaximo discreto (LIPNIKOV, 2007; GAO;
WU, 2013), nesse caso oscilagdes espurias podem-se perceber nos resultados, isso implica que
o método MPFA ainda tem dificuldade de lidar com meios onde o tensor possui elevada razao
de anisotropia e/ou malhas severamente distorcidas. A analise de monotonicidade do método
MPFA comecou com Eigestad e Klausen (2005) que propde modificar os volumes de controle
do MPFA a fim de tornar o sistema, uma Matriz-M e garantir a monotonicidade das solu¢des
numéricas. Mais tarde, o método Enriched Multipoint Flux Approximation (EMPFA) formulado
por Chen, Wan, Yang e Mifflin (2008) nasceu como uma alternativa de solu¢io aos problemas
de monotonicidade a partir da constata¢ao de que as oscilagdes espurias estdo associadas com
a aproximacao pobre do gradiente de pressdo nas superficies de controle. O EMPFA produz
resultados quase ndo oscilatorios para meios altamente heterogéneos e anisotropicos. A aparente
robustez obtida com as formula¢cdes mencionadas acima ndo tem sido a solu¢do definitiva para
problemas verdadeiramente desafiadores. Este fato sugere o uso de formula¢des numéricas mais
robustas com expressoes para os fluxos que representem adequadamente as heterogeneidades e a
anisotropia dos reservatorios. Diante disso, varios autores (LE POTIER, 2005; LIPNIKOV, 2007;
YUAN; SHENG, 2008; GAO; WU, 2013) propdem formula¢gdes numéricas que, preferencial-
mente, devem satisfazer a maioria das propriedades mencionadas anteriormente. E importante
ressaltar que em casos lineares, o requerimento de monotonicidade é equivalente a atender o
critério de DMP (SHENG; YUAN, 2011). Embora, para o caso geral, o critério de DMP ¢
mais restritivo que o critério de monotonicidade (SHENG; YUAN, 2011; GAO; WU, 2013).
No contexto da simulagdo de reservatorios de petrdleo, a incapacidade de satisfazer o DMP ou
produzir solu¢des mondtonas, implica em se obter solugdes com oscilagdes espurias no campo
de pressdes que podem representar, por exemplo, o aparecimento de gés “ficticio” em regides do
reservatorio onde a pressdo cai erroneamente abaixo do ponto de bolha ou campos de velocidades
de Darcy sem significado fisico algum (QUEIROZ, 2014). Atualmente configura-se como um
desafio na drea de simulacdo numérica de reservatdrios, formular métodos que possa satisfazer
simultaneamente, todas as propriedades citadas acima. Recentemente, diferentes métodos nao
lineares fundamentados no método de volumes finitos foram propostos, a partir do trabalho
pioneiro de Le Potier (2005). A principal ideia desses métodos, com operador eliptico discreto
ndo-linear, é aproximar o gradiente de pressdes usando uma formulacdo numérica cujos coefici-

entes sdo dependentes da prépria varidvel a ser calculada. Como em todo método de volumes



Capitulo 1. INTRODUCAO 21

finitos, a defini¢do desses coeficientes € fundamentada na imposi¢ao de continuidade de fluxo
nas superficies de controle. Varidveis auxiliares, localizadas, por exemplo, no ponto médio de
cada superficie de controle e nos vértices que definem essa superficie de controle t€ém seu valor
interpolado a partir de uma combinacdo linear das incdgnitas centradas nos volumes de controle
que concorrem nesses vértices. No trabalho original de Le Potier (2005), estes métodos sao
restritos somente a malhas triangulares. A posi¢do dos pontos de colocacido em cada volume de
controle segue uma métrica fundamental para a obtencdo da positividade dos coeficientes. Além
disso, os pesos das interpolacdes empregadas pelos referidos autores sdo caracterizados pela
positividade dos coeficientes, necessdria para produzir solu¢des mondtonas. Um efeito colateral
disso € a suavizacao exagerada no campo de solu¢do em regides de descontinuidade do campo
de permeabilidade, tal como observado em Queiroz, Souza, Contreras, Lyra e Carvalho (2014).
A aplicacdo dos métodos nao lineares propostos por Le Potier (2005) e Lipnikov, Shashkov,
Svyatskiy e Vassilevski (2007) em problemas muito heterogéneos ou em malhas severamente
distorcidas, produz solu¢des de baixa acurdcia, dada a deficiéncia das estratégias de interpolagdo
consideradas. Lipnikov, Svyatskiy e Vassilevski (2009), propuseram uma variante dos métodos
de volumes finitos ndo lineares mono6tonos, chamada pelos autores de “livre de interpolacao”
(Interpolation Free Non-Linear Finite Volume). Segundo estes autores, e de maneira um tanto
quanto 6bvia, a escolha da estratégia de interpolacdo afeta fortemente a acurdcia do método
numérico utilizada na discretizacdo do operador eliptico de pressdo. De qualquer modo, fica
claro neste trabalho, que a escolha do melhor método de interpolagdo depende fortemente do
problema sendo tratado. Os autores mostraram que o IFNLFV era capaz de lidar com malhas
poligonais quaisquer além de ser mais acurado e mais eficiente computacionalmente que os
métodos até entdo desenvolvidos, apesar de ainda existirem algumas restri¢des fortes impostas
no tensor de permeabilidades. Ha na literatura trabalhos sobre formulagdes nio lineares que
preservam o critério DMP, por exemplo, o0 método ndo linear de (LIPNIKOV, 2012) que satisfaz
o critério de DMP. Neste método os pontos de interpolacdo sao baseaidas nos pontos harmdnicos
(AGELAS, 2009), onde os pesos de interpolacio preservam positividade naturalmente por cons-
trugcdo. Baseado nos trabalhos de Le Potier (2005), Lipnikov, Shashkov, Svyatskiy e Vassilevski
(2007), Yuan e Sheng (2008) introduzem um método nao linear, capaz de produzir solugdes
mondtonas mesmo considerando meios altamente anisotropico ou malhas poligonais em geral.
Neste método, as varidveis primdrias estdo localizadas nos baricentros do volume de controle e
os pontos de interpolagdo s@o os vértices da malha primal. Os pesos de interpolacdo sdo obtidos
a partir da solucdo de um sistema de equagdes locais associadas a um problema auxiliar de
conservacdo. A estratégia de interpolagdo utilizada possui erro de truncamento de segunda ordem
no espacgo. Quando os pesos de interpolacao ndo preservam a positividade, utiliza-se alguma
estratégia de interpolagdo com coeficientes positivos, como, por exemplo, a interpolagdo com
o inverso da distancia. Em Sheng e Yuan (2011) foi apresentado um método nao linear que
satisfaz o critério DMP sobre malhas poligonais bastante arbitrdrias. Neste trabalho, o ponto

de interpolacdo € o ponto médio da face, os pesos da interpolacdo sdo calculados impondo
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a continuidade de fluxo nas superficies de controle e, sendo obtidos em funcdo das varidveis
primdrias adjacentes a superficie de controle em questdo. Essa estratégia de interpolacdo € mais
robusta do que as utilizadas por Le Potier (2005), Lipnikov, Shashkov, Svyatskiy e Vassilevski
(2007). As solugdes produzidas por este método mant€ém a acurdcia, mesmo em meios muito
heterogéneos e anisotropicos e para malhas distorcidas. Sheng e Yuan (2012) propdem um
método melhorado de volumes finitos ndo linear, cuja estratégia de interpolacao se baseia no
método linear MPFA-O (AAVATSMARK, 1998; EDWARDS; ROGERS, 1998). Este método ndo
linear produz resultados bastante robustos e acurados mesmo que os coeficientes de interpolagdo
sejam negativos. No trabalho de Gao e Wu (2013) foi proposto um esquema numérico nao
linear e que satisfaz o critério DMP. Os pontos de interpolacao sao os pontos harmdnicos, cuja
construcao € muito similar aos métodos classicos introduzidos por Le Potier (2005), Lipnikov,
Shashkov, Svyatskiy e Vassilevski (2007). Os autores provam a estabilidade do método, que, em
geral, ndo € discutida em outras publicag¢des anteriores. Este método € capaz de lidar com meios
heterogéneos e anisotrépicos. Os autores também observam, como dnica restri¢do, que, quando
o ponto harmonico ndo pertence a face avaliada ou quando nio existem os eixos auxiliares que
contenham a sua co-normal, nem sempre € garantida a satisfacao do critério DMP. Nos trabalhos
de Wu e Gao (2014), Gao e Wu (2015), os pontos de interpolagcdo sao os pontos harmdnicos
ou os vértices. Na estratégia de interpolacao dos vértices, o método de interpolacio LPEW-M
(Linearity preserving with explicit weights - modified) é utilizada. Essa estratégia de interpolagdo
¢ bastante robusta e se mostra capaz de lidar com meios anisotrépicos e malhas poligonais em
geral.

Para discretizar a equacdo de saturacdo o método utilizado em varios simuladores
comerciais € o método de ponderacao a montante de primeira ordem ou First Order Upwind
(FOU), este método caracteriza-se por produzir solu¢des ndo oscilatdrias perto das regides de
choque (HIRSCH, 1990). A desvantagem do método FOU € que este produz solu¢des com
excessiva difusdo numérica, caracteristica natural de métodos de primeira ordem, além disso,
¢ sensivel a efeito de orientacdo de malhas quando o razao de mobilidade € bastante adversa
(KEILEGAVLEN, 2012), essas desvantagem podem causar predi¢des totalmente erroneas sobre
o comportamento de varidveis de interesse, como o tempo de irrup¢do de dgua nos pogos
produtores ou a produc¢do acumulada de 6leo. Para melhorar essas desvantagens do método FOU
precisamos utilizar métodos de ordem mais alta e multidimensionais. Para resolver a equacdo
de saturacdo ndo-linear com melhor precisdo sdo propostas diferentes estratégias. Por exemplo,
o método MUSCL (Monotone Upstream Centered Scheme for Conservation Laws) de Van
Leer (1979) baseado nos trabalhos de Gudonov, Engquist, Osher e Roe usando o critério de
TVD (total variation diminishing) pode ser utilizado para resolver numericamente a equagdo de
saturacdo (BELL; SHUBIN, 1985; DURLOFSKY, 1993; EDWARDS, 1996; EDWARDS, 2006;
CONTRERAS, 2016). Neste método, a precisido de segunda ordem € obtida por um processo
de reconstrucao linear local, e os extremos locais associados a fortes gradientes de solucdo sao

eliminados por um procedimento de limitagao a priori, varios tipos de limitadores sdo propostos
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na literatura (VAN LEER, 1979; SWEBY, 1984). Este método pode ser adaptado para malhas ndo
estruturadas de uma forma muito robusta (WOODFIELD, 2004; CONTRERAS, 2016). Variantes
dos métodos de alta ordem foram introduzidos por Osher-Shu e Harten: ENO (Essentially Non
Oscilatory), WENO (Weighted Essentially non oscilatory), respectivamente. Os métodos ENO
e o WENO sdo métodos essencialmente ndo oscilatorios, ou seja, que ndo precisam utilizar
limitadores, mas a reconstruc¢do polinomial da varidvel primaria precisa de um esténcil estendido
a cada passo de tempo, implicando utilizar técnicas de extrapolacdo, tornando ao método custoso
do ponto de vista computacionalmente. O esquema DG (Discontinuous-Galerkin) ¢ um método
de alta ordem capaz de ser adaptado para malhas poligonais em geral. Este método tem a
caracteristica de ser local e de exigir o cdlculo de integrais de volume e de superficie o que pode
ser computacionalmente custoso. Outros métodos mais recentes incluem o método de volumes
finitos espectrais (Spectral Finite Volume-SFV) proposto por (WANG, 2002; CHOI, 2004) e
recentemente aplicado na simulagao de escoamentos bifasicos de dgua e dleo em reservatérios de
petréleo na versao unidimensional por Ramirez, Souza, Carvalho e Lyra (2013). No contexto de
simulacdo numérica de reservatorios de petréleo, Rubin e Blunt em 1991, introduzem métodos de
alta ordem do tipo TVD em 1-D. Durlofsky, Engquist e Osher (1992) introduze um método de alta
ordem tipo TVD baseado na formulagdo MUSCL; qual € aplicado em malhas ndo-estruturadas.
Em geral este método utiliza um procedimento de interpolacdo de fluxo adaptativo para alcangar
ordem superior. Seguindo o trabalho anterior Durlofsky (1993) introduz um método de alta
ordem para resolver a equacao de saturacao incluindo os efeitos de gravidade, pressao capilar
e a compressibilidade, utilizando malhas triangulares. Utilizando o MEF para o célculo dos
campos de pressoes e de velocidades. Pouco depois Edwards (1996) publicou um método de
alta ordem no contexto de simulacdo numérica de reservatérios onde o método de alta ordem
de Godunov € acoplado com um processo de refinamento local. Posteriormente, (EDWARDS;
ZHENG, 2008), o mesmo autor acopla o método de alta ordem ao método MPFA. Os resultados
mostram uma leve melhoria em reduzir o efeito de orientacdo de malha. Lamine e Edwards
(2010) propuseram, também para a equacdo de saturagdo, um esquema de alta ordem com
caracteristicas de multidimensionalidade. Tendo inspiracdo no trabalho de Colella (1990), o
referido esquema tem esténcil definido de acordo com a orientacio da direcdo caracteristica
do problema. Dessa forma, os resultados produzidos sofrem menos influéncia de orientacdo da
malha quando se compara aos métodos de alta ordem tradicional, baseados apenas na avaliacdo
do sinal da velocidade em cada superficie de controle. No contexto de reduzir o efeito de
orientacdao de malhas (GOE), varios trabalhos foram propostos na literatura desde 1972, (TODD,
1972; KO; AU, 1979; YANOSIK; MCCRACKEN, 1979; BAJOR; CORMACK, 1989; BRAND,
1991; HURTADO, 2007; KOZDON, 2011; EYMARD, 2011; LAMINE; EDWARDS, 2013).
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1.3 Objetivos

Estudar, formular e implementar formulacdes numéricas robustas para simular o es-
coamento monoféasico e bifasico de dgua e 6leo em reservatdrios de petréleo heterogéneos e
anisotropicos utilizando malhas ndo-estruturadas em 2-D. Para atingir nosso objetivo vamos

enumerar nossos objetivos especificos nas seguintes item:

e Desenvolver e implementar métodos de volumes finitos lineares do tipo MPFA para a

solucdo aproximada do problema eliptico de pressao.

e Desenvolver e implementar métodos de volumes finitos nao-lineares (monétonos ou que

satisfacam o DMP) para a solu¢do aproximada do problema eliptico de pressao.

e Desenvolver e implementar métodos de alta ordem e multidimensionais para a solu¢dao do

problema de saturacao.

e Apdés implementar as formulagdes numéricas avaliar a acurdcia e robustez das mesmas,

quando comparadas com outras formulagdes encontradas na literatura.

1.4 Contribuicoes do Presente Trabalho

No presente trabalho para resolver o operador eliptico caracteristico da equacgdo de
pressdo propormos métodos de volumes finitos lineares e ndo lineares. O método de volumes
finitos ndo linear que preserva positividade (NLFV-PP) foi essencialmente inspirado nos trabalhos
de Lipnikov, Shashkov, Svyatskiy e Vassilevski (2007), Yuan e Sheng (2008), Queiroz, Souza,
Contreras, Lyra e Carvalho (2014), utilizando uma estratégia de interpolacio LPEW proposto
por Gao e Wu (2011). Neste método, as varidveis auxiliares sd@o centrados nos vértices da
malha primal e a estratégia de interpolagcdo adotada é bastante robustos e capazes de representar
adequadamente reservatdrios com tensores de permeabilidade heterogéneos e potencialmente
descontinuos, ou meios altamente anisotropicos (QUEIROZ, 2014; GAO; WU, 2011). Além
disso, para calcular os pesos de interpolacio, ndo precisamos resolver sistemas locais de equacdes
como em outros métodos de interpolagdo (AAVATSMARK, 1998). Os possiveis pesos negativos
gerados pela estratégia de interpolagdo (LPEW), ndo afeta a acurdcia nem a robustez do método
podendo produzir solu¢des com taxas de convergéncia de segunda ordem para o campo de pressao
mesmo em malhas distorcidas ou em reservatorios altamente heterogéneos e anisotropicos.
Por outro lado, propormos um método de volumes finitos ndo linear que satisfaz o critério do
principio do méximo discreto (NLFV-DMP), este método foi inspirado nos trabalhos de Sheng e
Yuan (2011), Gao e Wu (2013). Segundo Sheng e Yuan (2011), o critério DMP € mds restrito que
o critério de monotonicidade, embora em problemas lineares estes dois critérios coincidem. No
presente método, os pontos de interpolacdo sdo localizadas sobre as superficies de controle, e sdo

chamados como pontos harmonicos inicialmente proposto por Agélas, Eymard e Herbin (2009),
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as varidveis auxiliares centrado nos pontos harmdnicos sdo interpolados como combinagao
convexa das pressoes centradas nos volumes de controle adjacentes ao superficie de controle em
questdo. A utiliza¢ao destes pontos harmdnicos como estratégia de interpolacao € vantajoso ja
que pela mesma construcao preserva a positividade, melhora a robustez do método em problemas
heterogéneos e anisotropicos, além disso, permite que o método possua um esténcil reduzido em
comparagdo com outros métodos classicos propostos por Bertolazzi e Manzini (2005), Le Potier
(2009) e Sheng e Yuan (2011). O principal algoritmo de nosso método foi adaptado de Sheng e
Yuan (2011), em quanto a montagem do sistema discreto foi adotado de Gao e Wu (2013).
Como consequéncia dos métodos de volumes finitos ndo lineares NLFV-PP e NLFV-DMP, né6s
propusemos ainda dois métodos de volumes finitos lineares, a saber: método de aproximacao do
fluxo por multiplos pontos utilizando uma regido Half Diamond (MPFA-HD) e outro método
de aproximacao do fluxo multiplos pontos utilizando pontos harmdnicos (MPFA-H). O método
MPFA-HD foi obtido a partir de modificar os diversos procedimentos numéricos do método
NLFV-PP, como o objetivo de obter um método capaz de produzir solu¢des aproximadas mas
acuradas para os fluxos, considerando tensores de permeabilidade heterogéneos e anisotropicos,
possivelmente descontinuos, mesmo para malhas poligonais distorcidas e ndo estruturadas. Em
contraste com o método MPFA classico (AAVATSMARK, 1998; EDWARDS; ROGERS, 1998),
no nosso método MPFA-HD, o fluxo em cada superficie de controle (SC) é explicitamente
expresso por incognitas definidas nos volumes de controle que compartilham essa SC em questdo
e dois pontos auxiliares definidos nas extremidades da SC que nio necessariamente pertencem a
mesma SC em questdo. Como desejamos um método completamente centrado nos volumes de
controle, as varidveis auxiliares centrados nos vértices sdo interpolados utilizando a estratégia de
interpolagao LPEW.

Inspirado nos métodos propostos por Lipnikov, Shashkov, Svyatskiy e Vassilevski (2007), Yuan
e Sheng (2008), Queiroz, Souza, Contreras, Lyra e Carvalho (2014), (GAO; WU, 2014) propoe
um método linear que aproxima o fluxo por multiplospontos utilizando os pontos harmdnicos
(MPFA-H). Este método inicialmente foi proposto para resolver problemas de difusdao em meios
levemente heterogéneos e anisotrépicos, no presente trabalho nds utilizamos o método MPFA-H
para simular escoamentos bifasicos em reservatorios de petrdleo. Neste método, os autores
recomendam primeiro construir os fluxos laterais em cada superficie de controle de forma
independente, logo uma expressao de fluxo tnico € obtida por uma combinagdo convexa de
fluxos laterais. Diferentemente de outros métodos MPFA classicos, neste método, os fluxos
em cada SC sdo explicitamente expressos pelas incégnitas centradas no volume de controle e
pelas varidveis auxiliares definidos nas SC que n@o necessariamente pertencem a mesma SC
compartilhada pelos volumes de controle adjacentes.

Para resolver numericamente a equagdo de saturagdo, adotamos uma estratégia inicialmente
proposto por Clain, Diot e Loubere (2011) nomeado Multidimensional Optimal Order Detection
(MOOD), que foi originalmente desenvolvido para aplicagdes de hidrodinamica e atualmente

aplicado em varias dreas de engenharia. Este método € radicalmente diferente dos métodos
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tradicionais de alta ordem descrito no estado de arte, uma vez que se baseia num procedimento de
limitagd@o a posteriori. Em resumo, o esquema MOOD consiste em determinar uma reconstrucao
de grau polinomial 6timo para cada volume de controle a cada passo de tempo, satisfazendo
alguma restri¢do fisica, por exemplo, o principio do méximo discreto (DMP). Em seguida, a
solucdo candidata em todos os volumes de controle € rigorosamente analisada pelos critérios
fisicos. Sempre que os critérios fisicos sdo violados no volume de controle, este ultimo é
qualificado como um volume controle "ruim"e esta solu¢ao € descartada automaticamente e
o grau do polindmio € diminuido até que a restricdo fisica seja satisfeita s6 naquele volume
de controle "ruim". Este esquema de alta resolugdo € relativamente simples, muito eficiente e
preciso, produzindo solucdes de natureza multidimensional, sendo muito competitivo com outros
encontrados na literatura.

As equagdes que descrevem o escoamento bifdsico 6leo-dgua sdo resolvidas usando
a metodologia Implicit Pressure and Explicit Saturation (IMPES). Nesta técnica IMPES, as
equacoes de fluxo e de transporte sdo resolvidas de maneira segregada e sequencial de modo
que o campo de pressdes € resolvido de maneira implicita a partir de uma saturagdo inicial. Dai
obtemos as vazdes ou velocidades nas superficies de controle e, assim, o campo de saturacdo €
calculado explicitamente, este procedimento € repetido até o alcance do tempo final de simulagao.
Os programas académicos foram construidos no ambiente MATLAB, fazendo uso de uma série

de vantagens da sua estrutura de dados e na realizacao de operacdes algébricas vetorizadas.

1.4.1 Trabalhos Publicados em Artigos de Revista e Congressos

Como consequéncia direta da nossa pesquisa durante o doutoramento temos escrito os
seguintes artigos publicados em revistas, congressos e conferencias internacionais, a saber:

Artigos Publicados em Revista

e A Higher Resolution Flow Oriented Scheme Coupled with the Robust MPFA-Half-Diamond
Applied for the Solution of Two-Phase Flows in Heterogeneous and Anisotropic Petroleum

Reservoirs (em preparagio, 2017).

e A cell-centered multipoint flux approximation method with a diamond stencil coupled
with a higher order finite volume method for the simulation of oil-water displacements in

heterogeneous and anisotropic petroleum reservoirs, publicado na revista Computers and
Fluid -2016.

e On the accuracy of a nonlinear finite volume method for the solution of diffusion pro-
blems using different interpolations strategies, publicado na revista International Journal
Numerical Methods in Fluids -2013.
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Artigos Publicados em Congressos e Conferéncias Mundiais

e A Non-Orthodox MPFA Method Coupled to a High Order Modified Flow Oriented Scheme
for the Simulation of Two-Phase Flows in Heterogeneous and Anisotropic Reservoirs,
(SPE Reservoir Simulation Conference in Montgomery, Texas, USA, 2017). Aceito para
Fevereiro 2017.

o A MPFA method using harmonic points coupled to a multidimensional optimal order
detection method (MOOD) for the simulation of oil-water displacements in petroleum
reservoirs, publicado em XXXVII Iberian Latin American Congress on Computational
Methods in Engineering, CILAMCE 2016.

o A MPFA-Diamond Method Coupled to a Very Higher Order Multidimensional Upstream
Scheme for the Solution of Two-Phase Flows in Heterogeneous and Non-Isotropic Petro-
leum Reservoirs, publicado em Ist Pan-american Congress on Computational Mechanics,

Buenos Aires, Argentina, 2015.

e A High Resolution Finite Volume Method for the Simulation of Oil-Water Displacements in
Anisotropic and Heterogeneous Petroleum Reservoirs Using a Multidimensional Limiting
Process, publicado em SIAM, Conference Mathematical and Computational Issues in the
Geosciences, Stanford, California, USA, 2015.

o Numerical simulation of fluid flows in petroleum reservoirs using a cell centered non-linear
finite volume method in unstructured polygonal meshes, publicado em XXXVI Iberian

Latin American Congress on Computational Methods in Engineering, CILAMCE 2015.

o A Higher-order Multidimensional Upstream Scheme for the Simulation of Two-Phase Flows in
Porous Media, publicado em World Congress Computational Mechanics, Barcelona, Spain,
WCCM 2014.

e Numerical simulation in heterogeneous and anisotropic oil reservoirs using a MPFA-D
method coupled with a multidimensional upstream scheme, publicado em XXXV Iberian

Latin American Congress on Computational Methods in Engineering, CILAMCE 2014.

e Numerical simulation in heterogeneous and anisotropic oil reservoir using a finite volu-
men method, publicado em XXXIV Iberian Latin American Congress on Computational
Methods in Engineering - CILAMCE 2013.

o A cell-centered finite volume method for the simulation of two-phase flows in heterogeneous
and anisotropic oil reservoirs, publicado em 22nd International Congress of Mechanical
Engineering, COBEM 2013.
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1.5 Organizacdo da Tese

Dividimos a presente tese principalmente em sete capitulos, além da referéncia bibliogra-
fica e de um apéndice. No Capitulo 1 consideramos a introducdo onde detalhamos a motivagao,
estado de arte, objetivos e contribui¢des do trabalho.

No Capitulo 2, detalhamos brevemente as propriedades da rocha e fluido, em seguida
descrevemos as equacdes constitutivas e suas hipoteses simplificadoras, que finalmente sao
utilizadas para derivar as equagdes governantes, a saber: a equacao de pressao e a equacao de
saturacao.

No Capitulo 3, desenvolvemos as técnicas numéricas empregadas na solucao das equa-
coes governantes introduzidas no Capitulo 2. Primeiramente descrevemos as varias formulacdes
numéricas utilizadas para discretizar a equacdo de pressdo: nesta se¢do introduzimos a descri¢do
de métodos de volumes finitos lineares (MPFA-HD e MPFA-H) e nao lineares (NLFV-PP e
NLFV-DMP).

No Capitulo 4, resolvemos alguns problemas benchmark, com o objetivo de validar
nossas formulagdes numéricas propostas. Os resultados sdo interpretados e comparados com
outros métodos classicos disponiveis na literatura. Neste, capitulo resolvemos problemas re-
lacionados com escoamento monofasico, e analisamos as propriedades numéricas que devem
satisfazer nossas formulagdes numéricas, por exemplo, a linearidade, satisfazer o critério de
monotonicidadeo e/ou principio de maximo discreto.

No Capitulo 5, desenvolvemos as formulagdes numéricas que discretizam a equacgao de
saturacdo, neste capitulo dois método sdo descritos de maneira mas detalhada, a saber o método
de alta ordem tipo MUSCL (HOFMV) com um processo de limita¢do a priori e um método de
alta ordem multidimensional (MOQOD) com um processo de limitacdo a posteriori.

No Capitulo 6, resolvemos alguns problemas benchmark envolvendo escoamento bifasico
6leo-4dgua. Neste capitulo, avaliamos a robustez das formula¢des propostas (HOMFV e MOOD)
utilizando malhas poligonais em geral e meios altamente heterogéneos e anisotrépicos, além
disso, analisamos o fendmeno de efeito de orientacdo de malha (GOE) com alta razdo de
mobilidade.

No Capitulo 7, descrevemos, as conclusdes e indicamos os trabalhos futuros.

Finalmente apresentamos um apéndice: No apéndice A, descrevemos um método multi-
dimensional com esténcil tipo MPFA proposto por Eymard, Guichard e Masson (2011), para

malhas quadrilaterais ortogonais.
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2 EQUACOES GOVERNANTES

Neste capitulo, discutimos brevemente o conjunto das equacdes que governam a dinamica
dos fluidos no interior dos reservatérios. Essas equagdes sao derivadas a partir da equacao de
Conservagdo de Massa e a Lei de Darcy generalizada, considerando as seguintes hipdteses sim-
plificadoras: os fluidos sdo Newtonianos e incompressiveis, 0 meio poroso € rigido, ndo existem
reacoes quimicas entre os fluidos e a rocha porosa, o escoamento € laminar e a permeabilidade
absoluta ¢ uma propriedade do meio poroso que ¢ independente da pressdo, da temperatura e do
escoamento. Além disso, sdo desprezados os efeitos de Klinkenberg e electrocinéticos, assim
como os efeitos de capilaridade (ERTEKIN, 2001; CARVALHO, 2005). Um modelo matematico
que rege o escoamento bifdsico (6leo-dgua) em meios porosos € composto por duas equagdes
sendo uma equacao eliptica (de pressdao) e uma equacao hiperbdlica (de saturacdo), cujo aco-
plamento € feito através da velocidade de Darcy. Estas equacdes deverdo estar munidas com as
respectivas condi¢cdes de contorno e/ou iniciais adequadas, as quais dependem das caracteristicas

geoldgicas da vizinhanga do reservatério e da existéncia de pocos produtores e injetores.

2.1 Equacao de Conservacao de Massa e a Lei de Darcy

A equacgdo de Conservacdo de Massa para escoamento bifdsico imiscivel dleo (0)-
agua (w) € definido sobre o dominio Q x [0,¢]. Essa equagdo é desenvolvida a partir de uma
aproximacao Euleriana da equacio de balanco sobre um volume de controle arbitrdrio que, apds

manipulacoes algébricas (CHEN, 2006), podemos expressar na forma diferencial como:

wz—v-(pivﬁ)wi, i=wo em Qx][0,1] (2.1)
aqui, a porosidade € denotada por ¢. por outro lado, na equacdo (2.1) p; representa a densidade
da fase i e a fracdo de volume poroso ocupado pela fase i € representada por S;. Finalmente g; é
o termo de fonte ou sumidouro, que, no presente contexto pode representar pogos produtores ou
injetores. Para modelar a velocidade do fluido no interior da rocha utilizamos a velocidade de
Darcy denotada, para uma fase 7, por ;. Assumimos ainda que a rocha reservatorio € totalmente

saturada pelas fases dleo e dgua, de modo que:

S,+S,=1 (2.2)

A Lei de Darcy afirma que a taxa volumétrica do escoamento no meio poroso € linearmente

proporcional ao gradiente de pressdo e a uma drea transversal normal a dire¢do do fluido, e
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inversamente proporcional a viscosidade do fluido (EWING, 1983). Dessa forma podemos definir

a velocidade de Darcy (equacdo (2.1)) através da seguinte equacao:

17,' = —liIS(Vpi —pig’) com ).,‘ = kr,-/u,-, = w,0 €m Q (2.3)

onde A;, k;, U; e g sdo, respectivamente, a mobilidade, a permeabilidade relativa, a viscosidade
da fase i e o vetor gravidade.
Na equacdo (2.3) K representa o tensor de permeabilidade do meio poroso que € dado

pelo seguinte tensor:

k k
K= 1 k2 2.4)
ka1 ka

A permeabilidade é uma propriedade intrinseca da rocha que foi introduzida na Lei de Darcy
para quantificar a capacidade da rocha de transmitir fluidos. Do ponto de vista matematico, este
tensor, além de ser simétrico, deve satisfazer as condi¢des de elipticidade, ou seja, kj1kzo > k%z
(CRUMPTON, 1995; EDWARDS; ROGERS, 1998; AAVATSMARK, 1998).

A permeabilidade relativa (k,;) dada na equacao (2.3) é uma medida adimensional da
facilidade com que uma fase do fluido pode escoar na rocha porosa em presenca de outras fases.
Um modelo muito utilizado na literatura é o de Brook e Corey (HELMIG, 1997), dado pela

seguinte expressao:
Sw - Swi nw I Sw - Sor o
kpy = | — 2w ko = | —ow 20 2.5
m (I—Swi—S,,,) © (I—Swi—Sm 2

onde S,,; € a saturagdo irredutivel da fase dgua e S, € saturacdo residual da fase 6leo, e os
expoentes n,, € n, podem assumir valores diferentes (AZIZ; SETTARI, 1979; HELMIG, 1997).
Existem outros modelos como o de van Genuchten que também podem ser utilizados em
problemas que envolvem escoamentos multifasicos em meios porosos (SOUZA, 2015 apud
BASTIAN, 2003) e (SOUZA, 2015 apud FUCIK, 2005).

Em problemas tipo pistao (piston-like), Yanosik e McCracken (1979) propuseram as

seguintes relagdes para calcular as permeabilidades relativas:

S5

krw = ’
M(1-S2)+S2

krp=1—kn e M= (2.6)

b

onde M € a razdo das mobilidades.
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2.2 Equacoes de Pressao e Saturacao

Utilizando as equacdes(2.1)-(2.3) e através de manipulagdes algébricas adequadas (AZIZ;
SETTARI, 1979; EWING, 1983; HELMIG, 1997; CHEN, 2007) a equacao de pressao global
para escoamento bifésico é dada pela seguinte equagao:

V-¥=0Q com ¥=—AK(Vp+Puedd) 2.7)

onde Vp e vV = V,, +V, representam o gradiente de pressdo e a velocidade total do fluido,
respectivamente. A mobilidade total e a vazdo volumétrica total, sdo denotados por A e Q =
Ow + Q, com Q; = q;/pi, respectivamente. Além disso, p,,.q representa a densidade média,
ponderada pelas mobilidades (HURTADO, 2011), ou seja:

Pmea = M com A=2A,+42, (2.8)

Um caso particular da equacao (2.7) obtém-se assumindo que os efeitos gravitacionais
sdo despreziveis e que o reservatdrio esta saturado apenas por uma fase, implicando que a
mobilidade total € unitaria (CARVALHO, 2005; SOUZA, 2015). Dessa forma, desprezando o
efeito gravitacional, podemos escrever a equacao que modela o escoamento monofasico num

reservatorio, como:

_V-(KVp)=0Q em Q (2.9)

No contexto de simula¢do de reservatorios, além das condi¢des de contorno tradicionais,
podemos falar nas condi¢Oes de contorno internas que podem representar pogos produtores e/ou
injetores. A vazdo do fluido injetado (Q;,;) nos pogos injetores € equivalente a condi¢do de
contorno de Neumann, da mesma forma que a pressao (P,,,q) nos pogos produtores ou injetores
€ equivalente a condi¢do de contorno de Dirichlet. No caso de toda a fronteira ser impermeavel,
ou seja, contorno com fluxo nulo, a entrada e a saida de massa somente ocorre através dos
pocos injetores e produtores. O contorno do dominio Q é representado por d<2, que pode ser

considerado como a unido disjunta dos diferentes tipos de contorno

0Q=TIp UFNUFinjUFprod (2.10)

onde L'y, € I',q representam os pogos injetores € 0s pogos produtores, respectivamente (vide
Figura 1).

As condi¢des de contorno para a equagdo de pressdo em um reservatorio sdo dadas por:

X,t) =gp, em I
p(xt) =gp D @10

v-n = gn, em Iy
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Figura 1 — Dominio computacional identificando os pog¢os injetores, produtores e os contornos
de Dirichlet (I'p) e Neumann (I'y)

Fonte — Produzido pelo autor

ou

v-n = Qinj, em Iy
Qm] inj 2.12)
p()_c’,t) = Lprod> cm 1—‘prod

onde 7 é o vetor drea normal unitaria, gp representa a pressdo prescrita no contorno de Dirichlet
e gy € o fluxo prescrito no contorno de Neumann.

A equagdo de saturagdo € obtida a partir da equagao (2.3), onde as velocidades V,, e V,
sdo multiplicadas por A, € A,,, respectivamente. E ap6s manipulagdes algébricas temos a seguinte

equagao:

l
~
=
L
~

WA’O =
Vy = TV—’_ 1 K(Vpe+(pw—Po)8) (2.13)

onde a pressao capilar é denotado por p. = p, — py-
Uma vez que pressao capilar € desprezada, a equagdo (2.13) é substituida na equagdo
de conservagdo de massa (2.1) quando consideramos a fase dgua (Y = w), e apds manipulagdes

algébricas, obtém-se:

as L,
‘Pa_rw =-V-F(S,)+0, em Qx][0,f] (2.14)
Na equacdo anterior a fungdo fluxo hiperbdlico F (Sy) € definido por:

F(Sw) = fu(Sw)V+ fu(Sw) 26K (Pw— po) & (2.15)

onde f,,(Sy) = A/A € o fluxo fracional da fase dgua, que representa a fragdo de massa da fase
molhante no meio poroso. A equagdo (2.14) caracteriza-se por ser uma equacgao hiperbdlica ndo
linear (AZIZ; SETTARI, 1979; EWING, 1983; HELMIG, 1997; CHEN, 2007).
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Com base na equacao de saturacdo podemos obter um modelo simplificado unidimensio-
nal denominado Modelo de Buckley-Leverett. Esse modelo é obtido considerando que a razao
de mobilidade € unitéria e o tensor de permeabilidade € homogéneo e isotrépico, além disso,
os efeitos gravitacionais sdo desconsiderados e a velocidade de Darcy é constante (V = cte) ao

longo do tempo, obtendo-se assim a seguinte equacao:

as, 14
w2 S V) =0 2.16
51T 5 ax(S)7) (2.16)
A equacdo anterior € uma equacao hiperbdlica nao linear de transporte e segundo Souza (2015
apud HELMIG, 1997) essa equagdo se caracteriza pela propagacao da saturacdo da massa de
dgua ao longo da direcao das linhas caracteristicas.
Para o mesmo reservatorio, as condi¢des de contorno para a equagdo de saturagdo (2.14)

sdo dadas por:

SW<X(),Z‘)=SW em ij 2.17)

onde S,, representa a saturacdo prescrita da fase 4gua em um conjunto de pocos injetores e a

condi¢do inicial pode ser expressa como:

Sy(x,0)= 4| v Pa XS (2.18)
Sw para x> Xxp

No inicio deste capitulo, as equagdes governantes foram obtidas a partir de varias hipdte-

ses simplificadoras. Ainda assim, obter solu¢des analiticas continua sendo um desafio, nestes
casos a literatura recomenda utilizar métodos numéricos que ajudem a obtermos uma solucao
aproximada de tais equagdes. Com esse intuito, neste capitulo apresentamos a formulagdes
numéricas para resolver tais equacdes governantes. A estratégia numérica adotada para tal caso
¢ nomeada IMPES (IMplicit Pressure Explicit Saturation), o qual € um método segregado in-
troduzido por Sheldon e Cardwaell (1959) e Stone e Gardner (1961) que resolve o problema
pressdo-saturacao separadamente de maneira sequencial: essa estratégia € bastante popular na
industria de petréleo (AZIZ; SETTARI, 1979; EWING, 1983; COATS, 2001; CHEN, 2004;
CONTRERAS, 2016), ja que a implementagdo computacional € bastante eficiente e simples,
a desvantagem desta estratégia € a utilizacdo de um passo de tempo pequeno para garantir a
estabilidade. Segundo Chen, Huan e Li (2004) considerar passo de tempo pequeno pode ser
prejudicial em problemas de simulagdo de longo tempo ou quando o dominio continuo € dis-
cretizado por malhas muito refinadas. A estratégia IMPES consiste em, a partir de atribuir uma
distribui¢do inicial de saturagc@o no reservatdrio calcularmos o campo de pressdo de maneira
implicita e, posteriormente, calculamos o campo de velocidades, o qual utilizamos como dado

de entrada para o cdlculo do campo de saturacdes, de tal maneira que as equagdes de pressao e
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Figura 2 — Algoritmo da estrategia IMPES

Condi¢do
Inicial, S. (,0)

Solugdo Implicita daj Calculo do Campo de
Equagdo de Pressio 'Velocidades (Lei de Darcy)

Solucao Explicita da
Equac¢@o de Saturagao

Sim

=4 4 At

Fonte — Souza (2015)

saturacdo sao acopladas (fracamente) através do campo de velocidades. Com a nova distribui¢do

de saturacdo, retornamos para a equacao de pressao, repetindo o processo até o instante de tempo

desejado (EWING, 1983; CARVALHO, 2005; CONTRERAS, 2016), ver figura 2.

Fim
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3 FORMULACAO NUMERICA DA EQUA-
CAO DE PRESSAO

As equacdes que regem o comportamento da dindmica dos fluidos no interior dos
reservatorios de petréleo foram obtidas a partir das lei de conservagcdo de massa, a lei de Darcy
e algumas equagdes de fechamento. Estas equacdes pela complexidade do fendmeno podem
nao admitir solucdes analiticas ou se tiver sdo apenas para fendmenos com condi¢cdes muito
restritivas. Nesse sentido, os métodos numéricos sdo fundamentais ja que nos permitem obter
solugdes aproximadas respeitando as leis e certas condi¢des fisicas que envolve o problema.

A introdu¢do do método dos volumes finitos (MVF) destacou a importancia para aplica-
¢Oes na industria do petréleo para desenvolver ferramentas de simulagao de reservatorios que
refletem as fortes restricdes impostas pelo ambiente natural. Cronologicamente, como indicado
na introdu¢d@o, uma das primeiras formulacdes numéricas utilizadas nas ultimas décadas na simu-
lagdo de reservatorios de petroleo € o método Two Point Flux Approximation (TPFA) Aavatsmark,
Barkve, Bge e Mannseth (1998), Edwards e Rogers (1998), Aavatsmark (2002). Para este método,
o fluxo que atravessa a superficie de controle € escrito em funcao das pressdes centradas nos
volumes de controle adjacentes a SC em questdo. No entanto,sua principal desvantagem € a con-
vergéncia quando tratamos meios discretizados por malhas ndo K-ortogonais (AAVATSMARK,
1998; EDWARDS; ROGERS, 1998). Usualmente, € necessario utilizar malhas ndo estruturadas
na simulacdo de reservatdrios com o objetivo de capturar de maneira adequada a representacao
geoldgica dos reservatérios, por exemplo, as fraturas ou muitas vezes precisamos de malhas
localmente refinados préximo dos pogos para poder capturar as regides de singularidade. A
génese de novos métodos de volumes finitos para superar as dificuldades do método TPFA foi
formulado por Crumpton, Shaw e Ware (1995). Nesse sentido, nds propormos outras novas
formulacdes numéricas baseadas nos diferentes método cldssicos de volumes finitos formulados
pelos autores (LE POTIER, 2005; LIPNIKOV, 2007; YUAN; SHENG, 2008; BERTOLAZZI,
MANZINI, 2005; LE POTIER, 2009; SHENG; YUAN, 2011), a saber: um método de volumes
finitos ndo linear que preserva positividade (NLFV-PP) e outro método de volumes finitos ndo
linear que satisfaz o principio do maximo discreto (NLFV-DMP) e finalmente um método de
volumes finitos linear com aproximacao de fluxo por multiplos pontos ndo ortodoxo (MPFA-HD).
Estas formulacdes satisfazem a maioria das propriedades numéricas de um método numérico

ideal, como descrito no capitulo 1.
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3.1 Meétodo de Volumes Finitos Centradas no Volume de Controle

Duas componentes caracterizam o método de volumes finitos centrada no volume de
controle, que sdo a subdivisdo do dominio espacial em volumes finitos e a sua forma integral ou
forma conservativa (WU; GAO, 2014; SHENG; YUAN, 2015; BLANC; LABOURASSE, 2015).

A primeira componente, no sentido de uma aproximacdo do método dos volumes finitos,
€ a subdivisdo do dominio espacial em volumes menores. Essa subdivisdo transforma o dominio
continuo em um dominio discretizado envolvendo superficies de controle, centroides e volumes

de controle poligonal e/ou poligonal star-shape.

Definiciio 1. A discretizacio do dominio continuo Q C R? envolve um conjunto de poligonais
abertos, e o contorno denotado por dQ = Q\Q (o fecho de Q é denotado por Q). Uma discretiza-
¢do admissivel de Q envolve a composicdo de trés superconjuntos denotado por 9 = (M, &, 0),

onde:

o M = {lA,} é familia finita de volumes de controle, tal que: U L =9Q. 0 volume de cada
. Len
volume de controle L € ./ é representado por V; e o cardinal do conjunto ./ é denotada

por | M| = n.

o & = {lJ,1évértice de inicio eJ é o vértice final da face em sentido anti-hordrio} é uma
familia finita de subconjuntos de Q (chamados de faces ou superficies de controle). Para

cada L € M, existe um subconjunto &3 de & tal que: oL = U 1J. Também assumimos
Ifegz

que para todo 1J € &, temos que I1J C dQ ou 1J C LNk para algum (L,R) € .# x M.
O conjunto de faces internas e de contorno sdo representadas respectivamente pelos
conjuntos &™ = ENQ e & = &N Q. Finalmente o comprimento da face em geral
calculado pela norma Euclidiana do vetor i <HI_J> H)

o U= {xz} ic.y € afamilia de pontos (centros da célula, ndo necessariamente o centro
de gravidade das células) de Q, de modo que, para todo L. € A, X; € L. Note-se que as

varidveis primarias sdo centrados nestes pontos.

Definicdo 2. Consideremos um dominio continuo Q aberto em R?, discretizados por uma familia
de poligonos 4. Um volume de controle L € .4 é dito um poligono star-shape, se existe um
ponto z que pertence a L tal que todo os pontos do poligono sdo visiveis a partir de ponto z. O
conjunto de pontos z de L é chamado de Kernel, que geralmente é um poligono convexo. Em
todo o trabalho assumirmos que todo volume de controle é um poligono star-shape com respeito

ao baricentro.

A segundo caracteristica do método de volumes finitos € a forma integrada do modelo ou

forma fraca como chamam outros autores, a qual resulta basicamente de integrar as equagdes
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governantes. Assim, a equagdo de pressao (2.7) € integrado sobre o dominio

/V~fl7de/ QdV e V=-AKVp (3.1)
Q Q

onde dV € o elemento de volume e p € a varidvel pressdo. Essa varidvel (matematicamente) deve
ser uma fungao suave. Utilizando a propriedade das integrais sobre o conjunto .# a equagio

(3.1) é equivalente a

/QV-fT/dV:z;/{/I:V-'?/dV:zé//thV (3.2)

Considerando um volume de controle genérico L de .#, e aplicando o teorema de

divergéncia sobre este, temos:

fv-fz’/dvz Pids= Y / f?/-ﬁdS:/de (3.3)
L oL ]JE(%Z 1J L

onde dS é um elemento de drea e 7i é o vetor normal unitdrio externa a dL. A equagdo anterior
((3.3)) € uma lei de conservagdo, o fluxo que sai do volume de controle L € igual ao termo de
fonte/sumidouro no interior de L.

As integrais na equacdo (3.3) sdo aproximadas utilizando o teorema de valor médio

%J:m / VdS e Qz%/ﬁQdV (3.4)

onde ‘17[ 7 € a velocidade média na face 1J. O valor médio do termo de fonte ou sumidouro é dada
por @i e o volume do elemento L é denotado por V; . Entdo, a partir das equagoes (3.1)-(3.4)

obtemos a seguinte definicao

Definicao 3. Considerando um esténcil admissivel 9 de Q. Dizemos que o método numérico é

conservativo se existe uma familia {‘VI 7 Np J} P finita de fluxos numéricos de modo que:
1€

Viy-Niy+ 7y -Njy=0, IJeé (3.5)
e

Y U Ny=0;V;, Vie (3.6)

IJEgZ

Na defini¢do anterior o vetor drea normal a superficie de controle 1J é denotado por Nyy

eNy = ,@ﬁ, sendo que Z ¢ uma matriz de rotagdo em sentido anti-hordrio, ou seja:

7 [ cos(0) —sin(0) ] 37)

sin(0)  cos(0)
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onde 6 é angulo de rota¢do desejada, no presente texto consideramos 6 = 7/2.

Na equacdo (3.6) a vazio vy Ny pode ser aproximada utilizando algum método dos
volumes finitos. Para se obter uma aproximagao numérica da vazao vyy ~K7U, previamente
precisamos aproximar a mobilidade referente a superficie de controle em questdo. Assim,
a literatura ligada a simulagdo numérica de reservatdrios propdem varias estratégias numéricas,
por exemplo, Souza (2015) propde vdrias estratégias que consiste em aproximar a mobilidade

pela média ponderada pelos volumes dos VC adjacentes a superficie de controle em questao:

A(Sw; )V + A (Swp) Vi

A=
" Vi +Vp

(3.8)

onde A(Sy; ) € A(Sw,) sdo as mobilidades totais nos volumes de controle adjacentes a face 1J.
E notdrio que a mobilidade aproximada € influenciada pelo volume de controle que tem maior
volume.

A fim de manter uma aproximagao mais robusta, Friis e Evje (2012) escreve a mobilidade

na face como a média aritmética das mobilidades nodais A; € A;

M+A

Ay = 5

(3.9)

onde as mobilidades nodais A; e A; sdo aproximadas pela média ponderada pelos volumes dos

VC na vizinhanca do né em questdo, ou seja:

i=1J (3.10)

onde n; representa o nimero de volumes de controle na vizinhanga do né (ou vértice) em questao.
Segundo Souza (2015), as mobilidades aproximadas na equagao (3.8) produzem solugdes menos
influenciadas pela orientagdo da malha do que as obtidas com a aproximacao dada na equacao
(3.9).

Outros autores como Aziz e Settari (1979), Brenier e Jaffré (1991), Kozdon, Mallison
e Gerritsen (2011), Nikitin, Terekhov e Vassilevski (2014), Lee, Efendiev e Tchelepi (2015),
utilizam uma aproximacao a montante no tempo anterior para aproximar a mobilidade na face

em questao

A(S,.), se o fluxo sai do elemento L
My = L (3.11)
A(Sy,), caso contrario
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os autores simplesmente ndo justificam a escolha deste critério, na presente tese tentaremos

explicar a partir das nossas experiéncias numéricas.

3.2 Formulacao Numérica Implicita da Equacdo de Pressao

Nesta secdo descrevemos de maneira detalhada as formulagdes numéricas propostas para
resolver a equacdo de pressdo dada em (2.9). Desde a equacdo (3.3) para uma face do volume de

controle arbitrario L, temos:

/ ’_I>~ﬁ11ds = —/ leVp-ﬁudS = —/ )LVp- (K{ﬁu)ds, V1J € 5[ (312)
1J J 1

onde 7iz; € o vetor normal unitdrio associado a face 1J, K; representa o tensor de permeabilidade
no volume de controle e a transposta é denotado por Igz Na equagdo anterior precisamos
aproximar os termos da integral, sendo que o valor aproximado da mobilidade A ja foi dada nas
equacoes (3.8), (3.9) e (3.11). O termo Vp - (ISZﬁI 7) € aproximado numericamente utilizando
os trabalhos cldssicos de Le Potier (2005), Lipnikov, Shashkov, Svyatskiy e Vassilevski (2007),
Yuan e Sheng (2008), antes de desenvolver, precisamos enunciar um lema que nos ajude entender
a natureza do vetor Ig;ﬁ 17, este vetor na literatura classica € nomeado de vetor co-normal relativo
a face 1J.

Lema 1. Para cada face 1J € &}, sempre é possivel encontrar dois pontos auxiliares xj i1y
- . N - -
X}, j(17) que ndo necessariamente pertence a face em questdo, de modo que os vetores XpXE (1))
—_— o~ ~ . . . . . .
XjX}p j(1y) Sdo ndo colineares, isso implica que existem duas constantes & i1y € O j(1y) associa-

dos a tais pontos auxiliares, tal que:

T — . —
K; niy = 0 0 XiXp i)+ % ) XiXe,j1) (3.13)
Na equacgdo anterior os coeficientes @ i(1y) © O j(1y) S0 calculados obedecendo as
seguintes condigdes:

e Condigdo 1. O angulo formado pelos raios x; x; il JE) e Ig{ﬁ, ; € denotada por th ,yeesta

restrito ao intervalo 0 < 8! < 7. E o angulo formado pelos raios Iggﬁu e XpX; i) €

L1y
denotado por 91% ,; eesta restrito ao intervalo 0 < 91% <7 Tendo assim, que a somatoria

dos angulos devem pertencer ao intervalo 0 < Gﬁl T Gzz <7

Estas condicdes ainda ndo sdo suficientes para calcular os coeficientes, por exemplo, veja
a figura 4 a mesmo que satisfazendo condicdo 1 o vetor co-normal ndo pertence ao eixo auxiliar

em questao. Nesse sentido, introduzimos a seguinte condi¢ao.
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Figura 3 — As figuras representam a escolha do par de pontos que viola a condi¢@o 2 sem violar
a condicdo 1 (a) e a escolha do par de pontos que viola a condi¢do 1 sem violar a
condic¢do 2 (b)

(a) (®)

Fonte — Produzido pelo autor

e Condigdo 2. O sinal do produto vetorial deve ser satisfeita x; x; (1) % Ig{ﬁ, 7>0e Ig{ﬁ, 7 X
XpXp 1)) 2 0. Na figura 3b mostramos o caso em que pode satisfazer a condi¢do 2 sem

satisfazer a condicao 1.

A estratégia para calcular os coeficientes consiste em percorrer cada par de pontos
composto por vértices ou pontos harmonicos em sentido anti-horario pertencentes ao volume
de controle em questao, e avaliar as condi¢des 1 e 2, quando ambas condi¢des sdo satisfeitas,
entdo o par de pontos sao chamados pontos de interpolagdo e sdo aqueles que contém ao vetor
co-normal.

Os coeficientes sdo calculados a partir dos seguintes métodos cldssicos nao-lineares (LE
POTIER, 2005; LIPNIKOV, 2007; LIPNIKOV, 2009; YUAN; SHENG, 2008)

ngzTﬁ”HSin(eizn) ”Iggﬁ[]HSin(QI%H)
CLi) = " ral > € O )T "aial 7 (3.14)
Sm(eﬁ,u + eﬁ,u) Sm(eﬁ,u + GL,IJ)

na equacdo anterior podemos observar claramente que os coeficientes sdo nao-negativos, ou seja,
& 17y = 0€ 0y ;) =0, esta propriedade € essencial em método ndo lineares ja que contribuem
a preservar os critérios de positividade ou satisfazer o principio de maximo discreto (DMP).
Na atualidade métodos mais sofisticados propdem diferentes maneiras de calcular os
coeficientes, por exemplo, Gao e Wu (2013) e Nikitin, Terekhov e Vassilevski (2014) calcula os



Capitulo 3. FORMULACAO NUMERICA DA EQUACAO DE PRESSAO 41

Figura 4 — Pontos de interpolacdo que coincidem com: os vértices formando uma regido Half-
Diamond (a) e os pontos harmonicos (b)

. Ponto Harmonico
Vértice

(a) (b)

Fonte — Produzido pelo autor

coeficientes a partir de uma razao entre dois produtos mistos

(Kﬁ nl]axix£7j(lj)aez> <xI:xI:,i(IJ)7I~<ﬁ n”’ez>
L i) = B (3.15)
<xzxﬁ,i(11) yXEXL (1) eZ>

Qf (1))

\
7

<xﬁxﬁ,i(u) sy XEXE (1) eZ>

onde (d,b,¢) é o produto misto de vetores d, b e ¢, o vetor unitdrio que representa ao eixo z é

\
7

denotado por €, e é paralelo ao produto vetorial XpXE (1) X XX j(1))-

Em 2015 Gao e Wu propde uma maneira diferente de calcular os coeficientes:

ﬁlﬂSﬁT% (szL j(IJ)> ﬁIﬂS{%’ <xl:xi,,i(lj)>
O irr) = T € Of i) = T (3.16)
<th£,i(11)) z (xixL j(IJ)> (xixi, j(IJ)) x (xtxt,i(u))

onde &% é uma matriz de rotagao em sentido anti-horario. Nas equagdes (3.15) e (3.16) os
coeficientes produzem valores nao-negativos.

Em nossos testes numéricos os valores dos coeficientes & 17y © O j(1s) DAO fazem
muita diferenca em quanto robustez, além disso, em todos os casos o vetor co-normal pertence
ao mesmo eixo auxiliar quando calculado por qualquer das estratégias. Assim, os pontos de
interpolagdo ja X7 i(1ry> XL, (1) © XRi(1) definem a mesma regido de suporte para aproximar os
fluxos laterais, veja a figuras 4. Na figura 4a, observamos que a regiao de suporte para calcular
dos fluxos laterais € nomeado como "Half-Diamond", ja que em 3-D € similar a um diamante
dividido pela metade. E na figura 4b os pontos harmonicos influem na aproximacao dos fluxos

laterais.
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De maneira similar para um volume de controle R que compartilha a face IJ com o

volume de controle L, o lema 1 pode ser escrito da forma seguinte:
I = O Xoxs . Yok ot
Kt = O i1 Xf¥R i(17) + Ok, j(10) k¥R, j(1)) (3.17)

onde os coeficientes g (1) © O j(17) S30 calculados respeitando as condi¢des 1 e 2, utilizando a

seguinte equagao

. B HISEI_@'UHSiH(GI%JJ) . HISEI_@’UHSin(@,%’H) G18)
Ri(l)) = . 1 2 Rj(I)) = o 1 2 .
Sm(eﬁ,u + 91?,11) Sm(eﬁ,u + 61?,11)

Definicao 4. A derivada direcional de uma funcdo p no ponto X na direcdo do vetor ndo nulo 7,

é denotador por 9., definida como:

7

op _Vp
a7 |

(3.19)

A partir da definicdo anterior assumirmos que o vector 7 € substituido pelo vetor co-

normal Ig{ﬁu na equacao (3.19), logo temos:

dp " " s —
ng ””H =Vp <’~(zT ””) = O 1) VP X5 i10) — ¥y VP XX sy 3-20)
T =
d (Ki nlJ)
c
dp

T = T _ _
5 (KT* > HL{IQ ”JIH =Vp: <I~(1é ”JI> = 0 i)Y P X@% i1r) — O jn) Y P X@¥g ) (3-21)
NI
SR

As equagdes anteriores sdo substituidas na equacdo (3.12)

T = — —
/IJ rl/"’l[\]ds = —/I\JA‘ (OCI:J(U)Vp '.xz.xz7l-(1‘]) — OCLJ(”)Vp ‘X£X£7j(lj)> ds (322)

> — —
. rI/'I’l‘]]ds = —/IJA« (OCIQI(U)V‘D .xiéxR\,l'(IJ) — OCIQ’J(H)V‘D .xR\xR\,j(IJ)> ds (323)
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Utilizando o método de diferencias finitas por expansao em series de Taylor podemos
aproximar a derivada parcial Vp, ao longo da dire¢@o dos vetores -x;j x; i) (resp. -xpxp il J)) e

N NN . - . . .
XpXE (1) (resp. XRXR j(1 J)) logo substituimos nas equagdes anteriores, assim temos:

- Pii(1s) — Pi P j(1s) ~ Pi
/ Veingds = — [ ag g T oy gy T / Ads+O(|IT])  (3.24)
! XEXEi(1T) H Hxixi, J(T) H I
e
PRy — PR PR jur) — PR
V-dirds = — | 0 TN gy gy T /Ads+0(||ﬁ||) (3.25)
Y HxRxlé,i(U)H HXRXR, Jj(1J) H
Adicionalmente a mobilidade na face /J € aproximada utilizando o teorema de valor
médio

7uJ||ﬁ|| = /U/ms (3.26)

logo substituindo o valor médio da mobilidade nas equagdes (3.24) e (3.25), temos:

Pi = Pii Pi = Pi j)
/q/ firgds = A 10| | e 0n T 0y i Tl | v O([T)  (327)
HxLxLz 1J H HXLXL,] 1J H
e
PR~ PRi(1J PR = PR j)
/‘V riyrds = 1111\7\| aRzIJ—l() 1%,]'(11—]( +0 H7H (3.28)
HxRsz 1J H HxRxR] 1 H

Quando || ﬁH — 0 nas equagdes (3.27) e (3.28), obtemos os fluxos laterais aproximadas

na superficie de controle IJ correspondente ao volume de controle L
Vi Ny = Ay I_}H (gﬁ,i(lj) (Pi - Pt,i(l])) + 5&,;‘(11) (Pt - PLj(IJ))) (3.29)

onde
O i) %,j(17) (3.30)

5£,i(1]) = §L Jjan =

”xi,xi,i(u) H Hxixi,, Jr) H
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Figura 5 — Mostramos os fluxos utilizando os vértices e os pontos harmdnicos

Fonte — Produzido pelo autor

Correspondente ao volume de controle R, temos:

erlj Ny = ’IIJHI_}H (gﬁ,i(lj) (PR - PR,i(IJ)) +&rju) (PR - Plé,j([J))) (3.31)

onde . 17 Eo = RI) (3.32)
(1) HWH (1) ku

podemos observar nas equagdes anteriores que os coeficientes éLi( ) &, i) ‘51?71'(1 e Sk, i
ainda mantém a nao negatividade dos seus valores desde que os outros coeficientes (1)
% i) %R.i(17) © O j(17) S30 Nao negativos, graficamente os fluxos laterais sdo mostrados na

figura 5.

3.2.1 Método de Volumes Finitos N3o Linear que Preserva Positividade (NLFV-
PP)

Nesta se¢do derivamos um método dos volumes finitos ndo linear inspirado nos trabalhos
classicos dos autores Le Potier (2005), Lipnikov, Shashkov, Svyatskiy e Vassilevski (2007),
Yuan e Sheng (2008) e Queiroz, Souza, Contreras, Lyra e Carvalho (2014). O método que

apresentamos satisfaz as seguintes propriedades numéricas:

e E localmente conservativo.

e E mondtono, isto é, preserva positividade da solug¢do das solu¢des numéricas.
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e Preserva linearidade.
e Lida com malhas ndo estruturadas e severamente distorcidas.
e Permite tensores de permeabilidade com alta razio de anisotropia.

e Possui taxas de convergéncia de segunda ordem para o campo de pressao e aproximada-

mente de primeira ordem para o fluxo.

Uma das propriedades essenciais que todo método numérico deveria satisfazer é a
monotonicidade. No contexto da condugio térmica anisotrépica, o método que nao preservar
monotonicidade pode levar a violagao das restri¢des de entropia da segunda lei da termodinamica
fazendo com que o calor flua de regides de temperatura mais baixa para temperatura mais alta.
Em regides de grandes variagdes de temperatura, isso pode fazer com que a temperatura se
torne negativa. A fim de evitar a temperatura negativa, o método portanto deve ser monétono
(YUAN; SHENG, 2008). E no contexto de simulacao de reservatérios de petréleo, um método
que ndo satisfaz a monotonicidade podem produzir com campo de pressdes com oscilagdes
espurias, que consequentemente podem pode gerar gés ficticio em regides do reservatorio onde a
pressdo cai erroneamente abaixo do ponto de bolha e esses campos de pressao estdo associados a
velocidades/fluxos nao fisicos de Darcy (QUEIROZ, 2014). Obviamente, resultados semelhantes
enganosos podem acontecer em outras aplicacdes. Para os casos lineares, a monotonicidade é
equivalente ao principio discreto mdximo (DMP), isso serd mostrado nos experimentos numéricos
no proéximo capitulo. Contudo, para os casos gerais, o principio do maximo discreto € mais
restritivo do que a monotonicidade (YUAN; SHENG, 2008).

Nos trabalhos cldssicos o fluxo tinico na face IJ € & é expressado como combinacio

convexa dos fluxos laterais dadas nas equagdes (3.29) e (3.31), isto é:

Vi -Nuy = WIZ,IJ'VIJ Ny —wp gy Viy-Nu (3.33)

onde 0s pesos w; ;; € wp ;; devem satisfazer a seguinte equag@o de restrigio:

Wi g TwWe =1 (3.34)

A equacdo anterior satisfaz a condi¢@o de conservacdo local dada na equagao (3.5).
Substituindo a expressdo que representa os fluxos ‘_IQILJ Nyye '7/115 -Niy em equacdo (3.33)

e arranjando adequadamente, temos:
Vir-Nuy = A 11, — Ap 1yPR — (Wi,ljgli,u - WI?,IJ%,IJ) (3.35)

onde
Aysy = Mg\ wyas Epian +Epjan)» ¥=1L.R (3.36)
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Syas = Ay HﬁH (&yianpiian + &y janpijan), Y= LR (3.37)

Os coeficientes é%i(l 7)€ ‘g'% j(17) na equagdo (3.37) ja foram calculados nas equagdes
(3.30) e (3.32). Além disso, devemos notar que as varidveis auxiliares p; ;) € p; jy) sa0
interpoladas utilizando uma estratégia de interpolagcdo, em nosso caso utilizamos a estrategia
de interpolacdo proposto por Gao e Wu (2011) e utilizado arduamente pelos autores Queiroz,
Souza, Contreras, Lyra e Carvalho (2014), Contreras, Lyra, Souza e Carvalho (2016).

A fim de derivar uma aproximagdo de fluxo consistente de dois pontos que leve a
um método que preserva positividade utilizamos as ideias introduzidos por Le Potier (2005),
Lipnikov, Shashkov, Svyatskiy e Vassilevski (2007), Yuan e Sheng (2008), nesse sentido os

pesos w; ;; € wp ;; devem ser calculados satisfazendo o seguinte sistema de equacoes

Wp 11Gp 17— Wi 176G 17 =0
{ RIJOR 1] 1175117 (3.38)
Wit wey =1
Resolvendo o sistema anterior, temos:
‘ SR.1T ‘ +é€
Wi = e wpy=1l=-wiy (3.39)

’QLU‘ + ‘ ‘51%,11’ +2e

onde o valor de € € um nimero muito pequeno imposto simplesmente para evitar uma divisao
por zero.

Segundo Blanc e Labourasse (2015) essa estratégia pode fazer com que a fungio fluxo
seja descontinua com respeito a p, para evitar esse tipo de anomalias, ele recomenda utilizar

fungdes de pesos que sejam continuas

)QRJJ‘ +ef

WL”: € WI?,IJ: I_WI:-,U (3.40)

2
‘ gi,lj‘ + ‘Qﬁ,u‘ +2¢;

onde € = max { ||I7||, jeé& } representa um maximo global, também de maneira similar

podemos considerar um maximo local £, = max { ||I‘J> |, IJe&N(&Ubp) }, em malhas finas
este ultimo é numericamente mas relevante.
O fluxo na face correspondente ao volume de controle L é escrito em funcdo das pressdes

centrados nos volumes de controle adjacentes a face IJ € &™:

Vir-Niy = A3 1,(p)pp — A 1, (P)Pi (3.41)
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e o fluxo correspondente ao volume de controle R é dada por:
Vir-Nir = A 1,(P)pg — A1, (p) i (3.42)

veja que os fluxos anteriores satisfazem a equacdo de continuidade de fluxo dada na equacao
(3.5). Os coeficientes A€ Ak s@o definidas na equacao (3.36).

O valor absoluto aplicado nas componentes das equagdes (3.39) e (3.40) € empregado
para forcar a positividade dos pesos Wi €Whiy (LE POTIER, 2005; LIPNIKOV, 2007; YUAN;
SHENG, 2008), quando se utiliza métodos de interpolacdo de primeira ordem ndo € neces-
sério forcar a positividade, ja que pela prépria constru¢do o método de interpolagdo mantém

positividade, mas esto pode causar problemas de acurdcia no método em geral.

3.2.1.1 Tratamento do Fluxo nas Faces de Contorno do Método NLFV-PP

Quando a superficie de controle em questdo pertence ao contorno exterior IJ € & NT'p
do dominio €2, mas explicitamente ao contorno de Dirichlet, o fluxo pode ser diretamente

expresso da equagdo (3.29), como:

Viy-Niy = ‘?/13 Ny = Ap 11Pi S (3.43)
onde
A 1y =M ||I7|| (51:,1'(11) +&;, j(IJ)> (3.44)
e
Sia = )LIJ”ﬁH (527,-(11)81)71'(10 + fz,j(u)gD,j(u)) (3.45)

na equagdo anterior gp 77y © p, j(17) representam as pressdes nos vértices que pertence a face

em questdo e seus valores sdo diretamente fornecidos pela condi¢do de contorno de Dirichlet.
De outra parte, quando a superficie de controle pertence ao contorno de Neumann, isto €,

1J € & NTy, as pressdes nos pontos auxiliares devem ser interpoladas pela estratégia adotada

e o fluxo é fornecido pela fisica do problema

Viy - Niy :gNHﬁH (3.46)

onde gy representa o valor do fluxo fornecido.
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Figura 6 — Mostram os fluxos e faces que atuam no momento de escrever o balanco de massa

Fonte — Produzido pelo autor

3.2.1.2 Sistema Discreto do Método NLFV-PP

Tendo definido o fluxo em cada superficie de controle do dominio computacional Q
estamos na capacidade de montar o sistema de equacdes ndo lineares e logo resolver por algum
método iterativo. A partir, dos fluxos definidos nas equacdes (3.41), (3.42) e (3.43) podemos

obter a equacio discreta de balango de massa para cada volume de controle L

Z r—l‘/]]‘]_\)[[] = Qsz, VL e Q (3.47)
1Jedl
A maneira de mostrar a natureza da matriz global, consideramos dois volumes de controle ie2

mostrados na figura 6, podemos desenvolver o balanco de massa dado na equagdo anterior como

segue:

e Volume de controle 1: ’_1)/1] -Nu-i- ‘?/le ']_\7111 + r_1’/1112 'lejz + ’_7>121 -]_\7]21 = QiVi'

e
e Volume de controle 2: Vjy - Ny + Viy, - Nijy + Vg - Nyy = Q5 V5.
Agora representamos em uma matriz, como:

o]

0 0sV5

al+a,, +a, , +4 — 15 -4, -4 -4 P% 03V

1] 1,001 1,J1J» 1,121 ,"427” @_jj] 4,010y 37121 Pi QQV&

i At t 0 0 O Aoy M Pl = 10w

6 —
: : : Py Vs
05V5

"(3.43)
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Na matriz acima observamos que os elementos sdo positivos ao longo da diagonal
principal e sd@o ndo positivos ao longo da diagonal secunddria. Essa carateristica pode satisfazer
varias propriedades de uma “M-matrix” (LE POTIER, 2005; LIPNIKOV, 2007; YUAN; SHENG,

2008), a forma compacta da matriz é representada como:

A(p)? =3B (3.49)

Na literatura a matriz 4 € usualmente chamada de matriz de transmissibilidade ou matriz
discreta, ja que cada elemento da matriz contém informacdo tanto fisica quanto geométrica,
o vetor do campo pressao € dado por 2 e o vetor B cujos elementos sao representados tanto
pelo termo de fonte/sumidouro, quanto pela informacao das condi¢des de contorno. Esta matriz
de transmissibilidade € obtida a partir da montagem de matrizes locais associadas a cada face

interior do dominio &, assim temos:

a; — 4
a(p)y = L,IJ(P) R,Ij(p> (3.50)
~ _/qﬁ,u (p) /‘41%,11 (p)
Quando a face em questdo pertence ao contorno do dominio &4, a matriz local é de

dimensdo 1x1, jd que somente recebe a propria contribuicdo do elemento do contorno, isto €;

A(p)is = A1 1,(p) (3.51)

Diz-se que uma matriz 4 é mondtona para todo vetor 2 quando 42 > 0, implica em
? > 0. Na solucao de problemas elipticos, os métodos numéricos que resultam em matrizes
mondtonas sao comumente chamados de métodos mondétonos. No entanto, com frequéncia, o
mesmo termo € usado para denotar métodos numéricos utilizados na discretizacdo de leis de
conservacao descritas por equacdes hiperbdlicas, com sentido um pouco diferente (HIRSCH,
1990; COLELLA, 2011). No presente contexto, seguindo a literatura, quando nos referimos
aos métodos para a solug¢do da equagdo eliptica de pressao, utilizaremos a expressao “método
mondtono” para esquemas que resultam em matrizes monétonas, sem que, necessariamente,
ocorra a satisfacio de um principio do maximo discreto (DMP) (VIDOVIC, 2011).

Antes de demostrar o teorema que garante a positividade do nosso método vamos

introduzir algumas defini¢des preliminares

Definicao 5. (WOOD; O’NEILL, 2004). Uma matriz A de dimensdo n X n com elementos 4;; é

dito uma matriz (M-matrix) se satisfaz as seguintes prgpriedades:
e 2;>0,parai=1,....,n
o 2, <0, parai# jei,j=1,..,n
) él € ndo singular.

e 771 >0.
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A préxima definicdo caracteriza uma matriz monétona

Definicao 6. (PRICE, 1968). Seja A uma matriz de dimensdo n X n, 4 é matriz monotona se

para qualquer vetor P, AP > 0, imp~lica que P > 0.

A matriz global 2 dada na equagdo (3.49) possui as seguintes propriedades (LIPNIKOV,
2009; GAO; WU, 2015; SHENG; YUAN, 2015):

1. Todas as entradas da diagonal da matriz sdo positivas, i.e. 4;; > 0 paratodoi=1,...,n.

2. Todas as entradas fora da diagonal principal da matriz sdo positivos, i.e. 4;; <0, i # j para

i,j=1,...,n.

3. A soma de cada coluna da matriz global € ndo negativa e existe a0 menos uma coluna com

soma positiva, i.e. Zﬁl,-j > 0 e existe a0 menos j tal que Zﬂlij >0, paracada j=1,...,n.
i i

No presente trabalho foram verificadas todas essas propriedades cuidadosamente. As
propriedades anteriores implicam que a matriz global 4 é diagonalmente dominante fraco, isto é

Ajj > Z{ﬂij
i#]

,paracadai=1,...,n.

Teorema 1. Seja 4 uma matriz diagonal dominante, isso implica que é M-matrix.

O sistema ndo linear da equacgdo (3.49) pode ser resolvido por diferentes métodos
iterativos. Seguindo os trabalhos de Le Potier (2005), Lipnikov, Shashkov, Svyatskiy e Vassilevski
(2007), Yuan e Sheng (2008), Sheng e Yuan (2011) e Gao e Wu (2013), utilizamos o método de
iteracdo de Picard, pois este garante, que solugdes inicialmente positivas sejam mantidas positivas
durante o processo iterativo. Assim, inicialmente escolhemos um valor pequeno (&,; > 0) e um

vetor inicial com entradas positivas 2° e repeti até o método convergir.

Algoritmo 1: Geracdo de Solu¢do do Sistema Nao Linear

1 Calcule os coeficientes dados nas equagdes (3.30) e (3.32).
2 Escolha um vetor inicial 2° > 0 e uma toleréncia muito pequena fol.
3 Montagem da matriz global 4° a partir das matrizes locais 4;; dada na equagio (3.44).

a4 Calcule o vetor de termo fonte B°.
5 inicio
6 | Resolve o sistema: g8kt = gk,

7 Montagem da matriz global g% a partir das matrizes locais /‘3/1‘71 dada na equacao
(3.44).
8 Calcule o vetor de termo fonte B+

o | Pare quando: | 2(p+) 2! = (p ) | < e |2(0)2° ~ 20|

10 Caso contrario retorne a 6, com k = k+ 1.
11 fin
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Quando utilizamos malhas distorcidas ou meios altamente anisotrépicos o método itera-
tivo de Picard pode ter dificuldade de convergir, nesse caso Lipnikov, Svyatskiy e Vassilevski
(2010) recomenda usar uma estratégia de relaxacao, o qual ajuda a melhorar a robustez do mé-
todo. Também € possivel implementar métodos que ajudem acelerar a convergéncia do método
de Picard. Este acelerador de convergéncia € baseado no método Aitkin generalizado para uma
sequéncia de vetores e no método de extrapolagdo polinomial, qual inclui uma extrapolagdo
polinomial minima (MPE) ou uma extrapolacio que reduz o intervalo (RRE). E sabido que estes
métodos nao garantem satisfazer o principio de maximo de discreto (DMP).

Na literatura existem outros métodos como Newton-Raphson, os quais podem diminuir
o numero de iteracdes consideravelmente ja que possui uma convergéncia quadrética, mas
requer uma derivada analitica para discretizagdo da matriz. Aproximar estas derivadas tem
levado a varios métodos tipo Newton com convergéncia semi-quadratico. Um método bastante
robusto foi o método Newton-Krylov que evita calcular derivadas analiticas e oferece uma
convergéncia rapida, sempre que se utilize algum precondicionador. Embora este método nao
garanta solucdes positivas em cada iteracdo, forgar a positividade com algumas restricdes podem
deteriorar as propriedades de convergéncia (LIPNIKOV, 2009).No futuro Préximo estos métodos
serdo implementados de maneira adequada em todos nossos métodos nao lineares e comparar a

eficiéncia computacional.

Teorema 2. (WU; GAO, 2014; SHENG; YUAN, 2015) Seja o termo fonte Q ndo negativo,
considerando as condicoes de Dirichlet ndo negativas e o fluxo sobre contorno de Neumann
ndo positivo, pressdo inicial P° ndo negativa, além disso, temos que os coeficientes na equagdo
(3.41) e (3.42) sdo ndo-negativos. Entdo temos que para todo k € X e k > 1, P* > 0.

Demonstragdo. Primeiramente provamos que a matriz 4 € mondtona para qualquer vetor 2 ndo

negativo. Em efeito, quando a matriz 4 é diagonal dominante temos que a matriz transposta

4", também ¢é diagonal dominante o que implica que é uma M-matrix pelo teorema 1. que
- 1
todas as entradas (3T> s30 ndo negativos. A operacdo transposta € a inversa comutam

~1 T
convenientemente (3T> = (g*l) , logo concluimos que as entradas da matriz 2! sdo

todas positivos, logo a matriz 4 € mondtona, para qualquer 2 > 0. Pela hipdtese temos que:

20 > 0, assumimos uma hipétese auxiliar =1 > 0 para k > 0, logo temos que 2! é uma

-1
matriz monétona, isso implica que (g"—l) > 0. Note pela hipotese que B > 0, isto segue que

a solugdo de 2* de 2~!P* = 8 é um vetor nio negativo, ou seja, P¥ > 0. [

A fim de tornar nosso método totalmente centrado na célula precisamos interpolar as
variaveis auxiliares localizadas nos vértices do dominio computacional, na literatura existem
varios métodos de interpolagdo, por exemplo, os métodos nao lineares cldssicos utilizam métodos
de interpolagdo de primeira ordem como ponderados pela distancia inversa (IW), estes métodos

por serem de ordem baixa garantem a positividade dos métodos, embora perde acurdcia em
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malhas distorcidas ou meios altamente anisotrépicos (LE POTIER, 2005; LIPNIKOV, 2007).
Nesse sentido, Yuan e Sheng (2008) utiliza um método de interpolacdo de segunda ordem
proposto proposto num método linear dos volumes finitos, embora quando o método ndo linear
viola a positividade usa um método de interpolagcdo de baixa ordem. Gao e Wu (2015) propde
outra estratégia de interpolacdo baseada na aproximagdo de minimos quadrados. Segundo os

testes esta estrategia € bastante robusta que o método de interpolagdo proposto pelo mesmo autor
em Gao e Wu (2011).

3.2.1.3 Estratégia de Interpolacdo que Preserva Linearidade (LPEW)

Na presente secao descrevemos brevemente um método de interpolagdo formulado por
Gao e Wu (2011) e utilizado arduamente pelos autores Queiroz, Souza, Contreras, Lyra e
Carvalho (2014), Contreras, Lyra, Souza e Carvalho (2016). Como mencionado na se¢do anterior,
aquelas varidveis auxiliares situadas nos vértices pertencentes a & precisam ser interpolados

em funcdo das varidveis primarias centradas nos volumes de controle, isto é:
ny
pr= Z(D;p; (3.52)
i=1

onde @; sdo os pesos atribuidos a cada volume de controle i na vizinhanga do vértice I e n;
nimero de volumes de controle na vizinhanga do vértice /.

A estratégia de interpolacdo adotada escreve a pressdo dos vértices como combinagdo de
outras pressdes centradas na sua vizinhanga, onde os pesos de interpolacdo sao obtidos de maneira
explicita. Uma versdo ligeiramente modificada pode ser vista em (WU; GAO, 2014). Estes pesos
sdo chamadas de “explicitos” para indicar que sdo calculados sem a necessidade de resolver
um sistema local de equacdes, como em outros métodos MPFA cldssicos (AAVATSMARK,
2002). O calculo dos pesos explicitos na equacao (3.52) € formulado utilizando a equacao da
continuidade através das regides auxiliares construidas na vizinhanga de cada vértice em questao.
Na 7, apresentamos a regido de iteragdo e alguns parametros fisicos para a interpolacdo LPEW
adotada neste trabalho. Seguindo Gao e Wu (2011), os pesos explicitos podem ser calculados

como.:

(3.53)

Na equagdo anterior, os coeficientes @; sdo dados por:

a’fzKg)nz,li(i3+’(f(,?naz€(i7 e L) =X+ K (3.54)
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onde A; é a mobilidade total em cada volume de controle I, N Mo K ( ) e K;( ) 0 dadas por:
|13 [z
j i+1
My ="r & Mp=—er (3.55)
hIJ,- hlfm

onde M é ponto médio da face em questdo, e

LAV A S e N Y

My =

com,o=i+k—1,k= 1,2. Além disso:

I_(lgn) cot(d,) — e%

K= ’ : S (3.57)
Ki(’—Z)l,Z cot(6; ) ») +K;(7’? cot(6; ) —Kéz) +K£1)
e
o = F(") COt( i 11) El@l (3.58)
-1 - - )
Kl.(_'f)m cot(6,~ ,) +K£1) cot(6; ;) — Kz(z) +Ki(71)
onde
iy Wi
[ MM,HIS,MMm}/HMiMI-HH (3.59)
T — 2
[ﬁMM,+1~z MMH] /|| MMy || (3.60)

Os coeficientes fisico-geométricos K, Kgn) e th) sdo calculados durante uma etapa de
pré-processamento. Mais detalhes sobre este método de interpolacdao podem ser encontrados
em Gao e Wu (2011) e (QUEIROZ, 2014), veja a figura 7 para identificar algumas contantes
geométricas.

Apesar dos pesos dados na equagio (3.53) poderem admitir valores negativos (@: < 0),
isto ndo causa problemas de monotonicidade no método ndo linear proposto, diferentemente
de outras estratégica ndo-lineares encontradas na literatura. A aplicagdo do método LPEW em
métodos ndo lineares cldssicos podem causar problemas de monotonicidade (QUEIROZ, 2014),
quando isto acontece, sugere-se que se utilize métodos de interpolacao de baixa de ordem que
preservem a positividade, por exemplo, a interpolacdo ponderada pelo inverso da distancia
(IDW - Inverse Distance Weighting) (LE POTIER, 2005; LIPNIKOV, 2007; QUEIROZ, 2014).
Como ja dito em se¢des anteriores, quando tratamos reservatdrios altamente anisotropico e/ou
discretizado por malhas severamente distorcidas os pesos de interpolacao podem ter valores

negativos.
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Figura 7 — Regido de iteragdo para interpolagdao LP

Fonte — (CONTRERAS, 2016)

Quando o vértice em questdo pertence a &’ N Ty, veja figura 8, a interpolagéo € similar
a(3.53)

1 i —
pr = Y opi— Y [1+0]12 g, (3.61)
i=1

= —
) @
i=1

1=1,ny

onde o parametro fisico-geométrico ®, € definido na equagao

F;?l COt(ﬂl,z)—El@ =1
K;,(rll) cot(9171)+Ki('I) ’
P COt(l?;,IJ )7Kﬁ
L - L 1=n;+1

K<n)l COt(Qﬁlﬁz)+K(")l ’

fl], ﬁ]:

Como consequéncia do método ndo linear proposto, surge um método dos volumes
finitos linear ndo ortodoxo onde a aproximacao do fluxo envolve multiplos pontos centrados nos
volumes de controle, a constru¢do deste método consiste em utilizar os fluxos laterais definidos
nas equacdes (3.29) e (3.31), e logo expressa como uma combinagdo convexa destes, as varidveis
auxiliares sdo interpoladas utilizando o método LPEW descrito anteriormente, este método em

casos particulares pode recair no método TPFA.

3.2.2 Meétodo dos Volumes Finitos Nao Ortodoxo tipo MPFA

Nesta se¢ao, combinamos alguns procedimentos numéricos a fim de se obter um método
capaz de produzir solucdes aproximadas robustas para fluxos com altas relacdes de mobilidade
considerando tensores de permeabilidade anisotrépicos e heterogéneos, possivelmente desconti-
nuos, mesmo para malhas poligonais distorcidas e ndo estruturadas. Neste contexto, a equacao

de pressdo € discretizada por um método linear ndo-ortodoxo centrado nos volumes de controle
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Figura 8 — Regiao de iteragdo para interpolacdo do né na fronteira de Neumann

Fonte — Produzido pelo autor

tipo MPFA com um esténcil tipo Hal f — diamond (MPFA-HD). Este método baseou-se no
método NLFV-PP e outros métodos nio lineares classicos (LE POTIER, 2005; LIPNIKOV,
2007; YUAN; SHENG, 2008). Em contraste com o método MPFA-O Aavatsmark, Barkve, Bge
e Mannseth (1998) ou MPFA-FPS (EDWARDS; ZHENG, 2008), no método MPFA-HD, o fluxo
em cada face celular € explicitamente definido em func¢ado das pressdes nos vértices (varidveis
auxiliares) ndo necessariamente pertencentes a mesma face compartilhada pelos volumes de
controle adjacentes. Como o método € centrado nos volumes de controle, as incognitas auxiliares
sdo expressas como combinacdes lineares ponderadas pelas incdgnitas vizinhas centradas nos
volumes de controle, de modo a reduzir o método para uma formulacao completamente centrada
nos volumes de controle. No método proposto por Gao e Wu (2011), os pesos de interpolacao
ndo dependem nem da descontinuidade nem topologia da malha e podem ser usados mesmo para
problemas com tensores completos (full tensor). O que estamos propondo (MPFA-HD) satisfaz

as seguintes propriedades numéricas:
e Possui um esténcil local.
e Satisfaz o critério de preservar linearidade.
e Permite tensores com razdo de anisotropia elevada.
e Lida com malhas poligonais e severamente distorcidas.
e Os pesos sdo explicitamente calculados.

e Possui taxas de convergéncia de segunda ordem para o campo de pressdes e primeira

ordem para a fluxo.
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De maneira similar ao método NLFV-PP, o fluxo tinico sobre a face IJ € &™ pode ser

expressa como a combinagdo convexa dos fluxos laterais definidos nas equagoes (3.29) e (3.31)

Vir-Niy = w1y Vij-Niu—wi 1,1y - Nu (3.63)
Note que a equagdo anterior satisfaz a equac@o da conservagao local definida em (3.5). A
diferenga dos métodos ndo lineares € que neste método linear 0s pesos w; ;; € Wy ;; sdo definidos

tendo influéncia somente de parametros fisicos-geométricos, sem envolver as varidveis auxiliares

e respeitando a equagao de restricdo dada em (3.34), assim:

 x)
ki —1 3.64
Wi = ) W ¢ YR =1 Win (3.64)
hi IJKIZ Tt hi,IJKR N

onde h; ;; € hy ;; representam as distancias ortogonais a face 1J projetadas desde os centroides
dos volumes de controle L e R, respectivamente.
As projegées normais dos tensores de permeabilidade K; (resp. K ) sobre a face 1J sdo

denotados por KA (resp K ) e dadas na seguinte equagao:

Kén[)J = ﬁITJISzﬁ[] € KI(QI,QI)J = ﬁJTIISRﬁJI (3.65)

onde 7y é o vetor normal unitario a face 1J.
A seguinte igualdade ‘1_)/11 -K’U = ‘VU NJ] ‘VU NU foi proposto por Gao e Wu (2011)
no método MPFA-D para garantir a conservacao de massa, nesse caso os pesos se reduzem a

wj 1y =wg gy = 0.5, ou seja terfamos o seguinte fluxo dnico na face 1J expressada como:

Ty Buy = S5 Koy = 5 - (3.66)

Percebemos que a ponderacdo utilizada na equacdo anterior ndo toma em conta nenhum

parametro fisico-geométrico, sendo a formulacao menos robusta, nos testes numéricos vamos

mostrar o potencial da nossa formulagdo com respeito a outros métodos cldssicos. Lembrando

que os pesos dados na equacao (3.64) somente se reduzem a 0.5 quando consideramos meio
homogéneo, isotrépico e malha ortogonal.

Substituindo as equagdes (3.29) e (3.31) em (3.63) e manipulando algebricamente, temos:

Vi Niy = dag |1 ||7|| A 1P — AR PR T Z ( Ry(1)PRy(11) — @i,y(u)l’i,y(u)> (3.67)
Y=i.J

os novos coeficientes 4 e D sd0 expressos como segue:

Ap 11 =Wiir (512,1'(1]) + éi, j(1J)> s AR = WRiy (élé,i(lj) + 51?, j([J)) ) (3.68)
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Figura 9 — Esténcil para o calculo do fluxo utilizando os pontos interpola¢ao centrados nos
vértices: esténcil do método MPFA-HD (esquerda) e esténcil usado pelo método
MPFA-D (direita)

Fonte — Produzido pelo autor

Dpyiry =WeasSiyun € Doy = WaiSkyas) Para Y=iJ. (3.69)

onde os parametros ‘Si,y(u) e 51@7?,(”) com Y = i, j sdo dados nas equacgdes (3.30) e (3.32).

As pressodes nos vértices Pri()» PLjr): PR © PRj(1) sdo interpoladas utilizando a
estratégia de interpolacdo LPEW descrito na secdo anterior.

Na figura 9, notamos por exemplo, que o esténcil de interpolagcdo para obter o fluxo na
superficie de controle em questdo é ainda maior do que o esténcil de outros métodos MPFA clas-
sicos, como 0 MPFA-O (AAVATSMARK, 2002) ou MPFA-D (GAO; WU, 2011; CONTRERAS,
2016). A construgdo dos fluxos laterais € feita a partir de uma regidao que € similar a metade
de um diamante “Half Diamond” em 3-D (vide figura 4a), nesse sentido o método é nomeado
MPFA-HD.

Em casos particulares, por exemplo, quando o meio € homogéneo isotrépico e a malha é
ortogonal, 0 método MPFA-HD torna-se um método classico chamado aproximagdo de fluxo
por dois pontos (TPFA). Para verificar esta observagcao consideramos a equacgao (3.63) sobre
uma malha ortogonal e meio homogéneo € isotrépico, a partir dos entes geométricos definidos

na figura 10 e de assumirmos que sz = 91% y=F /4 entdo, pela equagdo (3.14), temos:

171/ 7|
Ot ity = @4 j(1r) = /2 € Qi = X jus) = /2 (3.70)

S|
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Figura 10 — Entes geométricos sobre uma malha K-ortogonal

J l
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25 1
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~ e Y
O O T

Fonte — Produzido pelo autor

o que implica ter a seguinte expressao reduzida para os pardmetros

171 71
SLi()) = Sijun = == € SRjun) = SRitn) Tm = (3.71)
onde ||7is|| = ||7ijf|| = 1 ja que o vetor 7i;; é normal unitdrio a face 1J. E os coeficientes dados na

equacgdo (3.71) sdo substituidos na expressiao do fluxo dado na equacao (3.67), assim temos:

- o WR1J Wi Wiy WR1J
iy - Ny = VA | 1) { =2 pi——==Prt|—=-——=-|(ptps) (3.72)
[zl [l 2lxpt|l - 2[fxz ]

Na equagdo (3.64) € facil verificar que os pesos possuem o mesmo valor, ou seja, wj ;; =

wp ;= 0.5, e também temos a seguinte igualdade ||)ﬁ | = ||x;1||, entdo apés manipulagoes
algébricas obtemos a seguinte expressao do fluxo:
Oy V2we
%J-Nuzluuﬁnﬁ{pfp,@} (3.73)
A1

a expressdo do fluxo anterior € descrito como fung¢do somente das pressdes p; € py, tornando-se

um método cléssico de aproximacdo dos fluxos por dois pontos (TPFA).

3.2.2.1 Tratamento do Fluxo nas Faces de Contorno do Método MPFA-HD

Quando a face em questio pertence ao contorno do dominio dQ, analisamos dois casos.
Primeiro quando aquela face IJ € & N &; C I'p, neste caso a varidvel pressdo sobre os vértices

sdo conhecidas, portanto nao precisam ser interpoladas. Desde a equagdo (3.29), temos:

fT/IJ 'NIJ = (’71[} 'NIJ =Aj 7Pt — 7LIJ||ﬁ|| (gz.,i(u)pli.,i(u) + éi,j(u)l’i,j(u)) (3.74)
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Figura 11 — Fluxo na face de Neumann

Fonte — Produzido pelo autor

onde
Ap 1= )LUHﬁH (51:,1'(11) + 6&7]'(1])) (3.75)

Vamos fazer uma breve analise das varidveis auxiliares p 1i(1r) € PLj(1)) quando os fluxos
estdo localizados na fronteira de Dirichlet, dois casos que podem acontecer, a saber:

Se a co-normal interseta a face em questdo IJ € &' N &; C I'p, entdo as varidveis
auxiliares Pi.i1s) € P j(1) S0 fornecidas pela fisica do problema, ou seja, Pii(y) = 8Di(1s) ©

Pt j(17) = &D,j(1)» heste caso o fluxo pode ser escrito como:
V- Ny = Ap 17Pr, — 7LIJ||I7|| <51:,i(11)gD,i(IJ) + éi,j(u)gD,J(U)> (3.76)

o segundo termo da igualdade a direita passa diretamente ao vetor termo de fonte como um
coeficiente conhecidos.

Quando a co-normal intersecta uma face interior composta de um vértice que pertence a
fronteira de Dirichlet e outro vértice que pertence ao interior da malha (veja figura 11), o fluxo

na face em questdo IJ € &N &; C I'p, pode ser escrito como:
Viy-Niy = A ;pp — My ||17|| & junPijun — 7LIJ||I7 188,11 8D.i(11) (3.77)

onde o termo p; i) deve ser interpolado utilizando o método LPEW e o ultimo termo passa
diretamente ao vetor do termo de fonte.
Consideremos a face em questdo IJ € & N &; C I'y sobre a fronteira de Neumann,

neste caso o fluxo é prescrito pela seguinte relagao:

Ty Ny = gnl| 1| (3.78)
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onde gy representa o valor prescrito na fronteira de Neumann. Embora as pressoes nos vértices
desta face precisam ser interpolados utilizando o método de interpolagao LPEW dada na equagao
(3.61).

3.2.2.2 Sistema Discreto do Método MPFA-HD

Utilizando as equacgdes (3.67), (3.74) e (3.78) sobre cada superficie de controle 1J
obtemos uma equagdo onde as incognitas sdo pressdes totalmente centradas nos volumes de

controle

Y UNy=0;v;, View (3.79)
IJEé‘}:
A equacio anterior escrita para cada volume de controle L, gera um sistema de equacdes,

escrita na forma compacta como:

P =3 (3.80)

onde 4 € matriz de transmissibilidade de dimensao n X n, 2 € o vetor de pressdes com dimensao
nxle B € o vetor de dimensdo n X 1 cujas entradas sdo obtidos a partir das condi¢des de
contorno e termos de fonte/sumidouro.

Na equacao (3.80) a montagem da matriz global é feita a partir de matrizes locais
referentes as faces. Consideramos uma face interior 1J € &, para o qual representamos a matriz

local

A = [Tij]ZXn[’ l:i”R\ ¢ szA],SAZ,"-JSn

(3.81)

onde ny < n é nimero de volumes de controle presente no esténcil correspondente a face 1J, os
volumes de controle S, , S”g, ey SW que conformam a vizinhanga dos volumes de controle LeR
(incluindo eles mesmos) sem repeti¢do sdo obtidos a partir da estratégia de interpolacdo dada na
equagdo (3.52).

Os componentes do vetor B% sdo calculados a partir das contribuicdes dos condicdes de

contorno e termos de fonte e/ou sumidouro, assim:

5=0vi— | Y, wtev|l]| (3.82)

et NG

Idealmente, o sistema descrito na equagdo (3.80) deveria ser monétono e satisfazer o

principio de maximo discreto, isto para assegurar que as solucdes sejam de livre de oscilacdes
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espurias, mas pela construc¢do da estratégia de interpolacdo os pesos de interpolagdo nao pre-
servam positividade, portanto o nosso método linear MPFA-HD pode violar o principio do
maximo discreto. Os autores (LE POTIER, 2005; LIPNIKOV, 2007; YUAN; SHENG, 2008)

fundamentam que qualquer método linear é propenso a produzir oscilagdes espurias.

3.2.3 Meétodo dos Volumes Finitos N3o Linear que Satisfaz o Principio do
Méximo Discreto (NLFV-DMP)

O método que apresentamos nesta se¢ao foi concebido a partir dos métodos propostos
por Sheng e Yuan (2011) e Gao e Wu (2013), respectivamente. Este método satisfaz as seguintes

propriedades numéricas:

e E localmente conservativo.

Satisfaz o principio de maximo discreto.

Possui um esténcil local.

Permite trabalhar com tensores de permeabilidade anisotrépicos.

Possui taxas de convergéncia de segunda ordem para solu¢des suaves e primeira ordem

para o fluxo.

Preserva linearidade.

Uma das caracteristicas relevantes deste método frente a outros métodos cldssicos € a
utilizacao de uma técnica de interpolacdo que € bastante robusta e faz com que o método possua
esténcil local. Os pontos de interpolacdo s@o introduzidos em cada face do volume de controle, e
na literatura sdo conhecidos como os pontos harmonicos (AGELAS, 2009; GAO; WU, 2013).
O uso dos pontos harmonicos ndo somente simplifica o processo de interpolagdo, mas também
preserva a positividade de este. Por exemplo, o esténcil em malhas triangulares € de 4 pontos,
em uma malha ndo estruturada quadrilateral o esténcil € de 5 pontos.

A partir das equagdes (3.12) até (3.32), os pontos de interpolacdo sao substituidos pelos
pontos harmonicos, a estratégia de interpolacao sobre estes pontos fornece pesos que preservam
positividade, essa condi¢ao de positividade € vantajosa no presente método, ja que € uma das
condi¢des para satisfazer o principio do maximo discreto.

A partir dos fluxos laterais dados nas equagdes (3.29) e (3.31) sobre uma face interior

1J € &™, podemos definir o fluxo tnico como uma combinagio linear dos fluxos laterais, assim:

(T/IJ'NU = TLIJ‘?/ILJ ‘NH - YR,IJ'?/II; 'NJI (3.83)
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onde os parametros nao lineares Y; ;; € Y ;; sdo definidos como:

—)R\ —
Vg N

Y= e Ypy=1-Y;p (3.84)

— A

‘VII}'NIJ’ + “Iﬁ/IzJ'KfU‘

As equacdes acima sdo definidas quando “V,’} I\ 11‘ + "VILJ -NU‘ # 0, caso contrario
Y; ;; =Yg, = 0.5, quando acontece este ultimo, caso pode acontecer que ;- Niy = 0, este
caso patoldgico serd estudado nas proximas equagoes.

Quando a face em questdo pertence ao contorno do dominio (IJ € &) o fluxo dnico

pode ser escrito como:

Vi -Niy = V5 Ny (3.85)

Substituindo os pesos dados na equacgao (3.84) em (3.83), temos:

. VRNt B V- Niy s
Viy-Niy = - — = VijNiy— e o Viy Ny (3.86)
“Vu'NJI‘ﬂL“Vu'NH‘ ‘I/IJ'NJI‘+’%J'NIJ‘

Para derivar a expressdo estendida do fluxo tinico analisamos dois casos, este tipo de
analise foi adaptado de Sheng e Yuan (2011).

Para comecar, assumirmos que (‘7/}1 -]_\71]) (‘7/11} ‘N 11> <0, o que implica ‘_1>ILJ]_\71 7 <0
e VR-Njy>0ouVs-Ny>0e PR-Njy <0, o que é equivalente a “?5-1?/11‘ VL Ny =

‘I/,LJ -Np ]‘ ‘V,’} -Nj;. Logo substituindo na equacdo anterior,obtemos:

Vi -Niy = o - Vij-Nu (3.87)
‘VU'NJI‘+)7/U-NIJ‘
e "~
- L 2 ‘VILJ'NIJ’ b =
Viy-Njp = == Viy-Nu (3.88)

‘VII;‘K’JI‘ + )’T/Izj-ﬁu‘
Os fluxos laterais dados nas equagdes (3.29) e (3.31) sdo substituidos nas equagdes

anteriores, logo temos:

V- Niy = 2y Hﬁ” i 3 &y (P Pryun) (3.89)
by

Vi =220 || o X o) (P = Py (3.90)
=y
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onde os coeficientes ém(u) e §I:’j(”) (resp. ééﬂ.(”) e él?,j(l])) sdo dadas na equagio (3.30) (resp.
(3.32)). E as variaveis auxiliares p; 1) © PRy ¥ = i, j sdo interpoladas utilizando uma
estratégia de interpolacao.

Agora vamos assumir que (‘7/13 'N[]) (72’5 -Z_ij> > 0, o que implica ‘T/ILJ Niy<0e
‘_19113 Ny <0ou ‘T/IIj, Niy>0e ‘_19115 Nj;>00 que € equivalente a seguinte igualdade ‘ 71’/11} -Nu‘ ‘7/16

Nu = “7/16]_\7”‘ ‘_1%13~]V11, logo substituindo na equacao (3.86), obtemos:

V- Ny =0 (3.91)

Considerar fluxo nulo na nossa formulagao pode causar problemas de conservagao de
massa. Para evitar este tipo de problemas utilizamos o critério proposto por Sheng e Yuan (2011)
e Gao e Wu (2013), este critério consiste em dividir os fluxos laterais dados nas equacdes (3.29)
e (3.31):

VN =5, + 50, e VhNy=50) + 52 (3.92)
Os fluxos parciais sdo expressados por:
7( ) = (1—=2) Ay H7‘ Eicrry (Pr—prian) (3.93)
e
Tr,(zzj) = XM Hﬁ‘ Eirry (Pr—priginy) + My Hﬁ’ & iin (Pr—prjun) (3.94)

onde r=L,Re y €[0,1].
Neste caso os coeficientes ndo lineares Y; ;; € I ;; sdo definidos em fungdo dos fluxos

parciais, isto é:

’ LIJ‘

1]

‘ RIJ‘

i

e Yo, = (3.95)

TL 1~

‘ R1J LIJ‘ ‘ R1J LIJ‘

Notamos que os coeficientes definidos na equacao acima além depender das varidveis
auxiliares p,.;y) € p,. j(17) comr = L, R também dependem das varidveis primarias p ; € pp O que
caracteriza a ndo linearidade do método.

Substituindo na equagdo (3.83) e reorganizando temos:

5] 72

O Ll TR 2

Vi Ny = L”’{FL(I)J RU"TR( 1)J+YUJ 1- 2 1.2 Tt(,I)J (3.96)
Tia ‘7 1?,11‘
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e
o s (1) (1) ‘RU‘ LIJ
VNt =Ygy %0~ Yo%yt Yoar | 1 RIJ (3.97)
R IJ ‘ L I]‘
As equacdes anteriores pode-se expressar de maneira equivalente como:
- L 2
Vi Ny = LU"]:L(I)J R1171§1)1+Ti’ll <l—sgn <TL(1)JX"]:I§I)J>>’{]:(,I)J (3.98)
e
1N = RUTRIJ LU’{]:LIJ—’_ R1J sgn ?LIJX'{]:RIJ T,IJ (3.99)
onde a fungdo sgn € denotado por:
—1 se x<0
sgn(x) =<0 se x=0 (3.100)
1 se x>0

Antes de derivar a forma reduzida dos fluxos das equacdes (3.98) e (3.99), introduzimos

o método de interpolacdo das varidveis auxiliares localizados sobre os pontos harmdnicos.

3.2.3.1 Estratégia de Interpolacdo Utilizando Pontos Harménicos (HP)

Consideremos dois volumes de controle L e R adjacentes a face 1J, com os respectivos

tensores de permeabilidades K; e K, € sejam os baricentros x; € Le xp € R. A fim de obter

um método com esténcil pequeno possivel, nos procuramos algum ponto sobre a face 1J onde a

solugdo naquele ponto seja uma combinagdo somente de p; e pp. Entdo, nesse sentido sempre €

{ - i A ﬁ] 5 ﬁ[ .
ossivel escrever as co-normais [SZ J € K; J COmMO Segue

K{ﬁu =aj (yu —XI:) +b; (J-1)

Kiiig =ag (xg—yi) +bp(J—1)

Os coeficientes a; e ap sdo dados por:

KénI)J KI(?nI)J (n) T (n) T
ai:—]/p s alé:—hA s Kzn—n”lg]:l’l]], € KR_‘U:I’Z”ISRI’U[
L,1J R,1J

onde hﬁ, ;7 (resp. hR, ;7) s30 as distancias ortogonais do ponto x; (resp. xp) a face 1J.

(3.101)

(3.102)

(3.103)
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Subtraindo a equacdo (3.102) de (3.101), temos:
<’~<zT - IS}) iy = —apxp—apx; + (ag+ap) yiy —bg(J—1)+ by (J—1) (3.104)

logo isolando o ponto y;; em fungdo dos parametros fisicos-geométricos conhecidos, t€ém-se:

T_xT\xn
apXp+apXp+ (sz —IS,@) I ba(J—1)—by (J—1)
yij = + (3.105)
ap+a; ap+a;

os coeficientes a; € ap dadas na equacdo (3.103) sdo substituidos na equacio anterior, assim

temos:
1Kot Ky e bt (K - [5;) 7ty | Dashi (be—b) (V1)
Yu =
Ky, Ky Ky, hi Ky
(3.106)

De outra parte, utilizando a expansao em series de Taylor, temos que:

pOw)—pxp)=Vp-(yy—x3), plg)—pOw)=Vp-(xp—yy) e pr—p1=Vp-(J=1I)

(3.107)
utilizando as equagdes (3.101) e (3.102), temos:
—K;Vp iy =—=Vp-K} iy = —a;Vp- (yiy —x;) —byVp-(J —1) (3.108)
e
~KgVp-iiyy = —=Vp-Kyiiyy = —agVp- (xg —yi) —bgVp-(J =1) (3.109)
Integrando ambas as equagdes sobre a face 1J e pela equagdo (3.107), obtemos:
/H —K;Vp-nydS = 1| (—az (p(y1r) = p(xp)) = by (ps—pr)) (3.110)
e
/H —KpVp-1ijdS = HﬁH (—ap (p(xg) — p(y1r)) — by (ps —pr)) (3.111)
Os fluxos definidos nas equacdes acima devem satisfazer a seguinte equagdo de continui-
dade

/ —K;Vp-riydS+ / —KzVp-rydS=0 (3.112)
1J 1J
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Figura 12 — Os pontos harmdnicos

1Y Ponto Harmoénico

Fonte — Produzido pelo autor

logo substituindo as equagdes (3.110) e (3.111) na equacdo anterior e apds manipulacdes algé-
bricas, temos:
app(xy) +app(xg) | bp—b

L
— 3.113
ar+ag o Fag (pr—p1) ( )

p(yu) =
substituindo os coeficientes a; e ap dada em equagdo (3.103), obtemos:

hRIJKE I)JP(XL)‘FhLIJK,({,)JP(x}é) hi 1yhs g (bp—by)

() () o) G (r—pr) G114
hi 1Ky, 1 ek g, hi 1 Kg. ek g,

pOw) =

A condicao suficiente para derivar um método com esténcil local deve assumir que

b; = by, logo da equagdo (3.106), temos:

hL IJK( ¢ xp+hp K K" )xL+hLIJhR N2 (KZ —IS,E) gy

RIJ L
hf,IJ R[]+hRIJ L]J
o ponto yj; € representado na figura 12.
E a pressdo naquele ponto y;; € obtida pela seguinte equagao
hy IJKE [)]pL +hi gy 1(3 [)]pR
pu = POR p(xp)=prp, plp)=pg e pu=phy) G.116)

hLIJK( ¢ +hp K

R,1J L1J

De maneira equivalente a equacao acima pode ser escrita como uma combinag@o convexa
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Figura 13 — Na figura esquerda sdo mostrados os pontos de interpolacdo obtidos pela equacao
(3.115) e na direita os pontos harmonicos obtidos pela equagdo (3.119)

O
O
i J,

r1Pontos harmédnicos /O%
/4
o0

Fonte — Produzido pelo autor

onde (n)
n
N hl?,IJKL]J e wa. —1—ws (3.118)
L= - K(n) s K(”) RIJ — L1 .
LIJPR 1y T URITY 1y

Segundo Gao e Wu (2013) os pontos definidos em (3.115) devem satisfazer duas condi-
coOes para serem chamados de pontos harmonicos. Primeiro, o ponto y;; deve ser definida sobre
face interior da malha computacional, ou seja, IJ € &™ e segundo que {xi +hi, S, X —h R 71 J} N
1J # @. Esta nomeacdo foi inicialmente introduzida por Agélas, Eymard e Herbin (2009) num
método linear sobre malhas quadrilaterais. Quando a face em questdo IJ € & ponto harm6nico
torna-se ponto médio de aquela face.

Devemos observar ainda que, se o ponto de interpola¢do dado na equacao (3.115) ndo
pertencer a face 1J, a férmula (3.116) ainda pode ser utilizada. Este método de interpolacdo
caracteriza-se por produzir solu¢des lineares por partes, além disso, os pesos da equagdo (3.118)
preservam a positividade da solugdo e podem ser utilizados em métodos monétonos ou que
dispdem a satisfazer o principio do maximo discreto.

A desvantagem de utilizar os pontos harmoénicos é que, quando aplicado a malhas
severamente distorcidas ou reservatorios de petréleo com elevada razdo de anisotropia, 0s
coeficientes da equacdo (3.18) podem se tornar negativos levando a ndo existéncia de um eixo
auxiliar tal que o vetor co-normal pertenca a0 mesmo. Apresentamos dois casos onde os pontos
harmo6nicos podem nio existir:

Caso 1. Consideramos a malha dada na figura 13, patologicamente o ponto de interpola-

¢do pode cair em uma projecao da superficie de controle em questdo, neste caso recomendamos
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Figura 14 — Na figura esquerda sao mostrados os ponto de interpolagdo obtida pela equagao
(3.115) e na direita sdo mostradas os pontos harmonicos considerado como ponto
médio da superficie de controle

Fonte — Produzido pelo autor

considerar

() (n)
M 1K 1R Ky g
Y= (n) (n)
hi 11Kg 1+ e Ky g,

(3.119)

Caso 2. Mesmo se os pontos de interpolacdo forem localizados sobre a superficie de controle
1J pode acontecer que ndo existe uma regido que contém o co-normal, veja a figura 14, neste
caso recomendamos utilizar o ponto médio da face como ponto de interpolacao. Em ambos os
casos, considerar essas estratégias de solu¢do podem prejudicar a acurdcia, embora representam
de maneira adequada a fisica do problema.

Caso 3. Quando consideramos meios com razdo de anisotrdpicos alta e heterogéneo
sobre malhas severamente distorcidas, os dois casos anteriores ndo sao suficientes para solucionar
problemas. Neste caso, os métodos NLFV-DMP e o MPFA-H (FUHRMANN J.; ROHDE, 2014)
produzem matrizes singulares. A utilizacao de métodos baseados em pontos harmonicos nao
recomendavel para problemas em malhas distorcidas e meios com alta razao de anisotropia e
heterogénea. Neste caso ainda nido temos uma solucdo adequada.

As equagdes (3.98) e (3.99) podem ainda ser reduzidas utilizando a seguinte simplifica¢do

(1) 1 1 (1)
YIZ,IJTI;U - YR,1171@(71)J =vy(pp—pg) TR,UTIQ(J)J - YIZ,IJTLU = vy (pp—py) (3.120)

Em efeito, assumindo que um dos pontos de interpolacio (ponto harmdnico) esta definido
sobre a face em questio tanto para o volumes de controle £ quanto para o volume de controle R,

entdio a pressio naquele ponto de interpolacio tanto para L quanto para R é dada por p i) =
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PR i(17)> 1080 temos que p; ;5 = Pp j15) = Wi 1sP1 T Wi 17P 4 Substituindo na seguinte equagdo

Y; 1y %; L( I)J Yau?, R 1 7 =iy H 7H ( ﬁ,ugz,i(u) (Pi - Pi,i(l])) - YI?7IJ5R,1'(IJ) (Plé - PE;‘(IJ)))
(3.121)
temos:
1 UTL( ,), Ty uﬁﬁ ,)J vy (pr — Pg) (3.122)

onde vy = Ay HﬁH (1—x) (YLU#SLI-(U)WIQ_‘” +YI§7IJ§I§,1'(IJ)WLIJ> ¢ um coeficiente ndo nega-

tivo.
Assim, as equagoes (3.98) e (3.99) podem ser reescritas como:
Vi Nuy = vy (pp = pe) + Y. (1=sen (5700, ) ) 7oy (3.123)
e
Vi Ny = vy (pp—pi) + iy (1 —sgn <7L(?JTI§ZI)J>> Tﬁ(zl)J (3.124)

Ap6s simplificar a expressdo do fluxo, agora vamos analisar alguns casos a partir da
funcao signo.

Quando ( 7521)1) ( 7R( I)J> < 0, implica que sgn( ¥ @) F )

2 2
i RJJ) =0ou sgn(ﬁ( ) F ! )): -1,

LIJ"R1J
entao temos:

@)
- vy (pp—pp) + X1 %,, ou
Vi -Npy = (Pr=Pe) Y0017 (3.125)

(2)
Ly (PIZ_PE) +2Y1A‘1JfLU

vy (pp—pp) + Yk IJTR( I)J ou

(2)
Ly (plé_plt) +2Y1?1JfRU

V- Ny = (3.126)

Quando < TL(21)1> < TR( I)J — 1, entdao obtemos os fluxos

ainda mas simplificados

) > 0, implica que sgn(?z(zl)Jfk(zl)J) =

r_1)/11 'NIJ =V (Plj —pﬁ) e ‘7/[J ']_\7]1 =y (pé —pi) (3.127)
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Aplicando o algoritmo proposto por Sheng e Yuan (2011), podemos fazer um resumo
geral do método:

Caso 1. Se (‘%ﬁﬁ]]) (‘%@Nu) <0
Caso 1.1 Se ‘q*/,’}-zv”’ﬂf%’}ﬁu‘ #0

@?'Nu‘
T; :wq‘ —— e Yp,=1=-0Y;7,,.
L ’%,;.NU’ +"V,3~Nu’ RIJ L
oo 2|V oL 2| | TN
Vi Ny=1r =T 0= e Vi Ni=rpoTr=7
‘"Vu'Nu s ’ ’%J‘NIJM%'NIJ’

Caso 1.2 Se ‘@’}Nu‘ + ‘&,’}NH‘ ~0
fz,u = Yié,u = Of . .
Vi -Nip=2Yp ,Vi5-Nuy e Vig-No =2z, V5Nt
Caso 2. Se (%LJ -Kfu> (‘_19113 -NH) >0
Caso 2.1. Se (ffﬁj) (7&) <0
Caso 2.1.1. Se TL(ZI)J’ ‘ RU’ £0

720

‘ LIJ‘
R1J

Viy-Nij = viy (p;—pp) +2YL IJjr ¢

LIJ
V- Nyp = vy (Pr—pp) +2Y% U"FR(' I)J
Caso 2.1.2.Se |77 |+ |77 | =0

Y; =Yz, =05
Viy-Niy = vy (p; — pgp) +2Y} IJTL( I)J ©
Viy-Nyr = o1y (pg—pp) +2Y, 117( :

R ]J
Caso 2.2. Se ( fﬁ}) (7R<21)J) >0

S/ I
= e =
T T T

L1 LIJ

Viy-Niy = vpy (pi—pp) e Viy Ny = vy (pg—pi)-
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Figura 15 — Fluxo no contorno de Dirichlet

7 Pontos harmonicos

Fonte — Produzido pelo autor

3.2.3.2 Tratamento dos Fluxos nas Faces de Contorno do Método NLFV-DMP

Quando a superficie de controle em questido pertence ao contorno do dominio dQ.
Primeiramente consideramos quando a face em questdo pertence ao contorno de Dirichlet, assim

o calculo do fluxo € dada por:

q_)/U.NU: ‘_]ylljj_\?]J:}l,]J”ﬁ“ 541:7”171:_ Zéﬂy(lj)pi,,y(ﬂ) (3.128)
Y=i,j

onde 4; ;; = él:,i(l]) + éL Jn-

Na equacdo (3.74) a pressdes prescritas nos vértices do contorno de Dirichlet sdo denota-
das por 8D,i(1J) € 8D, j(1J)-

O fluxo no contorno de Neumann ¢ dada pela seguinte expressao

’_pIJ'NIJ:gNHﬁH (3.129)

onde gy representa o valor do fluxo prescrito na face que pertence ao contorno de Neumann.
Vamos analisar o tratamento das pressdes no contorno considerando quatro casos dife-
rentes:
Caso 1. Consideremos a equacdo (3.128), de tal maneira que um dos pontos de interpola-
¢do esta localizado sobre a face IJ € I'p C 63 N & e o outro ponto de interpolagdo pertence a
face interna, veja figura 15. Sem perda de generalidade, vamos assumir que a pressao Pii() é

fornecida pela condi¢do de Dirichlet, logo temos:

VN =My ”ﬁH (ﬂLUPz - 5@,-(1])1?@,(”)) — Ay Hl_f)H S.i1)8Ds  Piuy) =8p (3.130)

Caso 2. Neste caso vamos assumir que a face em questio coincide com a fronteira de

Neumann /J € I'y C &3 N &Y, o que implica que um dos pontos de interpolacio esta localizado
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Figura 16 — Fluxo no contorno de Neumann para o caso 1

1 Pontos harménicos

Fonte — Produzido pelo autor

Figura 17 — Fluxo no contorno de Neumann para caso 2

1 Pontos harménicos

Fonte — Produzido pelo autor

sobre a face 1J e o outro ponto de interpolagdo esta localizado sobre alguma face interna da malha
computacional, veja figura 16. Entdo, aquela pressao sobre a contorno de Neumann (p; il J))
deve ser interpolado a partir da equagao do fluxo. Vamos assumir que pela equagdo (3.128) que
’1711 'K’IJ = &N HI_}

, logo temos:

Ap 17 St 8N

Pt = L

‘SLi(IJ) 5&1‘(11)

Caso 3. Segundo a figura 17, temos duas fronteiras de Neumann IJ,1J* € I'y C ;N & ext
sendo que a co-normal pertence a regido formada por essas. consequentemente teriamos duas
pressdes que temos que interpolar, a saber: Pi sy = Pijye) = M1 € Pp i) = Pi i) = M-

Considerando fluxos definidos nas superficies de controle 1J, IJ*

Vis-Niy = Ay HﬁH (f‘lli,upi - éi,i(u)pi,i(u) - 52,,’(1])1’12,;(1”) (3.132)
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Figura 18 — Fluxo no contorno de Neumann para o caso 3

Pontos harmoénicos
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Fonte — Produzido pelo autor

2N o
Vi - Ny = Mg ||1J H (“qt,u*Pt - gi,i(lj*)pi,i(lj*) - 5&/’(1]*)17@,1'(1]*)) (3.133)

de maneira equivalente pode ser escrito como:

8N,1
= AupL— Ep ™ — &ijanm (3.134)
€
8N2
.~ L PL Eriryma = & (3.135)

Das equagdes acima temos duas equagdes e duas incégnitas (m; e m;y), resolvendo o

sistema temos:

—eNaSi i) | 8N2SL )

- &, A _& RN P
my = A1 A1y Li(17*) "L, 00 — SL,j(10) L1 pi (3.136)
gi,i([]*)éi,i(lj) - gi, jarn 511, JaT*) gﬁ,i([]*)gt,i(lj) - gi, Jarn 5L JaT)
€
—8N,1 éﬂj(lj*) 8N 26} i(17) é
; ; N A _gA - A
o Ay A L, j(1J*) L] — SLi(I7)'L,1J Di (3.137)

éﬁ, j(IJ*)éﬁ, jan = gﬁ,i([]) éﬁ,i([]*) éﬁ, j(IJ*)éﬁ, jan = éﬁ,i(l]) éﬁ,i([]*)

Na equacdo anterior foram interpolados as pressoes Pri() = PLjre) =M1 € Pjiy) =
Piiye) = M2 sobre as fronteiras de Neumann.

Caso 4. Neste caso vamos assumir que a superficie de controle em questdo pertence

ao contorno de Neumann /J € I'y C & N &Y, necessariamente a presso localizada sobre esta

superficie de controle deve ser interpolada, além disso, assumirmos que a superficie de controle

contrdria esté localizada sobre o contorno de Dirichlet (veja figura 18), entdo a pressao localizada
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naquela superficie de controle é fornecida pela fisica do problema. Interpolamos a pressao
localizada sobre IJ € I'y

% St
PLjan =" 51:(,%;'1:11) éLi(IIJJ) L= éI::j((IJ)) s (G139
onde gp = Pri(y)-
3.2.3.3 Sistema Discreto do Método NLFV-DMP
A partir da equacdo (3.6), temos:
Y U Ny=0;V;, Vie (3.139)

IJGéaZ

Logo ‘7/1 7 -K/] 7 € definido como:

2) (2 2 in
v (p; — pp) + Y5y {1 —s8n (712(,1)17&(,1» } 713(,1)17 I7e&™ (3.140)

V- Ny = .
'VILJ-N[J, IJE(g)eXIﬂéQI:

Desde equagdo (3.139), obtemos:

Z vy (P~ Pg) + Z Bi 1%, LU ( Pi,u) =0;V;

I]Géatﬂé”kcéatﬂg”m Ijeg 1‘166‘7 N&e!

(3.141)

onde

2 2 in
1y {1-sen (75 2)}, wegngcgnen
L, 1] € & N&

Biiy = (3.142)

Mantendo fixo o volume de controle . e percorrendo todas as superficies de controle do

mesmo, além disso, utilizando as estratégia de interpolacio temos:

Y Are(pi—pe) + A I Y By (pi—pur) =01V, Vie#  (3.143)

Reut 1J*e&e
onde
4
Y v Al wepp | Bep o+ Y Biwbin | 6iNGp#®
ALI% =\ Ure&néy LJES; 1T #1]

0, fzﬂg}é =
(3.144)



Capitulo 3. FORMULACAO NUMERICA DA EQUACAO DE PRESSAO 75

Z BriSiy M €&NER e 1J#LJ”
Bj 1o = Ve (3.145)

0, IJ*gégzﬂgR

Teorema 3. Assumimos que:
i). Para qualquer L € A, 5i,i( 1) € §L j(1) S@o sempre ndo negativos.
it). Q; =0 e a condigdo de contorno é de tipo Dirichlet.
iii). A solugdo da equagdo (3.143) existe.
iv). Para cada L.Rec #, existem K;,K;,....,K € M de modo q“eALKTAKpKQ'"AKhK;@ #0, além
disso, existe L € M e IJ* € &,y de modo que BIZJJ* # 0.
Entdo, umas das seguintes alternativas é verdade.
a). Para qualquer L € .4, minjyeg,, {p1s} < p; < maxpes,, {pu}-
b). Para todo L € M, p; = c e minjce {pr} < p; <maxyes,, {pi}-

Demonstracdo. A partir da hipétese, podemos concluir que A ik =0e B ;. 2> 0 para qual-
quer L,R € .4, 1J* € &. Suponhamos que a) ndo satisfeito, isto &, p; > max;jeger {prs}

para algum L € .#. Certamente nesse caso podemos escolher L de modo que pp =c=

Max;; cex pe y {pmpﬁ}. Por ii) e equacdo (3.143), deduzimos que pyj+ = c para Bj ;;. >
0. Repetindo o argumento e usando iv) podemos provar b). Se a violagdo € o caso p; <
ming;cger { pry} 0 argumento € similar, com o qual completamos a prova. O

Seguindo a equagdo (3.143) conseguimos o sistema linear:
A(p)2=2(p) (3.146)

onde o vetor 2 denota o vetor de pressdes desconhecidos e 4(p) é matriz de coeficientes. o vetor
do lado direito B(p) é gerado pelo termo de fonte ou sumidouro e informagdes fornecidas a
partir das condi¢des de contorno.

O sistema nao linear (3.144) pode ser resolvido por um nimero de diferentes métodos.
Nés utilizamos as iteracdes de Picard fornecidas no algoritmo 1 na se¢des anteriores. Se sabe
que a cada iteracdo de Picard temos que resolver a seguinte equacao linearizada, a qual vem

desde a equacdo (3.143)

k k+1 k+1 — k k1 _
) A(z}e (pgz ) —Pge )) + Al Y Bé},* (pé ) —pm> —0;V;  (3.147)
Iée,ﬂ 1J*c &t

onde k denota a iteracdo indexada nao linear. Obviamente, o resultado do teorema 3 ainda serve
para esta equagao. De acordo com nossas evidéncias numéricas as iteragdes de Picard sempre

convergem.
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Temos alguns fatos interessantes sobre a equacao linearizada

e A equacio (3.147) tem um esténcil pequeno que envolve somente o volume de controle L

e volumes de controle que compartilham uma face comum com L .

e Desde as definicdes dos pontos harmonicos, pode-se ver que os cdlculos deste tipo podem
ser feitos localmente e somente a informacdo de uma superficie de controle ou volume de

controle é envolvida.
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4 RESULTADOS NUMERICOS: ESCOA-
MENTO MONOFASICO

Nesta se¢do resolvemos alguns problemas benchmark, com o objetivo de analisar as
propriedades numéricas. Além disso, vamos comparar o nosso método MPFA-HD com outros
método lineares cldssicos tipo MPFA-O e MPFA-FPS (AAVATSMARK, 1998; EDWARDS;
ZHENG, 2008). Logo comparamos os métodos nao lineares NLFV-PP e o NLFV-DMP, final-
mente os método lineares com os métodos ndo lineares. Para avaliar os erros e taxas convergéncia
vamos utilizar a norma L, e os erros numéricos sao denotados por &;, i = p, F e expressados nas
seguintes equacdes (EIGESTAD; KLAUSEN, 2005; LIPNIKOV, 2010):

1/2
- 2
&= Y (r-r)’ve .1
Lea
© 1/2
~ 2
Z (Fiy—Fuy) Ay
jeé&
&p = _ (4.2)
Z FZAL
lje&
aqui Fjy = V-7 (onde v = —KVp ) é a velocidade normal do escoamento na face 1J, a area

associado a cada face € representada por A;; e consiste na media aritmética das dreas dos
volumes de controle adjacentes a cada face em questdo. Finalmente, p e p representam as
pressoes exatas e as pressdes numéricas obtidas por algum método numérico, respectivamente.
A velocidade analitica é representado por F .

As taxas de convergéncia sdo calculados pela seguinte expressao

R = log< H) i (4.3)

()

Na tabela 1 denotamos os acronimos dos métodos cldssicos que sdo utilizados para fazer

comparagdes com os método propostos.

4.1 Teste de Linearidade: Escoamento Monofasico com Drenagem
Obliqua

Este problema foi adaptada de Herbin e Hubert (2008), Wu e Gao (2014) e representa
algumas situagdes encontrados em simulacao de reservatorios. Este problema foi proposto para
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Tabela 1 — Acronimos dos métodos numéricos utilizados.

Notagdo Descri¢do dos Métodos
MPFA-O Proposto por (AAVATSMARK, 1998)
MPFA-FPS Proposto por (EDWARDS; ZHENG, 2008)
MPFA-HD Método proposto na Equacao (3.67)
MPFA-H Método descrito no apéndice B
NLFV-PP Método proposto na Equacgdo (3.41)

NLFV-DMP Meétodo proposto nas Equagdes (3.123) e (3.124)

Fonte — Produzido pelo autor

analisar o critério de preservar linearidade sobre um meio heterogéneo e anisotropico (veja figura

19b). O dominio € composto pelos seguintes subdominios

Q) ={(x,y) €Q talque: x(x,y) <0}
Q) ={(x,y) €Q talque: xi(x,y)>0, x2(x,y) <0} 4.4)
Q3 ={(x,y) €Q talque: xa(x,y) >0}
Neste caso, vamos considerar uma configuracdo em que a solucdo exata é dada por
p(x,y) =2—x—0.2y, para todo (x,y) € Qe (x,y) € I'p, o contorno exterior coincide com a
condi¢ao de contorno de Dirichlet. O tensor de permeabilidade é representada nas seguintes

equagdes para cada subdominio

1
lgl(x,y)zgz’lo O?]%T sobre  ©; UQs3 (4.5)
e
1
Kr(x,y) =% 000 R’ sobre Qo (4.6)
0 10
onde
g— | o8O —sin®) | g e(02) 4.7)
sin(0)  cos(0)

Tabela 2 — Erros entre solu¢do exata e a solu¢do numérica.

Erro  MPFA-H MPFA-HD NLFV-PP NLFV-DMP
€, 1.1481x 1071 0.8488x 10710 3.5372x 10712 8.2930x 1012
Nier — — 14 22

Fonte — Produzido pelo autor

Na figura 19a apresentamos o dominio e malha computacional utilizada com 100 quadri-

lateros obliquamente dispostos e na figura 19b o campo de permeabilidade. Segundo a tabela
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Figura 19 — Malha quadrilateral (a) e o campo de permeabilidade (b)
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Fonte — Produzido pelo autor utilizando o software de visualizagdo Vislt

Figura 20 — Perfil do campo de pressao obtido pelo método NLFV-PP

Fonte — Produzido pelo autor utilizando o software de visualizagdo Vislt

2, observamos que, tanto os métodos lineares (MPFA-HD e MPFA-H), quanto os métodos nao

lineares (NLFV-PP e NLFV-DMP), reproduzem exatamente a soluc¢ao analitica. Por outro lado, o

numero de iteragdes para o0 método NLFV-PP, foram 14 iteracdes de Picard para a convergéncia

da solucdo para uma tolerancia de (tol = 10~!3), o que acarretou num custo computacional

adicional se comparado com os métodos lineares. Enquanto o método NLFV-DMP precisou de

22 iteragdes de Picard para a mesma toleranciaa. Na figura 20 observamos o perfil de pressoes

obtido com o método NLFV-PP (andlogo aos obtidos com os métodos lineares correspondentes).

Neste problema a propriedade de monotonicidade € equivalente a satisfazer o principio do

maximo discreto.
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4.2 Teste de Convergéncia

4.2.1 Escoamento Monofasico num Reservatério Homogéneo Suavemente

Anisotrépico

Este problema foi adaptado de Gao e Wu (2013) com objetivo de testar numericamente a
acurdcia dos métodos descritos em capitulos anteriores, quando consideramos um reservatorio
homogéneo e suavemente anisotrépico com solu¢do que ndo € linear. Neste exemplo o dominio é
um quadrado unitdrio (Q = [0, 1]?), discretizado por uma sequéncia de malhas nio estruturadas
triangulares refinadas sucessivamente de modo a avaliarmos as taxas de convergéncia dos
métodos nao lineares (NLFV-DMP; NLFV-PP) e dos métodos lineares (MPFA-HD; MPFA-H)
por meio das solugdes obtidas nas diferentes malhas (veja figura 21). No método ndo linear,
utilizamos uma tolerincia com respeito a iteragio de Picard de rol = 107!, onde a solucio

analitica do problema é dada por:

1 [sin((1=x)(1-y))
2 sin(1)

plx,y) = +(1=x)P°(1-y)? (4.8)

onde a fronteira do dominio coincide com o contorno de Dirichlet, cujos valores da pressao no

contorno sdo diretamente calculados através da solucao analitica.

Figura 21 — Malha triangular ndo estruturada (a) com 158 e (b) 576 volumes de controle

(@ (b)
Fonte — Produzido pelo autor utilizando o software de visualizagdo Vislt

O tensor de permeabilidade é dado por:

(4.9)

K(x.y) = [ 15 05 ]

05 1.5

Na tabela 3 observamos que todos os métodos, tanto os métodos ndo lineares NLFV-DMP
e NLFV-PP, quanto os métodos lineares, MPFA-HD e MPFA-H, alcancam uma acuricia de
segunda ordem no espago para o campo de pressdes. Nos casos de métodos ndo-lineares, também

incluimos o ndmero de iteracdes de Picard necessdrias para alcangarmos a convergéncia.
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Tabela 3 — Erros e taxas de convergéncia do campo de pressoes.

M¢étodo Erro/Taxa h=0.125 h =0.0625 h=0.0313 h=0.0156

&p 6.4408 x 10~* 2.1186x 10~* 52402 x 107> 1.2540 x 1077

MPFA-H R, — 1.6041 2.0201 2.0536
&p 0.001 2.6447 x 107*  7.1291 x 1075 1.6946 x 1073
MPEAHD _ 19233 1.89568 2.0632
&p 0.001 2.4687 x 107*  6.4178 x 1075 1.5344 x 1073
NLFV-PP R, — 2.0181 1.9483 2.0549
Niter 15 17 17 18
&p 6.3642 x 107*  2.1060 x 10~* 5.0311 x 107> 1.2714 x 1073
NLFV-DMP R, — 1.5954 2.0656 1.9845
Niter 42 40 54 47

Fonte — Produzido pelo autor

Tabela 4 — Erros e taxas de convergéncia do campo de velocidades.

Meétodo Erro/Taxa h=0.125 h=0.0625 h=0.0313 h=0.0156

&r 0.0062 0.002 9.3732x 10> 4.7137 x 1072
MPFA-H Rp — 1.6322 1.0959 0.9871
&r 0.0075 0.0024  7.7195x 10~* 2.5038 x 10~*
MPFA-HD Rp — 1.6438 1.64023 1.6174
&r 0.007 0.0024  8.0091 x 10~* 2.6060 x 10~
NLFV-PP Rp — 1.5443 1.5869 1.6123
Niter 15 17 17 18
Er 0.0056 0.0018  8.4518 x10~* 4.2730x 10~*
NLFV-DMP Rp — 1.6374 1.0906 0.98400
Nier 42 40 54 47

Fonte — Produzido pelo autor

Na tabela 4, mostramos que as taxas de convergéncia para as velocidades de Darcy
numéricas sao proximas de 1.6 para todos os métodos propostos. Na figura 22a apresentamos o
campo de pressdes obtido com o método MPFA-HD que possui um comportamento similar a

campo de pressoes obtida com o método NLFV-PP (veja figura 22b).

4.3 Teste de Preservar Positividade (PP) e/ou Satisfaz o Principio
do Maximo Discreto (DMP)

4.3.1 Escoamento Monofasico Utilizando Condicoes de Contorno com Gradi-
ente Inclinada
Este problema foi adaptado de (GAO; WU, 2013). Neste teste as direcdes principais do

tensor anisotropico sdo dadas de acordo com a condi¢@o de contorno e a orientacdo da malha. O

dominio computacional é dada por um quadrado unitério (|0, 1]2), e o tensor anisotropico é dado
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por

K=

cos(0) —sin(G)] [ 1 0] [ cos(0) sin(0)

com 6 =40°. (4.10)
sin(0)  cos(0) 0 1074 —sin(0) cos(B)]

Para este problema o termo de fonte € zero (Q = 0). As condi¢des de Dirichlet sdao

considerados, p = gp sobre dQ com gp um fungéo linear continua por partes definido por

(
1, sobre

(0,0.2) x 0UO x (0,0.2)

0, sobre (0.8,1)x0U0x(0.8,1)
0.5, sobre (0.3,1)x0U0x (0.3,1)
)

k0.5, sobre (0,0.7) x 0UO0 x (0,0.7

gp = (4.11)

Para comparar os resultados utilizamos dois tipo de malhas, a saber: malha Kershaw

quadrilateral e malha triangular, como mostrado na figura 23.

Tabela 5 — Campo pressdes maximos € minimos obtidos pelos diferentes métodos, utilizando
malha Kershaw quadrilateral.

24 x 24 96 x 96
Método Pmin Pmax  Niter Pmin Pmax  Niter
MPFA-H 0.0052 09948 — |9.3754x10~% 09991 —
MPFA-HD  0.0067 0.9933 — 0.0013 09987 —
MPFA-O -0.0061 1.0061 — -0.0061 1.0061 —
MPFA-FPS -0.0797 1.0797 — -0.0829 1.0829 —
NLFV-PP 0.0088 0.9932 111 0.0017 0.9987 391
NLFV-DMP  0.005 0.9950 140 | 8.352x10~* 0.9992 551

Fonte — Produzido pelo autor

Na tabela 5 observamos que os métodos cldssicos (MPFA-O e MPFA-FPS) violam o

DMP produzindo oscilagdes no perfil do campo de pressdo, os métodos que estamos propondo

Figura 22 — Perfil do campo de pressao obtido com o método MPFA-HD (a) e NLFV-PP (b)

(@ ()

Fonte — Produzido pelo autor utilizando o software de visualizacdo VisIt
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Figura 23 — Malha triangular alinhada (a) e malha Kershaw quadrilateral (b)

@

Fonte — Produzido pelo autor utilizando o software de visualizagdo Vislt

Figura 24 — Perfil do campo de pressdes obtido sobre uma malha triangular alinhada 24x24: (a)
MPFA-O (cor de branco denota as regides com valores negativos e a regido cor de
rosa denota valores maiores que 1), (b) MPFA-HD e (c) NLFV-DMP

Fonte — Produzido pelo autor utilizando o software de visualizagdo Vislt

satisfazem o DMP em malha triangular alinhada (veja figura 23b).

Nas figuras 24, observamos que a solug@o tem caracteristica de Z através do eixo y = x. Em figura
24a mostramos o perfil do campo de pressdes obtida pelo método classico MPFA-O sobre uma
malha triangular alinhada, percebemos que os valores das pressdes sdo maiores que 1 e menores
que 0 violando o DMP, aquelas oscilagdes desaparecem quado utilizamos os métodos MPFA-HD,
NLFV-DMP (veja figuras 24b e 24c). Note que mesmo em malha estruturada uniforme os

métodos cldssicos continuam com as oscilagdes numéricas.

Na tabela 6 observamos que os métodos cldssicos (MPFA-O e MPFA-FPS) violam o
DMP produzindo oscilagdes no perfil do campo de pressao, os método que estamos propondo

satisfazem o DMP mesmo em malhas ligeiramente distorcidas (veja figura 23b).
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4.3.2 Escoamento Monofasico em Reservatério Muito Heterogéneo e Aniso-
tropico

Este exemplo foi adotado de Queiroz, Souza, Contreras, Lyra e Carvalho (2014), com o
objetivo de avaliarmos o DMP, considerando um reservatorio altamente heterogéneo e com tensor
de permeabilidade muito anisotrépico. O dominio consiste de um quadrado unitério Q = [0, 1]2
com um furo no centro do dominio com dimensdes [4/9,5/9], as descontinuidades do material
ocorre em x = 0.5 e as condi¢des de contorno € puramente Dirichlet, onde a pressdo no contorno
Qe = [0,1] —[4/9,4/9] é dada por p.; = 0 e no contorno dQs,,, = [4/9,4/9] é dada por
Buro =2.

Os tensores de permeabilidade foram adotados dos autores Lipnikov, Shashkov, Svyatskiy
e Vassilevski (2007), Herbin e Hubert (2008)

i 1 '
K1 (x.y) = cos(0) —sin(0) 00 0 cos(0) sin(0) e x<05
sin(0)  cos(0) 0 0.01 —sin(0) cos(0)
4.12)
e
2 2 1—
Ka(x,y) = yitaq Za)ylx; com a=103, se x>05  (4.13)
—(I—a)yix xi +ayy

onde os valores dos parametros 6,x; e x, foram adaptados de Queiroz, Souza, Contreras, Lyra e
Carvalho (2014) como segui: 8 = /2, x; =x+ 103 ey, =y+1073.

Neste problema utilizamos uma malha nao estruturada triangular com 846 volumes de
controle e com 2730 volumes de controle, na figura 25 mostramos a malha mas refinada.

Na tabela 7 podemos observar que os valores obtidos pelos métodos NLFV-PP produz valo-
res positivos como esperado, embora viola o DMP. Enquanto o método NLFV-DMP produz
resultados no intervalo [0, 2] para os dois tipos de refinamento de malha, respeitando os valores
extremos do intervalo. De outra parte, observamos que os métodos lineares propostos como

Tabela 6 — Pressdes maximos e minimos obtidos pelos diferentes métodos, utilizando malha
triangular ndo estruturada.

24 x 24 96 x 96
Método Pmin Pmax  Niter Pmin Pmax  Niter
MPFA-H 0.009 09910 — | 0.0018 0.9982 —
MPFA-HD 0.0106 0.9894 — 0.0019 09981 —
MPFA-O -0.1199 1.1199 — | -0.0170 1.0170 —
MPFA-FPS -0.0987 1.0987 — |-0.0174 1.0174 —
NLFV-PP  0.0110 09894 46 | 0.9982 0.0021 294
NLFV-DMP 0.0085 0.9915 178 | 0.9979 0.0020 543

Fonte — Produzido pelo autor
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Figura 25 — Malha ndo estruturada triangular

VAVAVAY

%

Fonte — Produzido pelo autor utilizando o software de visualizagdo Vislt

Tabela 7 — Pressoes maximos e minimos obtidos pelos diferentes métodos, utilizando malha
triangular ndo estruturada.

AVAVAVAY

846 2730
Método Pmin Pmax ]viter Pmin Pmax Niter
MPFA-H -0.0694 1.965 — -0.2683 2.033 -
MPFA-HD -0.0994 1913 — -0.0944 2.180 -

NLFV-PP  1.223x 1078 2.169 47 | 1.2230x 108 3.0110 302
NLFV-DMP 1.483x107° 1.865 180 | 3.1488x 10710 1.9946 643

Fonte — Produzido pelo autor

(MPFA-HD e MPFA-H) violam o DMP para ambas refinamentos das malhas nao estruturadas.
Nas figuras 26 a e b podemos observar que os métodos lineares ainda conseguem representar a
fisica do problema, embora produzem valores negativos ou maiores que 2. Enquanto, na (figura
26¢) o perfil do campo de pressao obtida pelo método NLFV-PP possui valores positivos, embora
maiores que 2, dessa forma violando o DMP. Na figura 26d o método NLFV-DMP possui valores

que respeitam o DMP tanto para malha grossa (846 volumes de controle) quanto na malha fina
(2730 volumes de controle).
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Figura 26 — O perfil de pressao obtido pelo método: MPFA-H (a), MPFA-HD (b), NLFV-PP (c)
e NLFV-DMP (d).

2,033 -. 2.180 —.

1.458 —
0.8822 1
0.3069 —

-0.2683

(a) (b)

2.442 —. 1.995 —.

1.496 —

1832 —

1.221 Ab‘

0.6106 —

0.9973 T&:‘

0.4987 —

3.149e-010-
2.905e-020

(c) (d)

Fonte — Produzido pelo autor utilizando o software de visualizagdo Vislt
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5 FORMULACAO NUMERICA DA EQUA-
CAO DE SATURACAO

Em simulagdo de reservatdrios de petréleo, uma maneira de discretizar o termo advectivo
que caracteriza a equacao hiperbdlica de saturagdo € utilizando o método cldssico de ponderagdo
amontante de primeira ordem (FOU) qual € capaz de produzir solu¢cdes mondtonas a baixo
custo computacional, um problema grave do método de primeira ordem, € que o excesso de
difusdo numérica utilizada para eliminar as oscilacdes numéricas acaba por afetar sobremaneira
a precisdo deste método, tornando-o de primeira ordem no espaco de todo o dominio (CARVA-
LHO, 2005). De outra parte, métodos de alta ordem produzem resultados ndo realisticos, com
oscilacdes numéricas no campo de saturag¢do na vizinhanca de choques ou descontinuidades. Por
conseguinte, é¢ extremamente importante desenvolver esquemas monétonos, de ordem superior e
multidimensionais capazes de manusear o fluxo dos fluidos em meios porosos heterogéneos e

anisotropicos utilizando malhas ndo estruturadas poligonais gerais ndo ortogonais.

5.1 Formulacao Numérica Explicita para a Equacao de Saturacao

Integrando a Equacdo de Saturagdo, equacdo (2.14), no intervalo de tempo entre fp e ¢ €

no dominio Q, temos:

/to/ vt ——5 lo/v F(s dth+¢/t0/deth 5.1)

A integral no dominio € pode ser representada por um somatorio de integrais em cada
volume de controle L € .# . Considerando a equagdo anterior para um volume de controle
genérico L e utilizando o Teorema da Divergéncia de Gauss no primeiro termo do lado direito da

equacao (5.1), temos:

/ / —=dvdt = / F(Sy) - 7igydsdt + — / / 0, dVdt (5.2)
fo to J1J 1o

Integrando a equacgdo acima no intervalo de tempo definido, utilizando o Teorema do

Valor Médio e uma aproximacao do tipo Euler avancada para a derivada temporal, obtemos:

/t / 2w vt = S";'—vai> v, (5.3)

0 " ’

¢/ /[] l’l]Jde'[ Z F ]J N]J (5.4)
o IJ€£

1/t Ot
. /to /L 0udvdr = =, (5.5)
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onde §" . e §"t! sdo, respectivamente, os valores da saturacdo de d4gua no volume de controle L
w,L w,L
bl b)

nos instantes de tempo ¢ e **!. O valor médio do termo fonte ou sumidouro (pocos de injecio

ou producio) es denotado por O,, e 0 passo de tempo por Ar = "1 — ¢,

Substituindo as equacdes (5.3), (5.4) e (5.5) na equacdo (5.2), temos a equacdo de

saturacao na forma discretizada dada pela seguinte equagdo:

gkl _ g At AtQ,,
oV;

w,L w,L FH‘N”_F

—_— (5.6)
Vi, f
Ggi

onde o fluxo hiperbdlico é Fi 7= fw (Sﬁl j) ‘7/1 J.

O passo de tempo At, deve ser calculado satisfazendo a seguinte condi¢des de estabilidade
de Courant-Friedrich-Lewy (CFL) estabelecida por Colella (1990) e modificado para métodos
de alta ordem com processo de limitacdo multidimensional por Park e Kim (2012) e utilizado no

contexto simulacao de reservatorios de petréleo por Souza (2015):

At C

(Afw (Sw) /ASW)IJ ‘7/IJ 'NIJH — < (5.7)

max[ V; ©2k+1

IJEéDZ

onde k € utilizado para obtencao de métodos de alta ordem, por exemplo, quando k = 0 estamos
tratando um polindmio reconstrutor de grau zero, que neste caso vai gerar naturalmente um
método de ponderacdo amontante de primeira ordem. Assim, o calculo de Ar deve satisfazer a

seguinte desigualdade
Vi

At<C S o
(Afo (Su) /AS,)15 ViR | 2K+ 1)

(5.8)

maxjjes; [

onde C é nimero de CFL, (Af,, (Sy) /ASy)1; € valor discreto de (df, (Sy)/dSw)1s, € surge
naturalmente ao se definir a velocidade caracteristica em cada face 1J do volume de controle L
(SOUZA, 2015). Note-se que V- Nyy é diretamente calculado a partir da equacgdo de pressao,
sendo necessdrio apenas calcular o fluxo fracionario (veja equacdo (5.6)). Observe ainda que o
fluxo fracionario a ser usado deve ser calculado na superficie de controle 1/, porém o0 mesmo
¢ funcdo da saturacdo conhecida apenas nos pontos de colocagdo dos volumes de controle
adjacentes. Desta forma, através da superficie de controle pode ocorrer uma descontinuidade da

propriedade de estado de interesse (i.e., da saturacdo), caracterizando um problema de Riemann
(HIRSCH, 1990).

5.1.1 Problema de Riemann e Método de Godunov

As equacgdes (2.16), (2.17) e (2.18) definem um problema de Riemann, no qual certa

quantidade da substancia € transportada de maneira descontinua através de um dado dominio
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Figura 27 — Multiplos valores para a saturacao (situagao nao-fisica)
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Fonte — Carvalho (2005)

(LEVEQUIE, 1992; HELMIG, 1997). Devido ao carater nao convexo do fluxo fracional, as curvas
caracteristicas para o problema de Buckley Leverett, apresentam tanto ondas de compressao
df/dx <0, quanto ondas de rarefa¢do d f /dx > 0 (CARVALHO, 2005). Na figura 27 de Carvalho
(2005), mostra que, para um mesmo ponto, podem existir multiplas solugdes, devido as multiplas
caracteristicas, representando um fendmeno nao-fisico, pois fisicamente apenas uma solu¢ao
¢ aceitdvel. Esta intersec¢do de linhas caracteristicas se dd porque, ao definirmos as linhas
caracteristicas, ndo impusemos nenhuma restricao para os valores possiveis das saturacoes a
montante e a jusante do choque de saturacdes. Para selecionarmos a solugdo real dentre as varias
existentes, utilizamos normalmente a condi¢ao de Rankine-Hugoniot e a condi¢cao de entropia
(LEVEQUE, 1992).

Para encontrar uma solugdo para o problema de Riemann utilizamos um método nu-
mérico proposto por Godunov, que foi desenvolvido no contexto da dindmica de gases, tendo
revolucionado o campo da dindmica dos fluidos computacional devido ao fato de resolver este
problema a partir de trés etapas relativamente simples, as quais mencionamos brevemente a
seguir (CARVALHO, 2005; HIRSCH, 1990):

e No tempo #¥, definimos uma aproximacio discreta constante da solugdo no interior de cada

volume de controle;

e Obtemos a solucdo exata local do problema de Riemann na interface de cada volume de

controle;
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e Ponderamos os estados da varidvel transportada ap6s um intervalo de tempo A (que deve

respeitar as condi¢oes de CFL) na interface para cada volume de controle.

Os fluxos através das interfaces dos volumes de controle sao calculados de modo que
uma solugdo € conservativa e sem oscilagdes numéricas. Os passos 1 (etapa de projecdo) e 3 s@o
puramente numéricos e independem do passo 2 (etapa de evolucdo), de cardter mais “fisico”. Em
determinados casos, encontrar a solucdo exata do problema de Riemann se torna muito custoso,
e as solucdes podem ser calculadas de forma aproximada, alterando o passo 2 (HIRSCH, 1990).
Em outros casos, os passos 1 e 3 podem ser alterados, sem necessariamente mudarmos o passo
2, substituindo aproximagdes constantes por partes, por aproximagdes lineares por partes (ou
de ordens de ordem superior), definindo esquemas mais acurados, como o método MUSCL ou
método MOOD.

5.1.2 Fluxo Numérico e Resolvedores do Problema de Riemann

Como dito na se¢do anterior, as estratégias que discretizam a equacado de transporte
advectivos sdo baseadas no método de Gudonov e nos métodos numéricos centrais (SOUZA,
2015), estos métodos sdo caracterizados por fluxos numéricos de ponderacdo amontante também
chamados fluxos do tipo Upwind (VAN LEER, 1979), e aqueles fluxo do tipo Local Lax
Friedrichs (LLF) com adi¢do de difusdo numérica. Segundo Hirsch (1990) nos métodos centrais a
velocidade de propagacdo ndo sofre nenhuma preferencia devido a seu aparente esténcil simétrico
respeito ao sinal da velocidade, em quanto no método ponderacao amontante a discretizagdo €
feita seguindo a orientacdo da malha e o sinal da velocidade de propagacdo, sendo que em ambos
0s casos os estados (neste caso a varidvel saturagdo) sao avaliados a esquerda e a direita. Assim,
o fluxo numérico € definido na superficie de controle /J de acordo com a estratégia adotada e a
ordem de aproximagao.

As aproximacdes de 1* ordem, sdo métodos classicos amplamente utilizados em diferentes
areas da engenharia em particular nos simuladores comerciais da industria petrolifera. Neste
método dependendo da dire¢do da velocidade de propagacdo da informacao através da superficie
de controle 1J, escolhemos o valor associado a um dos volumes de controle adjacentes, I ou
R, como solucdo na descontinuidade. Método ponderagdo a montante de 12 ordem, foi usado
originalmente por Courant et al 1952, baseado no estudo das curvas caracteristicas da equagao
u; +au, = 0, em que o sinal de a prevé o sentido da propagacdo da informacao fisica. Desde
1981, este resolvedor de Riemann é conhecido como fluxo de Roe (ROE, 1981) é dada pela

seguinte relacao

ﬁ}§0€ 'NIJ — i‘U<Sw,ﬁ) JX”? se oy >0 5.9)
Fiy(S,2) Ny, se ogy <0

aqui S, ; € S, p representam, os valores de saturagdo de dgua nos volumes de controle adjacentes
Y >
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a superficie de controle 1J, além disso, E J(SW7 i)e E ](SW7 ) sdo os fluxos correspondentes aos
volumes de controle L e R, respectivamente. E a velocidade da onda na superficie de controle
(LEVEQUE, 1992; DURLOFSKY, 1993) € aproximada por:

afw

oy = (1N a5 (5.10)

onde o fluxo fracional f,, é definido na equagdo (2.15) e 7Vy -Kfy ¢ aproximado por algum
método numérico descrita nas se¢des anteriores. Uma caracteristica importante de métodos de
ponderacido amontante € que ele reproduz solu¢des ndo oscilatérias, mondtonas, nas regides de
descontinuidade (HIRSCH, 1990).

Para correcdo de uma possivel violacdo de entropia, quando necessério, o fluxo numérico
do tipo Local Lax Friedrichs (LLF) (LEVEQUE, 1992) € dada pela seguinte relacdo:

— — 1 - — —
FISLF -Njy = > ((F[j <Swi> + Fyy <Sw,1?>) -NIJ—I’%E}:X|(XU| (SW,R’ _Sw.,ﬁ>) (5.11)

ki

onde maxp ; |0y 7| (SW’ RSy, t) representa a dissipa¢do numérica artificial.

Tradicionalmente a corre¢do de entropia foi inicialmente proposto por Shu e Osher
(1988) para problema de Buckley-Leverett o termo gravitacional. Nessa estratégia o sinal da
velocidade caracteristica € avaliada nos estados a esquerda e a direita da superficie de controle
genérica 1/, para isso foi necessdrio avaliar o produto das primeiras derivas do fluxo fracional dos
estados esquerda e direita, quando aquele produto € estritamente menor que zero pode ocasionar
a violacdo do principio de entropia na soluc¢do produzida. Para essa situacdo, utilizou o fluxo de
LLF ja que este método adiciona uma difusdo numérica extra para estabilizar o método, mas
detalhes sobre esta estratégia pode-se encontrar em Souza (2015). No entanto, em problemas que
ndo possui o termo gravitacional a estratégia de Shu e Osher (1988) ndo possivel aplicar, isto quer
dizer que mesmo no tendo o termo gravitacional ainda pode ocorrer a violagdo do principio de
entropia (LEVEQUE, 1992; HELMIG, 1997; SERNA, 2009). No contexto de magneto-dinamica,
Serna (2009) propos uma estratégia para correcao de entropia para problemas que nio possua
termo gravitacional. Segundo Souza (2015) a autora invoca o fluxo do tipo LLF para a mudanca
de sinal na primeira derivada, calculado nos dois estados da superficie de controle avaliada 1J, tal
como em Shu e Osher (1988). Uma caracteristica adicional do método é que adiciona a mudanca
de sinal da segunda derivada igualmente obtida para cada estado, quando o produto das segundas
derivadas para amabos estados for menor que zero entdo o principio de entropia pode ser violada,
nesse caso Serna (2009) recomenda aplicar o LLF. Assim, o fluxo numérico proposto por Serna

(2009) ¢é adaptado ao contexto de reservatérios de petréleo por Souza (2015), e o fluxo pode ser
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escrito como:

d w d w
£e(8,0) 522 (S,0) <O

L N, S,
Fry Ny = 0N sey o e, 5.12
17Ny = 752 (S,.2) 732 (S,.2) <0 (5.12)
7}“ 'Nu, caso contrario

5.1.3 Meétodo TVD (Total Variation Diminishing)

A solugdo fraca das equacoes (2.16), (2.17) e (2.18) tem as seguintes propriedades em

funcgdo de ¢:

e Nenhum extremo local em x pode ser criado;

e um valor maximo nao deve aumentar, € um valor minimo nao deve diminuir.

Segue-se desta propriedade de monotonicidade que a variagao total (TV) em x de S,, é

TV (S)) e ndo esta aumentado em ¢, assim:

TV (S,)" L <TV(S,)" (5.13)

o método € dito TVD (Total Variation Diminishing) se satisfaz a equacado (5.13) para todo ¢ e
v [|5

‘ dx

ou ainda no caso discreto a variacdo total (TV) de S,, € dada por

onde
dx (5.14)

(5.15)

TV(Sy) = Z ‘Sw,i-f—l - Sw,f

Harten (1983) mostrou que todo método numérico monétono é TVD e que todo método
TVD preserva a monotonicidade, ou seja, métodos que satisfazem a condicdo anterior sdao
livres de oscilagdes, uma vez que a solucao inicial seja livre de oscilagcdes. Este método tem
sido amplamente utilizado e também estendido ao conceito de métodos TVB (Total Variation
Boundary) que permitem apenas um aumento limitado da variacdo total. De acordo com o teorema
de Godunov: Todo método linear monotona para a equacdo de convec¢do sdo necessariamente
de primeira ordem (HIRSCH, 1990). Em uma dimensao, € possivel construir um método de alta
ordem e que seja TVD, tentando obter uma aproximacdo de ordem mais alta nas regides suaves
do escoamento e evitando oscilagdes numéricas nas regides proximas de gradientes acentuados
utilizando métodos mondtonos de 1 ordem. Assim, aproximacgdes de ordem mais alta causam o
aparecimento de oscilacdes espurias. Em multiplas dimensdes pode-se mostrar que todo método
TVD é necessariamente de 1? ordem e, em geral, usamos critérios menos restritivos como o LED

(Local Extremum Diminishing). Embora todo método LED € TVD, o reciproco ndo € verdade.
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Figura 28 — Esténcil utilizado para obter uma aproximagao de alta ordem

1

Fonte — Produzido pelo autor

A ideia central por trds da constru¢do de um método de alta resolucao e que seja TVD, € tentar
obter uma aproximagdo de ordem mais alta em regides suaves do escoamento, evitando ainda
oscilacdes nas proximidades de gradientes acentuados, apresentando nestas regides propriedades
similares aquelas de métodos monétonos de ordem mais baixa como os métodos de ponderagdo
a montante de primeira ordem. Em tais métodos a solugdo é, em geral, de segunda ordem em
regides suaves da solugdo e de 1* ordem préximo a “descontinuidades” (SOUZA, 2015). Métodos
lineares de ordem superior, embora mais precisos para solucdes suaves, ndo sao TVD e tendem
a introduzir oscilacdes espurias onde surgem descontinuidades ou choques. Para vencer estas
desvantagens, foram desenvolvidas vdrias técnicas nao lineares de alta resolu¢do, muitas vezes
utilizando limitadores de fluxo (VAN LEER, 1979; HIRSCH, 1990; CARVALHO, 2005).

5.1.4 Formulacdo Numérica de Alta Ordem tipo MUSCL de Volumes Finitos
(HOMFV)

A fim de obter um método de aproximacdo de segunda ordem nés utilizamos um proce-
dimento de reconstrucao linear. Assim as saturagdes reconstruidas nas superficies de controle
sdo denotadas por SI ;e S; P calculados como (HIRSCH, 1990; LOHNER, 2008):

SL:ZSWLJF% [(1—%)Ag+(1+x) (SW,,@—SWL)] (5.16)
S = Swik— % [<1 —x0) A+ (1+2) (SW,,@ —SWi)] (5.17)

Nas equacdes (5.16) e (5.17), os coeficientes l;llif e l[/;%, sdo chamados de funcdes limi-
tadores (que serdao detalhadas mais adiante) e “)”’ € um parametro usado para controlar o grau

de aproximagdo. No presente trabalho )y = 1/3 que representa um método upwind de terceira
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P
ordem em problemas unidimensionais (HIRSCH, 1990). Ao longo da dire¢do LR (veja figura 28)

definimos a diferenca dos operadores, denotado por Al'g e Ai_’ como:

_ =

AL =Sy =Sy =2LR-VS, 1 — (8,2~ S,1) (5.18)
. =~

A5 =Sy =02 =2LR-VS, 1~ (S, 5,1) (5.19)

onde §SW7 ;€ ﬁSM  representam a reconstruc¢do dos gradientes definida com respeito aos volumes
de controle a esquerda e direita, respectivamente.

A reconstrugdo dos gradientes € calculada a partir dos trabalhos de (BLAZEK, 2015).
Esta reconstrucdo € baseada na expansao em séries de Taylor de primeira ordem para cada

volume controle conectado com o VC L.

5.1.4.1 Processo de Limitacdo

Segundo a literatura € sabido que o uso de métodos estritamente de alta ordem produzem
resultados nao realisticas, com overshot e/ou undershot na vizinhanca de mudangas abruptas
no campo de saturacdo (HIRSCH, 1990). Entdo, é preciso utilizar limitadores para suprimir
essas oscilagdes nao fisicas, sendo que a utilizacio desses limitadores em regides de gradientes
elevadas reduz a aproximacao para aproximagdes de primeira ordem. Uma estratégia é baseada
sobre um processo de limitacao sobre a face, a qual é capaz de produzir solu¢des limitados em
geral para muitas aplicagdes. Embora, o uso de um método de simples extrapola¢do do gradiente
com um limitador por face (DURLOFSKY, 1993) pode ser capaz de produzir solu¢cdes nao
monotonas espacialmente quando utilizamos malhas severamente distorcidas ou meios altamente
anisotropicos (CONTRERAS, 2016). A fim de suprimir esses problemas utilizamos um limitador
proposto por Wood e O’Neill (2004), ajustamos para métodos centrados na célula utilizado neste
trabalho. Utilizando este limitador junto ao limitador face derivamos um método de alta ordem
nomeado HOMFV (CONTRERAS, 2016), assim temos:

vi=wy:xyp, i=LR (5.20)

Na equacdo (5.20), l[/l* ¢ uma funcdo que muda suavemente desde 1 (método de alta
ordem) a 0 (método de primeira ordem) na vizinhanca de choques, l//,i 7 € responsavel em limitar
por face as interpolagdes, i.e. garante que as saturagdes reconstruidas variam no intervalo S, ;,

S,, p € a fungdo Y, a qual € definida na equag@o (5.21) € responsdvel para mudar o esquema a
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primeira ordem sempre que for necessdrio para garantir a monotonicidade.

L (Sw.max — Swmin) < €1
0, =1 ou ¥<0
yi=1 1, §<p<(1-6) (521)
/6, 0<y<o
(1-7%)/8, 1-8)<yp<1

onde o pardmetro ¥; € definido como:

%= S = Swmin_ (5.22)
Sw,max - Sw,min

Nas equagoes (5.21) e (5.22), Sy min € Sw,max $30 0s valores mdximos e minimos da
satura¢do, considerando todos os volumes de controle que sdo imediatamente vizinhos ao volume
de controle 7 (i.e. aqueles compartilham uma superficie de controle em comum), excluindo a
saturac@o no elemento em questdo. Em problemas multidimensionais, a saturacao € dita limitada
em cada volume de controle do dominio computacional, se satisfaz a seguinte relagdo, 0 <y < 1.

O uso de métodos de segunda ordem em todo o dominio computacional, exceto onde a
equacdo (5.22) € aplicada nem sempre é uma estratégia segura, porque nao hi uma transicao suave
entre o0 método de segunda ordem e o método de primeira ordem. Como apontado por Woodfield,
Suzuki e Nakabe (2004), uma aproximagao segura consiste em introduzir um parametro livre o

que pertence ao intervalo [0,0.5], tal que:

§<yp<1-6 (5.23)

Seguindo o trabalho de Woodfield, Suzuki e Nakabe (2004) na presente tese utilizamos
0 = 0.2 como uma boa escolha que garante robustez e acuracia do método. Note-se que para
um valor pequeno do parametro, o método € menos difusivo porque o limitador tende a ligar
e desligar abruptamente, quanto maior o valor de 8 produz maior difusividade devido a uma
pequena faixa dos valores de ¥: para o qual o método de segunda ordem € usado. Finalmente, a
fim de garantir os valores limitados das saturacdes nas superficies de controle, nés utilizamos o
limitador de Van Albada (CARVALHO, 2005; LOHNER, 2008; CONTRERAS, 2016):

; ZAE (SW.R — Sw,ﬁ) +&
ll/[] = max O7 P 3 (5.24)
AL —+ (SW,R _Sw,ﬁ> + &
A ZA;% <SW71§—SW7£) + &
II/IJ = max O7 (5.25)

2
A+2 + (SW,I? — Sw,l:) +&

onde & ¢é um valor muito pequeno usado para evitar divisdo por zero.
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Figura 29 — Iedia do método cléssico de alta ordem tipo MUSCL (acima) e ideia do MOOD
(baixo)

Reconstrugdo
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S .eS
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Decremento do grau |
polinomial |

Fonte — Clain, Diot e Loubere (2011)

Reconstrugdo
polinomial

Portanto, utilizando as saturagdes de segunda ordem obtidas nas equacdes (5.16) e (5.17)

e substituindo na aproximacao de primeira ordem da equagao (5.12) temos:

Afw (¢t \Ofw (o—
(555 <0

L - N as a8 R
FLLF(S—'—A S A) N se w W ]
- — 1J ,L, 7R 17 82 32 B
- = o 35 (Ss ) T (S,0) <O (526)
'R + - N L.
Fj7(S,1>S,.z) N, caso contrdrio

5.1.5 Formulacdo Numérica Multidimensional de Deteccio Otima Ordem

(MOOD)

Os método classicos baseados no método de MUSCL de Van Leer (1979) utiliza um
procedimento de limitacdo a priori afim de reforcar a monotonicidade (BELL; SHUBIN, 1985;
DURLOFSKY, 1993; EDWARDS, 1996; PARK; KIM, 2012; CONTRERAS, 2016), veja figura
29 acima. Ao contrario dos métodos existentes, a estratégia MOOD prossegue com uma limitagao
a posteriori, veja figura 29 baixo. O método MOOD consiste em que as solucdes candidatos
de ordem superior sdo primeiramente obtidos por meio de uma formulagdo robusta tal como
uma extrapolacdo de gradiente ou um método de Galerkin descontinuo. Afim de obter uma
aproximagado de segunda ordem, empregamos um procedimento de reconstrucao linear por partes
(VAN LEER, 1979; HIRSCH, 1990; EDWARDS, 1996; EDWARDS, 2006). Portanto, as nossas

saturagdes S, ; € S,  ndo limitadas linearmente reconstruidas, sdo calculados como:
Y >

W’z:SWiJrl [(1—)()AE+(1+75) (SWJ@—SWL)] (5.27)

T
N

Sk =Swr— % [(1 )AL+ (14 7) (SWJ@ —SWL)] (5.28)
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onde yx representa um parametro utilizado para controla o grau de aproximagao (HIRSCH, 1990;
LOHNER, 2008; BLAZEK, 2015). Quando queremos uma aproximacio de alta ordem tipo
MUSCL, os termos nas equagdes (5.27) e (5.28) € pre-multiplicado pela funcao limitadora, veja
as equacoes (5.16) e (5.17). Os parametros A; e AI; sdo definidos nas equacdes (5.18) e (5.19),
respectivamente.

Neste trabalho, o método MOOD considera, inicialmente, o grau polinomial maximo
dmax = 2 em cada volume de controle para calcular a reconstru¢do ilimitada na face 1J, veja as
equacoes (5.27) e (5.28). Para um volume de controle genérico L € ., os valores reconstruidos
sao utilizados para o cdlculo do fluxo numérico dado na equacdo (5.26) para se obter a seguinte
solucdo candidata:

At = ~ — - ~
St ="~ Y FuS,;) Nu—0w; | paracada Le.# (5.29)
7 ' (PVZA‘ ]JEgz 7

onde §W ; representa o valor da saturag@do reconstruida sobre a superficie de controle 1J.
Através de um processo interativo decremental, determinamos o grau 6timo d; < dyax,
para cada L € .# quando a solugio candidato §' ; satisfaz o critério DMP, para todo 7 € A(L),

assim como:

b

w,L’

: m m *
min (SW,DSW> < Sw,i < ma

1 <S’" S{C‘;) paracada L€ .# (5.30)
Fen(l) PeA(L) ’

~

onde A(ﬁ) representa o conjuntos de todos os volumes de controle que s@o vizinhos imediatos a
L.
A estratégia MOOD pode ser resumido como (CLAIN, 2011):

Inicializagdo do grau polinomial do volume de controle d; = d,,qx para cada Le;

Avaliacdo do grau polinomial da superficie de controle djy, utilizando o seguinte critério:

ymin  (dydg) - or
i d; ,dp
ﬁg&)( 1+dg)

diy =

Atualizar o valor reconstruido S, ; e avaliar o criterio PAD para evitar valores reconstruidos

negativos, i.e., estabelecemos SW ; = max <§W i 0> .

Atualizar a solu¢do candidato S:‘V ;> para cada L € ., utilizando a equagio (5.29).
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e O grau polinomial € decrementado d; = max (O,di — 1), e a solucao é recalculado se-
guindo os passos de 2 a 5 até satisfazer o criterio do DMP para todo volumes de controle

de #.

Entdo o procedimento iterativo para e Sﬁzl = SW’ 7 para todo Le.
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6 RESULTADOS NUMERICOS: ESCOA-
MENTO BIFASICO

6.1 Escoamento num Reservatério Altamente Heterogéneo

Este exemplo € uma versao adimensionalizada do problema de 1/4 de cinco-pogos. Neste
caso, o dominio consiste num reservatério altamente heterogéneo isotropico, em que o valor da
porosidade € irrelevante, uma vez que serve apenas para adimensionalizar a equacdo. A saturacdo
irredutivel de agua (S,;,) € a saturacdo residual de dleo (S,,) sdo dadas por S;, = S,» = 0.
A razdo de mobilidade, essencialmente a razdo de viscosidade de 6leo e dgua é dada por
M = u,/u, =4, e utilizamos a relacdo de permeabilidade relativa de Brook-Corey da forma
knw = S2 €k, = (1 —8,,). A saturago de no pogo injetor é um (S_Winj = 1), e a pressdo no poco
produtor € zero (p,r0q = 0). A injecdo e os pogos de produgdo sdo localizados na parte esquerdo

inferior e na parte superior direito da malha, respectivamente

k(x,y) — 8\/Zcos(6nx)c0s(67ry) K(xy)’) _ k(x,y)L 6.1)

Figura 30 — Malha ndo estruturada triangular com 1054 volumes de controle (esquerda) e Campo
de permeabilidade (direita)

Fonte — Produzido pelo autor utilizando o software de visualizacdo Vislt

Na figura 30 mostramos a malha ndo estruturada triangular e o campo de permeabilidade
utilizado para realizar nossos testes.

Para os métodos FOU, HOMFV e MOOD, o namero CFL adotado foi de 0.6. Como
salientado em Chueh, Secanell, Bangerth e Djilali (2010), sempre que uma fase menos viscoso
(por exemplo, d4gua) € injetada num reservatorio heterogéneo, deslocando um mais viscoso (por
exemplo, 6leo), devido a distribuicao heterogénea do campo da permeabilidade, o fluido mais

movel facilmente avanca através das zonas de alta permeabilidade formando dedos viscosos
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Figura 31 — Perfil de saturacao obtido pelo método MPFA-HD acoplado a: FOU (esquerda) e
solucdo de referencia foi obtido com o método MPFA-O/FOU

Fonte — Produzido pelo autor utilizando o software de visualizacdo Vislt

Figura 32 — Perfil de saturacdo obtido pelo método MPFA-HD acoplado a: HOMFV (esquerda)
e MOOD (dereita).

T W

Fonte — Produzido pelo autor utilizando o software de visualizagdo Vislt

(fingers), como pode ser visto nas figuras 31 e 32. Nestas figuras, pode verse claramente que o
método MOQOD acoplado ao método MPFA-HD € capaz de capturar os dedos viscosos com muita
mais precisdo que os métodos FOU e HOMFYV acoplado ao método MPFA-HD, produzindo um
perfil de saturag@o mais nitida com menos difusdo artificial em concordancia com a solugdo de
referencia, destacando as rapidas mudangas no campo da permeabilidade, que de alguma forma

estdo escondidas por o método de baixa ordem.

Na figura 33, observamos que o excesso de difusdo produzido pelos métodos propostos
acoplado ao método FOU e HOMFV provoca uma irrup¢ao de dgua bastante retardado em
comparacdo com a curva produzida pela solugdo de referencia. Em contrapartida, o nossos
métodos propostos acoplado ao método MOOD, representam a fisica do problema de maneira

mas acurada, produzindo a curvas de irrupcao de 4gua mas aproximo a curva de referencia.
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Figura 33 — Curvas de corte de 4gua no pogo produtor
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Fonte — Produzido pelo autor utilizando o software de visualizacdo Vislt

6.2 Escoamento Bifasico num Meio Homogéneo com Trés Pocos

Este problema foi originalmente apresentado por Kozdon, Mallison e Gerritsen (2011) e
foi desenhado para investigar o impacto do GOE em frente a saturacdo quando comegamos a
rodar a grade computacional. O dominio, que esta totalmente saturado com 6leo, € inicialmente
definido por um quadrado (—0.5,0.5) x (—0.5,0.5) rodado pelos seguintes dngulos definidos
com a linha horizontal: 6 =0,7/4,7/6,7x/8,7/12.

Figura 34 — Dominio computacional para um problema de trés pogos, para 60 = 0 (esquerda) e
0 = /6 (direita). A regido circular interior este me branco e o outro em cinza. O
poco superior € poco injetor, e os pocos inferiores sao produtores 1 (esquerda) e 2
(direita), adaptado de Kozdon, Mallison e Gerritsen (2011)

Fonte — Produzido pelo autor utilizando o software de visualizagdo Vislt

Em todos os casos, o dominio foi discretizado com uma malha uniforme quadrildtero
51 x 51 (ver figura 34) e o pogo de injecdo estd localizado no centro do dominio e dois po-

cos de producdo sdo colocados de forma simétrica nos pontos definidos pelas coordenadas
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(F0.3cos(m/6),—0.3sin(m/6)). A porosidade é constante em todo o dominio e o tensor de
permeabilidade é dada por K = L ou K = 1077, onde / é o segundo tensor identidade fim, de-
pendendo de se a distancia do centro do dominio € menos do que 0,48 ou maior, respectivamente.
Como apontado por Keilegavlen, Kozdon e Mallison (2010) e Kozdon, Mallison e Gerritsen
(2011), essa estratégia garante o confinamento do fluxo dentro do circulo interno. A razdo de
viscosidade entre as duas fases é dada por M = (u,/uw) = 100. Neste problema as permeabili-
dades relativas de dgua e 6leo sao definidas, respectivamente como k., = va e ko= (1- Sw)z.
A saturacdo de dgua no pogo injetor é dada por 5@” =1 e as pressdes nos pogos produtores sao
Pproa = 0. Em referéncia Keilegavlen, Kozdon e Mallison (2010) e Kozdon, Mallison e Gerritsen
(2011), o problema foi resolvido, usando o MPFA-L (AAVATSMARK, 2002) para a solu¢ao
da equagdo de pressdo e o método de FOU e um método amontante multidimensional. Nestas
referéncias, os autores indicam que a principal vantagem do sistema amontante multidimensional
usado € a reducao da biasing numérica produzido pela relativa orientacdao do fluxo e a malha
subjacente, isto €, o GOE (Grid Orientation Effect). Neste problema, de preferéncia, o perfil de
saturacdo deve ser simétrica e invaridvel com os diferentes rotacdes da malha. Neste caso, vamos
nos restringir a0 método FOU, HOFVM e MOOD apresentado.

Figura 35 — Curvas de corte de d4gua para o problema homogéneo de trés de pocos, utilizando:
método NLFV-PP/FOU (esquerda); NFLV-PP/HOMFYV (centro) e NLFV-PP/MOOD
(direita). As linhas tracejadas referem-se ao poco produtor 1 e as linhas continuas
referem-se ao pogo produtor 2
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Fonte — Produzido pelo autor utilizando o software MATLAB

Mesmo que o nosso método adotado MOOD néao sdo "verdadeiramente multidimen-
sional", do ponto de vista dos autores (KEILEGAVLEN, 2010; KOZDON, 2011; EYMARD,
2012) sobre métodos verdadeiramente multidimensional, € evidente que os perfis de saturagao
mostrado nas figuras 36 e 37 sdo substancialmente menos afetada pela orientacdo da malha
do que o método FOU mostrado na figura 38 e 39. Os perfis sdo mais simétrico para todos os
angulos da malha, veja que ndo foi mostrado os perfis obtidos pelo método HOMFYV, ja que os
perfis sdo muito parecidos ao método MOOD. Segundo nossas experiencias o perfil de saturacdo

com efeito de orientagdo mais "patoldgica"é obtido com o angulo 6 = /6 e podemos observar
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que o método FOU antecipa claramente a romper no poco produtor 2 devido aos fendmenos
GOE, além disso, o perfil de saturagdo foi bastante afeta tendo um biasing numérico ao poco
produtor 1, veja figura 35 e 38 esquerda. Como pode ser visto nas figuras 35, as curvas de
corte de dgua sdo muito estreitamente embalado para o MOOD do que para o método FOU e
ligeiramente mais estreito do que o método HOMFYV, atestando a superioridade sobre o método
FOU em todos os angulos, embora as curvas de corte de dgua obtidas com o HOMFV e o MOOD
ainda sofrem algum espalhamento, indicando que mais melhorias podem ser obtidos se adaptar
nossa metodologia para incorporar um cédlculo de fluxo verdadeiramente multidimensional no
espirito de métodos com fluxo ponderado por massa (EYMARD, 2012; LAMINE; EDWARDS,
2010; HURTADO, 2007).

Figura 36 — Perfil de saturacdo para um problema homogéneo com trés po¢os com angulo
6 = 0 (esquerdo), 8 = mr/12 (centro) e 8 = /8 (esquerda) obtido com o método,
NLFV-PP/MOOD

Fonte — Produzido pelo autor utilizando o software de visualizagdo Vislt

Figura 37 — Perfil de saturacdo para um problema homogéneo com trés pogcos com angulo
6 = /6 (esquerdo) e 8 = /4 (centro) obtido com o método NLFV-PP/MOOQOD, o
perfil da solucdo de referencia esta a esquerda da figura

Fonte — Produzido pelo autor utilizando o software de visualizacdo VisIt
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Figura 38 — Perfil de saturacdo para um problema homogéneo com trés pogcos com angulo
6 = 0 (esquerdo), 0 = m/12 (centro) e 8 = /8 (esquerda) obtido com o método,
NLFV-PP/FOU

Fonte — Produzido pelo autor utilizando o software de visualizacdo Vislt

Figura 39 — Perfil de saturacdo para um problema homogéneo com trés pocos com angulo
6 = /6 (esquerdo) e O = 1 /4 (centro) obtido com o método NLFV-PP/FOU, o
perfil da solucdo de referencia esta a esquerda da figura.

Fonte — Produzido pelo autor utilizando o software de visualizagdo Vislt
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7 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

No presente trabalho apresentamos em detalhe formulagdes de método dos volumes
finitos, com incégnitas completamente centrados nos volumes de controle. Utilizando estas
formulagdes para a solugdo de problemas de escoamento de fluidos incompressiveis em meios
porosos rigidos, heterogéneos e anisotropicos. Os modelos adotados descrevem problemas
através de um sistema de equagdes segregadas, envolvendo uma equacdo de pressdo e uma de
saturacdo, acopladas através da velocidade de Darcy. Uma estratégia tipo IMPES foi utilizada
para a solugdo sequencial dessas equacoes.

Para a resolver a equacao de pressdo, formulacdes robustas sao propostas para lidar
com tensores de permeabilidade e malhas arbitrarios. Essas formula¢des foram comparadas
com métodos classicos dos Volumes Finitos (MPFA-O e MPFA-FPS). Conforme esperado, nos
experimentos numéricos, feitos com problemas benchmark da literatura, verificou-se que todas
as formulagdes propostas, sdo capazes de produzir solucdes exatas para campos lineares de
pressdo inclusive para reservatorios com permeabilidade descontinua e alta anisotropia. Para as
formulagdes com aproximacgao de fluxo por multiplos pontos (MPFA-HD) e formulacdes nao
lineares (NLFV-PP e NLFV-DMP), taxas de convergéncia de 2% ordem no campo de pressio e
ordem superior a 1 no campo de velocidade foram obtidas, mesmo para um reservatério com
tensor de permeabilidade ortotrépico, heterogéneo e utilizando malhas distorcidas.

Na avaliacao da positividade das solu¢des em problemas com elevada razao de aniso-
tropia, conforme esperado, nenhum dos métodos classicos como MPFA-O e MPFA-FPS foram
capaz de produzir solu¢cdes mondtonas para esse problema. Embora nosso métodos propostos
como MPFA-HD e o MPFA-H foram capazes de preservar a positividade sem produzir oscilacdes
espurias. As solu¢des obtidas com o MPFA-O e MPF-FPS apresentaram campos de pressao sem
apelo fisico, que nem foram diminuindo com o refinamento da malha. No entanto, o MPFA-O
mantiveram amplitudes maiores do que as observadas para o MPFA-FPS. A aproximagao linear
da pressdo (com suporte triangular), caracteristica do MPFA-O, implica em regides em que a
pressdo ndo € interpolada e sim extrapolada. Dessa forma, é esperado que oscilagcdes espurias
ocorram para problemas com elevada razao de anisotropia e malhas que nao sao k-ortogonais
(LIPNIKOV, 2007; CHEN, 2008; EDWARDS; ZHENG, 2008).

Por outro lado, como esperado nossos métodos ndo lineares como NLFV-PP respeita a
positividade do campo de pressdo mesmo me meios altamente heterogéneos e anisotrépicos, mas
nao respeita o critério do DMP como mostrados em nossos teste numéricos, em contrapartida
o método NLFV-DMP respeita o principio de mdximo discreto mesmo em meios altamente
heterogéneos e anisotropicos.

Para discretizar a equagdo de saturacdo hiperbdlica ndo-linear, nds utilizamos um método
de alta ordem tipo MUSCL nomeado como HOMFV (CONTRERAS, 2016) com base num
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minimo de reconstrucao gradiente quadrados com uma adequada estratégia de limitacdo, a fim
de reforcar a monotonia, esta formulacao pode ser utilizada em qualquer malha poligonal, além
disso, apresentamos 0 método MOOD no contexto de simulagdo de reservatorios e comparamos o
potencial dele com o método HOMFV e o FOU. Alguns exemplos como modelo foram utilizados
para mostrar o potencial dos métodos para lidar com problemas que envolvem malhas estrutura-
das e ndo-estruturadas e meios altamente heterogéneas e anisotropicos com razao de mobilidade
moderada, estas caracteristicas sdo comuns dos reservatérios de petréleo. N6s pudemos ver uma
clara melhoria do método MOOD em nossos resultados quando comparamos os obtidos pela
nossa formulagdo contra os métodos HOMFV e o classico FOU, particularmente em termos
de resolucgdo da frente de saturacdo e na mitigacdo do GOE, envolvendo meios heterogéneos
e anisotrépicos. Finalmente, os métodos que resolvem a equacdo de pressdo acoplados aos
métodos HOMFV e MOOD produziram em geral resultados bastante aceitdveis em todas nossas
simulagdes que o método FOU. No entanto, € importante de mencionar que, mesmo quando
consideramos os métodos MPFA-HD, MPFA-H e NLFV-PP acoplado com o método FOU nao
foram tao confidveis do que os obtidos com métodos de alta ordem. No futuro préximo, preten-
demos usar a presente formulagdo juntos com um processo de adaptacdo de malha automaética
para obter maior acurdcia e menos computacional e inferior para melhorar a sua robustez usando
uma formulac@o de ordem superior num método verdadeiramente multidimensional, a fim de
minimizar ainda mais o efeito de orientacao de malha, como sugerido por (HURTADO, 2007;
LAMINE; EDWARDS, 2010; LAMINE; EDWARDS, 2013).

Finalmente, os bons resultados obtidos com as formula¢des numéricas propostas devem
motivar a realizacdo de pesquisas adicionais visando a extensao da formulacio para problemas

mais gerais. Como extensdes imediatas do nosso trabalho, podemos mencionar:

e Empregar técnicas de aproximagdo de baixa ordem tipo upwind multidimensional. Além
disso, método de alta resolucdo para o cdlculo de campo de saturacdes que sejam verdadei-
ramente multidimensionais e que, portanto, eliminem ou minimizem efeitos de orientacao

de malhas;
e Extensdo do simulador para geometrias tridimensionais;

e Implementacio de toda a formulagdo desenvolvida em computadores paralelos de memoria
distribuida a fim de simular problemas complexos em geometrias tridimensionais de grande

porte;
e Aperfeicoamento do modelo fisico, introduzindo os termos de gravidade e de capilaridade;

e Aprofundamento do estudo do efeito da orientacdo de malhas na modelagem e na simulag¢ao
de escoamentos bifdsicos em meios porosos com a metodologia apresentada no presente
trabalho;

e Implementacdo das seguintes metodologias:
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“Sequencial Implicita”: Formulacdo segregada em que, assim como a equagao de
pressdo, a equagdo de saturagdo também € resolvida de maneira implicita, permitindo a

utilizagdo de intervalos de tempo maiores;

“Totalmente implicita”: Formulacdo em que as equacdes de transporte sdo rearranjadas
de maneira que a pressao e a saturacao sio incognitas simultineas das mesmas equagdes,
permitindo a utilizacdo de intervalos de tempo que, independente da complexidade fisica

do problema, sdo limitados apenas pela precisdo da aproximacao;

e Estudar e implementar outros métodos iterativos como Newton-Krylov e que preservem
monotonicidade para melhorar a eficiencia computacional dos métos NLFV-PP e NLFV-
DMP;

e Generalizacdo do MOOD a 3-D e extensao de altissima ordem (>2), o qual necessita um

procedimento de reconstru¢do adequado;

e Num futuro préximo nds acoplaremos 0 MOOD com um “Flow Oriented Method"verdadeiramente
Multidimensional para reduzir ainda mais o GOE mesmo para fluxos com altas taxas de

mobilidade.
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APENDICE A - METODOS DOS
VOLUMES FINITOS LINEAR UTILIZANDO
PONTOS HARMONICOS (MPFA-H)

Nesta se¢do, descrevemos um método dos volumes finitos linear proposto por (GAO;
WU, 2014), este método foi proposto inicialmente para resolver numericamente problemas de
difusdo em meios heterogéneos e anisotropicos sobre malhas poligonais quaisquer. Os valores
desconhecidos sao centrados nos volumes de controle e o método baseia-se no critério de
preservacao da linearidade e no uso dos pontos de média harmdnica localizados nas superficies
de controle da heterogeneidade. O critério de preservagao da linearidade requer que a derivacdo
do método seja exata sempre que a solugdo seja uma fungao linear com tensor de difusdo seja
constante na malha computacional. O ponto chave na constru¢do deste método € a discretizagdo
do fluxo através de cada superficie de controle. N6s primeiro construimos os fluxos unilaterais
em cada célula independentemente e entao, integramos os dois fluxos unilaterais em ambos
os lados da superficie de controle para obter a expressao de fluxo tnica. O ponto harmonico
sugerido em Agélas, Eymard e Herbin (2009) é outro fator importante na constru¢ao dos fluxos
unilaterais. Usualmente, cada superficie de controle possui um ponto harmdnica associado a ele,
que permite que nossa expressao de fluxo de um lado processe um pequeno esténcil envolvendo
apenas o volume de controle em questao e os volumes de controle que t€ém uma face comum
com ela. Esta natureza facilita a implementacdo do nosso esquema em malhas poligonais nao
estruturadas.

Este método satisfaz as seguintes propriedades:

e E localmente conservativo e possui um esténcil local;
e Permite tensores cheios e lida com malhas nio estruturadas;

e Possui uma precisdo superior a primeira ordem para solucgdes lisas

De maneira similar ao método NLFV-PP, o fluxo tinico sobre a face IJ € &™ pode ser

expressa como a combinac¢do convexa dos fluxos laterais dadas nas equacdes (3.29) e (3.31)
Vg - Nig = wi 1y V- Nig = w1,V - Niy (A1)

Note que a equacdo anterior satisfaz a equacao da conservagdo local definida em (3.5).
A diferenga dos métodos ndo lineares, neste método linear os pesos w; ;; € wg ;; sdo definidos

tendo influencia somente de parametros fisicos-geométricos sem envolver as varidveis auxiliares
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Figura 40 — Representacao do esténcil para o calculo do fluxo utilizando os pontos harmdnicos:
figura esquerda € o esténcil do método MPFA-H e da direita € esténcil usando pelo
método MPFA-HD

Fonte — Produzido pelo autor

e respeitando a equacao de restricdo dada em (3.34), assim:

. (n)
Wi, = hR’UKz’U e wp,,=1—w; (A.2)
10 = 0 ) R1J = 1.1 .
hi 1Ky 1+ 1Ky 1y

onde h;j ;; € hy ;; representam as distancias ortogonais a face 1J projetadas desde os centroides
dos volumes de controle I. e R, respectivamente.
As projecOes normais dos tensores de permeabilidade K; (resp. K ) sobre a face 1J sdo denotados

(n) (n) . ~
por K. i1 (resp. K 21 ]) e dadas na seguinte equagao

Kénl)J = ﬁI,IN([:ﬁ]] € KI(?nI)J = ﬁ}—llgﬁﬁﬂ (A3)

onde 7y; é o vetor normal unitario a face 1J.

Substituindo as equagdes (3.29) e (3.31) em (3.63) e manipulando algebricamente, temos:

Vi -Nip =My ||I7|| A 17Pt — AR PR+ Z (Q)Ié,y(u)l’k,y(u) - Q)I:,y(lj)pi,y(lj)> (A.4)
Y=i,j

0s novos coeficientes 4 e D sdo expressos como segue:

A 17 = Wi <5Li(11) +&;. j(IJ)) s AR =WRi (51%,1'(1]) +8k j(IJ)) ; (A.5)

Dt iy = lejgf,,y(IJ) ¢ Dpyun = WRJJgR,y(IJ) para  y=1i,]. (A.6)

onde os parametros ‘:i,V(IJ) e ﬁﬁ,’y(u) com Y = i, j sdo dadas nas equacdes (3.30) e (3.32).
As pressodes nos vértices Pri()» PLjr)e PRi(17) © PR.j(1) sdo interpoladas utilizando a
estratégia de interpolacao através dos pontos harmonicos. Na figura 40, notamos por exemplo,
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que o esténcil de interpolacdo para obter o fluxo na superficie de controle em questdo é menor
do que o esténcil de outros métodos MPFA classicos, como o MPFA-O (AAVATSMARK, 2002),
MPFA-D (GAO; WU, 2011; CONTRERAS, 2016) ou até o nosso método MPFA-HD descrito
no capitulo 3.

Tratamento do Fluxo nas Faces de Contorno

Quando a face em questdo pertence ao contorno do dominio dQ.
Primeiramente consideramos quando a face em questdo pertence ao contorno de Dirichlet, assim

o calculo do fluxo € dada por:

Viy-Nig = V5 -Nig = Ay HﬁH A 1Pt — Z Sty PLy(i) (A7)
Y=i,J

onde 4; ;; = él:,i(l]) + éL Jan:
O fluxo no contorno de Neumann € dada pela seguinte expressao

‘_IQIJ‘NIJ:ngHﬁH (A.8)

onde gy representa o valor do fluxo prescrito na face que pertence ao contorno de Neumann.
O analise do tratamento das pressdes no contorno sdo completamente andlogos ao do
método NLFV-DMP descrito no capitulo 3.
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