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RESUMO

O objetivo deste trabalho é fornecer uma Introducao a Teoria Matematica da
Persisténcia (fraca e forte) e exibir algumas de suas aplicagdes em Epidemiologia. Aplicamos
essa Teoria em duas ocasioes: na primeira estudamos um modelo ST para uma doencga que
reduz fertilidade. O modelo é simples, mas nos permite visualizar como podemos fazer
para provar primeiro a persisténcia fraca e entdao usar resultados auxiliares para garantir a
persisténcia forte. Por outro lado, na segunda analisamos um modelo SETRS em uma
populacao dividida em compartimentos, que podem ser interpretados como varios bairros
de uma cidade, por exemplo. Para facilitar a abordagem nesse caso, apresentamos ainda
uma introducao a Analise Matricial de matrizes irredutiveis, quase positivas e o Teorema
de Perron-Frobenius, uma poderosa ferramenta em diversas areas, que garante que esses
tipos de matrizes possuem um autovalor e um autovetor especiais em um certo sentido.
Exibimos também uma introducao aos Sistemas Dindmicos, mais especificamente a Teoria
de Semifluxos, que nos fornece uma base sélida para os resultados posteriores ao longo de

todo o texto.

Palavras-chave: Modelos Epidemioldgicos. Teoria de Persisténcia. Matrizes Irredutiveis.

Matrizes Quase Positivas. Teoria de Perron-Frobenius. Teoria de Semifluxos.



ABSTRACT

The goal of this work is to provide an Introduction to the Mathematical Theory
of Persistence (weak and strong) and show a few of its applications in Epidemiology. We
apply this Theory in two occasions: in the first one we study a ST model for a fertility
reducing disease. The model is simple, but it allows us to visualize how one can prove weak
persistence at first and then use ancillary results in order to guarantee strong persistence.
On the other hand, in the second one we analyze a SEIRS model in a patchy host
population, where the patches can be interpreted as many neighborhoods in a city, for
example. To simplify our approach in this last case, we also present an introduction to
the Matrix Analysis of irreducible and quasipositive matrices and the Perron-Frobenius
Theorem, a powerful tool in many areas, which tells us that these kinds of matrices have an
eigenvalue and an eigenvector that are special in some sense. We also give an introduction
to Dynamical Systems, specifically Semiflow Theory, providing us with a solid background

for the forthcoming results throughout the text.

Keywords: Epidemic Models. Persistence Theory. Irreducible Matrices. Quasipositive

Matrices. Perron-Frobenius Theory. Semiflow Theory.
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1 INTRODUCAO

Esta é uma dissertagdo sobre Biomatematica, mais especificamente sobre Epidemiologia.
Modelos mateméaticos comecaram a ser usados para estudar doengas quando Daniel
Bernoulli formulou e resolveu um modelo para variola em 1760 com o objetivo de analisar
os efeitos da variolacao de individuos saudaveis com o virus da variola, um processo
precursor da vacinagao como a conhecemos atualmente. No entanto, a Epidemiologia
Matematica comegou a crescer apenas no século 20, especialmente a partir da metade desse
século, de modo que uma enorme variedade de modelos tém sido formulados, analisados e

aplicados a doencas infecciosas.

Costuma-se dividir as populagoes estudadas em classes epidemioldgicas. Por exem-
plo, representamos pela letra S a classe dos individuos suscetiveis a doenca, isto €, que
podem ser contaminados; pela letra E representamos individuos expostos a doenga, mas
que nao podem transmiti-la (como em uma etapa de incubagio); a letra I denota indivi-
duos infecciosos, ou seja, que podem transmitir a doenga, e finalmente a letra R denota
individuos que se recuperaram da doenca. De acordo com as caracteristicas da doenca e

com os objetivos da modelagem, os modelos sao batizados de acordo com as classes que
ele envolve, como SI, SIR, SEIR, etc.

Nesse trabalho apresentamos dois modelos. O primeiro, mais simples, aparece no
final do Capitulo 2 e considera apenas as classes dos suscetiveis e dos infecciosos, sendo
portanto do tipo SI. Para tornar a andlise mais interessante, acrescentamos um fator
de reducao de fertilidade, de modo que o modelo possa representar uma doenga como a
Clamidia. Entretanto, nosso principal trabalho estd no Capitulo 4, onde estudamos um
modelo SETRS (isso significa que os individuos podem voltar a se tornar suscetiveis apés
a recuperacao). O diferencial deste modelo é que além de dividirmos a populagao em
classes epidemiologicas, também a dividimos em compartimentos, que podem representar
bairros de uma cidade, por exemplo, e estudamos a dindmica da doen¢a em cada um dos

compartimentos.

Dessa forma, se tivermos n compartimentos na populacao, o sistema de equacoes
diferenciais que determina a evolucao temporal da doenca tem 4n equagoes, portanto
¢é necessario fazer uma analise matricial do problema. Essa analise é feita no Capitulo
3, introduzindo os conceitos de matrizes irredutiveis, quase positivas e algumas de suas
propriedades, como o importantissimo Teorema de Perron-Frobenius. Essa Teoria fornece
uma poderosa ferramenta, que é utilizada ao longo de todo o Capitulo 4 no estudo do

nosso modelo.

As perguntas que fazemos sobre os modelos sdo, por exemplo, se a populagao de
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hospedeiros ou a doenga serao extintos. Uma boa forma de responder a essas perguntas é
usando a Teoria de Persisténcia Populacional, que pode estabelecer uma cota inferior para
o valor a longo prazo de um componente de um sistema dinamico, como a populagao total
ou o total de individuos infecciosos, que seja independente de condic¢oes iniciais. Apos uma
revisao de fatos de Sistemas Dindmicos feita no Capitulo 1, a formulagao desta Teoria é
feita no inicio do Capitulo 2, onde mostramos dois tipos de persisténcia, fraca e forte, e

como obter persisténcia forte uma vez que a persisténcia fraca ja tenha sido garantida.

Seguimos, principalmente, o material exposto em (THIEME, 2010) e (THIEME,
2003). Uma 6tima introdugdo a Epidemiologia Matemética pode ser encontrada em
(HETHCOTE, 2000).
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2 SEMIFLUXOS E ATRATORES COMPAC-
TOS EM ESPACOS METRICOS

Neste capitulo apresentamos as bases para os capitulos seguintes. Na primeira secao,
faremos uma introducao sobre semifluxos, tema constante ao longo de todo o texto,
com excecao do Capitulo 3. Apresentaremos alguns conceitos também vistos na teoria
de Equagoes Diferenciais Ordindrias como conjuntos (positivamente e negativamente)
invariantes, trajetorias totais e equilibrios. Na segunda secao abordaremos o conceito de
atratores de conjuntos, em particular de atratores compactos. Para tanto, introduziremos

os conceitos de conjunto w-limite e de compacidade assintética de uma funcao.

Para este Capitulo, seguimos principalmente (THIEME, 2010), (HALE, 1980) e
(MUNKRES, 2000).

2.1 Semifluxos

Definigao 2.1. Diremos que J C [0,00) € um conjunto de tempo se J tiver as sequintes

propriedades:

(i) 0e J,1eJ;
(ii) s,t € J=s+teJ;

(iii) s,t € Js<t=t—se€J.

Diremos ainda que J € fechado se for um subconjunto fechado de [0, 00).

Proposicao 2.2. Se J for fechado, entao J = [0,00) ou J ={m/n:m € Z,} para algum
n € N.

Demonstragio. Seja h = inf{t € J : t > 0}. Se h = 0, entao existe uma sequéncia

(a;) € JN(0,00) com lim; ,o a; = 0. Com isso, dado € > 0, existe k € N tal que

ap < € (2.1.1)

Assim, dado x € R, pela propriedade arquimediana existe m € N tal que

(m—1)ag < x < may, (2.1.2)
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Podemos reescrever (2.1.2) como may — ar < x < max = (m — 1)ag + a,. Mas
entdo (2.1.1) e (2.1.2) nos dao

r—e<map<T+e (2.1.3)

Como J é conjunto de tempo e a; € J, temos que may = ay + ...ax € J, o que
—_——

m vezes
mostra que J é denso em R,. Como J é fechado, segue que J = R,.

Suponha agora que h > 0, de modo que J ={t € J : t > 0}. Como J é fechado,
temos h € J, logo hZ, = {mh :m € Z, } C J. Se existisse v € J \ (hZ,), novamente a

propriedade arquimediana nos fornece m € Z, tal que
(m—1)h <x <mh (2.1.4)
Observe que as duas desigualdades sdo estritas visto que = ¢ hZ, . Assim, terfamos

0<mh—x<mh—(m-—1)h=h.

Ora, isso contraria a minimalidade de h, pois mh — x € J. Logo, J = hZ,. Como 1 € J,

existe n € N tal que 1 = hn, ouseja, h =1/ne J = {m/n:m € Z,}, como queriamos. [

Os dois tipos mais comuns de conjuntos de tempo sao R, e Z,. Qualquer que
seja o conjunto de tempo J, temos Zy C JemJ = {mj:j € J} C J para todo m € N.

Vamos agora definir o principal objeto deste capitulo.

Defini¢ao 2.3. Seja J um conjunto de tempo e X # 0. Entio ® : J x X — X ¢ um

semifluro (global auténomo) se

(i) ®(0,z) = x, para todo v € X;
(ii) ®(t+ s,x) = @(t,@(s,x)), para todos t,s € J ex € X.
X serd chamado de espago de fase (ou espaco de estado) do semifluzo.

Seja &' = f(x) uma EDO auténoma, onde f é um campo localmente lipschitziano.

Se x = z(t) é uma solu¢ao do PVI

{ ¢ = fl)
z(0) = 1z

entao O (¢, xg) = x(t) é um semifluxo. Com efeito, ®(0, zy) = z( por defini¢ao. Além disso,

fixado s € Ry, ®(t + s,29) = x(t + s) = y(t) é solugdo do PVI
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y(0) = a(s)

Por outro lado, (ID(t, (s, x0)> é solucao de

{ vy = fy)

{ y = fly)
y(0) = P(s,m) = x(s)

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, concluimos que ®(t+s, z9) = ® (t, (s, x0))

para todos t,s € Ry e xp € X.

Observe também que, para cada t € J fixado, obtemos uma fungao &, : X — X
dada por ®4(x) = ®(¢,z). Em termos dessas fungoes, as propriedades de semifluxo podem

ser escritas como

(i) &g = identidade de X;
(11) (I)t+s = (I)t o} ®S'

Definicao 2.4. Seja X um espago métrico, com métricad, e ® : Jx X — X um semifluzo.

(i) ® € continuo em estado se @, for continuo para todot € J;

(i) ® é continuo em estado, uniformemente em tempo finito se, Yo € X, ¥Vt € J e
Ve > 0 existir 0 > 0 tal que d(y,x) <6, s € [0,t]NJ = d(@(s,y),@(s,x)) < €

(iii) ® é continuo no tempo se Vo € X, ®,.(t) = ®(t,x) for continua;

(iv) ® € continuo se for uma aplicagio continua de J x X (com a topologia produto) em
X;
(v) @ € discreto se J =7 ;

Teorema 2.5. Sejam J um conjunto de tempo fechado e X um espago métrico.

(i) Todo semifluzo continuo é continuo em estado, uniformemente em tempo finito.

(ii) Todo semifluxo continuo em estado, uniformemente em tempo finito e continuo no

tempo € continuo.

(iii) Seja ® um semifluxo discreto tal que ®1 € continuo. Entdo ® é continuo.
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Demonstra¢io. Comegamos provando (i). Seja @ : J x X — X um semifluxo continuo
e suponha que a afirmacao ¢é falsa, ou seja, que existem z € X, t € J e € > 0 tais que,
vV > 0, existam s € [0,¢]NJ ey € X com d(z,y) < d e d(@(s,x),@(s,y)) > e. Tomando
d =1/n, n € N, obtemos sequéncias (s,) C [0,t]NJ e (y,) C X tais que, para todo n € N,

d(z,yn) < 1/n (2.1.5)

d(D(5n,yn), D(50, 7)) > € (2.1.6)

Como J é fechado, temos que [0,t] N'J é um subconjunto fechado do compacto
0, t], portanto [0,¢] N J é compacto. Logo, (s,) tem uma subsequéncia (s,,) que converge
para algum s € [0,t] N J. Além disso, (2.1.5) nos diz que y,, — x. Em particular, y,, — z,

logo (Sn,, Yn,) — (8, 7). Pela continuidade de @, concluimos que

d(@(snk,ynk), Q)(snk,x)> — 0 (2.1.7)

Pelo mesmo motivo, também obtemos

d(@(snk,x),q)(s,x)) —0 (2.1.8)

Assim, a desigualdade triangular nos fornece

A(D(5n, Y, ), D5y, 7)) < AP (50, Uny), B(5, 7)) + d(D(sn,,7), B(s,7))  (2.1.9)

Dai, (2.1.7) e (2.1.8) implicam d(@(snk,ynk),(b(snk,x)) — 0, mas isso contraria
(2.1.6).

Para (ii), seja ((t,,z,)) uma sequéncia em J x X. Como X é um espago métrico,
J x X também é, logo basta mostrar que, se (t,,x,) — (t,z), entao ®(t,,z,) — P(t, ).
Para tanto, considere € > 0 fixado.

Sejam 7y, m : J X X — X as projecoes na primeira e na segunda coordenadas,

respectivamente. Como J x X tem a topologia produto, m; e w3 sdo continuas, logo

ty = T1(tn, Tp) 2 m(t,x) =t (2.1.10)
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Ty = To(tn, Tp) > To(t,x) = @ (2.1.11)

Por (2.1.10), (t,) é convergente, logo ¢ limitada. Assim, existe 7" > 0 tal que
t, < T para todo n. Como J é ilimitado (pois contém os naturais), entdo nao ha perda de

generalidades em supor que T € J.

Como @ é continuo em estado, uniformemente em tempo finito, existe o > 0 tal
que d(y,z) < 0 = d(@(tn, Y), @(tn,x)> < €/2. Por outro lado, de (2.1.11) podemos obter
Ny e Ntal que n > Ny = d(z,,x) < = d(@(tn,xn), @(tn,m)) < €/2.

® também é continua no tempo, logo ®,.(t) = ®(¢, z) é continua. Assim, &(t,,x) —
®(t, z), portanto existe Ny € N tal que n > Ny = d(CD(tn,x),CD(t,x)) < €/2. Entao, se
n > N = max{Ny, Ny}, temos

A(O(tn,2,), @(t, 7)) < d(D(tn,3,), B(tn, 7)) + d(D(tn, ), (L, )
< 5+3

e E’

como queriamos. Finalmente, em (iii) temos ® discreto, logo J = Z, e ®,(t) é continua
para todo t € J (dado € > 0, tome 6 = 1/2, por exemplo), logo ® é continua no tempo.

Além disso, @ ¢é a identidade em X, logo é trivialmente continua, e dado m € Z, , temos

(Dm:(plo...oq)l (2112)
—_——

m vezes

Como ®; é continua (por hipétese), concluimos que ®,, é continua para todo m.
Dados z € X, m € Z, e e > 0, para todo n € {0,1,...,m} existe §, > 0 tal que

d(y, ) < 6, = d(®(n,y), (n,2)) < ¢ (2.1.13)

Seja 6 = min{dp, d1,...,0m}. Entdo d(y,z) < § implica d(y,z) < 4§, para todo
n € {0,1,...,m}, logo d((I)(n, y), (n, x)) < e para todos n € [0, m|NZ., mas isso significa

que ® é continuo em estado, uniformemente em tempo finito. Por (ii), ® é continuo. [

Definigao 2.6. Seja @ : J x X — X um semifluro e K C X, K # (.
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(i) K é dito positivamente invariante se ®,(K) C K para todot € J;
(i) K é dito negativamente invariante se K C ®,(K) para todo t € J;

(iii) K € invariante se ®(K) = K para todo t € J, ou seja, K € positivamente e

negativamente invariante;

(iv) K € minimal se for fechado e invariante, e se K ndo contiver nenhum subconjunto

proprio ndao-vazio com essas duas propriedades.

Note que se K for positivamente invariante, entdo ®(K) também é, para todo
s € J. Com efeito, dado t € J, temos

DU®,(K)) = o, (K)
= Oup(K)
= Dyp(K)
= &, 0®(K)
= O (P(K))
C O (K),

ja que ®,(K) C K para todo t € J. E claro que um resultado analogo vale se K for

negativamente invariante.

Proposicao 2.7. Seja @ : J x X — X um semifluxo continuo em estado. Entao:

(i) Se K ¢ positivamente invariante, entdo K é positivamente invariante;

(ii) Se K é negativamente invariante e K é compacto, entdo K ¢é negativamente invari-

ante.

Demonstragio. Sejam t € J fixado e a € ®(K). Existe z € K tal que a = ®4(z). Seja
(z;) C K uma sequéncia tal que limz; = x. Como @, é continua, temos lim ®,(z;) =
P, (x) = a. Mas ®,(x;) € K, pois K é positivamente invariante. Assim, « é limite de uma

sequéncia de pontos em K, portanto a € K, o que prova (i).

Para (ii), sejam t € J e z € K. Existe sequéncia (x;) C K tal que limz; = 2. Como

K é negativamente invariante, z; € ®,(K) C ®,(K), de modo que (z;) é uma sequéncia
de pontos em ®;(K) cujo limite é z. Por hip6tese, ®; é continua e K é compacto, logo

®,(K) é compacto, portanto x € ®,(K), o que completa a demonstragao. ]
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Na demonstracao do Teorema a seguir precisaremos de um Lema de Topologia,
cuja demonstracao pode ser encontrada em (MUNKRES, 2000).

Definicao 2.8. Uma colecao C' de subconjuntos de X tem a propriedade das interse-
¢oes finitas se, para toda subcolegio finita {C1,...,C,} de C, a intersecio C1N...NC,

for nao-vazia.

Lema 2.9. Seja X um espago topologico. Sao equivalentes:

(i) X é compacto;

(ii) Se C' é uma colecao de fechados de X com a propriedade das intersegoes finitas,

entao a intersecao (\C' de todos os elementos de C' é nao-vazia.

Teorema 2.10. Seja ¢ : J x X — X continuo em estado e seja K C X compacto e

positivamente invariante. Entdo K contém um conjunto minimal compacto K.

Demonstragao. Seja
F={ACK:A#( écompacto e positivamente invariante}

Definamos uma ordem parcial em F pondo A; < Ay <& Ay C A;. Seja C' uma cadeia em

F'. Mostremos que M = N C é uma cota superior para C' em F. Observe que:

e (' éuma colecao de fechados de K. Como C' é totalmente ordenado, entao a intersecao
de qualquer quantidade finita de elementos de C' é nao-vazia, de modo que C' tem a

propriedade das intersegoes finitas. Como K é compacto, o Lema 2.9 garante que

M # 0;

e Por ser intersecao de fechados, M ¢é fechado. Como M C K e K é compacto,

concluimos que M é compacto;

« Seja A e C. Entao M C A, logo (M) C ®,(A) C A, ja que todo elemento de C' ¢
positivamente invariante. Como A € C foi arbitrario, temos ®,(M) C NC = M, e

M ¢ positivamente invariante.

Assim, M € F', e toda cadeia em F' tem cota superior. Pelo Lema de Zorn, F' tem
um elemento maximal K. Vamos mostrar que Ky ¢ um conjunto minimal para . Para
isso, ainda falta mostrar que Ky ¢ invariante. Como K ¢é positivamente invariante, temos
¢, (Ky) C Ky para todo t € J. Mas ®,(Kj) é ndo-vazio, compacto (pois ®; é continua e Ky
compacto) e positivamente invariante, logo ®,(Ky) € F e Ky < ®4(Kj). Pela maximalidade
de Ky com relagao a esta ordem, isso s6 é possivel se ®,(K,) = K, para todo t € J, ou

seja, Ky tem que ser invariante.
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Assim, seja K| C Ky nao-vazio, fechado e invariante. Temos que K; é compacto,
pois Ky o é, e positivamente invariante, logo K7 € F. Se K; # K, terfamos Ky < K, um

absurdo pela maximalidade de Kj. Logo, Ky ¢ um conjunto minimal para ®. O
Definicao 2.11. Uma fungio ¢ : JU (—=J) — X é uma trajetoria total (de ) se

®(t, ¢(s)) = o(t + s)

para todos t € J,s € JU(=J). Sety € J e xyg € X sao tais que ¢(ty) = xo, diremos
que ¢ € uma trajetoria total passando por (tg, xg). A imagem de uma trajetoria total serd

chamada de orbita total.

No caso de um semifluxo induzido por uma EDO auténoma z’ = f(x) uma trajetoria
total passando por (tg, z9) nada mais é que uma solucao que satisfaz x(ty) = zo. Para

simplificar a notacio, escreveremos J = J U (—J).

Proposicdo 2.12. Orbitas totais sio invariantes.

Demonstracdo. Seja ¢ : J — X uma trajetoria total do semifluxo ® : J x X — X.
Ponha M = (b(j) e, fixado t € J, seja x € P, (M). Existe y = ¢(s) € M tal que
z = ®,(y) = (t,(s)) = ¢(t + s) € M. Por outro lado, se - € M, entdo existe s € J tal
que x = @(s) = p(t+s—1t) = P(t,p(s—t)) = P(d(s —t)) € & (M). Como t foi arbitrario,

M é invariante. [

Teorema 2.13. K C X € invariante se, e somente se, para todo xo € K existir uma

trajetoria total passando por (0,xq) com valores em K.

Demonstracio. Seja x € K e suponha que existe uma trajetéria total ¢ com valores em
K tal que ¢(0) = z. Seja M = ¢(j) Pela proposicao anterior, M é invariante, logo
reM=o,(M)C P(K), ja que M C K. Por outro lado, se y € ®,(K), entdo existe
r € K com
y = By(x) = B(6(0)) = 6(t) € M C K.

Logo, K ¢é invariante.

Reciprocamente, suponha que ®,(K) = K para todo t € J e seja xo € K. Existe
x_y1 € K tal que ®;(x_1) = xy. Analogamente, existe z_y € K tal que ®1(z_2) = z_;.

Repetindo o processo, obtemos uma sequéncia (z_,) C K tal que ®1(z,—1) = x_,,. Além

disso, se k € Z, for tal que m > k, temos

Basta notar que ®o(z_,,) = x_p, € que Py (z_,,) = P10+ 0 Dy(z_,,). Afirmamos

k vezes
que, para todo t € j, existem k € Z, e r € J tais que t = —k 4+ r. Com efeito, se t € J,
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basta tomar k = 0 er =t. Set € (—J), seja m o maior inteiro ndo-negativo tal que
m < —t. Como J é conjunto de tempo, temos —t —m = s € J. Pela maximalidade de m,

devemos ter s < 1, logo 1 — s € J. Dali,

t=—-m—-s=—(m+1)+(1—ys).
—_—— ——
k€Z+ reJ

Dessa forma, definamos ¢(t) = ®,(x_x), onde t = —k +r, com k € Z, er € J.
Note que ¢(t) € K para todo t, ja que z_j, € K e K é invariante. Precisamos mostrar
que ¢ esta bem definida. Suponha que t = —k+r=—m+s,com k,m €€ Z, er,s € J.
Suponha, sem perda de generalidades, que m < k. Entao, temos k —m =r —s € Z,.

Assim,

q)r(x—k) =

por (2.1.14), ja que k > k —m.

Falta apenas mostrar que ¢ é uma trajetéria total passando por (0, zy). Seja t € J.

Escolha k € Z, e r € J tais que t = —k + r. Entao, dado s € J, temos

d(s+t) = o(s+r—k)
= D (v 4)
= 0, (®r(v4))
= Du(o(t)).

Finalmente, como 0 = 040, temos ¢(0) = ®y(zo) = xo, logo ¢ passa por (0, xq). O

Corolario 2.14. Todo conjunto minimal compacto K de um semifluzo ® continuo em

estado é o fecho de alguma orbita total.

Demonstracao. Como K é invariante, existe uma Obita total contida em K pelo Teorema
anterior. O fecho dessa dérbita total é nao-vazio, fechado, positivamente invariante pela
Proposicao 2.7 e esta contido em K, ja que K ¢é compacto, logo ¢ igual a K, pois K ¢

minimal. O
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A reciproca, em geral, é falsa! Considere uma trajetéria total ligando dois pontos
de equilibrio. A érbita total correspondente é compacta e invariante, mas se = for um dos
pontos de equilibrio entao a 6rbita constante em x também é fechada, invariante e esta

contida propriamente na anterior que, portanto, nao ¢ minimal.

Definicao 2.15.

e Um ponto x* € X é um ponto fixo ou ponto de equilibrio do semifluzo ® se O, (z*) =

x* para todo t € J.

e Uma trajetoria total ¢ € dita periddica, com periodo p, se ¢(t + p) = ¢(t) para todo
teJe o(t) nao é ponto de equilibrio para todo t € J. A érbita de uma trajetoria

periodica € chamada de orbita periodica.

Se z* é ponto de equilibrio, entdao ¢(t) = x* para todo t € J define uma trajetoria
total constante. Pontos de equilibrio e érbitas periddicas sao os exemplos mais comuns de

conjuntos minimais compactos.

2.2 Atratores Compactos

Comecemos a secao definindo alguns conceitos auxiliares.

Definicao 2.16.
e Sejam ) # B C X ex € X. A distancia de v a B € definida por
d(xz,B) = inf{d(z,y) : y € B}.
e Sejam A,B C X, com A, B # (. A distancia de A a B serd definida por
d(A, B) = sup{d(z,B) : x € A}.
e Dado () # B C X, a e-vizinhanca de B é o conjunto

U(B) ={z € X :d(z, B) < €¢}.

Para simplificar a notacdo no que vem a seguir, denotaremos por .J, o conjunto

J N [r,4o00].

Definigao 2.17. Seja {Yi}ies uma familia de subconjuntos de X.
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e Diremos que Y; converge para Y, o que denotaremos por Y, — Y, se para todo aberto
Ude X comY CU existirr € J tal que Yy C U para todo t € J,.

e Diremos que {Y;} € atraido porY (quando t — o) se, para todo € > 0, existirr € J
tal que Yy C U(Y') para todo t € J,.

Vejamos algumas propriedades:

Lema 2.18. Se () # B C X ex,y € X, entdo |d(z, B) — d(y, B)| < d(z,y).
Demonstracao. Seja § € B. Entao
d(z, B) < d(x, 5) < d(x,y) +d(y, §).
Passando para o outro lado, obtemos
d(z, B) = d(x,y) < d(y, 5).

Como [ € B foi arbitrario, temos d(z, B) — d(z,y) < d(y, B), logo d(z, B) — d(y, B) <
d(x,y). Trocando os papeis de x e y obtemos d(y, B) — d(z, B) < d(z,y), portanto

Observe que essa distancia entre conjuntos ndo é simétrica. Se considerarmos A
contido propriamente em B, entdo teremos d(A, B) = 0, mas d(B, A) > 0. Ainda assim,

vale a desigualdade triangular:

Lema 2.19. Sejam A, B,C C X nao-vazios. Entao d(A, B) < d(A,C) +d(C, B).

Demonstragio. Se d(C, B) = oo, o resultado é trivial. Suponha entao que d(C, B) < 0o e
sejam x € A e y € C. Pelo lema anterior, temos |d(z, B) — d(y, B)| < d(x,y), logo

d(xz,B) <d(y,B) +d(z,y) < d(C,B) +d(z,y).
Como d(C, B) < oo, podemos subtrai-lo, obtendo
d(x,B) —d(C,B) < d(z,y).
Como y foi arbitrario, concluimos que

d(z, B) — d(C, B)

IN

d(z,C)
< d(A, Q).

Dal, d(x, B) < d(A,C) +d(C, B) para todo x € A, logo d(A, B) < d(A,C)+d(C,B). O
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Observe que as e-vizinhangas sao conjuntos abertos. Com efeito, se x € U (Y),
entdo d(z,Y) < e. Seja r = d(x,Y’). Mostremos que a bola aberta B._,.(z) C U/(Y). Dado
a € Be_,(x), temos |d(c,Y) — d(z,Y)| < d(a, ), pelo lema 2.18. Logo, |d(a,Y) — r| <
d(a,x) < € —r, portanto —e +r < d(a,Y) —r < € —r. Em particular, d(«,Y) < e,
logo a € U.(Y). Com isso, concluimos que se Y; — Y, entao Y; é atraido por Y (quando

t — 00).

Note também que {Y;} ¢é atraida por Y se e somente se d(Y;, Y') — 0. Com efeito, se
{Y;} é atraida por Y, dado € > 0, existe r € J tal que Y; C U2(Y) se t € J,. Nesse caso,
se a € Yy, entao d(o,Y) < €/2,logo d(V;,Y) <€/2 < eset € J., portanto d(Y;,Y) — 0.
Reciprocamente, dado € > 0, existe r € J tal que d(Y;,Y) < eset € J.. Logo, se a € Y},
temos d(,Y) < d(Y;,Y) <eset € J,, ouseja, Y, CU(Y) set € J, e {Y;} é atraida por
Y.

Nossa proxima proposicao relaciona os conceitos acima. Para demonstréa-la, necessi-
taremos de dois resultados auxiliares, o primeiro dos quais é um conhecido resultado de
Topologia. Ele afirma que dados um ponto x e um compacto K em um espago métrico,

existe um ponto em K que realiza a distancia de x a K.

Lema 2.20. Sejam K C X um compacto nao-vazio e x € X. Entao existe y € K tal que
d(z,y) = d(z, K).

Demonstragdo. Por definigdo, d(z, K) = inf{d(z,y) : y € K}. Assim, existe uma sequéncia
(yn) em K tal que d(z,y,) — d(z,K). Como K é compacto, apds escolhermos uma
subsequéncia teremos y, — y € K. Assim, (z,y,) — (x,y) e portanto d(x,y,) — d(x,y) =

d(z, K) por continuidade e por unicidade do limite. H

O segundo resultado auxiliar também ¢ um resultado de Topologia, e estd demons-

trado a seguir.

Lema 2.21. Se K C X € compacto e F C X € fechado, com K N F = (), entdo existe
e>0 tal que U(K)NF = 0.

Demonstra¢io. Suponha que nao. Assim, para cada n € N, obtemos y, € Uy/,(K) N F.
Isso nos fornece d(y,, K) < 1/n e y, € F para todo n € N. Como K é compacto, o lema
anterior garante que existe uma sequéncia (z,) em K tal que d(y,,z,) = d(y,, K) < 1/n.
Ainda pela compacidade de K, podemos escolher uma subsequéncia tal que z,, - x € K.

Dai, usando os mesmos indices para escolher uma subsequéncia de y,, temos
d(Yn, ) < d(Yn, Tn) + d(zn, ) — 0,

ou seja, y, — x. Como (y,) estd no fechado F, temos também z € F'; um absurdo pois
KNF=40. O
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Agora vamos a proposicao, que relaciona os conceitos de atracao e convergéncia de

conjuntos com as nocgoes de distancia do inicio desta secao.

Proposigao 2.22. Sejam {Y;}ies uma familia de subconjuntos ndao-vazios de X e () #
Y C X. Entao:

(i) se Yy =Y, entao d(Y;,Y) — 0;
(i) se'Y é compacto e d(Y;,Y) — 0, entao Y; — Y;

(iii) seY ¢é aberto, entao Y; — Y se e somente se existirr € J tal que Y; CY set € J,..

Demonstragio. Para o item (i), j& vimos que U.(Y') é aberto, logo Y; — Y garante que
{Y;} é atraida por Y, e portato d(Y;,Y) — 0.

Para (ii), sejam U um aberto de X, com Y C U, e considere K =Y e F'= X\ U.
Pelo lema acima, existe € > 0 tal que U (Y) N F = 0, ou seja, U(Y) C U. Como vimos,
d(Y:,Y) — 0 equivale a {Y;} ser atraido por Y, logo existe r € J tal que Y; C U(Y) C U
se t € J., o que garante que Y; — Y.

No item (i7i), como Y é um aberto contendo Y, existe r € J tal que Y; C Y se
t € J.. Reciprocamente, seja U um aberto contendo Y. Por hipétese, existe r € J tal que
te J, =Y, CY CU,portanto Y; — Y. O

Observagao 2.23. Se Y fosse apenas fechado em (ii), o resultado poderia ser falso. Por
exemplo, considere Y =N e Y, = {n+1/n}. Entao d(Y,,Y) < 1/n, mas Y, nao converge

para N. Com efeito, considere o aberto

1 1

2
neN n

Temos NC U, mas Y, ¢ U sen > 2.

A proxima definicdo condensa os resultados e defini¢oes do inicio desta secao para

o contexto de semifluxos.

Definigao 2.24. Sejam J um conjunto de tempo e ® : J x X — X um semifluxo.

(i) Diremos que K C X atrai um conjunto M C X se K # 0 e d(®,(M),K) — 0.

Diremos também que M € atraido por K.

(i) K é um atrator de M se for invariante e atrair M. Se além disso K for compacto,

diremos que € um atrator compacto.

Provemos mais um lemas:
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Lema 2.25. Sejam K, M C X. Sao equivalentes:

(i) K atrai M.
(i7) d(P¢(x), K) — 0 uniformemente para x € M.
(1it) Se (t;) € uma sequéncia em J com t; — 0o e (x;) € uma sequéncia em M, entdo

d(®(t;,z;), K) — 0.

Demonstragao. (i) = (ii) Dado € > 0, existe r € J tal que ®(M) C U(K) se t € J,.
Se x € M, entao ®(x) € &,(M), logo ®(z) € U(K) se t € J,. Assim, t € J, implica
d(®:(z), K) < e para todo x € M, mostrando que d(®;(x), K) — 0 uniformemente para
reM.

(77) = (4i1) Dado € > 0, existe r € J tal que t € J, = d(®,(z;), K) < € para todo
J € N. Como t; — oo, existe jo € N tal que t; > r se j > jy. Assim, se j > jy, temos
tj € Jyp, logo d(®(t;,z,), K) < €, mostrando que d(®(t;,x;), K) — 0.

(i7i) = (7) Queremos mostrar que d(P;(K), M) — 0, o que equivale a mostrar que,
dado € > 0, existe r € J tal que (M) C U.(K) se t € J.. Suponha que ndo. Entao existe
e > 0 tal que, para todo r € J existem ¢t € J, e x € M com ®(x) ¢ U(K). Fazendo r
percorrer os naturais, obtemos sequéncias (t;) em J e (x;) em M tais que t; € J; (logo
t; > j, portanto t; — o0) e d(®(t;,z;), K) > € para todo j € N, um absurdo. Logo, K
atrai M. O

Definicao 2.26. O conjunto w-limite de M C X ¢é

w(M) = (], x M),

teJ

com Jy = J N [t,00).

O lema abaixo fornece um critério mais pratico para determinar quando vale

x € w(M) para algum z € X.

Lema 2.27. Um elemento x € X satisfaz x € w(M) se, e somente se existirem sequéncias

(t;) em J, comt; — oo, e (x;) em M tais que ®(t;,z;) — .

Demonstragio. Suponha que z € w(M). Entao z € ®(J; x M) para todo j € J. Em
particular, x € ®(J; x M) para todo j € N. Assim, para cada j € N, existe uma sequéncia
(a) em ®(J; x M) com al, — z quando n — co. Dessa forma, para cada j € N existe
N; € N tal que d(agvj,:v) < 1/j. Ponha z; = agvj. Entdo z; — = quando j — oo e
z; € ®(J; x M) para todo j € N. Assim, z; = ®(¢;,x;), com t; € J; C J (em particular,
t; > j, logo t; — o0), (x;) em M e d(P(t;,x;),r) < 1/j para todo j, donde segue que
@(tj, iL‘j) — X.
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Reciprocamente, suponha que existam sequéncias (¢;) em J e (z;) em M com
t; > o0 e ®(tj,z;) = x. Dado t € J, existe jo € N tal que t; € J; se j > jo. Assim, existe
uma sequéncia s; =t € J; tal que ®(s;,z;) — x. Como (s;,x;) € J, x M, concluimos

que z € ®(J, x M). Como t foi arbitrario, segue que = € w(M). O

Definicao 2.28. Sejam J um conjunto de tempo, ® : J x X — X wuma fungio e M C X.
Diremos que ® é assintoticamente compacta em M se para quaisquer sequéncias (t;) em J

com t; — oo e (x;) em M a sequéncia (®(t;, x;)) tiver uma subsequéncia convergente.

Como indicam o ultimo lema e a definicdo acima, os conceitos de conjunto w-limite
e de fungao assintoticamente compacta em um conjunto parecem estar relacionados. Os

proximos resultados nos ajudam a entender melhor essa relacao.

Proposicao 2.29. Sejam J um conjunto de tempo, ® : J x X — X wma fungdo (nao

necessariamente um semifluzo) e M C X. Sdo equivalentes:

(i) ® € assintoticamente compacto em M.

(7i) w(M) é nao-vazio, compacto e atrai M.

Demonstragio. (i) = (ii) Comecemos mostrando que w(M) # (. Como M # (), escolha
x € M e considere a sequéncia (®(k, x)), com k € N. Como ® ¢ assintoticamente compacto
em M, existe uma subsequéncia convergente, cujo limite pertence a w(M) pelo lema

anterior.

Agora mostramos que w(M) é compacto. Seja (z;) uma sequéncia em w(M).
Novamente o lema anterior garante que, para cada k € N, existem sequéncias (tf) em
J e (z§) em M satisfazendo ¢ 2 e (L5, xh) 2% 2. Dessa forma, para todo k
existe jr € N tal que j > jj, implica d(®(t}, 2¥), 2,) < 1/k. Note ainda que existe jj, € N

koth} ey :xfk. Entao t, € J, tp, > k e

tal que t;‘? >k se j > j.. Tome t;, = max{tjk, il

d(D(tg, xx), zx) < 1/k para todo k € N.

Agora note que t; — oo, logo escolhendo subsequéncias temos ®(tx, xx) — x, logo
2, — x também. Pelo lema anterior, x € w(M), e entdo z;, tem uma subsequéncia que

converge para um elemento de w(M), que portanto é compacto.

Finalmente, mostramos que w(M) atrai M. Suponha que nao. Entao o lema 2.25
garante que existem sequéncias (¢;) em X com ¢; — oo e (z;) em M, bem como um € > 0

tais que para todo j € N existe n; > j com

d(D(ty,, 2., w(M)) > €.

[sso nos permite obter uma subsequéncia (s;) de (t;) e uma subsequéncia (yx) de (zy) tais

que para todo k € N tenhamos

d(®(sk, yn), w(M)) = €.
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Como @ é assintoticamente compacto em M, podemos escolher uma subsequéncia
tal que (s, yr) — 2z € X, portanto temos d(P(sg, yr), 2) < € para todo n suficientemente

grande. Pelo lema anterior, z € w(M), logo

d(P(s5k,Yk), 2) = d(P(sk, i), w(M)) > €

para todo n. Essa contradi¢ao prova que w(M) atrai M.

(i1) = (i) Sejam J > t; — 0o e (z;) em M. Novamente o lema 2.25 garante que
d(®(tj,zj),w(M)) — 0.
Seja z; € w(M) tal que
d(D(t), 25), z) = d(@(t;, 25),w(M)) — 0,

como no lema 2.20. Como K é compacto, passando a uma subsequéncia obtemos z, —
z € K, logo também passando a uma subsequéncia temos ® (¢, xy) — z, provando que P

¢é assintoticamente compacto em M. ]

Teorema 2.30. Sejam ® : J x X — X um semifluzo continuo em estado e ) # M C X.
Entao:

(i) w(M) é positivamente invariante.

(i) Se @ for assintoticamente compacto em M, entdo w(M) é um atrator compacto de

M.

Demonstra¢io. Comecemos mostrando que w(M) é positivamente invariante. Para isso,
sejam © € w(M) e t € J. Existem sequéncias J 3 t; — oo e (z;) em M tais que
®(t;,x;) — x. Dessa forma, pela continuidade de ®; e pela propriedade de semifluxo,
temos que

B, (1) = cpt( lim cp(tj,xj)) = lim ©,((t;,2;)) = lim B(t +t;,2;) € w(M),

j—o0 J—00 J—oo
pois J 3t +t; — oo. Como z e t foram arbitrdrios, o resultado segue.

Suponha agora que ® é assintoticamente compacto em M. Entao a proposicao
anterior ja garante que w(M) é ndo-vazio, compacto e atrai M, e pelo que vimos no item
(1), s6 falta mostrar que w(M) é negativamente invariante. Dessa forma, sejam x € w(M)
et € J. Como acima, existem sequéncias J 3 t; — oo e (x;) em M tais que O(¢;,x;) — .
Como t; —t € J para todo j suficientemente grande, podemos escolher subsequéncias tais
que

x = ]li)rgo O(t;, x;) = jli)r?o O(t; —t+tx;) = }EEO O (D(t; —t,x;))
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para todo j.

Assim, como ® ¢ assintoticamente compacto em M e t; —t — 0o, podemos escolher
subsequéncias novamente de modo que ®(t; —t,x;) — y € w(M). Dai, a continuidade de

®, nos fornece

v = lim ®,(B(t; — t,2;)) = @t( lim ®(t, — t,:cj)> — Du(y),

j—00 Jj—00

ou seja, provamos que w(M) C ®,(w(M)), completando a demonstragao. H
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3 TEORIA DE PERSISTENCIA

Este é o capitulo que introduz a principal teoria desta dissertacao. Na primeira secao,
definimos os conceitos de persisténcia uniforme (fraca e forte) de um semifluxo relativamente
a uma funcdo p (chamada fungdo persisténcia). Além disso, mostramos alguns resultados
que nos permitem obter a persisténcia forte a partir da fraca, e um resultado que mostra
como podemos lidar com funcgoes persisténcia diferentes quando sabemos que o semifluxo

persiste uniformemente com relagdo a uma delas.

Na segunda secdo comecamos a aplicar os resultados. Apresentamos um modelo SI
para uma doenga que causa reducao de fertilidade. O modelo é simples, mas nos permite
visualizar como podemos fazer para provar primeiro a persisténcia fraca uniforme tanto
para a populagao de hospedeiros quanto para a populagao humana, e usamos resultados

da primeira secao para garantir persisténcia uniforme.

Seguimos, sobretudo, o material exposto em (THIEME, 2010). Para uma revisao
de limsup e liminf, o leitor pode consultar (LIMA, 2009).

3.1 Definicoes e Resultados

Defini¢ao 3.1 (Defini¢oes de Persisténcia). Sejam @ : J x X — X um semifluzo e
p: X —R,.

o & ¢ uniformemente fracamente p-persistente se existe algum € > 0 tal que

lim sup p(®(t,x)) > €

t—o00

para todo x € X tal que p(z) > 0;

e & ¢ uniformemente (fortemente) p-persistente se eziste algum € > 0 tal que
hggglfp(@(t, T)) > €

para todo x € X tal que p(z) > 0.

E claro que poderfamos trocar a expressao “> €¢” por “> €” nas defini¢oes acima.
Na proxima secao e no Capitulo 4 mostraremos aplicagoes dos resultados desta secao. Em
geral, para demonstrar que um semifluxo é uniformemente persistente, provamos que é
uniformemente fracamente persistente e usamos algum resultado como os que estudaremos

a seguir. A persisténcia fraca é menos desejavel, pois ela permite que p(®(t, z)) torne-se
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arbitrariamente proximo de zero, o que em termos de dinamica populacional significa que
a populacao chega arbitrariamente perto da extincao. Por isso é mais interessante termos
a persisténcia forte, pois ela fornece um limiar acima do qual p(®(t, z)) esta para todo ¢

suficientemente grande.

Sejam J um conjunto de tempos fechado, que pela Proposicao 2.2 significa que
J =R, ou que existe n € N tal que J = %Z+ (portanto nao ha perda de generalidades
em supor que J =R, ouJ=7Z,), X #0, ®: J x X — X um semifluxoe p: X - R, a
funcao persisténcia. Defina

o(t,x) = p(P(t,z)).

Pela propriedade de semifluxo, temos que

ot +s,x) = o(t, (s, ).
Consideremos ainda o seguinte conjunto de hipoteses:

& Existem B C X e uma sequéncia (By) de subconjuntos de X tais que :

&, Para todo x € X, o(t,x) é uma func¢do continua de ¢ > 0;
&, Nao existem y € B, s,t € J tais que p(y) > 0, o(s,y) =0e a(s+t,y) > 0;

&, Para cada k € N e cada z € X com p(z) > 0 existem algum 7, € J tal que
®(t,z) € By para todo t > 7, t € J,;

&; Se (yr) é uma sequéncia em X tal que y, € By para todo k € N entdo, apés
possivelmente tomar uma subsequéncia, existe y € B tal que o(s,yx) — o(s,y)
quando k£ — 0o, uniformemente para s em qualquer conjunto da forma [0,¢] N J,
t € (0,00).

Teorema 3.2. Suponha que J =R, ou J =7Z,. Sob as hipiteses & acima, o semifluxo

® ¢ uniformemente p-persistente sempre que for uniformemente fracamente p-persistente.

Demonstracao. Suponha que ® é uniformemente fracamente p-persistente, mas nao uni-
formemente p-persistente. Assim, existe ¢ > 0 tal que, para todo x € X com p(x) > 0,
tem-se

limsupo(t,z) > e.
t—00

Da mesma forma, se (¢;) ¢ uma sequéncia em (0, €) tal que €; — 0, obtemos uma sequéncia

(x;) em X com p(z;) > 0 para todo j tal que

htlgglf o(t,z;) <.
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Afirmacao 3.3. Existem sequéncias (r;), (s;), (t;), (u;) e (v;) em J tais que r; — o0,

sj,v;<1le

o(rj,x;) > € ®(rj,z;) € By,
a(rj—l—sj+tj,xj) < €55
o(rj+s; +s,2;) <€ para todo s € [0,t; + u;] N J;

O'(Tj—i‘Sj—i‘tj—i‘Uj—i‘Uj,.Tj) 26.

Com efeito, fixe ryp = 0. Por &, dado j € N, existe 7; € J tal que ®(¢,z,) € B;
para todo t > 7;, t € J. Existem também (; > max{7;,,_1} tal que o(8;,x;) > €, v; > 5;

tal que o(v;,2;) < € e o > 5 tal que o(oyj, ;) > €.

Agora considere os conjuntos

S;={teBulnJ: otz =¢}

5]2 == {t € [’}/j,Oéj] NnJ: U(t,l'j) = 6}.
Como o(t,z) é uma fungao continua de t > 0 por &g e J é fechado, esses conjuntos sao
compactos, portanto podemos definir
p; = max Sy e §; = min Ss.
Além disso, o conjunto

lez{teJ:t>ﬁj,0§uj—t§170(t7%‘)ZE}

¢ nao-vazio, ja que pu; € le. Tome r; € le edefina s; = p; —r; <1, t; =7 —1r; —s;j €

u; = 0; — ;. Analogamente, o conjunto
T} ={teJ:0<t—0;<10(txz;)>e}

também é nao-vazio, pois 0; € T9. Escolha k; € Tf e defina v; = k; — 0, < 1.

Assim, como temos r; € le, entdao r; > f3;, logo o(rj,z;) > €, r; > r;_1, donde
r; — 00, e r; > 7;, donde ®(rj, x;) € Bj. Além disso, o(rj+ s; +t;,2;) = (v, x;) < €, €
por construcao, o(t,z;) < e para todo t € [u;,0;]NJ = [r;j+sj,7;+s;+t;+u;] € J, o que
pode ser reescrito como o(r; + s+ j+s,x;) < € para todo s € [0,t; + ;| N J. Finalmente,

também temos o (r; + s, +t; + u; +v;,x;) = o(kj,z;) > €, como queriamos.

Prosseguindo, defina

yj = ®(ry, ;).
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Entao,

0(0,y;) > eey; € By;
o(sj+1tj,y;) <€,
o(sj+ s,y;) < € para todo s € [0,t; + u;j] N J,
o(s; +t; +uj+vj,y;) > e
Por &3, possivelmente apds tomar uma subsequéncia, existe y € B tal que
o(s,yx) = o(s,y)

quando k£ — oo uniformemente para s em qualquer conjunto da forma [0,¢]NJ, ¢t € (0, 00).
Em particular,

p(y) =0(0,y) = lim o(0,y;) > € > 0.

]*)OO
Apéds tomarmos subsequéncias novamente, podemos supor que s; — s* e v; — v*, com
st vt e 0,1 N J.

Afirmacgao 3.4. t; + u; — oo quando j — 0.
Suponha que nao. Assim, existe uma subsequéncia limitada de (t; + u;), que
chamaremos pelo mesmo nome. Dessa forma, existe t > 0 tal que ¢; + u; < ¢ para todo j.

Como (t;) e (u;) também sdo limitadas, logo tomando subsequéncias novamente podemos
supor que t; — t* e u; — u*, com t*,u* € [0,¢] N J.
Dai,
o(s"+t"y) = Jlim o(sj+1,y) = Jlim o(sj+tj,y;) < Jim € = 0.

Por outro lado,
o(s"+t"+u +0vy) = }Lrgoa(sj +t; +u; +vj,y;) >€>0.
Como p(y) > 0, isso contradiz &y, provando a afirmacao.
Seja s € J. Como t; 4+ u; — 00, concluimos que
titu; >s
para todo j suficientemente grande. Dai,
o(s"+s,y) = }HEO o(s; +s,y;) <e

Como s foi arbitrario, temos
o(t,y) <e

para todo t € J e t > s*. Assim, temos p(y) > 0 e

limsupo(t,y) <,

t—o00

uma contradigdo, provando que ® é uniformemente p-persistente. O
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Em geral, nao precisamos usar o Teorema anterior nessa generalidade. Apresentamos
a seguir uma forma mais amigavel e que funciona se X for um espaco métrico. Considere

as seguintes hipoteses:

&) X 6 um espaco métrico, J =R, ou J=Z, ec=pod:Jx X — X é continua.
Além disso, existe um conjunto nao-vazio e compacto B C X tal que:

&, Nio existem y € B, s,t € J tais que p(y) > 0, o(s,y) =0 e a(s+t,y) > 0;
&, Para todo z € X com p(z) > 0 tem-se d(®(t,z), B) — 0 quando t — co.

Antes de provarmos o novo Teorema, precisaremos do seguinte Lema, que é seme-
lhante ao que fizemos no Teorema 2.5.

Lema 3.5. Se o € continua e J € fechado, entdo o é continua em estado, uniformemente
em tempo finito: para todos x € X, t >0 ee > 0 eziste 6 > 0 tal que |o(s,y) —o(s,z)| <€
sempre que s € [0,t]NJ, y € X ed(y,z) < 9.

Demonstracao. Suponha que nao. Entao existem z € X, t € J e € > 0 tais que, para cada

n € N, podemos obter s, € [0,t]NJ e y, € X satisfazendo
1
|0 (S Yn) — 0(Sny )| > € € d(yn, x) < —.
n

Como J é fechado, temos que [0, t] N J é compacto, logo tomando subsequéncias podemos

supor que s, — s € [0,¢] N J. Também temos y,, — x.
Como o ¢é continua, segue que |o(sp,, yn) — 0 (s, )| — 0 quando n — co. Mas entéo
10(8n, Yn) — 0(Sn, )| < |0 (S0, yn) — (s, 2)| + |o(s,2) — o(sn, )] = 0
quando n — oo, uma contradicao. O

Teorema 3.6. Sob as hipdteses &, o semifluzo ® é uniformemente p-persistente sempre

que for uniformemente fracamente p-persistente.

Demonstracao. E claro que ;0 implica &g e que ;1 implica &;. Defina
By =Uy(B) ={zr € X : d(z,B) < 1/k}.

Assim, Bpi1 C Byg. Dai, se x € X com p(z) > 0, temos d(®(t,z), B) — 0, ou seja,
dado k € N existe t, € J tal que t > ty, t € J tenhamos d(®(¢,x), B) < 1/k, ou seja,
O(t,x) € By se t > 1y, logo &, implica .

Falta verificar &3. Suponha que y, € By, para todo k € N. Como B é compacto,

existem zj, € B tais que d(yg, zx) < 1/k. Novamente por B ser compacto, apds tomar uma
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subsequéncia, temos z, — y € B. Tomando em y; os mesmos indices que aparecem nessa
subsequéncia, obtemos uma subsequéncia de y, que chamaremos pelo mesmo nome, que

satisfaz

Dai, sejam t € (0,00) e € > 0. Como ¢ é continua em estado, uniformemente em tempo
finito, existe 0 > 0 tal que

lo(s,x) —o(s,y)| <€
se s €[0,t]NJed(x,y) <. Pelo que acabamos de ver, existe ky € N tal que d(yg,y) <
se k > kg, logo

(s, yn) — o(s,y)| <€
se k > ko, mostrando que o(s,yx) — o(s,y) uniformemente para s € [0,¢] N J, qualquer

que seja t > 0, provando ées. O

Para o préximo resultado, considere as seguintes hipoteses:

Qo Para todo x € X, o(t, ) é uma funcdo continua de ¢ > 0;

Além disso, existe um subconjunto nao-vazio B de X e uma sequéncia (By) de
subconjuntos de X tais que B C By C By para todo k € N e valem as seguintes

propriedades:

Oy Para todo k € N e todo z € X com p(z) > 0 existe algum 7, > 0 tal que
O(t,x) € By para todo t > 7y;

Qs Se (yx) é uma sequéncia em X tal que y, € By para todo k e p(yx) = p(y1) > 0
para todo k entao, apds possivelmente extrair uma subsequéncia, existe y € B
tal que o(s,yx) — o(s,y) quando k — oo, uniformemente, para s em cada

intervalo [0,t], t > 0;

O3 Néo existem z € B, r,s > 0 tais que p(z) > 0, o(s,z) =0 e o(s +r,z) > 0.

Teorema 3.7. Seja ® um semifluzo com tempo J = R satisfazendo as hipdteses Q. Entao

® ¢ uniformemente p-persistente sempre que for uniformemente fracamente p-persistente.

Demonstracdo. Suponha que ® é uniformemente fracamente p-persistente mas nao unifor-

memente p-persistente. Entao existe € > 0 tal que

limsupo(t,z) > €
t—00

para todo x € X com p(z) > 0. Além disso, se (¢;) ¢ uma sequéncia em (0, ¢€) tal que

€; — 0, podemos obter uma sequéncia (z;) em X tal que p(x;) >0 e

htlgglf o(t,z;) <.
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Faremos uma construgao semelhante ao que fizemos no Teorema 3.2. Dado j € N, temos
p(x;) > 0, logo existe 7, > 0 tal que ®(t,z;) € B, para todo t > 7; por ©;. Existe
a; > 7; tal que o(oy, z;) > e. Existe também 6; > «; tal que 0(6;,z;) < ¢;. Finalmente,
existe §; > 0; tal que o(f;,z;) > €. Sejam r; o maior nimero real menor que 6; tal que
o(r;,x;) = € e 7; 0 menor nimero real maior que #; tal que o(v;, ;) = €. Esses ntimeros

existem pois
Sj=At € oy, Bjll s o(t,z;) =€} e Ty ={t € [0;, 8] : o(t, ;) = €}
sdo compactos, uma vez que o(t,x;) é continua por Op. Basta tomar r; = max9S; e
v; = minTj. Defina u; =~; —0; et; =0; —r;.
Com isso, temos
O'(’I"j, iCj) = €, (I)(Tj, l’j) < Bj,
o(r; +s,x;) < ¢; para todo s € (0,t; + u;),
o(rj +t;,xj) <€ eo(r;+t;+u;,x;) =e.

Ponha y; = ®(r;, z;), de modo que

p(y;) = €,y; € Bj,
o(s,y;) < e para todo s € [0,t; + uy],
olt;,y;) < € e olt;+uj,y;) = e

Por Q,, ap6s extrair uma subsequéncia, obtemos um y € B tal que o (s, yx) — o(s,y)
uniformemente para s € [0,t], qualquer que seja t > 0. Note que p(y) = lim;_, p(y;) =
e > 0. Afirmamos novamente que t; + u; — 0o quando j — co. Com efeito, se isso nao
fosse verdade, apds novamente extrair uma subsequéncia podemos obter ¢t > 0 tal que
t; +u; <t para todo j. Novamente tomando subsequéncias, temos t; — t* e u; — u*, com
t*,u* € [0,¢]. Dali,

o(t*,y) = lim o(t;,y) = lim o(t;,y;) < lim ¢; = 0.

Jj—o0 Jj—00 j—o0

Por outro lado,
o(t" +u”,y) = lim o(t; +uj,y) = lim o(t; +uj,95) =€,

mas isso contradiz 3. Logo, t; + u; — oo.

Agora seja s > 0. Pelo que acabamos de mostrar, temos t; + u; > s para todo
t suficientemente grande. Com isso, o(s,y;) < € para todo ¢ suficientemente grande, de
modo que

o(s,y) = lim o(s,y;) < €

J—00
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para todo s > 0. Logo, temos p(y) > 0 e
limsupo(t,y) <,
t—o00

uma contradi¢do que prova o Teorema. O

Como no Teorema 3.6, apresentamos as seguintes hipoteses menos gerais, mas que

sdo mais faceis de usar quando se aplicam:
Qo X é um espaco métrico, p é continua e o = po ® é continua.
Além disso, existe B C X nao-vazio tal que:
O, Para todo = € X tal que p(z) > 0, temos
O(t,x) — B;

Oy Se 0 < €1 < €9 < 00, entdo BN {r € X : ¢, < p(z) < e} é compacto;

U5 Nio existem z € B, r,5 > 0 tais que p(z) > 0, o(s,z) =0 e o(s +r,2) > 0.

Teorema 3.8. Seja & um semifluzo, com tempo R,. Sob as hipdteses Q, ® é uniforme-

mente p-persistente sempre que for uniformemente fracamente p-persistente.
Demonstracio. E claro que @ e O sdo satisfeitas. Para Qy, defina
By ={y € X : existe z € Bcom d(y,z) < 1/k e |p(y) — p(z)| < 1/k}.

Entao B C By, C By para todo k, e como

Be= U

zeB

Uiju(2) N p~Hp(2) = 1/k, pl(2) + 1/k) |,

temos que By, é um aberto (pois p é continua) contendo B, logo ®(t,z) — B garante que

existe 7, > 0 tal que t > 7 implica ®(¢,z) € By, como querfamos.

Finalmente, para ©, considere uma sequéncia (yx) tal que yx € By e p(yx) =

p(y1) > 0 para todo k. Existe uma sequéncia z; € B tal que

(2w, yx) < 1/k e [p(yr) — p(z)| < 1/k

para todo k, logo

plzr) €

para todo k suficientemente grande. Assim,

zkeBﬂ{xeX:p(yl) < pla SSP(yl)}

~
[\

2
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para todo k suficientemente grande. Como esse conjunto é compacto, podemos escolher
uma subsequéncia tal que zz — y € B. Como d(yx, zx) — 0, podemos também escolher

uma subsequéncia tal que y, — ¥.

Fixet > 0ee > 0. Existe § > 0 tal que, para todos s € [0,t] ex € X com d(x,y) < 0
temos |o(s,z) — o(s,y)| < € (pelo Lema 3.5, o é continua em estado, uniformemente em
tempo finito). Se s € [0, ], existe ky (que nao depende de s, apenas de §, que por sua vez

s6 depende de t e de €) tal que
k= ko= d(ye,y) <0 = lo(s,yx) —o(s,y)] <e

mostrando que o(s,y,) — o(s,y) uniformemente para s € [0,t], qualquer que seja t >
0. ]

Para o préximo resultado vamos considerar as hipdteses gerais abaixo:

Sejam X um espaco métrico, ® : R, x X — X um semifluxo continuo em estado,

p: X — R, esuponha que 0 : Ry x X — R, dada por o(t,z) = p(®(t,x)) é continua.

Suponha que existe um fechado B C X tal que

$p para cada x € X N{p > 0} existe 7 € R, tal que ®([r,00) x {z}) C B.

Além disso, suponha que existe € € (0,00] tal que para cada € € (0,€) existem

D C X e d >0 com as seguintes propriedades:

$1 BN DN p = e é compacto;

o Sex e XNDet>0sao tais que P(Ry x{z}) C B, p(x) =e=0o(t,z) eo(s,z) <e
para todo s € (0,t), entao o(s,z) > 0 para todo s € [0,1];

Oz Sex e X\ Det>0saotais que (R, x {z}) C B, p(x) =e=0(t,z) eo(s,x) < e
para todo s € (0,1), entdo o(s,z) > § para todo s € [0, t].

Teorema 3.9. Sob as hipdteses & acima, ® € uniformemente p-persistente se for unifor-

memente fracamente p-persistente.

Demonstracio. Suponha que ® é uniformemente fracamente p-persistente mas nao uni-
formemente p-persistente. Entao existe € > 0 tal que para todo z € X com p(z) > 0

tenhamos

limsupo(t,z) > € (3.1.1)

t—o00
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Sem perda de generalidades, suponhamos que € € (0,€). Além disso, seja (¢;) uma
sequéncia em (0, €) tal que ¢; — 0. Como ® nao é uniformemente p-persistente, podemos

obter uma sequéncia (z;) em X com p(z;) >0 e
lim inf o(t,z;) <€

para todo 7 € N.

Afirmacao 1 Existem sequéncias (u;) e (¢t;) em Ry e y; € B tais que

p(y;) = o(0,y;) =€, ®(s,y;) € B para todo s > 0,
o(s,y;) < € para todo s € (0,t; + u;)
o(t y;) <€,

O’(Uj + tj, yj) = €.

Sabemos que, para cada j, existe 7; > 0 tal que ®([7;,00) x {z;}) C B por {o, ja
que p(x;) > 0. Por construgao, sabemos que existem a; > 7;, b; > a; e ¢; > b; tais que
o(aj,xj) > €, o(bj,x;) <€ eo(c,x;) > e Como o é continua, podemos definir r; como
o maior valor de ¢ no intervalo [a;, b;] tal que o(r;, ;) = e. Em particular, r; > 7;, logo

®(s +1;,x;) € B para todo s > 0. Analogamente, podemos definir d; como o menor valor

de t no intervalo [b;, ¢;] tal que o(d;,x;) = €. Defina agora t; = b; —r; e u; = d; — b;.

Com isso, o(t; + rj,z;) < €, o(s + 1r;,2;) < € para todo s € (0,t; + u;) e
o(u; +t; +1r;,x;) = €. Assim, a sequéncia y; = ®(r;, x;) € B satisfaz todas as exigéncias

feitas na afirmacao.
Caso 1 Existem infinitos indices j € N tais que y; € D.

Apés escolher uma subsequéncia, temos y; € BN DN {p = e}. Como esse conjunto
é compacto por <»1, ap6s novamente escolhermos uma subsequéncia teremos y; — y, com

ye BNDN{p=ce}. Como ® é continuo em estado e B ¢ fechado, temos que
D(s,y) = Ps(limy;) = lim P(s,y,) € B

para todo s > 0.

Afirmamos que u; +t; — o0o. Com efeito, suponha que nao. Entao apds mais

uma vez escolhermos uma subsequéncia, teremos u; +¢; < ¢ para algum ¢t > 0. Em
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particular, u;,t; € [0,1], logo escolhendo novamente subsequéncias temos u; — u* € [0, ]
et; —t* €10,¢]. Dai
o(t"+u",y) =limo(t; + uj,y;) =€
Além disso, seja s € (0,t* + u*). Como t; + u; — t* + u*, sabemos que s < t; + u; para
todo j suficientemente grande. Assim,
o(s,y) =limo(s,y;) <e.
Por outro lado,
0<o(t,y) =limo(t;,y;) <lime; = 0.

Isso contraria <, logo u; +t; — oo.

Dessa forma, temos p(y) = € > 0 e dado s > 0, teremos s < t; + u; para todo j
suficientemente grande, portanto

O(Say) = lim J(Sayj) <e

e concluimos que

limsupo(s,y) <e,

t—o00

o que contraria a equagao (3.1.1).

Caso 2 Existem infinitos indices j € N tais que y; ¢ D.

Ap6s escolher uma subsequéncia, teremos y; ¢ D para todo j € N. Tomando z = y;

et =u; +t;, vemos que o(t;,y;) > 0 para todo j € N por {3. Como d > 0 nao depende

de 7, temos
limsupo(tj,y;) > 6 >0,
mas
limsup o(t;,y;) < limsupe; = 0,
uma contradicao. O]

Estamos estudando persisténcia relativamente a uma certa funcao p: X — R,
portanto temos liberdade de, ao mesmo tempo, estudar persisténcia em relacao a uma
outra fungao p: X — R,. Por exemplo, se tivermos p(z) < p(x) para todo x € X, entao
se um semifluxo ® : J x X — X for uniformemente p-persistente, ele automaticamente
sera também uniformemente p-persistente. Feitas essas consideragoes, vamos ao ultimo
Teorema desta se¢do. Diremos que uma funcao f : X — R, é semicontinua inferiormente

Se
lipinf f(z) > f(x)

sempre que xr; — x. E claro que toda funcao continua é semicontinua inferiormente.
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Teorema 3.10. Sejam J um conjunto de tempo, X um espaco métrico e ® : J x X — X

um semifluxo continuo em estado.

Sejam p : X — R, continua, ® uniformemente p-persistente e p : X — R,

semicontinua inferiormente.

Além disso, suponha que existe um subconjunto fechado C' de X com as sequintes

propriedades:

(i) Para todo x € X com p(z) > 0 tem-se ®(t,z) — C.
(it) Para todo € > 0, o conjunto C. = C N {p(x) > €} é compacto, e toda trajetoria total
6:JU(=J) = C.

satisfaz p(¢(0)) > 0.

Entao existe ¢g > 0 tal que
ligg}f[ﬁ(@(t,x)) > €
para todo x € X com p(z) > 0.
Demonstracao. Como ® é uniformemente p-persistente, existe €; > 0 tal que
liggfp(q)(t,x)) > €

para todo z € X com p(x) > 0. Escolha € € (0, ¢).

Passo 1| Mostrar que ® ¢é assintoticamente compacto em todos os conjuntos

unitarios {x} com p(x) > 0.

Sejam = € X com p(z) > 0 e ¢, uma sequéncia em J tal que t; — oco. Para cada k

considere
Us={r € X :3yeCcomd(x,y) <1l/kelplx)—ply)l <1/k}.
Entao

U = U [Unlo) 107 60) = Lk ply) + 1/8)

yel

é aberto e contém C. Por (i), apds escolhermos uma subsequéncia, temos
(I)(tk, f) e Uy

para todo k € N.
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Com efeito, usaremos indug¢ao: para o caso n = 1, existe 71 > 0 tal que t > 7 =
O(t,x) € Uy. Existe k; € N tal que tg, > 7, logo ®(tx,,z) € Uy. Agora suponha que ja
escolhemos ti, <, < ... <1, tais que @(tkj,x) cU;,j=1,...,n. Existe 7,,;1 > 0 tal
que t > 7,11 = (t,x) € Upyi. Existe também k, € N tal que ¢, > max{ty,, Tni1},

de modo que tx, <tg, ., € P(tg, ., x) € Upi1.

n+1 n+17

Por definicdo de Uy, para todo k € N existe y;, € C tal que

At 2), ) < 1 |p(@ {1k, ) — plu)| < 7 (3.1.2)
Dai,
) — 7 < (Bt )) < i) + 7.
logo

liminf p(yx) < liminf p(®(tx, z)) < liminf p(yx),
pois 1/k — 0. Como liminf p(® (¢, z)) > €1, temos também

liminf p(yx) > €.

Dai, liminf p(yx) > €, logo p(yx) > € para todo k suficientemente grande. Tomando
novamente subsequéncias, temos y, € CN{p > e} = C, para todo k. Como C, é compacto,
tomando mais uma vez uma subsequéncia, temos yy — y € C.. Mas entao (3.1.2) garante

que uma subsequéncia de ® (¢, x) converge para y, e ¢ é assintoticamente compacto em

{z}.

Existe um atrator compacto, K, de pontos x € X com p(z) > 0.

Pelo Passo 1 e pelo Teorema 2.30, sabemos que w(z) é nao-vazio, compacto,
invariante e atrai {z} para todo x € X com p(z) > 0. Vamos mostrar que w(z) C C.. Se

z € w(x), entao existe uma sequéncia J 3 t; — oo tal que
P(t;,x) = 2.

Como fizemos acima, podemos extrair uma subsequéncia tal que ®(¢;,z) € U; para todo j.
Repetindo a argumentacao, concluimos que (®(¢;,x)) tem uma subsequéncia que converge

para um y € C,, mas entao z =y € C..

Defina

Entao K é invariante:

reX zeX
p(z)>0 p(x)>0 p(x)>0
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®(t,z) — K para todo x € X com p(z) > 0 e K C C.. Seja K o fecho de K. Entdo K
também ¢é invariante, atrai todo x com p(x) > 0 e é compacto, pois é um subconjunto

fechado do compacto C..

Mostrar que 0 < 12}f{ﬁ(aj) =: €.

Seja x € K. Como K ¢ invariante, o Teorema 2.13 garante que existe uma trajetoria
total ¢ : JU (—J) = K com ¢(0) = z. Como ¢ tem valores em C,, temos p(z) > 0 por
(7). Suponha que ;ng( p(z) = 0. Entao dado n € N, existe z,, € K com 0 < p(z,) < 1/n,
logo lim,, . p(x,) = 0. Como K é compacto, apds escolher uma subsequéncia, temos

r, — v € K, mas entao pela semicontinuidade inferior de p,
0= lim j(z,) = liminf j(z,) > p(x) > 0,

portanto p(z) = 0, uma contradicdo. Logo €y > 0.

Finalizar.

Seja x € X com p(x) > 0. Afirmamos que
hgglfp(@(t, x)) > €.

Suponha que nao. Como ®(t,x) — K e K é compacto, existe uma sequéncia (tx) em J

com t;, — oo e liminf p(P(tx, x)) < €. Com efeito, escolha § > 0 tal que
€ —0> liggfﬁ(Q(t, x)).

Podemos obter t; > 1 tal que p(®(t1,2)) < €9 — 0, to > t; tal que p(P(t2, z)) < € — 0, etc.
Logo, obtemos ¢, — 0o com p(P(t,,x)) < €g — ¢, de modo que

liminf p(®(t,, x)) < e — 0 < €.
Ja vimos no Lema 2.25 que K atrai M se e s6 se todas as sequéncias (t;) em J

com t; — oo e (z;) em M satisfazem d(®(t;, z;)) — 0. Como ®(¢,z) — K, temos que K
atrai {x}, logo d(®(t,,z), K) — 0. Como K ¢é compacto, existem y,, € K tais que

A(B(ty, 1), K) = d(D(tn, ), yn)-

Escolhendo uma subsequéncia, temos y, — y € K, logo ®(t,,z) — y € K também, pela

desigualdade triangular!
Assim, temos p(y) > €, pelo Passo 3, mas entao
co > liminf 5(® (14, 7)) > ply) > e

pela semicontinuidade inferior de p, um absurdo. O]
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3.2 Modelo SI com reducao de fertilidade

Considere o seguinte modelo SI para uma doenca infecciosa que reduz fertilidade

(B —p)S+qBl — KSI

r
(3.2.3)
I' = gSI—(u+a)l

Como o sistema é autdénomo e as expressoes que definem S’ e I’ sdo localmente
lipschitzianas, temos garantia de existéncia e unicidade de solugoes, portanto ele define
um semifluxo em X =R? e conjunto de tempo J = R,. Esse semifluxo é continuo pelo
Teorema 2.5: ele é claramente continuo no tempo, e a continuidade em estado uniforme
para tempo finito decorre da dependéncia continua das solugoes em relacao as condig¢oes
iniciais. Os parametros 3, u, kK > 0 correspondem, respectivamente, as taxas de natalidade,
mortalidade e de infecgdo per capita. A taxa de mortalidade per capita adicional por causa
da doenca é representada por a > 0, e o fator ¢ € [0, 1] indica a redugao de fertilidade

para um individuo infectado.

Trocando as varidveis para N = S + I (a populagao total) e y = ¥ (a fracao de

infectados presente na populagao) e fazendo algumas contas, obtemos o novo sistema

{ N' = N(B(1—y)—pu+ (95— a)y) (3.2.4)

v = y((rN —a—B)(1-y)—qby)

Vamos supor que ¢ # 0 (ou seja, a doenga nao é esterilizante). Suponha ainda que
0 < qB < p+ a, ou seja, morrem mais individuos infectados do que nascem, e que 3 > pu.

Consideraremos o semifluxo induzido pelas solu¢oes em
X={(N,y): N>0,0<y <1}

Convém também considerar o espaco de estado X = {(N,y): N > 0,0 < y < 1}. E fdcil
ver que na fronteira de X o campo de vetores nio aponta para fora de X, portanto este
conjunto é positivamente invariante. Por existéncia e unicidade de solugoes, concluimos

que X também é positivamente invariante.

Teorema 3.11. Seja p(N,y) = N. Entao o semifluro é uniformemente fracamente p-

persistente em X. Em outras palavras, a populagdo persiste fracamente uniformemente.

Demonstracao. Suponha que ® nao é uniformemente fracamente p-persistente. Entao para
todo € > 0 existe uma solugao (N (t),y(t)) tal que N(0) > 0 e limsup,_, ., N(t) < €. Assim,
y(0) > 0, caso contrario N(t) — oo, portanto N(t),y(t) > 0 para todo t > 0 pois X é

positivamente invariante. Além disso, existe to > 0 tal que N(t) < € para todo t > t.
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Se t > tg, temos

¥ < y((ke —a—B)(1 —y) — qBy).
Escolha € < a+ﬁ , de modo que tenhamos y' < 0. Dai, y(t) é decrescente, e como ¢é limitada
inferiormente por 0, existe g € [0, 1] tal que y(t) — 7.

Como y(t) é mondtona, devemos ter 3/ (t) — 0. Suponha que § > 0. Se ¢ > 0, entao
temos iy’ < —qBy?. No limite, obtemos 0 < —¢f7? < 0, um absurdo. Assim, concluimos

que y(t) — 0.
Finalmente, como % =Bl —y) — p+ (g8 — @)y, temos que
N'(t
lim inf ()thWU—w—u+wﬂ—®m=5—u>Q

t—o00 N(t) t—o0

t ) > () para todo t > o, ou seja, N(t) cresce exponencial-

mente, uma contradi¢ao. O

portanto existe ty > 0 tal que N(

Como aplicacdo do Teorema acima e do Teorema 3.8, provamos que a populacao

persiste uniformemente.

Teorema 3.12. Se q € (0, 1], entdo existe € > 0 tal que
liminf N(t) > €
t—o0
para todas as solugoes do sistema que satisfazem N(0) > 0.

Demonstragio. Considere B = X e p(N,y) = N. Entao p e ¢ sao continuas, logo Qo
é satisfeita. Q; é obviamente satisfeita. Se 0 < €; < €y < oo, entao BN {e < p(x) <
€} = Xn {e1 < N < €3} = [e1, €] x [0,1] é compacto, mostrando que Q, é satisfeita.
Finalmente, como todas as solugoes consideradas comegcam em X, que é positivamente
invariante, temos que N (t) > 0 para todo t > 0, logo Q4 também ¢é satisfeita e o resultado

segue do Teorema 3.8. [

Nosso proximo objetivo sera mostrar que o parasita também persiste uniformemente.

Comecamos mostrando que a persisténcia fraca uniforme é alcancada.

Proposicao 3.13. Se g € (0, 1], entdo existe € > 0 tal que

limsupy(t) > e

t—o0

para toda solugio do sistema que satisfaga N(0) >0 e y(0) > 0.
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Demonstracao. Suponha que nao. Entao, para todo € > 0 existe uma solucao do sistema

satisfazendo N(0) > 0 e y(0) > 0 e tal que

limsup y(t) < e.

t—o00

Escolhamos

e Bon
B+«
Assim, teremos
B—p
t) <e<
y(t) T a

para todo t suficientemente grande, digamos t > t;.

Com isso, note que

N' = NB(l-y)—p+(g8—a)y)
= NB—-p+(Blg-1)—a)y)
= NB—p—(a+B(1-1qy)
> N(B—p—(B+a)

se t > t1, pois 1 — ¢ < 1. Dai, decorre que

Nt
N ()

> —p—(B+a)>0

se t > ty, logo N(t) é crescente se t > t; e N(t) — oo. Tome t5 > t; tal que

20 + «
k(1 —¢€)

Como N(t) é crescente se t > t1, temos N(t) > N(t2) se t > t.

N(ty) >

Agora note que se t > ty temos

/

o= N —a=B)1-y) -
> (kN —a—=PB)(1—-y)— By
= Ne(l—y) = (B+a)(l—y)— By
> Ni(l—y)—(B+a)-F
> N(t2)r(l—€) — (28 +a) >0,
poisg<1,1—y<1ley<1,logo y(t) = oo, uma contradigao. ]

Como aplicagdo da Proposi¢ao acima e do Teorema 3.9, mostramos que o parasita

persiste uniformemente.
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Teorema 3.14. Se 5 >y e g € (0,1], entdo existe € > 0 tal que
llgégfy(t) > €
para toda solugio do sistema com N(0) > 0 e y(0) > 0.

Demonstracao. Ja sabemos que existe ¢y > 0 tal que
hgglf]\f(t) > €
para toda solu¢ao com N(0) >0 e

limsup y(t) > €

t—00
para toda solugdo com N(0) > 0 e y(0) > 0.

Considere X = {(N,y) : N > 0,0 <y < 1}. J& sabemos que X é positivamente
invariante. Considere também p(N, y) = y. Entao o semifluxo das solugoes é uniformemente
fracamente p-persistente. Escolha B = {(N,y) : N > ¢/2,0 < y < 1} e considere
(N(t),y(t)) a solugdo comecando em (Ny,yo) € X. Entao B é fechado e existe 7 > 0
tal que N(t) > ¢/2 para todo t > 7, logo (N(t),y(t)) € B para todo t > 7, ou seja,
O([r,00) x {(No,v0)}) € B, logo {q é satisfeita.

Dado € € (0, 1), escolha N, grande o suficiente para que tenhamos
(kN —a— B)(1 —€) — qBe > 0.
Dai, defina

Entao BN D, = [eg/2, N] x [0,1] é compacto, logo BN D. N {p = €} também é pois p é
continua, logo {; também é satisfeita.
Como o conjunto X = {(N,y) : N > 0,0 < y < 1} também é positivamente

invariante, teremos o(t, No,yo) = y(t) > 0 para todo t > 0, logo {2 é trivialmente

satisfeita.
Finalmente, se (Ny, yo) ¢ D. e p(No,v0) = yo = €, entdao Ny > N, e dai a solugao
satisfazendo (N(0),y(0)) = (No, yo) satisfaz

y'(0) = yo((kNo — o — B)(1 — yo) — aByo) > yo((kNe — v — 3)(1 — €) — qBe) > 0,

logo nunca teremos p(No, yo) = € = o(t, No,yo) = y(t) e o (s, No,y0) = y(s) < € para todo
s € (0,t), pois isso contraria y'(0) > 0, portanto <{»3 é satisfeita por vacuidade. Assim, o

Teorema segue do Teorema 3.9. [
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4 TEORIA DE PERRON-FROBENIUS

Este capitulo aborda Andlise Matricial. Essa teoria é bastante rica, e teve seu inicio com o
Teorema de Perron, que é demonstrado na primeira se¢do. A segunda secao dedica-se as
matrizes irredutiveis, que fornecem a generalizacao do Teorema de Perron para matrizes

nao-negativas.

Finalmente, a terceira se¢do introduz o conceito de matriz quase positiva, bastante
recorrente em aplicagoes na Biologia, como a que apresentamos no Capitulo 4. Estendemos
o Teorema de Perron-Frobenius para essas matrizes e mostramos algumas propriedades,

inclusive para a exponencial e quando A é quase positiva.

Seguimos, principalmente, os textos de (MINC, 1988), (RAGHAVAN, 1997) e
(MAHONEY, 2016).

4.1 O Teorema de Perron

Definicao 4.1. Seja A = (a;;) uma matriz m x n. Diremos que A é uma matriz ndo-
negativa (A > 0) se a;; > 0 Vi, j. Se a;; > 0 Vi, j, escrevemos A > 0 e dizemos que A é

uma matriz positiva. Desse modo, diremos por exemplo que A > B se A— B > 0.

Denotaremos por o(A) o conjunto dos autovalores da matriz A. Com isso, definimos

o raio espectral de A como
r(A) = max{|A|: A € 0(A)}
e a cota espectral de A como

s(A) = max{R(\) : A € o(A)}.

O resultado fundamental sobre matrizes positivas é o Teorema a seguir, demonstrado

pela primeira vez por Oskar Perron em 1907:

Teorema 4.2 (Perron). Seja A = (a;;) > 0 uma matriz n X n. Entdo:

(i) Existem Ao > 0 ey > 0 tais que Ay = \oy;

(i) Para todo autovalor u de A, tem-se |p| < Ao;

Antes de comegarmos a demonstracao, enunciamos um resultado que nos auxiliara:



Capitulo 4. Teoria de Perron-Frobenius 48

Lema 4.3 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer). Seja S um subconjunto nao-vazio,

fechado, limitado e convexro de R™. Se f : S — S é continua, entdo existe x € S tal que

flz) =z
Agora provamos o Teorema de Perron:

Demonstracio. Seja

S={(x1,...,2,)" : Y _x; =1 ex; >0 para todo i}.
i
Entao S ¢é nao-vazio, fechado, limitado e convexo. Defina um mapa , para x € S, o mapa

flz) = <Z(Ax)i)1Ax.

(2

Como A>0exz €S, temos x>0 ez # 0, logo S;(Az); > 0 e f estd bem definida. E
claro que f(S) C S e que f é continua, logo existe y € S tal que f(y) = y pelo Lema

acima.

Temos

(Z(Ay)i) T ay—y.

Defina

Assim, Ay = Aoy e Ao > 0. Como A > 0, temos Ay > 0, portanto y > 0 pela igualdade
acima (mais ainda, todo autovetor ndo-negativo é positivo) e (i) esta provado. Se aplicarmos

(i) a AT, obtemos A\; > 0 e z > 0 tais que
ATz = )\ 2.
Dai,

Mylz = yTATz
= (Ay)'z
= )\OyTZ.

Como yTz > 0, temos \g = A1, logo ATz = \yz.

Seja p um autovalor de A, e tome u = (uq,...,u,)T um autovetor associado tal

que
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Assim, u™ = (Jui|, ..., |u,|)T €S, e temos
(Au®)i = > ailug]
J
> i
J
= [(Au)i]
= |pu|

=l

= |plui,

T

logo Au™ > |p|ut. Multiplicando por z! pela esquerda e notando que zfu™ > 0, pois

z2>0,ut>0eu" #0, temos
AUt > plTut = (AT Tt > ul e = N2TuT > plz et = A > |u,

provando (ii).

4.2 Matrizes lrredutiveis

O Teorema de Perron nao se estende naturalmente para todas as matrizes nao-

negativas. Por exemplo, é facil ver que a matriz

i

tem apenas 0 como autovalor e nao possui nenhum autovetor positivo. No entanto,
Frobenius descobriu que existe uma classe de matrizes nao-negativas para a qual o

Teorema de Perron se generaliza. Estudar essa clase é o objetivo desta secao.

Definicao 4.4. Uma matriz P n X n é dita uma matriz de permutacao de ordem n
se puder ser obtida da matriz identidade n X n por meio de uma permutacao de suas

linhas (e colunas). Note que se P é uma matriz de permutacdo, entao PT também é, e
PPT = pPTP=1,.

Observagao 4.5. Suponha que permutamos as linhas de uma matriz A para obter uma
matriz B. Se P € a matriz de permutacao obtida da identidade da mesma forma que B €
obtida de A, entdo B = PA. Similarmente, se C' € obtida de A permutando suas colunas,

entdo existe uma matriz de permutacio P tal que C' = AP.
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Definicao 4.6. Uma matrizn x n A € redutivel se for a matriz nula 1 X 1 ou se n > 2

e existir uma matriz de permutacao P tal que

B 0
C D

PAPT =

Y

onde B e D sao matrizes quadradas e 0 € uma matriz nula. A é dita irredutivel se nao

for redutivel.

Lema 4.7. Seja A uma matriz n X n, com n > 2. Suponha que exista um subconjunto
proprio S # 0 de {1,...,n} tal que a;; =0 Vi€ S,j ¢ S. Entao A é redutivel.

Demonstragio. Seja S = {iy,..., g}, comi; <iy < ...< i SejaS =T ={j1,...,Jn-r}
com j; < jo < ... < jn_k. Considere a permutagdo o de {1,...,n} dada por
1 2 -+ k k+1 E+2 -+ n
o= :
S T T I J2 ot Jn—k

Note que o pode ser representada pela matriz de permutacdo P = (p;;), onde p,s = 1 se

o(r) = s (ou seja, na linha r o 1 estd na coluna o(r)). Mostremos que

B 0
C D

PAPT =

Y

onde B e D sao matrizes quadradas e 0 é a matriz nula k x (n — k). Considere a linha « e
acoluna f,coml <a<kek+1<p<n. Temos

(PAP") 5 = Z Zpaiaijpﬁj-

L

Basta mostrar que cada termo no somatério vale zero. S6 temos algo a fazer se po; = pg; = 1.
Entao o(a) =ieo(f)=j. Comol <a<kek+1<p<n,temosic SejeT. Por

hipétese, a;; = 0, o que completa a demonstragao. O

A reciproca do resultado acima também é verdadeira, como mostra o lema a seguir:

Lema 4.8. Seja A = (a;;) uma matrizn x n, comn > 2. Se A € redutivel, entdo existe

um subconjunto proprio S C {1,...,n} nao-vazio tal que a;; =0 sempre quei € S ej ¢ S.

Demonstragio. Como A é redutivel, existe uma matriz de permutacao P = (p;;) tal que

B 0
PAPT =
D
Seja o a permutacao de {1,...,n} associada a P, isto é, p;; = 1 se e somente se j = o(1).

Suponha que as matrizes quadradas B e D sao de ordens m x m e (n —m) x (n —m),
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respectivamente. Entdao, (PAPT),s = 0 sempre que a € {1,...,m} e € {m+1,...,n}.
Considere S = {o(1),...,0(m)}. Sei € Sej ¢ S, entdo i = o(a), j = o(f), com
ae{l,....m}epe{m+1,...,n}. Entdo, temos

n

(PAP)ag =" paraups = 0.

k=11=1

Se k # 1 ouse l # j, entdo par, = 0 ou pg; = 0. O tnico termo que resta no somatério é

Qi5 = Pai@ijPpj = 07

ja que pai = pgj = 1, concluindo a demonstracao. O

O Teorema a seguir oferece um par de importantes caracterizagoes das matrizes

irredutiveis nao-negativas.

Teorema 4.9. Seja A > 0 uma matriz n X n. Sdo equivalentes:

(1) A é irredutivel;
(I) (I +A)"!>0;

(III) Para cada par (1,7), 1 <'i,5 < mn, existe um inteiro positivo t = t(i,j) < n tal que
(A = a ) > 0.

Demonstragio. Mostremos que (I) = (II). Seja y > 0, y # 0 um vetor em R”. Note
que se uma coordenada de y for positiva, entdo a mesma coordenada serd positiva em
y+ Ay = (I+ A)y, pois Ay > 0. Afirmamos que (I + A)y tem menos coordenadas nulas que
y, desde que y tenha alguma coordenada nula. Com efeito, se isso nao fosse verdade, entao
y; = 0 implicaria y; + (Ay); = 0 para todo j € {1,...,n}. Considere J = {j : y; > 0}.
Assim, se j ¢ J e r € J, temos

Y); =>_ aryr =0
%

ey, > 0, logo a;, = 0. Pelo Lema 4.7, A seria redutivel, uma contradi¢ao. Dessa forma,
como y # 0, vemos que y tem no maximo n — 1 coordenadas nulas, portanto (I + A)y tem

no maximo n — 2 coordenadas nulas.

Repetindo o argumento, vemos que (I + A)" 'y > 0. Agora escolha y = ¢;, a
j-ésima coluna da matriz identidade, de modo que a j-ésima coluna de (I + A)"~! é
positiva, logo (I + A)"~! > 0.
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Agora provaremos que (/1) = (I1I). Como (I + A)" ' >0e A > 0, temos que
nenhuma linha de A ¢ nula, portanto A(I + A)"~! > 0. Pelo Teorema Binomial,

AL+ A" AZ( ) —i(Z:DA%o.

k=1

Assim, para todos i, j, alguma das matrizes A, A%,..., A" tem que ter a coordenada i, j

positiva.

Finalmente, mostraremos que (//1) = (I). Suponha que A é redutivel. Entao

existe uma matriz de permutacao P tal que

PAPT =

B, 0
C, D |

Além disso, como PAPTPAPT = PA?PT existem matrizes quadradas By e D, tais que

PA?PT =

B, 0
Cy Dy |

Em geral, temos

Cy Dy

papr — | U O]

logo (PA'PT),s = 0Vt = 0,1,...,n e para todos a, 3 correspondendo a entradas da
submatriz nula de PAPT.

Assim,
0= (PA'P")ap = 33" paraj)pse
P

para todo t = 1,...,n. Escolha k, ¢ tais que px = pge = 1. Entéo a,(c? =0vte{l,...,n},

contradizendo a hipdtese e completando a demonstracao. O
Corolario 4.10. Seja A > 0 uma matriznxn. Se A for irredutivel, entao AT é irredutivel.

Observacao 4.11. Seja A > 0 uma matriz nao-negativa. O grafo orientado associado a
A, o qual denotaremos por G(A), tem n vértices, que serdo representados por 1,2,...n, e
existe uma aresta do vértice i para o vértice j se e somente se a;; > 0.

Um grafo orientado € dito fortemente conexo se existe um caminho de qualquer

vértice para qualquer outro vértice. Note que a,(;)

> 0 se e somente se existe um caminho
de comprimento t do vértice i ao vértice j em G(A). Dai, o Teorema anterior garante que

A € irredutivel se e somente se G(A) é fortemente conexo.

Proposicao 4.12. Autovetores ndo-negativos de matrizes irredutiveis ndo-negativas sao

POSILIVOS.
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Demonstracao. Suponha que Ax = Ax, com A > 0 irredutivel, z > 0 e z # 0. Como Ax e
x sado nao-negativos, entao é claro que A > 0. Além disso, (I + A)z = (1+ A)z. Ja vimos na
demonstracao do Teorema 4.9 que (I + A)x tem menos coordenadas nulas que z, desde que
x tenha alguma coordenada nula. Assim, se z tiver k coordenadas nulas, entdao (1 + M)z
também tem k coordenadas nulas, enquanto (I + A)z tem menos que k coordenadas nulas,

um absurdo. Assim, x nao pode ter coordenadas nulas, de modo que = > 0. O

4.3 O Teorema de Perron-Frobenius

Definicao 4.13. Seja A = (a;;) uma matriz n x n irredutivel ndo-negativa. A fungdo

fa:RY\ {0} = Ry definida por

fa(z) = gl;g(} (/Z‘)z’

onde x = (x1,...,x,) € R} \ {0}, € chamada de fungdo de Collatz- Wielandt de A.

Proposigao 4.14. Seja A = (a;;) wma matriz ndo-negativa irredutivel n X n e fa sua
fungao de Collatz- Wielandt. Entao:

(1) fa(tz) = fa(x) para todos x € R \ {0} et > 0;

(ii) Se x é ndo-negativo, nao-nulo e p é o maior nimero real tal que Az — px > 0, entdo
p= fA(x);

(iii) Se x € RT\ {0} ey = (I +A)" 'z, onde I é a matriz identidade de ordem n, entio
fa(y) = fa().

Demonstragio. Para (i), basta notar que

fA(tl’) = min M — min ( {L‘) = min ( I’)
tw A0 tx; tz;#0 T, z#0  T;

= fa(z).

Para (ii), observe que, por defini¢ao,

X

fa(z) <

sempre que x; # 0, de modo que
(Az); > falz);

sempre que z; # 0. Quando z; = 0, a desigualdade continua valida, ja que A e z sdo

nao-negativos, portanto
(Ax); — fa(z)z; > 0
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para todo 4, 0 que é 0 mesmo que
Ax — fa(z)x > 0.

Como p é o maior nimero real que satisfaz essa desigualdade, concluimos que f4(z) < p.
Suponha agora que fa(x) < p. Observe que existe k € {1,...,n} tal que x; # 0 e

= fA(x)v

de modo que (Ax), — fa(z)xr =0 e a k-ésima coordenada de Az — fa(x)z é nula. Assim,
(Az)g — prp < (Ax)g — fa(z)xr = 0, um absurdo pois Az — pr > 0, mostrando que

fa(z) = p.

Para (iii), vimos acima que
Az — fa(z)x > 0.
Como A ¢ irredutivel, sabemos do Teorema 4.9 que (I + A)"~! > 0, logo
(I+ A" (Az — fa(z)x) > 0.
Como A e (I + A)"! comutam (por serem polinomios em A), podemos escrever
AT+ A)" 2 — fa(x)(I +A)" 12 >0,

ou seja,
Ay — fa(z)y = 0.

Pelo item (ii), fa(y) é o maior nimero real que satisfaz essa desigualdade, portanto

faly) > fa(x), como queriamos. ]

Considere E™ = {(xl, S, Tn) € RY Z?’Zl Tj = 1}. Entao E™ é compacto. Se
mostrarmos que f4 atinge seu maximo em E™, entao esse valor também ¢é o maximo de f4
em todo o R% \ {0}. Com efeito, seja 2° € E™ tal que fa(z) < fa(2°) para todo z € E™.
Dado y = (y1,...,yn) € R} \ {0}, seja

)

n
j=1Yj

e E".

Tr =

Como vimos no item (i) da proposicao anterior, fa(x) = fa(y), logo fa(y) = fa(z) <
fa(z).
Se fa fosse continua em E™, esse fato estaria garantido. Note que f4(z) é continua

em todo ponto cujas coordenadas sao todas positivas, mas que isso pode nao ocorrer se

uma das coordenadas de z for nula, como mostra o exemplo a seguir.
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Exemplo 4.15. Considere

(2 21
A= 2 1
1021
Como )
8§ 10 5
A*=18 10 5 |,
4 6 3
temos que A € irredutivel. Considere também, para cada € > 0, o vetor
1,0,€ "
z(e) = (1+€) € E"

Quando € — 0, temos x(e) — x(0) = (1,0,0). Como Az(0) = (2,2,0), temos que
fa(x(0)) = 2.

Por outro lado, temos

Ala(g) = EFe2E0I
logo
fa((z(€)) =min{2 + ¢, 1} =1,
portanto

li_r)% fa(z(e)) =1# 2= fa(x(0)),

provando que fa nao é continua em (1,0,0).

Teorema 4.16. Seja A uma matriz nao-negativa e irredutivel n X n. Entdo fa atinge seu

maximo em E™.

Demonstracio. Seja
G=(I+A"'E"

Entdo G é compacto, e como A ¢ irredutivel, temos que (I + A)"~! > 0, logo todos os
elementos de GG sao positivos, ja que os elementos de £™ sao nao-negativos e nao-nulos. Com
isso, fa é continua em G, e portanto existe y* = (?,...,9%) € G tal que fa(y) < fa(y°)
para todo y € G.

Sejamx € E", y= I+ A" 'z eGe
0
¥ = ny 5 € E"
j=1Yj

Pelos itens (i) e (iii) da proposigao anterior, temos f4(z°) = fa(y°) e fa(z) < fa(y). Dai,

fa(x) < faly) < fay®) = fa(@?),

e portanto f4(2°) é o maximo de f4 em E™, e pela observacio acima, também é o maximo
n
de f4 em R7. n
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Teorema 4.17 (Perron-Frobenius). Toda matriz A = (a;j) n xn ndo-negativa e irredutivel
possui um autovalor positivo r tal que r > |\| para todo autovalor A\ de A. Além disso,

existe um autovetor positivo associado a r.

Demonstragio. Defina r = max f4 = fa4(z°), como na demonstracio do Teorema anterior.
Seja u = (1/n,...,1/n) € E™. Entao

Au)s 1 " n
r> fa(u) = min ( uu% = min @ = miinZaij > 0,
? n 7=1

pois A nao pode ter uma linha nula por ser irredutivel. Com isso, r é positivo.

J& sabemos que Az" — rz® > 0. Se for Az® — ra® # 0, entdo como (I + A)"! >0
temos que

(I+ A)" 1 (Az® —r2®) > 0.
Novamente usando que A e (I + A)"~! comutam, obtemos
AT+ A" 12 —r (I + A" 12" > 0.
Se y° = (I + A)" 120, entao
Ay’ —ry® > 0.

Dal, existe € > 0 tal que

Ay® — (r+ e)yo >0,
mas entao

r<(r+e < fay),

contrariando a maximalidade de r em R’!. Isso mostra que Az® = ra®, logo r é autovetor de

0

A. Além disso, como x” é um autovetor ndo-negativo da matriz nao-negativa e irredutivel

A, temos que z' > 0 pela Proposicao 4.12.

Finalmente, seja A um autovalor de A. Entao, existe z = (z1,...,2,) # 0 tal que

Az = X\z. Essa igualdade pode ser escrita coordenada a coordenada como
n
)\Z,; = Z CLZ'ij,
j=1
1 <@ < n. Dai, pela desigualdade triangular,

n
Azl <D a2

J=1

Assim, se |z| = (|z1],.. ., |zn]) € RY, essa equacdo equivale a
All2] < Alz],
ou seja, Alz| — |A||z| > 0. Assim,
Al < fallz]) <7

pela maximalidade de r. O
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Em particular, se A é ndo-negativa e irredutivel, s(A) = r(A) = r é um autovalor
positivo de A, com autovetor positivo associado. Note que mostramos acima que, se z > 0
nao-nulo é tal que Az — s(A)x > 0, entdo x é autovetor com autovalor s(A), e x > 0 pela

Proposigao 4.12. Dal, se fa(z) = s(A), entao
Az — s(A)x = Az — fa(x)z >0,

portanto Ax = s(A)x e z > 0.

Além disso, como A é ndo-negativa e irredutivel, sabemos que AT também é.
Podemos entdo aplicar o Teorema de Perron-Frobenius a AT e concluir que também existe

um autovetor positivo de AT associado a s(A) = s(AT).

Teorema 4.18. Suponha que 0 < B < A, com B # A e A irredutivel. Entao r(B) < s(A).

Em particular, se B também for irredutivel, entio s(B) < s(A).

Demonstragio. Suponha que Bz = Az, com z € C"\ {0} e A € C. Repetindo o final da

demonstragao do Teorema de Perron-Frobenius, obtemos
[Allz] < Blz|.
Como B < A, temos
Allz] < A,

logo
Al < fa(lz]) < s(A),

pois A ¢ irredutivel. Em particular, r(B) < s(A).

Se tivéssemos r(B) = s(A), entdo existiria autovalor A (com autovetor z) de B
tal que |A| = s(A). Pelo que acabamos de ver, isso implica em fa(]z]) = s(A), e pelo

comentério acima, |z| é autovetor de A com autovalor s(A) e z > 0. Assim,
Alz] = s(A)]z] = [All2]
logo, também pelo que acabamos de ver, A|z| = B|z| com z > 0, mas isto s6 é possivel se

A = B, uma contradigao, logo r(B) < s(A). O

4.4 Matrizes quase positivas

Definigao 4.19. Diremos que A € uma matriz quase positiva se for quadrada, nao for

a matriz nula e se todos os elementos fora da diagonal forem nao-negativos.
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Note que A é quase positiva se e somente se A + sI = B é nao-negativa para
todo s suficientemente grande. Nessas condigoes, temos o(B) = o(A) + s. Com efeito,
se A € o(B), entdao 0 = det(B — A\I) = det(A — (s — A)I), mostrando que A — s é
autovalor de A, logo A = (A — s) +s € 0(A) + s. Analogamente, se A € o(A), entao
det(B— (A + s)I) = det(A+ 7 — s — A) = det(A — M) = 0, logo A + s € o(B).
Dessa forma, s(B) = r(B) = s(A) + s, pois B é ndo-negativa. Assim, o Teorema de

Perron-Frobenius nos fornece:

Teorema 4.20. Seja A uma matriz quase positiva. Entao sua cota espectral, s(A), é
um autovalor associado tanto a um autovetor ndao-negativo v de A como a um autovetor

nao-negativo w de AT. Se, além disso, A for irredutivel, v > 0 e w > 0.

Corolario 4.21. Se A e B sao matrizes quase positivas irredutiveis, com B < A e B # A,
entao s(B) < s(A).

Demonstracio. Existe s > 0 tal que A = A+ sI e B = B + sI satisfazem 0 < B < A.

Note que a irredutibilidade de A e B garante que A e B também séo irredutiveis pelos

Lemas 4.7 e 4.8. Pelo Teorema 4.18, temos s(B) < s(A), mas como s(A) = s(A) + s e
s(B) = s(B) + s, segue que s(B) < s(A). O

Vamos precisar também de algumas propriedades de e quando A for uma matriz

quase positiva irredutivel. Para isso, vamos considerar um sistema

onde A(t) é uma matriz n x n continua em um intervalo [¢o,b).

Proposicao 4.22. Se A(t) é quase positiva em [ty,b) e x(t) € uma solu¢io nao-nula do
sistema acima tal que x(tg) > 0, entdo x(t) > 0, tg <t < b, ex(t) >0, tg <t <D, se
Alty) for irredutivel.

Demonstracao. Note que, para cada 1,
n
/
TP =Y ATy > i,
Jj=1
logo por integracao temos

t
xl(t) > xi(s)efs ai;(n)dn

se t > s. Logo, se uma componente torna-se positiva, ela permanece positiva no futuro,

provando a primeira afirmacao.

Suponha agora que A(tg) é irredutivel e seja

I ={i:x;(t) >0 para todo t € (to,b)}.
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Pelo que acabamos de provar, I # (. Se I = {1,...,n}, ndo hd o que provar, entiao
suponha que [ # {1,...,n}. Assim, existem j € I e k ¢ I tais que ay;(to) > 0, pois A(to)
é irredutivel, e por continuidade, continua positivo perto de tq. Como k ¢ I, xx(s) =0
para todo s > ty suficientemente perto de ty pelo pardgrafo anterior. Logo, para s >

suficientemente proximo de ¢y de tal forma que z4(s) = 0 e ag;(s) > 0, temos

0
—~

21, (8) > apr(s) xk(s) +agi(s)zi(s) > 0,

uma contradi¢ao, pois deveriamos ter x}.(s) = 0. O

Corolério 4.23. Se A for uma matriz quase positiva e irredutivel, entdo e é positiva

para todo t > 0.

Demonstragio. Basta considerar o sistema ' = Az, cuja solugao geral é da forma z(t) =
e*2(0). Escolhendo x(0) = e;, o i-ésimo vetor da base canonica de R™, temos z(0) > 0, e
x(t) é a i-ésima coluna de e!. Pela Proposigio anterior, x(t) > 0, logo ¢! > 0. Note que

se A fosse redutivel, teriamos et > 0. O

Proposicao 4.24. Seja A uma matriz quadrada tal que s(A) < 0. Entao

Al = — /OO edt.
0

Demonstracao. Temos

A/OO eAtdt = /OO Aetdt
0 0

) deAt
- /0 (dT

o0

)dt
T=t

_ A

0

0

A 0
= lim e —e
t—o0

= —I

pelo Teorema Fundamental do Célculo e pelo fato de s(A) < 0, logo todos os autovalores

de A tém parte real negativa. Dai, A é invertivel e
A= — /oO etdt
0
]

Corolério 4.25. Se A for quase positiva com s(A) < 0, entdgo —A™1 > 0. Se A for

irredutivel, entdo —A~1 > 0.
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Demonstracao. Basta usar o Coroléario 4.23 e a Proposicao 4.24. O]

Nosso proximo objetivo serd provar que se A é uma matriz quase positiva cujas
colunas tém somas negativa, entao todos os autovalores de A tém parte real negativa. Em
particular, s(A) < 0. Para isso usaremos um Teorema auxiliar. Seja A = (a;;) uma matriz
complexa n x n. Para cada i € {1,...,n}, seja r; = 3, |a;;| a soma dos elementos fora
da diagonal da i-ésima linha. Seja D(a;;,r;) o disco fechado centrado em a;; e de raio ;.

Cada um desses discos é chamado de disco de Gershgorin.

Teorema 4.26 (Teorema do Disco de Gershgorin). Todo autovalor de A pertence a pelo

menos um disco de Gershgorin D(a;;,1;).

Demonstragio. Seja A um autovalor de A e x = (x;) um autovetor associado. Seja
i€ {1,...,n} tal que |z;| = max{|z;|}, de modo que |z;| > 0 (caso contrario terfamos

x =10). Como Azx = Az, temos
n
Zaijxj = )\Z’l
=1

Logo,

Z CLij.CL’j = )\SL’@ — Q5.
J#

Dividindo por x; e tomando o valor absoluto, obtemos

<2

J#

Aij T

A — ay| =

<> lail =i,

J#

Z

‘ Zﬁéz Qi L

pois |z;/x;| <1 para todo j # i. O

Corolario 4.27. Os autovalores de A também estdo contidos em algum dos discos de

Gershgorin relativos ds colunas de A: D(a;j,7;), onde r; = 3,4 |ai;|.

Demonstracio. Basta aplicar o Teorema para AT, usando o fato de que A e AT possuem

0s mesmos autovalores. ]

Corolario 4.28. Seja A = (a;j) wma matriz quase positiva cujas colunas tém somas

negativas. Entao todo autovalor de A tem parte real negativa.

Demonstragio. Usamos o Coroldrio anterior. Se A é autovalor de A, existe j € {1,...,n}
tal que |\ — a;;| < r;. Como A é quase positiva, temos a;; > 0 se i # j, e i a;; < 0,
portanto rj = Y ai; < —aj; = |ag|. Daf, RO\ —aj; = ROA—ay;) < [A—ayj] < r; < |agj],
de modo que R(N) < a;; + |a;;| = 0. O
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5 MODELO SEIRS EM POPULACOES
COMPARTIMENTADAS

Este ¢é o principal capitulo dessa Dissertacao. Nele as teorias e técnicas dos outros trés
capitulos sao aplicadas em um modelo epidemiolégico mais complexo, mostrando o potencial
da Analise Matricial feita no Capitulo 3 para estudar Epidemiologia em populagoes
compartimentadas. Na primeira se¢ao explicamos o modelo e fazemos algumas consideragoes
preliminares. Na segunda sec¢ao estudamos o Equilibrio Livre de Doenca do modelo.
Mostramos que a estabilidade desse sistema esta atrelada a uma certa matriz B: quando
s(B) > 0, o equilibrio ¢é instavel, e quando s(B) < 0, é (globalmente assintoticamente)

estavel.

Na terceira se¢ao mostramos que se s(B) > 0 a doenga é uniformemente fracamente
persistente, e na secao seguinte fazemos uma perturbacao no sistema para mostrar que
existe um equilibrio endémico. Finalmente, a tultima secao utiliza resultados do Capitulo 2

para mostrar que a doenga persiste (fortemente) uniformemente.

Seguimos principalmente o material exposto em (THIEME, 2010). A teoria de
equagoes diferenciais ordinérias necessaria (como a exponencial de matrizes) pode ser
encontrada em (HALE, 1980) e (TESCHL, 2012).

5.1 O Modelo

Consideremos uma populagdo de hospedeiros que esta dividida geograficamente em
n compartimentos (paises, estados, cidades, por exemplo). Cada compartimento é dividido
pela doenga em quatro classes epidemiolégicas: individuos suscetiveis (representados pela
letra S), expostos, mas nao ainda infecciosos (E), infecciosos (I) e recuperados (R). Vamos
permitir que um individuo recuperado torne-se novamente suscetivel, portanto o modelo
serd do tipo SEIRS. Usaremos C' € {S, FE, I, R} como uma letra genérica para uma classe
nao especificada. Além disso, vamos supor que a transmissao da doenca e a transicao entre

a classes epidemioldgicas ocorre apenas dentro dos compartimentos.

Sejam S;(t), E;(t), I;(t) e R;(t) os nimeros de individuos suscetiveis, expostos,
infectados e recuperados, respectivamente, no compartimento ¢ no instante ¢, e N;(t) a
populacao total do compartimento ¢ no instante t. Usaremos a notacgao vetorial S =
(S1,.-.,5.), E = (Ey1,...,E,), I = (I1,...,1I,) e R = (Ry,...,R,). A dindmica da

populacao hospedeira e da doenca é descrita pelas equagoes:
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dsS; S;1;

Y VS Y RR, 58 S;
dt R ]\/—Z :uz + ,}/z + kzl ikPk T mkz )
dE; Si1; n

= K — (V7 4+ D) Ei + > (mi B, — migEy)
dt N; —
% _ EE o I I _[ = I.[ . II‘
5 - ik (vi +pi) L+ > (i — my, 1)
k=1
D = (0P 4 u) R+ S (bR, — mER,
ki (i + ") Ri + Z(mzk K — My 1)

k=1
N; = Si+E+I+R

Nas equagoes acima, A; denota a taxa segundo a qual individuos sao recrutados para
a populacao 7, o que pode ocorrer, por exemplo, por imigra¢ao ou nascimento, ou no caso
de uma doenca sexualmente transmissivel, pela entrada na faixa etaria sexualmente ativa;
individuos no compartimento i e na classe C' morrem a uma taxa per capita u{ e passam
para a proxima classe epidemiolégica a uma taxa per capita 7<; a transmissdo da doenca
¢ modelada pelo termo S;1;/N;, que representa a probabilidade de um individuo suscetivel
encontrar um infeccioso, e k; denota a taxa de infeccao per capita no compartimento .
Finalmente, m$, denota a taxa de migracio per capita do compartimento k para o i na
classe C. Vamos supor que m$, =0 para 1 <k <neC € {S, E, I, R}.

Considere as matrizes M¢ = (Mg), C = S,E,I,R, as matrizes de migracao,
definidas por M = m{ se i # j e M = —Y3_ mf;, 1 < i < n. Entao M é quase
positiva, e cada coluna tem soma igual a zero. Sejam ainda ¢, ¢ e k matrizes diagonais

com os coeficientes naturalmente obtidos do sistema acima.

Vamos supor que:

o Todos os parametros constantes sao nao-negativos;

o 1 >0,k >0e~F >0 para todo i;

o As matrizes M°, M¥ e M' sao irredutiveis.

A segunda hipétese garante que as taxas de mortalidade e de infec¢ao sao positivas
e que a progressao da doenga nao estagna na classe dos individuos expostos. Como as taxas
de mortalidade sao positivas, precisamos que haja uma renovagao da populacao, o que
é garantido pela terceira hipotese. A quarta hipétese garante que individuos suscetiveis,
expostos e infecciosos chegam a todos os compartimentos.

Para ]Vz = 0, definimos Sili — 0. Assim, é possivel mostrar, usando argumentos
) N, ) )
3

Sil;

usuais da Teoria das Equagoes Diferenciais Ordindrias, que a expressao 5t ¢ uma funcao
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localmente lipschitziana de (S;, E;, I;, R;) € Ri. Isso garante existéncia e unicidade das

solugoes do sistema acima.

Além disso, ¢ facil ver que R™ é positivamente invariante. Com efeito, basta mostrar

que se C; =0, C € {S, E, I, R}, entao ddCt‘¢ > 0, o que pode ser comprovado facilmente a

partir das equagoes do sistema. Dessa forma, solugoes que iniciem em Ri" permanecem

nesse conjunto, e o problema fica matematicamente e biologicamente bem posto.
Denotaremos por N(t) = Y7 ; N;(t) a populagao total.

Teorema 5.1. Para todos S°, E°, I°, R® € R} existe uma tnica solugio (S(t), E(t),I(t), R(t))

do sistema acima com valores em RY™ e com valores iniciais (S°, E°,I°, R%) que estd de-

finida para todo t > 0 e tem valores em RY". Eziste ¢ > 0 tal que, para toda solugio
nao-negativa tem-se limsup,_,. N(t) < ¢ e N(t) < max{c, N(0)} para todo t > 0.

Demonstracao. Sabemos que existe solu¢ao tunica do sistema pela observacao anterior, e

se ela estiver definida apenas em um intervalo da forma [0,b), com b < 0o, deveremos ter

limsup N(t) = oc.

t—b—

Somando todas as equagoes do sistema, obtemos

— = i (Az’ — 1178 — i By — i i — MzRRl)'

Ponha i, = min{u{ : C = S,E, I, R;i=1,...,n}. Entdo ju,, >0 e
N <A - pu,,N,

onde A = > ; A;. Integrando, obtemos, para ¢ > 0,

N(t) < N(0)e Pt + £(1 — gty
fm

Como tanto e #m! quanto 1 — e#m! sdo menores ou iguais a 1 para todo ¢ > 0, concluimos

que

N(t) < maX{A,N(O)} e limsup N(t) < A
,LLm t—o00 /zl/m

]

Proposicao 5.2. Temos S(t) > 0 parat > 0. A populagio em cada compartimento persiste

uniformemente: existe ¢ > 0 tal que para toda solugio e para todo i, liminf; ., S;(t) > c.

Demonstracao. Podemos escrever

S > A+ (M° — i — k%S,
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Dai,
S() 2 MG (0) 4 [T N g
B 0

Note que M* — p® — k% é quase positiva e irredutivel (pois M* é). Dessa forma,

M5 —pS—k5)t

el >0

S

para todo t > 0, e como as somas das colunas de M — ;¥ — k° sdo negativas, temos

s(M® — pu® — k%) <0,

e dal
S e
0

Finalmente, como e™*~#°=5)t > () e A > 0, temos que S(t) > 0 para todo t > 0. Além
disso, fazendo t — oo, temos e 1=+t G (0) — 0 pois s(MS — p¥ — k5) < 0, e
t

lim [ M B NG = A Tim [ e gy — (M — S — S) A,
t—o0 Jo t—o0 Jo

logo
li{ginfS(t) > (M5 — ¥ — x5)7TA > 0.

5.2 O Equilibrio Livre de Doenca

O subespaco F = I = R = 0 ¢ invariante e fornece a dinamica livre de doenga, na

qual S =N e
dN;

dt

=N — N + Z(mzska — mi;Ny),
k=1

ou ainda

N = A+ (M® — p®)N.

Como a soma de cada coluna de M* — ;i é negativa, temos s(M* — p%) <0 e —(M° —

)~ > 0. Além disso, a solucdo de equilibrio do sistema livre de doenca é dada por
N=28=—(M°—p%tA > 0.
O equilibrio livre de doenca (ELD) do sistema é dado por
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Vamos linearizar o sistema em (ELD). A matriz Jacobiana, com variaveis ordenadas

como (S, FE, I, R), esta representada abaixo, onde cada entrada é uma matriz n X n:

MS—/LS 0 —K 7R
S 0 ME — P —~F K 0
- 0 E MLyl A 0
g H Y
0 0 ,YI MR—,UR—’)/R

A B
Lema 5.3. Se J = 0 C ) ¢ uma matriz em blocos, com A e C quadradas e 0 uma
)=0c(A)Ua(C).

matriz nula, entao o(J

Demonstragio. Suponha que A € o(J). Entao, existe v = (vy,vq) # 0 tal que Jv = Av.

Dai,
A B V1 - )\’Ul — AUl +B?)2 - )\’Ul
0o C Vg AUy Cvy Mg |
AU1 + BUQ = )\Ul
CUQ = )\?JQ ‘

donde

Assim, se vy # 0 temos A € o(C'), e se vo = 0, entdo vy # 0, caso contrario teriamos v = 0,

edal A € o(A).

Suponha agora que A € o(A). Entao existe v; # 0 tal que Avy = Avy. Se v = (vy,0),

(0 2)(3)- (%)= ()

logo A € o(J). Finalmente, se A € o(C), entdao A € o(C7T), j&4 que uma matriz e sua

entao

transposta possuem os mesmos autovalores. Dai, existe vy # 0 tal que CTvy = \vg, logo
) b

definindo v = (0, v2), temos

AT 0 0 0 A0
JTy = - - — v,

exeo(J)=0o(J). O
Corolario 5.4. Temos

o(J) = o(M® = ) Ua(M" =+ — ) Uo(B),

B ME_,YE_ME K
- E ML AL
Y Y H

Corolario 5.5. (ELD) € estdvel se s(B) < 0 e instdvel se s(B) > 0.

onde
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Demonstragio. Basta notar que, como as matrizes M*° — p e M® — uf — 4% sdo quase

positivas e suas colunas tém somas negativas, entdo s(M* — ) < 0 e s(ME—pf—~%) < 0.
Dai, se s(B) < 0 entdo s(J) < 0 e (ELD) é estavel, e se s(B) > 0, entdo s(J) > 0 e (ELD)

¢ instavel. O

Proposicao 5.6. B é uma matriz irredutivel.

Demonstragio. Suponha que B = (b;;). Lembramos que entre nossas hipéteses sobre o
sistema supomos que £, ’yf > 0 para todo i e que as matrizes M¥ e M! sdo irredutiveis.
Suponha por absurdo que B ¢é redutivel. Entao existe um subconjunto préprio e nao-vazio
Pc{l,. .. .2n}tal que bjy =0se k € Pej¢ P.Se tivéssemos P C {n+1,...,2n},
entdao 1 ¢ P, logo

bl(n+1) =K1 =0,

mas isso nao ocorre. Analogamente, se tivéssemos P C {1,...,n}, entdon + 1 ¢ P, de

modo que

b(n+1)l = 7{5 =0,

o que também nao é verdade. Dessa forma, S = PN {l,...,n} é um subconjunto préprio
e nao-vazio de {1,...,n}.
Assim, se j,k € {1,...,n},comk € Sej ¢S, obtemos b;, = 0, mas nesse caso by

E

sdo os coeficientes da matriz M¥ — pu¥ — 4%, que portanto é redutivel. Como essa matriz

e M possuem os mesmos elementos fora da diagonal, isso implica que M¥ também ¢é

redutivel, um absurdo. Logo, B é irredutivel. O

Além disso, temos o seguinte

Teorema 5.7. Se s(B) < 0, entio (E,I) — 0 quando t — 0 para todas as solugoes do

sistema.

Demonstracao. Do sistema, vemos que E e [ satisfazem

{ E' < wkl+ (MF—~F — P)E
I' = APE+ (M=~ = p")I
Em outras palavras, se z = (E,I)T, temos que

7 < Bz
para toda solucao do sistema. Por integragao, obtemos

2(t) < 2(0)ePt 225 0,

pois como s(B) < 0, todos os autovetores possuem parte real negativa. O
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Observe que se I(t) — 0, entdao R(t) — 0. Com efeito, dado € > 0 existe ty > 0 tal

que I(t) < e para todo t > t;. Dessa forma, o sistema nos fornece
R <ey' + (M —~" — ™R
se t >ty (aqui estamos entendendo v/ como vetor coluna). Por integragio, obtemos

R(t) < eM "1t R(0) + e/t eM == (t=s) ) 1 g
0

Como a matriz M® — 4% — u® é quase positiva e suas colunas possuem somas

negativas, temos que s(M%® — % — pft)y <0 e
Ry [t
0
Dai, fazendo t — oo vamos obter

limsup R(t) < e

t—o00

_ (MR o ,.)/R - MR)17]‘|-
Como R(t) > 0 para todo t, concluimos que

0< hrtrilonf R(t) <limsup R(t) =0

t—00

pois € foi arbitrario, como queriamos. Em particular, o Teorema anterior mostra que toda
solugdo converge para o equilibrio livre de doenga quando t — oo se s(B) < 0. Em outras

palavras, esse equilibrio é globalmente assintoticamente estavel.

Podemos entender a matriz B como uma funcao de seus parametros, digamos k:
B = B(k). Quando k = 0, a matriz B é quase positiva e suas colunas possuem somas
negativas, portanto s(B(0)) < 0. Ainda ndo sabemos se é possivel termos s(B(x)) > 0.

Mostraremos que isso é possivel para k suficientemente grande.

Proposigao 5.8. s(B(k)) > 0 para k suficientemente grande.

Demonstragio. Temos Bv = (Cv; + kvy,vFv; + Dvy), onde C = M¥P — pyf — 4F ¢
D = M — ! —~". Por hipétese, M¥ e M' sao irredutiveis, portanto o mesmo vale para
C e D. Assim, pelo Teorema de Perron-Frobenius, existem vy, vy > 0 tais que C'vy = ryvy,
Duvy = roug, com r; = s(C) < 0ery =s(D) <0, ja que C e D sdo quase positivas com

colunas com somas negativas.

Assim, Bv = (rivy + kva, ¥Ev1 + 7907). Escolha t grande o suficiente para que
vE(tvy) 4+ rovy > vy. Agora escolha k grande o suficiente de modo que v, + kv > vy,
Pondo v = (tvy,v,), temos B(k)v > v, portanto s(B(k)) > 1.

Como B = B(k) é quase positiva, existe s > 0 tal que A = B + s/ é nao-negativa.
Temos Av = Bv + sv > (14 s)v, de modo que 1+ s < s(A) = s(B) + s pelo que vimos no

Capitulo 3, portanto s(B) > 1, como queriamos. ]
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5.3 Persisténcia Uniforme Fraca da Doenca

Comecamos esta se¢ao mostrando que a doenga persiste uniformemente fracamente

em pelo menos um dos compartimentos da populacao.

Teorema 5.9.

> (L;(0) + E;(0)) >0=E; >0,1; >0,1 <j <n,t>0.

=1

Se, além disso, s(B) > 0, entao eziste € > 0 tal que

limsup Y I;(t) > €

para todas as solugoes do sistema satisfazendo Y7 (1;(0) + E;(0)) > 0.

Demonstragio. Seja v(t) o vetor coluna (E(t), I(t))T. Considere a matriz

. ME _~E _ B D
~F MT — AT —
onde D é a matriz diagonal com entradas mff— ao longo da diagonal. Da Proposi¢ao 5.2,

sabemos que S(t) > 0 para todo t > 0, logo essas entradas sao todas positivas, portanto a
irredutibilidade de B garante que B(t) também ¢é irredutivel, para todo t > 0. Do sistema,

VEMOS que

v'(t) = B(t)v(t).

Como v(0) > 0 por hipdtese, concluimos que v(t) > 0 pela Proposigao 4.22 (note que nao
sabemos se B(0) é irredutivel). Agora fixado ty > 0, ja sabemos que B(t) é quase-positiva
para todo t >ty e além disso B(ty) ¢ irredutivel. Como v(ty) > 0 pelo que acabamos de
mostrar, novamente a Proposicao 4.22 garante que v(t) > 0 para todo t > t5. Como ty > 0

foi arbitrario, segue que v(t) > 0 para todo ¢ > 0, como queriamos.

Para a segunda parte, suponha que s(B) > 0 e suponha que a afirmagao é falsa.
Entao para todo € > 0 existe uma solugao satisfazendo >, (Z;(0) + E£;(0)) >0 e

para todo ¢ suficientemente grande. Em particular, [;(t) < € para todos i € {1,...,n} et
suficientemente grande. Pelo que acabamos de mostrar, F;(t) > 0 e I;(t) > 0 para todo
t>0.

Do sistema, vemos que (daqui em diante o simbolo k serd usado para representar

tanto uma matriz diagonal quanto um vetor coluna)

B <kl+ (MF —~+F —y®)E < §/<+(ME—7E—;LE)E.
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Por integragao, obtemos
B(r) < M 0 p(0) + B ) =) g
0

Como MP¥ é irredutivel, a matriz quase positiva M¥? — +F — 4 também ¢, e como as

colunas dessa matriz possuem somas negativas, temos que
s(ME —~F —pFy<0e — (MP —+F — )"t > 0.
Dai,

limsup E(t) <

€
t—o0 - 2

[— (MP —~F —ME)_lff} < e[— (MP —~P — )],

de modo que
E(t) < e[— (ME — 4% — Pk

para todo t suficientemente grande. Tomando a norma da soma || - ||; de R,,, obtemos
Z E; (t) < (1€,
i=1

com ¢; = [[(MP — 4 — )~ ][
Analogamente, de
R/:'YII‘I’(MI_’YI_,UI)R
obtemos .
> Ri(t) < coe.
i=1

Basta repetir as contas feitas apds o Teorema 5.7 e proceder como acima. Lembramos

ainda que existe ¢ > 0 tal que para toda solugao e todo ¢ tem-se
lim inf Si(t) > c,

de modo que

Sl(t) > C
para todo t suficientemente grande e para todo i. Agora vamos mostrar que existe o > 0
tal que
Si(t)
1- Ni(t) < «e.
Com feito, temos
1 — Si(t)  Ni(t) — Si(t) Ei(t) + Li(t) + Ri(t) -
Entao
1 o Sz(t) Ez(t) + Iz(t) Rz(t) > Sz(t) c
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para todo t suficientemente grande. Dad,

c
Com isso,
Si(t)
Ni(t) >1— oe

para todo t suficientemente grande. Assim, o sistema nos fornece

E' > (ME —~F — yBYE + (1 — ae)sl
I = ’YEE+(M[—’YI—/LI>[

)

ou ainda, pondo z = (E, )T,

com
ME —~F — P (1 —ae)k

B= .
~E MT— AT —

Como s(B) > 0 por hipdtese e s(B) varia continuamente com os coeficientes de

B, podemos escolher € pequeno o suficiente para que também tenhamos s(B) > 0 e

(1 — ae)xk > 0. Com isso, B é irredutivel, logo existe w > 0 tal que
BTw = s(B)w

pelo Teorema de Perron-Frobenius. Como vimos, z(t) > 0 para todo t > 0, logo se
u(t) = wlz(t),

entao u(t) > 0 para todo ¢ > 0. Agora multipliquemos z" > Bz a esquerda por w’. Como

u'(t) = wl2(t), isso nos fornece

u'(t) > w'Bz

portanto u(t) — oo quando t — oo ja que s(é) > 0. Por outro lado, pondo w’ = (wy, ws),

com wy = (wgl), Lw)) ER™ e wy = (w?), ...,w™) € R", obtemos de
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que
ut) = wiBH) + wal(t)
= Z wV Ei(t) + Z w!?
< leHooZEi(t) + |[wal]oo Zfi(t)
i=1 i=1

< (llwnlocer + [Jwal[oo)e
para todo t suficientemente grande, onde || - |[o representa a norma do maximo de R".
Essa contradicao prova o Teorema. O

5.4 Existéncia de um Equilibrio Endémico

Nesta se¢ao mostraremos que no caso s(B) > 0 existe um equilibrio endémico,
isto é, um equilibrio (S*, E*, I*, R*) € RY" satisfazendo C* > 0, C' = S, E, I, R. Para isso,
faremos uma perturbagao no nosso sistema, acrescentando um fator 7 constante a todas
as equacoes para F, I e R, o que pode ser compreendido como imigracao de individuos

nao suscetiveis. O sistema perturbado é descrito pelas equagoes

dS; S. 1. n

L= A — ki — 7S, + PR, 5 S;
dt R ]\/—Z /J“z +,y +k§1( ikPk T mkl )
dFE; S;1; n
dt N; —
% _ I I ) = I . I )
- = N+ VE; — (v 4 )L+ (mi L — my, ;)

k=1

dRZ - R
e n+v L — (4 ul) R+ Y (mip R, — miiRy)

k=1
N; = Si+E +I+R

Proposicao 5.10. E;(t) > 0 e I;(t) > 0 para todos i,j € {1,...,n}, t >0 e toda solugio
do sistema perturbado acima. Além disso, se s(B) > 0 existe € > 0 tal que para todo
n € (0, €] vale

limsup Y I;(t) > €

para todas as solucoes do sistema perturbado.

Demonstracao. Do sistema, vemos que

E'>n+ (MP —~F - u")E,
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onde 7 corresponde a matriz coluna cujas n entradas sao iguais a 7. Dai, por integragao

obtemos

E(t) > eM 7" =15t p(0) + /t M=) =) g
0

(M*

mas eM” =771t 5 () para todo ¢ > 0 pois ME — +F — ;P é quase positiva e irredutivel,

logo E(t) > 0 para todo ¢ > 0. Analogamente, como
I'>n+ (M —~" = p)I

e a matriz M1 —~! — ! também é quase positiva e irredutivel, temos I(¢) > 0 para todo
t> 0.

O resto da demonstracao é exatamente igual ao que fizemos no Teorema anterior,
com uma leve modificagdo, que mostramos a seguir. Suponha que s(B) > 0 e que a
afirmagao é falsa. Entao para todo € > 0 existe € (0, €] tal que o sistema para esse 7

possui uma solugao que satisfaz
" €
I;(t) < =

i=1
para todo t suficientemente grande. Novamente, o sistema nos fornece

E' < n+kl+(MF—~F —u®\E
< e(1+§)+(ME—’yE—,uE)E

para todo t suficientemente grande, logo

E(t) < e(ME’VE’“E)tE(O) + e/t eMF =" =pF) (=) (1 + R)ds.
0 2
Dai,
limsup E(t) < e[— (MF —4F — /LE)_1<1 + R) :
t—o0 2

portanto

Z Ez(t) < (1€,

i=1
comcy = ||—(MF—~F—pyF)-1 (1—1—’;) , para todo t suficientemente grande. Analogamente,

1

também obtemos .

Z Rl(t> < Cc9€

i=1
para todo t suficientemente grande. Como as equagdes para os S;’s nao envolvem 7, existe

¢ > 0 tal que para todas as solugoes do sistema perturbado e todo i, tem-se
htrgglf Si(t) > c,

e a demonstragao é exatamente igual a que fizemos para o sistema original. Com isso,

podemos repetir o resto da demonstracao do Teorema anterior. O
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Precisaremos do seguinte lema:

Lema 5.11. Considere o semifluxo ® induzido pelas solucoes do sistema autonomo x' =
f(z), com f localmente lipschitziana. Se K é compacto, convezo e positivamente invariante,

entao existe pelo menos um equiibrio de & em K.

Demonstragio. Para cada 7 > 0, considere o mapa que leva x € K em ®(7,z) € K (ja
que K é positivamente invariante). Como esse mapa é continuo, o Teorema do Ponto Fixo
de Brouwer (Lema 4.3) garante que existe p € K tal que ®(7,p) = p, o que nos fornece

uma 6rbita de periodo 7.

Considere agora uma sequéncia 7, > 0 com 7,, — 0 e os pontos fixos p,, € K

correspondentes, de modo que
(I)(Trmpm) = DPm-

Tomando uma subsequéncia caso necessario, suponha que p,, — p* € K. Pela propriedade

arquimediana, para todo t e todo m € N, existe um inteiro k,,(t) tal que

Eo ()T <t < k()T + T

O (ki (1) Tns Pim) = Prm
ja que ®(t, p,,) é periédica de periodo 7,,. Assim,
0<t—Fknlt)mm < Tm,
logo t — ky(t)T,, — 0 quando m — oo para cada t fixado. Dai,
(@, p%) =P < |2 p) = B(E pm)| + [P(E pm) — Pl + [P — P

= |(I><t7p*) - (I)(tapm)| + |<I>(t - km(t)'rmapm) _pm‘ + ‘pm _p*|
— 0

quando m — oo para todo ¢, mostrando que ®(t, p*) = p* para todo t, como queriamos. [
Teorema 5.12. Se s(B) > 0 entao existe um equilibrio (S*, E*, I*, R*) do sistema original

satisfazendo C* >0, C' =S, FE, I, R.

Demonstragio. Some n € (0, 1] a cada uma das equagoes para C;, C = E, I, R, 1 <i <n.
Seja
N=>>C
c i
e some todas as equagoes, obtendo

N <> Aj+3n—puN
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uniformemente para n € (0, 1], onde g = min{ul : C = E,I,R,;i=1,...,n}. Dai,

P = {(S,E,I,R) eR:N< (ZAi+3n>/u}

é positivamente invariante para o sistema perturbado para todo n € (0, 1], pois na fronteira

de P o campo de vetores nao aponta para fora.

Como P é compacto e convexo, para cada n € (0, 1] existe um equilibrio (S, E,, I,,, R,) €
P pelo lema anterior. Pela Proposicao 5.10, existe ¢ > 0 tal que

n

limsup » (I,);(t) > €

se 0 < n < €, 0 que garante que existem valores de ¢ arbitrariamente grandes tais que

se 0 <n <, ja que I, ¢ constante.

Agora tome uma sequéncia positiva 1, — 0 e denote por (S, Ex, Iy, Ry) € P
a sequéncia de equilibrios correspondendo aos 7;’s. Como P é compacto, existe uma
subsequéncia que converge para um ponto (S*, E* I*, R*) € P, que por continuidade, é
um equilibrio do sistema original (pela dependéncia continua das solugoes em relagdo aos

parametros).

Como

Z(Ik>l > €

7

para todo n suficientemente grande (pois precisamos ter 0 < 7, < €), segue que
S I >e>0,
i

logo I* > 0 e E* > 0 pela primeira parte do Teorema 5.9. Também sabemos que S* > 0

pela Proposigao 5.2, e se tivéssemos R = 0, como I} > 0 terfamos

dR; n
o = il = (O + ) Ri 4 3 (mi Ry — migRi) > 0

=1

em (S* E*, I*, R*), uma contradigdo, logo também temos R* > 0, completando a demons-

tracao. ]

5.5 Persisténcia Uniforme da Doenca

Nesta secao combinamos o Teorema 5.9 com os resultados do Capitulo 2 para obter
a persisténcia uniforme da doenga no nosso modelo. Comegamos mostrando que a doenca

persiste uniformemente em pelo menos um compartimento da populacao.
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Teorema 5.13. Se s(B) > 0, entao existe € > 0 tal que
lim inf ; Ii(t) > ¢
para todas as solugoes do sistema tais que > 1, (1;(0) + E;(0)) > 0.

Demonstracio. Usamos o Teorema 3.6. J4 vimos que o semifluxo é uniformemente fraca-

mente p-persistente, com
n

p(S, B, I,R) =" I,

i=1
Temos X = ]Ri", J =R, e, considerando = = (S, E, I, R) € X, temos que
o(t,r) = le‘(t)

=1

é continua, logo & ¢ satisfeita. Vimos também que existe ¢ > 0 tal que, para toda solugao

nao-negativa do sistema, tem-se

limsup N(t) < ¢,

t—o0

onde N(t) é a populagao total no instante ¢. Defina
B={ze X :N((t)<c}

Entao B é compacto. Se p(z) > 0, entao >.i; I; > 0, logo a solugao que comega em x
satisfaz Y1 | (E;(0) + 1;(0)) > 0, portanto [;(t) > 0 para todo t > 0,4 =1,...,n, ou seja,
o(t,z) > 0 para todo t > 0, o que garante que &, ¢ satisfeita. Finalmente, como

limsup N(¢) < ¢,

t—o00

temos que N () < ¢ para todo t suficientemente grande, logo (S(t), E(t),1(t), R(t)) € B
para todo t suficientemente grande, ou seja, d(®(t,z), B) — 0, e &, também é satisfeita,

finalizando a demonstracao. O]

Finalmente, demonstramos que a doencga persiste uniformemente em todos os

compartimentos da populacao. Para isso, usaremos o Teorema 3.10.

Teorema 5.14. FEziste € > 0 tal que

lim inf min [;(t) > € e liminf min F;(t) > €
t—»00 ) t—ro0 %

para todas as solugoes do sistema que satisfazem Y., (E;(0) + I;(0)) > 0.



Capitulo 5. Modelo SEIRS em populag¢des compartimentadas 76

Demonstra¢io. Denotaremos por x um ponto (S, E, I, R) € X = ]Ri”. Defina

p(z) = (E;+ L) e p(z) = Hﬁ{l min{ E;, ; }.
i=1 =
Ja vimos que o semifluxo é uniformemente p-persistente (na verdade, vimos com p(x) =
Sy I, mas como Y. (Ei+1;) > 2, I em RY", nossa afirmacio acima segue). Aplicamos
o Teorema 3.10 em

C:{IeXizNiSC},

i=1
onde ¢ é como visto no Teorema 5.1: existe ¢ > 0 tal que para toda solucao nao-negativa

do sistema tenha-se .
limsup > N;(t) < c.

Entao C' é compacto, e como Y1 ; N;(t) < ¢ para toda solu¢do nao-negativa para todo t

suficientemente grande, temos ®(¢,x) — C' como em (7).

Para (i), dado € > 0, o conjunto
C.= N {p(z) > €}

é compacto, e se ¢ : J U (—J) — C, é uma trajetéria total, entdo trata-se de uma solucao
do sistema com p(¢(t)) > € para todo t € R, de modo que I | (E;(t) + L;(t)) > € >0
para todo t € R.

Ja vimos que Y1 | (E;(0) 4+ £;(0)) > 0 = E;(t) > 0 e I;(t) > 0 para todo t > 0. De
modo analogo podemos mostrar que Y1 | (E;(to) + 1;(tg)) > 0 = E;(t) > 0 e I;(t) > 0 para
todo t > ty. Concluimos entao que E;(t) > 0 e [;(t) > 0 para todo t € R. Em particular,
E;(0) > 0 e [;(0) > 0 para todo i € {1,...,n}, portanto p(¢(0)) > 0. Do Teorema 3.10,
existe € > 0 tal que

lim inf mrin min{ E;(t), [;(t)} > €

—00 =1

para toda solucao do sistema tal que Y1 ; (E;(0) + 1;(0)) > 0, e o resultado segue. O
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