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RESUMO

Uma equacao diferencial é uma férmula matematica que relaciona uma funcao com
suas derivadas. Na matematica aplicada, as fungoes geralmente representam quantidades
fisicas, os derivados representam suas proporc¢oes de mudanca e a equacgao define a relagao
entre elas. Como essas relagoes sdo muito comuns, as equagoes diferenciais desempenham
um papel importante em varias disciplinas, incluindo engenharia, fisica, quimica, economia
e biologia. Em matemédtica pura, as equacoes diferenciais sao estudadas a partir de
diferentes perspectivas, mais sobre o conjunto de solugoes das funcgodes que satisfazem a
equagao. Somente as equagoes diferenciais mais simples podem ser resolvidas por férmulas
explicitas; no entanto, algumas propriedades das solucoes de uma determinada equacao
diferencial podem ser determinadas sem encontrar a sua forma exata. Se a solugdo exata
nao puder ser encontrada, ela pode ser obtida numericamente por uma aproximacao
usando computadores. A teoria dos sistemas dindmicos enfatiza a analise qualitativa dos
sistemas descritos por equagoes diferenciais, enquanto muitos métodos numéricos foram
desenvolvidos para determinar solugbes com um certo grau de precisdo. As equagoes
diferenciais podem ser divididas em varios tipos. Além de descrever as propriedades da
propria equacao, as classes das equacoes diferenciais podem ajudar a buscar a escolha da
aproximacao de uma solucgao. E muito comum que essas distingoes incluam se a equacao
é: Derivados Ordinarios ou Parciais, Lineares ou Nao-Lineares e Homogéneos ou nao
Homogéneos. Esta lista é muito grande; existem muitas outras propriedades e subclasses
de equacgoes diferenciais que podem ser muito uteis em contextos especificos. Utilizando
ferramentas de Analise Funcional e Topologia, estudamos propriedades de limitagao e
periodicidade assintética de solugoes brandas para a equacao que modela as vibragoes de
Estruturas Flexiveis u” + au” = SAu+ Au’' + f que possuem material com amortecimento
interno e forca externa f. Provamos que o conjunto composto de solugoes brandas para
este problema é compacto e conexo no espago de fungoes continuas. Esta propriedade é

conhecida na literatura como propriedade de Kneser.

Palavras-chave: Equacgoes de evolucao. Periodicidade. Periodicidade assintética. Estru-

turas flexiveis. Solu¢oes brandas. Propriedade de Kneser. Familias regularizadas.



ABSTRACT

A differential equation is a mathematical equation that relates some function with
its derivatives. In applications, the functions usually represent physical quantities, the
derivatives represent their rates of change, and the equation defines a relationship between
the two. Because such relations are extremely common, differential equations play a
prominent role in many disciplines including engineering, physics, economics, and biology.
In pure mathematics, differential equations are studied from several different perspectives,
mostly concerned with their solutions—the set of functions that satisfy the equation.
Only the simplest differential equations are solvable by explicit formulas; however, some
properties of solutions of a given differential equation may be determined without finding
their exact form. If a self-contained formula for the solution is not available, the solution
may be numerically approximated using computers. The theory of dynamical systems puts
emphasis on qualitative analysis of systems described by differential equations, while many
numerical methods have been developed to determine solutions with a given degree of
accuracy. Differential equations can be divided into several types. Apart from describing the
properties of the equation itself, these classes of differential equations can help inform the
choice of approach to a solution. Commonly used distinctions include whether the equation
is: Ordinary /Partial, Linear/Non-linear, and Homogeneous/Inhomogeneous. This list is far
from exhaustive; there are many other properties and subclasses of differential equations
which can be very useful in specific contexts. Using tools from Functional Analysis and
Topology we study LP-boundedness and asymptotic periodicity of mild solutions for an
abstract version of the damped wave equation uv” 4+ au” = fAu + Au’ + f which models
the vibrations of flexible structures possessing internal material damping and external
force f. We prove that the set consisting of mild solutions for this problem is compact and
connected in the space of continuous functions. This property is known in the literature as

the Kneser’s property.

Keywords: Evolution equations. Periodicity. Asymptotic periodicity. Flexible structure.

Mild solution. Kneser property. Regularized families.
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1 INTRODUCAO

Desde os primoérdios do estudo das equagoes diferenciais, um dos principais problemas ao
se tentar compreender um certo modelo (tanto abstrato como concreto) é determinar se
tal problema possui solu¢ao. Apds esse primeiro desafio, os demais variam dependendo
das necessidades e curiosidades daqueles que investigam tal problema. Em alguns casos, o
proximo passo, ao determinar se o modelo com tais parametros possui solugao, é estabelecer
se a solucao ¢ tnica ou nao. Da unicidade ou nao das solugoes podemos seguir alguns
caminhos. Por exemplo, podemos estudar as propriedades qualitativas da solucao para
compreendermos melhor o modelo, propriedades tais como a estabilidade, a peridiocidade,
a quase-periodicidade, a periodicidade assintotica, a controlabilidade, dentre outras. Ou
também no caso que a solugdo nao é tnica, podemos nos perguntar se o conjunto formado
pelas solugoes desse problema satisfaz alguma propriedade estrutural do tipo topoldgico,
como por exemplo, se o conjunto dessas solucoes ¢ compacto ou conexo. Um outro caso
interessante é o estudo das propriedades LP para solugdoes o qual é um tépico muito
importante na andlise classica e EDOs. Na atualidade, existem muitos trabalhos onde
se estudam propriedades L, alguns dos quais podemos citar (LUBINSKY; MASHELE,
2002; PENGTAO; LIZHONG, 2012; CUEVAS et al., 2013; CONSTANTIN; PELAEZ,
2015; CHEN; MAGNIEZ; OUHABAZ, 2015; CHEN, 2016; GOLDBERG; GREEN, 2016;
OTTEN, 2016; KYED; SAUER, 2017).

No inicio do século 20, o matematico dinamarqués Harald Bohr introduziu o
conceito de funcao quase periddica, tal conceito generaliza de maneira natural as funcoes
periddicas. A teoria de Bohr rapidamente atraiu a atencao de muitos matematicos famosos
da época, entre eles A. S. Besicovitch, S. Bochner, J. von Neumann, V. V. Stepanov, H.
Weyl, N. Wiener e M. Fréchét. A nocao de quase periodicidade desempenha um papel
crucial em varios campos, incluindo a andalise harmonica, fisica, sistemas dinamicos, etc.
Atualmente, tém aparecido na literatura varios conceitos que representam a ideia de funcao
aproximadamente periddica, por exemplo: as funcoes assintoticamente quase peridédicas?,

as funcoes assintoticamente periédicas? e as funcoes quase automorficas?®.

O problema de periodicidade assintética é hoje um dos assuntos mais ativos na
teoria de comportamento de solucao para equacoes diferenciais. Observamos que os sistemas
concretos normalmente sao submetidos a perturbagoes externas que nao sao periodicas.

Em muitas situagoes reais, podemos supor que estas perturbagoes sdo aproximadamente

L As fungdes assintoticamente quase periédicas foram definidas em 1941 por M. Fréchét (ver (FRECHET,

1941a; FRECHET, 1941b)).

As fungoes assintoticamente periddicas foram definidas em 1949 por N.G. De Bruijn (ver (BRULJN,
1949)).

3 As fungdes quase automoérficas foram definidas em 1962 por Bochner (ver (BOCHNER, 1962)).
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periddicas em um sentido amplo. Recentemente surgiu a nogao de S-assintoticamente w-
periodicidade (ver (HENRIQUEZ; PIERRI; TABOAS, 2008)) que é uma generalizacio da
nocao classica de w-periodicidades assintotica. Esta nova nogao tem interessantes aplicagoes
em varios ramos das equacgoes diferenciais, e isso tem motivado consideravel interesse no
tépico por parte dos pesquizadores. Indicamos ao leitor as referéncias (CAICEDO et al.,
2012; CUEVAS; DE SOUZA, 2009; CUEVAS; LIZAMA, 2010; CUEVAS; DE SOUZA,
2010; DIMBOUR; N'GUEREKATA, 2012; HENRIQUEZ; PIERRI; TABOAS, 2008; DOS
SANTOS; HENRIQUEZ, 2015). Em adicdo, em (PIERRI; ROLNIK, 2013) foi introduzido
um novo espaco de fungoes S-assintoticamente w-periddicas, ele é chamado o espago das
fungoes pseudo S-assintoticamente w-periédicas (PSAP, abreviado). Vamos estudar aqui
propriedades qualitativas deste tipo de fungoes, e também discutiremos a existéncia de
solugdes brandas pseudo S-assintoticamente w-peridédicas para uma equacao abstrata
de tercer ordem. Em (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014) os autores estudaram a
existéncia e a unicidade de solugoes (brandas) PSAP, para uma classe de equagdes
diferenciais fracionarias abstratas, eles também provaram propriedades interessantes sobre

esse tipo de fungoes, muitas das quais sdo fundamentais em nossos métodos.

Nesta dissertacao, estamos interessados em estudar propriedades LP, periodicidade
assintotica e propriedades topoldgicas do conjunto solugao para a equacao abstrata que
modela as vibragoes de estruturas flexiveis, dos artigos (ANDRADE et al., 2015; DE
ANDRADE et al., 2015). O interesse em compreender como as estruturas flexiveis se
comportam em satélites ou em veiculos espaciais é uma das motivagoes de estudar tal
problema. Em (NOLL; ZVAVA; DEYST, 1969), que é um “nota técnica” da NASA*,
sao disseminadas informagoes préaticas para os engenheiros que trabalhavam na teoria de

controle para tais tipos de veiculos.

Durante as ultimas décadas, o uso de sistemas de estruturas flexiveis tem aumentado
em importancia (BALAS, 1978a; BALAS, 1978b; BOSE; GORAIN, 1998; CHEN; ZHOU,
1990; CHOU; CHEN; CHAO, 1998; GORAIN, 1997; GORAIN; BOSE, 2002). O estudo
de uma estrutura aeroespacial flexivel é um problema da teoria de sistemas dinamicos
regido por equagoes diferenciais parciais. Nés consideramos (ver (1)) aqui um modelo
matematico de uma estrutura espacial flexivel como um painel retangular uniforme fino,
por exemplo, um conjunto de células solares ou um veiculo espacial com acessorios flexiveis.

Este problema é motivado tanto por consideragoes da engenharia quanto da matematica.

A dindmica de vibragoes lineares de estruturas elasticas é regida pela equacao de
onda (ver (GORAIN, 2009)) v”(z,t) = c*Au(z,t), em algum dominio adequado, em que
A denota o Laplaciano tomado na variavel espacial = e ¢ > 0 é a constante velocidade
de onda. Esta equacao estd formulada com base na lei de Hook, em que o estresse o é

simplesmente proporcional a tensao e, que significa ¢ = Fe, E sendo o médulo de Young

4 Agéncia nacional de aeronautica espacial.
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da estrutura elastica. Mas a dindmica das vibragoes elasticas de estruturas flexiveis é, na
pratica, nao-linear. Um modelo linear mais realista das vibragoes nao-lineares de uma
estrutura elastica, em que o estresse ¢ nao é proporcional a tensao e é descrito pela relagao
constitutiva o + Ao’ = E(e + pe’), em que A e u sdo constantes pequenas satisfazendo
0 < A < p (GORAIN, 2009). Por (BOSE; GORAIN, 1998), a dindmica de vibragoes das
estruturas elasticas sao regidas mais precisamente pela equagao diferencial de terceira
ordem
M (tx) +u(t, 1) = A(Au(t, ) + pAd'(t, x)),

que pela equagdo de onda simples. Em relagao as propriedades qualitativas, (BOSE;
GORAIN, 1998; GORAIN, 2009) estudaram estabilizagdo e obtiveram uma taxa de
decaimento exponencial da energia, para a solu¢ao do problema matematico acima, sujeito

a condicoes de fronteira mistas.

Tendo na mente, um dos nossos objetivos é analisar a periodicidade assintética da

equacao’
M (t )+ (t, ) — A (Au(t, x) + pAd'(t, ) = g(t, u(t,z)), t > 0. (1)

Recentemente, De Andrade e Lizama (2011) estudaram a existéncia de solugoes (brandas)
assintoticamente quase periddicas para a equacao (1). Agarwal et al. (2011) trataram do
problema de existéncia de solugoes (brandas) assintoticamente periddicas da equagao (1).
Andrade et al. (2015) estudaram a estrutura topolégica do conjunto das solugdes brandas
da equagdo (1), mais especificamente, os autores mostraram que o conjunto das solugdes
brandas deste problema, sobre [0, 1], é compacto e conexo no espago das fungoes continuas,
esta propriedade é conhecida na literatura como a propriedade de Kneser. Observamos
que por Fernandez, Lizama e Poblete (2010) o operador A é o gerador de uma familia

(A, %, ?u)-regularizada em L? (ver Definigao 2.1.1).

Consideremos as seguintes equagoes abstratas

au” (t) +u"(t) — BAu(t) — vAU' (t) = f(t) , t >0, (2)

au”(t) +u(t) — BAu(t) — yAU'(t) = f(t,u(t)) , t =0, (3)

em que A é um operador linear fechado agindo sobre um espaco de Banach X, a, 3,y € R
e f é uma fungao com valores em X . Observamos que em geral ndo podemos esperar que (2)
esteja bem posta, ver (XIAO; LIANG, 1998). Também é conhecido que, a fim de analisar
a boa colocagao, uma abordagem direta leva a melhores resultados do que os obtidos
por uma redugao a uma equagao de primeira ordem, ver (CHILL; SRIVASTAVA, 2005).

5

A motivacao para incorporar g como uma perturbacdo de entrada na equacdo diferencial que modela
o fendmeno origina-se do fato de serem muito pequenos os valores que estas assumem e estdo sempre
presentes em materiais reais (ver por exemplo (CHRISTENSEN, 2012)), desde que o sistema vibre.
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Gostariamos de salientar que, em geral, a desvantagem pratica da tltima abordagem é que
encontrar um espaco de estado ideal é geralmente dificil, e a estrutura do espaco de fase

pode ser complicado e inconveniente desde o ponto de vista de aplicagoes computacionais.

A regularidade maximal em espacos de Holder para a equagao (2) foi recentemente
caracterizada por Cuevas e Lizama (2009). Os métodos para se obter este estudo estao
contidos em (BATTY; BU, 2004). Poblete e Pozo (2013) caracterizaram a regularidade
maximal (2) em espagos de Besov. Por outro lado, Fernandez, Lizama e Poblete (2010)
caracterizaram a LP-regularidade maximal de (2). Para obter esta caracterizagdo, os
autores introduziram a nogao de familias («, /3, v)-regularizadas e eles usaram a técnica de
multiplicador de Fourier com valores em operadores em espagos UMD (sobre este assunto
sugerimos ao leitor & referéncia (AGARWAL; CUEVAS; LIZAMA, 2014, Capitulo 2)).
Em (FERNANDEZ; LIZAMA; POBLETE, 2011), os autores estudaram regularidade
de solugoes brandas e fortes para (2) em um espago de Hilbert com condigdes iniciais
apropriadas (ver também (KALTENBACHER; LASIECKA; POSPIESZALSKA, 2012)).

Esta dissertagao esta dividida em quatro capitulos. O Capitulo 2, intitulado “Preli-
minares”, possui o objetivo de tornar o texto o mais autossuficiente possivel. Nele algumas
defini¢oes e propriedades dos elementos envolvidos neste trabalho serao relembrados. Por
exemplo, se apresentara uma revisao das generalizacoes de func¢oes periddicas, revisamos
também alguns conceitos da Analise Funcional, tais como normas, desigualdades, espaco
de L? e a transformada de Laplace. Na seguinte secao, desenvolveremos o problema linear
finalizando com o enunciado o teorema de existéncia e unicidade de solugdo forte de (DE
ANDRADE; LIZAMA, 2011). Por fim, nas tltimas se¢oes deste capitulo enunciaremos
diversos teoremas da teoria de ponto fixo e a medida de nao compacidade que serao usados

de maneira chave ao longo do texto.

No Capitulo 3, chamado “Estimativas LP para solugoes”, estudaremos a proprieda-
des de LP-limitagao mostrando existéncia e unicidade de solugoes fortes para a equagao (2),
além de demonstrar que as solugdes brandas da equacao (3) possuem estas caracteristicas
quando satisfazem condigoes de Lipschitz. Neste capitulo também enunciamos resultados

novos na literatura de estruturas flexiveis.

No Capitulo 4, chamado “Periodicidade assintotica para estruturas flexiveis”,
estudaremos a teoria de existéncia de solugoes brandas pseudo S-assintoticamente w-
periddicas para uma versao abstrata da equagao de onda amortecida (2) a qual modela as
vibragoes de estruturas flexiveis que possuem material de amortecimento interno e forca

externa f.

Nos concentraremos no estudo de condigoes suficientes para a existéncia e unicidade
de uma solucao branda pseudo S-assintoticamente w-peridédica para equagoes semilineares
abstratas da forma (3). Isto é conseguido por um método misto, combinando ferramentas

de certas familias fortemente continuas da teoria de operadores com a teoria de ponto fixo.
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Os resultados deste capitulo foram obtidos no artigo de De Andrade et al. (2015).

E finalizamos no Capitulo 5, estudando um caso em que ndo temos a unicidade
da solucao para o problema que modela estruturas flexiveis. Nosso interesse é mostrar a
propriedade de Kneser para o conjunto das solugoes brandas da equagao (3) com condigdes

iniciais:
uw(0) =0, ' (0) =y, «"(0) = 2, (4)

Ou seja, que o conjunto das solugdes do problema (3)-(4) é ndo vazio, compacto e conexo.

Um resultado obtido por Peano (1890), mostra que ao trocarmos a hipétese de

Lipschtiz apenas pela continuidade da f no problema de Cauchy

a'(t) = f(t (1)) (5)
x(to) = 2o (6)

definido em R, continuamos obtendo uma solucao local, mas no geral nao temos a unicidade
da solugao. E para um z fixado, o conjunto das solugoes de (5)-(6) é chamado “Peano

funnel”.

A partir desse resultado comecou-se a estudar as estruturas de tais conjuntos, com

o objetivo de descrever completamente suas propriedades topoldgicas e algébricas.

O que Peano fez, foi mostrar que, se § é o conjunto das solugoes do problema
(5)-(6), entao 8(t) = {z(t) : x € 8} é sempre nao vazio, compacto e conexo na topologia
da reta, para t numa vizinhanca de ty. E esse resultado, por sua vez, foi extendido em
Kneser (1923) para equagoes diferenciais em R™ e cinco anos depois em Fukuhara (1928)

6

prova que o conjunto 8 é um continuum® no espaco de Banach das func¢oes continuas com

a norma do supremo.

6 Um continuum é um conjunto que satisfaz as propriedades de ser ndo vazio, conexo e compacto.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo iremos expor os principais resultados que iremos utilizar no decorrer deste
trabalho, e no caso de informacgoes mais especificas complementaremos no respectivo

capitulo.

Defini¢do 2.0.1 (Norma). Dado um espago vetorial X sobre o corpo R ou C, uma

fungao || - || : X — R é chamada de norma se, para quaisquer z,y € X e todo o € R :

i) ||z|| > 0, ||z]| = O se, e somente, se z = 0.
i) [l = [l

i) [lz+yll < ll=ll + [lyl-

Se o espaco vetorial X esta munido com norma, ele passa a ser chamado de espaco normado

e é denotado por (X, | - |]).

Definicao 2.0.2 (Espaco de Banach). Um Espago de Banach (X, | - ||) é um espago
normado completo, isto é, para cada seqiiéncia de Cauchy {z,} em X, existe um elemento
x € X tal que

limaz, =z
n—ooo " ’

ou equivalentemente:

lim [l — ol =0.

Definigao 2.0.3 (Dominio). Chamamos de dominio do operador 7" ao conjunto no qual

o operador estd bem definido e denotaremos por D(T).

Defini¢ao 2.0.4 (Operador Limitado). Um operador T': X — Y ¢ dito limitado se

satisfaz a seguinte condigao:
Existe um K € R* tal que ||T(v)||y < K , para todo v € X.

Definicao 2.0.5 (Espaco dos Operadores Limitados). O conjunto B(X,Y") é cha-

mado espacgo dos operadores limitados e é definido como
B(X,Y)={T: X — Y : T limitado},
equipado com a norma

- BX,)Y) — K
r — Tlsxy) =TI

Note que (B(X,Y),| - |ls(x,y)) ¢ um espaco de Banach.
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Definicao 2.0.6 (Norma Uniforme). Seja 7" : X — Y um operador limitado, a norma

de operadores ¢ definida como:
1T |3y = sup{[[T(@)]ly :ve X}. (2.0.1)

Notagao 2.0.1. Quando X =Y denotaremos B(X) e sua norma com || - ||.

Seja T € B(X,Y), T™ é chamado a n-ésima iteracao de T', com n € Zg . Denotare-
mos como B, (X) a bola fechada com centro na origem e raio o, no espago X . Consideramos
D(T), T € B(X), como um espaco de Banach (D(T), ||.||p(ry) munido com a norma do
grafico, isto é,

lzllpery = ||lz||x + |T(2)||x , para todo x € X.

Defini¢ao 2.0.7 (Operador Fechado). Sejam X, Y dois espagos de Banach. Um
operador linear T': D(T) C X — Y é fechado se, para cada sequéncia {z,} em D(T)
convergindo para x em X tal que Tz, — y € Y com n — oo, tem-se que x € D(T) e
Tx =y.

Defini¢ao 2.0.8 (Resolvente e Espectro). Seja T' € B(X). O conjunto Resolvente
denotado por p(T), é definido por

p(T)={AeR : AT — \) € B(X) é bijectiva}.

O Espectro, denotado por o(7'), é o complemento do conjunto resolvente, ou seja, o(T') =
R\ p(T). Um elemento A € C ¢é dito autovalor de T se Ker (T'— AI) = {0}.
O conjunto de todos os autovalores é dotado por o,(T) (= espectro pontual). E bom ter

em mente que se A € p(T) entdo (T'— AI)~' € B(X). (BREZIS, 2010, Corolario 2.7).

Teorema 2.0.1. (ARENDT et al., 2001, Teorema 1.1.8) Seja (2, %, ) um espago de
medida finita e (f,) uma sequéncia de fungoes Bochner integravel de valores X em ). Se

li_}rn fn = f em p-mensurdvel e se existe uma funcao Lebesgue integrdavel de valores reais g
n o0

em Q com || full < g q.t.p., entao f é Bochner integrdvel e le / frdp = / fdu para todo
E € Q. De fato, h_}m/Hf — fulldp = 0.
n o [9)

Definig¢ao 2.0.9 (Espago de Bochner). O Espago das funcoes p-integraveis no sentido
de Bochner é o conjunto das fungoes f : [0,00) — X tal que

151 = (1) < oo

Quando p = oo a norma definida é
| flloe = ess sup || f|lx < +ool.

Denotaremos este conjunto por LP(0, 00; X) ou L>(0, co; X) respectivamente.

1 esssup||f]x ¢ definido por esssup || f||x = inf{C; || f(z)||x < C q.t.p.}.
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Defini¢ao 2.0.10. Seja © C R um aberto, 1 < p < ooe f:[0,00) — X. A funcao
fell (0,00;X) se fxx € LF(0,00; X) para cada K C € compacto.

loc

Teorema 2.0.2. (DIESTEL; UHL, 1977, Corolario 8) Seja [ Bochner integravel respeito
de p. Entao

1 _
M(E)/Efd/i € co(f(E)),

onde E € ¥ com pu(E) > 0.

Defini¢ao 2.0.11. Denotamos por [ o intervalo fechado [0, 1], e C'(I; X') denota o espago
de todas as funcgoes continuas de I em X com a norma supremo. Para um conjunto
F C O(I; X), denotamos por F(I) o conjunto {z(t) : t € I,z € F}. C¥(R*, X) denota o

espaco das funcoes diferencidveis k-vezes continuas de Rt em X.

Teorema 2.0.3. (BREZIS, 2010, Teorema 4.6) Sejam f € LP e g € LT com p,q > 1
expoentes conjugados. Entio fg € L' e

159l < 1Al lgle (202

Teorema 2.0.4 (Minkowski). Sejam f,g € LP e 1 < p < co. Entdo

(Jir+ar) < ([150)" (J1a)"- (203)

Teorema 2.0.5 (Desigualdade de Gronwal). Sejam f: I CR — R e xy € I tais
que:

0< f(z) <A+B xf(s)ds, Ve e I

com A e B >0 constantes. Entdo f(x) < AeBlE—m0),

Teorema 2.0.6. (HONIG, 2011) Se g € C([c,d] x [c,d], X), onde X € um espaco de

Banach, entao temos
dr pr d [ rd
/ [/ g(T, U)da] dr = / l/ g(T, O')dT‘| do.

Definicao 2.0.12 (Transformada de Laplace). Seja f(t) uma fungao locamente Bo-
chner integravel f : R™ — X, com X espaco de Banach. A transformada de Laplace de
f(t) é definida por:

T—00

FO = /0 TN F(#)dt = lim OTeM F(t)dt,

onde A € C, se o limite existe.
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2.1 Solucao do problema linear

Nesta secao desenvolveremos a solugao da equagdo (2) a qual é tratada nos artigos
(FERNANDEZ; LIZAMA; POBLETE, 2010; DE ANDRADE; LIZAMA, 2011) e ¢é estudada
nos artigos (ANDRADE et al., 2015; DE ANDRADE et al., 2015). Consideremos a equagao

(2) com as seguintes condigoes iniciais
u(0) = v € D(A%); 4/ (0) =y € D(A?), u"(0) = z € D(A?).

Resolveremos esta equacao formalmente usando a transformada de Laplace. Inicialmente,

diminuimos o grau da equagao (2) integrando da seguinte forma,
@ [u(t) = ' (O0) + [ () — (O] - B "Au(s)ds — 4 / " (s)ds = / “flo)ds. (2.1.4)

Agora aplicando (ARENDT et al., 2001, Proposi¢ao 1.1.7) temos,
u” (t) BA/ s)ds — yAu(t ds-/f Yds 4+ az +y + yAz. (2.1.5)

Agora aplicamos a transformada de Laplace a (2.1.5),

L( "(t) 5/1/ ds—yAu()):L</Otf(s)ds+ozz+y+714x>,

da linearidade e (ARENDT et al., 2001, Corolario 1.6.6, Proposi¢ao 1.6.3) obtemos

L <ozu"(t) + ' (t) — BA/Otu Yds — yAu(t )
=al (u"(t)) + L (d(t)) — BAL (/Otu ds) — vAu(t)

=al (u"(t)) + L (W (t)) — BAﬂ — vAu(\)

= aNU(\) — adz —ay + M\i()\) — 2 — BAU(/\)\)

u(d)
A

— YAu(N)
= (oz)\Qﬁ()\) + Au(\) — A —YAU(N) | —aXr —ay —x

! (@X*T(N) + N?a(X) — BATG(N) — YAATG(N)) — (@Az + ay + x)

A
1 A
= X(O./)\S + A% <I - ng u(A) — (edz + ay + ).

Por outro lado, temos para o segundo termo a seguinte férmula

c (/Otf(s)ds> 4l (2)+ £ (y) + AL (2)

_f()x) az Yy YAz
R W W

i\( —|—az+y—|—x7A).
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Dai temos
1 B+ A N 1 /4
3 2\ (7 PTAA _ 1 2
(@A’ + A ))\ (I e >\2A> u(N) )\ (f()\) +az+y(l+ ad) +x(vA+ o\ + )\)) :
A3 4+ \?
Se {aﬁ_—;)\ : Re(N\) > w} C p(A), por 1dltimo obtemos
N 1 B+ax [\ s
u(\) = S ERY <I Py En A2A> (f()\) +az +y(1+aX) + z(vA+ ar? + )\)) :
Sejam
~ 1 . B+ A
k) = a\d + A2’ s = a3 + \? (2.1.6)
e
- 1 [ A24aN - ©
ROV = 5o ( o —A> x—/o e MR(t)zdt, Re(\) > w, o € X.

Com isto, temos que

RO = kN (I—anA)™
RO (I —a(NA) = k(N
R(A) —a(MNRNA = k(N

RN = k) +a(NRN)A.

Aplicando a transformada de Laplace inversa, temos que
L7 RW]z = L7 EW)] 2+ L7 [aRMA] 2
t
R(t)z = k(t)z+ / alt — s)R(s)Azds
0

onde @(\) e k()\) sdo as transformadas de a(t) e k(t). A unicidade de R esté dada pelo
(ARENDT et al., 2001, Teorema 1.7.3).

Sejam «, 3,y > 0 dados. Seguindo (DE ANDRADE; LIZAMA, 2011) consideramos

a(t) = —(af — ) + Bt + (af —y)e™, t € RY, (2.1.7)

k(t) = —a+t+ae ™ te R (2.1.8)

Que se obtem das tranformadas inversas de Laplace? das fungoes (2.1.6), veja que, com

k(\) obtemos,
I R
Ve

= —a+t+ae e
2 Ver tabelas de férmulas da transformada de Laplace em (FERNANDEZ, 2006).

k() =L k(Y] = £
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Analogamente obtemos a(t) de a(A). De fato,

(af—v) B af — vy
R *v*(u—l))]

= —(aB =)+ Bt + (aB —y)e™"

a(t) =L a\)] = £7F

A fim de dar uma defini¢ao consistente de solu¢ao branda para a equagao (3) com base
em uma abordagem da teoria de operadores, definimos as familias («, 3, v)-regularizadas

Ccomo segue.

Definig¢ao 2.1.1. (DE ANDRADE; LIZAMA, 2011) Seja A um operador linear fechado
com dominio D(A) definido sobre um espago de Banach X. Dizemos que A é o gerador
de uma familia (a, 8, 7)-regularizada {R(t)}:>0 C B(X), se as seguintes condi¢oes sao

satisfeitas:

(Ry) R(t) é fortemente continua sobre R* e R(0) = 0;
(Ra) R(t)D(A) C D(A) e AR(t)x = R(t)Ax, para todo x € D(A), t > 0;

(R3) A seguinte equagao se verifica:
¢
R(t)x = k(t)x +/ a(t — s)R(s)Axzds, para todo x € D(A), t > 0.
0

Neste caso, R(t) é chamada familia («, 3,7)-regularizada gerada® por A.

Observacao 2.1.1. (DE ANDRADE; LIZAMA, 2011) A é o gerador de uma familia
(a, B, v)-regularizada se, e somente se, existe ji > 0 e uma fungao fortemente continua

R: Rt — B(X) tal que

A+ aN 3
{tHwA‘R(M>“}§MM
‘ 1
1 >\2 + Oé)\3 B o) A
- = B I,z € X,
B4+ ( B+ A A) z /0 e MR(t)xdt, Re(\) > [, x €

Por outra parte, se assumirmos a existéncia de uma aplicagdo fortemente continua
S :]0,00) — B(X) tal que

A2+ a)\?
B+

Resultados sobre perturbacao, aproximacdo, comportamento assintético, representagdo bem como
tipos de teoremas ergédicos para familias («, 3, y)-regularizadas podem ser deduzidos do contexto
mais geral de familias (a, k)-regularizadas. Notamos que uma familia («, /3, y)-regularizada corresponde
exatamente a uma familia (a, k)-regularizada com a e k definidas em (2.1.7) e (2.1.8), respectivamente
(ver (LIZAMA, 2000)).

-1
[—A) z=28z reXeRe(\) >w,

3
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entdo R’ : [0, 00) — B(X) é uma funcao fortemente continua tal que:

S(t)x = BR(t)x + R (t)x. (2.1.9)
t 1.
De fato, é bem conhecido que £ </ R(s)xds) = XiR()\)a:. Como
0

SNx = (B+ V)R,
entao

SNz = ERN)z +yR(N)z,

>l =
>

o que implica, usando a observagao anterior, que

/Ot S(s)xds = /Ot R(s)xds + yR(t)z

R(t)x = = [/Ot S(s)xds — B/OtfR(s)xds} .

v

Assim, R(-)z é uma funcio de classe C'' que satisfaz (2.1.9).

Note que neste caso a fungdo R : [0,00) — B(X) satisfaz uma condigao de
Lipschitz, em particular, ¢ uma funcao continua, para a norma de operadores. De fato,
para 0 < t1,t, < a, do teorema da limitacao uniforme, temos que existe M > 0 tal que
IR (t)|| < M para todo 0 <t < a. Portanto,

t2
[R(tz)a — R(ta)al| = | [ R (s)ads| < Mits — tia,
1

o que implica

[R(t2) = R(t1) [lnx) < Mtz — tal.

Surge assim o problema de caracterizar aqueles operadores A tais que geram uma

resolvente R(-) com derivada R'(-) fortemente continua.

Observagao 2.1.2. Outro resultado sobre o gerador da familia («, 3, v)-regularizada é o
seguinte. Seja —B um operador auto-adjunto positivo sobre um espaco de Hilbert H tal
que aff <. Entao B é o gerador de uma familia (o, 3, v)-regularizada limitada sobre H,
{R(t) }+>0, que é dada por

A 1 (A2 4ax -

R(N) = RS

B+yA\ B+

Re) > 0, em que R denota a Transformada de Laplace de R (ver (FERNANDEZ; LIZAMA;
POBLETE, 2010) para detalhes).
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Para o nosso proposito estaremos interessado em estudar o conjunto das solugoes

brandas para o problema (3) com condigdes
uw(0)=0, 4(0)=y, u"(0)=z, (2.1.10)
a qual definiremos a seguir.

Definicao 2.1.2. (DE ANDRADE; LIZAMA, 2011) Seja R(t) uma familia (a, 3, 7)-
regularizada em X com gerador A. Uma funcao continua u : Rt — X satisfazendo a

equacao
u(t) = aR' (t)y + R(t)y + aR(t)z + /Ot R(t —s)f(s,u(s))ds, t >0, (2.1.11)

onde y, z € X é chamada uma solucdo branda do problema (3)-(2.1.10).

Para mais detalhes e algumas propriedades das familias (v, 3, v)-regularizadas, veja
por exemplo (DE ANDRADE; LIZAMA, 2011).

Como na teoria de semigrupo, temos diversas rela¢oes para uma familia (o, 3, 7)-

regularizada e seu gerador.

Proposigao 2.1.1. (DE ANDRADE; LIZAMA, 2011) Seja R(t) uma familia (o, B,7)-

reqularizada sobre X com gerador A. Entdo:
(a) R()z € C*(RT; X), para todo v € D(A);

t
(b) Sejax e X et >0, entdo / a(t — s)R(s)xds pertence a D(A) e
0

R(t)x = k(t)x + A/Ot a(t — s)R(s)xds.

O seguinte resultado é uma extensao da formula de variacao de parametros para o
problema de Cauchy de segunda ordem, o qual da uma descricdo completa das solugoes
para a equacao linear abstrata (2) com condigbes iniciais u(0) = z, v'(0) = y, u”(0) = z,
considerando A o gerador de uma familia («, 3, v)-regularizada R(¢). Por uma solugao
forte de (2) nds entendemos que ¢ uma fungao u € C(R*™; D(A)) N C3*(R™; X) tal que
u € C(R*; D(A)) e que verifica (2).

Proposicao 2.1.2. (DE ANDRADE; LIZAMA, 2011) Seja R(t) uma familia (., 5,7)-
reqularizada em X gerada por A. Se f € L. .(RT,D(A?)), x € D(A3), y € D(A?) ¢
z € D(A?), entdo u esta dada por
¢
u(t) = aR"(t)x + R (t)x — yAR (t)z + aR'(t)y + R(t)y + aR(t)z + / R(t — s)f(s)ds,
0
(2.1.12)

para t > 0, € solugdo de (2).

Demonstragiao. Ver (DE ANDRADE; LIZAMA, 2011, Propocigao 3.1) O
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2.2 Funcoes periddicas e suas generalizacoes

O proposito desta secao é relembrar as definigoes e enunciar algumas das proprieda-
des bésicas da teoria de periodicidade que serdao essenciais no decorrer deste trabalho.

Comegaremos definindo o espago das fungdes periddicas.

Definicao 2.2.1. Uma funcao continua f : R — X é chamada periddica, se existe uma

constante w > 0 tal que
f(t+w) = f(t), paratodo te€ R.

Neste caso, dizemos que w é o periodo de f e dizemos que f é uma fun¢do w periddica.

Denotamos por P, (X) o conjunto de todas as fungdes continuas f : R — X que
sdo w-periddicas. Nao ¢é dificil verificar que P,(X) é um subespago de Cy(R; X)) e que
P,(X) munido com a norma da convergéncia uniforme, é um espago de Banach.

A seguir, daremos o conceito de fungdes quase periddicas. Esse conceito é devido a
H. Bohr.

Definicao 2.2.2. Uma funcao continua f : R — X é chamada quase periddica, se para
todo € > 0, existir [(¢) > 0 tal que, para todo intervalo de comprimento /() contém um

ntimero 7 com a propriedade

If(E+7) = f@Ol <e,

para cada t € R. O nimero 7 é chamado de e-periodo de f. O conjunto de todas as funcoes

quase periddicas f: R — X serd denotado por AP(X).

Observamos que AP(X) é um subespaco de Cy([0,00); X). Além disso, AP(X)
munido com a norma || - || ¢ um espaco de Banach (ver (CORDUNEANU, 2009, Se¢ao
3.5)). E fécil observar que toda funcdo periddica é quase periédica, porém a reciproca
nao ¢é verdadeira (ver (CORDUNEANU, 2009, Observagao 3.10)). A funcdo f: R — R,
definida pela regra

f(t) = sint 4 sin(v/2t),

é uma fungado quase periddica que nao é periddica (ver Figura 1).

Em geral, a funcao f : R — X definida por
f(t) = ae™ + beiﬁt, a,be X,a#0,b+#0,

¢ uma func¢do quase peridédica que nao é periddica.

Introduziremos agora a nocao de quase periodicidade assintotica. Este conceito

que generaliza as fungoes quase periddicas é devido M. Fréchet (ver (FRECHET, 1941a;
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Figura 1: Gréfico da funcio f(t) = sint + sin(v/2t).

FRECHET, 1941b)). Denotaremos por Cy([0,00); X) o conjunto de todas as funcdes con-
tinuas h : [0, 00) — X tais que tli}m h(t) = 0. E um fato bem conhecido que Cy([0, 00); X)

equipado com a norma do supremo é um espago de Banach.

Defini¢ao 2.2.3. Uma funcdo continua f : [0,00) — X é chamada assintoticamente
quase periddica se admite uma decomposicao f = g+ h, em que g € AP(X) e h €
Co([0, 00); X). Representaremos por AAP(X) o conjunto das fungoes assintoticamente

quase periodicas.

Em (ZAIDMAN;, 1985, Proposi¢ao 5.1.1) é mostrado que
AAP(X) = AP(X) @ Cy([0, 00), X).

Além disso, por (ZAIDMAN, 1985, Proposicao 5.1.1), (AAP(X),| - ||s) é um espago
de Banach. Um fato conhecido é que as funcoes assintoticamente quase periddicas sao
limitadas e uniformemente continuas (ver (ZAIDMAN, 1985, Proposigao 5.1.2)).

De maneira analoga, para w > 0, o espaco das fungoes assintoticamente w-

periédicas* é definido por

AP,(X) == P,(X) @ Co([0,00), X).

O espago AP, (X) munido com a norma da convergéncia uniforme, é um espago de

Banach. Além disso, AP, (X) é um subespago proprio de AAP(X).

2.2.1 FuncGes S-assintoticamente w-periédicas

O conceito de fungao S-assintoticamente w-periddica com valores num espago de Banach X
é recente. Nos tltimos anos, alguns autores tém estudado as propriedades e as aplicacoes
dessas fungoes (ver (DE ANDRADE; CUEVAS, 2010; CAICEDO et al., 2012; CUEVAS;
DE SOUZA, 2009; CUEVAS; DE SOUZA, 2010; HENRIQUEZ; PIERRI; TABOAS, 2008)).

O seguinte conceito foi introduzido por Henriquez, Pierri e Taboas (2008).

4 Funcdes assintoticamente periédicas apareceram pela primeira vez no artigo de N.G. De Bruijn

(BRULJN, 1949).
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Definicao 2.2.4. Uma fungao f € Cy(R™; X) é chamada S-assintoticamente w-periédica

se tli}m (f(t+w)— f(t)) = 0. Nesse caso, dizemos que w é um periodo assintético de f.

Usamos a notagao SAP,(X) para representar o subespago de Cy(R™; X) formado
por todas as fungoes S-assintoticamente w-peridédica. Observamos que o espago SAP,(X)
munido com a norma da convergéncia uniforme é um espaco de Banach. E claro que toda
funcgao assintoticamente w-peridédica é uma funcao S-assintoticamente w-periddica. No
entanto, a reciproca nao ¢ verdadeira (HENREQUEZ; PIERRI; TABOAS, 2008, Exemplos
3.1 e 3.2). Uma diferenga importante entre esses dois tipos de fungdes é que a imagem de
uma fungao assintoticamente w-periddica é um conjunto relativamente compacto, enquanto

a imagem de uma fungdo S-assintoticamente w-periddica é apenas um conjunto limitado.

Definigao 2.2.5. Uma func¢io continua f : Rt x X — Y ¢ uniformemente S-assintotica-
mente w-peridédica sobre conjuntos limitados de X, se para todo subconjunto limitado K de
X, o conjunto {f(t,x) : t > 0,2 € K} for limitado, e para cada € > 0 existir T(K,e) > 0
tal que, || f(t,x) — f(t + w, z)|| < e para todo t > T(K,¢) e todo z € K.

Definigao 2.2.6. Uma func¢ao continua f: R x X — Y é chamada assintoticamente
uniformemente continua sobre conjuntos limitados de X se para todo € > 0 e todo
conjunto limitado K C X, existirem constantes 7' = T. g e 6 = 0. x > 0 tais que
If(t,x) — f(t,y)|| < e, paratodot >T ex,y € K com ||z —y| <.

Lema 2.2.1. Seja [ : R™ x X — Y wma funcio uniformemente S-assintoticamente
w-periodica sobre conjuntos limitados de X e assintoticamente uniformemente continua
sobre conjuntos limitados de X. Se v : RT™ — X for uma fungio S-assintoticamente
w-periodica, entao a fun¢io de Nemytskii F: RY — Y definida por F(t) = f(t,u(t)) é

S-assintoticamente w-periodica.

2.2.2 Funcoes pseudo S-assintoticamente w-periddicas

Comecamos com alguns conceitos e notacoes.

Defini¢ao 2.2.7. (PIERRI; ROLNIK, 2013) Uma fun¢ao f € ([0, 00); X) é chamada

pseudo S-assintoticamente periddica, se existir w > 0 tal que,

1ok
lim E/o | f(s+w)— f(s)|lxds = 0. (2.2.13)

h—o00

Nesse caso, dizemos que f ¢é pseudo S-assintoticamente w-periédica.

Usamos a notagao PSAP,(X) para representar o subespago de Cy([0,00); X)
formado por todas as fungoes pseudo S-assintoticamente w-peridédicas. Observamos que
PSAP,(X) munido com a norma da convergéncia uniforme é um espago de Banach. Além
disso, em (PIERRI; ROLNIK, 2013, Proposicao 2.1) foi mostrado que

AP,(X) < SAP,(X) < PSAP,(X), com PSAP,(X)# SAP,(X).
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Observacao 2.2.1. (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014) Observamos que u pertenece
ao conjunto PSAP, (X) se, e somente se, para cada ¢ > 0, C. = {t € [0,00) : [Ju(t + w) —

u(t)||x > e} for um conjunto ergddico’.

Defini¢ao 2.2.8. (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014) Uma funcio continua f :
[0,00) x X — Y é uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periddica sobre conjuntos

limitados de X, se para todo subconjunto limitado K C X,

1 gt
lim— [ sup||f(s+w,z)— f(s,2)|yds =0. (2.2.14)

t—>oot 0 zeK

Observagio 2.2.2. (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014) Para ¢ > 0 e z € K,
definimos C. , = {t € [0,00) : ||f(t+w,x) — f(t,x)||y > e}. Entao (2.2.14) é equivalente a

A < U Ca,xﬂ[oat]>
zeK
t
Defini¢ao 2.2.9. (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014) Uma funcao continua f :

[0,00) x X — Y é chamada assintoticamente limitada sobre conjuntos limitados de

— 0, quando t — oo.

X, se para todo subconjunto limitado K C X, existir Tx > 0 de forma que o conjunto
{f(t,z):t > Tk,z € K} seja limitado.

E bem conhecido que o estudo da composicdo de duas fungbes com proprieda-
des especiais é basico e importante para nossas investigagoes de comportamento assin-
totico e periddico. Comegamos com o seguinte resultado na teoria de fungoes pseudo

S-assintoticamente w-periddicas.

Lema 2.2.2. (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014) Seja f : [0,00) x X — Y uma fun-
¢cdo assintoticamente limitada sobre conjuntos limitados de X, assintoticamente uniforme-
mente continua sobre conjuntos limitados de X, e uniformemente pseudo S-assintoticamente
w-periddica sobre conjuntos limitados de X. Se u : [0,00) — X for uma fung¢ao pseudo
S-assintoticamente w-periddica, entao a aplicagio de Nemytskii v(t) = f(t,u(t)) é pseudo

S-assintoticamente w-periddica.

Coroléario 2.2.1. (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014) Seja f : [0,00) x X — Y uma
fungdo assintoticamente limitada sobre conjuntos limitados de X, e uniformemente pseudo
S-assintoticamente w-periodica sobre conjuntos limitados de X que satisfaz a sequinte

condicao:

(Cloe) Para cada o € RY, para todo t € R e quaisquer z,y € B,(X) temos

1t x) = F(&9)lly < Ly(o)]lz = yllx,

em que Ly : [0,00) — RT € uma fungao continua.

> Um conjunto mensurdvel C' C [0, 00) é um conjunto ergédico se w — 0, quando t — oo, onde A

denota a medida de Lebesgue. (ZHANG, 2003)
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Se u : [0,00) — X for uma fungdo pseudo S-assintoticamente w-periddica, entio a

aplicacao de Nemytskii v(t) = f(t,u(t)) € pseudo S-assintoticamente w-periddica.

Lema 2.2.3. (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014) Seja f : [0,00) x X — Y uma
fungdo uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periodica sobre conjuntos limitados de

X e que satisfaz a condigdo:

1t
(Cy) Para quaisquer u,v € Cy([0,00); X), tli}m ;/ lu(s) — v(s)||xds = 0 implica que
~t.Jo
Lot
tim [ 1£(s. u(s)) = f(s,0(s))lyds = 0.

t—oo t

Se u : [0,00) — X for uma fungdo pseudo S-assintoticamente w-periddica, entio a

aplicagio de Nemytskii v(t) = f(t,u(t)) € pseudo S-assintoticamente w-periddica.

2.3 Métodos Topolégicos

Para conveniéncia do leitor, nesta se¢cao, enunciaremos diversos resultados utilizados no

texto.

Iniciaremos enunciando o Principio de Contracdo de Banach, a demonstragao desse

resultado pode ser encontrada em (GRANAS; DUGUNDJI, 2003, Teorema 1.1.1).

Teorema 2.3.1 (Principio de Contragao de Banach). Seja (M, d) um espago métrico

completo nao-vazio e seja F : M — M uma contracao. Entao F' possui um unico ponto

fixo.

Corolario 2.3.1 (Principio dos Iterados). Seja (M,d) um espago métrico completo
nao-vazio e seja F : M — M um mapa tal que, para algum n € IN, F™ é uma contracao.

Entdao F possui um unico ponto fixo.

O préximo resultado de ponto fixo é uma generalizagdo do conhecido Teorema de

ponto fixo de Darbo (a definigao de ¢ esta dada na Segao 2.4).

Lema 2.3.1. (LIU et al., 2005) Sejam B um subconjunto fechado e convezo de um espago
de Banach X e F': B — B um operador continuo tal que F(B) é limitado. Para qualquer
subconjunto limitado C C B, defina F'(C) = F(C) e F*(C) = F(co(F*-1(C))), n =
2,3,--- . Se existe uma constante 0 < k < 1 e um inteiro positivo ng tal que para qualquer

subconjunto limitado C' C B,
E(E™(C)) < KE(O),

entao F possui um ponto firo em B.

A demonstragao dos préximos resultados podem ser encontrada em (GRANAS;
DUGUNDJI, 2003, Teorema 6.3.2 e Teorema 6.5.4) respectivamente.
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Teorema 2.3.2 (Teorema do ponto fixo de Schauder). Seja C' um subconjunto
convero (ndo necessariamente fechado) de um espago linear normado E. Entdo um mapa

compacto F : C — C possui ao menos um ponto fizo.

Teorema 2.3.3 (Leray-Schauder). Seja C' um subconjunto convexo de um espago de
Banach X, e assuma que 0 € C. Considere F' : C — C uma funcao completamente

continua, e seja
e(F)={x € C;x = \F(x) para algum 0 < A < 1}.

Entao €(F) é ilimitado ou F possui um ponto fixo.

Seja h* : [0,00) — R uma fun¢ao continua tal que h*(t) > 1 para todo t € [0, 00),

e h*(t) — oo quando t — oco. Consideremos o seguinte espago

O (X) = {u € C([0,50), X); Jim ;‘*(8) _ 0} |

munido com a norma

_ o @)
Il =380 e
O seguinte resultado pode ser encontrado em (DE ANDRADE; CUEVAS; HENRIQUEZ,
2012, Lema 2.8).

Lema 2.3.2. Um conjunto K C Cy«(X) € um conjunto relativamente compacto em Ch«(X)

se ele verifica as sequintes condigoes:

(c-1)" Para todo b > 0, o conjunto K, = {u’[o o U € K} € relativamente compacto em

C(10,b]; X).

lu()]
X0

T >0 tal que ‘,f((tt))“ < e, para cada t > T, para todo u € K.

(c-2)" limy_sq0 = 0 uniformemente para todo u € K, isto €, para todo € > 0, existe um

Seja h : R — R uma fungao continua tal que h(t) > 1 para todo t € R e h(t) — oo

quando |t| — oo. Consideramos o espago

Ch(X) = {u € C(R;X);tlli_rgozg = 0},

munido com a norma

[u@®)]
h(t)

[ulln = sup
te

O seguinte lema pode ser encontrado em (AGARWAL; DE ANDRADE; CUEVAS, 2010,
Lema 2.6).
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Lema 2.3.3. Um conjunto K C C,(X) é um conjunto relativamente compacto em Cp(X)

se ele verifica as sequintes condigoes:

(c-1) O conjunto K(t) = {u(t);u € K} € relativamente compacto em X para cada t € R.
(c-2) O conjunto K é equicontinuo.

(c-3) Para cada € > 0 eziste L > 0 tal que ||u(t)|| < eh(t) para todo u € K e todo |t| > L.

2.4 Medida de nao compacidade

A definicao de medida de nao compacidade de um subconjunto limitado em espagos
normados foi introduzida por K. Kuratowski na década de 30. Algumas décadas depois
tal definicao voltou a ser utilizada devido aos avangos na teoria de equacoes diferenciais
em espacos de Banach abstratos, onde tal medida se mostra uma grande ferramenta,
principalmente para o estudo de existéncia de pontos fixo. A seguir definiremos a medida
de nao compacidade e enunciaremos algumas propriedades e um teorema de ponto fixo

que utilizaremos no Capitulo 3.

Sejam FE espago de Banach, B um subconjunto limitado de E, e ¢ > 0. Uma
cobertura {V;} de B é uma e-cobertura se diam(V;) < e para todo i. A medida de nao

compacidade de Kuratowski de B é definida por

ag(B) = inf{e > 0; existe uma e-cobertura finita de B}.

Uma cobertura {B;} de B por bolas de raio < & chamamos de e-cobertura restrita

de B. Assim a medida de nao compacidade de Hausdorff de B é definida por

ap(B) = inf{e > 0; existe uma e-cobertura restrita finita de B}.

A seguir apresentaremos varias propriedades das medidas de nao compacidade.

Proposicao 2.4.1. Sejam A e B subconjuntos limitados de um espaco de Banach E.

Entao

(i) ag(A) =0, se e somente se, A é compacto, sendo A o fecho de A.
(ii) ap(A) = ag(A) = ag(co{A}), onde co{ A} denota a envoltéria conveza de A.
(i) ap(AA) = [Aag(A).

(v) ag(A) < ag(B) se AC B.
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(vi) ap(A) < ag(A) < 2ag(A).

Para mais detalhes sobre medida de ndo compacidade veja por exemplo (AKHME-
ROV et al., 1992; CHUONG:; KE, 2012; DEIMLING, 2010).

Definicao 2.4.1. Seja M um espaco métrico e X C M, X conjunto nao vazio e limitado.
Uma aplicagao continua f : X — X é dita condensante se para todo A C X com a(A) > 0,

f satisfaz:

a(f(A)) < a(A).

Enunciaremos agora um resultado de ponto fixo devido a Sadovskii (SADOVSKII,
1967).

Teorema 2.4.1 (Principio de Sadovskii). Se um operador condensante f mapeia um
subconjunto X convexo, fechado e limitado de um espaco de Banach E nele proprio, entao,

ele possui pelo menos um ponto fixro em X.
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3 ESTIMATIVAS [? PARA SOLU-
COES

Neste capitulo, faremos um estudo do trabalho realizado pelos autores Andrade et al.
(2015, Secao 3). Os quais abordam as propriedades LP das solugoes brandas para a versao
abstrata da equagao de onda amortecida (2) que modela as vibragoes de estruturas flexiveis
que possuem material com amortecimento interno e estao sujeitas a uma forca externa f.

Na seguinte segdo, consideramos a equacao linear (2) com condi¢oes iniciais

u(0) =0, v/(0) =y € D(A?), u"(0) = z € D(A?). (3.0.1)

3.1 Caso linear

Seja A um gerador de uma familia («, 3, v)-regularizada R(t) sobre X que é diferencidvel
(veja Definigao 2.1.1).

A seguinte hipétese foi introduzida em De Andrade e Lizama (2011):

(ED). Dizemos que R(t) e R'(t) sdo exponencialmente estaveis se existem constantes M e

[ positivas tais que

1R ()llscx) + [1R(E) ) < Me™ , com t > 0. (3.1.2)

Comegaremos com o primeiro resultado enunciado em Andrade et al. (2015, Teorema
3.1).

Teorema 3.1.1. Seja R(t) uma familia (o, B, 7)-reqularizada sobre X, assuma a hipétese
(ED). Se f € LP(0,00; X) e com f(t) € D(A?%), para todo t > 0, entdio o sistema (2)-(3.0.1)

tem uma unica solugdo forte w € LP(0,00; X) da forma u = sy + Upom, onde
t
usp(t) = / R(t—s8)f(s)ds e  Upom = aR (t)y + R(t)y + aR(1)z. (3.1.3)
0

Esta solugio satisfaz u € LP (0,00; X) para todo 1 < p < p/ < oo e garante a sequinte
estimativa:

1+4-1 L M
I HUSPHLP’(Opo;X) +pr H“homHLP’(O,oo;X) < M| fllzr(0,00:x) + Tﬁ((a + Dllyllx + lllx)-
(3.1.4)

Em particular, se p' = oo, temos que

pullvus|| e+ lfttnom || oo < M([| fllzoe + (o + Dlyllx + allz]lx)- (3.1.5)
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Demonstracdao. Da Defini¢ao 2.0.10 obtemos que

LP(0,00; X) C L}, (0,00; X) C Li,,.(0, 00; X),

loc

dai f € Lj,.(0,00; X) desse modo, pela Proposigao 2.1.2 u = ug, + Upem. Dados p e ¢

expoentes conjugados, t € RT, temos:

lusp (0I5 < (/OtHR(t—S)Il%(X)Hf(S)I|xd8>p/
< (/OtMe‘“'t‘s ||f(8)||xd8)p,
= M (/Ote—Zif—sle—th—sl Hf(s)Hde>p/ . (3.1.6)

_K

Definindo ¢(s) = e e p(s) = e » 75| £(5)||x, aplicamos a desigualdade de Hélder.
Para obter

MY ( /0 tg(s)h(s)ds)pl < MY [( /0 °°ewst>d3)é ( /0 emlt=sl) f(s)%ds)iipl . (3.1.7)

Considere n = u(s — t), derivando, temos que dn = uds, isto é, ds = d—:. Logo, fazendo as

mudancas, obtemos %, onde / %dn = i Substituindo em (3.1.7), temos

0

/

V4 (/Otg(s)h(s)ds)p, < M [(i)é(/Ote_“|t—5|||f(s)||§(ds>;r

/

p

= (e as)”

.
— M ( /Ote‘“|t_s|]|f(s)||§(ds>];. (3.1.8)
Note que,
([er=solas) . ([er=solas) s
= ([T eras) T ([ersas)
< ([Tusesas) T ([ pas)
= I ([ e r©)lds ) (319)

Desse modo, substituindo (3.1.9) em (3.1.8), obtemos:

’ ’ ,IL/ /_ t —_ —s
Jusp ()% < MP p || fI|Z5 p/()@ Ml () Eeds.
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Integrando obtemos (Veja Teorema 2.0.6),

o0 , (1 % ;o o0 t_ s
[Tl < 3 () 0 [ [ e s
0 1 o Jo

LA [ (et ) 1) s

L
q

(i)
W (M) 1||f|| I,
_ [M () q||f||Lp]

= [
ou seja,

1+4 -1
o sl < MY f|zes (3.1.10)

onde — = 1 — —. Para o segundo termo no lado esquerdo da equagao (3.1.4), tem-se:
q p

funanlyy < [ UlaR@ylx + 1REylx + R (B2 de
< [ IR oo Iyl + IR oo Iyl + allRE) oo 1] d
= M ([ ae gl + eyl + ezl )
= M ([Te allyl + vl + ol at)

o ([Temar) (o Dl + ol

/

P
= [ — (e + Dlylx + allz]x)
(up')?
Portanto,
1 ol < oV ((a+ Dlyllx + ozl x)- (3.1.11)
K7

De (3.1.10) e (3.1.11), obtemos a estimativa (3.1.4). O que completa a demonstragdo. [

Observacao 3.1.1. Em Beyn e Lorenz (2006), obtiveram um resultado semelhante para
o problema Lz := Z, — M(z)z = h, x € [x,x_] com condigdes iniciais II(z_)z(x_) = v_,
(I —=TI(z1))2(z4) = 74, onde L possui uma dicotomia exponencial' em [z, z_] com dados
em (a, 3,1I(x)), onde II(z) sdao projegoes em RN e M (x) representa matrizes N x N,

continuas em z € J.

L A teoria das dicotomias foi introduzido nas equacoes diferenciais ordinarias pelas obras de Perron

(1930), Levinson (1946) e Massera e Schéffer (1966). Desenvolvimentos importantes desta teoria tém
aparecido nas obras de Coppel (1978) e Dalietzkii e Krein (1978).
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Observacgao 3.1.2. O estudo do caso discreto do Teorema 3.1.1 ¢ ainda incipiente e deve
ser extensivamente estudado. Salientamos ainda que casos discretos apresentam dificuldades
distintas. Desse modo, nao podemos traduzir diretamente por meio de pequenos ajustes a
demonstragao do caso continuo para o caso discreto. Neste sentido um resultado semelhante,
foi obtido em (CUEVAS et al., 2013) no ambito das equagdes em diferenca de Volterra?,

as quais possuem uma longa historia de aplicagoes a dinamica de populagoes.

Observagao 3.1.3. Em (POZO, 2013), estuda-se a existéncia de solugdes periddicas fortes
para equagao de terceira ordem au”(t) + u"(t) = SAu(t) +yBu'(t) + f(t), t € [0,2n],
com condigoes de contorno u(0) = u(27), v'(0) = «/(27) e u"(0) = v"(27), onde A e B
sao operadores lineares e fechados definidos em um espaco de Banach X e satisfazem
D(A)N D(B) # {0}, as constantes «, 3,7 € R e f pertence ou a espagos periddicos de
Lebesgue, ou espagos periddicos de Besov ou espagos periddicos de Triebel-Lizorkin. O
autor faz um abordagem baseada na propriedade de regularidade maximal e Teoremas de

Multiplicadores de Fourier com valores a operadores?.

Observacdo 3.1.4. Em (FERNANDEZ; LIZAMA; POBLETE, 2010), caracteriza-se a
regularidade maximal da equacao (2) em espagos de Lebesgue, tal resultado é complementar
ao Teorema 3.1.1. Além disso, em (FERNANDEZ; LIZAMA; POBLETE, 2011) os autores
estudaram a regularidade de solugoes brandas e fortes definidas em R quando o espaco de
estado é Hilbert.

3.2 Caso semilinear

Nessa secao, consideraremos o problema de existéncia e unicidade de solugoes brandas

(Ver Defini¢ao 2.1.2) para o problema (3) considerando as condigoes iniciais

uw(0) =0, 4(0)=y, u'(0)=-z. (3.2.12)

Com isto enunciaremos o seguinte resultado do artigo (ANDRADE et al., 2015),

cuja demonstragao consiste em usar o Principio de Contracdo de Banach (Teorema 2.3.1).

2 Propriedades das solucdes de equacdes em diferencas de Volterra tém sido estudadas em varios

contextos. Como a teoria das variedades invariantes, teoria de convergéncia, a regularidade maximal
discreta, comportamento assintotico, dicotomia exponencial e robustez, estabilidade e periodicidade
(nos referimos o leitor para as indicagoes contidas na (CUEVAS et al., 2013)).

Em caso de espagos peridédicos de Lebesgue, os resultados envolvem as nogoes fundamentais de espaco
UMD (Propriedade Incondicional Martingala de Diferenca) e R-limitagdo das familias dos operadores
{kB(iak3 + k? + ivkB + BA) Y }rez e {ik3(iak3 + k? + ivkB + fa) "' }rez. Desde a sua concepcio,
na metade da década de 1990, este conceito provou ser uma ferramenta importante na teoria de
regularidade maximal de equacdes de evolugao, na teoria dos operadores, analise harmoénica, equagoes
diferenciais parciais e operadores pseudo diferenciais (consulte (AGARWAL; CUEVAS; LIZAMA,
2014)). Observamos ainda que, no caso de espagos peridédicos de Besov e de Triebel-Lizorkin, os
resultados envolvem condi¢ao de fronteira das familias anteriores.
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Teorema 3.2.1. Seja R(t) uma familia (o, 5, 7)-reqularizada sobre X satisfazendo (ED).
Assuma f:[0,00) x X — X uma fungao continua com f(-,0) € LP(0,00; X), que satisfaz

a condicao de Lipschitz
If(t2) — f(ty)llx < Lyllz —ylx, VEERT, Va,y € X. (3.2.13)

Se %Lf < 1, entao existe uma unica solu¢io branda do problema (3)-(3.2.12) tal que
u(-) € LP(0,00; X).

Demonstragdo. Definimos o operador A sobre o espago LP(0, co; X) através da expressao
(Au)(t) = aR' (t)y + R(t)y + aR(t)z + /Ot R(t —s)f(s,u(s))ds. (3.2.14)
Para abreviar a notagao, escrevemos
(Au)nom(t) = aR (1) + Rty + aR(B) o (Au)ylt) = [ R(t — ) (s, u(s))ds.

Em primeiro lugar, temos, de maneira similar a (3.1.11) a seguinte desigualdade

[[(Aw) hom | Lo(0.00:x ((a+ Dllylx + allzllx)- (3.2.15)

M
) S —
/P

Em segundo lugar, seja u em LP(0, 00; X) e considere p e ¢ expoentes conjugados. Temos

a seguinte estimativa:

[0 < [T (IR 5) [ u(5) = £5.0) + £, 0] )
< [T ([ e s ) - 16.0)lxds
b [ Mt (s, 0) s ) e

[ele] t t p
L7 (g e s + [ e £, 0) s )t
0 0 0

IN

Por meio da desigualdade (a + b)P? < 2P(aP 4 bP), temos

[Nl a < [Tae (e et us)xds|

o [ / emmi=sl| £, o>|\der) dt

MLy [ ([ e us)xds) di

wemy [7( [ el £, O)Hde)pdt. (3.2.16)

IN
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Usando em (3.2.16) um método similar ao utilizado para obter (3.1.8), temos que:

/OOOH(AU)SN)H& at = <2]\f\/ui"f)p/ooo (/;e“(ts)Hu(S)llé}cZS) dt
(i}/]\i_ﬁp Ooo (/Ote_#(t_S)”f<570)”§(dS> &

< B T[T oar) futoleas
i 0°° ( / °°e—~<t-s>dt) 1 (s, 0| ds

Q/Iup
(2ML)P oo (2M)P oo
= S [ lule)lds + g [ 11, 0) s,
qu 0 qu 0

(3.2.17)

1 1
Lembre que, — 4+ — =1, dai = = p — 1. Logo, substituindo em (3.2.17) obtem-se:
P q

(2M )’

@MLy)P P N (s OVIP. ds
o /0 luls)l5ds + /0 1£(s,0)]I%d

(2;]7)10 <L?/OOOHU(3)H§(dS+/()OO”f<S’O>H§(dS) . (3.2.18)

Pela Definigao 2.0.9 e de (3.2.18) temos que:

NAW s llrom) < ((W) (25 [t s + [~ ||f80||pds)>

Dai, aplicando o Teorema 2.0.4, temos:

ol < 5 (e ([I)+ (W 01s))

M
- 2M (Lolfullr + G2 0)2r) (3.2.19)

| w05 <

S

De (3.2.15) e (3.2.19), temos a seguinte LP-limita¢ao para Au.

M 2M
Au P(0.00: < —((a+1 Yy + o + —(Ly||ul|r ,00; + f P(0,00; .
[ A]| Lo (0,00:) m(( Nyllx +allzlx) . (Lpllull o (0.00:3) + [1£ (5 )] o (0,00:))

Portanto, o operador A esta bem definido.

Sejam u e v duas fungdes em LP(0, 00; X). Da condigao (3.2.13),

I = Avlzmoaeiy < (7 (/ IR0t = )/ (s, u(s) = Fs. ) ds) )’

<
( (/ M= Ly (u(s) — (3))de8>pdt)
U

( ¢ ult—sluu(s)_v(s)||xds)pdt)’l’. (3.2.20)

D=

— MLy
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Usando em (3.2.20) procedimentos similares aos utilizados para obter (3.1.8) e (3.2.17),

temos que:
1\« : ;
1At = Av|lzoo.00) < MLy () ([7 [er=tuts) = o) dsit )
0 0

1
_ ML, (;) ( / ” ( / Ooe“““’dt) u(s) — v<s)y\§(ds)fl’

= 012y (e ) (o) = ool

,U/E
ML,

Q=

v — V]| p(0,00:)

Como % < 1, logo A é uma %—Contragéo. Sendo assim, pelo Teorema 2.3.1, existe
uma tUnica solugdo branda u(-) de (3)-(3.2.12) de modo que u(-) € LP(0,00; X). O que

finaliza a demonstracao. O

De forma analoga a proposi¢ao anterior, mas considerando p e ¢ expoentes conju-

P eb= P 0s quais sao expoentes conjugados, temos o seguinte resultado:
pP—q q

gados e a =

Teorema 3.2.2. Com as hipoteses do Teorema 3.2.1 e considerando a condigao Lipschitz

sobre f :[0,00) x X — X dada por
1F(62) — F(t.9)llx < Ly(®)llz — yllx. para todo z,y € X ¢ para todo t > 0,

onde Ly € LP(0,00) e f(-,0) € LP(0,00; X). Se QM/,L%_IHLJCHLP(O,OO) < 1, entao temos que
o problema (3)-(3.2.12) possui uma tunica solugao branda tal que u(-) € LP(0,00; X).

Demonstragdo. Definimos o operador A sobre LP(0, 0o; X)) como

t
(A)(t) = aR(t)y+ R(t)y + aR(t)z + /0 R(t — 5) f (s, uls))ds
= (AWnom(t) + (Au)sp(t) , para u € LP(0, 00; X).
Vemos que A estd bem definido em LP(0, 0o; X'). Observe que

M((a+ Dllyllx + olzllx)
J/up

|| (Au)hom || LP(0,00;X) =

1 1
[ (Aw)spll Lr(0,00:x) < 2M (U” L1l 2o 0,00 [t Lo 0,000 + Ml\f(wo)!lm) :

Depois de alguns cédlculos, obtemos a seguinte estimativa
1
||Au — AUH S QM/LP 1||Lf||Lp(07oo)||u — UHLP(O,oo;X)

para u,v € L*(0,00; X). ]
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No seguinte exemplo exibiremos uma funcao f : [0,00) x R — R a qual é
Lipchitz na segunda variavel com L¢(t) em LP([0,00); R) a qual ndo é limitada e Lipschitz,
mostrando assim a importancia de nossos novos resultados na teoria de estimativas L
para Estruturas Flexiveis, pois o resultado do trabalho Andrade et al. (2015, Teorema 3.2)

nao nos traz respostas neste caso mais geral.

Exemplo 3.2.1. Seja uma funcdo f : [0,00) x R — R, dada por f(t,z) = Ls(¢t)V (x)

com

1
——, t€[0,00) \ NN,
Le(t)y=1¢ +1)3 e V@)=, zeR
t, teN,
1
Vemos que de fato, V' é Lipschitz, pois |V (z) — V(y)| = glx — y|, para todo x e y em

R. Por outro lado, ao computar as integrais de Ly, para p = 1,2, ..., 8, lembrando que o

conjunto de descontinuidades é de medida nula, resulta que?,

[ oo dt S K1
N T (N
/o [(t+1)35] o J(t+1)3P ] 17
- 1
o0 dt 2 3 [ foo dt 15 1
=2 | [T =5 =6 || | = {7
o [(E+1)3 2] o [(t+1)3]6] 7
[t )7 (o a7 3
=3) /7% :35, (p="17) /7é7 ==
o J(E4 1)z oo |(t41)3]7] 25
- o1 - _1
© ot ] [3 o dt 15 [3
=9 | [ | =5 =8 |[ —=| =5
o |(t+1)3 4] 13 o [(E+1)3 ) 39

Notamos que a integral sempre é uma quantidade finita. Assim, pelo fato seguinte:

1
Seja uma funcao f(t) = 5 A funcdo f € LP([0,00)), se e somente se p > T Neste

(x+1)

4
casoA:§ep21.

Concluimos que nossa fungao Ly é LP(0, 00), como para t € IN é a funcdo identidade,

temos que L nao ¢ limitada. Terminando a discussao do exemplo.

Em (ANDRADE et al., 2015) existe um resultado similar ao Teorema 3.2.1 quando
os operadores R(t) e R'(t) sdao limitados sem necessariamente ter decaimento exponencial.
Neste caso podemos considerar uma condi¢ao Lipschipz sendo uma funcao integravél
variando no tempo ¢ e uma perturbacio f(-,0) em L(0, 00; X). Mais precissamente, temos

o seguinte resultado.

4 As contas sdo feitas em <http://www.wolframalpha.com/> considerando a seguinte férmula [int_0

infty 1/1(t+1) = 4/3|1° (p)at]™ (1/p),com p=1,2,..


http://www.wolframalpha.com/
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Teorema 3.2.3. Suponhamos que A gera uma familia (c, B,7)-reqularizada R(t) de modo

que as fungoes t — R(t) et — R'(t) sejam limitadas. Denotamos
A = supl|R(®)x) + Supl|R (1) (3221)
>0 >0
Seja f :[0,00) X X — X wuma fungdo que satisfaz a condi¢io de Lipschitz
I f(t, ) — f(t,y)lx < Le(t)||lz — yllx, para todo t € RT, para todos z,y € X, (3.2.22)

com Ly : [0,00) — RY wma fungdo integrdvel e f(-,0) € L'(0,00; X). O problema

(3)-(3.2.12) admite uma dnica solugao branda limitada.

Demonstragcdo. Para uma melhor compreensao e conveniéncia do leitor, exibiremos
alguns argumentos da prova. N6s definimos o operador A sobre o espago L*(0, 0o; X) por

(3.2.14). Em seguida, podemos ver que

[Au®llx < alRWOllacollyllx + IR0 e lullx +lROIscoll2lx
+| [ =) 1f(s.u() = (5,0 + 15, 0)] ds

X

< adllyllx +Alylx + oAl x
][R =9 7 u(s) - s 01 ds] + | [RE = 555,005

< A+ Dl +allzllx) + [ IR0 = $)lacoll (s, u(s) = 75,0 xds
+ 10 = )l 115, 0l s

< Ao+ Dl allzll) + [ AL ) ) xds
[ 35, 0) s

< A ((@+ Dyl +allzl + [ Ls)luts) Lxds + 1£¢ )] )

< A(la+Dlylx + allzllx + [lullso | Lyl + 1, 0)I) -
Tomando o supremo, temos

1Al Lo (0.00x) < Al + Dllyllx + allzllx + [[Lf] 210,00 10l Lo 0.00x) + 1 (5 0) | 10,000

Consequentemente, A estd bem definido. Além disso, dados u e v em L*°(0, 00; X), entdo

(Aa)(®) ~ (A0l < [ IR = 5) (s, ul) = Fs (D] s
JIR(E = 9l s u5) = s, ()
< A([Ls6s)as) =l

IN
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ou seja,
Au — Av]|e < A (/Oth(s)ds) e = ]| (3.2.23)
Além disso
[(A*u)(t) = (A0)(t)]x = /Otﬂz(t —5) [f(s, (Au)(s)) = f(s, (Av)(s))] ds .
< [ 1R~ 8) [F(s. (A — Fs. (A) (D) s
< [1R(t = )l £ (5. (Au)(s)) — F(s. (A0)()]xds

t
< A/ Ly(s)ds|| Au — Av|oc. (3.2.24)
0

Substituindo (3.2.23) em (3.2.24) segue que
[0 W)@l < A Lits) (4 [ Lemdru— vl ) ds
e (/Oth(s) (/OSLf(T)dT> ds) = o] (3.2.25)

Consideremos, u(s) = /SLf<T>dT e v'(t) = Lys(t) obtemos u'(s) = Lf(s) e v(t) =
0

t
/ L(s)ds. Desse modo, integrando por partes, temos
0

/Oth(t) </Ost(T)dT) ds = /Oth(g)ds./Oth(S)dS
[ 14 ([ Lstrrar ) as
= (/Oth(S)ds)Q—/Oth(s) ([ Lstryar) s

Dai,
t s 1 t 2
[ 1s5) (/ Lf(T)dT) ds — ~ (/ Lf(s)ds) . (3.2.26)
0 0 2 \Jo
Assim, substituindo (3.2.26) em (3.2.25) chegamos a
A [t 2 A|Lg| 1)
Iy (2) — (A20) 0l < 5 ([ Loto0ds) = vl < LDy
Indutivamente, podemos demonstrar que
)0 — A o)Oll < 20 ([ 1)) Tu=olimpoory  (B22)

De fato, suponha que (3.2.27) é verdadeiro para n = k, ou seja,

k ‘ k
k00 — W)@l < 5 ([ 2r6)ds) Tlu = vlmoeny (3228)
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Demonstraremos que é verdadeiro para n = k + 1, isto é,

550 - W00l < o ([2605) Tu= s

Primeiro, temos que
I )6 = (W)@l < [ '[RGt = ) [£(s, Abu(s)) — f(s, AFu(s))] |, ds
< [IRG = )l Abus)) — F(s, Aku(s)) s

t
< ALy )N u(s) = Ao(s) | xds
0
t
< A/ Ly(s)ds||Afu — AR . (3.2.29)
0
Fazendo uso de nossa hipétese indutiva (3.2.28) em (3.2.29), chegamos a
Ak—i—l s k
[0 = W00l < T [t ([[Lerr ) dslhe = vl
0
(3.2.30)

s k
Considerando u(s) = (/ Lf(T)dT) e v'(s) = L¢(s) temos,
0

s k—1 t
'"(s) =k </ Lf(T)d7'> L(t) ew(t) = / L(s)ds. Integrando por partes, temos
0 0

/Oth(s) (/Ost(T)d7'>k ds = (/Oth(T)d7'>k /Oth(T)dT
—k/ot (/Ost(T)dT> o Ly(s) [ Ly(rydr
- (/Oth(T)dT> o - k/oth(s) (/Ost(T)dT>k ds.

t s k 1 t k+1
/OLf(s) (/0 Lf(T)dT> 4= G (/0 Lf(s)ds> . (3.2.31)
Substituindo (3.2.31) em (3.2.30), obtemos

Logo,

k+1 . k+1
80 = W0l < S ([ Enar) ol

Ak‘—i—l k+1
- (o) e

3 <AHLfHL1 o)
= (k+1)!

v = v]|co- (3.2.32)

Portanto, por inducao segue que (3.2.27) é verdadeiro para todo n € IN. Pelo Principio
dos Iterados (Corolario 2.3.1), A tem um tnico ponto fixo u € L>(0, co; X). O

O seguinte resultado é uma extensao do Teorema 3.2.1 em espagos de Sobolev,
dado por Andrade et al. (2015).
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Teorema 3.2.4. Consideremos as condicoes do Teorema 3.2.1 com a constante Ly tal que

% < 1, entdo o problema (3) com as condigées iniciais u(0) = 0, v/(0) = 0, u”(0) =

z € D(A) possui uma tnica solug¢do branda® u € WP(0,00; X), 1 < p < oco.
Demonstragdo. Definimos o operador F no espago W?(0, co; X) como
(Fu)t) = aR(0)z + [ "Rt — ) f(s, u(s))ds.
o

Notagao (Fu)pom () = aR(t)z e (Fu)s,(t) = / R(t—s)f(s,u(s))ds. Sejau € WP(0, 00; X),
0
temos as seguintes estimativas responsaveis pelo o fato de que F ser bem definido:

|G namllns < (a7l [ IR e + a?llz1% [ 1ROl )

1
2] x (/ Mpe’“ptdth/ Mpe“ptdt>p
0 0

N
ol <]l x M ()
HUp

2 P
| romllws < (Mp) oMzl (3233)

IN

Desse modo, temos

=

Por outro lado®,
; ( / R+ b — 5) (s, u(s))ds — / "Rt — ) (s, u(s))ds>
= ( IR+ b 5) = Rt~ 5)] f(s,uls))ds + [ Rt + B = )f, u(s))ds)

h
— /Otﬂz(t +h— s})L — R(t - S)f(s, u())ds + ;L/tt—l—hy(t e s a(s))ds
Assim
H </0.gz(. _ s)f(s,u(s»ds)' ’; = [ [~ )55 uts)yas i (3.2.34)

> O espaco de Sobolev W1P(0,00; X), 1 < p < co consiste em todas as fungdes u € LP(0, oo; X) tais que

existe u’ no sentido fraco e pertence ao espago LP (0, 00; X) com a norma |jullwr.r = (||ullf, +||u||7,)?.
6 O resultado necessdrio encontra-se no livro Arendt et al. (2001, Proposi¢io 1.2.2)
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1 ft+h
pois, E/t R(t+h—s)f(s,u(s))ds — 0, quando h — 0. Dai
1 Fu) gl < (/OOO R 5) (5, us))ds L
+ [T [Re= 950 _d)

< ([ ([ 1t = 9pss. o)) at
+ / * (1= 9t u(o) ) )
< o ([ ([t noyvs) &)
_ Q;M( L (e u(S))—f(s,O)+f(870)llxds>pdt);
< oot ([T ([ e npu(s)lxds + [ 5, 0)lxds ) dt)l
= oot ([T ([ Inluts)lxds + [ e 7, 0) xds ) dt)l

Por meio da desigualdade (a + b)P < 2P(a? + bP), temos
19 00 t p
[@ulhynn < 2550 ([TL5 ([ e us) L xds) e
0 0
o] t p %
+ [ ( [es) f(s,O)||de) dt> | (3.2.35)
o \Jo

Usando em (3.2.35), um método similar ao usado em (3.1.8), com p, ¢ expoentes conjugados,

e aplicando a desigualdade de Hélder, temos

[FW)epllyn, < 2570 ( | (( [Tenetas) ([ te“|t5||]u(s)\|§(ds>;)pdt
+f” (( / we-u't-slds)é ([ e =iiss, o>||§¢ds)’1’)pdt>
= 27'M ( [ ((;) ( /Ote“'fsuu<s>w;(ds);)pdt
[ ((;) (f te—“'f-s||f<s,o>||&ds);)pdt)
- g e

[ e“'”Hf(s,O)H%dsth

S =

Q=
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Agora, pelo Teorema 2.0.6, segue que
1
20T M 00 oo
(Gl < = (L5 [ ([t ucs) i ds
ﬂoo t 1
* / ([[er=sar) (5. )1
= (7 () s s [ ()Hst)deS)

+1
_ QM( [ s + [ Hf30|pds)

ILL‘I

Da desigualdade de Minkowski (Teorema 2.0.4), segue

Gy < ﬁjM ([ “ute)es]” + [ Oollf(s,O)HS’(dsF)

= M [ [Cleea]” o)

ARV

[ Eulapllns < = (g lull + 1117 + 14,0l )
Dai,

2t ML 2t
— [ullwrr +

[(Fu)spllyrrr < 1 Ol (3.2.36)

Das estimativas (3.2.33) e (3.2.36) Fu estd bem definido.
Afirmamos que o operador F é uma contracao. De fato, usando um método similar ao

usado para obter (3.2.34), temos
3= olhws < (7 (IR0 = 9lloo s, u(s)) = s, 005)) s )
[ (IR = oo, 0() — S5, v xds) )
< (/Om (/{:Me““s'[/f“u(s) - U(S)deS)pdt
4 /OOO </0tMe_W—S|Lf||u(S) _ v(s)||de)pdt>;
= onnrry ([ ([ et - v(s)Hde)pdtf

RSA
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Sejam p, ¢ expoentes conjugados. Aplicando a desigualdade de Holder, temos

|Fu = Fvllwre
00 o0 1 t L\ P %
<2v MLy (/ ((/ e_“lt_sds>q (/ e‘“'t_SHu(s)—v(s)Hg()p) dt)
0 0 0
2% ML AT
== f( ( e fu(s) - <s>||§(ds)p) dt)
Mq
25 ML e
= SR ([Termlat) fluts) - (o)
ILLq
25 ML :
= 0 ([T hut) = vl lfds)”
ILLll P
1
2» ML 1
= (Jlu—vll})?
1
2v ML,
< lu = vllwrr
i
Logo,
25 ML
1Fu — Fvllwrs < Llw = vllwrs,
]
para u,v € WP, Isso completa a demonstracao. O

De forma analoga ao Teorema 3.2.2, podemos extender a proposicao anterior, e

enunciar o seguinte resultado:

Teorema 3.2.5. Consideremos as condigoes do Teorema 3.2.2 com a fungdo Ly €
LP(0,00; X) tal que Z%MM%AHLJCHLP(O,OO;X) < 1, entdo o problema (3) com as condi-
coes iniciais u(0) = 0, v/ (0) = 0, ”(0) = z € D(A) possui uma unica solu¢io branda
ue Wh(0,00; X), 1 < p < oo.

Demonstragdo. Definimos o operador F € W1?(0, oo; X) por

t
(Fu)(t) = aR(t)z + / R(t — 5)f (s, uls))ds
0
= (Fw)nom(t) + (Fu)sp(t).
Com as estimativas a seguir, vemos que A estd bem definido em W?(0, co; X)

2[K]\4||’Z||X
||(3:u)h0m||VV1»p 0,00; X <

1 _ 1
[(Fu)spllwineox) <20 M (ul PIIL 1| 20,0030 10l lwe 0,00:x) + MHf(-,O)IILp> :



Capitulo 3. Estimativas LP para solugdes 47
Depois de calculos anadlogos, obtemos a seguinte estimativa
1 1 4
1Fu = Follwre < 20 Mpr™ || L[| 2o (0,003) [ — ][,
para u,v € WH(0, 00; X). O
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4 PERIODICIDADE ASSINTOTICA
PARA ESTRUTURAS FLEXIVEIS

4.1 Regularidade da convolucao

Nosso proposito é analisar a periodicidade assintética da equacao
M (t,x) + " (t, x) — A(Au(t, x) + pAd'(t, ) = g(t,u(t,x)), t > 0.

Observamos que por Fernandez, Lizama e Poblete (2010) o operador A é o gerador de

uma familia (A, ¢?, > u)-regularizada em L? (Definicao 2.1.1).

Assim podemos modelar a equagao anterior como a equagao abstrata (2), em que
A é um operador linear fechado agindo sobre um espaco de Banach X com a, 3,7 € R
e f ¢ uma fungao com valores em X. No artigo De Andrade et al. (2015) os autores
estudaram de condigOes suficientes para a existéncia e unicidade de solu¢des brandas
pseudo S-assintoticamente w-periédica para equagoes semilineares abstratas da forma (3).
Isto é obtido por um método misto, combinando propriedades de certas familias fortemente

continuas, da teoria de operadores e teoria de pontos fixos.

Assuma que A é o gerador de uma familia («, 3, v)-regularizada R(t) que é dife-
renciavel. O seguinte resultado sobre regularidade da convolugao para fungoes pseudo

S-assintoticamente w-periddicas é um ingrediente essencial para obtermos nossos resultados.

Lema 4.1.1 (da Convolugao). Seja R(t) uma familia («, 3,7)-reqularizada sobre X
com gerador A e satisfazendo (ED). Se u pertence a PSAP,(X), entdo a fungio v :
[0,00) — X definida por

o(t) —/OtfR(t—s)u(s)ds
pertence a PSAP,(X).

Demonstragdo. Nesta demonstragao vamos verificar que v satisfaz a Definicao 2.2.7.
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada (ver Teorema 2.0.1) v é continua. Vamos primeiro

provar que v(-) é limitada

ol < M ([ ee0ds) ful
1
< M(M> 4]] . (4.1.1)

Logo, temos a seguinte estimativa

M
[]]oe < ;HUHoo,
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em que M e u sdo as constantes envolvidas na condigao (ED). Consequentemente v €
Cy(]0,00); X). Além disso, para t > o > 0, obtemos

[+ ) = o(@lxdr
— 1/; ’ R(r +w = Eu(€)dé — [ R(r = €u(e) deXdT
:1/; R(T+w—=¢&u d§+/ R(T + w — &§u(§)d¢
—/OT:R(T - g)u(g)dgux dr. (4.1.2)

Se —¢' = w —¢, temos, —d¢' = —d§, além disso, se £ = w, entdo & =0 e quando £ = 74w

temos —¢' = w — 7 — w = —7. Com isto, substituindo em (4.1.2) obtemos

Lot +) — o) dr =

fR (T +w—u(&)dE

+/ T—&) [u(w+ &) —u(é) dgH dr
< t/(/HRT+w—§U@WﬂK
+ [ IR =€) e+ €) — )] )
< [ [IRG + 0 =€)l (@) xddr
1 st r7
o [ 1R = Ollsexollute +€) — u(©)] xdedr
M rt w
< S [ e xdgar

+J‘t4 /ot /OTe—W—eHu(w + &) —u(f)||xdedr.  (4.1.3)

Se ¢ =17+ w—¢, dai, d§’ = —d§, além disso, quando £ = 0, temos & = 7+ w e quando
¢ = w ficamos com ¢ = 7+ w — w = 7. Com isto, substituindo em (4.1.3) e aplicando o

Teorema 2.0.6 obtemos

[ ot ) — o) lLxdr

IN

M rt 7
== [ ety + w - )l xdedr
t 0 Jr4w

+]\t4/0t (/;6—#(7_5)6[7'> lu(€ + w) — u(é)||xdé

~ ]\f/t/TWe“éHu(T +w— €)||xdédr

t/)(/ “5%“)W4€+w>—u@ﬂud§

= Li(t) + L(1).

Estimaremos os termos [;(t) separadamente.

M o t 4w M o t M N
L(t) < HUH/ / ef“gdde < HUHW/ e M dr < M
t 0 Jr t 0 /JJt

)



Capitulo 4. Periodicidade assintética para estruturas flexiveis 50

donde inferimos que

I,(t) - 0 quando t — oo. (4.1.4)

Estimamos o segundo termo por
M t t—¢
nw = N[ i) s+ - u@ e
M

< = (/OOO eufdr) (/Ot (€ + ) —u(g)uxdg)

- ]‘5 (1 /Ot Ju(€ +w) — u(£)||xd§> :

0 que mostra que

Jlim I5(t) = 0. (4.1.5)
Juntando (4.1.4) e (4.1.5) completamos a prova que v € PSAP, (X). O

4.2 Existéncia de solucoes pseudo S-assintoticamente w-
periddicas
Nesta se¢ao, discutimos a existéncia de solu¢oes pseudo S-assintoticamente w-periddicas
para as equagoes (2) e (3).
4.2.1 O caso linear

Nesta subsecao, examinamos a existéncia e unicidade de solugoes pseudo S-assintoticamente

w-periddicas para a equagao linear abstrata (2).

Teorema 4.2.1. Seja R(t) uma familia (o, 5,7)-reqularizada sobre X com gerador A que
satisfaz a condi¢io (ED). Se f € PSAP,(X) é tal que f(t) € D(A?) para todo t > 0, entdo
a equagio (2) com condigoes iniciais u(0) = 0, v/ (0) =y € D(A?) e u”(0) = z € D(A?)
possui uma unica solugao forte u € PSAP,(X).

Demonstragdo. Considere f em PSAP,(X) tal que f(t) € D(A?) e y,z € D(A?%). Da

Proposigao 2.1.2, a solugdo para a equagao (2) é dada por

ult) = aR' (t)y + R(t)y + aR(t)z + /0 "Rt — $) f(s)ds.
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Assim, verificamos a Definicao 2.2.7 que
1t
& [ u(r + @) = ()| xdr
o [t .
< 2 IR +) = R oo Il

+allz t
N (Hny H HX) /0 IR(T +w) = R(7) s x)dr

t
1 t T+w T
[ [ R0 - o€ - ["R(r - ©)5(6)de] ar
Em I3(t) aplicamos o Lema 4.1.1. Para [;(¢), temos
« t / /
ho< IR +w) = Rlaoodrlylx
M t t
< &7 (/ ew+w|d7+/eulfld7> Iyl
t 0 0
2M o t
< ([ erar) vl
0
2M o
< 77
< =
por isso
1 ,
allyllx Jim < [ IR (7 +w) = R() noydr = 0. (4.2.6)

Podemos mostrar analogamente que I5(t) — 0 quando ¢ — oo. Portanto, u € PSAP,(X).
]

Observagao 4.2.1. (a) Um resultado similar ao teorema anterior foi obtido em (DE
ANDRADE; LIZAMA, 2011) onde a perturbagao f é uma funcao assintoticamente

quasi w-periodica.

(b) Em (CUEVAS; LIZAMA, 2009), foi estudado a boa colocagao em espagos de Holder
para a equagao (2) definida em R. Para obter seus resultados, eles usaram um

teorema de multiplicador devido a Arendt et al. (2001).

Corolario 4.2.1. Seja R(t) uma familia (0, 3, 5)-reqularizada sobre X com gerador A e
assuma que R(t) tende a zero exponencialmente quando t — co. Se f € PSAP,(X) ¢ tal
que f(t) € D(A?) para todo t > 0, entio a equagio

u'(t) = B(Au(t) + Au'(t)) + f(t), t =0,

(4.2.7)
u(0) =0, w'(0) =y € D(A?),

possui uma solugio u € PSAP,(X).
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Demonstragdo. Considere f em PSAP,(X) tal que f(t) € D(A%) ey € D(A?). Da

Proposigao 2.1.2, a solugao para o sistema (4.2.7) é dada por

u(t) = R()y + /0 "Rt — $) f(s)ds.

Da Demonstragao do Teorema 4.2.1 e Lema 4.1.1, u é funcao Pseudo S-assintoticamente
w-periédica. Portanto, u € PSAP,(X). O

422 O caso semilinear

Agora, nés vamos considerar a equagao (3) com condigoes iniciais

uw(0) =0, u/'(0) =y, u"(0) = 2. (4.2.8)

Inicialmente nos estudaremos condigoes para existéncia e unicidade de solugoes
brandas (veja a Defini¢do 2.1.2) do problema (3)-(4.2.8) quando a funcao f for Lipschitz

continua.

Teorema 4.2.2. Seja R(t) uma familia («, 5, 7)-regularizada sobre X com gerador A
que satisfaz a condigio (ED). Assuma que f : [0,00) X X — X € uma fung¢ao conti-
nua, assintoticamente limitada sobre conjuntos limitados de X, uniformemente pseudo
S-assintoticamente w-periddica sobre conjuntos limitados de X, e que verifica a condigao
de Lipschitz

If(t2) = f(ty)llx < Lelle —yllx, VEERT, VayeX. (4.2.9)

Se %Lf < 1, entao existe uma unica solug¢do branda pseudo S-assintoticamente w-periddica

u(-) de (3)-(4.2.8).

Demonstragdo. Definimos o operador A sobre o espago PSAP,(X) pela expressao
(3.2.14)

Mostraremos inicialmente que Au estd em PSAP,(X) sempre que seja u €
PSAP,(X), segue de nossas hipéteses que f(-,u(+)) é uma fungao limitada. Além disso,

usando a condigao (ED), obtemos a seguinte estimativa:

[Aully < alROlseollyllx + IR lscollylx + alRE ol x
t
+ [ IR(E = 9)l3001 £ 5, u(s)) l1xs

t
aMylx + Mllyllx +adM|llx + M [ ) f(s,u(s)) | xds

IN

IN

t
aM|lyllx + Mljylx + aM|[z|x + M/O e Mds | £ (-, ul-))lleyo.00x)

M
< (ot DM[yllx + @bzl + G uO) oo (4.2.10)
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Por outro lado, pelo Lema 2.2.2, a fungao s — f(s,u(s)) é pseudo S-assintoticamente
t

w-periddica, logo, pelo Lema 4.1.1, h(t) = /fR(t —s)f(s,u(s))ds € PSAP,(X). Além
0

disso, para u,v € PSAP,(X), temos a estimativa

IAu(t) = Ao(®)llx < M [ ML u(s) — v(s) s

t
< MLy (/0 e“SdS) [l = vl (0.00):)

o ML

|w = vl| 6y (0,00):%)

o que prova que A é uma contragao sobre o espago PSAP,(X), assim concluimos que A

possui um unico ponto fixo u € PSAP,(X). O

Observagao 4.2.2. Sob as condigoes do Teorema 4.2.2, temos a seguinte estimativa para
a solucao u(-) de (3)-(4.2.8):

[u()x M
ity < Mla+ Dyl +alzll) + = ¢ 0lley oo

sup
t>0 €

De fato,

N

lu@llx < Me((a+1)lylx +allzlx) + M [ e £ (s, u(s)) | xds
Me™((a+ Dyllx + allzllx)

e [ " £(5,0) + f(s, u(s)) — £(5,0)]|xds

Me ™ ((a+ Dyllx + allzllx)

enen [ || £ (5, 0)]|ds + Me / Ce Ly |u(s)l| xds.

IN

IN

Logo,
t t
eu@®)llx < M((a+Dllyllx + allzllx) +M/0 €”S||f(8=0)||xd8+MLf/0 e |lu(s)||xds.
Usando a desigualdade de Gronwal (ver Teorema 2.0.5) segue que
M b =) MLyt
fu@lle < (S Dyl +allzllx) + 1 [ e Dasf f,0)]c, ) s
M
< (M(<a + Dllyllx + allzll) + “HIAC o>\|cb<[o,m>;x>) M.

Portanto,

()l M
orge < M((@+ Dyl + allzllx) + = H 176 Olleyoax

Isto conclui a discussao da Observacao 4.2.2.

A observagao seguinte pode ser pensada como um resultado de perturbagao.
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Observacao 4.2.3. Sob as condigoes do Teorema 4.2.2 com a constante de Lipschtiz
L nao necessariamente pequena, existe um Ao > 0 tal que, para qualquer A € [0, A, o

Teorema 4.2.2 pode ser aplicado para a fungao Af (¢, x).

Observagao 4.2.4. Um resultado similar ao teorema anterior foi obtido em (DE AN-
DRADE; LIZAMA, 2011) quando f é assintoticamente quase periddica satisfazendo
(4.2.9).

Definicao 4.2.1. Dizemos que f é uma funcao pseudo S-assintoticamente w-periddica
diferenciavel se f, f' € PSAP,(X). Note que se f € PSAP,(X) é diferenciavel e f" é
uniformemente continua, entao f' € PSAP,(X). Denotamos por PSAP!(X) o conjunto
de todas as fungoes pseudo S-assintoticamente w-periddicas diferenciaveis. O conjunto

PSAP}(X) é um espaco de Banach munido com a norma || f{| psari(x) = [|.fllcy(10,00):x) +

£l ey (10,00):) -

Antes de discutir o préximo teorema, temos a seguinte observacao.

Definicao 4.2.2. (ARAYA; LIZAMA, 2012) Uma fungdo continua u : RT — X satisfa-

zendo a equagao integral
u(t) = aR(t)z + /(:R(t ) f (s, u(s), o (s))ds, V¢ >0,
onde z € D(A), é chamada solugdo branda para o problema (4.2.11)-(4.2.12).
Observacgao 4.2.5. Consideremos o problema semilinear
au” (t) +u"(t) — BAu(t) — vAU () = f(t,u(t),u'(t)), t >0, (4.2.11)
com condigoes iniciais
u(0) =0, u'(0) =0, u"(0) = z, (4.2.12)

em que A é o gerador de uma familia («, 3, v)-regularizada R(t) que satisfaz a condic¢ao
(ED),e f:]0,00) x X x X — X é uma funcao continua, assintoticamente limitada sobre
conjuntos limitados de X x X e uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periddica

sobre conjuntos limitados de X x X tal que
1 (2, 2) = f(ty, 0 )x < Lalle —ylix + Lolla" = of|lx, YV z,y,2" 9 € X, £ > 0.
Repetindo os passos das demonstragoes anteriores, nao é dificil observar que se
2max{Ly, Ly} Mp ™' <1,

entdo o problema (4.2.11)-(4.2.12) possui uma tinica solugao branda pseudo S-assintoticamente

w-periddica diferenciavel.
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Demonstragdo. Definimos o operador A sobre o espago PSAP(X) por
t
Au(t) = aR(t)> + / R(t — 5) f (s, uls), u'(s))ds.
0
Como R(0) =0 e z € D(A), entao

(Au)'(t) = aR'(t)z + /Ot R'(t — s)f(s,u(s),u'(s))ds.

Pelos Lemas 2.2.2 e 4.1.1, as fungoes Au e (Au)’ pertencem a PSAP,(X). Portanto,
A: PSAP(X) — PSAP!(X) estd bem definido. Sejam u e v em PSAP!(X) temos

[Au(t) = Av(t)]lx - < /Otllﬁ(t = 8)llse 1/ (s, uls), u'(s)) — f(s,v(s),v'(s)) | xds

M/ote_”(t_s) [Lallu(s) = v(s)llx + Lallu'(s) — v'(s)l|x] ds

VAN

IA

masc{Ly, L} M [ e [Ju(s) — w(s)lx +f(s) — /(5) ) ds

IN

t
masc{ Ly, LabM ([ e0ds) [ = vlcyonor

t
+max{Ly, Ly} M (/ e—w—s)ds) lu" = v'llcy0,000:)
0
2maX{L1,L2}M
1

<

Ju — UHPSAP;(X)-

Com isto, mostra-se que o operador A é uma 2max{L;, Ly} M u~'-contragao. Entao possui

uma Unica solugao branda. O

Teorema 4.2.3. Seja R(t) uma familia (o, 3, 7)-regularizada sobre X com gerador A que
satisfaz a condigio (ED). Seja f : [0,00) x X — X uwma fungio assintoticamente limitada
sobre conjuntos limitados de X, uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periodica

sobre conjuntos limitados de X e que satisfaz a condicao de Lipschitz

onde Ly : [0,00) — RT € uma fungdo integravel e limitada sobre [N, o0), para alguma
constante N > 0. Entao o problema (3)-(4.2.8) possui uma unica solugao branda pseudo

S-assintoticamente w-periodica.

Demonstracdo. Vamos realizar esta demonstracdo em dois passos. Primeiro nao é
possivel aplicar o Lema 4.1.1 direitamente, sem antes comprovar a composi¢ao das fungoes
f e w aplicando o Lema 2.2.2. Segundo, faremos uso do Corolario 2.3.1 com contas similares
as feitas no Teorema 3.2.3. Usaremos as mesmas notacoes da demonstragao do Teorema
4.2.2.

Passo 1. O primeiro passo em nossa analise serd provar que A esta bem definido. O

operador A sobre o espago PSAP,(X) estd dado por (3.2.14). Inicialmente observamos que
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f satisfaz a condigao (C) do Lema 2.2.3. De fato, sejam u e v pertencentes a Cy([0, 00); X)
tais que v — u esté no espago ergédico’ PAP(X). Tomamos K = I'm(u) U Im(v). Pela
Definigao 2.2.9, existe Tx > 0 tal que o conjunto {f(¢t,z) : t > T,z € K} ¢ limitado.
Por outro lado, da hipéteses sobre Ly(t) temos que, existe N > 0 tal que {Ls(t):t > N}
é limitado. Escolhemos T' = max{N,Txk}. Como f, u e v sdo fungdes continuas, logo
f(u(v)) e f(-,v(+)) sao limitadas em [0, 7]. Tomamos

LY = sup Ly(t),

t>N

Kuw = sup [|f(s,u(s))llx + Sup 1f(s,v(s))[x,
te[0,T] te(0,T"
Krx:=  sup Hf(t,at)Hx,
(t,x)e[T,00)x K

e para € > 0, tomamos C. = {t € [0,00) : |[v(t) — u(t)|| > €}. Parat > T,

=[G, u(s)) — 5,06 s
21/ s, uls)) — S, 0D lxds + 7 [ 1G5, u(s) — Fls,0(5)) s

<[ s + 1 oDl ds 7 [ (s u) = fs o) xds
2o W) = s, 0(s) s
< xg“mi ([ I sut s [t oo
w1 [ Drlhuds) = o) s
1 2 Le

< S KT+ K AC N [T 8]) + ,; (t—T).

t

Como C. é um conjunto ergodico, tlim/ | f(s,u(s)) — f(s,v(s))||xds = 0. Por conseguinte,
/o

se u pertence a PSAP, (X), entao segue do Lema 2.2.3 que a funcdo s — f(s,u(s)) é

pseudo S-assintoticamente w-periddica, e, pelo Lema 4.1.1, Au € PSAP,,(X). Portanto A

estd bem definido.
Passo 2. O mapa A possui um tnico ponto fixo em PSAP,(X). Se u,v € PSAP,(X),

entao

M [ HIL ) us) — wls) s

M (/0 Lf(S)d8> |u = vl| ey (0,000 %)

< M||Lslllu = vlleyo,00):x)-

[Au(t) = Av(t)]]x

IA

IN

L PAPY(X) =<4 ¢ € Cp([0,00); X) : Thm T / |¢(t)||xdt =0 3 . E conhecido que uma fungio u per-
—

tence a PAP)(X) se, e somente se, para cada € > 0, o conjunto C. = {t € [0,00) : ||u(t)||x > €} é um
conjunto ergbdico (ver (ZHANG, 2003)).
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Portanto,
[0 - @l < M2 ([ 2e6) ([ Lot ) ds) fu = oleyomn

M2 ’

- </0 Lf(T)dT> ||U—U||(Jb([0,oo);X)

(M| Lg}r)*
2

<
< |u = vl ey (0,00): %)

Em geral, temos a seguinte estimativa (as contas sdo similares as feitas para demonstrar

por indugao (3.2.27) na Secao 3.2)

47 = A"l cy6) = supl(A")(8) = (") (Bl < Ll = vy oo
(4.2.14)
Como W < 1 para n suficientemente grande, pelo Principio dos Iterados (ver

Corolario 2.3.1), A possui um tunico ponto fixo u € PSAP, (X). Isto conclui a demonstragao.
O

Observagao 4.2.6. Observamos que para obter (4.2.14) é suficiente supor que a funcao

t — R(t) seja limitada, isto é, sup [|[R(t)||sx) < +o0c. Mas a condigao de R(t) ser
te[0,00)
integravel foi necessaria para usar o Lema 4.1.1.

Um resultado similar pode ser estabelecido quando f satisfaz uma condi¢ao Lipschitz

local. Denotamos
0:= (a+DM|ylx +aM|z|x, Si:=L(0)0+ sup 1£(s, 0)lx,

onde M é a constante da condigdo (ED). Temos o seguinte resultado no qual aplicamos o
teorema do ponto fixo de Liu et al. (2005) (Lema 2.3.1).

(Cloc). Para cada o € RT, para todo t € RT e quaisquer x,y € B,(X) temos que

1f(tx) = F&9)lly < Li(o)]lz = yllx,

onde Ly : [0,00) — R* é uma funcéo continua.

Teorema 4.2.4. Seja R(t) uma familia (o, 5,7)-reqularizada sobre X com gerador A que
satisfaz a condi¢ao (ED). Seja f : [0,00) x X — X uma fungao assintoticamente limitada
sobre conjuntos limitados de X, uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periodica
sobre conjuntos limitados de X, e que satisfaz a condi¢io (Cj.). Se existe r > 0 tal
que % (Lf(9 +7)+ %) < 1, entdo existe uma solugcdo branda pseudo S-assintoticamente
w-periodica u(-) de (3)-(4.2.8).
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Demonstracao. Observamos que como f é assintoticamente limitada sobre conjuntos

limitados de X, logo f(-,0) é uma fungéo limitada sobre R*, portanto S; < +00. Tomamos
PSAPY(X) = {u € PSAP,(X) : u(0) = 0}.

E claro que PSAP?(X) é um subespaco fechado de PSAP,(X). Seja A® : PSAPY(X) —
PSAPY(X) o mapa definido por

A®u(t) = /Ot R(t = s)f(s,aR (s)y + R(s)y + aR(s)z + u(s))ds, (4.2.15)

onde u € PSAPY(X). Visto que s — aR/(s)y + R(s)y + aR(s)z é uma fungio pseudo

S-assintoticamente w-periédica, do Corolario 2.2.1, a fungao
s = f(s,aR (s)y + R(s)y + aR(s)z + u(s)),

¢é pseudo S-assintoticamente w-periddica, e usando o Lema 4.1.1, concluimos que A® estd
bem definido.

Para u,v € PSAP)(X) com ||ul|c,((0,00):x) |Vl cy(0,00):x) < 7, obtemos que

[A%u(t) = A%u(t)]|x
< M [ e (s, aR (5)y + R(s)y + aR(s)= + u(s)

—f(s.aR (s)y + R(s)y + aR(s)z + v(s))l|xds
< M [ e HIL (o DMyl + bl + uls)lx) fluts) — ofs) xds

¢
< M/ e_”(t_s)Lf(Q + 7r)||u(s) — v(s)||xds
0
¢
<M (/0 e‘ﬂsds) Lf(e —+ 7")||u — U”Cb([o,oo);X)
M
< Fwa +1r)|lu = vllcy0,00):x)-

Portanto,

[A®u — A%l (10,00):x) < —Lp(0 +7) [t — vl (10,00):0) -

==
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Por outro lado, para u € PSAPJ(X) com ||ul|c,(0,00):x) < 7, temos

IACullx < M [ eI (s aR (s)y + R(s)y

+aR(s)z +u(s)) — f(s,0) + f(s,0)]|xds

M [ e () (s, 0% (s)y + R(s)y

+aR(s)z +u(s)) — £, 0)x + 1(5,0) 1) ds

M [ eI L 0+ DMyl + aMzllx +7) dslfull oo

IA

IA

t
+M/6”W%wwMﬂ&®M
0 s>0

IA

M M
;Lf(Q + ) l|ulley(0,000:x) + ;51

IN

M M
fo(e—f—T)T—i— 751
M "
M S
< = <Lf(9+7“)+1)7“§7°.
1 r

Das estimativas acima, segue que A® é uma contragio sobre B,(PSAP?(X)). Entao
existe um tinico ponto fixo u € B,(PSAP?(X)) para o operador A®. Para finalizar a

demonstracao, nés observamos que
v(t) = u(t) + aR (t)y + R(t)y + aR(t)z
¢ uma solugdo branda pseudo S-assintoticamente w-periddica de (3)-(4.2.8). O

Observagao 4.2.7. A existéncia da solugao pseudo S-assintoticamente w-periddica é
obtida através do Teorema de Ponto Fixo de Banach e este teorema da unicidade no espago
onde o argumento de ponto fixo é aplicado. Neste caso, o espago é a bola B,(PSAP’(X)),

que nao ¢ o espaco todo. Esta é a razao para a unicidade nao ser obtida.

Teorema 4.2.5. Seja R(t) uma familia (o, B, 7y)-reqularizada sobre X com gerador A e que
satisfaz a condigio (ED). Assuma que f : [0,00) x X — X é uma fungao assintoticamente
limitada sobre conjuntos limitados de X, uniformemente pseudo S-assintoticamente w-
periddica sobre conjuntos limitados de X e que satisfaz a condi¢io de Lipschitz (4.2.13),

onde L¢ : [0,00) = R € localmente integrdvel. Definimos
¢
Wit) = M / e~Ht=5) [ (s)ds,
0

com M e p sio as constantes envolvidas na condigao (ED). Suponha que as sequintes

condigcoes sao verificadas:

(W1) sup Wi(t) < 1

>0

(W) lim - /Wf t)dt = 0.

I—oo [
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Entao o problema (3)-(4.2.8) possui uma solugao branda pseudo S-assintoticamente

w-periodica.

Demonstragdo. Definimos o mapa A sobre o espaco PSAP,,(X) pela expressao (3.2.14).

Para uw € PSAP,(X) abreviamos a notagao escrevendo

V() = | "Rt — ) f(s, uls))ds. (4.2.16)

Primeiro provaremos que A é bem definido. Tomamos ¢ > 0 e o conjunto B = I'm(u),
dado que f é uma funcado assintoticamente limitada sobre conjuntos limitados de X,
e uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periddica sobre conjuntos limitados de
X (veja as Defini¢oes 2.2.7 e 2.2.9), existe T' = T'(B) suficientemente grande tal que
{ f(t,u(t)) : t > T } é limitado e

t/ sup||f s+w,z)— f(s,2)|xds < 2’;\/[, para t > T. (4.2.17)

Escolhemos

Ko = sup || f(t, u(®))]|x,
t>T

Kr = sup ||f (¢ u(t))]x-
t€[0,T]

Uma vez que f(-,u(-)) é uma fungao continua, Kr < +o00. Observamos que

supl| (£ u(t))lx < %, + K.

Dai,
T
Iuls < (ot 0l + oMl 0 ( [t ulo) s
t
+ [ eI 1 (s, u(s)) s
< (a+1)M|yllx + aM||z| x
T t
M ( / e =) ds K + / e“(ts)dsKu>.
0 T
Portanto,

M
[Aullcy0.00:x) < (@ + DM |lyllx + aM|lz]x + ;(K + X)),

o que mostra que Au é uma funcao limitada em [0, 00). Como aR'(-)y, R(-)y e aR(:)z
pertencem a PSAP,(X), da demonstracao do Teorema 4.2.1, resta mostrar que a fungao
V(-) dada por (4.2.16) pertence a PSAP,(X). Visto que f nao ¢ necessariamente assinto-
ticamente uniformemente continua sobre conjuntos limitados de X, ndo podemos usar o

Lema 2.2.2. Para superar esta dificuldade precisamos usar uma decomposicao adequada
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!
da fungao / (V(t4+w) — V(t))dt e verificar a Defini¢ao 2.2.7. Para [ > T, temos a seguinte
0

decomposi¢ao

[+ —vaar = L/(fﬂ’t+w—$ﬂaw@m8
—/Rt—s s, u(s )dt
= l/ </ (t+w—3s)f(s,u(s))ds

[ TR+ 0= 9) (s u(s)ds
— [0~ ), u(s))ds )
= 1 (30w =5ty
+Aﬁt—s (s +w.uls + ) = f(s,uls)) ds ) d
B ;//%t‘s (s +w,u(s +w)) — f(s,u(s))] dsdt
l//tw Jt+w—su(t+w—s))dsdt

— l/o /o t—s S+w,u(s+w))—f(s,u(s)))dsdt

}/ﬁﬁ (t =) (f(s +wuls +w)) = f(s,uls)))dsdt
z//%w flt+w—sut+w—s))dsdt

- iéké (t = 5)(f(s+w,u(s +w)) = f(5,u(s)))dsdt
;f/tt—s (s +w,u(s +w)) — f(s,u(s +w)))dsdt
z// (t = 9)(f(s,uls +w)) = f(s,u(s)))dsdt

l//tw flt+w—s,u(t+w—s))dsdt

Abaixo, estimaremos cada um dos termos [;(1), 1 <i < 4, da expressao acima separada-

mente.
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Para o termo [;(l) podemos verificar a seguinte estimativa:

A

1M < 5[ [t o uls ) = fGs,uls) st

< ]\f/T/te_ut—SI (I (s +w,uls +w)llx + || f(s,u(s))]| x) dsdt
0 JoO
2M T rt
< e (/0 /0 @—MSdsdt> igg“f(t?u(t))“)(
< 23[4 <T + ;(1 — e_“T)> (K + K1)
= 2 (T + 1) (K, + KT)E,
H H l

o que implica que

lim I;(l) = 0. (4.2.18)

l—0o0

Para estimar I5(l), primeiro vamos decompor I5(l) como abaixo

L(l) = }/l/tﬂz (t —s)(f(s +w,u(s +w)) — f(s,u(s +w)))dsdt
_ l// (t = ) (F(s+wuls +w) — f(s,uls +w)))dsdt
l// (t —s) (f S+W,U(S+w))—f(s,u(s+w))>d3dt
= L)+ I5(1).

Agora nés estimaremos os termos I5(1), i = 1, 2.

)

Para o termo I, (1), nés obtemos
IBWIx < T L I s s ) = Flsuls + ) xdsdt
< B L e ([Tl s o - s 0)lds)
T

0 zeB

M 1 st
< X[ (t [ sup s+ w0.2) - f<s,:c>uxds) it
T 0

zeB

M =T we €
< = e H —. 2.
< lz(/o dt>M2<2 (4.2.19)

Para o termo 73(I) nds temos a seguinte estimativa
) M ol
1B < T [ ] e N+ w uls +w)) = £ (s, uls + )| xdst

M !
< —/ (/ e‘”“‘”dt) sup || f(s +w,x) — f(s, )| xds
l T S reB

M1
;7 SUPHf(S""W z) — f(s,2)|[xds <

IN

(4.2.20)

w\m
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De (4.2.19) e (4.2.20) segue que ||I5(1)||x < e, para todo [ > T, portanto
lim £(1) = 0. (4.2.21)
Estimamos o termo I3(l) por
IOl < 0 L[ e s, uts ) — Fs, uls st
< 0 L[ e L6 s + ) — us)lxdsd
< AL [ e s) (luts +w)lx + lu(o)ll) dsd
P o
< ”uHCbloa )7X)/ (M/ e —p(t— st< )dS) dt
T
1
< QHUHCb([o,oo);Xq/TWf(t)dt
Por (W) temos
llg?o I3(1) = 0. (4.2.22)
Finalmente, para o termo I,(l) nés temos
M rl rttw
ILD)x < 7/0 / e f(t+w — s, u(t +w — 8))|| xdsdt
t
M I 4w
< A (swtscatoly) [ [ ereasa
[\ 't>0 0 Jt
M L/ ptw
< 2 (SupH f(t,u(t))||x> / < / ds) ——
[\ 0 0 \Jt
M !
< 22 (swlsaly) flema
I \t>0 0
Mw
< 2 (supl .ol ).
% t>0
o que implica que
zliglo Iy(1) = 0. (4.2.23)

De (4.2.18), (4.2.21), (4.2.22) e (4.2.23), segue que

2 [+

—V(t)||xdt — 0, quando t — oc.

Por fim, provaremos que A é uma contracdo de PSAP,(X) nele mesmo. Se u,v €
PSAP,(X) et >0, entdo

[[Au(?)

— Au(t)]|x

IA

IN

M / L £ (s, us)) — f(s,0(s))|ds
M/ eI L (s)||lu(s) — v(s)| xds
(M/o e—u(t—s)Lf(s)ds> |l — vl (10,000:%)

(sup Wf<t>) e = ooy
t>0
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Da condicao (W;) concluimos nossa afirmagao. Isto completa a demonstragao do Teorema
4.2.5. O

Observacao 4.2.8. Resultados similares aos Teoremas 4.2.4 e 4.2.5 foram obtidos em

(CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014) para equagoes de evolugao fraciondrias.

Observagio 4.2.9. A fungio W;(-) possui as seguintes propriedades (CUEVAS; HENRI-
QUEZ; SOTO, 2014, Teorema 3.3):

(i) Se W; € L'([0,00)), entdo (Ws) é satisfeita.

(ii) Se Ly € L'([0,00)) com M || L¢| 11(jo,00)) < 1, onde M é dado em (ED), entao (W)
e (WW3) sdo asseguradas.
1
(iii) Se Ly € L},.([0,00)) e tlggloj/o Ls(t)dt =0, entao (Ws) é satisfeita.
Abaixo iremos considerar perturbagdes mais gerais para o problema (3)-(4.2.8) do
que as consideradas até agora. Uma investigacdao em tal direcao é justificada nao somente

pela aspiracao por generalidade, mas também pelo fato que a maioria dos problemas reais

sao nao lineares.

Usaremos o Teorema de ponto fixo de Schauder (ver o Teorema 2.3.2). Gostariamos
de salientar aqui que este teorema apresenta uma desvantagem quando tratamos com um
dos mais importantes casos (BURTON; ZHANG, 2014): que é quando o espago de trabalho
M consiste de fungoes continuas ¢ : [0,00) — X e P: M — M com P continua e M
fechado, convexo e nao-vazio. O Teorema de Schauder requer que M seja compacto ou
que P mapeia M em um subconjunto compacto K do espaco M. Estas condi¢oes nao sao
dificeis quando M consiste de fungoes continuas ¢ : [a,b] — X uma vez que podemos
frequentemente organizar as coisas de modo que PM ¢ equicontinuo? e entao aplicamos o
Teorema de Arzela-Ascoli. Mas quando tratamos com a compacidade, pode ser bastante
complicado estabelecé-la no caso de consideramos o intervalo inteiro [0, 00). Para superar

esta dificuldade, introduzimos um espago adequado contendo M.

Seja h : [0,00) — [1,00) uma fungdo continua nao-decrescente tal que h(t) — oo

quando t — o0o. Denotamos por C(X) o espago
. ult)
Cu(X) = du € C([0,00); X) : lim -2 =0, (4.2.24)

munido com a norma
[u@)]
h(t)

Seja E' um espaco topoldgico e F' um espago métrico; dizemos que um conjunto € de aplicagoes de E
em F' é equicontinuo no ponto z¢ € E se, dado € > 0, existe uma vizinhanca V,, de z¢ tal que z € V,,
implica d[f(x), f(x0)] < e para todo f € €; é claro que, entdo, todas as fungdes f € € sdo continuas
no ponto xg. Dizemos que € é equicontinuo se é equicontinuo em todo ponto x € E.

[ulln = sup
>0




Capitulo 4. Periodicidade assintética para estruturas flexiveis 65

Para estabelecer nosso proximo resultado, consideramos func¢oes f que satisfazem

a seguinte condi¢ao de limitacgao.

(W1)* Existe uma funcao continua nao-decrescente W : [0, 00) — [0, 00) tal que || f (£, z)||x <
W (||z||lx) para todo t € [0,00) e z € X.

Denotamos

B(€) = sup -

>0 h(t) /t et <§h( ))ds (4.2.25)

Teorema 4.2.6. Seja R(t) uma familia («, 3, 7)-regularizada sobre X com gerador A e
que satisfaz a condicao (ED). Seja f :[0,00) x X — X uma fungio assintoticamente
uniformemente continua sobre conjuntos limitados de X, assintoticamente limitada sobre
conjuntos limitados de X, uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periodica sobre
conjuntos limitados de X e que satisfaz (W1)*. Assuma ainda que as sequintes propriedades

sao assequradas.

(D1) Para cada & > 0,
.1t
th—¥cr>loh(f;)/0 e W (Eh(s))ds = 0.

(D3) Para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que para quaisquer u,v € Ch(X), ||lu— |l <9
implica
sup M e_“(t_s)||f(SaU(«S‘)) — f(s,0(s))l|xds < e.

t>0

(D3) Para cadaa >0 er >0 o conjunto {R(a—t)f(t,z) :0<t<a, x€X, ||z||lx <r}é
relativamente compacto em X e para cada 0 < & < a, (R(a+s—&)—R(a—E)) (&, x) —

0 quando s — 0, uniformemente para ||z|| <.

Se
B(§)

lim inf
E—o0

<1, (4.2.26)

entdo o problema (3)-(4.2.8) possui uma solugao branda pseudo S-assintoticamente w-

periodica.

Demonstracdo. A ideia principal na demonstragao é o uso do Teorema 2.3.3, onde
precisamos provar que o operador associado as solugoes brandas é completamente continuo,
fazemos uso do Teorema de Arzela-Ascoli, com o critério de compacidade dado no Lema
2.3.2. Seja C?(X) o espaco das funcoes u € Cy(X) tais que u(0) = 0. E claro que C9(X) é
um subespago fechado de C},(X). Definimos o operador A® sobre C}(X) por (4.2.15)
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Nesta primeira parte mostraremos que o operador estd bem definido. Para v €

Ch(X),

[A®v ()]l x M
OO

f;]\é) /Ot e—u(t—s)W (HOéfR’(s)y + fR(S)y —+ afR(s)z + U(S)HX) ds

hﬂé) [ e (M + Dl + ablzlx)e + fufs) | )ds

Mt L
< h(t)/ e MW (h(s)L)ds — 0, quando t — oo.
0

/Ot A 1£(s,aR(s)y + R(s)y + aR(s)z + v(s))| xds

IN

IN

Da condicio (D;) obtemos que A® estd bem definido, onde L = M (a+1) ||y x +aM]||z|| x +
|v]|n. Portanto, A®v € C}(X) sempre que v € C}.

Agora dividimos o resto da demonstracao nos seguintes passos:

Passo 1. O mapa A® é continuo de CP(X) em CP(X). Esta afirmagao é uma consequéncia
direta da condigdo (D,). De fato, sejam wu,,u em CP(X) tais que u,, — u em C(X) quando
n — oo. Dado € > 0 qualquer, seja ¢ a constante envolvida na condi¢ao (Ds). Existe

no € N tal que [|u, — ul|, < § sempre que n > ny, entao

[A®un(t) — A®u(t)]|x

APy — Aul), =
A% ullr Sup 0
< sup-L /tews)H £(5,aR ()y + R(s)y + aR(s)z + n(5))

—f(s, aR'(s)y + R(s)y + aR(s)z + U(S)) [xds <e,

o que mostra a afirmacao.

Passo 2. Afirmamos que A® é uma fun¢ao completamente continua. Tomamos r > 0 e
definimos os conjuntos V = A®(B,(CY(X))) e V(t) = {A®u(t) : u € B,.(CY(X))}. Primeiro
mostraremos que V(¢) é um conjunto relativamente compacto em X para cada t > 0.
Levando-se em conta o Teorema do Valor Médio para a integral de Bochner (ver Teorema

2.0.10), temos que V(t) C tco(X), em que co(XK) denota a envoltéria convexa do conjunto®
K = {R(t = ) f(s.2) : s € 0,8], |l x < h(t)(M[(a+ Dllyllx +allzlx] +r)}. (4.2:27)

Usando a condigao (Dj), inferimos que V (t) é relativamente compacto em X. Agora,
consideramos b > 0 fixado e V} o conjunto formado por todas as fungdes v € V restritas ao
intervalo [0, b]. Tomemos v = A®u com u € B,.(CY(X)) e s > 0. Uma vez que para cada
T>0e0<(<a, (fR(a +p—C) —R(a— C))f(g,x) — 0 quando p — 0, uniformemente

3 co(E) denota o fecho da envoltéria convexa de E. Como o nome sugere, a envoltéria convexa sempre é

um conjunto convexo. E o menor conjunto convexo que contem FE.
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para ||z||x < 7, da seguinte estimativa

o+ 9) = o@llx < [ IR+ s~ 7€ aR(Ey + REY +aR(€)z + v(E))] de
[ IR+ 5 = €) = R(t — O] £, aR(Ey + R(E)y
+FaR(€)2 +v() | de
[7IR(E + 5 = ©llallS(€ aR €y + REy + R (€)
o€)lxdg + [ IR(E+5 - €) = R(t— O] 76 aR(Ey + R(e)y
+aR(€)2 +v(e)) | de

t+s .
M [ e O (hg) (M (a+ Dyl + b z]lx +1))d

+ [ IR+ =€) = R - )£ R}y
FR(E)y + aR(€)2 + u(©)) | xd,

IN

IN

inferimos que V}, é equicontinuo. Com as mesmas notagdes, mostraremos agora que E n 0,

quando t — oo, independente de u € B,(CP(X)). De fato, isto segue de (D) e da estimativa

lv@llx _ M
h(t) = h(t

) /Ot eI ((s) (M (e + 1)lyllx + aM|2]lx +7))ds.

Pelo Lema 2.3.2 obtemos que V' é um conjunto relativamente compacto em CP(X). Isto

prova que A® é completamente continuo.

Passo 3. Afirmamos que existe p > 0 tal que A® (B,(CY(X))) C B,(CP(X)). De fato,
se assumirmos que a afirmacao é falsa, entao para todo p > 0 podemos escolher u” €
B,(CP(X)) tal que [|[A®(u?)||, > p. Obtemos

p <A |ln < B(M[(a + Dyllx + all=llx] + p).

Consequentemente, considerando £ = M[(a + 1)||y||x + «||2]|x] + p, temos

G
0
_ E=p+0)B)
&p
_ M®+(MMHJWWX+MMHDM®
3 p £
B(§)

§

Passo 4. Considerando u € PSAP’(X), uma vez que f satisfaz todas as condigoes do

Portanto 1 < lign inf , 0 que é contrario a (4.2.26).
—00

Lema 2.2.2, concluimos que a funcao

s = f(s,aR(s)y + R(s)y + aR(s)y + u(s))
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é pseudo S-assintoticamente w-periddica. Aplicando o Lema 4.1.1, obtemos que
A®(PSAP(X)) C PSAPY(X).
Consequentemente, combinando com o Passo 3, nés inferimos que
A® (B,(CR(X)) N PSAPS(X)) € B,(CR(X)) N PSAPS(X),

e também

2° (B,{CiC0) N PSAPYX)") ¢ A% (B,(CR(0) N PSAPY(X))'

C B,(CY(X))nPSAPIX)",

em que B" denota o fecho de B em Cr(X). Aplicando o Teorema do Ponto Fixo de
Schauder (ver Teorema 2.3.2), deduzimos que o mapa A® possui um ponto fixo u €
B,(CY(X)) N PSAPY(X)".

Passo 5. Finalmente, vamos mostrar que u € PSAP?(X). Seja (u™),, uma sequéncia em
B,(CY(X)) N PSAPY(X) que converge para u na norma de Cj,(X). Da condigdo (Ds) e
da desigualdade

A" = ulleyoooyx) = [AU" = A%ullc, 0,000
M t
< sup o [ eI f(s,aR (s)y + R(s)y + aR(s)z + wn(5))
>0 h(t) Jo

—f(s,aR'(8)y + R(s)y + aR(s)z + u(s))|| xds,

obtemos que A®u" — u quando n — oo, uniformemente no intervalo [0, c0). Uma vez que
A®u" € PSAPY(X), entdo u € PSAPY(X), o que conclui a demonstragao do Teorema
4.2.6. ]

Faremos agora uma importante observacao que permitira futuras aplicagoes.

Observacgao 4.2.10. A hip6tese (D3) do Teorema 4.2.6 é cumprida nas seguintes situagoes:

(a) Para cada a > 0 er > 0 o conjunto {f(t,xz) : 0 < t < a,x € X,||z|]| < r} é

relativamente compacto em X.

(b) O operador R(t) é compacto para t > 0 e R(-) é uniformemente continuo sobre
(0, 00).

Para prosseguir, vale ressaltar, que em um artigo recente de Burton e Zhang (2014,
Teorema 2.1a) foi analisado o segundo Teorema de Ponto Fixo de Schauder no espago
de fungoes continuas limitadas em [0, 00), com vista a exigir que o mapa seja localmente
equicontinuo ao invés de exigir que o mapa seja compacto. Esta importante simplificacao
nos permite deduzir a existéncia de uma solugao branda continua limitada para o problema

(3)-(4.2.8). Seremos mais especificos na seguinte observacao
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Observacao 4.2.11. Seja R(t) uma familia («a, g, y)-regularizada sobre X com gerador
A que satisfaz a hipétese (ED) e também que para cada r > 0, a > 0 e £ € [0,q],
(Rla+s—&) —R(a—=&))f(&,z) = 0 quando s — 0, uniformemente para ||z|| < r. Seja
f:]0,00) x X — X uma funcio uniformemente continua sobre conjuntos limitados*
de X que satisfaz (W7)* e (4.2.26) onde M e u sdo dados em (ED), entdao o problema

(3)-(4.2.8) possui uma solugao branda continua limitada.

Demonstragdo. Seja CY o espaco das funcoes u € Cy([0,00); X) tais que u(0) = 0. E
claro que Cf é um subespaco fechado de Cy([0, 00); X). Definimos o operador A® sobre

Cp por (4.2.15). Para u € CP podemos mostrar as seguintes estimativas:

M —
A%l < W (M Dyl +a 2l + o). (4.2.28)

IA®u(t + s) — Au(t)x < M(/O e—de) W (M(a+ Dllyllx + M|z x

o) + [ NR(E+5 =)
Rt = ) f(r, R (T)y + R()y
+aR(7)y + u(r))|| xdr. (4.2.29)

Segue dessas estimativas que o operador A® estd bem definido. Afirmamos que existe o > 0

tal que B,(CP) ¢é invariante por A®. De fato, se assumirmos que a afirmacio é falsa, entdo

para todo o > 0 podemos escolher u” € B,(C}) tal que [[A®u?|c,([0,00):x) > 0. Disto, néo

é dificil provar que

MW (M(a+1)|lyllx + aM|z||lx + o)

o M(a+1)|yllx +aM|lz]x +o

W(M(a+1)|yllx +aM|z]x + o)
M(a+ Dlyllx + aMlzx + o

M
+M7(M(Oé + Dyllx + aM||zx)

M 7
Essa desigualdade implica que 1 < —hgn inf @, o que contradiz as hipoteses. Por
M —00

conseguinte, nossa afirmacgao esta provada.
Note que A® é um mapa continuo de B, (C}y) em si mesmo. Sejam u,, e u pertencentes
a B,(C}p) tais que u, — u quando n — oo uniformemente no intervalo [0, 00). Célculos

nao muito dificeis mostram que (A®u"),, converge para A®u.

4 Para sermos mais precisos, relembramos que uma funcio continua f : [0,00) x X — X é chamada

uniformemente continua sobre conjuntos limitados de X se para todo € > 0 e todo subconjunto
limitado K de X existe § = d. x > 0 tal que || f(¢,x) — f(t,y)||x < e para todo ¢t > 0 e quaisquer
x,y € K tais que ||z — y||x < 0. Esta definicio vem essencialmente de (AGARWAL; DE ANDRADE;
CUEVAS, 2010).

Para ver isso, seja € um nimero positivo qualquer, tome p := M (a+1)||ly||x +aM ||z||x +o. Visto que f é
uniformemente continua sobre conjuntos limitados de X, existe 6 > 0 tal que || f(¢,z) — f(t,y)||x < 47¢
para todot > 0 e ||z — y|lx < § com |z|]|x < p, e |lyllx < p. Podemos escolher ng € N tal que
|tn — ey (j0,00);x) < 0 sempre que n > ng. Disto, nés obtemos que [[A®u" — A®uf < e.
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Por outro lado, da estimativa (4.2.29) inferimos que A®(B,(Cy)) é localmente
equicontinuo®. O fecho de A®(B,(C})) na norma || - ||, estd em B,(C}). Para ver isto, ¢
suficiente mostrar que B, (Cp) é fechado em Cj,(X). Considere u,, em B,(Cy) e suponha

que existe u € Cp,(X) com |lu, — ul||p — 0 quando n — co. Entao,

[u(0)llx = [[un(0) = w(0)]x < A(O)]Jun — ulln

[u(t) — uto)llx < llun = ulln(h(t) + (to)) + llun(t) — un(to)| x-

Assim, mostramos que u(0) =0 e u € C(]0,00); X). Visto que

[ulloe < sup [[unlloe < o,
n>1

nés deduzimos que u € B, (CP). Isto prova que B,(CY) é fechado em Cj,(X). Finalmente,
Burton e Zhang (2014, Teorema 2.1a) nos leva a deduzir que A® possui um ponto fixo
u € B,(C}). Podemos facilmente concluir que v(t) = aR'(s)y + R(s)y + aR(s)z + u(t) é
uma solu¢do branda continua e limitada de (3)-(4.2.8). Isto finaliza a demonstragao da

observagcao. O

Teorema 4.2.7. Seja R(t) uma familia (o, 3, 7)-regularizada sobre X com gerador A que
satisfaz a hipotese (ED). Considere que f : [0,00) x X — X é uma fun¢io uniformemente
pseudo S-assintoticamente w-periddica sobre conjuntos limitados de X, e que f(-,0) é

limitada em [0,00). Assuma ainda que as sequintes propriedades sao verificadas.

(Ey) Existe uma fungdo continua nao decrescente W : [0, 00) — [0, 00) com W(0) =0 tal

que
£t h(t)z) — f(Eh(@)y)|lx < W([[z - ylx),
para todo t > 0 e quaisquer z,y € X, onde h é dada em (4.2.24)

(Ey) ue PAPy(X) implica que W (%) € PAP,(R).

(E3) Para cada a >0 e cada r > 0, o conjunto {f(t,x) :0<t<a,x € X,|z||x <r} é

relativamente compacto em X.

M W
(Ey) —lign inf g(g) < 1, onde M e p sao as constantes dadas em (ED).
ILL —00

Entao o problema (3)-(4.2.8) possui uma solu¢io branda pseudo S-assintoticamente w-

periodica.

6 Isto é, para cada T' > 0 as fungdes em A® (B, (CY)) restritas ao dominio [0, 7] sdo equicontinuas. Vemos

que alguns autores chamam isso de equicontinuidade, e ndo de equicontinuidade local (BURTON;
ZHANG, 2014).
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Demonstragcao. Usaremos as mesmas notacoes que na demonstracao do Teorema 4.2.6.
Sejam u e v pertencentes & Cp(X) e sejam @ e 0 pertencentes a Cy([0,00); X). Temos as

seguintes estimativas

IACu()llx < M [ et (yam >y+R<s>%aﬂz<s>z+u<s>rlx>ds

FM [ e £(s,0) s
0
M

< - (W(M(a+D)llylx +adlz]x + [[ulls)
I o>|rx) , (4.2.30)
Ot 1/ (s, i(s)) — f(s,(s)]| xds < /Otw (“““Z;“”‘X) ds, (4.2.31)

IA

||A®u o A®U||h igg hj\f) /t o =)0 <||u(5)h_(;;(5)||)(> ds

M
< Sl ol (42.33)
Observamos que (4.2.30) implica que A® estd bem definido e por outro lado, (4.2.31)
implica que (C}) do Lema 2.2.3 ¢é satisfeita. Visto que W ¢é continua, a estimativa (4.2.32)
mostra que (D) estd assegurada. Usando novamente que W é continua e (4.2.33) nos

obtemos que A® ¢ um mapa continuo de CP(X) em C}(X).

Afirmamos que A® é um mapa completamente continuo. Observamos que V() C
tco(X), onde X é dado em (4.2.27). Da condigao ( F3) segue que X é relativamente compacto,
o que implica que V(t) é compacto. Agora, tomando v = A®u, com u € B,(CY(X)),
obtemos

[v(t+s) —v(D)llx < M/ o H(t+s— E( ( aR'(§)y + R(y + aR(§)z

G
Sl )+ ol [ |(®e+s-o
—R(t = €)) /(& aR Oy + R(©)y + aR(§)= + u(9))] . d¢

Y- e—HS)<W(M(a+ Dllyllx +aM|lzlx + )

IN

—I—sup||ft0||X> /H (t+s—¢
—R(t = €)) /(& aR )y + R(E)y + aR(&)z + u(€)) |  d€
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e aplicando (Ej3) novamente, obtemos que V;, é equicontinuo. Por outro lado,

lv@)llx _ M ( >
< W(M 1 M t .
WD S s (M(a+1D)lyllx + aM||2l|x +7) +stlZuO)||f( 0l x
Consequentemente,

Zég — 0, quando t — oo, independente de u € B,(Cp(X)).

Pelo Lema 2.3.2 concluimos que A® é completamente continuo.
Observamos que existe ry > 0 tal que A®(B,,(CY(X))) C B,,(Cy(X)). De fato,

se assumirmos que a afirmagao é falsa, entao para cada r > 0 podemos escolher u" €
B,(CY(X)) tal que ||[A®(u")||5 > r. Portanto,

L. M (M(a + Dlyllx + aM|z|x ) W(M(a+ Dllyllx + aM|z]x +7)

iz r M(a+Dllyllx +aM|[z]x +r

M1
+——sup|[f(t,0)[|x.
m T t>0

Sendo assim, deduzimos que 1 < %lign inf@, o que contradiz nossa hipotese (E,). Para
— 00

o resto da demonstracao, faz-se uso de um argumento similar ja usado na demonstracao
do Teorema 4.2.6. O

E conhecido na literatura que o estudo de propriedades das solucdes quando a
perturbacao da equacao nao é necessariamente globalmente Lipschitz é tecnicamente mais
dificil. Porque, nestes casos, é crucial lidar com teoremas de ponto fixo mais gerais que
o principio de contracao. Para concluir esta secao, estudaremos a existéncia de solugoes
brandas de (4.2.34)-(4.2.35) com condigoes nao-locais como suplemento do teorema anterior.
Tal aspecto sera explorado por nés usando uma generalizagao do bem conhecido Teorema

do Ponto Fixo de Darbo (ver Lema 2.3.1). Mais precisamente, consideramos

o (t) 4+ u"(t) — BAu(t) — yAU (t) = f(t,u(t), (1)), t € [0,1], (4.2.34)

w(0) = 0,4 (0) = 0,u"(0) = g(u), (4.2.35)

em que f:[0,]] x X x X — X eg: C(0,1],X) - X sao fungoes adequadas e o
opedador A gera uma familia («a, 3, v)-regularizada R(t) tal que as fungdes t — R(t) e
t — R'(t) sao continuas de [0, 1] em B(X).

Observacao 4.2.12. As condi¢bes nao-locais podem ser aplicadas na fisica com melhor
efeito que no problema de Cauchy usual. Por exemplo, considere o fendomeno de difusao de
u, uma pequena quantidade de gas em um tubo, e assuma que a difusao é observada através
da superficie do tubo. Se existe também uma pequena quantidade de gas no tempo inicial,

entdo a medi¢ao em u(0, ) da quantidade do gés nesse instante pode ser menos precisa
k

que a medi¢ao u(0,z) + X fiu(T;, x). Indicamos ao leitor os artigos (CHABROWSKI et
i=1

al., 1984; DENG, 1993; KEREFOV, 1979; VABISHCHEVICH, 1982).



Capitulo 4. Periodicidade assintética para estruturas flexiveis 73

Denotamos
Mgggy = sup ||:R(t)||3(x) + sup ”:R,(t)HB(X)- (4236)
t€[0,1] t€[0,1]

A seguir, forneceremos os resultados preliminares que serao usados para demonstrar o
seguinte resultado (ver Teorema 4.2.8). Sem temor a confusdo, usaremos ¢ para denotar a
medida de nao-compacidade de Kuratowski em X e C(]0,1]; X). Como o nome sugere, a
medida de nao-compacidade da uma ideia da “falta de compacidade” de um conjunto ou
operador dado. Tal situagao aparece em muitos campos: equagoes integrais com ntcleos
fortemente singulares, operadores de superposi¢ao nao-lineares entre varios espagos de
fungdes e muito mais (ver (APPELL, 2005)).

Definicao 4.2.3. Uma fungdo u : [0, 1] — X é chamada uma solugdo branda de (4.2.34)-

(4.2.35) se satisfaz a equacao integral
t
ult) = aR(g(u) + [ Rt = 5)f(s,uls),w/())ds, ¢ € [0,1]
0
Para um conjunto B de fungoes u : [0,1] — X introduzimos a notagao

B(t) = {u(t) s u € B} o /01 B(t)dt - {/1 u(t)dt: we B},

0

Para qualquer M C C'(]0, 1]; X) limitado, considere M’ = {2z’ : x € M} C C([0,1]; X).

Pode-se (ver (LAKSHMIKANTHAM; LEELA, 1981, Teorema 1.4.3)) mostrar que (M) =
&(M’) é uma medida de nao-compacidade sobre C*([0, 1]; X).

Lema 4.2.1. (LIU et al., 2005) Seja B C C([0,1]; X) limitado e equicontinuo, entdo
co(B) C C([0,1]; X) também é limitado e equicontinuo.

Lema 4.2.2. (BANAS; GOEBEL, 1979; LIU et al., 2005) Seja B C C([0,1]; X) un

conjunto limitado e equicontinuo. Entio t — &(B(t)) € continua sobre [0, 1],
§B) =swp{e(B() s € 0.} e ([ Blojas) < [ e(Bls)as

hi

n
Denotamos C" = (7’;), 0<m<n,eS,=> C’]%”*j '
i=0 J:

Lema 4.2.3. (ZHANG; LIU; WU, 2007) Suponha que 0 < ¢ < 1, h > 0. Entdo S, =

1

0 (S) , quando n — oo, em que s > 1 € um numero real arbitrdrio.
n

Para estabelecer nosso resultado (ver Teorema 4.2.8), precisamos introduzir as

seguintes hipdteses:

(F1) g:CY[0,1]; X) — X é continua e compacta.
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(Fy) f:]0,1] x X x X — X satisfaz as condigoes tipo Carathéodory, isto é, f(-,x,y) é
fortemente mensuravel para quaisquer z,y € X e f(t,-,-) : X x X — X ¢é continua

q.t.p para todo t € [0,1].

(F3) Existe uma funcdo m € L'([0,1]; R") e uma fungdo continua nao-decrescente P :
Rt — R* tal que || f(¢,z,y)|lx < m(t)®(||z]|x + ||y]lx), para quaisquer z,y € X e
quase todo ¢ € [0, 1].

(F,) Existe uma fungao H € L'([0,1];R™) tal que para qualquer subconjunto de fungoes
§ < ([0, 1]; X),
§(f(t,5(1), (1)) < H(B)E(S' (1)),

para quase todo ¢ € [0, 1].

Observagao 4.2.13. Assumindo que a fungao g satisfaz a hipétese (F7), é claro que g
leva conjunto limitado em conjunto limitado. Por esta razao, para cada R > 0 denotaremos

por gr 0 numero
gr = sup{[lg(u)|l : l[ullcr(o.x) < R}
Estamos na posicao de estabelecer o resultado seguinte.
Teorema 4.2.8. Sob as condigoes anteriores’. Se existe uma constante R > 0 tal que
aMpr gr + Mg P(R) /01 m(s)ds < R,

entdo o problema (4.2.34)-(4.2.35) possui ao menos uma solugio branda.

Demonstragdo. Definimos o operador A : C'([0,1]; X) — C'([0,1]; X) pela expressdo
t

Au(t) = aR(t)g(u) + / Rt —s)f(s,u(s),u(s))ds. (4.2.37)
0

Primeiro mostraremos que A é um mapa continuo. Para fazer isso nés consideramos uma
sequéncia {u, }nenw em C([0,1]; X) tal que w,, — w na norma | - lle1(j0,1],x)- Podemos

deduzir que

[Aup = Aufloqox) < a sup [R5 19(un) = g(w)llx + Sup IR(E) |5

/01 £ (5, un(s), uly(5)) — f(s,u(s),u'(s))||xds. (4.2.38)

Da mesma forma, podemos mostrar que

I8 = (A ooy < sup [%Ooo (alun) - a0l
[5G uns), 0, (5)
—f(s,u(s),u’(s))”xds). (4.2.39)

Tomamos nota de que condigoes semelhantes as feitas no Teorema 4.2.8 foram consideradas anterior-
mente na literatura por Pozo (2013, Teorema 3.2).

7
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Segue das desigualdades (4.2.38) e (4.2.39) que
[Aup — Aullcroax)y < aMaew|lg(un) — g(u)|x
1
+Mm'/0 1f (s, un(s), up, () = f (s, u(s), u'(s))] xds.

Em seguida, visto que g € um mapa continuo e que f satisfaz as condi¢ées Carathéodory,
concluimos que

| Aw, — Aul|cr(o,1),x) = 0 quando n — oo.

Por outro lado, para u € Br(C'([0, 1]; X)),

|Aullcroagx) < Oé<SuP |R(#)|lsx) + sup HW(t)HB(X)) lg(u)]lx
te[0,1] te(0,1]

' <sup IR(E) [ + sup ||9z'<t>||g<x>)
] t€[0,1]

tefo,1
1
/0 m(s)@(|lu(s)llx + [|u'(s)]lx)ds
1
< aMaggr + Myg®(R) / m(s)ds < R.
0

Isto significa que Br(C' ([0, 1]; X)) é invariante por A e A(Br(C'([0, 1]; X))) ¢ um conjunto
limitado. Tomando v = Au, com u € Bg(C'([0,1]; X)), da decomposicao

U(t + 3) - U(t) = Oé(:R@ + S) — R(t))g(u) —+ /tt+s :R(t +5— f)f(f,u(é),u/(f))dg
+ /Ot@(t +5=&) = R(t =) f(& u(§),vw'())dE,

deduzimos que A(Br(C'([0,1]; X))) é um conjunto de fungdes equicontinuas.

Defina B = co(A(Bgr(C*([0,1]; X)))), entdo, pelo Lema 4.2.1, B e B’ sdo equiconti-
nuos. Note também que A : B — B é um operador continuo e limitado. Tendo em mente
as propriedades da medida de nao-compacidade com o Lema 4.2.2 inferimos as seguintes

estimativas:

EABYW) < ag(R(09(B)) +6 ([ R(t— ) (s,B(),B(s))ds)
@Mg{g{/£<g(3)> + Mayy /;f(f(& B(S), B’(s)))ds
MfRfR/ /(f H(S)S (B’(s))ds

Mgggg/f(gl) /Ot H(s)ds = Myylg(g)/o H(S)dS

IA

IN

IN

IN

Mg

1
Uma vez que H € L'([0,1]; RT), para § < 19{/, existe ¢ € C([0,1]; RT) tal que / |H(s)—
0
©(s)|ds < 6. Portanto,

IN

Maw€(B) ([ H(s) = (s)lds + [ o(s)as)
< Mawd(B) (5 + lelloqonmnt) -

¢ (A(B)'(1))

N
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Visto que A(B)’ é limitado e equicontinuo®, tomando a = Myxd € b = Mgx |||l c(o,11:8+)
e usando novamente o Lema 4.2.2 podemos portanto concluir que

~ ~

§(A(B)) = E(A(B)) < (a+b)S(B).

Do mesmo modo, temos a estimativa:
E(MBY(10) < Mauw [ H)E@AB)()ds
= M [ H(E(A(B) (5))ds
< Mad(B) [ H(s)(a+ bs)ds
< Myl (/ [H(s) — o(s)|(a + bs) ds+/ a+bs)ds>
< (a(a +1b) + b <at + ;b>> £(B).
Isto significa que para todo ¢ € [0,1] temos a estimativa
e (reyo) < (@ ) e,

Além disso, uma vez que A%(B)’ é limitado e equicontinuo, entao

~

£(A%(B)) = ¢ (A%(B)) < <a2 + 2ab + b;) £(B).

Segue por inducao® que para todo n € N

£ (A"(B (Z Crani -2 (b )g(@). (4.2.40)

A equicontinuidade do conjunto A(B)’ é uma consequéncia da seguinte decomposicao

(Au)'(t+5) = (Aw)'(t) = a(R(t+s)—R'(1)g(u)

t+s
+ / (1 s — €)F(&,ul€) o (6))de
b [ (R0 - (- ) s(eu©). 0/ (O)ds, ue B,

Para lidar com isso, supomos que (4.2.40) é satisfeita. Pode-se mostrar que

E(ATHB) (1) < M_rm/H (A™(B) (s))ds

n+1
ch n+1— j(l;t) ) (ch n+1 —j j) )g(‘B)

=0

_ n+1+z L+ CMa 1 j(bt) N (bt)nﬂ) g(B)

IN

J! (n+1)!

n+1
D e J(bj’f_) )5(3).

7=0
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Dado que, para todo n € N o conjunto de fungées A"(B)’ é equicontinuo, logo
clAN $ n,_n—j v\ 2
E(A™(B)) < (> Cfa il ¢(B).
Jj=0 )

Ademais, como 0 < a < 1 e b > 0, segue do Lema 4.2.3 que existe ng € N tal que

no b
Z C’]”Oa”“_]f' = r < 1. Por conseguinte,
=0 J:

o~ ~

§(A™(B)) < r&(B).

Segue do Lema 2.3.1 que A possui um ponto fixo em B. Este ponto fixo é uma solugao
branda do problema (4.2.34)-(4.2.35). O

Observagao 4.2.14. Sob as condigoes do Teorema 4.2.8, apenas substituindo (Fj) pela

condicao:

(Fy)* f(f(t, S(t), 5”(15))) < v€(S'(t)) para qualquer subconjunto de fungdes S C C*([0, 1]; X)

e para quase todo t € [0,1], com 0 < v < .
My

Entao o conjunto de todas as solugoes brandas do problema (4.2.34)-(4.2.35) ¢é

compacto. Com efeito, isto é uma consequéncia de (MARTIN, 1976, Teorema 3.2).
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5 PROPRIEDADE DE KNESER
PARA ESTRUTURAS FLEXIVEIS

Neste capitulo, iremos estudar as propriedades topologicas do conjunto das solugoes

brandas para a equagao (3)

5.1 Preliminares

Com o objetivo de estabelecer apropriadamente as nossas defini¢oes, inicialmente vamos
resolver a equagao (3) com condigbes iniciais u(0) = 0,4/(0) = 0 e ©”(0) = z numa situacao

particularmente interesante a modo de ilustragao.

Consideramos as vibragoes de uma barra metélica no dominio [0, 7], com extremos

fixos. Neste caso, defina o espago de trabalho como sendo X = L?([0, 7]) e defina o operador

Az(() = 2"(()

com dominio D(A) = {z € L*([0,7]) : 2" € L*([0,7]),z(0) = x(7) = 0}. Usando método
de separacao de variaveis,

u(t, ¢) = T(t)P(C)

e, substituindo na equagao homogenea (3), obtemos
au” (t) +u"(t) — BAu(t) — vAU (t)

) =
a(T (t)P(C))"' +(T(#)P(Q)" = BAT(£)P(C) — yA(T(t) P(C))'
= aT"(t)P(¢) + T"(t)P(C) — BT (t)AP(¢) — 7T"(t)AP(C).

E assim,
aT" () P(C) + T" () P(C) — BT () P"(C) —7T' () P"(¢) = 0,
Com isto,
[T (t) + T"(1)] P(C) — [BT'(t) = vT"(t)] P"(¢) = O,
equivalentemente,
oI"(t) +T"(t) T'(t)\ P"(C)
= () 7o

oT(1) + () _ P'(Q)
PT(t) +~1'(t)  P(C)
De P"(¢) = —AP(¢) e considerando a solucao P(() = €*¢ temos:

= -\

k2eFS 4 ek = M (k2 + ),
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como €< #£ 0, Y¢ € D(A), entdo k = —v/Xi ou k = v/Ai. Se A # 0, temos
P(() = dye¥™ + dye ™V,

de P(0) = P(m) = 0 segue-se que d; + dy = 0, e além disso, temos

0 = dleﬁ” + dz@iﬁm
— dleﬁiﬂ - dlef\aiﬂ
— dl (eﬁiw - 6—\/X7;7T)

)

Vir e—\/XiT( 2V Nim

= 0, ou seja, e =1, com isto

e2VNT _ (os (27r\/X) + ¢ sin (2#&) =1,

se e somente se, e

entao

cos (QW\/X) =1 e sin (QW\/X) =0,
dai, 27v/A = 27n, n € N. Portanto A = n? e P,(¢) = (dy + dy) cos(n¢) + (dy — dy )i sin(n().

Como dy + dy = 0 segue-se dy — d; = 2d,. Com isto concluimos que
P,(¢) = 2dyisin(n().

Além disso,
QT (t) +T"(t) + ynT'(t) + pn*T(t) = 0,

que é uma equacao de terceira ordem com coeficientes constantes. Considerendo T'(t) = e,

obtemos as’e®t + s?est 4 fn?est +yn2est = 0, ou seja (as® + s* + An? + yn?) et = 0. Como
et 40,V t> 0, temos
as® + 5% 4+ yn?s + fn? = 0,

cujas solugodes sao —ry,, 2, Zn, onde r € R. Entao de

1 n? n?

s® + S5t o= (5+72)(5 = 22)(5 = Z) = (s +7,) (5> = 2Re(2,)s + |2a]%),

com z, = a, + tb,, onde a,, b, € R, obtemos que

1

= 20, = —, 5.1.1
r a " ( a)
2
—anrn + |zl = L, (5.1.1b)
«
2
raleal? = 2. (5.1.1c)
(6]

Dividiremos em dois casos, primeiramente analisemos para o caso a, > 0. Logo, de
(5.1.1a) tem-se
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ou seja
1
e > — >0, (5.1.2)
a
pois @ > 0 e de (5.1.1b) temos
2
|2 |? = m + 2a,7,. (5.1.3)
a

Logo, substituindo a equagao (5.1.3) em (5.1.1c), segue-se

Bn? n?
Tolzn? = —— = 2a,72 + Lrn.
o o
2 2
Dai, B— > Lrn, ou seja r, < é com isto, chegamos a desigualdade
a ! y

1

— <1y < é

Q@ «

Além disso, substituindo em (5.1.1c) temos

2
= > =
el
Logo, ,
n
a2 -~

1
Agora suponhamos que a < 0, de (5.1.1a) temos r, = — + 2a,,, dai
o

1
oz (5.1.4)
,  n? o o
de (5.1.1b), |z,|* = — + 2a,r, < —, dai substituindo em (5.1.1c)
Q a
2 2
ralenl? = 25 <, <W> ,
a a
ou seja,
b, (5.1.5)
~
de (5.1.4) e (5.1.5) temos
I6] 1
— S Tn S .
vy a
Assumindo a3 < v, obtemos! que
1
0<a?<—
== e

! Noteque%(g—%)<an<06nt30;—;’:—f<an<0
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e
b2 >ln2—a2 Zln2— L , ne€N
"7« "7« 42
Tendo em vista que as raizes sao —r,, 2, € Z, temos
Tn(t) = dgeiTnt + d4€znt + d5€2nt
= dye™" e (dye " + dse ) (5.1.6)
Note que
dye’" = dy (cos(byt) + isin(b,t)) (5.1.7a)
dse """ = ds (cos(b,t) — isin(but)). (5.1.7b)
De (5.1.7a) e (5.1.7b) vem:
dse™" + dse " = (dy + ds) cos(but) + (ds — dy)isin(b,t). (5.1.8)

Substituindo (5.1.8) em (5.1.6) teremos que:

To(t) = dze™™" + ™" ((dy + ds) cos(bpt) + (ds — dy)isin(b,t)) .

£
)
\‘@#
D
Il
=

(1) Pa(C)

[
hE

3
Il
_

I
NE

I
—

n

Como u(0,¢) = 0, entdo
u(0,¢) = > [2dadsi + 2dy(dy + ds)i] sin(n(),
n=1

se e somente se,

2d2d3 = —2d2<d4 + d5>

Fazendo A, = dsdzi e B,, = 2dy(dy + d5)i, obtemos a soluc¢ao geral da equagao

i ( e """ + [B,, cos(but) + C,, sin(by,t)] e“"t) sin(n().

n=1

Lembrando A,, + B, = 0, assim

f: ( b4 [ A, cos(byt) + C,sin(byt)] a"t> sin(n().

n=1

{dge_r”t + e ((dy + ds) cos(n) + (ds — dy)i sin(bnt))} 2dyi sin(n()

[ngdgie_r"t + e (2dy(dy + ds)i cos(nC) — 2dy(ds — dy) sin(bnt))] sin(n().

(5.1.9)



Capitulo 5. Propriedade de Kneser para estruturas flexiveis 82

Dai,
7;; [(A e "+ [— A, cos(bnt) + Cy, sin(b,t)] “”t) sm(nC)}
=> {—Anrneﬂ"”t A(ane® cos(byt) — bpe” sin(byt))
n=1
+Ch(ane™ sin(byt) + bpe™* COS(bnt))} sin(nq)

= Z [_TnAne_Tnt + (b,Cp, — anAy)e™ cos(byt) + (bp Ay + a,Cy e sin(bnt)] sin(n().

oo

Z [—rn A, + (b,C, — a,Ay)] sin(nd),

n=1

se e somente se,
=1y — an Ay + 0,0, = —(ry + an) Ay + 0,C, = 0.

Logo

(Tn + an)An

Co=

(5.1.10)

Novamente calculamos a derivada parcial em rela¢ao de ¢t a (5.1.9), isto é

Fult,() &

92 (riAne_r"t + (b,C, — anAy) (ane“"t cos(bpt) — bpe™! Sin(bnt)>

sy

+(bn A + a,Cy) (ane“”t sin(byt) + b,e* cos(bnt))) sin(n¢)

= > (2 A+ [(0uCr — anAn)an + (byAy + anCy)by] € cos(byt)
n=1
+[(bpAp + anCr)ay — (b,Cp, — anAy)by] et sin(bnt)) sin(n().

Pela condicao inicial u”(0, () = 0 temos

Z { 2 An 4 (b,Cp — anAy)an, + (bpA, + anCn)bn} sin(n().
Substituindo (5.1.10) vem:
u”(0,¢) = Z _riAn 4 (Th + an)An — a2 A, + B2 A, + ap(rn + an)An} sin(n()

= Y 72 4 2a,r, + a2 + bi] A, sin(n()

= S [+ an)? + 8] Aysin(nc)
n=1

— (0. (5.1.11)

Usando agora a série de Fourier de z(+) no intervalo [0, 7], nds obtemos os coeficientes
A,
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Juntando tudo isso,

R(t)z = ;u(t, ()
— ; i Ap[—e"" + (cos(byt) — I ;_ n sen(byt))e|sen(nQ)
n=1 n

é a expressao para o resolvente do problema (3).

Observamos que com as hipdteses aff < v nds obtemos uma resolvente assin-
toticamente estavel. No entanto, se af > =, obtemos uma resolvente que é limitada

exponencialmente mas nao é assintoticamente estavel.

Sejam «, £, > 0 nimeros reais. Seguindo a notagao de (DE ANDRADE; LIZAMA,
2011) considerando (2.1.7) e (2.1.8).

Para dar uma defini¢do consistente para a solu¢ao branda da equacao (3) com

condigoes iniciais
u(0) =0, ¥'(0) =y, u"(0) = 2. (5.1.12)

baseada na abordagem de operadores, definimos a familia («, (,~)-regularizada (ver
Definigao 2.1.1).

5.2 Propriedade de Kneser

Daqui em diante denotaremos por I o intervalo fechado [0, 1]. Para estudarmos nosso

problema, iremos supor inicialmente algumas hipoteses sobre a funcao f.

(Cear). A fungao f: I x X — X satisfaz as seguinte condigoes de Carathéodory:

(i) f(t,-): X — X é continua q.t.p. t € I;

(ii) Para cada x € X, a funcao f(-,x): I — X é fortemente mensuravel.

Com isso podemos mostrar o seguinte resultado de existéncia e compacidade.

Teorema 5.2.1. Suponha que o operador A gera uma familia («, (,)-reqularizada
{R(t) }i>0 sobre X tais que as fungoes t — R(t) e t — R'(t) sao continuas de I em
B(X). Assuma que a condigiao (Ceqr) € vdlida e além disso que as sequintes condigoes sio

satisfeitas.

(Kn-1) Para cada R > 0 existe uma fungio positiva e integrdvel yg € L'(I) tal que

sup{[[f (¢, )l[x « [lellx < B} <vg(t), ¢tp. L€l



Capitulo 5. Propriedade de Kneser para estruturas flexiveis 84

(Kn-2) Para cada 0 <t <1eR>0 o conjunto {R(t)f(s,x):0<s<1,|z]|x <R} €

relativamente compacto.

1
(Kn-3) lilgn inf%/ (1 —s)yr(s)ds < 1, onde Mgy é dada por

—00 0

Mgz = sup{||R(t)||5x) : t € [0,1]} + sup{||R(¢)||5x) : t € [0,1]}. (5.2.13)

Entao, existe uma solugao branda para (3)-(5.1.12) em I. Além disso, se a sequinte condigio

¢ satisfeita:

1
(Kn-4) lim sup%/ (1 —s)yr(s)ds < 1,
0

R—o0

entdo o conjunto 8 formado pelas solugoes brandas de (3)-(5.1.12) é compacto em C(I; X).

Demonstragdo. Comecamos definindo o mapa A : C'(I; X) — C(I; X) por (3.2.14).
Entao A é bem definido e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue obtemos
que o mesmo é continuo. Afirmamos que existe p > 0 tal que A : B,(C([; X)) —
B,(C(I; X)), onde B,(C(I; X)) sao as bolas fechadas em C(I; X) de raio p e centradas na
origem . Para isso, assumiremos que tal afirmacao ¢ falsa, entdo para cada p > 0 podemos
escolher u” € B,(C(1; X)) tal que [|[Au”|lc(r,x) > p- Entao,

Mg My

1 <

((a+Dllylx +ellzllx) +

/Ot(t — 5)7,(s)ds

Mo [ 0= oplsis.

Mg
< RR

((a+Dllylx + allzllx) +

O que implica

. Myge 1
1§11Rrri1£f 7 A(l—s)’m(s)ds,

e esta desigualdade contradiz a hipdtese (Kn-3). A seguir, iremos mostrar que o mapa A

é completamente continuo.

Pelo teorema de Arzela-Ascoli é suficiente mostrarmos que para cada R > 0 o
conjunto {Ao(u)(t) : ||ullcrx) < R} é relativamente compacto em X para todo 0 <¢ <1

e o conjunto {Ag(u) : ||ullcr,x) < R} é equicontinuo, onde

Ao(u)(#) = /Ot Rt — ) F(s, uls))ds.

Comecemos com a primeira afirmagao. Seja € um ndimero real positivo. Como R(-) é

continuo na norma dos operadores, existe 0 > 0 tal que

IR() = Rl < < ([ nle)de)  Js— o] < (5.2.14)
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Selecionemos entao 0 = sp < §1 < ... < s, = t tal que |s; — s;_1| < §. Escrevemos entao A
como segue

n

Bo()(t) = 3 [ (Rt —5) = R(t = si-1))f (s, uls))ds

i=1Y%i—1

3 7 RO - s u(e)s (52.15)

Comegemos notando que o primeiro termo do lado direito (5.2.15) é dominada por &, pois

-1 n

> [ IR = 5) = (= sl I u(s)lxs < = ([ 9m0C) 3 [ nte

qgﬁmm)ém@wg.

Pela condigao (Kn-2) temos que o segundo termo do lado direito de (5.2.15) estéd
contido em um conjunto compacto que nao depende da fun¢ao u, que verificamos aplicando

o teorema do valor médio para integral de Bochner como segue?

/:1 R(t — si-1) f(s,u(s))ds € (s; — si—1)co(R(t — s;) f([0,t] x Br(C(I; X))) := K;.

O que nos leva imediatamente ao seguinte
No(Br(C(I; X)))(t) € K + B.(X), (5.2.16)

onde K = Kj+...+K,. Como a escolha do £ > 0 foi arbitraria, temos que Ag(Bgr(C(I; X)))(t)
é relativamente compacto. Veremos inicialmente que o conjunto {Ag(u) : ||u| < R} é

equicontinuo para t = 0. De fato,

Aol ()] < Mase [ (),

que converge para zero, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (Ver Teorema
2.0.1). Seja agorat > 0,t+h >0 com t+ h € I. Entao

Aot + )~ MA@ < | [ R+ =) (s, u(s))ds

[ IR+ = 5) = R(t = ) lynls)ds

- /tHh R(t+h—s)f(s,u(s))ds

*Z;ﬂ3“+h—®—ﬂa—@wﬂ@@

t—26
+/O IR(t + h — ) — R(t — )| 7a(s)ds

Por (Kn-2), os conjuntos K; sdo compactos.

2
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onde 6 > 0, 26 < t e |h|] < 4. Seja ¢ > 0. Com o mesmo argumento inicial, podemos

escolher § > 0 tal que

/tHh R(t+h—s)f(s,u(s))ds| + /tt% |IR(t+h—s)—R(t—s)|vr(s)ds < 25.

Adicionalmente, para o termo remanescente t —s > 2% et+h —s > §. Como R : [0,1] —
B(X) é uniformemente continua para a norma de operadores, existe ¢’ tal que |h| < ¢
implica que

|Rt+h—s)—R(t—s)|| <€

t €
onde 5’/ Yr(8)ds < 3 E assim, obtemos
0

o)t + b~ Aw)(O)] < 2e < [ n(s)ds < e

o que completa a prova de que o conjunto {Ag(u) : ||ul| < R} é equicontinuo.

Finalmente, utilizando o teorema do ponto fixo de Schauder temos que A tem um
ponto fixo em B,(C(I; X)). Além disso, a continuidade do mapa A implica que o conjunto

S das solugoes brandas é fechado.

Assumindo agora que a condicdo (Kn-4) é valida, temos que o conjunto 8§ é
limitado. De fato, se assumimos que & nao é limitado, entao existe uma sequéncia de

fungoes uy, € 8§ tal que Ry = |lug|lc(r,x) > k. Entao, teriamos

[luk ()] x = [[A ur) (B)llx < Mz ((a + Dllyllx + ellzlx) + Mag /01(1 = s)Yr, (s)ds,

o que implicaria

Mg 1
1 < limsup —= / (1 — s)ygr,(s)ds,
0

k—o0 k

que por (Kn-4) é um absurdo.

Finalmente, utilizando que A é completamente continuo, temos que 8 é compacto.
]

Observacao 5.2.1. Resultados semelhantes foram obtidos para o caso do problema
abstrato de Cauchy de segunda ordem e para o caso de equagdes diferenciais funcionais
com retardo, em (HENRIQUEZ; CASTILLO, 2005, Teorema 2.2) e (CARDOSO; CUEVAS,

2009, Teorema 1.4) respectivamente.

A seguir mostraremos um lema que nos sera til na demonstragao do préximo

resultado.

3 Poist > 2§ e como 0 < s <t— 2§ obtemos 26 <t — s.
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Lema 5.2.1. Seja I C R um intervalo compacto e K C C(I; X) um conjunto relativamente

compacto. Entao {u(t) : u € K,t € I} € relativamente compacto em X.

Demonstracdao. Para cada ¢ > 0, existem uma quantidade finita uq, ..., u, € K tal que
K c UB:(u;,C(I;X)). Entao
i=1

{u(t):ue K,tel} C O{uz(t) :tel}+ B.(0,X).

=1

Como consequéncia direta do lema, o conjunto
t
V- {/ R(t — 8)f(s,u(s))ds : t € [,u € L®(I; X), |[uflws < R} cX
0

¢é relativamente compacto.

Com o intuito de mostrar que o conjunto das solu¢ées brandas para o problema

(3)-(5.1.12) é conexo, utilizaremos o seguinte resultado, o qual apenas enunciaremos.

Lema 5.2.2. (HENRIQUEZ; CASTILLO, 2005) Seja T : C(I; X) — C(I; X) um mapa
continuo e & o conjunto dos pontos fixos de T. Assuma que existe um conjunto compacto

K Cc C(I; X) e que para cada ¢ > 0 existe K. C K com as sequintes propriedades:

(i) Os conjuntos K. sao conezxos;
(ii) d(z, K.) < € para todo x € §;

(iii) ||y — Tyl < d(€), para todo y € K., onde 6(g) — 0 com € — 0.
Entdo, 8§ € conexo.

No resultado seguinte, denotaremos por & o conjunto das solugoes brandas para o
problema (3)-(5.1.12).

Teorema 5.2.2. Suponha que A seja o gerador de uma familia (a, B,)-reqularizada
{R(t) }+>0 sobre X tais que as fungoes t — R(t) et — R'(t) sao continuas de I em B(X),
assuma que f € uma fungio continua e que as condigoes (Kn-1) e (Kn-2) sao vdlidas.

Se, além disso as sequintes condicoes sao satisfeitas:

(Kn-5) O conjunto 8 é compacto.
1
(Kn—6) BMRR/hRHLlogf%/O (1 — S)")/R<S)d8 < 1.

Entao, 8 € conexo.
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Demonstragdo. Comegaremos abreviando nossa notagao, escrevendo h(t) = aR'(t)y +
R(t)y + aR(t)z. Da hipétese (Kn-5) e (Kn-6), podemos selecionar uma constante R > 0

grande o suficiente, tal que ||zl < R para todo z € § e
1
M ((a # llllx +allllx +3 [ (1 s)fyR(s)d:;) <R (5.2.17)

Seja 'V o conjunto construido no Lema 5.2.1, com R como em (5.2.17). Sem perda de

generalidade, assumimos que V é compacto e absolutamente convexo*. Tomando U = 2V,
1

U; = 3V e indicando N; = QMM// vr(s)ds onde R é como em (5.2.17). A partir desse
0

momento iremos dividir a demonstragao em varios passos.

Passo 1. Nessa primeira parte vamos construir os conjunto K e K.. Para uma divisao d

do intervalo I formado pelos pontos 0 =ty < t; < ... < t,_1 < t, = 1, escolhemos u; € U,

k=1,.. ntal que EZ: (tr — tr—1)up € U, JJugl|lx < Ny e
k=1

%

> (k= tr—1)uk

1
< 2Mgm/ (1 — s)vr(s)ds,
k=1 0

X

para todo ¢ = 1, ...,n. Consideremos as funcao z(-) dada por
t
z(t) = h(t) —I—/ R(t —s)f(s,0)ds + tuy, for 0 <t <t.
0
Para t; <t < to,

A(t) :h(t)+/0t1 Rt — ) F(5,0)ds + trus + | Rt — ) F(s, 2(t1))ds + (£ — t1)us.

t1

No caso geral, para t; | <t <t;, com:=1,...,n definimos

z(t) = h(t)+ § (/tk R(t —s)f(s,z(tk—1))ds + (tr. — tk_l)uk>

[ R = 8) (s 2t ))ds + (F— b1 (5.2.18)

ti—1

A funcao z assim definida é uma func¢ao continua. Em seguida, para um ponto fixo z(+)

dado por (5.2.18) denotaremos por y(-) e ¢(-) as fungoes escadas definidas por

y(0) =0, p(0) = w1, y(t) = 2(ts—1) e @(t) = us,

para ty_1 <t <t; e k=1,...,n. Entdo, podemos reescrever a funcao z(-) como

A0 = h(t) + | "Rt — ) F(s,y(s))ds + / " o(t)ds. (5.2.19)

Podemos assumir isso pois, se 8§ é compacto entdo usando (BERBERIAN, 1974, (17.16)) temos que
o o envoltério balanceado de 8, bal(8), é compacto. Usando agora (MARTIN, 1976, Corollary 5.1)
temos que a envoltéria convexa de bal(8), co(bal(8)), é compacto. E notamos que (BERBERIAN,
1974, (25.28)) implica que a envoltéria convexa absoluta de 8, abco(8), coincide com co(bal(8)) entao,
abco(8) é um conjunto compacto absolutamente convexo.
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Além disso, para simplificar mais nossa notagao, escrevemos ®(t) = / tgo(t)ds.
Mostraremos que ||z(t)||x < R, para 0 < t < 1, independentemente da divisao d e da
escolha dos pontos u;. De (5.2.17) obtemos facilmente que ||z(¢)||x < R para 0 < ¢ < t;°.
Assumindo agora que essa propriedade é vélida para [0,¢;_1] mostraremos que a mesma
também é vélida para t;_; <t < t;. De fato, usando que ®(¢) é uma combinagao convexa
de ®(t;_1) e ®(t;)%. Obtemos entao,

i~1 1,
lz@lx < [h®)llx + Z/t IR(E = s) ol f (s, 2(tk-1)l xds
k=1"tk—1

1R~ 9o s, 2t0)lds + 002

i—1 the t
<l + Mas Z/t (t—s)fyR(s)derMm//t (t — 8)yr(s)ds
k=1"“"%—-1 i—1
t—t; =1 t—ti g &
; (1 - ) 13—t el + S (=
li—tin) 13 li—tlion 3
t
< Maw (a4 1) |lyllx + allz]lx) + Mgz /0 (t — s)yr(s)ds

1
+2Mmy/ (1 —s)vr(s)ds < R,
0

que era o que queriamos mostrar.

Introduzimos o conjunto Ky C C(I; X) formado pelas fungoes continuas ¢ tal que
((t) € Uy para todo t € [ e satisfazem uma condigao de equicontinuidade, isto é, que

exista uma funcao 2, tal que Q(d) — 0, quando § — 07, e

sup |C(t+h) — ((t)] < Q(0), para todo ((t) € U;.

te[0,1],|n <o

Do teorema de Arzela-Ascoli segue que K é compacto. Tomando K = h + Kj temos que

K também é compacto.

Seja € > 0 fixado. Sem perda de generalidade, podemos assumir

1
e < 4]\/[3231// (1 — s)vgr(s)ds
0

> Parat e [0,t],
1

t
l=®)llx < 1Alloe + Mg / (t — $)ym(s)ds + 2t My / (1 - )yr(s)ds
0 0

1
< M ({4 Dl + alellx +3 [ (1= 9m(e)is) < R
0

6 Basta observarmos que para t;_; < t < t; temos

t—1t;1
t; —ti—1

t—ti1

b(t) = <1 - ><I>(t¢_1) +
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e tomamos €; = . Usando a compacidade de 8§ e K assim como a continuidade de f,

RY/
podemos obter 0 < 0; < 2¢ tal que

1f(s,w) = f(s,w)llx <& (5.2.20)

para todo s € I e para todo w,w’ € (K US8)([) tal que ||w — w'||x < d;. Similarmente,

como K US§ é um conjunto compacto em C(I; X), entdao existe d; > 0 tal que
|lz(t) —x(s)||x < — (5.2.21)

para todox € K U8 et,s €I tal que [t — s| < ds.

1

Escolhamos n tal que - < min{ds, \/%}. Em seguida consideremos a divisao d

definida pelos pontos t; = -, para i = 0,1, ...,n. Tomemos K. como o conjunto formado
pelas fungoes z = z, definida por (5.2.18) onde u = (uq, ..., u,) € 0s pontos uy, ..., u, S40

escolhidos de tal forma que v € Z,, onde Z, é o conjunto formado por todo

<

2
< —Magpitie,
X

! 1
u=(u1,...,u,) € (2nUN By, (X))" tal que > u, € nll e —
n

1
k=1 2

i
S
k=1

para todo i = 1,...,n". Por outro lado, Z. é convexo e as funcoes z, € K. dependem

continuamente® da escolha de u = (uy, ..., u,) € Z., entdo o conjunto K. é conexo.

Passo 2. Nesse passo mostraremos que K. C K, para todo € > 0. De (5.2.18) e da nossa
defini¢do de K, se denotarmos Z = z — Upem, devemos provar que Z € Ky. Como ®(¢;) € U
para todo ¢ = 1, ...,n, entdo ®(t) € U para todo t € I, pois U é absolutamente convexo.
Notemos que as fungoes escadas y(-) sao tais que y € L>®(I; X) e |ly|| < R. Entao, da
nossa defini¢do de z(-) e pelo Lema 5.2.1, obtemos 2(f) € V+ U = U,, para todo z € K.
et € I. Resta mostrarmos que as fungoes Z, para z € K., satisfazem a condicao de
equicontinuidade. Tomando ¢, € I, h > 0 tal que ¢t + h € I, usando (4.12),

2(t) = 2(t+h) = /Ot(gg(t —8) = R(t+h—3))f(s,y(s))ds
-/ "Rt -+ h - 5) (s, y(s))ds - [ et
Entao,

150) = 3+ Wllx < [ IR =) = R+ h— ) (s, u(s) | ds

t+h
+ t Mgy (t +h — $)yr(s)ds + Nyh.

7 Notamos que pela nossa escolha de € os elementos (uy, ..., u,) € Z. satisfazem

n
D

1
< 2Mgx/ / (1 —s)vr(s)ds.
k=1 0

1
n

8 Notamos que ||z, — 2zo|lcrx) < lu — || x=.
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O primeiro termo do lado direito da desiguadade podemos estimar como sendo menor que

¢ seguindo o mesmo caminho feito no teorema anterior, obtemos entao

t+h
1Z(t) — 2(t + h)||x < & + hMpg /t va(s)ds + Nih.

E quando h — 0, ||Z2(t) — Z2(t + h)||x < . Portando, de nossa defini¢do deduzimos que
K. C K, para todo ¢ > 0.

Passo 3. Agora, mostraremos que as solugoes de (3)-(5.1.12) podem ser aproximadas
por elementos em K.. Seja x € § fixado. O que faremos é construir z € K., tal que

|lx — z||o < e. E para isso, iremos definir z indutivamente nos intervalos [t;_1,t;]. Para

1 =1, temos t; = %, e tomamos’

1

Uy = —
131

/Om Rty —s)(f(s,z(s)) — f(s,0))ds.

Pela construcao, podemos ver que u; € 2nV N By,, ja que

up = 2n < /Otl Rty — s)f(s,2(s))ds — ;/Otl R(ty —s)f(s, O)ds) € 2nV

t1 1
Jus]] < 2”M3232’/0 (t1 — s)yr(s)ds < 271751M:m'/0 Yr(8)ds = Nj.

Desde que V é absolutamente convexo, sabemos que %\7 C V, e com isso, obtemos
que u; € 2nUN By, (X). De (4.17) e (4.18), podemos afirmar || f(s, z(s)) — f(s,0)||x < &

para todo 0 < s < £, 0 que implica [lu; || x < L Mgge™. Definimos entéo
¢
2(t) = h(t) +/ R(t — 5)f(5,0)ds + tur, 0 < t < t. (5.2.22)
0

Observamos que z definida nesse intervalo satisfaz as mesmas condigoes das fungoes
em K restritas a [0,t1]. Segue de (5.2.22) que,

() = h(t1)+/0“3z(t1—s)f(s,O)ds+t1u1
= (e + [ R = ) (s 0ds + [ Rt = 9)(F(s,2()) — £(5,0))ds
_ h(t1)+/0t1 Rt — 5) (s, 2(s))ds = 2(tr).

Da defini¢ao de u; e usando (5.2.20) obtemos a estimativa

9

1 h 1 s%. 0 t7
lur|] £ —Mxrg: (t1 — s)erds = —Mppe1(tis — =)ot = nMpger—.
tl 0 tl 2 2

10 Como z € 8, z(0) = 0, por (5.2.21) temos ||z(s) — z(0)|| < %1 < 601, usando esse fato mais (5.2.20)
obtemos a estimativa

Ml < f Mewer(tis - )5 = Mgt = My < Mawe
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Além disso, para 0 < t < t;, podemos estimar

() = z(B)]lx < /Otllﬁ(t—S)(f(Syx(S))—f(s,O))ledSthllulllx

t t
< Mgy / (t — s)erds + — Myyey
0 2n

oy
3

1 €

< S Myeper=— <
n

n2

Agora, tomemos

wr = n [ (Rt = ) = Rt = ) ([ s,2(5)) — F(,0))ds
b [ Rty — ) (F s, 2(s)) — Fls, 2()ds

= [ R = (S (s,2(5)) — (5. y(5)))ds
—n [ Rty = ) (s, 2(5)) — £, ()i

Dessa expressao uy € 2nl e

to

t1
|ua|lx < 2nMgge(ta — tl)/o vr(s)ds + ZnMggrR// (to — s)yr(s)ds

t1

t t
< 2 ([ n(e)ds + [ Can(s)ds ) < N
t

1

Observamos que

i+ Uy = n/otz R(ts — 5)(F(s, 2(s)) — f(5,9(s)))ds € nl.

Por outro lado,

o+l < M [ (6= ) (s,2(5)) — fGs.y(5)) xds
M [t = 9175, 2(5)) = 5,50 xds
= Il—I—IQ.

Estimando os termos!? I; e I,. Obtemos que

t1 1
L < MRR/gl/O (ty — s)ds = §M3232’51<t§ — (ta — t1)?),

to 1
[2 S MjRjR/é“l/ (tQ — S)dS = §MfRfR/51(t2 — t1)2.

t1

Portanto

1 1
HHul + U2||X S §M1qu/t§€1.

12 Notamos que se 0 < s < L [lz(s) — y(s)|x < %. Entdo || f(s,z(s)) — f(s,y(s))|x < e1.
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Seja z(t) dada por (5.2.22) para 0 < t < t;. Para t; < t < t5 definimos

z(t) = h(t) + /t1 (t —s)f(s,0)ds + tyus + fR(t — 8)f(s,2(t1))ds + (t — t1)uz

t1

Observamos que z definida nesse intervalo, satisfaz as mesmas condigoes das fungoes em
K restritas a [0, t2]. Além disso,

to

A(ts) = hity) + / (t2 = 5)f(s.y(s))ds + [ R(ta = 5)F(5,2(1))ds
+ [ Rt = ) (5. 2(5)) — S5, ()i
— ()4 / (ts — 8)f (s, 2(5))ds + :" R(ts — ) f(s, (t1))ds
- 52(tz — ) f(s,y(s))ds
— h(ty) + / (ts — 5) f (s, 2(s))ds = z(ts).

Desde que z(t1) = 2(t1), z € K, levando em conta (5.2.21

~—

para 0 <t <ty e

‘ =2

lo(t) = 2(O)llx < llz(t) = 2(t2)llx + [[2(t) = 2()]x = 3

Procedendo indutivamente assumimos que temos selecionados termos uy, para k =1, ...,1—1

- <e

tais que (u1, ..., u;i—1,0,...,0) € Z. e a funcado z(t) dada por (5.2.18) para t € [0, t;_;] satisfaz
2(ty) = x(ty) e a estimativa ||z(t) — z(t)|x < %, 0 < ¢ <t;_;. Agora, definimos a funcdo

z em [t;_1,t;]. Comegamos selecionando
m:=né;ﬁi@@—6%4WFrﬂDU@w@N—ﬂ&AMAm%
+n /tt R(t; — 8)(f(5,2(5)) — f(5,2(t:1)))ds.

Inicialmente, mostremos que (u, ..., u;, 0, ...,0) € Z.. Comegamos observando que podemos

wo= [ R= 9) = Rt — ) (Fs () — (s y(5))ds
b [ Rt 5)(F(5,2(5)) — £5,y(s)))ds

ti—1

= 0 [ RG = ), 2(9) = S5, 9(s)ds
= [ Rty $)(f(5,2(5) — (s, ().

Entao u; € 2nU e

ti

ti—1
|willx < 2nMagg (t; — ti_l)/o Yr(8)ds + 2nMgw/ (t; — s)yr(s)ds

ti—1

t;
< QMRR’/ Vr(s)ds < N,
0
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wa—/ (t: = )(f(s,2(5)) = (s, y(s)))ds,

i
0 que por sua vez implica que > ug € nl.
k=1

Além disso, para t;_; < s <t; temos y(s) = z(t;_1), entao

2(s) —y(s) = w(s) —w(tiza) + x(tioa) — 2(tia).

De (5.2.21), sabemos que ||z(s) — x(t;—1)[|x <

o1 01
— 4

e por inducdo ||z (ti—1) — 2(ti-1)[|x < %

Combinando essas estimativas com (5.2.20) temos que

1
—Mgpitie;.

\)

X

Agora definimos z(t) para t;_1 <t < ; pela férmula (5.2.18). Usando essa expressao e a

escolha dos ug, k =1, ...,7 obtemos que
x(t;) — z(t;) = /Oti R(t; — s)(f(s,z(s)) — f(s,y(s)))ds + le Z up,
k=1

= [R5 2()) — T, 5(9)ds
= [ R = ) ss0() = S y5))ds =0
Além disso, para t;_1 <t < t; segue de (5.2.21) e da escolha de n que
o1

lz() = 2(@®)llx < lo(t) = 2(ti-y)llx + [2(tia) = 2(@O)]lx < 5,
0 que mostra nossa afirmacao.

Passo 4. Agora finalizamos mostrando que os elementos de K, sdo solugoes aproximadas
de (3). Especificamente, mostraremos que

<eg
X

Y

2(t) — h(t) - /Ot R(t — 5) (s, 2(s))ds

para todo t € I e z € K.. De fato, para t;_1 < t < t; e usando (5.2.19) temos

A0 = ()~ [(R=9)f(s2(5)ds = [ R(=9)(F(s,5(5) = Fls.2(5))ds + B(0)

i—1

= > /ttk R(s =) (f(s, 2(te—1)) — f(s,2(s)))ds
f=1"th-1
[0 R 2(00) — S, ()
+P(%)

= I+ I3 + (1),
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A seguir, estimaremos os dois primeiros termos 3. E claro que

ti—1

117]1x < Mmel/ (t — s)ds, (5.2.23)
0

t
1121 x < Mm/&/ (t — s)ds. (5.2.24)
ti—1

Para o terceiro termo, obtemos

t—tio1 ) || up t—tio1 |\~ s
[2(1)]x < (1—t._t,> 2 ti—tia = n
; i1 _ " x i i1 |[f=1 ™ X
1 t—ti1 1 b=t
< SMawt? e (11— ——— | + s Magtie, ——
= pMawtig 1( ti_ti—1>+2 R lti—ti_1
1
- ! gm/t?&- (5.2.25)

De (5.2.23),(5.2.24) e (5.2.25) obtemos a estimativa

<

1 1
< *M(R:R/Sﬂfg + *Mﬁ]{j{/{‘:lt? S St? S E.
x 2 2

() — h(t) — /Ot R(t — $)f(s, 2(s))ds

Desde que 8 é o conjunto dos pontos fixos do mapa A dado por (3.2.14), e combinando os

Passo 1 ao Passo 4 e aplicando o Lema 5.2.2 obtemos que 8 ¢ conexo em C(I; X). O

Iremos agora estabelecer a propriedade de Kneser para o conjunto das solugoes
para o problema (4.2.11)-(4.2.12), onde f: I x X x X — X é uma fungao adequada e A
o gerador de um familia («a, 3, v)-regularizada R(t) tal que as fungoes t — R(t) e t — R'(t)

sao fortemente continuas de [0,1] — B(X).
Para tratar o problema, iremos assumir que acondi¢ao (F3) do Capitulo 3.

A partir de agora, consideraremos o espaco X? = X x X com a norma

Gz, 9l = llzllx + lyllx, 2,y € X

De forma semelhante, consideraremos o espago C(I; X)? = C(I; X) x C(I; X)
com essa norma. Alem disso, como é feito normalmente para o espaco C! das funcoes

continuamente diferencidveis, iremos tomar a norma

lzll = Iz lloc + ['lloo, @ € C (T3 X).

Com isso, podemos estabelecer o seguinte resultado sobre existencia de solugoes
brandas para o problema (4.2.11)-(4.2.12).

13 Notamos que para s € [ty_1,t5], [ti—1—s| < 2 < 8z e z € K, entdo por (5.2.21), [|2(tx—1)—2(s)||x < $.
Por (5.2.20), (s, =(t1)) — /(5. ()| < &1,
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Teorema 5.2.3. Suponha que o operador A gera uma familia (o, 3, y)-reqularizada R(t)
tal que a fungao t — R(t) € continua de I em B(X). Além disso, a fungdo [ satisfaz (F»)

assim como as sequintes condigoes:

(Kn-7) Para cada o > 0 o conjunto f(I x B,) é relativamente compacto, onde

Bo(X) = {(2,y) € X x X;[[z[|x + llyllx < o}
Denotaremos 3 = sup{Lf(s, 2,9)llx - s € I lzllx + lyllx < o}
(Kn—S) 2Mgggg/lirggolf%”}/; <1,

entdo existe uma solugio branda para o problema (4.2.11)-(4.2.12). Além disso, se a

sequinte condicao é cumprida
(Kn-9) 2Mgplimsupiy; < 1,
T—00

entao, o conjunto 8 formado pelas solugoes brandas de (4.2.11)-(4.2.12) é compacto em

CUI; X).

Demonstracdo. Para provar esse resultado iremos argumentar de forma semelhante &
feita na prova do Teorema 5.2.1. Seja T : C(I; X)* — C(I; X)? o mapa definido por

T 0)() = aR(0)z + | "Rt — $) (s, u(s), v(s))ds,
T?(u,v)(t) = aR'(t)z + /Ot R(t — 5)f(s,u(s),v(s))ds.

De (Kn-8) temos que existe o > 0 de tal forma que T : B, (C(I; X)?) — B,(C(I; X)?).

Mostraremos que T é completamente continuo. Pelo Teorema de Arzela-Ascoli é
suficiente mostrar que {To(u,v)(t) : [|(u, v)|lc(r;x)2 < o} é relativamente compacto, e que

o conjunto {To(u,v) : |lulleux) + [v]leax) < o} é equicontinuo, onde

To(u,v) = (Ty(u,v), To(u,v)) = T(u,v) — (aR(t)z, aR'(t)2).

Podemos escrever T, como

n

o)) = 3 ([ Rl = R0 = sl salshote)s

i=1

/si [R'(t — 5) — R(t — s5)] f(s,u(s),v(s))ds

Si—1

+ii1 (/:l R(t — s;)f(s,u(s),v(s))ds, /:i

i—1

R(t — s;)f(s,u(s), U(S))dS) )
(5.2.26)
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Para T} obtemos a seguinte estimativa para o primeiro termo

n

> /Si [R(t —5) = R(t — 5:)] f(s,u(s),v(s))ds

i=1"%i-1

<

Y

DO ™

pois R(-) é fortemente continua e f(s,u(s),v(s)) estd contida em um conjunto compacto,
entdo [R(t) — R(t")] f(s,u(s),v(s)) = 0 quando |t —t'| — 0. De forma semelhante, podemos
mostrar que

n

) /Si [R(t — 5) = R(t — 59)] f(s5,u(s),v(s))ds

i=1"%i-1

<

DO ™

Para o segundo termo de T} temos que'*

/:1 R(t — si-1)f(s,u(s))ds € (s; — 5;_1)co(R(t — s;) f([0,1] x Br(C(I; X))) := K.

E semelhantemente,

/S Rt — si1)f(5,u(s))ds € (85 — si-1)co(R T — ) ([0, 6] x Br(C(; X)) = K2,

onde os conjuntos K? sdo compactos. Assim,

To(Bs(C(L;C)))(t) € K + B:(X),
onde® K = K| x K + ...+ K} x K2. Como a escolha do € > 0 foi arbitrdria, temos que
To(B,(C(I;C)))(t) é relativamente compacto.

Para a equicontinuidade sejam ¢ e d escolhidos satisfazendo as estimativas anteriores
e h tal que |h| < §. Notamos que a segunda afirmagiao é uma consequéncia direta das

seguintes estimativas:

/Ot(ﬂ%(t ) = R(t = 9)f(s.u(s)ds| < (/01 WR(C)dC>1 /Ot Yr(s)ds <

g
27

t+h t+h
/t R(t+h—s)f(s,u(s))ds| < Mgy /t Yr(s)ds.

X

O que implica que esse termo tende a 0 quando h — 0, pois g ¢é integravel. Com estimativas

semelhantes para T2, e juntando tudo, obtemos a equicontinuidade.

Entao, se (u,v) é um ponto fixo de T, entdo u(-) é continuamente diferenciavel e
u/'(t) = T%(u,v) = v(t). O que mostra que u é uma solugao branda de (4.2.11)-(4.2.12). E

a outra parte do teorema é mostrada de forma semelhante ao Teorema 5.2.1. O

14
15

Por (Kn-7), os conjuntos K} sdo compactos.
Notamos que K é compacto, j& que temos uma unido finita de compactos em C(I; X) x C(I; X).



Capitulo 5. Propriedade de Kneser para estruturas flexiveis 98

No teorema a seguir, assumiremos que o conjunto & consiste das solu¢oes brandas
de (4.2.11)-(4.2.12).

Teorema 5.2.4. Suponha que o operador A gera uma familia («, 3, )-reqularizada R(t)
tal que as fungoes t — R(t) et — R'(t) sao fortemente continuas de I em B(X) e que as
condigoes (Fy) e (Kn-7) sao vdlidas. Além disso, se as sequinte condigoes sao satisfeitas:

(Kn-10) O conjunto 8 é compacto em C'(I; X),

(Kn—ll) Mg{g{/haﬂlggf%v; < 1,
entdo 8 € conexo em C'(I; X).

Demonstracdo: Os argumentos para demonstrarmos esse resultado sao muito parecidos
com aqueles que utilizamos para mostrar o Teorema 5.2.2, entao o que faremos é mostrar
os aspectos principais da demonstracao. Do resultado anterior sabemos que o conjunto
8 é nao vazio.Temos que 8§ é conexo em C'(I; X) se, e somente se, o conjunto § x § =
{(z,2") : x € 8} é conexo em C(I; X)%.

Podemos selecionar uma constante R > 0 grande o suficiente, tal que ||z +
|2’ ||o < R, para todo x € 8 e

2aMfRfR’||ZHX + 4Mgggg/’}/}k_3 S R. (5227)

Seja V* um conjunto compacto e absolutamente convexo tal que f(t,z,y) € V*
para todo t € I e todo (z,y) € X2, ||z|x +||y|[x < R. Denotaremos por Vi, = 0, 1 algum

conjunto compacto e absolutamente convexo tal que

/OtiR(t—s)f(sx() ))ds €V /iR’t—s (s, 2(s), y(s))ds € V",

para todo t € I, (z(-),y(:)) € C(I; X)? ||lz(),y(-)|]| £ R. Tomamos U; = 2V;, U; = 3Vi,
i = 0,1 e indicaremos por Ny = 2Mxx75,, com R dado por (3.26).

Passo 1. Para uma divisao d do intervalo I formado pelos pontos 0 =ty < t; < ... < t, =1,

consideramos as fungdes ((+) e w(-) dadas por ((0) =0, w(0) =0e

C(t) = )z + Z (/tk 1 R(t — 5)f(5,((tpr),w(tr1))ds + (t — tk_l)vk>

+ /m R(t —5)f(s,C(tim1),w(tiz1))ds + (t — tioy)vs, (5.2.28)

te—1

w(t) = aR'(t z—l—Z(

+ /t Rt = ) (s, (i) 0 (tim))s + (= Fio (5.2.29)

b R/ t— S)f(s, C(tk—l); w(tk_l))ds + (tk - tk_l)uk>
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parat;_; <t <t;ei=1,..,n. Nasexpressoes (4.25) e (4.26) escolhemos u;, v; € X tal que
(wi, v;) € U x Un, Shy (B — 1) (g, vi) € Uo X Uy, [lug]] < Noj || S5y (b — te—1)ur|] < No
e || S0 (tk — ti_1)ve|| < No, para todo i = 1,...,n.

Teremos que ( e w sdo fungoes continuas. Para ( e w fixadas, dadas por (4.25) e
(4.26) respectivamente, denotaremos por 1;(+) e ;(-), i = 0,1 as fungoes escadas definidas
por (%(0),%(0)) = (070>7 (900(0%801(0)) = ('LL1,U1), (wo(t)7w1(t)) = (C(tk*1)7w<tk*1)> €
(po(t), p1(t)) = (ug,vg) para t—1 <t <t e k = 1,...,n. Entdo, podemos reescrever as

defini¢oes de ¢ e w como

C=aR():+ [ "R — ) F (5, w0(s), 1 (s))ds + / " oo(s)ds, (5.2.30)
w = aR(t) + /Ot R (t = ) F(s5,0(s), 1 (5))ds + /Ot o1 (5)ds. (5.2.31)

Denotemos ®;(t) =[5 ;(s)ds, i = 0, 1. Mostraremos que ||(¢(t),w(t))| < R, para
0 <t <1, independente da divisao d e da escolha dos pontos (u;,v;). Das defini¢oes de
e w obtemos facilmente que ||({(t),w(t))|| < R para 0 <t < t;. Assumiremos agora que
essa propriedade é védlida em [0, ¢;_1] também podemos mostrar que continua vélida para
ti <t <t

Passo 2. Aqui mostraremos que o conjunto K formado pelas fungoes ((,w) definidas em
(4.25) e (4.26) é relativamente compacto em C/(I; X)2. De fato, se denotamos ¢ = ¢ —aR(-)z
e® = w—aR(-)z devemos provar que Ky = {({,@) : ((,w) € K} é relativamente compacto.
Segue diretamente de (5.2.30) que C(t) € Uj e &(t) € W}, para todo ((,w) € K et € 1. E
seguindo como na demonstracio do Teorema 5.2.2 podemos ver que a funcio ¢ satisfaz a

condigao de Lipschitz com constante de Lipschitz dada por Ny = 3Myx V-

Veremos agora que a fungao @ é equicontinua. Supondo que s é um niimero positivo,

temos a seguinte decomposicao

Ot+s)—w(t) = /Ot(ﬂz/(u +8) —R'(W))f(t — v, (t — V), (t —v))dv
bts t+s
[R5 =) [0 0) )+ [ )

Como {f(t —v,o(t —v),1(t —v)) : 0 < v <t} é relativamente compacto e R'(+)
¢ fortemente continuo, temos que o primeiro termo do lado direito converge para zero,
quando s — 0. Mostremos agora que o segundo termo do lado direito também converge

para zero,

t+s

t+s
/t R(t+s—v)fw,vo(v), 1 (v))dv| < Mzg ) Yrdv = Mgy yps

que converge para zero quando s — 0. Para o terceiro termo, temos que o mesmo tende a

zero por agumentos semelhantes ao que fizemos no Teorema 5.2.2.
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Entao pelo Teorema de Arzela-Ascoli segue que Ky é relativamente compacto, e
assim K = (aR(-)z,aR'(+)z) + Ky também seré.

Passo 3. Fixemos agora € > 0. Sem perda de generalidade, podemos assumir € < 4Mge7p

15
2M g

e tomamos €; = . Claramente, temos ; < 2v5.

Pela compacidade de 8 x § e K assim como pela continuidade de f podemos tomar
0 < 01 < 2¢ tal que

1f (5,2 y") = f(s, 2% yP) | < e,

para todo s € I e para todo (2%, y") € (KU8x8)(I)i = 1,2, tal que ||z' —2?||+||y* — 42| <
d1. Desde que K U S? é relativamente compacto em C(I; X)?, podemos afirmar que existe
09 > 0 tal que
01
1z (@), y(2) = (2(s) y(s)l =
para todo (z,y) € KUS x 8 et,s €I tal que [t — s| < da.
Escolhamos n tal que § = % < min {52, %} E a seguir, consideramos a divisao d
definida pelos pontos t; = %, 1 =0,1,...,n. Seja K. o conjunto formado pelos pares de
fungoes (¢, w) definidos por (5.2.30), onde os pontos uy, vy, ..., Uy, U, satisfazem as seguintes

condigoes:
(1) (us,vi) € 2n(Up x Uy), [|ui]] < No.

(ii) é:l(uk,vk) € n(U x Uy), =

1=1,..,n.

i
> U
k=1

i
S %Mgggyt?&fl, %HkZlUkH S MfRfR’tiEh para todo

Denotaremos por Z. o conjunto dos pontos (uj,vy, ..., Uy, v,) que satisfazem as

condigbes acima. Da condicao (ii) segue que

— > k|| < Mgzyy, e EH > vl < 2Mag vy
=1

k=1

Podemos concluir a prova estudando as propriedades do conjunto K. assim como foi
feito de forma semelhante no Teorema 5.2.2. Para mostrarmos que cada solu¢do branda
(r,2') € 8 x 8 pode ser aproximada por elementos de K. devemos selecionar u; e v;
apropriadamente. De fato, u; e v; sao dados por

i—1

- nZ/tk (Rt — ) = Rltis — ) Af()ds +n [

te—1 ti—1

t;

R(t; — s)A;f(s)ds

k=1
a3 [ (Bl =) = Rlties = )5 (5).(5)) = F(5.60(5), 1))

+n/ R(ti = s)(f (s, 2(5), 2'(5)) = f(s,%0(s), ¢1(s))ds,

ti—1
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wo= oy [ @) = Rt = DA [ R ) A (5)ds

= 03 [ ) = Rty = ) (7050060 (9) = T () 1))
b [ Rl = 9)((5.2(5). /() = 5. 60(5). (),
onde po(s) = (), p1(s) = 2'(5), go(s) = ((s), qi(s) = w(s) e abreviamos
Arf(s) = f(s,p0(s), p1(5)) = f (5, Go(tk—1), @1 (Tr-1))-
Notamos que
wo= [ R — 5) (s 2(5),2'(5)) = 5, v0(5), v (5)) s
[ Rty = (5,00, 0(9) = (5. v(), 1) s,

o= [R5 (sals).(5) = Fls. ol (5))ds
cn [ R b = 9)(F(5,0(5).'(5)) — Fs ) (5) .
Entao u; € 2nlUgy e v; € 2nU; e

lwill < 2nMayg (t; — tio1)tioivg + 2nMag (£ — ti1)* v
= 2Mapptio1vg + 2Mew (t; — ti) VR < 2Mayp vy,

< Mggpitien

/oti R(ti = 5)(f (5, 2(s), 2'(s)) = f(s,0(5), ¥n(5)))ds

7
S,
k=1

1
n
e

(o) = ([ Rt 9)(F . 5).0/(5)) = Fls. ) (9D,

k=1

[ R — (5,005, (5)) = £ 00l5), v (5)))ds ) € o x W)

E seguindo da mesma forma que no Teorema 5.2.2 construimos os K., que satisfazem
as hipoteses do Lema 5.2.2, e assim mostramos a conexidade para o conjunto das solugoes
brandas para o problema (4.2.11)-(4.2.12). O
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