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Resumo

Um fato conhecido da mecénica quéantica ndo relativistica € que ela apresenta uma clara
assimetria entre espaco e tempo. Essa assimetria ¢ comumente atribuida ao fato dessa teoria ndo
apresentar invariancia por transformagdes de Lorentz. Recentemente, o trabalho [Phys. Rev. A 95,
032133 (2017)] mostrou que apesar deste argumento ser parcialmente vélido, existe um cenério
fisico mais amplo no qual espago e tempo podem ser tratados de forma muito mais simétrica na
mecanica quantica ndo relativistica. Nesse formalismo espaco-tempo-simétrico, um espago de
Hilbert adicional € introduzido de tal forma que o tempo € elevado ao status de operador enquanto
a posi¢do torna-se um parametro. Dessa forma, uma nova func¢do de onda e uma equacio espago-
condicional que rege sua dindmica sdo definidas. No presente trabalho, investigamos algumas
das propriedades fisicas dessa teoria e sua aplicacdo ao controverso problema do tempo de
travessia, definido como o tempo necessario para uma particula atravessar uma certa regiao
do espago. Com relacao as propriedades fisicas, abordamos os seguintes topicos desse novo
formalismo: a partir da equagdo cldssica de Hamilton-Jacobi e assumindo o carater ondulatério
da mecanica quantica, “deduzimos” a equacao espaco-condicional; obtemos a solucdo geral para
a equacao espacgo-condicional no caso de um potencial independente do tempo; deduzimos a
lagrangiana geradora da equacao espago-condicional; e por tltimo provamos que este formalismo
espaco-tempo-simétrico € invariante por escolha de calibre do campo eletromagnético. Por outro
lado, utilizamos o recém-definido operador tempo para descrever o tempo necessario para uma
particula atravessar uma barreira de potencial retangular, incluindo o regime de tunelamento.
Comparamos nossa previsao com os modelos mais conhecidos para este tipo de problema, os
modelos de Biitkkier-Landauer e phase-time, e com os dados de um experimento Optico andlogo
ao problema quantico do tempo de travessia. Como resultado, nosso formalismo mostrou uma

melhor concordancia com os dados experimentais em comparagdo aos modelos tradicionais.

Palavras-chave: Fundamentos da mecanica quantica. Tempo na mecanica quantica. Operador

Tempo. Tempo de Tunelamento.



Abstract

It is well known that non-relativistic quantum mechanics presents a clear asymmetry
between space and time. This asymmetry is usually attributed to the lack of invariance of this
theory under Lorentz transformations. Recently, the work [Phys. Rev. A 95, 032133 (2017)]
showed that even though this is partially true, there is a broader physical scenario in which
space and time can be handled in non-relativistic quantum theory in a much more symmetric
way. In this space-time-symmetric formalism, an additional Hilbert space is defined so that
time is raised to the status of operator and position becomes a parameter. Thus, a new wave
function and a space-conditional equation that governs its dynamics are defined. In this work, we
investigate some of the physical properties of this theory and its application to the controversial
problem of the traversal time, defined as the time required for a particle to traverse a certain
region of space. Regarding the physical properties, we study the following aspects of this new
formalism: starting from the Hamilton-Jacobi classical equation and assuming the wavelike
character of quantum mechanics we “deduce” the space-conditional equation; we obtain a
solution of the space-conditional equation in the case of a time-independent potential; we “infer”
the Lagrangian that generates the space-conditional equation; and the gauge invariance of the
electromagnetic field on the space-time-symmetric formalism is proved. On the other hand, we
use the newly-defined time operator to describe the time required for a particle to traverse a
rectangular potential barrier, including the tunneling regime. We compare our predictions with
the most well-known models for this kind of problem, the Biitkkier-Landauer and phase-time
models, and with the data of an eletromagnetic experiment analogous to the quantum traversal
problem. As a result, our formalism is in better agreement with the experimental data when

compared with the traditional models.

key words: Foundations of quantum mechanics. Time in quantum mechanics. Time operator.

Tunneling Time.



Figura 1

Figura 2

Figura 3

Figura 4

Figura5 -

Figura6 —

Lista de ilustracoes

A desintegragdo da persisténcia da memdoria — Por Salvador Dali. Enquanto
alguns autores interpretam o trabalho A persisténcia da memoria como uma
representacao artistica das ideais da teoria da relatividade de Einstein, inter-
pretacdes do trabalho A desintegracdo da persisténcia da memdria argumen-
tam que ele € uma representacdo das emergentes ideias da mecanica quantica.
Fonte: Ref. [1]. . . . . . . . . . . e
Barreira de potencial V(x) em funcéo da posigdo. A figura também indica a
direcdo de incidéncia da particula na barreira. . . . . . ... ... .. ...
Esquema do experimento realizado em [33, 34]. A regido mais larga corres-
ponde a X-band, enquanto a mais estreita corresponde a P-band. O tempo de
atraso 7 € medido através da separacio entre o sinal detectado antes e depois
do estreitamento. Fonte: Ref.[33] . . . . . . . . . . . . ... ... ...,
Medigdes para o delay-time em uma “barreira de potencial” de tamanho L
em funcdo da frequéncia média do pulso. A curva sélida representa o modelo
usando o formalismo STS da mecanica quantica, a linha tracejada longa
representa 0 modelo phase time (PT), e a linha tracejada curta representa
o modelo de Biittkier-Landauer (BL). (a) Barreira de potencial de tamanho
L =15 cm. Uma distribuicao lorentziana de largura de banda A = 30 MHz é
utilizada no nosso modelo. Os pontos representam os dados experimentais
da Ref. [34]. (b) Barreira de potencial de tamanho L = 20 cm. Nesse caso, a
largura de banda utilizada é A = 50 MHz. Os pontos e quadrados representam
duas diferentes séries de medicoes realizadas na Ref. [33, 34]. A linha vertical
indica a frequénciade cut-off. . . . . . .. ..o
Representacdo grafica de um guia de onda de forma arbitrdria. Suas paredes
sdo feitas de material condutor enquanto seu interior ¢ um vacuo. Fonte:
Ref. [44] . . . . o
Guia de onda em formato retangular. O indice m do modo TE,, , esta associ-
ado a dire¢do vertical (eixo x), equanto o indice n estd associado a direcdo
horizontal (eixo y). Fonte: Ref. [44] . . . . . . .. ... .. ... ... ...

38



1.1
1.2
1.3
1.4

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7

31
3.2
3.3
3.4
3.5

Sumario

INTRODUCAOD . . . i ittt e e e e e e e e e e e e e e e e 9
Relacoes de incerteza e o argumentode Pauli . . . . ... ... ... ... 10
A mecanica quantica através de probabilidades condicionais . . . . .. .. 12
O problema do tempo de travessia . . . . . ... ... ... ... ... .. 15
Oquevem aseguir . . . . . . . . . v i i e e e 16

UMA EXTENSAO ESPACO-TEMPO-SIMETRICA DA MECANICA QUAN-

TICA . o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 18
Construcdo via Hamilton-Jacobi . . . . . ... ... .. ... .. ..... 18
Formulacdo matematica . . . . . . . . ... ..o oL 20
Equacdo dindmica para ¢(¢|x) . . . . . . . ... 22
Solucdo para a particula livre . . . . . . . ... 24
Solucdo para potencias independentes do tempo . . . . . . ... ... ... 25
Potencial eletromagnético: invariancia de calibre do formalismo STS . . . . 27
Lagrangiana da equacdo espaco-condicional . . . . ... .. ... ... .. 29

O FORMALISMO STS E O PROBLEMA DO TEMPO DE TRAVESSIA . . 31

Valores esperados e o operador tempo . . . . . ... ... ... L. 31
Tempodeatraso . . . . . . . . . . . e 32
Aplicacdo a um potencial retangular . . . . .. ... L. 34
Analogia eletromagnética para o tempo de travessia . . . . . .. ... ... 35
Teoria vs experimento . . . . . . . . . ... 37
CONCLUSAO E PERSPECTIVAS . . . . . i i i e e e e e e e e e e e a s 40
REFERENCIAS . . . . ot e e e e e e e e e 42
APENDICE A - PROVA DO "TEOREMA"DE PAULI . . ... ... ... 45
APENDICE B- GUIASDEONDA . . . . .t ittt e e e e e e e 46

APENDICE C - OS MODELOS DE BUTTKIER-LANDAUER E PHASE-TIME 48



1 INTRODUCAO

Figura 1 — A desintegragdo da persisténcia da memdoria — Por Salvador Dali. Enquanto alguns
autores interpretam o trabalho A persisténcia da memdria como uma representacao
artistica das ideais da teoria da relatividade de Einstein, interpretagdes do trabalho A
desintegracdo da persisténcia da memoria argumentam que ele € uma representacao
das emergentes ideias da mecanica quantica. Fonte: Ref. [1].

O que é o tempo? Essa é uma das mais profundas, intrigantes e fundamentais questdes
da fisica. Registros a respeito desse tema podem ser encontrados datando de até 2 milénios A.C.,
como, por exemplo, no texto Vedas, uma das mais antigas escrituras do Hinduismo. As primeiras
abordagens desse topico sao bastante rudimentares e algumas delas bem curiosas. Por exemplo,
os Incas tratavam espago e tempo como um tnico conceito, o0 denominado pancha [2]. Apesar
de antiga, essa € uma pergunta que permanece essencialmente em aberto, e respondé-la esté fora
do escopo deste trabalho. Aqui focamos nossa atencdo em uma tarefa mais especifica, porém
ainda bastante complexa, relacionada ao tratamento fisico do tempo no contexto da mecanica

quantica nao relativistica.

Na versdo tradicional da mecanica quantica nao relativistica existe uma clara assimetria
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entre espaco e tempo. O tempo € um parametro continuo que pode ser escolhido com precisao
arbitraria para avaliar o estado quantico do sistema. Por outro lado, posi¢do € associada a
um operador, e portanto, o valor obtido durante uma medicdo de posi¢do € inerentemente
probabilistico. Dessa forma, o tempo nao € tratado como um observavel na mecanica quantica
tradicional e, portanto, gerando obstdculos em descrever medicdes temporais. E comum escutar
que a razdo dessa assimetria € devido ao carater ndo covariante da teoria quantica. Entretanto,
apesar de o tempo ser um parametro, ndo € no minimo estranho que o aspecto nao relativistico
dessa teoria dificulte responder perguntas a respeito de medidas temporais? Essa € uma das
principais motivacdes para a introdu¢do de um operador tempo na mecanica quantica nao
relativistica, uma vez que isso muniria a teoria com as ferramentas necessarias para resolver essa
dificuldade.

Existe uma vasta literatura de propostas para a introducao de um operador tempo na
mecdnica quantica [3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23]. Comum
entre vérias dessas abordagens € a tentativa de introduzir um operador tempo dentro do ambito
da mecanica quantica tradicional. Porém, essas abordagens geram complica¢cdes matematicas
e conceituais. Por exemplo, uma propriedade esperada de qualquer operador tempo é que ele
simultaneamente seja hermitiano (autovalores reais) e satisfaca uma relacdo de comutagao
candnica com um operador energia. Entretanto, as abordagens limitadas ao escopo da teoria

quantica tradicional ndo conseguem satisfazer ambas as caracteristicas simultaneamente.

Recentemente, tendo em vista a importancia da introdu¢do de um operador tempo, 0s
autores na Ref. [23] propuseram uma extensdo espago-tempo-simétrica da mecanica quantica
como solugdo para esse problema. Nesse contexto, naturalmente € introduzido um operador
tempo que satisfaz simultaneamente tanto a condicao de hermiticidade como a de comutagao

candnica com um operador energia.

Nesta dissertagdo, investigamos as propriedades tedricas da extensdo proposta na Ref. [23],
assim como sua aplicacdo a situacdes fisicas envolvendo medidas temporais, onde o carater
condicional no tempo da mecanica quantica tradicional gera complica¢des na descricdo desses
experimentos. Ao longo desta introdug¢ao, vamos retratar duas questdes marcantes no desenvolvi-
mento histérico do tempo na mecénica quantica, além de introduzir algumas das ideias propostas
na Ref. [23]. Esta discussdo servira para preparar o leitor para os topicos dos capitulos seguintes
deste trabalho.

1.1 Relacoes de incerteza e o argumento de Pauli

O inicio do século XX foi um periodo marcante na historia da fisica. As primeiras
décadas desse século foram o palco para duas completas revolugdes na fisica, que ocorreram em
regimes onde a mecanica cldssica falhava em descrever o que era observado experimentalmente.

O primeiro desses dominios corresponde ao regime macroscopico de altas energias, descrito
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pela recém-nascida relatividade geral, com suas ideias revolucionarias unindo espaco e tempo
em uma Unica entidade fisica, o espago-tempo. O segundo desses dominios refere-se ao regime
microscopico, descrito pela ainda em constru¢do mecénica quantica. Esse segundo dominio, em
contraste com o primeiro, ndo usa como base uma descri¢do relativistica mas sim as ideias de
tempo absoluto feitas por Newton, quase 400 anos antes. Atualmente, apesar da ideia de tempo
absoluto ja ter sido, de certa forma, resolvida na mecanica quantica relativistica, veremos que

outros aspectos temporais dessa teoria ainda permanecem em aberto.

No dominio quantico, um dos aspectos mais intrigantes foi descoberto em 1927 [24],
quando Heisenberg introduziu a ideia de que duas grandezas canonicamente conjugadas, ou seja,

duas grandezas tais que [A,lﬂ = ih, satisfazem uma relacio de incerteza
AAAB > 1/2, (1.1)

onde AA e AB indicariam a imprecisdo no valor obtido na medic¢do simultanea das grandezas A e
B de um mesmo sistema. Por exemplo, como os operadores posi¢do X e momento p satisfazem
[X, p|] = if, temos

AxAp > 1i/2. (1.2)

Além disso, na Ref. [24] Heinsenberg também introduziu a relacdo de incerteza
AEAt > h/2, (1.3)

onde a energia E estaria relacionada ao operador hamiltoniano H e  a algum operador tempo 7',

de modo que [I:I , ﬂ = ih, porém sem dar nenhum detalhe sobre a natureza do operador 7.

A interpretacdo moderna e mais comum da Eq. (1.2) é a de que Ax (Ap) representa o
desvio padrao do resultado de repetidas medicdes de posicdo (momento) em sistemas preparados
identicamente. Nesse contexto, a Eq. (1.3) deveria possuir uma interpretacdo equivalente a
Eq. (1.2), ou seja, associados a Eq.(1.3) estariam os operadores energia H e tempo 7', com AT
também representando o desvio padrao do resultado de repetidas medicdes de alguma quantidade

temporal em sistemas preparados identicamente.

Vamos supor por um momento que isso seja verdade, ou seja, que exista um operador her-
mitiano 7' (desejamos que os autovalores deste operador sejam reais) canonicamente conjugado
ao operador hamiltoniano,

[A.T] = in, (1.4)

de forma que a Eq. (1.3) pode ser interpretada de maneira andloga a Eq. (1.2). Nesse cendrio
€ possivel mostrar que a aplicacdo de um operador unitdrio exp [iE’ T /h} (que fisicamente
representa um deslocamento de —E’ na energia), com E’ € R, no autoestado de energia |E) do
operador A produz um novo autoestado de energia com autovalor E — E’ (ver apéndice A para
prova). Portanto E — E’ pode tomar qualquer valor em R, i.e. dado um autovalor de energia E,

podemos sempre escolher um valor para E’ de forma a acessar qualquer autoestado com energia
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E — E’ € R desejado. Assim, vemos que se este operador existisse o espectro de energias do

hamiltoniano se estenderia continuamente em (—eo, o) independentemente do sistema fisico.

Como consequéncia do argumento feito acima, vemos que a introdu¢do de um operador
tempo T que seja simultaneamente hermitiano e canonicamente conjugado ao operador H é
claramente problematica, uma vez que, como sabemos, o espectro de energias do hamiltoniano
deve possuir um limite inferior. O discurso que acabamos de descrever foi originalmente feito
por Pauli em uma nota de rodapé em seu segundo artigo enciclopédico [25] e € algumas vezes

denominado de “teorema” de Pauli. Ao fazer essa exposi¢ao Pauli chegou a seguinte conclusao:

“.. Aintroducdo de um operador T precisa ser fundamentalmente abandonada. . .”
Com tudo isso que foi dito, vemos que a interpretacao da Eq. (1.3) ndo pode ser a mesma da
Eq. (1.2). Dessa forma, a interpretacdo comumente dada para a relacdo de incerteza energia-

tempo é que e a quantidade Ar em (1.3) na verdade representa

09
At = ——=— (1.5)
d(Q) /dt|’
onde Q € um observavel e oy € o desvio padrio desse observével. Na Eq. (1.3) Ar simplesmente
indica quanto tempo leva para o valor esperado do observével Q variar de um desvio padrio.
Dessa forma, para diferentes observaveis Q, temos diferentes incertezas temporais, além de nao

termos um operador tempo associado.

Apesar dessa clara assimetria entre x e ¢t nas Egs. (1.2) e (1.3), o que acabamos de
argumentar parece fazer sentido, afinal, na mecanica quantica ndo relativistica, posi¢do, momento
e energia sdo varidveis dindmicas, ou seja, quantidades mensurdveis de um sistema para qualquer
instante de tempo. Por outro lado, o tempo nao é uma varidvel dindmica e, portanto, nao é
representado como operador. Contudo, argumentamos no comeco deste capitulo que o fato
de estarmos trabalhando na mecanica quéntica ndo relativistica ndo deveria restringir nossa
capacidade de fazer previsdes a respeito de medidas temporais. Dessa forma, como seria possivel
introduzir um operador tempo 7" simultaneamente hermitiano e canonicamente conjugado a um
operador energia, de forma que a Eq. (1.3) seja satisfeita, e At represente o desvio padrao do
resultado de repetidas medicdes de tempo em sistemas preparados identicamente? Para responder
essa pergunta, precisamos discutir brevemente sobre probabilidades condicionais, o teorema de

Bayes e associar essas propriedades a mecanica quantica.

1.2 A mecanica quantica através de probabilidades condicionais

Vamos considerar I como sendo uma variavel aleatoria. Definimos a densidade de
probabilidade da varidvel I possuir valor I = i como sendo P;(i). Assim, a probabilidade de I

possuir valor entre a e b é dada por

b
pla,b) = / Pi(i)di. (1.6)
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Agora, vamos considerar que além da varidvel / também temos uma varidvel aleatéria J. Podemos
definir uma densidade de probabilidade condicional P;(i|j) dada pela densidade de probabilidade
de o valor de I ser I =i dado que a varidvel J possui valor J = j. Portanto, a probabilidade de a

variavel I possuir valor entre a e b dado que J = ¢ é dada por

pla,ble) /p, (1.7)

Ainda no contexto de duas varidveis aleatorias, podemos introduzir uma densidade de probabili-
dade conjunta P; ;(i, j) dado pela densidade de probabilidade das varidveis I e J terem valores
I =ieJ = j.Nesse caso, a probabilidade de a varidvel / possuir valor entre a e b e a varidvel J
entre ¢ e d é dada por

pla,b & c,d) = //P”l])dtd] (1.8)

Com as defini¢des feitas acima, o teorema (ou regra) de Bayes diz que

ou seja, a densidade de probabilidade conjunta das varidveis I e J terem valores | =ieJ = jé
igual a densidade de probabilidade de termos I =i dado que J = j multiplicada pela probabilidade
da varidvel J ser igual a j. Mais ainda, nada nos impede de trocar os papéis das varidveis / e J na
Eq. (1.9), de forma que

Pri(j,i) = Pr(jli)Pi(i). (1.10)
E interessante notar que a densidade de probabilidade conjunta possui uma simetria perante a

troca i = j, portanto Py s (i, j) = Py 1(j,i). Dessa maneira, da Eq. (1.9) e (1.10) temos
Py (i, j) = Pi(il )Py () = Pi(jli) P (i) (1.11)

Vamos agora tentar responder a pergunta feita no final da se¢do 1.1. Dentro da mecanica
quantica tradicional, uma das possiveis interpretagdes para a quantidade |y (x,1)|* = |(x|w(2))|* ¢
a de que ela representa a densidade de probabilidade de detectarmos a particula na posi¢ado x dado
que a medi¢do ocorreu no instante ¢. Ora, isso nada mais € do que a densidade de probabilidade
condicional P(i] j) que acabamos de definir com i =x e j =1, ou seja, Py (x|t) = |w(x,7)|*. Nesse
contexto, Py 7(x,t) = P(x,t) representa a densidade de probabilidade de detectarmos a particula
na posi¢do x e no instante . Mais ainda, Pr(¢r) = f(¢) indica a densidade de probabilidade
de detectarmos a particula no instante ¢ independente da posi¢do em que a detec¢do ocorreu.

Portanto, a Eq. (1.9) diz que
Plx,) = w0 £(1). (1.12)
Além disso, usando a Eq. (1.10), a regra de Bayes também diz que

P(x,t) = Pr(t|x)Px(x), (1.13)

onde Pr(t|x) e Px(x), assim como f(t), representam novas distribui¢des de probabilidade que

ndo estdo presentes na mecnica quéntica tradicional. Py (x) = g(x) representa a densidade de
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probabilidade de detectarmos a particula na posi¢ao x independente do instante da detec¢ao,
enquanto Pr(t|x) representa a densidade de probabilidade de detectarmos a particula no instante

t dado que a medicdo ocorreu na posi¢ao x. De (1.12) e (1.13) temos que

Plx,) = [W(ln)* £ () = Pr(tlx)g(x). (1.14)

Por simetria, analisando a Eq. (1.14), € natural esperar que exista uma nova funciao de onda

¢ (t,x) tal que Pr(¢|x) = |¢(¢,x)|>. Assim, podemos rescrever a Eq. (1.14) como

Plx,) = [yl P£() = |9 (tx) g (x), (1.15)

onde passamos a utilizar a notagdo y(x|t) e ¢ (z|x) visto o cardter condicional destas quantidades.

Resumindo, temos que:

\w(x|t)|? representa a densidade de probabilidade de detectarmos a particula na posicéo

x dado que a medicdo ocorreu no instante t.

|¢ (¢]x) |2 representa a densidade de probabilidade de detectarmos a particula no instante

t dado que a medicdo ocorreu na posicdo x.

Nesse contexto, os autores na Ref. [23] apresentaram a seguinte proposta para uma
extensdo temporal da mecanica quantica: Sabemos que na mecanica quantica tradicional, o
estado de uma particula sem spin em uma dimenséo é dado por |y(t)) € #%. Além disso, a
posicio da particula é representada pelo observavel X, de forma que X |x) = x|x), e a funcfo
de onda de Schrodinger € obtida através da representac@o do estado |y(¢)) na base |x), ou seja,
(x|w(t)) = w(x|t). Portanto, de forma a transformar # em um operador, foi introduzido um novo
estado |¢(x)) e um operador tempo 7, relacionados a um novo espaco de Hilbert .7#7. Nesse
cendrio, os autovalores do operador T representam o tempo no qual o sistema é observado, ¢
por analogia, devemos ter 7'|¢) = ¢|¢). Mais ainda, a fungio de onda condicional na posi¢io
¢ (t]x) corresponde a representacdo do estado |¢(x)) na base |r), (t|@(x)) = ¢ (z|x).

Dentro do contexto da extensdo proposta na Ref. [23] podemos responder a pergunta
feita no final da secdo 1.1 relacionada & possibilidade de introduzir um operador tempo 7' na
mecénica quantica de maneira apropriada: Como veremos no capitulo 2, o operador 7" definido
acima € simultaneamente hermitiano e canonicamente conjugado a um novo operador energia h
atuando em #77. Além disso, o operador tempo assim introduzido néo gera nenhum conflito com
o operador hamiltoniano H, pois estes dois operadores atuam em espagos de Hilbert distintos
de maneira que o argumento de Pauli ndo é mais vdlido. Finalmente, como os operadores 1" e h

atuando em .77 sdo canonicamente conjugados, temos a relacdo de incerteza

AEAT > 1/2, (1.16)
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associada a esses operadores. Na Eq. (1.16), AT genuinamente representa o desvio padrao do
resultado de repetidas medi¢des de tempo em sistemas preparados identicamente. Em outras

palavras, uma incerteza temporal do momento de medi¢ao do sistema.

O material introduzido nessa secao possivelmente deixou muitas perguntas em aberto
na mente do leitor. Por exemplo, quais sdo as propriedades matemadticas e fisicas envolvidas no
novo espaco de Hilbert .77 ? Existe uma nova equagdo dindmica para a fung@o ¢ (¢|x)? Essas e

outras perguntas sdo os temas de estudo do capitulo 2 deste trabalho.

Nesse contexto da extensdo temporal proposta na Ref. [23], da mesma maneira que
previsdes a respeito de medidas espaciais sdo feitas por estados em 7%, € esperado que previsdes
a respeito de medidas temporais devam ser feitas por estados em .777. Portanto, vamos utilizar
esta extensdo tedrica para estudar um problema envolvendo medidas temporais, relacionado ao
tempo de travessia [3, 26, 27, 8, 9, 28, 29, 30, 31, 32]

1.3 O problema do tempo de travessia

Uma pergunta que pode ser feita tanto no ambito da mecanica cldssica como no da

mecanica quantica € a seguinte:

“Quanto tempo uma particula leva para atravessar uma regido do espaco?”
Mais rigorosamente, qual o tempo necessario para uma particula partindo da posi¢ao xg chegar
na posi¢do X7 Na mecénica cléssica, dado que seja possivel resolver as equagdes de movimento,
esta pergunta ndo representa nenhum problema. Existe uma funcéo x(z) que descreve a trajetéria
da particula e indica unicamente a posi¢ao da particula para um dado tempo ¢. Logo, temos que

o tempo de travessia serd, de uma maneira simplificada, dado por #(x) —(Xg).

Em contraste com a mecénica cldssica, a resposta para essa pergunta na mecanica quantica
¢ bem mais complicada. Como discutido previamente, a mecanica quantica tradicional permite
fazer previsdes probabilisticas a respeito das varidveis dindmicas. Entretanto, o tempo ndo é uma
dessas varidveis, de forma que ndo existe um operador tempo associado a ele. Nao bastando
apenas isso, essa pergunta € ainda mais complexa devido a um fendmeno puramente quantico
que pode acontecer quando uma particula encontra uma barreira de potencial classicamente
nao acessivel, existindo uma probabilidade ndo nula de a particula atravessar essa barreira, o
fendmeno denominado de tunelamento. Qualquer previsdo a respeito do tempo de travessia na

mecanica quantica também precisa levar em conta esse efeito.

A questdo de quanto tempo uma particula quantica leva para atravessar uma barreira de
potencial € um tdpico que permanece controverso até hoje, quase 100 anos depois da primeira
mencdo ao problema em 1932 [27]. Esse problema tem sido estudado intensivamente nas tltimas
décadas e, devido ao fato de a mecanica quantica tradicional ndo apresentar uma maneira simples

de introduzir um operador tempo, uma variedade de abordagens surgiram para tentar solucionar
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esse problema [3, 26, 8, 9, 28, 29, 30, 31, 32], tais como: relégios quanticos, mecanica quantica

Bohmiana, integrais de trajetdrias, entre outras.

Além das dificuldades tedricas envolvidas na descri¢do do tempo de travessia (também
denominado tempo de atraso ou delay-time), ha também relevantes complicacdes experimentais.
Por exemplo, o regime de tunelamento de particulas massivas, como elétrons, normalmente
envolve tempos curtissimos e de dificil detec¢do, da ordem de femtosegundos [8]. Com isso,
na década de 1990, devido a similaridade entre as equacdes do eletromagnetismo classico e
a equacao de Schrodinger, estudos comegaram a ser realizados [33, 34] envolvendo sistemas
opticos andlogos ao problema de tunelamento quantico. Os experimentos realizados nesses
estudos investigam a propaga¢do de micro-ondas através de um guia de onda estreitado. Este
estreitamento simula uma barreira de potencial quantico, de forma que a propagacdo de um pulso
através dele € formalmente equivalente ao problema de tunelameno. Isso eleva o tempo de atraso

nesses experimentos Opticos para uma faixa de mais facil detec¢do, de nanosegundos [34].

Os experimentos 6pticos de tunelamento realizados na Ref. [33, 34] correspondem ao
protétipo da situagdo ideal para a utilizagdo da distribui¢do temporal |¢ (¢|x)|? introduzida na
secdo 1.2. Esses experimentos realizam medicdes em posi¢des fixas imediatamente antes e
depois do estreitamento do guia de onda a fim de detectar a distribuicdo temporal de chegada
do pulso, simulando o tempo de chegada de particulas massivas na travessia de uma barreira
de potencial. Este contexto corresponde justamente a interpretacao feita na se¢do anterior para
| (7]x)[. Com isso, no capitulo 3, comparamos a previsio feita pela funcio de onda ¢ (¢|x)
nao s6 com os dados experimentais obtidos na Ref. [33, 34], mas também com a previsao feita
pelos modelos tedricos mais conhecidos para tempo de tunelamento que utilizam como base a

mecanica quantica tradicional, os modelo de Biittkier-Landauer e phase-time [26, 3].

1.4 O que vem a seguir

Vamos agora indicar brevemente o contetido de cada um dos capitulos seguintes deste
trabalho, destacando os resultados originais desta dissertacao [35, 36] daqueles ja existentes na

literatura.

No capitulo 2, investigamos algumas das consequéncias tedricas da proposta introduzida

na Ref. [23]. Nele temos os seguintes pontos de estudo:

* Secdo 2.1: introduzimos o formalismo espaco-tempo-simétrico através das equagdes de

Hamilton-Jacobi.

* Secdo 2.2, 2.3 e 2.4: Fazemos um breve resumo dos pontos chave da Ref. [23] e repetimos

seu argumento para a solu¢do do problema de uma particula livre.
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* Secdo 2.5: Mostramos como resolver a equacao espaco-condicional proposta na Ref. [23]

para o caso de um potencial independente do tempo.

* Secdo 2.6: Provamos que a extensdo tedrica proposta na Ref. [23] possui invariancia por

escolha de calibre do potencial eletromagnético .

* Secdo 2.7: Introduzimos a lagrangiana geradora da equacgao espago-condicional e mos-
tramos que ela de fato gera esta equacgdo para o caso de um potencial independente do

tempo.

No capitulo 3, continuamos com a discussdo a respeito do tempo de travessia. Neste

capitulo, temos os seguintes pontos de estudos:

Secdo 3.1: Revisamos como a proposta introduzida na Ref. [23] lida com valores médios

temporais.

* Secdo 3.2 e 3.3: Mostramos como utilizar a extensao espago-tempo-simétrica para o

célculo do tempo de atraso.

* Secdo 3.4: Revisamos a analogia entre o problema quantico do tempo de tunelamento e
o experimento Optico andlogo realizado nas Refs. [33, 34], e mostramos como utilizar
esta analogia na expressao obtida pela extensdo espago-tempo-simétrica para o tempo de

atraso.

* Sec¢do 3.5: Realizamos uma comparagdo quantitativa dos modelos espago-tempo-simétrico,
Biittkier-Landauer e phase-time com os dados obtidos nos experimentos feitos nas Refs. [33,
34].
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2 UMA EXTENSAO ESPACO-TEMPO-
SIMETRICA DA MECANICA QUANTICA

Vamos comecar nosso estudo sobre a extensdo espago-tempo-simétrica [space-time-
symmetric (STS)] da mecanica quantica construindo este formalismo a partir da equagdo de
Hamilton-Jacobi da mecanica classica. Em seguida, vamos introduzir de maneira mais rigorosa
o formalismo matemadtico dessa teoria, como elaborado na Ref. [23], estudando alguns casos
particulares de aplicacdes a sistemas fisicos. Por exemplo, abordaremos o caso de uma particula
sob a acdo de um potencial eletromagnético, onde mostraremos que a teoria STS satisfaz a
invariancia de calibre. Por fim, sabendo que a equacdo de Schrodinger pode ser obtida de uma
lagrangiana que € funcdo de um campo complexo cldssico, provamos que isto continua sendo

verdade para a equacao espacgo condicional (EC) que este formalismo introduz.

2.1 Construcao via Hamilton-Jacobi

O nosso ponto de partida para formular essa extensdao mais simétrica da mecéanica
quantica é através de uma analogia entre mecanica quantica e mecanica classica utilizando a
acao classica S. A acdo tem um papel fundamental ndo s6 na mecanica classica, mas na fisica
tedrica como um todo, o que justifica seu uso como ponto de partida. Sabemos que na mecanica

classica a equacao de Hamilton-Jacobi diz que [37]

as

H()C,p;t) = _Ev

2.1)

onde o momento p satisfaz a relagao

Nesse contexto, o hamiltoniano é uma fun¢do das varidveis x e p e a trajetoria da particula é dada
pela solugdo da Eq. (2.1), que corresponde a uma curva no espago de fase (x,p) parametrizada
pelo tempo ¢. Dessa forma, x(t) e p(t) sdo fungdes a serem calculadas, em contraste ao tempo 7,

que € apenas um parametro.

E possivel “obter” a mecinica quéntica tradicional partindo da equacdo de Hamilton-
Jacobi (2.1) usando uma abordagem similar a utilizada por Schrédinger na Ref. [38]. Vamos
supor que a a¢do S seja a fase de algum processo fisico ondulatdrio, ou seja, Y = ¢'S/" Podemos
isolar S nessa relacdo, S = —ifiln y, e substituir de volta nas Egs. (2.1) e (2.2). Esse cdlculo
resulta em

H(x,pst) y = ih%—‘i’, (2.3)
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onde p € tal que

d
Py = —iha—i/. 2.4)

Note que inspecionando a Eq. (2.4) vemos claramente que o momento p se comporta como
um operador p = —ihd /dx atuando em Y. Além disso, como a posi¢do ndo é um parametro,
podemos identifica-14 como sendo um operador tal que Xy = xy. Com isso, a Eq. (2.3) torna-se

a equacdo de Schrodinger

A 1) ywr) = in Y (x). @5)

A Eq. (2.5) determina como a fun¢do de onda y varia temporalmente, ditando a dindmica do
sistema. Por outro lado, a relagdo p y = —ih dy/dx apenas define como o operador momento

atua na funcdo de onda.

Esse processo de “quantizacdo” mantém o tempo ¢ como um parametro, enquanto que
as variaveis canodnicas x e p, e fun¢des dessas varidveis, como o hamiltoniano, sdo elevadas ao
papel de operadores. Esse procedimento é extremamente desfavordvel a qualquer defini¢do de
operador temporal, afinal, o tempo € considerado como um parametro desde o inicio da nossa
andlise. Por outro lado, como discutimos na se¢do 1.2, podemos pensar numa nova funcao de
onda ¢ que descreva probabilidades de medidas temporais condicionadas no espaco € nao no
tempo. Nesse contexto, queremos tentar descrever um processo quantico onde agora a posi¢ao é
um parametro € o tempo uma varavel candnica e, portanto, representada por um operador. Se
queremos que x seja um parametro, entdo, em contraste a (2.3), deve existir uma nova equacao
dindmica que descreve como ¢ varia espacialmente. Nesse caso, como o momento € gerador de
translagdes espaciais, uma equacgdo equivalente a Eq. (2.4), porém atuando na nova funcao de

onda ¢, deve ditar a dindmica espacial do sistema.

De forma a determinar essa nova dindmica quantica espacial, voltemos a analisar a
equacdo de Hamilton-Jacobi. A discussdo acima sugere uma inversao dos papéis de H(x, p;t) e
p,exetnas Egs. (2.1) e (2.2): H(x, p;t) e t devem se tornar varidveis candnicas, x deve se tornar
um pardmetro e p uma funcio das novas varidveis candnicas e do pardmetro x. Por conveniéncia,
vamos definir (H(x, p;t),t) = (h,t). Nesse contexto, a fun¢do momento p = P(h,t;x) pode
ser facilmente obtida através da inversdo da relagdo h = P?/(2m) + V(x,t), de modo que as

equagoes (2.2) e (2.1), respectivamente, podem ser rescritas como

S

P(l,h;X) = g

(2.6)

98
ot

Note que a fun¢do P(t,h;x), aqui denominada de pamiltoniano, é uma funcgdo das varidveis

h—= (2.7)

canodnicas h e t, e a trajetoria da particula € dada pela solucdo da Eq. (2.6), que corresponde a
uma curva no espago de fase (h,¢) parametrizada pela posi¢do x. Dessa forma, h(x) e ¢(x) sdo

funcdes a serem calculadas, em contraste a posicao x, que neste caso € apenas um parametro. Vale
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ressaltar que essa mudanga de varidveis ndo altera a solucdo cldssica, mas terd uma repercussao

de extrema relevancia no processo de quantizagao.

Nosso objetivo agora é determinar o equivalente quantico das Egs. (2.6) e (2.7). Vamos

proceder de maneira andloga ao que fizemos na “dedu¢ao” da equacdo de Schrodinger. Supondo

que a acdo S seja a fase de um processo fisico tal que ¢ = ¢'S/" e entdo substituindo § = —ifi In¢
nas equagdes (2.6) e (2.7) obtemos
9¢
Pt h = —ih—. 2.8
(1,h:) ¢ = —in~ (2.8)
e 26
h¢=ih—. 29
0=ih> (2.9)

Nesse cendrio, a Eq. (2.9) indica que a energia & se comporta como um operador h=ihd /dt
atuando em ¢ e, analogamente ao operador £y = xy em Schrddinger, também devemos ter

f¢ =t¢. Portanto, a Eq. (2.8) pode ser rescrita como

P (,h;x) 9(t,x) = —ihg—i(t,x). (2.10)

Note que a Eq. (2.10) determina como a fun¢do de onda ¢ varia espacialmente, ditando a
dinamica espacial do sistema. Por outro lado, similarmente a Eq. (2.4) no caso de Schrodinger, a
relagdo h = ik d /dt apenas define como o operador energia atua em ¢. A Eq. (2.10) corresponde

exatamente a equagdo espago-condicional (EC) para a fungio de onda ¢ (¢|x) obtida na Ref. [23].

O caréter paramétrico do tempo na Eq. (2.5) e da posicdo em (2.10) indica um aspecto
condicional nas fun¢des de onda y(x,t) = y(x|t) e ¢(¢,x) = ¢(t]x). De fato, como visto na
se¢do 1.2, a fungdo de onda y(x|t) [¢(¢]x)] representa a amplitude de densidade de probabilidade
de detectarmos a particula na posi¢ao x [no tempo t| dado que a medig¢ao ocorreu no tempo
t [na posicdo x|. Antes de seguirmos para a proxima se¢do, vale fazer a seguinte ressalva: é
possivel ir da equagdo (2.5) para a (2.10), e vice-versa, através da transformac@o (x, p, H; ) <
(—t,h,P;¢). Essa é uma simetria importante que serd vista recorrentemente ao longo desse
trabalho.

2.2 Formulacao matematica

Uma vez discutida essa nova maneira de construir o formalismo STS, vamos agora
elabord-lo da maneira originalmente proposta na Ref. [23]. O formalismo STS é construido sobre
duas hipoéteses.

Hipétese 1. O espaco de Hilbert 5¢ minimo necessdrio para a descri¢do completa de uma
particula unidimensional sem spin é definido pelo produto tensorial 7€ = % @ 77. Nessa
definicdo, 71 ¢ um novo espago de Hilbert onde o papel da posicdo e do tempo sdo trocados em

relacdo ao espaco de Hilbert tradicional ¢, isto é, posicdo é um pardmetro enquanto tempo é
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um operador. A informagdo fisica contida em 5 {. A7} estd presente nos estados condicionais
lw(t)) {|¢(x))}. Além disso, note que nessa hipdtese, 7 é tdo intrinseco ao sistema como H#x.

Com isso, o estado fisico que descreve completamente o sistema é dado por | |¥) € A tal que
%) ://‘P(x&t) Ix) dxdr, 2.11)

onde (X't'||¥) =P (x' &1') e |xt) = |x) ®|t). Os kets {|x)} € H#x% correspondem a uma base de
autovetores do operador posicdo X, isto é, X |x) = x|x), enquanto {|t)} € #F corresponde a

uma base de autovetores do operador tempo T, ou seja, T |t) =1t |t).

A razdo fisica para a defini¢do do estado ||¥) dado pela Eq. (2.11) fica clara quando
interpretamos o médulo quadrado da fungdo de onda “completa” | (x & 1)|* como a densidade
de probabilidade de detectar a particula na posi¢do x e no tempo #, o que justamente corresponde
a distribuicdo P(x,7) definida na segdo 1.2. Assim, W(x & t) estd relacionada as fun¢des de ondas

condicionais através das relagoes (1.12) e (1.13)

W(x & 1) = Yl V/FD) = (1) /3 (0)- (2.12)

Dessa maneira, vemos que a funcido W (x & t) engloba tanto medidas condicionadas pelo tempo,
y(x|t), quanto medidas parametrizadas pela posi¢do, ¢ (x|t), o que justifica denomina-la de
funcdo de onda completa. Além disso, o conhecimento de apenas y(x|t) ou ¢(¢|x) ndo dd
informacdo fisica suficiente para a descri¢do total do sistema, ou seja, ndo permite determinar

W¥(x & 1). E preciso informacio adicional do sistema através das funcdes f(z) ou g(x).

Hipétese 2. Em analogia aos operadores tradicionais X, p e I:I(X,pA;t) atuando em %, defi-
nimos os operadores “imagem” atuando em 6 : tempo T (imagem de X), energia h (imagem
de p) e o operador que chamamos de pamiltoniano P(T , p;x)(imagem de H). Os operadores
em letra miniiscula sdo definidos pela sua acdo nos vetores de base {|x)} e {|t)} através das
relacoes

(| p||®) = —ih%‘l‘(x &),  (xt|h||¥) = ih%‘l’(x &1). (2.13)

Uma vez que vamos majoritariamente trabalhar com as fungdes de ondas condicionais,
serd util rescrever a Eq. (2.13) em termos de y/(x|t) e ¢(z|x). Para isto, vamos primeiramente
analisar a relacdo no lado esquerdo na Eq. (2.13). Essa relacdo pode ser rescrita usando a
Eq. (2.11)

(xt ] ]W) = (xt| p / / W &) [y d di’ = / / W & ) (xt| plr ) A de (2.14)
e, como p ndo atua sobre a base {|t)}, temos que

) = [ [0 &) (xlpl) 8 —1avar = [ Wi &) (x
Substituindo ¥ (x & ¢) pela primeira igualdade da (2.12), obtemos

Grlpl9) = [ W0V (sl pl ) & = VI [ wiele) (s

plXHdx.  (2.15)

Pl Y, (2.16)
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e, lembrando que y(x|t) = (x|y(t)), concluimos que

el pI1%) = VT [ ([ wo)) (') & = VD ol [ ) (¢ fwto)) =
= VIO Galv). @17

Substituindo este resultado de volta na relacao no lado esquerdo da Eq. (2.13) e usando a primeira

igualdade da Eq. (2.12), vemos que

VI (1 (0)) = o8 & 1) = i 2y (el /£, @.18)

o que corresponde a conhecida definicdo do operador momento p na mecénica quantica tradicio-

nal 3
(ply (1)) = —ih——y(xlr). (2.19)

Usando essa mesma linha de raciocinio € simples mostrar que a relacdo no lado direito da

Eq. (2.13) é equivalente a
~ d
(19 () = in =0 1}, (220

que corresponde 2 defini¢do andloga da Eq. (2.19) para o operador energia / em termos da funcio
de onda ¢ (¢]x).

E importante também falarmos brevemente sobre as relacdes de comutagdo canodnica.

Assim como na mecanica quantica tradicional, definida em 7%, a Eq. (2.19) leva a
[X,p] =i, (2.21)
na nossa teoria extendida, definida em .77, da (2.20) temos
[T,h] = —in. (2.22)

Além disso, no caso mais geral de um espago tridimensional, teremos que o espaco de Hilbert
necessario para descricdo completa do sistema € 57 = 77 ® Hx QR Hy ® H7. Dessa forma, defi-
nindo os operadores X* = (T, X,¥,Z) e p¥ = (h, px, Py, p-) temos que as relagdes de comutacio

candnica podem ser expressas compactamente como
[XH, p¥] =g"in, (2.23)

onde g = diag(—1,1,1,1) é a métrica com assinatura positiva.

2.3 Equac3do dinamica para ¢ (z|x)

Dado que introduzimos as ferramentas basicas da extensdao STS da mecéanica quantica,

nesta se¢cao vamos reobter a equacdo de movimento (2.10) porém agora de maneira andloga
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a Ref. [23]. Para o caso de medidas condicionais no tempo, temos a conhecida equacao de

Schrodinger (tempo-condicional)

Alw() =i |y(0), (224

que rege a dindmica da evolug@o femporal do ket |y(¢)). De maneira similar, desejamos agora
determinar a equagdo que rege a dindmica da evolucéo espacial do ket |¢(x)). Para este fim,
devemos lembrar que na hipétese 2 supomos que o operador pamiltoniano P, atuando em
A7, representa o papel do operador hamiltoniano, que atua em 7% . Além disso, analisando
as Egs. (2.19) e (2.20), também esperamos que a mudancga da equacio de Schrodinger para
a equagdo desejada requer a substiui¢cdo t = —x. Assim, realizando a troca [t, lw (1)), H } =

[—x,|¢(x)), P ] naequago de Schrodinger (2.24), obtemos
N _d
Plo(x)) = —ih—|¢(x)). (2.25)

Uma vez que temos uma equagio dindmica para |¢(x)), precisamos de uma regra que
diga a forma explicita do operador pamiltoniano. Para isso, vamos retornar a analogia com H.
Sabemos que o operador hamiltoniano do sistema ¢é definido através da tradicional regra de

quantiza¢cdo do hamiltoniano cldssico

H(x,p;t):é?—m+V(x,t) = FI()A(,ﬁ;t)zz—%—V()A(,t). (2.26)

2 A2
p
m
onde V (x,7) é o potencial agindo sobre o sistema em andlise. Podemos proceder de maneira
similar para o pamiltoniano. Classicamente, este operador € obtido invertendo a dependéncia

funcional do hamiltoniano, ou seja,

p(t,H;x) = i\/Zm [H — V(x,t)]. (2.27)

Dessa forma, bem como a Eq. (2.26) devemos ter H = het=T (onde he T foram definidos

na se¢ao 2.2)

A

Pt Hx) =4\ 2m[H—V(x0)] = P hx)=6/2mh-V(xT)]. 228

Aqui estamos usando a defini¢do 6; = diag(1,—1) representando os dois ramos da raiz quadrada

de p (momentos positivos ou negativos). Substituindo (2.28) de volta em (2.25), temos

6e2m [V (6. 1)] 0()) =~ [0}, 2.29)

que corresponde a equagado espago condicional obtida na Ref. [23]. Para fins praticos, € interes-
sante rescrever essa equacdo na base temporal {[t)}. Aplicando (¢| em (2.29) e utilizando (2.20),

temos

P P
8, \/ om (ihE _ V(x,t)) o (1]x) = —iha—f(ﬂx), (2.30)
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que corresponde a equagdo dindmica (2.10) obtida via Hamilton-Jacobi na secdo 2.1. Note
que no lado esquerdo dessa equagdo, o operador atuando em ¢ (z|x) corresponde ao operador

pamiltoniano na base {|¢) }.

O carater matricial do operador 6, implica que a fung¢do de onda condicional no espaco

deve ser um vetor de duas componentes

o= ¢ (1]x)
¢ (t]x) <¢_<t‘x)>, (2.31)

onde ¢ (¢|x) é interpretado como sendo a amplitude de probabilidade de a particula ser detectada
incidindo pela direita no aparato localizado em x, enquanto ¢ (z|x) indicando a amplitude
de probabilidade dela ser detectada incidindo pela esquerda. Logicamente, a densidade de

probabilidade total é dada por

p(tlx) =0T (th) >+ 1o~ (tx)]> = ¢ (tlx)9 (¢ ), (2.32)

onde o simbolo § indica a operagao de transposicao e conjugacao complexa da matriz.

2.4 Solucado para a particula livre

Devido a sua simplicidade, um 6timo ponto de partida para a anélise de qualquer teoria
¢ o problema de uma particula livre. Logo, esse serd o primeiro problema que abordaremos
utilizando a equagdo EC (o resultado dessa secdo foi primeiramente obtido na Ref. [23]). Nessa

situagdo temos que V (x,7) = 0 e a equagdo (2.30) toma uma forma mais simples dada por

. N X
6.1 [2m (zha> o (]x) = —lha—i(t]x). (2.33)

A maneira mais rdpida de nos livrarmos do operador fraciondrio é através de uma separacao de
varidveis do tipo ¢ (¢|x) = e~ €/" ¢, (x) (estamos definindo hle)=¢€ |€)). O operador envolvendo

a derivada fraciondria pode ser expandido em série

[0 & (.9
zhg—rgcn(lhg) , (2.34)

de modo que

\/ih%e_i‘gl/hq)g (x) = i cn€"e Mg (x) = VEe /Mg (). (2.35)
n=0

Portanto, substituindo esse resultado de volta na Eq. (2.33), temos que

6./ 2mE b (x) = —ih%(x). (2.36)
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Essa é uma equacdo linear de primeira ordem cuja solugdo € dada por
e (x) o< 0P/ P — £/ 2me. (2.37)

Utilizando (2.37), note que a substituicio de ¢ (r|x) = e~"/"¢(x) de volta na Eq. (2.33) resulta
em
Po(t|x) = Po(t|x). (2.38)

Portanto, P é um autovalor do operador momento e, para que este autovalor seja real, precisamos
que € > 0. Assim, no problema da particula livre, nenhum problema surge devido a existéncia de

solucdes com energias negativas.

A solugdo ¢¢(]x) que acabamos de encontrar para a equagdo dindmica (2.33) corresponde
a uma solucao particular. Dessa forma, devido a linearidade dessa equacdo, vemos que a solugdo
geral é dada por

o (1]x) = Gcv2mex—iet/h ¢, dg (2.39)

onde C¢ € um vetor de duas componentes. Podemos ainda rescrever essa integral em termos dos

momentos,

o (t]x) = eliMoPr=iert/h cqp — gp = P?/2m. (2.40)

\/27r

Logo, usando a definicdo (2.32), temos que a densidade de probabilidade no problema da
particula livre é dada por

o0 2
e(l./h)PX7l'8pl‘/h C; dP‘ 4

/ 7 o= i/m)Px—igpt/n C, dP
0

2
pltx) = ] . (4D

2wmh [
onde C;f e Cp estdo associados a amplitude de probabilidade de medirmos a particula com
momento p e —p, respectivamente. Esse resultado é conhecido como a densidade de probabili-
dade do tempo de chegada de uma particula livre em um aparato. Essa equagdo apresenta uma
excelente concordancia com simulacdes nimericas do tipo “quantum-jumps’ para tempos de
voo [39]. Vale ressaltar que existem varios modelos que obtém a Eq. (2.41) dentro do escopo da
mecanica quantica tradicional, porém tais modelos recorrem a artificios ad-hoc para deduzi-la.
Por outro lado, a abordagem aqui apresentada foi desenvolvida através de uma nova fungdo de

onda, condicional no espaco, definida por primeiros principios.

2.5 Soluc3do para potencias independentes do tempo

Nesta secdo vamos dar um passo adiante em relacdo aos resultados da Ref. [23]. Mostra-
mos na secao 2.4 que para o problema de uma particula livre, existe uma forma fechada para
a solugdo da Eq. (2.30). Agora, vamos mostrar que para uma vasta gama de sistemas fisicos,

0s quais estdo sob acdo de um potencial independente do tempo, € possivel usar uma técnica
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similar a da secdo anterior e também obter uma solugdo fechada para a Eq. (2.30). Na auséncia

de dependéncia temporal no potencial, a Eq. (2.30) torna-se

d d
6z\/2m (zhg - V(x)> O (t]x) = —iha—ﬁ(ﬂx). (2.42)

De maneira andloga a sec¢do anterior, podemos usar uma separa¢do de varidveis @ (t|x) =

e /M (x), e pelo mesmo argumento da expansdo em série vemos que

6.1/2m[e =V (x)] g (x) = —ih%(])& (x). (2.43)

Novamente, esta € uma equacao diferencial de primeira ordem cuja solucao é dada por

0o (x) = —oeli/MO: S mleveo]ar (2.44)

\2mh

Portanto, como (2.42) ainda € uma equacdo linear, temos que a solu¢do geral €

o (1)) = ;/e(i/h)ézf \/2m[e—v ()] dv—ier/n Code, (2.45)

\21mh

ou, em termos do momento cldssico P(€,x),

¢ (t]x) = \/2% / o Plestyar —ienn Cede. (2.46)

Vemos que para qualquer potencial V(x) basta realizar a integragdo no argumento da
exponencial para obter a solugdo geral do problema. A primeira vista, essa simplicidade pode
parecer estranha, afinal, para a equagdo de Schrédinger ndo temos uma solu¢do com formato
tinico para todo V(x) como observado em (2.45). Entretanto, este resultado é de certa forma
esperado: primeiramente, analisando a Eq. (2.42), vemos que o potencial V(x,¢) = V(x) que
escolhemos s6 depende do parametro condicional dessa equagao, ou seja, da posi¢ao x. Dessa
forma, se desejamos obter um resultado equivalente na equacdo de Schrodinger

n? 92 Loy
{—%W +V(x,t)} w(x|t) = zhw(x]t), (2.47)

devemos escolher um potencial V (x,7) que s6 dependa do parametro condicional 7 dessa equag@o.
Assim, fazendo V' (x,7) = V() na Eq. (2.47), temos que

{ K 02

J
—o=— +V(z)] w(xlt) = iha—li/(x|t). (2.48)

Essa equacao pode ser facilmente resolvida por uma separacdo de varidveis, resultando em

1 —(i 1,2 m N dt' +ipx
W(XIt)=ﬁ/e im J 12 VOt g G (2.49)
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ou, em termos do hamiltoniano H(p;?),

t
v(x|t) = / ef<i/h>f Hip)dr+ipx/h g qp (2.50)

V2rh
Comparando (2.45) com (2.49) e (2.46) com (2.50), vemos que quando consideramos V = V (x)

para @(t|x) e V. = V() para y(x|t), obtemos uma solu¢io geral simples em termos de uma
integracdo do momento e do hamiltoniano, respectivamente. Aqui, também podemos ver a
simetria entre resultados em %% e .7 através da transformacdo (x,p,H;y) < (—t,€,P;¢)
aplicada as Eqgs. (2.50) e (2.46). As similaridades entre essas duas solu¢des ficam ainda mais

claras se identificarmos a acdo cléssica
! / / ! / d’x / / x / / ! / !/
S(x,t):/ Lix,t')dt :/ plt') oy — Hxt) | d :/ dxp(x,t)—/ d'Hx,’) 251)
em (2.50) e (2.46), temos

o (t]x) = VT —UMSWN e, V() =V(x). (2.52)

“WmSOA, - V() = V(). (2.53)

y(x|t) =

2.6 Potencial eletromagnético: invariancia de calibre do formalismo

STS

Até agora, todos os casos de aplicacdo da equacdo EC que discutimos foram em pro-
blemas independentes do tempo, e que permitiam a elimina¢do da derivada fraciondria. Nesta
secdo vamos discutir um caso onde ndo podemos fazer essa simplificacdo. Nesse contexto,
mostraremos como levar em consideragdo a interagcdo eletromagnética no formalismo STS e
provaremos que a equagdo EC (2.30) possui invariancia sob escolha de calibre do potencial
eletromagnético. O hamiltoniano para uma particula em um campo eletromagnético € obtido

fazendo o acoplamento minimo no hamiltoniano da particula livre [37], ou seja,
1 q 2
[p— Dp(x, r)} 4 q®(x,1), (2.54)
onde A(x,?) € o potencial vetor e P(x,7) o potencial escalar. No caso geral, os campos elétrico e
magnético sao dados por

E——V@—E e B=VxA. (2.55)

A fim de obter a equacdo dindmica para |¢(x)), devemos calcular o pamiltoniano do sistema.
Para isso, precisamos inverter a equagdo Eq. (2.54) para obter o momento cinético em fung¢do do

hamiltoniano e dos potenciais. Isolando o momento na Eq. (2.54), temos

p=-\/2m[H —q®(x.1)] + A(x1), (2.56)
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e, seguindo a receita dada pela Eq.(2.28) para a quantizacdo deste operador, obtemos

A

(T ) = 6.0/ 2m [ — g (x,T)] + TA(x,1). (2.57)

Substituindo o pamiltoniano (2.57) de volta na equacdo EC (2.25), temos

c

["\/ 2m = g®(x.1)] + gA(x,f)] 600) =~ [9(x) (2.58)

que na representacao temporal torna-se

[@\/ 2m (ih% - qq>(x,t)> + gA(x,t)

Como sabemos, existe uma arbitrariedade na escolha dos potenciais A(x,7) e ®(x,¢) de modo

o (1]x) = —ihaa—x(p(x]t). (2.59)

que poderiamos ter escolhido um outro conjunto de potenciais A’(x,z) e ®'(x,7) tais que

/ VOF g a9
CI)( ) q)_c a ) A()C,t)—A(X,t)+ axa

e a Eq. (2.55) continuaria resultando nos mesmos campos E(x,7) e B(x,t). Logo, para que o

(2.60)

formalismo STS possua invaridncia de calibre, a equag¢do EC para os potenciais A’ (x,7) e ®(x,1)

) )
[61\/2m (zh; - qu’(x,t)) + gA’(x,t)] o' (t]x) = —ihaqb/(ﬂx) (2.61)

deve resultar na equagdo com os potenciais originais, Eq. (2.59), quando ¢’(¢|x) for relacionada
a ¢(t|x) por uma transformacdo unitdria U, i.e. ¢'(t|x) = U¢(t|x). Note que nesse caso, as
probabilidades previstas pelas equacdes (2.59) e (2.61) s@o as mesmas ja que a densidade de

probabilidade se mantém inalterada,

p'(tlx) = 0" (t[x)9' (t]x) = 9" (t|)T T 9 (1]x) = ¢ (t|x)p (1]x) = p (t]x). (2.62)

Agora, para mostrar que o argumento de invariancia € verdadeiro, ou seja, que a Eq. (2.59) é
equivalente a Eq. (2.61), vamos considerar a transformacao unitdria mais simples possivel dada
por U = ¢/4F x1)/(he) 1080, substituindo ¢’ (x,7) por eic? ¥ ¢ (x, 1) na Eq. (2.61), temos

0 0 iq
\/ 2m (zha— — q®/(x, z)) erel 1) ¢ (¢]x) + ‘;’ <A’(x,t) - am,n) el g (¢|x) =

= il efF () ;x (t]x).

(2.63)

Vamos analisar como o operador fracionrio ird se comportar quando atuado em ec’” (xt )(p (x,1).

Expandindo esse operador em série temos que

d 0 "
\/Fz&— —q®'(x,1) Z Cn (Zha— —qP(x, t)) ) (2.64)
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Portanto, o resultado da aplicacdo da poténcia de ordem n = 1 dessa expansao na fungao

eic 1) ¢ (x, 1) resulta em

(ih% - qCID’(x,t)) e%F(xv’)(p(t]x) — eitF ) {zh% —q (dD’(x,t) + l/c%—lj>1 o (t]x). (2.65)

Agora, inspecionando a Eq. (2.65), vemos que para n = 2, a segunda aplicacdo do mesmo
operador € dada por
J 2, i d OF\1?
ih— — q®'(x,1) | en" ™) (¢t]x) = ere" @) |in— — g ( & (x,) + 1/c= || o(t]).
ot ot ot
(2.66)

Dessa forma, a n-ésima aplicacao gera a expressao

. d / " g pg) ], 0 / IF\1"
ih— —q® (x,t) | erc" "V P(t|x) = et Y ih— —q | D' (x,0)+1/c—= || d(t]x). (2.67)
ot ot ot
Concluimos que o operador da Eq. (2.64), quando aplicado em ¢’(x,?), pode ser rescrito como

\/ ih% g (x,1) e D g (x, 1) = er (x1) \/ ih% —q (Cb’(x,t) +1 /c‘;—{) O (x,1). (2.68)

Substituindo este resultado de volta em (2.63), temos que

i d JoF d !
wF(xt) 5 9 / or q (4 _ 9P (x,r) _
en Gz\/Zm [Zh3t q(@ (x,t)+1/c 5 )}¢(t|x)—|—c (A (x,1) axF(x,t)) en o (t]x)

Finalmente, cancelando as exponenciais em ambos os lados da Eq. (2.69) e usando a transforma-

¢do da calibre (2.60), obtemos

) d
61\/2m (zhE — qd)(x,t)) O(t|x) + %A(x,t)q)(t\x) = —iha(])(ﬂx), (2.70)

que corresponde exatamente a Eq. (2.59). Concluimos assim a prova da invariancia de calibre do

formalismo STS.

2.7 Lagrangiana da equacao espaco-condicional

Concluimos este capitulo construindo uma lagrangiana geradora da equacdo EC através
de argumentos de simetria. Como sabemos [37], a equacdo de Schrodinger pode ser obtida a

partir da seguinte lagrangiana para o campo complexo cléssico y/(x|t),

N 0
Lyuy Fvavinn) = vl |A-n | v

n* 92 d
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Dessa forma, pelos resultados obtidos anteriormente € de se esperar que a lagrangiana geradora da
equacdo EC serd obtida através da transformacgio (x, p,H; ) < (—t,h, P;§). Assim, esperamos

que

%5(0.6'.0,0.3! 0ixa) = 010 |P+in 3ok

A e L 0
= ¢7(t]x) [GZ\/Zm <zh§ —V(x)) +zhg€

Como veremos abaixo, essa é de fato a lagrangiana para a equacgdo (2.59) quando consideramos

o(1]x). 2.72)

potenciais independentes do tempo. Por outro lado, a prova de que essa € a lagrangiana que gera
a equacgdo EC para um potencial geral V = V(x,¢) ainda ndo foi obtida devido a dificuldades
matemadticas geradas pela raiz do operador derivada temporal. Para potenciais do tipo V =V (x),

utilizando a equagdo (2.46), sabemos que essa lagrangiana toma uma forma muito mais simples

Zs(0,07,0:0;x) = 97 (t]x) [6“ [2m(e —V(x)] + ih%] o (t]x). (2.73)

Agora, aplicando a equagdo de Euler-Lagrange para o campo ¢ (¢|x)

o (a%\ 0%
5(8(‘3—"5)_ % " o

dada por

obtemos

;
ihaaix(qx) —¢7(t]x)6;1/2m[e —V (x)] = 0. (2.75)

Tomando o complexo conjugado desta equacao,

—ihg—f(z\x) = 6.\/2m[e -V (x)]9(t]x), (2.76)

0 que prova que esta lagrangiana gera a equacao EC.

Neste capitulo, revisamos os conceitos introduzidos na Ref. [23]. Além disso, elaboramos
o formalismo STS via Hamilton-Jacobi, resolvemos a equacao EC para um potencial do tipo
V =V (x), verificamos a invariancia de calibre dessa teoria, e por tltimo mostramos como obter a
equacdo EC a partir de uma lagrangiana para um campo complexo cldssico. No préximo capitulo,

aplicamos essa extensao tedrica da mecanica quantica ao problema do tempo de travessia.
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3 O FORMALISMO STS E O PROBLEMA
DO TEMPO DE TRAVESSIA

Neste capitulo comparamos as previsdes feitas pela fungdo de onda EC, ¢(¢|x), com
os resultados experimentais para o tempo de travessia em sistemas eletromagnéticos andlogos
realizados em [33, 34]. Além da comparacdo com os dados experimentais, também comparamos
nosso resultado com os modelos tedricos popularmente utilizados na descri¢do do tempo de
tunelamento: os modelos de Biitkkier-Landauer e phase-time. Como veremos, o resultado destas
comparacdes € que o nosso modelo STS além de ser teoricamente mais simples, também
apresenta uma maior compatibilidade com os dados experimentais quando comparado aos

modelos tradicionais.

3.1 Valores esperados e o operador tempo

Na mecanica quantica tradicional, temos que o valor esperado de um observavel A em

relagdo a um estado |y/(¢)) é dado por

b= D

Mas, é simples ver que (y(7)|w(¢)) = 1, uma vez que

WOlw) = [ dxlytinP? 32

representa a probabilidade de encontrar a particula em qualquer posi¢cao do espaco, dado que
a medida ocorreu no tempo t. Isto é esperado pois admitimos a existéncia da particula e,
portanto, devemos sempre encontra-la em alguma posicdo independente do instante da medi¢ao
(matematicamente isso € representado pela evolucdo unitdria da dindmica de Schrodinger). Dessa

forma,

A

Ay (t) = (w(0)|Aly(0)). (3.3)

A interpretacdo desta equacdo € a de que ela representa a média de vérias medidas do observavel

A quando as mesmas acontecem no instante f.

No capitulo anterior, mostramos como o formalismo STS introduz de forma natural um
novo espaco de Hilbert .74 sobre o qual os observéveis B podem atuar. Dessa forma, podemos
similarmente 4 Eq. (3.1) definir o valor esperado do operador B em relacio ao estado |¢(x))

como

(3.4)
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Essa equacdo representa a media de varias medidas do observavel B quando as mesmas ocorrem
na posicdo x. Aqui surge uma diferenca fundamental entre as funcdes ¥ e ¢. O termo no

denominador

OWIow) = [ arlotn 33

representa a probabilidade de detectar a particula em qualquer tempo ¢, dado que a medida
ocorreu na posi¢do x. Esse valor, entretanto, ndo necessariamente precisa ser 1. Este € um fato
que pode ser entendido utilizando até mesmo a mecanica quantica usual. Por exemplo, quando
uma particula estd em um estado que possui um né (ponto onde a func¢do de onda y(x|t) é
sempre nula para todo tempo, e.g. uma franja escura no experimento de dupla fenda), a particula
nunca podera ser detectada na posi¢ao do nd, independente do tempo ¢ escolhido, ou seja,
(¢ (x)|¢(x)) = 0. Assim, temos que ndo s6 had pontos onde (@ (x)|@(x)) # 1 mas existem pontos
onde (¢ (x)|9(x)) = 0. A conclusio que chegamos é que a probabilidade de detectar a particula

em qualquer tempo ¢ na posi¢do x deve satisfazer a relagao

0 < (p(x)[¢(x)) < 1. (3.6)

Logo, o termo no denominador em (3.4) ndo pode ser ignorado. Vale ressaltar que a condicao (3.6)

nos diz que a dinamica espacial (2.25) € ndo unitaria.

Para calcular a média de medidas temporais do instante de observacao vamos considerar

B =T e escrever a expressio (3.4) em termos da densidade de probabilidade |¢ (z|x) ]2

[ ar 1 1ol
[ aroivp

(T)o(x) = (3.7)

Aqui usamos a identidade 1 = f dt |t) (t|. No restante deste trabalho vamos utilizar (B)(x) =

(B)(x) j4 que estaremos sempre realizando médias em /7.

3.2 Tempo de atraso

Agora, uma vez que o formalismo STS permite definir um operador tempo e valores
esperados para este operador, € natural definir o tempo de travessia de maneira intuitiva. Uma
medida do tempo de travessia de xg a x, também chamada de tempo de atraso (delay-time),
consiste em calcular, em média, a diferenca entre o instante em que a particula é detectada em x

e o instante que ela é detectada em xg. Isto pode ser expresso de forma simples como

Tetay(x,%0) = (T) (x) — (T) (x0). (3.8)

Para o caso de uma particula livre, obtivemos no capitulo anterior a expressao analitica

2
] . (3.9)

o 2
/ oi/m)px—ieyt/h C;rdp‘ n
0

/°° o~ i/m px—igyt /1 C; dp
0
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Logo, podemos calcular a Eq. (3.7) e, consequentemente, a Eq.(3.8) substituindo a (3.9) em

(3.7). Para isto, vamos primeiramente rescrever a Eq. (3.9) em termo dos nimeros de onda,
h o *° * : / . /
plil) = Zi /0 dk /0 Ak VKK CJCL, x kK xgmin(k—k2)t/(2m) (3.10)
r=

onde * indica o complexo conjugado. Agora, substituindo a Eq. (3.10) de volta em (3.7), temos
duas integrais a serem feitas, uma no numerador e outra no denominador. Se definirmos a integral

no numerador como / , temos que

1= / dk / Ak VKK'CLCly x e kK / dr 1 e MK/ @m) (3 17y

27rm

A integra¢do na varidvel ¢ em [ resulta em

o iR (o) 2TTm 0
/mdt 1 e ME—KD)/(2m) = Wé[h(kz—k’z)/Qm)], (3.12)

onde 6(x) € a funcdo delta de Dirac. Assim, usando a relagdo

5 [M] ~ [5(k+k’) +8(k— k’)}

2m hk

e notando que k,k’ > 0, a tnica contribui¢do ndo nula para I vem do termo 8 (k — k’). Portanto,

substituindo a expressao resultante de (3.12) em / e realizando a integracdo em k temos que

C]Z’ —irk'x J Cl:’ irk'x

Este resultado pode ser expresso de forma mais compacta se trocarmos k' por k e introduzirmos
uma nova fungdo I} (x) = Cje™ //k,

o +(x . o (x
:g/o dk [rz*(w Ml Iy &) an >]- (3.14)

dk dk

A integral no denominador da Eq. (3.7) pode ser feita de maneira similar, resultando em
o dep(tx) = [, dk [|C,j 2+|C, |2} . Finalmente, substituindo esses resultados de volta em (3.7),

temos

m e *
= | dk [r,j (x)

rF(x) . 9T (x)
ok T Wy }

b ok [ler P lec )

A Eq. (3.15) corresponde 2 expressio para o valor esperado do operador tempo 7 calculado para

(T)(x) = (3.15)

o estado |9 (x)) de uma particula livre na posi¢o x, ou seja, a média do tempo de dete¢do de uma
particula dado que as medidas ocorrem na posi¢do x. Apesar desta dedugdo ter sido feita para
o caso de uma particula livre, se assumimos que k = % 2m(E, —Vj), esta expressdo continua

vdlida para um potencial constante Vj.
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3.3 Aplicacao a um potencial retangular

Como discutido na introducao deste capitulo, vamos agora usar a equacao (3.15) para
calcular o delay-time para uma particula atravessar uma barreira de potencial Vjy definida na

regido 0 < x < L, representada graficamente na Fig 2. Para esse problema, o valor do tempo de

V(x) é

VO

—
Direcio de Incidéncia)

D>
X

Figura 2 — Barreira de potencial V (x) em funggo da posi¢do. A figura também indica a dire¢do
de incidéncia da particula na barreira.

atraso serd dado, segundo a equacdo (3.8), por
Taetay(L) = (T)(L) = (T)(0). (3.16)

Este calculo requer um conhecimento prévio dos coeficientes Cki da (3.15). Entretanto, em

experimentos usuais conhecemos a funcdo de onda incidente y da particula
1
v(xlt) =
() = ——

Portanto, comumente temos informacgdes a respeito de C; em vez de C,f. Devemos entio

/ dk C;, X iEut/h, (3.17)

relacionar estes dois coeficientes. A primeira vista, os coeficientes C,jt da (3.9) aparentam nao
ter relagdo com os coeficientes 5k da (3.17), afinal, obtivemos (3.9) de forma independente da
(3.17). Além disso, estes coeficientes estio relacionados a situagdes experimentais diferentes:
os coeficientes de y(x|t) [¢(f]x)] descrevem resultados experimentais onde o tempo (posi¢ao)
¢ um parametro condicional. Todavia, a regra de Bayes, discutida na se¢do 1.2, mostra que os

coeficientes C,f e Ek estdo conectados pela relagdo

W (x,0) 2 £(6) = 9 (1,x) g (x). (3.18)

Além disso, esses coeficientes possuem interpretacdes similares, dada pela amplitude de probabi-
lidade de medir a particula com momento %k. Logo a hip6tese mais simples que podemos fazer é
que

Cif = 0(+k) Gy, (3.19)

com ®(=£k) sendo a fungdo degrau, ou seja, nula se +k < 0 e com valor 1 se +k > 0.

Nesse contexto, considerando que o detector estd localizado imediatamente apds a

barreira, o cdlculo de (T')(L) exige o conhecimento de Cy para x > L, para entdo calcularmos
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Cki. Sabemos que a funcdo de onda de Schrodinger estaciondria para a regido x > L é dada por

Wi ~ T(k)e'™, onde T (k) é a amplitude coeficiente de transmissio [40]

Akkye~"LkR)
(k+k1)2 — 2Lk (k — k)2

T(k) = (3.20)

Aqui, k = v2mE e ky = /2m(E —Vp) sdo os vetores de onda dentro e fora da barreira res-
pectivamente. Dessa forma, para x > L temos, usando (3.19), C = Ar T(k) e Ck_ =0, onde
Ay, corresponde a amplitude da fungdo de onda de Schrodinger incidindo na barreira. Assim,

substituindo Cki de volta na (3.15), obtemos

. = |7 a (A—\/% ‘T(k)eikL>* ;—k (% fr(k)eikL)
£mdk AL T(k) '

E sempre possivel escolher uma fase apropriada nos coeficientes Ay de forma que em média o

(T)(

(3.21)

pulso incidente atinge o inicio da barreira em t = 0, ou seja, (7)(0) = 0. Dessa forma, concluimos

m[= A a) 9 (Ax kL
oy dk (\/%‘I(k)e > ak(ﬂ‘:r(k)e ) o
' I a4 T

Este € o nosso principal resultado tedrico deste capitulo, onde definimos o tempo para uma

que

particula atravessar uma barreira de potencial em termos do valor esperado de um operador

tempo. A Eq. (3.21) serd chamada de modelo STS para o tempo de travessia.

3.4 Analogia eletromagnética para o tempo de travessia

Como previamente discutido, o tempo de tunelamento de particulas massivas € usual-
mente muito curto, levando a dificuldades experimentais. Isto motivou o uso de experimentos
eletromagnéticos andlogos cujo tempo envolvido € muito mais longo, sendo possivel dessa forma
testar mais facilmente as previsoes feitas por modelos quanticos para o tunelamento de particulas.
Esses experimentos consistem na propaga¢ao de micro-ondas em guias de onda de dimensdes
varidveis que simulam uma barreira de potencial (incluindo o regime de tunelamento). A analogia

entre esses dois problemas € vista através da equacdo de Schrodinger independente do tempo

n? 9%y
Ey(x) = o ol +Vx)y(x), (3.23)
que no caso de um potencial constante Vj, pode se escrita como
n? 9%y
E—V, S 3.24
E—Voly(x) = —7- 52 (324

ou ainda

0° 1
a_;é’ V() =0, ki ==\/2m(E—V), (3.25)
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que € equivalente a equagcdo de Helmholtz do eletromagnetismo cldssico [41].

Vamos agora utilizar o nosso modelo STS para a descri¢do dos dados dos experimentos
eletromagnéticos da Ref. [33, 34]. Essas realiza¢des consistem de um circuito X-band (frequén-
cias entre 8 GHz e 12 GHz) de micro-ondas, o qual possui uma regido estreitada de tamanho
L, aregido P-band (frequéncias entre 250 MHz e 500 MHz). O circuito € feito de um guia de
onda com formato retangular que possui dimensdes @’ x b’ = 7.9 x 15.8 mm? na P-band, e

axb=10.16 x22.86 mm? na X-band, ver Fig. 3. O sinal eletromagnético utilizado no circuito

b’ b
P< r\
o I a ! i

—_— T L—-.._\ l .

Sinal Medido

Figura 3 — Esquema do experimento realizado em [33, 34]. A regido mais larga corresponde
a X-band, enquanto a mais estreita corresponde a P-band. O tempo de atraso 7 é
medido através da separacdo entre o sinal detectado antes e depois do estreitamento.
Fonte: Ref.[33]

¢ enviado para um osciloscépio de alta resolucdo, e medi¢des do sinal sdo feitas imediatamente
antes e depois da regido que sofre o estreitamento (para mais informagdes a respeito do setup
experimental, ver Ref. [33, 34]). Nessa realiza¢do o modo TE ; do guia de onda € excitado (para
uma breve revisao sobre guias de onda ver apéndice B), e sabemos que esse modo tem nimero
de onda dado por (B.7)

k=1/(@/c) —2(1/b). (3.26)

o que leva ao seguinte valor para o indice de refracao efetivo do guia

c ¢k cy(o/c)—m2(1/b)?
S=_= - =4/1-[1/(2b)]?, (3.27)

com A representando o comprimento de onda do sinal no vacuo. Com isso em mente, o problema

n

de uma barreira retangular é equivalente ao de um circuito 6ptico dadas as seguintes conexdes:

b= GVIE — =1/ 08F =TT ) e
ki, = %\/Zm(E Vo) — 2)L_7tn, = Z)L—ﬁ\/ 1—[A/(20))* = 277[("2 - Vz%)l/z’ (3.28)

onde k e k; sao os vetores de onda dentro e fora da barreira de potencial, respectivamente, e v é a
frequéncia do pulso. As constantes V;, € V,,; em (3.28) dependem dos parametros experimentais

beb, vi,=c/2b' e Vo = c/2D, € elas representam a frequéncia minima para que a onda



Capitulo 3. O FORMALISMO STS E O PROBLEMA DO TEMPO DE TRAVESSIA 37

se propague no interior das respectivas regides do guia. Note que substituindo a Eq. (3.28)
na relagio de dispersdo para particulas quanticas h*k?/(2m) = h*k?/(2m) + Vo, obtemos o
)1/ 2, Mais ainda,

a velocidade de grupo para uma particula livre é dada por dw/dk = ik /m, enquanto que para o

out

potencial equivalente Vy para o sistema dptico ko = /2mVy/h =27 /c(VZ — V2,

guia de onda temos d®/dk = ¢’k /®. Portanto, devemos também realizar a substitui¢io

h c?
— = —. (3.29)
m  2mv
Agora, usando as relagdes eletromagnéticas-quanticas descritas acima, podemos rescrever
a nossa expressao para o modelo STS de maneira apropriada para comparar nossas previsoes

com os experimentos da Ref. [33, 34]. Substituindo (3.28) e (3.29) em (3.21), e definindo
Ay = +/dk/IVA, temos que

DFO dv (T(V)Aveik(V)L) % (‘T(V)Ave”‘(v)L>

(T)(L) = =
27 £ dv|T(v)A,*

(3.30)

Finalmente, para completar a analogia entre a fun¢cdo de onda da mecénica quéntica e as ondas

do eletromagnetismo, vamos associar o modulo quadrado do coeficiente A, com a intensidade da

linha espectral do pulso. No experimento em questdo, o sinal de micro-ondas é fornecido por um

Klystron (Varian X-13) para o qual a largura de linha tipica € da ordem de 30 MHz [42]. Logo,

assumindo que o pulso eletromagnético possui uma distribui¢do lorentziana tipica, temos que
Ay = \/We—imrvt“ A/(zn)e—ivatp

(V) +(A2) iy —va) = (A/2) (3.31)

onde A é o parAmetro que especifica a meia largura a meia altura de forma que O(A) = 30 MHz,
e v, € a frequéncia média da distribuigdo lorentziana. Na Eq. (3.31), temos que t, = ¢/V},, com
¢ sendo a distancia percorrida pelo pulso eletromagnético até o comeco da barreira (x = 0) e
Vi € a velocidade de fase da frequéncia média v,;. Sob estas circunstincias, note que o fator de
fase exp{ —i27rvt”} na Eq. (3.31), j4 leva em consideracdo o tempo médio para o sinal chegar a

barreira, de forma que o delay-time é dado por Tyejay (L, Vi) = (T)(L, vy).

3.5 Teoria vs experimento

Vamos agora voltar nossa atencdo a comparacao da previsdo feita pelo modelo STS
dado por (3.30) com os dados experimentais da Ref. [33, 34], e com os modelos tedricos de
Biittkier-Landauer e phase-time abordados no apéndice C [Eq. (C.4) e Eq. (C.5)]. Para facilitar a
comparagdo com os resultados existentes, a Fig. 4 segue o esquema usado nos plots equivalentes
da Ref. [33, 34]: Figs. 4(a) e 4(b) ilustram como o tempo de travessia (delay-time) varia em

fun¢do da frequéncia media do pulso vy,.
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20 (@) (b)

10

Delay—time (ns)
Delay—time (ns)

9.45 9.50 9.55 9.60 9.65 9945 9.50 9.55 9.60 9.65 9.70 9.75
Frequency (GHz) Frequency (GHz)

Figura 4 — Medic¢des para o delay-time em uma “barreira de potencial” de tamanho L em
func¢do da frequéncia média do pulso. A curva sélida representa o modelo usando o
formalismo STS da mecénica quantica, a linha tracejada longa representa o modelo
phase time (PT), e a linha tracejada curta representa o0 modelo de Biittkier-Landauer
(BL). (a) Barreira de potencial de tamanho L = 15 cm. Uma distribui¢do lorentziana
de largura de banda A = 30 MHz € utilizada no nosso modelo. Os pontos representam
os dados experimentais da Ref. [34]. (b) Barreira de potencial de tamanho L = 20
cm. Nesse caso, a largura de banda utilizada é A = 50 MHz. Os pontos e quadrados
representam duas diferentes séries de medi¢des realizadas na Ref. [33, 34]. A linha
vertical indica a frequéncia de cut-off.

Na Fig 4 plotamos trés curvas tedricas: a previsao feita pelo nosso modelo STS (3.30)
[curva sélida], o modelo de Biittkier-Landauer (C.5) [BL — curva com tracejado longo], e o
modelo phase-time (C.4) [PT — curva com tracejado curto]. Nessa figura, a linha tracejada
vertical representa a frequéncia de cut-off, de forma que frequéncias menores resultam no regime
de tempo de tunelamento. O inset na figura representa uma estimativa do erro de cada um dos

modelos em relagdo aos pontos experimentais, calculado utilizando a expressao

§=N" \/Z[yi — flx)2=N""Ay, (3.32)

onde (x;,y;) representa os pontos experimentais e f; denota o resultado das expressdes tedricas
k = (BL, PT, STS). Em cada um dos graficos, o maior erro € normalizado a unidade, N =
max{Aj,Ar,Az}.

Para compararmos nossa equacgdo (3.30) com os dados experimentais, consideramos
valores tipicos da largura de banda do Klystron [42]: na figura 4(a) utilizamos A = 30 MHz.
Nesse caso temos L = 15 cm. Analisando a Fig. 4(a), observamos que a previsdo feita pelo
modelo STS apresenta a melhor concordancia com os dados experimentais. Por outro lado, o
modelo BL falha ao descrever o tempo de travessia medido na regido de tunelamento, enquanto
que a previsao feita pelo PT, comparando ao BL, apresenta uma melhor concordancia com os

pontos experimentais dessa regido.

Na figura 4(b) temos L = 20 cm, enquanto que todos os outros parametros sdo mantidos

iguais aos da figura 4(a). Neste caso, a andlise é mais sutil pois, de acordo com os autores da
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Ref. [33, 34], a diferenca entre as previsdes feitas pelos modelos tedricos, BL e PT, e os valores
medidos no experimento sdo devidas a desconsideracdo de perdas, que neste caso (L = 20 cm)
tornam-se relevantes. Nesta realizacdao houve duas séries de medig¢des (circulos e quadrados), o
que ilustra a variabilidade dos resultados sob as mesmas condi¢des experimentais. Os valores
mostrados no inset sdo calculados em relagdo as medicdes representadas por circulos ja que as
mesmas parecem apresentar menos perdas. Os autores das Refs. [33, 34] sdo bastante vagos
com relacdo a explicacdo para essas atenuagdes. Dessa forma seguimos o caminho mais simples
possivel para levar em conta esse efeito. Um fato conhecido € que em um guia de onda cilindrico,
a largura de banda aumenta com a frequéncia média do pulso [43]. Por outro lado, sabe-se que
atenuagdes sa0 mais significativas para maiores frequéncias médias. Portanto, vamos supor que a
largura A aumenta devido a atenuagdes no guia, até mesmo no caso de uma geometria retangular.
Procuramos por valores de A maiores que 30 MHz, mas ainda na regido de dezenas de MHz, que
melhor descreve os pontos experimentais. O valor efetivo obtido foi A = 50 MHz. Novamente,
nds claramente observamos que a previsao feita pelo modelo STS € superior as previsdes dos
modelos BL e PT. Nesse caso, em contraste ao observado na Fig. 4(a), o modelo PT apresenta a

pior performance.

Concluindo, a andlise do insef na Fig. 4 mostra que para L = 15 cm o modelo PT descreve
de forma superior os dados em comparagcdo ao modelo BL. Por outro lado, para L = 20 cm,
diferentemente do observado na Fig. 4(a), o modelo BL descreve de forma superior os dados em
comparagdo ao modelo PT. Todavia, nas duas configuragcdes, o nosso modelo € o que possui a

melhor concordancia com os dados experimentais.
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4 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS

A assimetria entre espago e tempo na versdo tradicional da mecanica quantica ndo
relativistica € usualmente atribuida a falta de covariancia de Lorentz. Dessa forma, um argumento
comumente usado € o de que a inica maneira de remover essa assimetria € exclusivamente através
de uma abordagem relativistica dessa teoria. Entretanto, o recente trabalho [23] argumenta que
essa assimetria entre espaco € tempo na mecanica quantica nao relativistica nio € s6 devida a
falta de covariancia de Lorentz dessa teoria, mas também ao fato de naturalmente tratarmos o
tempo como um parametro e a posicdo como um observavel. Uma consequéncia dessa assimetria
entre espago e tempo € a que a teoria quantica tradicional apresenta dificuldades em prever
medidas temporais. De maneira a resolver essa assimetria ainda no limite nao relativistico, a
Ref. [23] propde uma extensdo espago-tempo-simétrica da mecanica quantica que, baseada em
argumentos de simetria e inferéncias estatisticas, equipa a teoria quantica com um operador
tempo 7', hermitiano e canonicamente conjugado a um operador energia, de forma que previsdes

a respeito de medidas temporais possam ser realizadas naturalmente.

A extensdo espaco-tempo-simétrica proposta na Ref. [23] requer a introdu¢do de um
novo espaco de Hilbert .77 no qual a posicdo é um parimetro. Nesse novo espago, um operador
tempo 7" é definido e os estados fisicos sdo representados por kets |¢ (x)) € .#7. Dessa forma,
uma equacdo que dita a evolugdo espacial dos estados |¢(x)) € introduzida na Ref. [23]. N6s a

definimos como a equagdo espaco-condicional.

Nesse trabalho, demos continuidade ao estudo iniciado em [23]. Mostramos como
“deduzir” a equagdo EC através da formulacdo de Hamilton-Jacobi da mecénica cléssica e
obtemos a solucdo geral para essa equacdo no caso de um potencial independente do tempo.
Além disso, usando argumentos de simetria, obtemos a lagrangiana geradora da equacio espaco-
condicional e mostramos que de fato ela gera essa equagao no caso de um potencial independente
do tempo. Mais ainda, provamos que a extensdo tedrica proposta na Ref. [23] satisfaz a condi¢@o
de invariancia de calibre, um importante resultado que € esperado por qualquer proposta tedrica

que deseja estender a mecanica quantica.

Por outro lado, de forma a verificar a validade da proposta feita em [23], aplicamos
essa teoria ao problema do tempo de travessia. A razdo da escolha desse problema é que em
experimentos de tempo de travessia, medidas temporais sdo usualmente realizadas em duas
posic¢Oes fixas distintas, de forma a estimar o tempo necessario para uma particula percorrer
o caminho entre essas duas posi¢des. Em outras palavras, esse experimento € espacialmente
condicional assim como a fun¢@o de onda ¢ (¢|x) que definimos nesse trabalho. Dessa maneira,
no contexto da teoria proposta na Ref. [23], argumentamos que € intuitivo definir o tempo de

travessia entre as posicdes x = 0 e x = L como (T')(L) — (T')(0). Em particular, o problema do
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tempo de travessia que estudamos consiste em estimar o tempo necessario para uma particula

atravessar uma barreira de potencial retangular definidaem x =0e x = L.

No inicio da década de 90, experimentos eletromagnéticos comecaram a ser realizados
com o intuito de simular o problema quantico de travessia. Utilizando os resultados bem estabe-
lecidos de dois desses experimentos [33, 34], fomos capazes de comparar nossa teoria com 0s
dados obtidos. Esses experimentos consistem em um circutio de micro-ondas eletromagnéticas
que propagam-se através de uma regido estreitada, o qual € formalmente andlogo a barreira de
potencial quantico. Comparamos o desempenho da nossa previsao e dos modelos de Biittiker-
Landauer e phase-time com as medidas obtidas nos experimentos realizados em [33, 34]. Através
de uma andlise quantitativa, mostramos que a nossa abordagem € superior a esses dois outros

modelos em duas configuracdes experimentais distintas.

A extensdo espaco-tempo-simétrica da mecanica quantica ¢ uma proposta bastante
recente, com seus primeiros resultados divulgados em 2015 [19]. Dessa forma, muitas questdes
envolvendo essa abordagem ainda estdo em aberto. Nesse trabalho, investigamos como essa
extensdo tedrica trata o problema do tempo de travessia na situacio particular de uma barreira de
potencial retangular. Entretanto, esse € apenas um entre os varios problemas envolvendo tempo
na mecanica quantica que permanecem em aberto [21, 22]. Atualmente temos trabalhado na
aplicacdo dessa teoria em algumas dessas outras situagdes, como por exemplo, o de medidas
temporais em um sistema sob a acdo de um potencial harmoénico. Em contrapartida, também
permanecem em aberto questdes envolvendo propriedades dessa teoria, como por exemplo, a
verificagcdo da invariancia de Galileu da equacio espaco-condicional. A dificuldade em provar
tais propriedades surge devido ao aspecto fracionario do operador pamiltoniano. Nos problemas
em que abordamos nesse trabalho (exceto no tratamento do campo eletromagnético) contornamos
essa dificuldade através de uma expansdo em série do operador pamiltoniano para potenciais
independentes do tempo. Porém, no ambito mais geral de potenciais dependentes do tempo, essa
ndo parece ser a melhor abordagem para lidar com esse operador visto o cardter ndo comutativo
dos operadores d; e V (x,7). Atualmente, também temos trabalhado em técnicas para contornar

essa dificuldade.
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APENDICE A - PROVA DO "TEOREMA"DE
PAULI

Neste apéndice vamos mostrar que o estado exp [iE '"T / h] |E) é um autoestado do opera-

dor hamiltoniano H, com autovalor de energia E — E’. Vamos comecar expandindo o operador
iE'T i 1 (iE'T\" A1)
e = _— .
=n\ h ’
e, aplicando pela esquerda o operador hamiltoniano, obtemos

", = 1. (iE'T\"
AETN =Y —q (l ) . (A2)
=n! h

exponencial em uma série

Agora, precisamos passar o operador hamiltoniano para a direita do operador tempo. Para isso,

note que

A

AT =TA+ [A,T] =TH +in. (A.3)
Onde usamos o fato que o teorema de Pauli supoem que [H, T] = ih. Assim, aplicando o operador

T pela direita em (A.3), temos

A A

AT>=TAT +inT, (A.4)
e, usando (A.3) no primeiro termo no lado direito dessa equacdo, vemos que
AT? =T*A +2inT. (A.5)
De maneira similar é possivel mostrar que
AT? = T30 + 3inT?, (A.6)

e, de forma geral, temos que

A A

AT" = T"H +ninT" . (A.7)

Portanto, substituindo (A.7) de volta na Eq. (A.2),

R < 1 (iE'\" . A . S EL (ET\"!
iE'T/h _ n 2 pmn—1\ _ GE'T/hgy
He —nE:O—n! <_h ) (T"H +nihT" ") =e H ,1221”—1! ( 5 ) . (A8)

logo,
AET/h eiE’T/h([f] —E) (A.9)

e concluimos que

AE T E) = ETIME B |E) = (B - BT/ |E). (A10)
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APENDICE B - GUIAS DE ONDA

Neste apéndice vamos revisar os elementos bdsicos de um guia de onda. Para isso,
consideremos uma onda eletromagnética propagando-se no interior de um tubo oco (denominado
guia de onda), onde esse tubo € composto de um material condutor, enquanto a regido oca no

interior do tubo consiste de vacuo, ver Fig 5. Do eletromagnetismo, sabemos que dentro de um

Figura 5 — Representacdo gréfica de um guia de onda de forma arbitrdria. Suas paredes sdao
feitas de material condutor enquanto seu interior € um vicuo. Fonte: Ref. [44]

condutor perfeito o campo eletromagnético deve satisfazer E =0 e B = 0 [44]. Dessa forma, as
condicdes de contorno geradas pelas equagdes de Maxwell requerem que a onda propagando-se
no interior do guia satisfaca

El=0 ¢ B'=0 (B.1)

na superficie entre a regido interna do guia e o condutor. Assumindo que a sec¢do transversal do
guia de onda define o plano x-y, e que a onda estd propagando-se na direcao do eixo z, temos que

para uma onda eletromagnética os campos elétrico e magnético devem ter o seguinte formato:

E E()(X,y)

eik(Z*W[)’ (B.2)
B BO (xvy)

onde ~ indica que estamos usando um campo complexo (o resultado fisico € obtido tomando a
parte real dos campos complexos). Esses campos, além de satisfazerem as condi¢des de contorno
Eq. (B.1), também precisam satisfazer as equacdes de Maxwell no interior do guia (onde nao ha

cargas nem correntes)

V-E=0, VXE:—a—B,
ot
1 JB
V-B=0, VxB= 8. (B.3)

2o
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Portanto, o problema que desejamos responder consiste em determinar as fungdes Eo e IN30 que
satisfacam as Eqgs. (B.1) e (B.3). E possivel mostrar que na situacio que desejamos resolver,
as componentes E, , e By, dos campos sdao fungdes das componentes E, e B,. Logo, basta
determinar E, e B, para termos todas as outras componentes. Além disso, também € possivel

mostrar que as componentes destes campos na direcao z satisfazem a equacao

2 92 AN

O chamado modo TE corresponde a solu¢do desse problema no caso em que E; =0, o

que reduz a (B.4) a apenas uma equagdo

2 9?
[3}62 dy?

A (w/c>2_k2} B.=0. (B.5)

Além disso, para o caso de uma caixa retangular de dimensdes (a X b), essa equacdo pode ser

facilmente resolvida por separagdo de varidveis, resultando em

(&

Figura 6 — Guia de onda em formato retangular. O indice m do modo TE,, , estd associado a
direcdo vertical (eixo x), equanto o indice n estd associado a direcao horizontal (eixo
y). Fonte: Ref. [44]

B, = Bycos (mmx/a)sin (nmy/b), m,n €N, (B.6)

que € denominado de modo TE,, ,, do guia de onda, ver Fig. 6. Mais ainda, também € possivel

mostrar que para o modo TE,, , o nimero de onda satisfaz a relacio

k=/(0/c)— 2[(m/a)+ (n/b)?], (B.7)

concluindo esta breve revisao do material necessario sobre guias de onda.
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APENDICE C - OS MODELOS DE
BUTTKIER-LANDAUER E PHASE-TIME

Por completeza, nesse apéndice vamos discutir de forma breve os modelos que utilizamos
para o tempo de tunelamento, indicando as referéncias para uma descri¢do mais detalhada. Antes
de relatar a equac@o de cada modelo, notemos que no problema do tunelamento através de uma
barreira constante de tamanho L, a amplitude de transmissdo T (k) é uma fungdo complexa dada
por [21]

T(k) = [T(k)| 200,

onde seu modulo satisfaz

~1
(K —k{)”Y . 2
e a fase A¢ é dada por
K+ k3
tan (A¢Q) = o tan(k|L). (C.2)

O Modelo Phase-time

Este é o modelo mais intuitivo, o tempo de atraso para um processo de espalhamento
pode ser obtido seguindo o pico do pacote de onda pelo método do ponto de sela, ver Ref.[3]
para mais detalhes. De forma simples, este tempo € representado por
dAP

‘L'q):haE

(C.3)

Para o caso que estamos interessados, substituindo (C.2) em (C.3) obtemos (aqui as derivadas

sdo calculadas no exterior da barreira)

o1 IAp  2mvIAY 2wV k |2k K*L(k* +k}) — k{sin(2k L)
*Tondv T Pk ok Sk 42U + K sin® (k L)

(C.4)

O Modelo de Buttkier-Landauer

O modelo de Biittkier-Landauer é mais elaborado, sua construcio leva em conta nao sé a
mudanca na fase quando a onda atravessa a barreira, mas também a mudang¢a na amplitude, para
mais detalhes ver Ref. [26]. A maneira mais simples de representar o tempo de Buttkier-Landauer

€ através do valor absoluto da fun¢io complexa 7, +i7;, ou seja,

1/2
11 (k) = [Tyz(k)-l-rzz(k)] . (C.5)



Referéncias 49

A parte real dessa fungdo estd associado a mudanga na fase

o) = 21v dAQ 27y k | 2k L(K* +k}) — kg sin(2k L) C6)
Yk ok k| 4RI+ ksin? (ki L) '
e a parte imaginaria estd associada a variacao na amplitude
2avan|T (k)| 2mv kg | (k2 +k2)sin? (kiL) — (1/2)k3kiLsin (2k, L)
(k) = > =32 202 4 A2 - (€T
c’ky dky c* kg 4k?ky + kg sin” (k{L)

Nestes casos as derivadas sdo calculadas no interior da barreira.
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