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Resumo

As técnicas de discretizacao de alta ordem podem ser vantajosas quando comparadas
aos métodos upwind de primeira ordem (FOUM), para o modelamento do escoamento
dos fluidos através dos reservatorios de petroleo, em que complexidades fisicas, tais como
heterogeneidade e anisotropia desempenham um papel importante, pois essas técnicas
sao capazes de produzir solugoes muito menos difusivas. Este trabalho tem como objetivo
aplicar o método espectral dos volumes finitos (SFVM), metodologia formulada por Z. J.
Wang em 2002, para o modelamento 1D do escoamento de dgua e 6leo em meios porosos.
Este tipo de recuperacao de 6leo é conhecido como recuperagao secundéria. O modelo
matemaético, que caracteriza as equacoes de transporte em meios porosos, inclui os efeitos
da gravidade e da pressao capilar, onde os fluidos sao considerados imisciveis. Neste
modelo matematico, o termo advectivo é discretizado usando o SFVM de alta ordem,
a capilaridade o termo difusivo é aproximada utilizando o método de diferencas finitas
para os volumes de controle (CVFDM) de segunda ordem. A integragdo no tempo é
feita utilizando o método de Runge-Kutta explicito de terceira ordem. Para satisfazer
a condigao tipo TVD (Total Variation Diminishing) e suprimir as oscilagoes perto das
descontinuidades, um limitador de declividade é usado no estagio de reconstrucao. Toda
a formulagao desenvolvida foi verificada numericamente através de uma variedade de
problemas modelo. Sempre que possivel, os resultados sao comparados com a solu¢ao
semi-analitica ou com outras solu¢oes numéricas disponiveis na literatura. Os resultados
obtidos no presente trabalho se comparam de maneira favorével com outras metodologias
fornecidas por diferentes autores e apresentaram um bom desempenho, atingindo uma alta
acuracia de forma eficiente. Os perfis de saturacao para as ditas simulagoes mostram a
correta captura da frente de saturacao ou choque, e da onda de rarefagao. Para o modelo
simples analisado neste trabalho, o uso de métodos de alta ordem produz resultados
acurados e eficientes, o que é ainda mais relevante se aplicagoes reais em grande escala

sao planejados.

Palavras chave: Reservatorios de Petroleo. Escoamentos Bifasicos. Método dos Volu-
mes Finitos. Método de Alta Ordem. Método Espectral.



Abstract

High order discretization techniques may offer advantages relative to standard FOUM
(first order upwind methods) for the modeling of flows through petroleum reservoirs, in
which physical complexities such as heterogeneity and anisotropy play an important role,
because these techniques are capable of producing much less diffusive solutions. The
purpose of this work is to apply a SEVM (spectral finite volume method) methodology
formulated by Z. J. Wang in 2002, for the modeling 1D oil-water displacement through
porous formations. This sort of oil recovery is known as secondary recovery. The mathe-
matical model that characterizes the transport equations in porous media includes the
effects of gravity and capillary pressure, where the fluids are considered immiscible. In
this mathematical model the hyperbolic term is discretized using a high order SFVM, the
capillary (diffusive term) is approximated using a second order CVFDM (control volume
finite difference method). The integration in time is carried out using a third-order explicit
Runge-Kutta method. In order to satisfy the TVD (total variation diminishing) condition
and to suppress numerical oscillations near shocks, a slope limiter is used in the recons-
truction stage. The entire formulation developed was checked numerically by a variety of
problems model. Where it was possible the results are compared with the semi-analytical
solution or other numerical solutions available in the literature. The results obtained in
this study compare favorably with other methods provided by different authors and per-
formed well achieving a high accuracy efficiently. Saturation profiles for said simulations
show the correct capture of the saturation front (shock) wave and rarefaction. The simple
model analyzed in this work shows that the use of high order methods yields accurate and

efficient results, which is even more relevant if real large scale applications are devised.

Keywords: Petroleum Reservoirs. Two Phase Flows. Finite Volume Method. High
Order Methods. Spectral Method.
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16

Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

numeros reservatorios de petréleo de interesse econdmico e particularmente os re-
I servatorios do pré-sal, apresentam uma variagao muito acentuada das propriedades
geofisicas tanto em termos espaciais como direcionais (i.e. heterogeneidade e anisotropia),
requerendo uma modelagem numérico-computacional acurada e eficiente dos processos
envolvidos no escoamento multifdsico em meios porosos.

De fato a simulacao de escoamentos multifasicos em reservatorios de petroleo com ge-
ometrias e caracteristicas complexas, ainda é um problema desafiador. Contudo, levando
em consideracao que existem atualmente formulacoes classicas relativamente bem sucedi-
das utilizando-se os métodos das diferencas finitas, elementos finitos ou volumes finitos,
ainda se apresentam algumas questoes a serem resolvidas.

O principal problema tem relacao com a acurécia da solugao numérica. De fato, uma
anomalia das formulagoes classicas que decrementa a acurécia e surge com maior inten-
sidade na simulacao de reservatérios de petroleo é a difusao numérica. A referida difusao
numérica causa demasiada suavizagao da solucao perto de descontinuidades e gradientes
acentuados. Do ponto de vista fisico, as descontinuidades podem ser entendidas como as
interfaces entre fases fluidicas, quando ocorre o fenémeno de deslocamento dos fluidos no
interior do meio poroso (Chavent and Jaffré, [1986). A ocorréncia do fenomeno da difu-
sao numérica tém sua origem nas interpolagoes pouco acuradas utilizadas nos métodos
de baixa ordem de acuracia, como por exemplo no esquema upwind de primeira ordem.
Estes métodos de primeira ordem sao muito utilizados para aproximar termos advecti-
vos na area de simulagao de reservatorios devido a sua simplicidade, além de garantir a
monotonicidade das solugoes numéricas.

Para lidar com o problema da difusao numérica na literatura existem intimeras me-
todologias que sao denominadas de alta ordem, tais como; esquemas centrais classicos,
como por exemplo o MC (MacCormack scheme) - TVD (Total Variation Diminishing),

esquemas do tipo MUSCL (monotonic upstream centered scheme for conservation laws)
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- TVD, ENO (essentially-non-oscilatory) e WENO (weighted essentially-non-oscilatory),
DG (discontinuous Galerkin), SFVM (spectral finite volume method) e esquemas ADER
(arbitrary derivative Riemann problem) (Schwartzkopff et al., 2004; Titarev and Toro,
2005). Estas formulagoes sao utilizadas para tratar modelos com equagoes hiperbolicas
ou parabolicas, além de hiperbolica dominante (Cueto-Felgueroso and Colominas, [2008)).
Contudo, os esquemas de segunda ordem de acuracia tipo MUSCL-TVD apresentam re-
sultados com uma ordem de acuracia menor que o esperado quando sao utilizadas malhas
nao estruturadas. Além deste fato, é bem conhecido que esquemas TVD tém a sua or-
dem de acurécia reduzida a primeira ordem na presenca de choques. Isto ocorre devido
ao efeito das funcoes limitadoras necesséarias para a manutengao da monotonicidade das
solucgoes.

Entretanto, os esquemas ENO e WENO utilizam um modelo de reconstrucao intrinseca
o qual depende da disponibilidade de células vizinhas para a reconstrucao polinomial de
cada célula em cada passo de tempo, o qual é bastante caro computacionalmente.

O esquema DG fornece uma alta ordem de acurécia, porem a desvantagem é perce-
bida quando se precisa calcular as integrais de superficie e de volume, proprias do método,
que sao computacionalmente caras. Devido as consideragoes anteriores, e visando o es-
tudo numérico-computacional do processo de recuperacao secundéaria, dentre os métodos
citados, serd investigado o método espectral dos volumes finitos (SFVM), que tem sido
empregado com sucesso na solugao de problemas regidos pelas equacgoes de Euler e Navier-
Stokes, com aplicagbes na area da aerodinamica (Sun et al., 2006; |(Cueto-Felgueroso and
Colominas, [2008; Breviglieri et al., [2010), além de ter também sido empregado na solucao
das equagoes de aguas rasas (Choi et al.| 2004)).

A técnica de produgao denominada recuperagao secundaria convencional é, em geral,
utilizada durante ou apds a possivel saida espontanea do 6leo residente devido as altas
pressoes no interior das rochas reservatorio. Esta técnica envolve a injecao, normalmente,
de dgua através de pogos injetores, de forma que esta dgua sirva para aumentar a pressao
no interior dos reservatorios e também para deslocar mecanicamente o 6leo na direcao de
pogos produtores (Fanchi, 2005; Chen et al., 2006).

A recuperagao secundéaria é de extrema importancia. Um primeiro modelo simplifi-
cado, para o estudo da mesma considera apenas o escoamento bifasico de agua e 6leo
que serd utilizado neste trabalho. Levando-se em conta que no modelo simplificado os
fluidos s@o incompressiveis, o problema pode ser modelado por uma equacao de adveccao-
difusao-reacao nao linear. Quando o termo difusivo é dominante, a equacao apresenta
comportamento paraboélico. No caso contrario, quando o termo advectivo predomina sobre
o termo difusivo, a equagao assume um caracter fortemente hiperbolico, com proprieda-
des similares ao que apresentam as equagoes hiperbolicas de primeira ordem (Peaceman),
1977). Apesar das simplificagoes neste modelo, ele detém as principais caracteristicas
fisico-matemaéticas dos modelos multifasicos, envolvendo um sistema de equagoes diferen-

ciais parciais acopladas, nao lineares, contendo termos de acumulagao (ou transientes),
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de difusao, de adveccao e de fonte (ou sumidouro).

Até onde nos sabemos, depois de fazer a pesquisa bibliografica em diversas bases de
dados a nivel mundial, o SF'VM nao foi investigado no contexto de simulacao de reserva-
torios de petroleo e parece particularmente promissor para lidar com meios heterogéneos,
além de ter um bom desempenho no tratamento da equagao hiperbélica onde se pode ter

a presenca de “choques” ou gradientes acentuados de saturacao.

1.2 Objetivos

A presente dissertagao tem como objetivo geral a aplicagao de uma formulacao numérica
conservativa, denominada o SFVM, as equagoes diferenciais parciais do modelo matema-
tico que descreve o escoamento bifasico e imiscivel de dgua e 6leo no interior da rocha
reservatorio. Serao considerados apenas problemas unidimensionais, embora todos os
aspectos conceituais considerados na formulacao podem ser estendidos a problemas mul-
tidimensionais.

Os objetivos especificos podem ser resumidos como:

Obter as equacgoes discretizadas do modelo matematico a partir do SFVM.

e Implementar e avaliar um solver baseado na formulagao conservativa do SFVM,
para a solucao da equacao modelo que rege o escoamento bifasico e imiscivel de
agua-6leo em reservatorios de petroleo, utilizando uma integracao temporal através

do método Runge-Kutta explicito de terceira ordem .

e Inclusao na modelagem dos fendmenos fisicos que possam se tornar relevantes no
processo de deslocamento. Assim, por exemplo, deverao estar consideradas as influ-

encias da pressao capilar e da gravidade.

e Finalmente, propoe-se avaliar a metodologia numérica adotada, comparando seus
resultados com outras formulacoes de alta ordem e solugoes semi-analiticas dispo-

niveis, discutindo-se suas vantagens e desvantagens.

1.3 Organizacao da dissertacao

O presente texto esta dividido em seis capitulos e, uma bibliografia.

No presente capitulo, fazemos uma breve introducao, onde é apresentada a motivacao
para a realizacao deste trabalho e onde sao discutidas em forma breve algumas vantagens
e desvantagens de diferentes formula¢oes numéricas utilizadas no estudo de escoamentos
de fluidos em meios porosos. Finalmente o objetivo geral e os objetivos especificos da

dissertagao sao apresentados.
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No capitulo dois, apresentamos a formulagao matematica para o problema fisico de
interesse, onde as principais propriedades da rocha reservatorio e do fluido sao descritas
e as equagoes que modelam o fluxo bifasico da dgua e 6leo em meios porosos sao obtidas.

A formulagao classica do método dos volumes finitos (FVM) é introduzida no capitulo
trés, onde também ¢é discutida a discretizagao conservativa dos termos elipticos, utilizando
o CVFDM (Control Volume Finite Difference Method).

O Método Espectral dos Volumes Finitos é descrito detalhadamente no capitulo qua-
tro, junto com o tratamento das condigoes de contorno e iniciais, além da utilizacao de
fungoes limitadoras de nos gradientes.

Com o objetivo de avaliar a acuracia da formulagao proposta neste trabalho, no capi-
tulo cinco aplicou-se o SFVM em alguns problemas de referéncia encontrados na literatura.

As principais conclusoes e contribuigoes deste trabalho estdao contidas no capitulo seis,
onde também serao indicadas sugestoes para trabalhos futuros.

Por fim, apresenta-se uma bibliografia que contém as referéncias aos trabalhos que

foram utilizados no desenvolvimento desta dissertacao.
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Capitulo 2

Equacoes governantes

2.1 Consideracoes iniciais

este capitulo se apresentam as equagoes fundamentais que descrevem o problema re-

lacionado ao escoamento bifasico incompressivel de dois fluidos imisciveis no interior
de rochas reservatorio. As equagoes abordadas neste trabalho podem ser classificadas do
ponto de vista matematico como parabdlicas, elipticas, ou hiperbélicas (Anderson et al.,
1984; [Fortunal, 2000).

De forma geral as equagoes eliptica e parabdlicas podem ser associadas a problemas
de difusao ou dispersao de uma propriedade fisica caracteristica por exemplo conduc¢ao
de calor em solidos, determinacao de campo de pressoes em escoamentos mono ou mul-
tifasicos, no regime transiente ou permanente. Por outro lado as equagoes hiperboélicas
podem ser relacionadas a problemas de adveccao ou conveccao por exemplo dinamica dos
gases, geofisica, 6tica, onde o termo convecgao é utilizado para o transporte advectivo de-
vido a diferenca de temperatura, em geral estas equacgoes estao associadas a problemas de
transporte de ondas com pouco ou nenhum amortecimento. Dependendo da relacao entre
a velocidade e os mecanismos fisicos de dissipacao da informagao transportada, as equa-
¢oes de adveccao-difusao ou advecgao-dispersao podem apresentar caracter paraboélico ou
hiperbolico (Hirsch, 2007; Lyra, [1994)).

2.2 Problemas modelo da dinAmica dos fluidos

2.2.1 Equacgao linear da adveccgao

Considerando a equacao linear da advecgao, a qual pode ser escrita na forma a seguir:

§+a§—
ot or

onde a grandeza transportada S(z,t) é uma fun¢do de duas variaveis independentes. O

0, (2.1)

problema de Cauchy ou problema de valor inicial para esta equagao no dominio —oco <
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xr < oo, t >0, fica definido com a introducao da condicao inicial:

S (a,1) = S(,0) = So (), (2.2)

cuja solucao é dada por:

S(x,t) =Sy (x — at), (2.3)

parat > 0. Como a evolugao do tempo, a perturbacao é propagada sem mudanca alguma
para o lado direito do dominio computacional quando a > 0, ou para o lado esquerdo se
a < 0, onde “a” representa a velocidade de propagacao da onda. Portanto, a solugao
S (x,t) é constante ao longo de cada reta z — at = xy, que sao conhecidas com o nome
de linhas caracteristicas da equacao. As linhas caracteristicas sao curvas no plano x — ¢
satisfazendo a equagdo diferencial ordinaria (dz (t) /dt) = a, x(0) = zy. Tomando a
derivada total de S (z,t) ao longo de uma destas curvas para encontrar a taxa de varia¢ao

de S ao longo das linhas caracteristicas, temos:

d 0 dt 9 dz (t)
S8 = 2S00+ 28,0,
S 0S8
pu— 07

mostrando que S é constante ao longo das linhas caracteristicas (LeVeque, 1992).

2.2.2 Equagao nao linear de Burgers

Considerando a equagao escalar:

@ + afadv (S)
ot ox

onde faqy (S) é uma fungdo nao linear de S, sendo que fuqy (S) é uma funcdo con-

vexa, ou seja dfZ, (S)/dS?* > 0, para todos os valores de S, ou faqy (S) é concava com

df2,. (S) /dS? < 0VS.

adv

=0, (2.5)

Um dos modelos mais estudados para equacoes nao lineares é a equacao de Burgers,
na qual faq (S) = %SQ, entao a Eq. pode ser escrita na forma a seguir:

%;j + S5 g—i =0, (2.6)
que representa um dos modelos mais simples que inclui efeitos nao lineares na dindmica
dos fluidos.

Agora, considerando a equacgao de Burgers Eq. com uma condi¢ao inicial suave,

isto ¢ sem gradientes acentuados, ¢ possivel construir uma solugao utilizando a teoria
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das linhas caracteristicas, em que a Eq. (2.6) é uma equagao de advecgao, porém com
velocidade de adveccao S igual a grandeza advectada ou transportada. Logo, podemos

escrever:

pra S(z(t),t), (2.7)

onde ao longo da cada linha caracteristica S é constante, uma vez que:

d 9 dt 0 d (¢)
S8t = =S @))%+ 55,0,
08 oS
= o TS5 (2.8)
= 0.

Além disso, uma vez que S é constante em cada linha caracteristica, a inclinagao
(dz (t) /dt) é dada pela Eq. onde as caracteristicas sao linhas retas determinadas
pela condicao inicial. Se a condicao inicial é suave e, para tempos curtos, quando as
linhas caracteristica nao se cruzam, o desenvolvimento anterior pode ser utilizado para

encontrar a solugao S (x,t), onde para cada (x,t) pode-se resolver a equagao,

xr =z + u(x0,0)t, (2.9)

para xg e, entao, temos que
S(z,t) = u(xp,0). (2.10)

Formacgao do choque Para determinado tempo ¢ a Eq. (2.9) é multi-avaliada. Isto
acontece quando as linhas caracteristicas se cruzam, ou também podemos dizer quando
a onda quebra, por analogia do choque de uma onda contra a praia. Para um tempo “¢”
dado por:

1

choque __
e = (2.11)
0z0

onde as linhas se cruzam pela primeira vez, a derivada fungao 0S5 (z,t) /Oz ¢é infinita,
entao tem-se a formagao do choque (Toro, 2009). Depois deste ponto, temos solugoes nao
classicas para a PDE e a solucao fraca que desejamos encontrar torna-se descontinua. O
problema é que a Eq. pode admitir varias solucoes fracas, entao outras condigoes

devem ser impostas para que a solucao fisicamente correta seja obtida (LeVeque, 1992).
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2.2.3 O problema de Riemann

O problema de Riemann surge na tentativa de dar solucao & equacao de conservacao,
como por exemplo a Eq. (2.5), utilizando uma condigao inicial especial. Dita condigao
inicial é uma fungao continua por partes, com uma tunica descontinuidade, por exemplo

em x =0,

S, parazx <0,
S(z,0) = (2.12)
Sr  parax > 0.

As Egs. (2.5) e (2.12), representam o transporte de informagao de, por exemplo, uma
certa quantidade de matéria, de forma descontinua através de um dominio caracteristico.
A forma da solugao para S(z,t) depende da relagdo entre Sp, e Sgr e, de se a fungao faqy

¢ convexa ou concava, ou convexa e concava (LeVeque, 1992; |Wesseling, [2009).

Problema de Riemann tipo I

Inicialmente é considerada uma fungao convexa. Desta forma existem dois possiveis casos

a considerar:
Caso I. Neste caso é considerado S, > Sg, logo temos uma tunica solugao fraca,

S ara r < Uchoquel,
S(,)=4 7" P hod (2.13)
SR para T > Uchoquel-

onde

_ faav (SL) — faav (Sr)

Uchoque —
4 St — Sk

¢ a velocidade de choque, i.e. a velocidade com que a descontinuidade se desloca. A

(2.14)

Eq. representa a relagao entre a vehoque € 0s estados L e R, e é chamada de condigao
de Rankine-Hugoniot. Eq. representa a propriedade de conservacao local na pre-
senca de descontinuidade. Note que com a evolugao no tempo as linhas caracteristicas de
cada regiao onde S é constante se interceptam configurando a formacgao de um choque,
ver Fig.[2.1] Finalmente pode-se dizer que a solugao descontinua com a evolugao, é uma

onda de choque, que é de carater compressiva, e satisfaz a condigao a seguir:

fadV(S)_fadV(SL) >0 > fadV(S)_fadv(SR)
S — SL = Uchoque — g — SR )

a qual é denominada de condi¢do de entropia (Torol 2009), cujos termos repressentam

(2.15)

a inclinacdo das linhas caracteristicas. Segundo |Oleinik (1957), a condigao de entropia,
Eq. (2.15) garante que a solugao satisfaz a 22 Lei da Termodindmica, e que a entropia

cresce através da descontinuidade (Lyray, 1994).
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S t
1 SL t X=Vchoque*t
_____ I v
|
|
|
s
I
|
|
SR
: > >
0 X 0 X

(a) (b)

Figura 2.1: (a) Solugao inicial descontinua compressiva. (b) Solugao no plano z-t.

Caso II Neste caso é considerado que Sy, < Sg, que permite um conjunto infinito de
solugoes fracas disponiveis tem-se, por exemplo, a solucao descontinua que se propaga
com velocidade vehoque Semelhante a descrita no caso I. Esta condicao inicial é de carater
expansiva. Observe que agora algumas linhas caracteristicas nao se originam na condi¢ao
inicial, mas sim na linha que representa o “choque”, como indicado na Fig.[2.2] portanto,

esta solugao é fisicamente incorreta.

S t

A A
SL X=Vchoque*t
/7

4

xXv

Figura 2.2: (a) Condigao inicial descontinua de carater expansiva. (b) Solu¢ao do choque
de rarefacao no plano z-t.

Neste caso as linhas caracteristicas nao podem ser acompanhadas até a condigao inicial,
logo viola a condigao de entropia Eq. , a “fisica” do problema. Logo aparece o
denominado choque de expansao ou rarefacao nao fisico, pois a condi¢cao de entropia
garante que o “choque” é determinado pelas condigoes iniciais e nao por eventos futuros
(Lyraj, 1994). Entre outras vérias razoes para rejeitar esta solugao, como uma solugao fisica
admisivel, esta a instabilidade, que destaca-se como um argumento importante. Entenda-

se o conceito de instabilidade como, o efeito de pequenas perturbacoes na solugao inicial,
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geram grandes mudangas na solugao numérica (Toro, |2009).
Outra solugao fraca possivel é a onda de rarefacao centrada, como se apresenta a

seguir:

SL T < SLt,
S(xt)=qz/t Sy <z< Sk, (2.16)
Sr x> Sgrt.

A solugao Eq. (2.16]) é estavel. As linhas caracteristicas podem ser acompanhadas até
a condicao inicial e esta é uma solucao fisicamente correta e corresponde & solucao da Eq.
de Burgers viscosa no limite em que os termos de difusao sao eliminados, i.e., tendem

para zero (LeVeque, 2002; [Lyra;, [1994), ou seja

s T2 2

08 oS 028
ot Ox 05?2 ’

como indicado na Fig.[2.3|

S t
A A
_ /—__- SR
/
/
/
/
/
—_ //
/
/
SL /
_ /
| > '. >
0 X 0 X

(@) (b)

Figura 2.3: Onda de rarefacao: (a) Condigao inicial descontinua de carater expansiva. (b)
Solucao (rarefagao) satisfazendo a condigao de entropia.

Finalmente a analise do caso para uma fungao convexa ¢é concluido. O tratamento
para a func¢do concava é similar e nao sera discutido (ver LeVeque, 2002). Observe que
em nos casos das fungoes convexa e concava, a descontinuidade na solugao do problema
de Riemann resulta ou em uma onda de choque, ou uma onda de rarefacao, porém nao
por ambos. No entanto, isso nao precisa ser assim para uma fungao arbitraria (Wesseling,
2009). O caso em que a fungdo é nem convexa nem concava serd ilustrado pelo exemplo

da versao unidimensional escalar da equacao Buckley-Leverett.
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Problema de Riemann tipo II

A seguir sera analisado o caso para o qual a funcao f,q, tem forma de "S", como indicado
na Fig.[2.4h. A solugdo resultante pode ter ondas de choque, de rarefagao ou ambas. Este
caso é tratado extensivamente em (LeVeque, |1992; Helmig, 1997). Agora considerando o
problema de Riemann com estados Sy, e Sg. O valor onde a derivada da funcao faq, €
méaxima ¢ chamado de ponto de inflexdo Si, como indicado na Fig2.5] para S,, = 0.5. A

solucdo ¢é obtida considerando os casos a seguir (Bastian, [1999):

Funcdo fadv Derivada da Fungo fadv, fadv'=dfadv/dS
fadv fadv
1.0t 10F
o8l o8l
osf 06f
oaf 04l
02f 02}
Sw Sw

I I I I I I I I I
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a) (b)

Figura 2.4: (a) Fungao faqy. (b) Derivada da fungao f.qy, para o modelo de Brooks-Corey
com fio/ fy = 1.

Caso I Neste caso é considerado que Sg < S, < S1. Nessa faixa temos que
O faav (S1) /OS > O faay (Sr) /OS como no caso I do problema de Riemann tipo I, Eq (2.13)).
Com velocidade de choque dada pela Eq. (2.14)).

Caso IT Neste caso é considerado que S; < Sg < Si,. Agora temos que 9 faqy (S1,) /0S <

O faav (Sr) /OS, e obtemos uma onda de rarefa¢do como solugao:

SL l’/t < 8fadV(SL)/E)S,
S (l‘, t) = [afadv<SL)/aS]_1 (J?/t) afadv(SL)/aS S ‘T/t S 8fadv(SR)/a‘S: (217)
SR l‘/t > 6fadV(SR)/OS.

Para os restantes dois casos, definiremos o ponto de saturagao tangencial St, tal que:

fadv (ST> - fadv (SR)
St — Skr

A construgao do ponto tangencial é apresentada graficamente na Fig.[2.5]

O faas (St) /0S = . (2.18)

Caso IIT Neste caso é considerado que Sk < St < S, < St. Este caso é uma extensao

do caso I (onda de choque), isso devido a que ainda consideramos que 0 faqy (Sp) /OS >
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Fungio fadv
1.0 —
Estado a Direita [caso V) _—
0.8 /
P -
0.6 o
I &0
fadv 1 R |
~al -
0.4 -~
-~
I e
oo [ Estadod
| Direita -~
e
el R T R A I Sw
SR 02 04 5§ 06 ST 0.8SL 1.0

Figura 2.5: Construcao do ponto tangencial.

O faav (Sr) /0S. Contudo, é mais complexo para mostrar que as caracteristicas todas se

interceptam para formar o choque.

Caso IV  Neste caso é considerado que Sg < St < St < S... O estado a esquerda esta
acima do ponto tangencial. Assim, obtemos uma onda de rarefacao do estado a esquerda

para o ponto tangencial, e um choque do ponto tangencial para o estado a direita, i.e.:

St z/t < 0 faav(SL)/0S,
S (2,) = [0faav(SL) /OS] (/1) Ofaav(SL)/0S < x/t < 8faae(ST)/DS,  (2.19)
SR ;U/t > 8fadv(ST)/8S.

Observe que a velocidade de choque é dada pela Eq. e cumpre com a condi¢ao
de Rankine-Hugoniot. De fato a Eq. é construida de forma que a derivada da funcao
Ofaav(SL)/0S, seja inversivel para a onda de rarefacdo. A velocidade de choque satisfaz
a condi¢do de Rankine-Hugoniot e as linhas caracteristicas para z/t > 0 faay(St)/0S
entram no choque.

A solugao do problema de Riemann é uma ferramenta fundamental no desenvolvimento
de formulagoes numéricas, tais como o métodos dos volumes finitos que seré apresentado

no capitulo 3.
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2.3 Escoamento bifasico e imiscivel em meios porosos

2.3.1 Conceitos fundamentais

Nesta secao, apresentamos as equacoes que modelam o escoamento bifasico e incompres-
sivel de dgua e 6leo em meios porosos rigidos. A lei de Darcy é substituida diretamente
na equacao de conservacao de massa para cada fase produzindo um conjunto de EDPs
parabdlicas que sao, em geral, resolvidas simultaneamente. Este tipo de formulagao é
amplamente utilizada na industria do petroleo (Ertekin et al., 2001). Neste tipo de for-
mulacao, diferentes alternativas podem ser utilizadas na escolha das varidveis primitivas
do problema. Em funcao da escolha destas variaveis, podemos classificar estas formulacoes
como (Helmig, 1997; (Carvalho, 2005):

1. Pressoes das Fases: Nesta formulacao as variaveis fundamentais sao as pressoes das

fases.

2. Pressao-Saturacgao: As varidveis fundamentais sao a pressao de uma fase, e as satu-

ragoes das outras fases (no caso de termos mais de duas fases).

3. Saturacao das Fases: As saturacgoes das fases sao tomadas como variaveis funda-

mentais.

No presente trabalho adotaremos a formulacao niimero 3, com o objetivo de obter as
referidas equacgoes que regem o comportamento do escoamento bifasico e incompressivel
em meios porosos. Para obter a referida formulacao, as principais hipoteses simplificadoras

adotadas sao (Peaceman, (1977):
e O meio poroso esta totalmente saturado pelas fases liquidas.
e O fluido e a rocha sao incompressiveis.
e O escoamento ¢ imiscivel.

e Os fluidos obedecem a lei de Darcy generalizada, isto é¢: Os fluidos sao newtonianos;
nao ha reacao quimica entre os fluidos e o meio poroso; o escoamento é laminar e
isotérmico; a permeabilidade absoluta é independente da pressao e da temperatura
(Helmig), |1997).

Tendo em vista as consideracoes acima, a equacao de conservagao da massa para o
modelo do fluxo bifasico, para a fase o, pode ser expressa, utilizando as equagoes de
continuidade, dadas por (Helmig, 1997; |Bear, [1988)

Fase 1: fase molhante 0 = w (p. ex., 4gua), tem-se:

0 (pwsw)

. Uy ) — =0. 2.2
ot +V (pwvw) Puwdw =0 ( 0)

¢
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Fase 2: fase ndo-molhante 0 = o (p. ex., 6leo),tem-se:

9 (poSo)
¢ ot

Somando as equagoes (2.20) e (2.21)), além de introduzir a velocidade total do sistema

bifésico incompressivel, com v; = ¥, + ¥,, temos:

+ V- (poty) — pogo = 0. (2.21)

V. by = ¢+ qw = @- (2.22)

Nas equacoes e , v, € a velocidade da fase o, ou taxa de fluxo por unidade
de area da secgao transversal do reservatorio, p, é a massa especifica ou a densidade da
fase o, ¢ é a porosidade, i.e., a fragdo da rocha que pode ser ocupada por fluidos, ¢,
denota termos fonte ou sumidouros (por ex. pogos) e S, é a saturacdo da fase o, que
representa a fragao do volume poroso ocupado por esta fase. Devido a consideragao de
que o meio poroso esta totalmente saturado, podemos escrever a equagao constitutiva ou

de restricao das saturacoes, como:

> 8,=1 ou Sj+8, =1 (2.23)

o=o0,w
Finalmente define-se a pressao capilar como a diferenca entre as pressoes das fases, ou

seja:

Pe = Po — Pw- (224)

A pressao capilar representa uma descontinuidade da pressao associada ao contato
entre dois fluidos imisciveis nos intersticios do meio poroso (Bear, 1988; Helmig, [1997)).
Ela é um parametro obtido experimentalmente que depende fortemente da saturacao da
agua, o seja, p. = pe (Sy). Um modelo empirico classico utilizado para relacionar pressao
capilar e saturagao da agua é o modelo de Brooks e Corey (Brooks and Corey, [1964).

Neste modelo, a pressao capilar é da forma a seguir

g\
M) . (2.25)

DPe (Sw) = Pd ( 1— Swr

O grafico para a Eq. (2.25) é indicado na Fig.. As permeabilidades relativas e

saturagoes normalizadas das fases se relacionam através das seguintes expressoes:

Sw - Sw’/‘ “

kirw (Sw) = (m) : (2.26)
1- Sw - S’wr g

kro (Sw) = (ﬁ) 7 (2.27)
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Funcao Pressao Capilar

0 [ L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L | Sw
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.6: Curva para a funcao pressao capilar, correspondente aos parametros pg = 1,
w =3, Sy = 0.

Onde S, e S, sao as saturacao residual da agua e a saturacao residual de 6leo
respectivamente, ver graficos das Eqs. (2.26) e (2.27) na Fig.[2.7 Maiores detalhes sobre

os modelos e, particularmente sobre os coeficientes empiricos py, w, «, e 3, podem ser

encontrados em Helmig| (1997)).

Funcges permesbilidade relativa
kr

Sw

Figura 2.7: Curvas para as funcoes de permeabilidade relativa, correspondente aos para-
metros a« = = 2, Sy = Sor = 0.

Para determinar a equagao de saturacao, inicialmente tomamos o gradiente da pressao

capilar, Eq. (2.24), de modo que (Helmig, [1997)):

Vpc = Vpo - va- (228)
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Utilizando as equacoes (2.20)) e (2.21)), e levando em conta que no presente trabalho s
sera considerado o deslocamento de fluidos em meios porosos isotropicos, as velocidades

das fases agua e 6leo podem ser escritas, respectivamente, como:

U = = A K (Vpuw — pug) , (2.29)

Up = —AK (va + Vpe — pog) ) (230)

onde K é a permeabilidade absoluta do meio, representando uma propriedade apenas da
rocha, p, é a pressao da fase o, g ¢ o modulo da aceleragao gravitacional, e A\, = IZ“—; éa

mobilidade da fase o, onde k,, e p, sao a permeabilidade relativa e a viscosidade da fase

o, respectivamente.

Multiplicando a Eq. (2.29) por A, e a Eq. (2.30) por A, obtemos (Carvalho, 2005):

AoV = =KXy Ao (VDw — puwg) (2.31)

AUy = =K XAy (VDo — pog) - (2.32)

Subtraindo a Eq. (2.31)) da Eq. (2.32)) chegamos a:

/\wﬁo - Aoﬁw = _K/\o)‘w (VPO — Pod — pr + ng) . (233)

Multiplicando a Eq. (2.33) por (-1), e usando a Eq. (2.28) temos:

— AU + AUy = KX AWV pe — KXo (Po — puw) G- (2.34)

Rearranjando os termos e usando ainda o fato que v, = v} — Uy, € que Ay = A\, + A, pode

Se escrever:

Atﬁw - /\wgt + KAOAUJ [vPc + (pw - IOO) g] ) (235)

onde 7; representa a velocidade total e A\; a mobilidade total.

Definindo o fluxo fracional de uma fase o como:

.= —, 2.36
fr= 52 (236)
e, para simplificar a notacao, definindo
()\o/\w) dpc
hy = —e—22 , 2.37
TN dS. (2:37)

onde 0 < e < 1 éum parametro livre (Cueto-Felgueroso, 2009), escolhido pelo usuério para

controlar a intensidade da forga capilar, o que tem implicacoes na estabilidade numérica.



2. Equacgoes governantes 32

Desta forma, obtemos a equacao da velocidade para a fase agua dada por:

gw = fwﬁt - Khwvsw + K)\tfw (pw - po) g. (238)

Assim, consegue-se escrever a velocidade da fase agua, v, em funcao da velocidade

total ;. Substituindo a Eq. (2.38) na Eq. (2.20) e rearranjando os termos, temos:

. (qbg;usw) = =V [pu (fulh = KhWV Sy + KXofu (pw = po) )] + du- (2.39)

Utilizando as hipéteses de que o meio poroso é rigido e que os fluidos sao incompressiveis

podemos escrever:

05y, .
0pu st = =V - [(futh = K VS + Kdofu (0 = o) 9)] + du: (2.40)

Finalmente, dividindo por p,, e assumindo que Q., = ¢,/ pw chega-se a:

oS
—2 ==V fulli + KXo (P — po) 9] = KhyV Sy p + Qu - (2.41)
ot N —~ D e — N
tervmo 1 termo 2 termo 3 termo 4

A Eq. (2.41)) é conhecida como a equagao de saturacao da fase dgua num meio poroso
rigido. Esta equagao é similar a uma equacao de advecgao-difucao-reagao nao linear. Por
outro lado, na Eq. (2.41]), o termo 1 representa o termo de acumulagdo, o termo 2, é o

termo advectivo

fadv = fw [1775 + K>\o (pw - po) g] 3 (242)

e o termo 3 esta associado aos efeitos de capilaridade de caracter difusivo,

fdiﬂ - Khwv‘sun (243)

o termo 4 representa as fontes ou sumidouros. Um pré-requisito para a solucao da
Eq. (2.41)) é ter calculado a priori a velocidade total v, (Helmig, [1997)).

2.3.2 Condigoes iniciais e de contorno

Para que o problema representado pela equacao de saturacao seja completamente deter-
minado é necessério utilizar as condi¢oes iniciais e de contorno adequadas. A seguir se
apresenta um conjunto de condigoes iniciais e de contorno associadas a um reservatorio
com contorno de inje¢ao I'_ e contorno de produgao I'; , como indicado na Fig.|2.8|

No presente contexto, uma condi¢ao de contorno fisicamente admissivel do tipo Diri-

chlet para a equacao de saturacao serd imposta da forma a seguir:
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Figura 2.8: Diagrama esquematico das condigoes de contorno para a equacao de saturacao,
adaptada de (Chavent and Jaffré] 1986).

Sy (Z,t)=S, em T_x[t°T], (2.44)

onde S, ¢ um valor da saturagao prescrito para o contorno I'_ e [t° T representa o
intervalo de tempo considerado. As condigoes iniciais do problema podem ser escritas

COImo:

S, (7,0) = 5.

w

em € xt° (2.45)

para um dominio €2 no tempo inicial #°.

2.3.3 Equacao de Buckley-Leverett

A equagao diferencial nao linear (2.41)) é formalmente parabolica, se o gradiente de pressao

capilar tém valor significativo. Por outro lado se o gradiente de pressao capilar é muito

pequeno ;% « 0, o termo difusivo é desprezivel e a Eq. (2.41)) torna-se hiperbolica. Se sao

desconsiderados os efeitos da pressao capilar, os efeitos gravitacionais e os termos fonte

ou sumidouro, a Eq. (2.41]) transforma-se na chamada de equagao de Buckley-Leverett:

0Sw  _ dfy 0Su
“or TS, or

Nesta equagao é assumido que a velocidade 7; é constante (Helmig, [1997). A Eq. (2.46))

foi originalmente obtida por |Buckley and Leverett| (1942), num trabalho cléassico e que se

(2.46)

tornou referéncia para o estudo de escoamentos bifasicos em meios porosos. Esta equagao
representa o deslocamento imiscivel e unidimensional de 6leo por 4gua num meio poroso
rigido (Carvalho, 2005). Para ilustrar, apresentamos na Fig. a frente de saturacao nos
instantes t=1.1 para o problema do deslocamento imiscivel unidimensional de 6leo por
agua, com presenga de ondas de compressao (choque S,, = 0.5), ondas de rarefacao e suas

respectivas curvas da fungao fluxo fracional e velocidade caracteristica.
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Perfil de saturag6es para o tempo (t = 1.1 d)

0.9
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Figura 2.9: Solucao semi analitica para o problema do Buckley-Leverett (a) e fungao fluxo
e velocidade caracteristica (b)
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Capitulo 3
O método dos volumes finitos classico

ma grande classe de problemas fisicos pode ser descrita por sistemas de equagoes

diferenciais parciais. Solugoes analiticas para estes sistemas estao disponiveis para
apenas um numero reduzido de casos simplificados, e em geral o dominio e as equacoes
governantes tém que ser discretizadas para se obter uma solugdo aproximada (van den
Abeele} 2009).

A seguir, apresenta-se uma visao geral de um dos métodos mais utilizado na discreti-
zagao espacial das equagoes governantes da dinamica dos fluidos, e que é conhecido como
o método dos volumes finitos (FVM) que foi introduzido por McDonald em 1971. Na
pratica sao considerados métodos dos volumes finitos todos os métodos de discretizacao
em que, inicialmente, as equagoes diferencias sao integradas diretamente no dominio fi-
sico e, posteriormente, o teorema da divergéncia de Green-Gauss é utilizado, de modo a
transformarem-se as integrais de dominio em integrais de superficie. S6 entao, aplica-se
algum procedimento de discretizagao que permita a obtencao da solu¢ao numérica do
problema (Carvalho, 2005). Uma caracteristica importante de todos os métodos que se
enquadram nesta categoria ¢ o fato que, quando bem aplicados, garantem conservagao lo-
cal no nivel da célula e global de quantidades como massa, momento e energia. O FVM é
o mais utilizado para a discretizagao espacial na simulagao de problemas na dindmica dos
fluidos computacional e atingiu um nivel consideravel de maturidade. E suficientemente
flexivel para resolver problemas fisicos com acuracia em geometrias complexas utilizando
malhas nao estruturadas, em geral, de primeira ou “segunda” ordem. Isto, inclusive, é
adequado para o nivel de erro requerido para a maioria dos problemas de engenharia.
Além disso, este método possui robustez suficiente para lidar com solugoes de uma ampla
classe de problemas. Por estas razoes, a maioria dos pacotes de softwares comerciais para

a simulagao de escoamentos existentes hoje sdo baseados no FVM (van den Abeele, 2009).
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3.1 Esquema de primeira ordem de acuracia

3.1.1 Formulacao geral

Considerando a forma geral da lei de conservagao da grandeza S,,, Eq. (2.41]), com apenas

fluxos advectivos f.q, € termo fonte @),,, temos:

¢_ + V. (fadv) = Qwa (31)

onde f;dv = fuU;. Integrando a Eq. 1} em cada célula também conhecida como volume

de controle, onde sao realizados os balangos discretos no caso do FVM, obtemos:

t/-_49+/v (fran)dO2 = /@AQ (3.2)

com volume €2, contornos d§2, e aplicando o teorema da divergéncia de Green-Gauss temos:

/ faav(Sy) - TdD + / Q.,dS2, (3.3)

onde o vetor 1 é o vetor area normal que aponta para fora da superficie de controle, e a

variavel conservativa média no volume de controle S,, é dada por:

:/&m. (3.4)

Estas representam as incognitas do problema discretizado pelo método dos volumes finitos.

Para avaliar o primeiro termo do lado direito da Eq. , as variaveis conservativas
nas faces dos volumes de controle sao necessarias para calcular os fluxos advectivos. Estes
nao estao imediatamente disponiveis e, assim, devem ser reconstruidos a partir dos valores
médios das células. No método “upwind” classico de primeira ordem de acurécia de
Godunov] (1959), a solu¢do em uma face é aproximada pela solugdo média da célula,
o que corresponde a uma extrapolagdo com um polinémio de grau zero (ver Fig.. A
fim de assegurar a conservacao em nivel discreto, as contribui¢coes de uma face para as
suas duas células vizinhas devem ser iguais em magnitude e opostas em sinal.

Assim um tnico fluxo F - ii devera ser calculado a partir de duas solugoes disponiveis
(LeVequel [2002; Hirsch, 2007; van den Abeele, 2009). No método original de Godunov,
este objetivo ¢ alcancado ao calcular a solucao exata para o problema de Riemann re-
sultante (Toro| 2009). Alternativamente e visando uma maior eficiéncia computacional,
sao utilizados resolvedores de Riemann aproximados para este propoésito que, em muitos

casos, podem ser escritos na forma
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Sw(i+1)
Swii+1)L= .

. = Swii)R
S -
Swi(i-1) Wil

il F
[—— ==
Xi-1 Xi Xi+1
Xi-3/2 Xi-1/2 Xi+1/2 Xi+3/2

Figura 3.1: Esquema de primeira ordem de acuracia.

f_.z;dv (SwL) + f;dv (SwR> - |A| SwR - SwL

F (SuL, Syr) - 1 = > R (3.5)
N - N e’
termo 1 termo 2

onde S, 1, € Syr sS40, respectivamente, as variaveis conservadas reconstruidas a partir das
células da esquerda e da direita de uma face, o vetor normal 1 é orientado da esquerda
para a direita. No método “upwind” de primeira ordem de acuracia temos:

SwL = SwL e S’wR = SwR‘ (36)

O termo 1 no lado direito da Eq. é apenas a média dos fluxos advectivos analiticos
do lado esquerdo e do lado direito da face e corresponde a diferengas finitas centradas de
segunda ordem. O termo 2 assegura que os dados que sao utilizados para o calculo do fluxo
vem do lado a partir do qual as grandezas fisicas estao se propagando. Isto é conhecido
com o nome de “upwinding” que introduz uma quantidade de amortecimento ou difusao
para estabilizar os calculos. A matriz |A| deve ser definida de tal forma que o “upwinding”
seja assegurado. O fluxo de Riemann mais simples é o de Rusanov| (1962). A defini¢ao de

|A| para o fluxo de Rusanov ¢ simplesmente:

[A] = omaxl, (3.7)

onde amay € 0 raio espectral da matriz jacobiana dos fluxos no sentido de ' na face, que

¢ dada por:
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0 (ﬁmdv—L(R) : ﬁ)

TSy (3.8)

Para a equagao linear de advecgdo, discutida na subsec.[2.2.1] isso simplesmente re-

sulta em apma = |a|, e para a equacdo de Burger em 1D, aumax = 0.5 (|uly, + |ulg), ver
subsec.[2.2.2

Na subsegao a seguir apresentamos outros exemplos de resolvedores de Riemann apro-
ximados, os quais sao geralmente utilizados na comunidade de CFD (computational fluid

dynamics) na solu¢ao de um problema de Riemann escalar (Cockburn and Shu, 1989).

3.1.2 Resolvedores de Riemann aproximados

Godunov :
I <
FG<SwL7 SwR) - mlnSwLSSwSSwR fadV(Sw> > SU)L o S’wa (39)
MaXs, ; >5,>5,x fadv(Sw) S Swr > Sur.
Lax-Friedrichs (global):
LFG 1
F (SwL7 SwR) = 5[fadv<SwL) + fadv(SwR) — Oé(SwR — SU,L)], (310)
a = max Oaav(Sw)
0Sy, ’

onde o maximo é calculado sobre a regiao inteira de S, isto é [infug(z), sup up(z)], onde

up(z) € a solugao inicial.

Lax-Friedrichs (local):

1
FLFL(‘SU/L? SUIR) = §[fadv(SwL) + fadv(SwR> - B(SwR - SwL)], (311)
afadv(Sw)
ﬂ - min(SwL,SwR,)g”S}S(maX(SwhSwR) 0SSy ’
f ~ . t . aZfadV > 0 t _ 8fadv(SwL) fadv(SwR)
para fungdes convexas, isto & —'— > 0, temos que £ = max 55| | e :

w

Roe com corregao de entropia:

fadV(SwL) S€ ;;dv(Sw) Z O, Sw S [min(SwLa SwR)amaX(SwLa SwR)]7

FR(Sur, Sur) = 9 faav(Sur)  s€ frge(Sw) < 0: Sy € [min(Sur, Sur), max(Sur, Sur),

FLFL caso contrario.

(3.12)
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Geralmente é utilizado o resolvedor de Riemman aproximado tipo F'¢ se a funcao fadv
é simples. Contudo, para func¢oes convexas, é sugerido utilizar resolvedores de Riemann

tais como FML ou FRY por sua simplicidade e bons resultados numeéricos (ver sec. 4 de

(Cockburn and Shu, [1989)).

3.2 Esquemas TVD e TVB

Um conceito relevante surge da propriedade matemética de que a variagao total (TV):

0Sw

de qualquer solucao fisica admissivel de uma lei de conservagao hiperbodlica escalar, que

dx, (3.13)

nao deve crescer no tempo (LeVeque, 2002). A medida da TV para uma dada funcao S,
que é a solu¢do numeérica do problema descrito pela Eq. (3.1) com as condigoes iniciais e
de contorno apropriadas, além de desconsiderar o termo de fonte, é definida na sua forma

discreta como:

TV (S,) = Z |Su(is1) — Suw(i] - (3.14)

Levando em consideracao a premissa anterior, a seguir, é apresentado uma classe de

método conservativo de muito sucesso para resolver a Eq. (3.1)), definido pela expressao:

At
n+1 n
Suty = Suw — 7y Fire = Fiyp) (3.15)

que é TVD, ou seja, total variation diminshing se
TV (Spth) < TV (Sp) < TV (SY) . (3.16)

donde S, refere-se a solu¢ao numérica no nivel de tempo t". Um esquema é chamado de

TVB, i.e. total variation bounded, quando:

TV (Sp) < M(Ax)?, (3.17)

onde M é um parametro fixo escolhido pelo usuario (Shu, [1987, 1988]).
Métodos numéricos que satisfazem as condigoes Eq. (3.16)) e Eq. (3.17)) preservam a mo-
notonicidade, apresentando um comportamento livre de oscilagoes. Harten et al.| (1983),

provou que:

1. Todo esquema numérico monoétono é TVD. Para nosso caso S, é denominada mo-

noétona se, para todo i, min (Sw(i,l), Sw(iﬂ)) < Su) < max (Sw(i,l), Sw(i+1)) .

2. Todo esquema TVD preserva a monotonicidade.
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O objetivo principal por tras da construgao de um método de alta resolugao e que seja
TVD é obter uma aproximacao de ordem maior em regides suaves, impedindo o surgimento
de oscilagoes nas proximidades de gradientes acentuados e apresentando nestas regioes
propriedades semelhantes aquelas de métodos mondtonos de ordem mais baixa.
Infelizmente, em quaisquer esquemas TVD, a solucao é, em geral, de segunda ordem
em regioes suaves da solucao e de primeira ordem contiguo a “descontinuidades”. Por outro
lado os esquemas TVB permitem relaxar a exigéncia de monotonicidade, para manter o
ordem de acuréacia espacial globalmente (Shu, |1987). Para construir métodos de ordem
mais alta é preciso utilizar as denominadas fun¢oes limitadoras de declividade ou slope
limiters para as variaveis dependentes S,, ou a partir da limitacao do fluxo f;dV(Sw) de
maneira adaptativa. Boris and Book| (1973) foram os primeiros a trabalhar com fungoes
limitadoras nao lineares incluindo na formulacao a diferenca entre os fluxos de primeira
ordem e os fluxos de segunda ordem para evitar o surgimento de oscilagoes proprias dos
esquemas de segunda ordem. Estes métodos sao denominados FCT, i.e. flux correct

transport.

3.3 Esquema de alta ordem de acuracia

Na decada de 70, van Leer| (1974) introduz a ideia de modificar o método de Godunov
de primeira ordem, a partir da utilizacao de uma aproximacao de maior ordem para
Eq. nos volumes de controle, de maneira a obtermos uma melhor aproximagcao para
os fluxos f;dV(Sw), nas interfaces, como um primeiro passo para alcancar uma alta ordem
de acuracia. Esta é a base para o esquema MUSCL (Monotone Upstream Centered
Scheme for Conservation Laws). Seguindo os mesmos principios que foram utilizados
por van Leer, para a extensdo do método de Godunov, |Colella and Woodward| (1984))
introduziram uma reconstrucao quadratica que permite representacoes de ordem mais
elevada do que MUSCL. Eles nomearam o esquema método parabélico por partes (PPM).
Outra abordagem, seguindo ideias semelhantes e que permite ainda uma reconstrucao de
ordem superior ¢ o método ENO (essentialy non-oscillatory) (Harten and Osher, |1997)).
A acuricia de segunda ordem pode ser conseguida com relativa facilidade, através da
substituicao do estado constante {Sg(i)} para cada VC no método de primeira ordem,
por um polinémio linear por partes para cada célula S, (x), usando apenas os dados a
partir das células vizinhas proximas como indicado na Fig.[3.2]

De igual forma que no esquema de primeira ordem de acuracia é considerado que gﬁ;(i)
representa a integral média na célula I; = [xi_l/g, xi+1/2}, como indicado a seguir:

Titl/2

Qn ]' n
S =7 / Su (&, £7) dx. (3.18)

Ti_1/2

Isto resulta geralmente numa reconstrugao conservativa e linear por partes. Um polinémio
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Swi(i)

Sw(i

Sw

+1)L

Sw(i+1)

Sw(i)L

Xi-1 Xi Xi+1

Xi-3/2 Xi-1/2 Xi+1/2 Xi+3/2

Figura 3.2: Esquema de segunda ordem de acuracia.

linear da forma:

¢ calculado, onde z; é a posigao do centro da célula e ! é a inclinagao de S (z,t,) no
volume de controle i, onde a fungao linear S (z,t,) é definida localmente no volume de
controle. De modo que se §' = 0, o esquema se reduz ao esquema de primeira ordem tipo
Godunov, enquanto que para & # 0, é possivel obter um esquema de ordem mais alta.
O centro do volume de controle z; em coordenadas locais é © = %Ax, onde Azx =
Tiv1)y — Ti_1j, portanto, S (xz;,t,) = S'Z;(i). Os valores de S (z,t,) nos pontos extremos

desempenham um papel fundamental e sao dados por:

n n qn ]' n n n Qn ]' n
Sw@n (T tn) = Sy (Tiys) = Sw(i)—§§' 0 Sur (T, t) = Sy (i) = Sw(i)+§£i , (3.20)

obtendo-se uma melhor estimativa em comparagao com a reconstrucao constante. Note
que a integral de S (x,t,), no VC I; é a mesma que Sg}(i), e assim, desta forma conse-
guimos que o processo de reconstrugao se mantém conservativo (Toro, [2009). Os valores
n n g = 3
para Sw(i)L e Sw(i)R para cada volume de controle sao entao conhecidos, o que pode
ser usado para avaliar os fluxos numéricos para cada face, como por exemplo o fluxo
Fiyi, (Sg(i)R,SZ(iH)L) para a face ;41 do volume de controle 7, como indicado na
Fig.3:2l Com a disponibilidade dos fluxos em cada uma da interfaces numéricas para
os volumes de controle, é possivel calcular o residuo de alta ordem procurado, como se

apresenta a seguir:



3. O método dos volumes finitos classico 42

RZ’ = —Aix (Fi+1/2 - Ffifl/Q) . (321)
Agora nosso objetivo é lidar com as oscilacoes espurias caracteristicas dos métodos de
ordem maior que um, as quais surgem na vizinhanga de altos gradientes ou nas desconti-
nuidades. Isto é estabelecido pelo teorema de Godunov, onde é mencionado, que esquemas
numéricos lineares para resolver EDPs sem gerar novos extremos sao, no maximo, de pri-
meira ordem (Godunov, 1959)). Para este fim, na segéo ¢ apresentada uma forma para
construir versoes nao lineares para os esquemas de alta ordem de acuracia, onde para
alcancar o referido objetivo a inclinacao &' na Eq. no estagio de reconstrucao é
substituida pela inclinacao limitada E?, atendendo as restrigoes dadas pela Eq. .

3.4 Esquema limitador de declividade

A ideia basica por tras do conceito de limitadores é controlar o processo de geracao de
oscilagoes, over and undershoots, impedindo que os gradientes excedam certos limites ou
mudem de sinal entre volumes de controle vizinhos (LeVeque, 2002). Desta forma, os
esquemas nao-monédtonos podem ser “controlados” em cada intervalo de tempo e, dentro
de cada célula, mantendo os gradientes dentro dos limites adequados. Diversas funcoes
limitadoras de inclinagdo podem ser utilizadas (Hirsch) [2007), sendo que no presente
trabalho é utilizada a fungao limitadora “min mod”, que é sugerido por Wang| (2002), para a
implementagao de fungoes limitadoras tipo SVIVDM, SVITVBM, CVTVDM, CVTVBM.
Este é um limitador de propésito geral que, embora seja mais difusivo e menos preciso
do que outros limitadores, converge melhor. O limitador de inclinagao tipo minmod, com

dois parametros, é apresentado a seguir:

54 = A—mln mOd(Sw(i+1) - Sw(i); Sw(z) —_ ’LU(i*l))J (322)

¢ T

onde a fun¢ao minmod é definida como:

a sela| < |bleab>0,
min mod(a,b) = (b selb| < |a|eab>0, (3.23)
0 seab<0;
1

= 3 [sign(a) + sign(b)] min(|al, |b]).

Este procedimento pode ser melhor explicado pela visualizagao de uma reconstrucao
linear para um caso 1D simples. A Fig.[3.3h ilustra uma solugdo tipica utilizando-se
uma reconstrucao linear nao limitada nos volumes de controle. Usando-se uma fungao

limitadora as inclinacoes sao reduzidas para evitar a formagao de “extremos” ou oscilacoes
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/PN

i-2 | i-1 i i+1 | i+2 i-2 | i-1 i i+1 | i+2

(a) (b)

Figura 3.3: Reconstrugao linear tipica: (a) nao limitada e (b) limitada.

espurias. Isto ¢ feito durante a reconstrugao levando a solugao ilustrada na Fig.[3.3p.
Um dos métodos de alta ordem, conhecido com o nome de SEFVM ou spectral finite
volume method seré descrito nesta dissertagao e aplicado ao tratamento do modelo do

fluxo bifasico em reservatorios de petréleo nos capitulos subsequentes.

3.5 Discretizacao do termo difusivo

O modelo matematico unidimensional para o fluxo imiscivel de dgua e dleo Eq. (2.41)),

desconsiderando o termo fonte pode ser rescrita como:

5,
ot

Levando em conta a natureza distinta dos termos advectivo e difusivo, as discretizagoes se-

+ o (faa(S0) + fan(5.)) = 0 (3.2

guem caminhos separados. Isto significa que suas discretizagoes serao realizadas de forma
independente e com distintos esquemas numéricos. No presente trabalho, e considerando o
modelo mateméatico dado em Eq. , o termo advectivo é discretizado usando o SFVM
a ser descrito no capitulo 4. O termo de capilaridade ou termo difusivo serd aproximado
utilizando o método de diferengas finitas centrado para os volumes de controle (CVFD).
A integragdo no tempo é feita utilizando o método explicito de Runge-Kutta (RK) de
ordem 3.

Com as defini¢oes prévias, o esquema “semi-discreto” pode ser escrito como (Cueto-

Felguerosol, |2009):

s, 1 .. .
WjLA_xi[( adv T fhin)

w1y — (foe + Fig) Jeimrps] = 0. (3.25)

Rearranjando os termos da Eq. (3.25]), temos:
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@ + L [( n
dt AZBZ adv

x;+1/2 _fgdv xi71/2) + (fgiff x;+1/2 _fc?iﬂ a:rl/z)} =0. (3-26)

Para calcular os fluxos difusivos flig |2,41/, precisa-se aproximar a Eq. (2.43) nas interfaces

numéricas ;+1, de cada volume de controle , o que implica:
1. Interpolar a saturacao S, para as interfaces.
. . . ~ ! . .
2. Aproximar a derivada espacial da saturacao S,,, também nas interfaces.

Uma vez que temos as saturacoes interpoladas nas interfaces, e utilizando-se a derivada
“analitica” dp./dS, do modelo de Brooks e Corey na Eq. podemos avaliar os co-
eficientes de “difusao” h,(S,), dados pela Eq. . Multiplicando pela derivada da
saturacao nas interfaces, é obtido o fluxo nas interfaces dado pela Eq. . A fim
de aproximar a derivada das saturacoes nas interfaces, pode-se construir uma matriz de
diferenciacao. Assim dadas as saturacoes nos centros das células e nos contornos das
referidas células, pode-se obter as derivadas nos pontos centrais através de um produto
matriz-vetor. Nos pontos interiores do dominio, x; 1,7 = 1,..., N — 1, nés podemos
utilizar diferencas centradas de ordem 2, da forma a seguir:
: Sw(i+1) = Suw(i)

Suw(itiy) = Ao (3.27)

e para a esquerda (LB) e direita (RB) do contorno utilizamos férmulas de ordem 1,

/ Swl - SwLB / SwRB - SwN

Sw(1/2) - AZL‘Z/2 ) Sw(N+1/2) = —AZL’Z/2 )

onde Az; é o comprimento do volume de controle (VC).

(3.28)

Com os fluxos advectivos e difusivos calculados, pode-se avangar no tempo de acordo
com a Eq. (3.26)), utilizando um esquema explicito tipo RK. Este foi escolhido na procura
de uma discretizagao temporal acurada e de uma faixa de estabilidade maior, e sera

descrito na continuagao.

3.6 Discretizagao temporal

Na discretizacao temporal tem-se duas abordagens. Uma delas consiste em tratar a di-
mensao temporal como apenas uma outra dimensao “espacial”’. Isto é possivel, e foi
considerado no passado (Zienkiewicz and Taylor} 1988]). Mas este abordagem nao encon-
trou ampla aceitacao, pois é computacionalmente injustificada porque implica em custo
computacional desnecessério e proibitivo (Lohner, [2008). A segunda abordagem considera
de forma separada a discretizacao espacial e a temporal. Em geral, realiza-se primeiro a

discretizacao espacial do operador e o problema semi-discreto a ser resolvido é expresso
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por um sistema de equagoes diferenciais ordinarias nao lineares (EDO). Considerando a
segunda abordagem a Eq. pode ser escrita em forma compacta como:
dSy,
= R(S,), (3.29)
com S, representando as incognitas.
Abordagem para esquemas explicitos para a solucao da Eq. é feita tomando o
R do lado direito da Eq. em um momento conhecido e calculando a incognita S,
em algum momento no futuro, com base nele. O caso mais simples é o esquema de Euler

avancado, que é dado por:

S, = 8"+ AtR(S™). (3.30)

Este esquema ¢é apenas de primeira ordem. Uma generalizagao imediata que permite
obter esquemas de ordem superior é dada pelo método explicito de RK (Hirsch, 2007}

Lyra, 1994)), que pode ser expresso como:

So = So,
qu)m) = 5" +7]mAtR(m+1)(Sw); m=1...s,
St = S

7 L0 29 07

Qualquer método de RK é definido pelo ntmero de etapas ”s” e os coeficientes "7”.
Estes coeficientes sao escolhidos de acordo com as propriedades desejadas, tais como a
quantidade de difusao artificial e ordem temporal de acurdcia. As escolhas mais comuns

sao:
1. Esquema de uma-etapa (Euler avancado): n; = 1.0
2. Esquema de duas-etapas: m = 0.5, n9 =1;

3. Esquema de trés-etapas 7, = 0.6, 172 =0.6, 713 =1;

As principais propriedades dos esquemas explicitos sao:
e Permitir uma ordem arbitraria de acuricia temporal.
e Facilidade de implementagao.
e Simplicidade na aplicacao das condi¢oes de contorno.

e Existéncia de um At méaximo ditado por questoes de estabilidade, como indicado

na Fig.[3.4] Onde observa-se o aumento da regiao de estabilidade ao incrementar a
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Regides de estabilidade para o esquema de Runge-Kutta
no plano complexo
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Figura 3.4: Regioes de estabilidade para o esquema de Runge-Kutta.

ordem de acurécia, ou seja o numero de etapas do método (Trefethen, |2000; Hirsch,
2007)).

O intervalo de tempo permissivel At é limitado por restrigdes de estabilidade, tais
como o chamado nimero de CFL (Courant-Friedrichs-Levy) (Hirsch, [2007). Para um
sistema hiperbolico de equacoes diferenciais parciais lineares, o nimero de CFL é dado

pela relacao a seguir:

At/\max
YAV A

onde At é o intervalo de tempo, Az é um tamanho caracteristico da célula e Ay € O

CFL = (3.31)

méaximo autovalor da matriz jacobiana A = %, onde f,qy € fluxo advectivo de S,,.
w
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Capitulo 4

Método espectral dos volumes finitos

4.1 Consideracoes iniciais

lgoritmos numeéricos para leis de conservagao tém sido extensivamente pesquisados
A nas ultimas trés décadas. As formulagoes numeéricas para lidar com leis de conser-
vagao hiperbélicas mais utilizadas basam-se no método de |Godunov] (1959)) e, em geral,
utilizam procedimentos como resolvedores de Riemann aproximados ou métodos do tipo
Fluz/Vector-Splitting, para melhorar a eficiéncia Lioul (2000)); Osher| (1984)); Roe (1981));
van Leer| (1982); Wang| (1997). O capitulo anterior foi apresentado o método dos volumes
finitos classico (FVM). Este método tem muitas propriedades favoréaveis, tais como fle-
xibilidade para trabalhar com malhas quaisquer, disponibilidade de func¢oes limitadoras
de inclinagao/fluxo “robustas” para garantir as propriedades TVD, além de apresentar
a propriedade de conservacao local. Ditas caracteristicas fazem com que o método seja
amplamente utilizado para a discretizagao espacial de equagdes governantes associadas a
problemas fisicos e da engenharia (Choi et al.| 2004). Por outro lado o FVM apresenta
algumas importantes deficiéncias para lidar com problemas onde a fisica e a geometria
sao complexas, e onde a ordem de acuracia maior que dois (k > 2), é desejavel (van den
Abeele, 2009). O FVM de primeira ou segunda ordem de acuracia apresenta excessiva
quantidade de erros numéricos, amplamente difusivos, embora também dispersivos, que
s6 podem ser minimizados com o aumento do nimero de VC e, portanto, aumentando o
custo computacional (Choi et al., 2004). A principal limitante do FVM ¢é a disponibilidade
de s6 um grau de liberdade por VC, ou seja a solugao média. Portanto é necessario um
conjunto de VC vizinhos para conseguir uma reconstrucao polinomial de ordem maior que
um (k > 1). A disponibilidade do conjunto de VC vizinhos é complexa dada ao quase-
aleatoria arranjo de VC das malhas nao estruturadas. A complexidade ainda é maior na
tentativa de construir esquemas de alta ordem (Choi et al., 2004).
Diversos esquemas de alta ordem tém sido desenvolvidos, por exemplo, o esquema de
alta ordem de volumes finitos k-exato, desenvolvido por Barth and Frederickson (1990), o

esquema ENO (essentially non-oscillatory) desenvolvido por |Abgrall (1994)) e o esquema
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WENO (weighted essentially non-oscillatory) desenvolvido por [Friedrich (1998) e Hu and
Shu| (1999). Destacam-se ainda os algoritmos localmente conservativos e de alta ordem
conhecidos como método de Galerkin descontinuo (DG) que foi desenvolvido por /Cockburn
and Shu (1989)) e Cockburn et al.| (1989,/1990)), e outro esquema conservativo de alta ordem
conhecido por método multidominio espectral que foi desenvolvido por [Koprival (1991)) e
Kopriva and Kolias| (1995)).

No presente capitulo um método muito eficaz de alta-ordem de acuracia (k > 2), para
lidar com leis de conservacao hiperbolicas, denominado método espectral dos volumes
finitos ou SFVM (spectral finite volume method), que foi desenvolvido por Wang, Liu
e colaboradores no inicio do século vinte um sera discutido (Wang) [2002; [Wang and
Liu, 2002). A expressao “método espectral” pode possuir diferentes significados para
diversas subéreas da matematica. Porém, no contexto deste trabalho, a dita expressao
faz referéncia a um método numérico de alta acuracia para resolver PDE eficientemente,
onde a solu¢ao numérica é expressa como uma expansao finita de um conjunto de fungoes
de base polinomiais. Para a atualizacao da referida solugao é utilizado um método tipo
Godunov| (1959), que tornou-se o estado da arte para lidar com leis de conservagao. O
SEFVM pode ser visualizado como uma extensao do método tipo de Godunov para alta
ordem, no qual o DOFs (degrees-of-freedom) ¢ acrescentado na forma de sub-células, no
interior de cada célula simples da malha primal ou VC. No SFVM cada VC é denominado
SV (spectral volume) e cada sub-célula é referida como CV (control volume). No SFVM
todos os SVs sao subdivididos em forma geométrica similar e utilizando procedimentos
analiticos, conseguindo desta maneira um esténcil de reconstrucao tnico e pré-definido
para todos os SVs. Com o objetivo de atualizar as incognitas ou DOFs que sao as solugoes
médias nas sub-células ou CVs, um procedimento de igual modo ao FVM ¢ utilizado.
Diversos estudos realizados no passado tém demostrado a eficicia do SFVM para lidar
com uma ampla variedade de aplicagoes na engenharia, e desta forma mostrando sua
robustez (Kannan and Wang, 2012).

4.2 Meétodo espectral dos volumes finitos unidimensio-

nal

Para analisar as caracteristicas do SFVM, o esquema unidimensional sera estudado a
partir de agora. Por conseguinte é considerada a lei de conservagao unidimensional a

seguir, onde o termo fonte é desconsiderado:

Sy, (z,1)
ot

com condicao inicial S, (z,0) = Su() (z), Vo € [a,b] e condi¢des de contorno periddicas.

F V- fag(Su(@,t) =0  em [a,b] x [0,T], (4.1)

Outros tipos de condigoes de contorno serao analisadas na sec¢ao Aqui S, (z,t) é a
variavel conservativa e ﬁdv (Sw (z,1)) representa o fluxo advectivo dado pela Eq. 1}
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O dominio computacional Q = a < x < b sobre o qual esta lei de conservacao é vélida
¢ dividido em Ngy células espectrais, SV(£2;), com indice i : ;1 < & < 41, de tal
forma que z1, = a e Tngy41 = b. Para um esquema unidimensional de k-ésima ordem
de acurécia, estas células SV sdo subdivididos em k volumes de controle, CV(€2; ;), com
indice j e contornos z; j_i, € T; jy15. Na Fig. a subdivisao do volume espectral SV em

volumes de controle CV ¢é apresentada para segunda ordem de acuracia.

sV —o

FCV
of |—t g I o—f—e | o—|—e I o—] -—l
sitn I I
i jtH/2
a b

Figura 4.1: Dominio fisico com 4 células espectrais SV, utilizando segunda ordem de
acurdcia, k = 2, com contornos ; j_i, € ;41 para a subcélula espectral CV e pontos

solugao (@) Sy, j)-

Integrando a Eq. (4.1) em cada CV(€;;) e aplicando o teorema da divergéncia de

Green-Gauss, temos:

ot
Qij Q.

/8Sw(x7t)dx+ /ﬁdv(gw(w,t)).dg—o. (4.2)

Aplicando o teorema da média a Eq. (4.2), pode-se escrever da forma a seguir:

dSu(ig) _ Faav (Swtigry) = Fadv (Swiij2)

’
dt xi,j+1/2 — xi’jfl/g

(4.3)

onde S,(; ;) sao as varidveis conservativas médias nos CVs. Estas sao obtidos através de:

_ 1 Tij+1/2
Sui) = / S (t) da (4.4)

Lij+i/z = Lij=1f2 Ja, ;1)

Em cada SV a solucdao pode ser aproximada por um polinémio PV (x,t) de grau p

(i.e. p=£k—1), assim:

p+1

Swiiy (x,1) = PV (2,t) = ZZ_LM (x) Sw(m) (t). (4.5)

j=1

Na Eq. (4.5), as fungoes de base L; ; para o SV sao definidas por
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1 Tig+l/2 _
/ Li,k (l’) dr = (Sng, (46)

Ligre = Vig=tfz Ja; ;1
com 0,5 sendo a funcao delta de Kronecker. Agora, utilizando a solugao polinomial dada
na Eq. , os fluxos nos contornos dos CV podem ser aproximados e o lado direito da
Eq. pode ser avaliado. Na interface entre as duas células dos SVs, um resolvedor
de Riemann Eq.[3.5] para faq € utilizado para lidar com a potencial descontinuidade na
solucao numérica, onde S, e S,r representam os estados a esquerda e a direita das
interfaces, respectivamente. Assim, a Eq. pode ser escrita da forma a seguir:
dSuiig) _ Flgrys — Flag—1p)

- , 47
dt L j+1/a — Lij—1/2 ( )

onde F{; ;i) sao os fluxos obtidos do resolvedor de Riemann. Deste modo, cada CV
dentro de um SV é tratado independentemente, com o objetivo de atualizar a variavel
de estado média para o CV no préximo passo de tempo. Para o caso onde as varidveis
reconstruidas nos contornos dos CV sao continuas. Isto é para fungoes simples, as quais
nao apresentam gradientes acentuados, e onde as fungoes limitadores nao sao necessarias.
O fluxo numérico nas interfaces internas torna-se um fluxo analitico, que é muito mais

barato, que o fluxo numérico ou de Riemann. O fluxo analitico é da forma a seguir:

Flij—1p) = fadv(ij—1/2)- (4.8)

No entanto, quando se introduz uma func¢ao limitadora para suprimir oscila¢oes espt-
rias, os resolvedores de Riemann podem ser necessarios nas interfaces entre CVs (Wang
et al., 2004; Breviglieri et all) [2010). Neste ordem de ideias, quando o fluxo numérico é
requerido, um primeiro passo é calcular a diferenca entre as variaveis de estado a esquerda
e a direita da face entre CVs. O caso a referida diferenca seja zero, para todas as varia-
veis no interior do SV, o fluxo analitico é calculado. Caso contrario o fluxo numérico é
avaliado, como sera discutido na Sec. . A Eq. é uma equacao diferencial ordinaria
(EDO) e pode ser resolvida no tempo utilizando qualquer algoritmo para tais sistemas,

por exemplo o esquema de RK.

4.3 Definicao das particoes

O processo para obter as partigoes para a célula espectral no SFVM, que para o caso
unidimensional é composto por segmentos de reta, é discutido a seguir. Uma célula padrao
SV é utilizada para definir as parti¢oes, sendo mapeada no dominio computacional [-1,1]
como se apresenta na Fig. 4.2]

Existem duas abordagens para fazer as partigdes. A primeira é uma subdivisao natu-
ral do SV em CVs uniformes. Porém deve-se tomar cuidado com esta partigao devido ao

comportamento fortemente oscilatorio dos polinémios perto dos contornos da célula espec-
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Polinémios de Chebyshev de segunda clase

6 T T T T T T T

21 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X
(a)
0 I i I(b‘1)
| |
1 0 1
of | o 4 L)
| |
o ' 0 ' 1
e + #—] o
- ; —
(b)

Figura 4.2: (a) Polinémios de Chebyshev até ordem 5. (b) Parti¢goes nao uniformes do SV
no dominio computacional gerados pelos zeros do polinomio de Chebyshev, para ordem
de acuracia 2 (b.1), ordem 3 (b.2) e ordem 4 (b.3).
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tral, para ordens de acuracia maiores que 3 (k > 3). Note-se que para k = 6 na Fig.,
as bases polinomiais perto dos contornos do SV sao bastante oscilatérias. Os valores
estabelecidos nesses pontos variam de -4 a 4, tornando as interpolagoes potencialmente

oscilatoérias em tais locais.

Malha Uniforme

2 \

-1 -0.5 0 0.5 1

Malha Uniforme

-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 4.3: Bases polinomiais {L} com variavel média no centro da célula utilizando CV
equidistantes para: (a) k=3 e (b) k=6.

Isto é conhecido como o fenémeno de Runge (Isaacson, |1994), que é um problema de

oscilagao nas bordas de um intervalo, que ocorre quando se utiliza interpolacao polinomial
com polindmios de ordem elevada. A continuacgao se apresenta uma maneira de minimizar

este problema, utilizando os nés de Chebyshev ou pontos de Gauss-Lobatto, em vez de



4. Método espectral dos volumes finitos 53

nos equidistantes, como indicado na Fig.[£.4]

Pontos Equidistantes

osl Interpolagdo Eq| |

' O  Fungéo
0.6 -
0.4
0.2f

0 i i

-1 -0.5 0 0.5 1

Pontos Gauss-Lobatto
1 ‘
Interpolagéo G-L

0.8 O  Fungéo i
0.6

0.4r
0.2

-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 4.4: Surgimento do fenémeno de Runge ao interpolar a funcao: f(z) = m
utilizando 16 pontos de interpolagao.

Se os pontos da malha no intervalo padrao do dominio computacional (DC) [-1,1],
utilizados para subdividir o SV sao os pontos da quadratura de Gauss-Lobatto, definidos

a seguir:

w?ﬁl—lh = —CO8 (%) ) ] = 07 S 7k7 (49)

os quais correspondem aos zeros do polinémio de Chebyshev de segunda classe, consegue-
se uma reconstrugao polinomial muito menos oscilatéria. Note-se na Fig. que as bases
polinomiais estao limitadas entre -1.0 e 1.7, obtendo-se desta forma uma interpolagao com
menor oscilacdo nos extremos do DC. E claro, entdo, que o agrupamento dos pontos da
malha perto dos contornos produz interpolagoes polinomiais limitadas.

O mapeamento de cada SV do DC para o dominio fisico (DF) é feito utilizando a

relacao a seguir:

x?c +1
I M(b—a), (4.10)

Lijt+1/a = 2

onde a e b sdo os extremos no intervalo do DF.

4.4 Reconstrucao polinomial unidimensional

Dadas as variaveis de estado médias de S, para todos os CVs em SV;, Eq. (4.4]), temos

como objetivo construir um polinémio PV (z), de grau no maximo k — 1, para SV, de



4. Método espectral dos volumes finitos 54

Malha Gauss—-Lobatto
2 T

Malha Gauss—Lobatto
4 T

_4 I 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 4.5: Bases polinomiais {L} com variavel média no centro da célula utilizando CVs
dados pelos pontos de quadratura de Gauss-Lobatto para (a) k=3 e (b) k=6.
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tal forma que este polinémio seja de k-ésima ordem de aproximagao para a fung¢ao S, ()

no interior de SV;, i.e.,

PV (z)=8,(x)+ 0O (), eS8V, i=1,.,N (4.11)

Em particular a Eq. (4.11)) fornece as aproximagoes para a fungao S, (z) nos contornos

dos CVs, da forma a seguir:

Sw(i,j+1/2) = F)iSV (J,’i7j+1/2) = Sw(z) (Ii7j+1/2) + @) (hk) 5 j = 0, ceey k 1= 1, cevy N. (412)

Esta reconstrucao pode ser feita de muitas formas. Porém, aqui é utilizado o método
apresentado por [Shu| (1998)), no qual se considera a existéncia de um tnico polinémio de
grau no maximo k — 1, de tal forma que a média em cada um dos CV em SV; pode ser

escrita como:

Suin = — [PV () de =1,k (4.13)
w(%])_h i T xZ; J=1..4K .

©.J Tij—1/2
onde PPV (z) ¢ a aproximacao de Sy, (z) € hyj = @ j11, — x; j_1/, (ver Eq.[4.4). Resumindo,
é preciso calcular a solugao aproximada de S, (x) nos contornos dos CV, para atualizar
a variavel de estado S, () no préximo nivel de tempo. Uma vez que o mapeamento das
variaveis médias Sw(m) para os contornos dos CV é resultado de uma combinacao linear,
existem coeficientes c;; os quais dependem do ordem de acuracia k e do tamanho da malha

h; ; em SV;, mas nao da propria fungao S, (Shu, |1998), de tal forma que:

k
Sw(i,j+1/2) = chlgw(i,l)a j = 07 ceey k. (414)
=1

Com a expressao anterior, Eq. (4.14]), é possivel aproximar o valor de S,, nos contornos
dos CVs de forma simples. A continuacao é discutido o procedimento para calcular as

constantes de interpolacao cj;.

4.5 Constantes de interpolacao polinomial

Considerando a fungao primitiva para S, (z), dada por:

3, () = / Su(€)d(€), z €SV, (4.15)
Til/2
Ao avaliar em = = x; j 11/, a Eq. (4.15) pode ser expressa exatamente pela média de S, (z)

das células dos CVs nos contornos do volume de controle para um SV;, como se apresenta

a seguir:
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j Til+1/2 j
Sw (xi,j-i—l/z) = Z / Sw <£> dg = st(i,l)hi,lv para .] = 17 a3 k. (416)
= =1
Ti1—-1/2

Por definic¢ao, a Eq. (4.15)), quando j = 0 é:

Sw (i15) = 0. (4.17)

Resumindo, acontece que conhecendo as varidaveis médias nas células para os CV, é
possivel calcular a fun¢do primitiva S, () exatamente nos contornos dos CV. Denotando
o unico polindmio de grau no maximo k, o qual interpola 5, (l’i}j+1/2> nos k + 1 pontos a
seguir:

LIZ‘Z'71/2, ...,xi7k+1/2, (418)

por g; (x) e a derivada deste polinémio por P; (x), i.e.,

Pi(z) = g, (x), (4.19)
entao se verifica que:
T 4172 Tij+1/2
1 ) 1
i [ r@d = o [ = [ e - 0 ()]
17] 1’7] 1’7]
i,j—1/2 mi,j—1/2
1 r1-~ -
— h |:Sw (xi7j+l/2) — Sw (.Ti,j_l/z)] s
Z7J
1 Ti 54172 Tij—1/2
= 5 / Sw (x) dx — / Sy (x)dx |, (4.20)
" Ti1/2 Ti 12
1 Tij+1/2
= — Sw(x)dngw(”), j=1,...k
" Tij—1/2

Isto implica que P;(x) é o polindmio procurado. Pela teoria de aproximagao padrao

tem-se:

/

o; (x) =S, (x) + O (R*), =z €SV (4.21)

le.,

P, (z) =S, () + O (h*), xe€SV. (4.22)

A Eq. (4.22)), apresenta o requerimento de acuracia desejado. Para obter as constantes



4. Método espectral dos volumes finitos 57

{c;i} da Eq. (4.14)), é utilizado o formalismo de interpolagao polinomial de Lagrange, onde

k
= Zgw(i7r+l/2)¢i7r+l/2 (13) x € SV;. (423)

r=0
Onde, Sw(i7r+l/2) = Sw (.ri,r+1/2) e Yirt1) (7) sdo os coeficientes de interpolacao de La-

grange, da forma a seguir:

L — Tijl41/2

Pirta (T) = : (4.24)
+1/2 l:O,l;ﬁrxi’T+1/2 — 33'@'7l+1/2
Introduzindo:
X (z) = (a: — xi71/2) (x — 13@3/2) . (:1: — xi7k+1/2) , (4.25)
pode-se escrever a Eq. (4.24) como:
T
Spi,r+1/2 = X< ) . (426)

(l‘ - xi,r+1/2) X/ (Ii,rJrl/Q)
Para a reconstrugao baseada nas varidveis média na célula, o polinémio de ordem k—1
procurado, considerando as Eqs. (4.17) e (4.19), a Eq. (4.23) pode ser escrita da forma a

seguir:

k k
P (z) = KJ; (z) = ZS (i r+1/2)901 12 (z) = st(i,rJrl/?)SD;,r-i-l/z (x), (4.27)
r=0 r=1
onde da Eq. (4.26) temos:
/ X' (2) X ()
(Pi,rJrl/ (SE) = / - 2 )
’ (33 - xi,r+1/2) X (xiﬂ""‘l/Q) (SE Z; 7‘-1—1/2) X ('Ti,r—l-l/z)
k
1 X (#)

= — . 4.28
X (xi,r-i-l/z) 1=0,1r (x - xi,r+1/2) (l‘ - $z‘,l+1/2) ( )

Substituindo a Eq. (4.16) na Eq. (4.27)), é obtido o polinémio de ordem %k — 1 baseado nas

variaveis média nas células da forma a seguir:

r=1[l=1 =1

k k
ZZS 1l i lgpz 7"+1/2 Z <Z§0;”r+1/2 (27) hu) gw(i,l)- (429)
r=l

Utilizando as Equagoes (4.28]) e (4.29)), pode-se escrever a forma geral para as fungoes de

base polinomiais da forma a seguir:
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: X (7)

D CIETN | Compomn

Y S zn Y (430

T
r= lX ZT+1/2 —0 =0
m?érq;érm

k
L (ZE) = hi,lzgp;,ﬂrlh - hl ZZ )

— lX xz ,r+1/2

Logo,

ZLl ) Sus(i)- (4.31)

Portanto os coeficientes {c¢;;} sdo da forma a seguir:

Cgl = Ll (ZL’Z]+1/2 = h”z Z H JIZJ_H/Q €T; q+1/2) . (432)

T
TlX ZT+1/2 m=0 ¢g=0
m#rq;&rm

A Eq. (4.32)) pode ser utilizada para calcular as constantes de interpola¢ao para qualquer

distribuicao de pontos i.e., subdivisao de CV no SV. Se os CVs sao de igual tamanho a

Eq. (4.32)) pode ser escrita da forma a seguir:

k k kK

cjt = an Z (=) (4.33)

r=l q= 0 q;ér (T B q m=0 q:
m#rq

Nas Tabelas e sao apresentadas as constantes de interpolacao utilizando a
Eq. e Eq. respectivamente. As constantes de interpolagao c¢;; nao mudam ao
mapear do dominio computacional para o dominio fisico para quaisquer SV. Isto se deve
ao fato de que s6 dependem da ordem de acuréicia desejada e da relagao do tamanho dos
CVs. Esta é uma clara vantagem do SFVM quando comparado com outros métodos de
alta ordem, porque as constantes podem ser previamente computadas analiticamente e
sO ser utilizadas no momento do calculo das variaveis reconstruidas. Outra forma de ver
como ¢ feito o calculo das constantes cj ¢ avaliando as fungoes base L; em sua forma
explicita nos pontos de quadratura do dominio computacional para uma determinada
particao.

A seguir apresenta-se como exemplo as func¢oes base para ordem de acuracia k = [ = 3:
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Tabela 4.1: Coeficientes de reconstrugao para CVs nao uniformes utilizando a distribuicao
dos pontos de Gauss-Lobatto Eq. (4.32).

kK j =1 1=2 =3 1=4
0 1
Ly 1
0 3/2 172
2 1 1/2 1/2
2 -1/2 3/2
0 19/12 5/6 1/4
, 1 1/2 2/3 -1/6
2 -1/6 2/3 1/2
3 1/4 5/6 19/12
0 1801/1118 -1053/1121 1786/3761 -204/1393
1 1/2 085/1393  -408/1393  102/1189
4 2 -204/1393  373/577  373/577  -204/1393
3 102/1189 -408/1393  985/1393 1/2
4 -204/1393 1786/3761 -1053/1121 1801/1118

Tabela 4.2: Coeficientes de reconstrucao para CVs uniformes utilizando utilizando a dis-

tribuicao dada na Eq. (4.33)).

kK j =1 =2 1=3 14
0 1
Ly
0 3/2 -1/2
2 1 1/2 1/2
2 -1/2  3/2
0 116 -7/6 1/3
, 1L 13 56 -1/6
2 -1/6  5/6  1/3
3 1/3  -7/6 11/6
0 25/12 -23/12 13/12 -1/4
1 1/4 13/12 -5/12 1/12
4 2 -1/12 7/12  7/12 -1/12
3 1/12 -5/12 13/12  1/4
4 -1/4  13/12 -23/12 25/12
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9.2 2

L) = =5

Ly(a) 1‘3ﬁ2j§ it (4.34)
2 ¢2

DC
ij+1/2
que depende do tipo de partigao (Liu, 2013). Para o caso analisado as fungoes base

onde r = x pertence ao dominio computacional [-1,1] e £& é um parametro livre
polinomiais Eq. (4.34]) sdo avaliadas nos pontos de quadratura gerados pela distribuigao
de Gauss-Lobatto, Eq. (4.9)), com & = 1/2, i.e.,

T, =1 —1/2 1/2 1]. (4.35)

A distribui¢ao de Gauss-Lobatto foi adotada neste trabalho devido ao fato de que ela
apresenta baixa oscilacao perto dos extremos do dominio computacional e, desta forma,
conseguimos minimizar o surgimento de oscilagoes espurias associadas a esquemas de
ordem de acuracia maior a um. Outro motivo é que a distribuicao de Gauss-Lobatto é
utilizada na maioria dos testes que foram tomados como referéncia para verificar nosso
trabalho.

Por outro lado, existem outros tipos de particoes como por exemplo a denominada

tangente hiperboélica,

tanh (2% — u)
tanh (p)

=0,k (4.36)

Lij+1/2 =

onde o parametro livre p controla o grau de agrupamento dos pontos de quadratura perto
dos contornos da célula espectral. Para mais detalhes, ver [Wang (2002). Finalmente,
procurando uma optimizac¢ao do comportamento das particoes na solugao, van den Abeele
et al.| (2007b)) propoem a distribui¢ao fornecida na Tabela .

Tabela 4.3: Posi¢oes otimizadas para os contornos dos CVs no dominio computacional.

k 51 52 53 54 55
2 -1,00 000 1,00
3
4

1,00 -0,58 40,58 +1,00
1,00 -0,78 0,00 +0,78 -+1,00
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4.6 Condicoes de contorno e iniciais

As condigoes de contorno desempenham um papel muito importante em todos os pro-
blemas fisicos. Dado um conjunto de equacgoes governantes validas, em um determinado
dominio, a solu¢ao para um problema fisico em estado estacionario é definida inteiramente
pelas condigoes de contorno. No caso de problemas fisicos transientes, a solu¢ao inicial
e as condigoes de contorno sao relevantes. Como consequéncia, impor adequadamente
as condigoes de contorno e iniciais ¢ uma necessidade para obter simulagoes numéricas
acuradas (van den Abeele, |2009).

Para alcancar este objetivo, um valor para a face no contorno Sbnd é imposto. Isto
significa que a solugao numérica é forcada a ter exatamente o mesmo valor no contorno
como o que é prescrito pela condicao de fronteira, o que corresponde a uma imposicao
forte. Além disso no SFVM, solugoes em um SV “fantasma’”, i.e., Sw(gho), sao introduzidas
na face a esquerda do contorno de entrada SVbnd, ver Fig.[4.0] Isto para auxiliar na im-
plementagao das fungoes limitadoras, como sera apresentado na Sec.[4.7] Um tipo basico
de condicao de contorno, conhecida com o nome de condicao de contorno de Dirichlet,

sera discutido a seguir.

4.6.1 Condicao de contorno de Dirichlet

A condigao de contorno de Dirichlet, que é utilizada nos testes do problema de Buckley-
Leverett na Sec. impoe diretamente um valor para a saturagao .S, no contorno de
entrada “bnd” como indicado na Fig[4.6] da forma a seguir:

— sv(gho) — SV int) |
] I 1 I [ I [
of |—n o | o——o——e——o——o— -—l
W g
a b

Figura 4.6: Esquema do dominio fisico, com uma célula fantasma SV(gho) e trés células
espectrais, incluindo a célula interna SV (int) e o contorno SVbnd.

Swbnd) = Sw (0,8) =1 = Sor, (4.37)

desta forma o fluxo numérico no ponto de quadratura “bnd” pode ser calculado utilizando

o fluxo analitico, como se apresenta a seguir:
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Fyona = fadv (Sw(bnd)) . (438)

Para alguns testes apresentados neste trabalho foram utilizadas condig¢oes de contorno
periddicas. Detalhes a respeito de outras formas para lidar com condi¢oes de contorno no
contexto do SFVM podem ser encontrados em (van den Abeele, 2009; [Breviglieri et al.,
2010).

4.6.2 Condigoes iniciais

Para o tratamento da condigao inicial no SFVM ¢é necessario tomar cuidado na forma em
que é implementada esta condi¢cao quando o ordem de acuracia do SEFVM é maior que
2 (k > 2). Acontece que para orden igual a 2, o teorema do valor medio garante que a
posicao do ponto de colocagao corresponda ao centro do CV, onde a condigao inicial é
avaliada para inicializar a solu¢ao numérica. Caso a ordem for maior que 2 isto nao é
verdade e se adotaramos a condi¢ao inicial erroneamente como no caso de ordem 2 correta,
isto produz erros e queda na taxa de convergéncia esperada. A inicializagdo da solugao
numeérica para qualquer ordem do SFVM deve utilizar a média exata no CV, a qual é

dada pela integral da condigao inicial como se apresenta a seguir (Sourek, 2013):

S(z,0) = f(x), (4.39)

§(x,0) = hl / T e, (4.40)

b ST 1y

o tratamento da condicao inicial na solugao analitica deve ser feito da mesma forma.

4.7 Funcoes limitadoras

O fenomeno de Gibbs associado com esquemas de alta ordem na presenca de descontinui-
dades provoca a perda de monotonicidade da solugao de leis de conservagao hiperbolicas.
Godunov| (1959) foi o primeiro a demostrar que ndo existem esquemas numéricos linea-
res de segunda ordem, ou de mais alta ordem, que garantem monotonicidade. Portanto,
esquemas monotonicos de alta ordem, se existirem, devem ser nao-lineares (Godunov,
1959).

Héa duas diferentes abordagens de fungoes limitadoras para alcangar monotonicidade.
Uma delas ¢ adotada pelo algoritmo de FCT (Flux Corrected Transport) de Boris and
Book! (1973), onde se limita o fluxo anti-difusivo e, assim, a solugdo no proximo nivel de
tempo permanece mondtona. A outra abordagem, originalmente desenvolvido por jvan
Leer (1974} 1979), é a de limitar a reconstrugao de modo que a solugdo reconstruida seja

mondétona. Neste trabalho vai ser utilizada a segunda aproximacao, com dois tipos de
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limitadores, TVD e TVB, que se encontram formulados em termos da notagao para os
CVs e os SVs (Wang, 2002]).

O primeiro limitador de declividade a ser abordado é denominado CVTVDM e atua
a nivel dos CVs. Deste modo, dadas as variaveis médias para todos os CVs {Sw(i,j)}y no
interior dos SV;, existe um polinémio de reconstrucao de ordem ao menos k — 1, o qual

satisfaz a relagao a seguir:

PV (z)dx = Syuphij, =1, ..k (4.41)

Tij=1/2
Lembrando que o polindémio de reconstrucao ¢é utilizado para atualizar as variaveis de
estado nos contornos dos CVs. Por sua vez estes sao usadas para atualizar a solu¢cao no

proximo nivel de tempo, como se apresenta a seguir;

dSw i,
d; ) h (fadv (4,5+1/2) — fadv(i,j—l/Q)) = 0. (442)
onde
fadV(i,jJrl/?) = F(S;(i,j+1/2)> S;_(i,j+1/2))’ (4'43)

sendo F' o resolvedor de Riemann a ser utilizado em todas as interfaces dos CVs, além das
interfaces dos SVs. Sendo S .., € SI(Z.J +1/2)

quais garantem que o método numérico tem a propriedade “T'VD” ou “T'VB”. Para calcular

as variaveis reconstruidas limitadas, as

as varidveis reconstruidas limitadas, levamos em consideragao que Sy (; j+1/2) = S wiijt1f) =

_l’_ . . ~ .
Sw(i’j 415y 1O interior dos SVs, entao podemos escrever os operadores diferencas avancadas
e diferencas atrasadas, em termos das variaveis nao limitadas como:

AS:ur(w S;(i,j+1/2) - Sw(i,j), (4.44)
ASz;(i,j+1 S’ (4,5+1) ‘5’1—1,_(1'7341/2)7 (445)

conforme se apresenta na Figid.7, o tratamento nos contornos do SV é da forma:

Sw(i—l,k-}—l/Q) = S;(i71/2) - Sw(i—l,k) + ASJ(i—l,k)’ (446)

Suwiinf) = S = Sy — DSyus (4.47)

Nas equagdes anteriores os superescritos (-) e (+) sdo usados para indicar o lado esquerdo
e o lado direito da interface numérica, respectivamente, e k é o ordem de acuracia. Com

as consideragoes anteriores as variaveis limitadas podem ser escritas como:
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”|

w(ij-1)

- +
S w(ij+1/2) —>| S w(i,j+1/2)

AS 1)

A\ 4

Sw(i,j-1/2) Sw(i,j+1/2)

Figura 4.7: Reconstrugao polinomial por partes para o SEVM.

Sutijarse) = Swig) + DSy iy (4.48)
S:;(z’,jJrl/z S (4,5+1) AS;(i,j)’ (4.49)

onde A:S’\;(i ;e quj:(i h utilizam as funcoes limitadoras a seguir:

Funcao limitadora tipo CVIVDM

NS~

w(i,j)

= min mod (AS (i,5)? S w(i,j+1) — Sw(i,j); gw(i,j) — Sw(z’,j—l)) y (450)

AS+ = min mod (AS;E(i,j)’ S'w(@j_;,_l) — S’w(@j), gw(i,j) - Sw(z’,j—l)) y (451)

w(i,j)
onde a fungao min mod com trés parametros é definida como:
smin (|a|,|b|,|c|]), ses=sign(a) = sign(b) = sign(c)

min mod(z,y, z) = (4.52)
0 caso contrario.
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Funcao limitadora tipo CVIVBM

- - 2
AG ASw(i,j) e Sw(i,j) Mhs ;,
w ) min mod (AS;(Z.'].), gw(i,jﬂ) — gw(i,j)» S’w(i,j) — 5w(i7j,1)> caso contrario.

(4.53)
+ + 2
AS se ’Sw(i,j) < Mh;,

RN
wid) min mod (AS+

w(i.j)’ gw(i,j—l—l) - Sw(i,j); Sw(i,j) — gw(i,j—l)) caso contrario.

(4.54)

O nimero M é dependente da segunda derivada da solucao e é recomendado escolher o

valor maximo absoluto da segunda derivada da solucao para o dominio computacional
(Wang}, 2002)).

O segundo limitador é conhecido com o nome de SVI'VDM. Portanto, dado o vetor

das varidveis solugao {S’w(m)}, calcula-se o vetor das variaveis solucao limitadas {Uw(i,j)},

de tal forma que:
{Uuiii } = SVTVDM ({Suiis}) - (4.55)
A seguir sao apresentadas as etapas para obter o limitador SVTVDM:

e Primeiro calcular as varidveis médias nas células para os SV, de acordo com:

P
D=1 Su(i) i
i
Zj:l hi,j
onde h; ; ¢ o comprimento do CV, k é a ordem de acuracia do SEFVM, e N é o nimero de
SVs.

gw(z) =

N, (4.56)

Y

e (Calculo da solucao limitada nos contornos dos SV utilizando as solugoes reconstrui-

das nos contornos,

S;_(i,l/2) = Sy — min mod [Sy) — P2 (i) 3 Swiy — Swii-1)s Sw(it1) — Sw(y] »  (4.57)

Se(iet1/2) = Sw() +min mod [PV (@i jt12) — Suwi)s Swii) — Swii—1)s Sw(it1) — Sw(i)] »
(4.58)
onde P53V (z) é o polinémio interpolador.
e Agora, se Sw(Z 1) = P (xl 1/2) S;(i,k+1/2) = P (31:z k+1/2) entao:
U’w(i,j) = Sw(l}j)? j = 17 k? (459)

caso contrario uma distribuicao linear é assumida para SV, i.e.,
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Swiy () = Swy + A (x — ) . (4.60)

A inclinacao A é dada por:

2 (Suw(@) = Suwi-1) 2 (Sw(ir1) = Su()
I ’ b

A = min mod (4.61)

Com a distribuicao linear, Eq. (4.60)), as variaveis médias na células para os CV podem
ser computadas de acordo com:

Similarmente, pode-se definir o limitador SVITVBM, alterando as fungoes limitadoras

das Eq. (4.57) e Eq. (4.58)) da forma a seguir:

w(i) — -PL‘SV (-Ii71/2) se ‘gw(l) — PZ-SV (1'171/2)‘ S 1\/[]’%27

Stz = | Sut — min mod [Su) — P (2i32) Sy = Sugi-), (4.63)
Sw(Hl) - S’w(i)} caso contrario.
P (wigs1p2) = Suwiy se [Swi — PPV (wiksre)| < MAZ,
Sutigrifz = § Sue) +min mod [PV (i k1) = Sugi), Suty = Swii-1), (4.64)

S'W(Hl) — gw(i)} caso contrario.

A desvantagem da funcao limitadora tipo “TVD” é que reduz a acuricia do método,
na presenca de descontinuidades, mesmo nos pontos extremos de solugoes suaves. Este

problema é minimizado utilizando funcoes limitadoras tipo “T'VB”.

4.8 Avaliagao de acuracia dos métodos numéricos

Para quantificar o erro é preciso escolher uma norma. O conjunto padrao de normas mais

comumente usadas na comunidade CFD sao as normas p, i.e.,

0 p
1B, = (Ax S |Ez-|p) | (1.65)

I=—00

onde F representa a fungao aproximacao do erro ou a diferenca entre a solugao numérica
e a solugao exata, isto é, £ = (Variavelumerica — Variaveleata). Note-se que o termo Ax
é muito importante para se obter a escala certa e ordem de acuracia quando a malha é

refinada. O método é dito ser de ordem k se:
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IE]l, = O (Az*), (4.66)

quando Ax — 0. Idealmente é desejavel obter numericamente a taxa de convergéncia
tedrica quando a malha é refinada (Hirsch, [2007)).
Na obtencao da taxa de convergéncia utilizou-se a norma L; e a norma maxima L,

ou norma 00, para a medida do erro, como se apresenta a seguir:
1E]l, = (Aw > |E¢|> : (4.67)

HEHOO = MaX_co<i<oo ‘Ez‘ . (4.68)

Assim, o erro numérico do SVFM, como uma funcao do espagamento da malha, pode

ser escrita como:

erro oc AzF. (4.69)

Ao tomar o logaritmo em ambos lados desta equagao, ela pode ser escrita como:

log (erro) o klog (Az). (4.70)
Assim, tomando-se duas malhas 1 e 2, temos:
log (£res)
log (423

ou, alternativamente, levando em conta o niimero de graus de liberdade, DOFs, tem-se:

k o (4.71)

log (&ros

(4.72)
log (DOFS 1

4.9 Algoritmo geral

As etapas do SFVM para dar solu¢ao a equagdes do modelo matematico que regem o

escoamento bifésico de agua-6leo em reservatorios de petroleo podem ser resumidas como:

1. A partir de um dominio [a,b], a malha primal é construida pela subdivisdo do

dominio fisico em o nimero N de SV desejados.

2. Subdivisao dos SVs em CVs, segundo o ordem de acurécia k, utilizando a Eq. (4.10))

para fazer o mapeamento do DC ao DF.

3. Pré-computar os coeficientes de interpolagao polinomial para o tipo malha a ser

usada. Utilizar a Eq. (£.32)) ou Tab.[4.1]
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4. Calcular o passo de tempo, de acordo com a condi¢ao CFL, o comprimento h; ; do
CV de menor tamanho e a fungao fluxo Eq. (2.42)), da forma a seguir:

CFL
A= g, Ja5 1 (4.73)
Az Ax?

5. Calcular a solugao inicial S, de acordo com as Egs. (4.39) e (4.40).

6. Utilizacao da funcao FFN (Sw) para calcular os fluxos numéricos, como se apresenta

a seguir:

e (Calculo das varidveis reconstruidas nas interfaces numéricas para cada CV,
Eq. (4.14).

e (Calculo das variaveis reconstruidas limitadas, usando a fung¢ao limitadora de incli-

nagao (ver Subsec.[4.7)).

e Calculo do fluxo numérico utilizando os resolvedores de Riemann aproximados (ver
Subsec.|3.1.2)) nas interfaces entre SVs, e fluxo analitico nas interfaces internas do
CV. Se for o caso de que a funcao limitadora tornou descontinua a varidvel re-
construida nos contornos dos CVs, o fluxo analitico deve ser substituido pelo fluxo

numérico também nas interfaces internas do CV.
7. Avanco no tempo n-loop via o método explicito de Runge-Kutta de ordem 3.
e Calculo da solugao (etapa 1) usando a solugao inicial (Sy0):

— Calculo dos fluxos numéricos usando a fungao FFN (Sy0).

— Calculo da solucdo (S,1) via formula conservativa Eq. (4.7).
e Calculo da solugao (etapa 2) usando a solugao (S,1)

— Calculo dos fluxos numéricos usando a funcao FFN (S'wl).

— Calculo da solugao (Sy2) via formula conservativa Eq. (4.7)).
e Calculo da solugao (etapa 3) usando a solugao (Sys)

— Calculo dos fluxos numéricos usando a funcao FFN (Swz).

— Calculo da solucio (S,3) via formula conservativa Eq. (4.7).

e Atualizacdo de solucdo S,o = Sys3, para ser utilizada no préximo nivel de tempo
t =nx At

e Fim do loop quando o tempo final de simulacao é igual a t.

8. Calculo de erros (ver subsec.|4.8|) e apresentagao de resultados em forma gréfica.
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Capitulo 5

Aplicacoes

5.1 Estudo da acuracia utilizando a equacao da onda

linear

5.1.1 Propagacao da onda senoidal
Neste exemplo vamos utilizar a equacao linear (2.1)), no dominio computacional [-1,1] com
condicao inicial:

S(x,0) = sin(mz), (5.1)

e condigoes de contorno periddicas nas extremidades do dominio. Para atingir a taxa de
convergéncia esperada a solu¢ao numérica para o SEVM deve ser inicializada utilizando a

média exata no C'V, a qual é dada pela integral da Eq. (5.1]), como se apresenta a seguir:

_ 1 Tij+1/2
S(x,0) = : / sin(7x)dx. (5.2)

i Ja, ;1

O tratamento da solugao analitica deve ser feito de forma similar. Por outro lado, um
esquema de integracao temporal de ordem 3, tipo TVD Runge-Kutta, foi utilizado, com
um intervalo de tempo At = 107%, com o objetivo de conseguir um erro de discretizacao
praticamente nao dependente da discretizagdo temporal (Breviglieri et al.; 2010; [Wangj,
2002). Neste teste foi utilizado uma velocidade, @ = 1 (van den Abeele et all 2007b), e
o resolvedor de Riemann tipo Roe. Na Tabela mostram-se as normas L; e Lo, do
erro produzido com SFVM, utilizando CVs equidistantes para um tempo ¢t = 1. Aqui, o

DOFs, ou seja, o niimero de SV por o numero de CV ¢ calculado da forma a seguir:

DOF = SV % CV. (5.3)

Como pode-se ver na Tabela o SFVM de ordem 2 e 3 com pontos equidistantes se

comportam corretamente e atingem a ordem de acuracia esperada em malhas de baixa
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Tabela 5.1: Avaliacdo da acuracia do esquema 1-D SFVM, para a equagao da onda,

utilizando CV uniformes.

k Ax DOFs L. erro Lo ordem L; erro L; ordem
1.00e-1 20 5.34e-2 - 3.29¢-2 -
5.00e-2 40 1.41e-2 1,92 8.72¢e-3 1,92

9 2.50e-2 80 3.56e-3 1,99 2.24e-3 1,96
1.25e-2 160 8.94¢-4 1,99 5.65e-4 1,99
6.25e-3 320 2.24e-4 2,00 1.42e-4 1,99
3.13e-3 640 5.59e-5 2,00 3.55e-5 2,00
6.67e-2 30 4.12e-3 - 2.40e-3 -
3.33e-2 60 5.31e-4 2,96 3.08e-4 2,96

3 1.67e-2 120 6.66e-5 3,00 3.90e-5 2,98
8.33e-3 240 8.34e-6 3,00 4.90e-6 2,99
4.16e-3 480 1.04e-6 3,00 6.14e-7 3,00
2.08¢e-3 960 1.30e-7 3,00 7.69e-8 3,00
1.00e-1 20 3.24e-3 - 1.64e-3 -
5.00e-2 40 1.91e-4 4,08 1.13e-4 3,85

4 2.50e-2 80 1.47e-5 3,70 7.04e-4 4,01
1.25¢-2 160 8.44e-7 4,12 4.30e-7 4,03
6.25e-3 320 5.39e-8 3,97 2.71e-8 4,00
3.13e-3 640 3.79e-9 3,83 1.70e-9 3.99
1.00e-1 20 1.27e-3 - 4.42¢-4 -
5.00e-2 40 7.55e-5 4,07 2.19¢-5 4,33

5 2.50e-2 80 8.15e-6 3,21 3.98e-6 2,46
1.25e-2 160 1.06e-5 -0,20 4.58e-6 -0,38
6.25e-3 320  4.6le-4 -5,29 1.80e-4 -5,43
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densidade. O desempenho do método para ordem k = 4 ainda é proximo do esperado,
porém, a taxa ou ordem tem comportamento oscilatério (quedas e ascensoes), ou seja,
nao se comporta exatamente como “esperado”, conforme podemos observar. A ordem 5
de acuracia pode nunca ser atingida porque, quando a malha é refinada, se apresenta
um aumento na norma L., e na norma L; e consequentemente é obtido uma taxa de
convergéncia negativa. Isto pode acontecer devido a que a interpolacao lagrangiana é
muito oscilatoria, quando o grau do polinémio interpolador atinge p = 3 ou mais (Wangj,
2002). Resumindo, acontece que quando a malha é de baixa densidade, o método é
capaz de atingir o ordem de acuracia desejada, porém quando a malha é refinada, se
apresenta um aumento das normas L; e L,,. Isto acontece devido a algumas oscilagoes
locais desenvolvidas com a distribui¢do dos CV equidistantes (Wang), 2002)), ver Sec.[4.3]

A fim de observarmos o comportamento oscilatério local do polinémio interpolador
danificando a solu¢ao numérica, na Fig. apresentamos a solugao obtida com o SFVM
de ordem k = 5, comparado com a solucao analitica. Levando em consideracao que as
oscilagoes locais apresentadas na Fig. sao produzidas somente pela discretizagao espa-
cial, no teste seguinte sao utilizados os pontos de Gauss-Lobatto (Eq. para subdividir
os SVs. Os outros parametros permanecem iguais. Na Tabela [5.2] sdo apresentadas as

normas dos erros L; e Ly, para um tempo final t = 1.

t=1.0e+00/ 1600 iter / k = 5/320 NDOF / mu 1.0e-06
CFL = 1.0e-01/64 SVs
1.005 \

~ O+ S. Numérica
S. Analitica

0.995

0.99 ‘ -
20.55 -0.5 -0.45

X

Figura 5.1: Detalhe da solugao exata e numérica obtida utilizando o método SFVM de
ordem 5 para 64 SVs com CVs uniformes.

Neste exemplo, fica claro que o comportamento do SFVM para ordens de acurécia
k = 3,4,5,6, utilizando a distribuicao de Gauss-Lobatto para gerar as particoes dos SVs,
apresentou uma melhoria expressiva na acuracia e na convergéncia com respeito ao teste
para o SEVM utilizando CVs equidistantes (ver Fig.|5.2)).

Com o objetivo de verificar a acuracia espectral do SFVM, um refinamento tipo p,

como o utilizado no contexto do FEM, é realizada. Neste estudo o niimero de SVs, é
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Tabela 5.2: Avaliacao da acuracia do 1-D SEVM, para a equacao da onda, utilizando CV
nao uniformes gerados pelos pontos de quadratura de Gauss-Lobatto.

k Ax DOFs L, erro Lo ordem L; erro L; ordem
6.67e-2 30 2.58e-3 - 1.07e-3 -
3.33e-2 60 3.45e-4 2,90 1.36e-4 2,97

3 1.67e-2 120  4.46e-5 2,95 1.73e-5 2,97
8.33¢-3 240  5.67e-6 2,98 2.18e-6 2,99
1.25e-2 480  7.14e-7 2,99 2.74e-7 2,99

1.00e-1 20 2.23e-3 - 6.77e-4 -

5.00e-2 40 1.53e-4 3,86 4.61e-5 3,88
2.50e-2 80 9.52e-6 4,00 2.95e-6 3,97
1.25e-2 160 6.00e-7 3,99 1.86e-7 3,99
6.25e-3 320  3.75e-8 4,00 1.17e-8 3,99
3.13e-3 640  7.3e-10 4,00 2.35e-9 4,00

1.00e-1 20 5.50e-4 ; 1.57e-4 :
500e-2 40  1.95e-5 4,82 5116 4,94

5 2502 80  6.24e-7 4,96 1.67e-7 4,94
1.25¢-2 160  2.02¢-8 4,95 53509 4,96
6.25¢-3 320  6.2¢-10 5,02 1.7e-10 4,96

6.67e-2 30 1.31e-5 - 2.96e-6 -

3.33e-2 60 4.61e-8 6,20 1.78e-7 6,00
1.67e-2 120  7.4e-10 5,94 2.89¢-9 5,97
8.33e-3 240  4.2e-11 6,12 1.2e-11 9,90

Refinamento h

—o— k=2

21| —8— k=3
s k=4
-3 k=5 i
af [zekes
S
£ -5l
L
—
o -6f
3
o> -7}
o
4
_8 L
_9 L
_10 L
-11 L L L
-3 -2.5 -2 -1.5 -1

Log10(A x)

Figura 5.2: Taxa de convergéncia demostrando a acuracia espectral para o refinamento h
para a equacao de onda linear.
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mantido fixo, enquanto o grau do polinémio interpolador é aumentado no interior do
SV. Como é apresentado na Fig.[5.3] observe que o logaritmo do erro L; decresce quase

linearmente com respeito & ordem de acurécia.

Refinamento p

Log10(L" error)

_12 1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 6 7 8 9
Ordem de Acuracia

Figura 5.3: Taxa de convergéncia demostrando a acurécia espectral com o refinamento p,
para a equacao de onda linear.

5.1.2 Propagagao do pulso Gaussiano

A seguir ¢é feita a simulagao para um pulso Gaussiano com largura média de 0.05 e condigao

S (2,0) = exp [— <x(;0(;'5)2] : (5.4)

com condig¢oes de contorno periddicas. Esta simulagao foi feita com o SFVM de ordem

inicial dada por:

k=1,2,3e4com CFL=0,5;0,3; 0,18 e 0,12 respectivamente, como ¢é sugerido por|Zhang
and Shul (2005)), na procura do o limite de estabilidade 6timo para as diferentes ordens. O
tempo de simulagao é de t=1,0; foram utilizados 60 SVs e velocidade a = 1. As particoes
dos SVs foram feitas utilizando uma distribui¢cao de pontos otimizada, como é apresentado
na Tab.[4.3] Os resultados sao apresentados na Fig.[5.4 Pode-se observar que o esquema
de ordem 1 e 2 fornecem uma solugao com excesso de difusao numeérica. A simulagao
de segunda ordem mantém a forma da condigao inicial, porém mostra difusividade e
comportamento oscilatério, o qual esta relacionado com as propriedades de dispersao e
difusao do método. Para mais detalhes, ver van den Abeele et al.| (2007a) e van den
Abeele| (2009). As simulagoes de terceira e quarta ordem produzem boas solugoes, ou

seja, a solucao numérica aproxima-se da solucao semi-analitica e nao surgem oscilacoes
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t=1.0e+00 /60 SVs / CFL = 5.0e-01

1.2 T
—o—k=1
k=2
1r : A —o6— k=3 h
—8— k=4
S. Analitica

Figura 5.4: Simulagao do pulso Gaussiano utilizando SFVM de ordem k = 1,2,3 e 4 no
tempo t=1.0, sem funcao limitadora.

espurias, como se apresenta na Fig.|5.4]

5.1.3 Propagacao da onda quadrada

No teste subsequente é utilizada uma onda quadrada que se propaga no dominio [0,1],

1 1 <zr< 3
S(x,0)=1¢ 4 4 (5.5)
0, caso contrario,
com velocidade constante a = 1 e condi¢oes de contorno periddicas. Neste teste foi

utilizado o SFVM de ordem de acuracia k = 2, com 40 volumes espectrais e volumes de
controle gerados pelos pontos de quadratura de Gauss-Lobatto para fazer as parti¢coes do
SV, além do resolvedor de Riemann de Roe. As simulagoes foram feitas com e sem fungao
limitadora, para um tempo final ¢ = 1, utilizando o esquema de Runge Kutta de ordem 3,
para a discretizacao temporal com um intervalo de tempo At = 10~%. Na Fig. pode-se
observar as oscilacoes perto das descontinuidades ou gradientes acentuados denominadas
fenomeno de “Gibbs”, as quais se apresentam em formulagoes numéricas de ordem de
acuracia maior que um (k > 1), como neste caso (Godunov, [1959).

Para resolver o problema das oscila¢oes na solu¢ao numérica, é introduzido um termo
nao linear na formulagao, através de uma fungao limitadora tipo SVTVDM (ver Sec. .
Na figura mostra-se a solugao utilizando a funcao limitadora que atua controlando
o gradiente da varidvel reconstruida nos contornos dos SVs. Desta forma, esta funcao

diminui ou suprime as oscilagoes espirias na solucao perto dos gradientes acentuados.
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t=1.000e+00/ 667 iter / k = 2 /80 NDOF/ CFL = 1.200e-01

Pontos g-I
1.2 ‘

A A ,
0.8 : b
—6— SFVM
0.6 q » |

S. Analitica
[9)]
04r - q e
0.2 : b
0d o)
_02 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
(a)
t=1.000e+00 / 667 iter / k = 2 /80 NDOF/ CFL = 1.200e-01
Pontos g-I
1.2 ‘
1f S S b
0.8 : b
06l —6— SFVM |
’ S. Analitica
[9)]
0.4r - |
0.2 : b
(0 oSS D
_02 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
(b)

Figura 5.5: Simulag@o de uma onda quadrada feita com o método SFVM para um tempo
final t = 1: (a) sem funcdo limitadora. (b) Utilizando o limitador SVI'VDM.

5.2 Teste para equacao nao linear de Burgers

Neste teste ¢ estudado a equagdo nado linear de Burgers (2.5), no dominio [-1,1|, com

condicoes de contorno periddicas e condigao inicial:
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S(z,0) =1+ %sin(ﬁx). (5.6)

Para este teste foi utilizado o resolvedor de Riemman de Roe, volumes de controle gerados
utilizando a distribui¢ao de Gauss-Lobatto, velocidade constante a = 1, e um esquema de
discretizacao temporal tipo Runge Kutta de ordem 3, com passo de tempo At = 1074, A
solugdo exata é suave até um tempo t = 2/mw. A partir deste instante de tempo, tem-se
entao a formacao de uma onda de choque. O primeiro teste é feito no tempo ¢t = 0.3, onde
a solugao apresenta comportamento suave. Aqui o SFVM é analisado para diferentes
ordens de acuréacia e os resultados para as normas do erro L; e L., sao mostrados na
Tabela junto com a ordem de acurdcia numérica. Em geral observa-se que a ordem
de acuracia esperada é atingida.

Com o objetivo de verificar a acurécia espectral e o desempenho computacional, outro
teste é apresentado na Fig.[5.6] na qual a solu¢ao numérica do método SFVM de ordem 2
com 12 DOFs ¢é graficada junto com a solugao numérica para ordem 4 com igual nimero
de graus de liberdade ou igual namero de incégnitas por solucionar. Neste problema, nao
é utilizada a funcgao limitadora, isto é devido a que para o tempo final ¢t = 0.3 a solucao é
ainda suave e nao apresenta ondas de choque. Observa-se neste teste que a solucao para

ordem k = 4 apresenta melhor comportamento, aproximando-se da solu¢ao semi-analitica.

t=2.957e-01/ 22 iter / order 4 /12 NDOF / CFL = 1.200e-01

3 SVs
o k=2
1.6f O k=4
S. Analitica

-1 -0.5 0 0.5 1
X

Figura 5.6: Solugoes numéricas para a equacao do Burgers no tempo t=0.3 através do
SEFVM do ordem 2, com 12 DOFs, graficada junto com a solugao numérica para ordem 4
com 12 graus de liberdade.

No teste subsequente para o tempo ¢ = 2/, a solugao inicia a formagao do choque de-
vido ao cruzamento das linhas caracteristicas. Entao, a solu¢ao numérica pode apresentar

oscilagoes sem a utiliza¢do da funcdo limitadora (ver Fig. )
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Tabela 5.3: Estudo da acurécia na solucao da Equacao de Burgers com condigao inicial
senoidal no tempo ¢t = 0.3 e volumes de controle nao uniformes, gerados pelos pontos de
quadratura de Gauss-Lobatto.

k Ax DOFs Lgerro Lgordem L;erro L;ordem
1.00e-1 20 2.73e-2 - 1.19e-2 -
5.00e-2 40 9.94¢-3 1,46 3.05e-3 1,96

9 2.50e-2 80 3.16e-3 1,67 7.85e-4 1,96
1.25e¢-2 160  8.12¢-4 1,95 1.91e-4 2,04
6.25e-3 320 2.1le-4 1,94 4.87e-5 1,97
3.13e-3 640  5.25e-b 2,00 1.25e-5 1,96
6.67¢e-2 30 1.14e-2 - 1.46e-3 -
3.33e-2 60 2.14e-3 2,41 1.95e-4 2,90

3 1.67¢-2 120  3.86e-4 2,47 2.75e-5 2,83
8.33e-3 240  5.82e-5 2,73 3.61e-6 2,93
1.25e-2 480 7.71e-6 2,92 4.82e-7 2,91
2.08e-3 960  9.95e-7 2,95 6.20e-8 2,96
1.00e-1 20 1.63e-2 - 2.89¢-3 -
5.00e-2 40 7.84e-4 4,38 1.05e-4 4,78

4 2.50e-2 80 2.56e-4 1,62 1.25e-5 3,07
1.25e-2 160  1.62e-5 3,98 7.19e-7 4,12
6.25e-3 320 1.11e-6 3,87 4.35e-8 4,04
3.13e-3 640  7.05e-8 3,98 2.70e-9 4,01
0.2 20 1.43e-2 - 2.10e-3 -
0.1 40 8.14e-4 4,14 6.40e-5 5,04

5 0.05 80 9.16e-5 3,15 3.50e-6 4,19
2.5e-2 160  4.52¢-6 4,34 9.51e-8 5,20
1.25e-2 320 1.81e-7 4,64 3.81e-9 4,64
6.25¢-3 640  6.75e-9 4,75 1.3e-10 4,87
6.67e-2 30 2.93e-3 - 2.79e-4 -
3.33e-2 60 5.94e-5 5,62 3.65e-6 6,26

6 1.67e-2 120  5.46e-6 3,44 1.45e-7 4,65
8.33e-3 240  8.72¢-8 5,97 1.71e-9 6,41
1.25e-2 480 1.51e-9 5.85 2.6e-11 6,04
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t=6.361e-01/ 318 iter / order 4 /80 NDOF / CFL = 1.200e-01
20 Svs

—o— SFVM
—— S. Analitica

0-4 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1
X
(a)
t=6.378e-01/ 318 iter / order 4 /80 NDOF / CFL = 1.200e-01
20 SVs
—a— SVTVBM
—oe— CVTVBM
16 — S. Anallitica ]

0.4 : : :
-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 5.7: Solugbes numeéricas para a equagao de Burgers no tempo ¢ = 2/7 , utilizando o
SFVM de ordem k = 4, com 80 DOFs, sem fungao limitadora (a) e com fungao limitadora

tipo SVTVBM e CVTVBM (b).

Na Fig.[5.7p é apresentada a solugao fazendo uso do limitador CVTVBM, que atua

diminuindo as oscilagoes espurias, que se apresentam perto de gradientes acentuados.

O limitador tipo CVTVBM ¢é escolhido neste teste devido ao fato de que apresenta os

melhores resultados na captura do choque, tanto no inicio do mesmo, ¢ = 2/m, como ao

final do tempo de simulagao, ¢ = 1, quando a onda de choque ja esta formada (Wang,



5. Aplicagoes 79

2002)). O comportamento da solugao sob a acgao da funcgao limitadora tipo CVTVBM,
a qual é utilizada, para lidar com oscilacoes nas descontinuidades no tempo t = 1 é

apresentada na Fig.[5.8|

t=9.754e-01 /1000 iter / order 4 /160 NDOF / CFL = 1.200e-01
40 SVs

——o— SFVM

— S. Analitica

0-4 Il Il
-1 -0.5 0 0.5 1
X
(a)
t=1.001e+00 / 1000 iter / order 4 /160 NDOF / CFL = 1.200e-01
40 SVs
—a— SVTVBM
—oe— CVTVBM
16 ' : —— S. Anallitica 7

Figura 5.8: Solugoes numéricas para a equagao de Burgers no tempo ¢t = 1 , utilizando o
SFVM de ordem k = 4, com 160 DOFs, sem fungao limitadora (a) e com fungao limitadora
do tipo SVTVBM e CVIVBM (b).
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5.3 Modelo do fluxo bifasico

5.3.1 Problema de Buckley-Leverett

Este problema, consiste basicamente no deslocamento imiscivel unidimensional de 6leo
por agua ao longo de um meio poroso homogéneo em que, no modelo matematico da
Eq. , desprezamos os efeitos gravitacionais, de capilaridade e termo de fonte. As
saturagoes residuais de agua e 6leo sao S,, = S,, = 0.1 e a razao entre as viscosidades
das fases é p,/pw =1 .

Nos exemplos a seguir, apenas a equacao de saturacao foi resolvida com as seguintes

condicgoes iniciais e de contorno:

Sw (2,0) = Sy = 0.1 para 0<z <1,
Sw(0,t) =1.0-95,. para x=0. (5.7)

Comparacao do método numérico MUSCL-TVD e SFVM

Para este exemplo utilizamos os métodos MUSCL-TVD e SFVM para segunda ordem de
acuracia e com igual DOFs. Nas Figs.[5.9 e [5.10] apresentamos as solugoes obtidas em
t=0.2, para quatro malhas unidimensionais diferentes, com 16, 32, 64 e 128 divisoes da

malha primal. Seguindo |Pinto| (1991)), os intervalos de tempo escolhidos para cada malha

v/t
Nz

tipo CVTVBM foi utilizada para lidar com as oscilagbes perto das descontinuidades.

foram tais que CFL = = 0.1 onde v = |;| = 1. Além disso, uma fungao limitadora
Como podemos observar nas Figs.[5.9) e [5.10, mesmo para a malha menos densa, com
16 subdivisoes ao longo do dominio, nenhum dos métodos apresenta oscilagoes espirias.
Além disso, os métodos convergem adequadamente para a solucao analitica & medida que
refinamos as malhas.

Como um primeiro passo para avaliar o desempenho computacional é calculado o
niamero de operagoes de ponto flutuante (flops) para o SFVM e para o MUSCL-TVD.
A premissa para realizar este teste é que a principal diferenca entre o SEFVM e MUSCL-
TVD esta no processo de reconstrucao das variaveis nas interfaces numeéricas. Por isso s6
serd avaliada a primeira etapa do algoritmo para os dois métodos, desconsiderando entao,
etapas como a aplicacao de fungoes limitadoras, calculo de fluxos numéricos, etc. Para
fazer o calculo dos flops, inicialmente consideramos uma malha primal com igual nimero
de células para ambos os métodos. Agora o processo de reconstrugao para o MUSCL-TVD
¢ analisado.

Levando em consideragao que é atribuido “1-flop” para cada operacao basica, como por
exemplo, adi¢do (+), subtracdo (-), multiplicagdo (*). O numero de flops para as faces
sao calculados utilizando a Eq. , com a inclinagao & = S’w(i) — Sw(i—l); da forma a

seguir:
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Figura 5.9: Comparagao entre os perfis de saturagao de agua para o problema unidimen-
sional de Buckley-Leverett numa malha primal com 16 subdivisoes (a) e numa malha

de 32 subdivisées (b) ao longo do eixo x em ¢t=0.2. Solucdo semi-analitica e solugoes
aproximadas obtidas com o SFVM e MUSCL-TVD.
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Figura 5.10: Comparagao entre os perfis de saturacao de dgua para o problema unidi-
mensional de Buckley-Leverett numa malha primal com 64 subdivisoes (a) e numa malha

de 128 subdivisoes (b) ao longo do eixo x em ¢=0.2. Solu¢ao semi-analitica e solugoes
aproximadas obtidas com o SFVM e MUSCL-TVD.
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Swit, = Swi — 0.5 % (Sw@) — Swi-1)) Swik = Sw() + 0.5 % (Sw@) — Swi—1)) (5.8)

Como podemos observar na Eq. (5.8)), cada variavel reconstruida sé faz uso de 3-flops. Isto
¢ %", para Sy, € “+,*-" para S,()r, como indicado na Fig.|5.11a. Agora a analise
para o SFVM é feito utilizando a equagao Eq. (4.14)), da forma a seguir

Sw(i,if2) = Co1 * Sw(i,l) + co2 * gw(i,Q)a (5.9)
Sw(i,3/2) =C11 * Sw(i,l) + C12 * gw(i,2), (5.10)
Sw(i,5/2) = C21 * Sw(i,l) + Cog * Sw(i,Z)a (511)

onde os coeficientes c¢j; sao tomados da Tab. ouff.2} para k=2. Como podemos observar
nas Eqgs. , e . O numero de flops para cada face numérica é 3, incluindo
dois multiplicacoes e uma adicao “*,+,*”. Devido que cada resolvedor utiliza o mesmo
DOFs, o SEVM precisa de duas células da malha primal para fazer a reconstrugao, como
indicado na Fig.[5.1Tp, entdao o nimero total de flops para obter a segunda ordem de
acuracia é de 9-Flops por célula espectral SV. Por outro lado o MUSCL-TVD precisa
fazer uma nova reconstrucdo, por exemplo, na célula (i+1), utilizando mais uma vez 3-
flops por face, ou seja, 6-flops por célula da malha primal. Em conclusao o SFVM utiliza

o equivalente a um 25% menos de flops que o MUSCL-TVD no processo de reconstrucao.

OPERA(;(N)ES DE PONTO FLUTUANTE (FLOPS) POR INTERFACE NUMERICA

3-Flops 3-Flops

VY

SwiijL  Sw(i)R

0 F. I ® I L I L I L] I L] I [ ] I .—l MUSCL
1 | | | | |
i-1 i i+1 -TVD

(a)

3-Flops 3-Flops
3-Flops

Sw(i,1/2) {} Sw(i,5/2)

Sw(i,3/2)
0 |—o e o—}—e o—}—eo o—j O—l SFVM
1,10 i1 02 il

(b)

Figura 5.11: Operagoes de ponto flutuante para o SFVM e MUSCL-TVD.
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Como segunda opgao para avaliar o custo computacional é feito um teste sugerido
por [Liang et al. (2013)). Neste teste ¢ mantido o nimero de DOFs, e todos os outros
parametros permanecem iguais para os dois métodos. Foram efetuadas 5 simulagoes para
cada malha computacional, com o objetivo de ter uma melhor estimativa do tempo. O
teste foi realizado num laptop ACER, com um processador Intel®) Atom™ CPU N270 @
1.60GHz x 2, com 2 Gb de memoria RAM, Como ¢ observado na Tab.[5.4] praticamente
em todos os casos o SFVM gastou menor tempo de maquina, em comparacao com o
MUSCL-TVD. Também podemos observar no caso para 128 DOFs que a tendéncia de
aumentar a diferenca entre os dois métodos é percebida quando a malha é mais densa.
Por outro lado e fazendo um analise visual das Figs. e p.10] as quais apresentam uma
resolucao similar para os dois métodos. Podemos concluir que o SFVM comporta-se com
melhor eficiéncia computacional que o MUSCL-TVD. O ganho na eficiécia computacional

serd mais relevante no caso de modelos multidimensionais.

Tabela 5.4: Tempo da CPU em segundos utilizado pelos resolvedores SFVM e MUSCL-
TVD, para a simulacao do problema de Buckley-Leverett.

DOFs Simulagao Iteragoes RK-3 SFVM MUSCL-TVD

No.1 2,0270 2,0685
No.2 1,9247 1,9181
16 No.3 240 1,9266 1,9281
No.4 1,8835 1,9017
No.5 2,0316 1,9614
No.1 6,5462 7.2605
No.2 5,6553 6,2673
32 No.3 480 5,7379 6,1089
No.4 5,9469 6,0766
No.5 5,9047 74681
No.1 17,6170 20,5005
No.2 18,1249 19,0619
64 No.3 960 17,2354 18,6759
No.4 17,5940 18,8335
No.5 17,5810 20,0829
No.1 59,5418 76,0072
No.2 59,2562 70,0573
128 No.3 1920 58,4880 69,2475
No.4 61,9353 63,4321
No.5 58,6911 64,1760

Solucao do problema de Buckley-Leverett utilizando refinamento tipo p.

Neste teste o problema de Buckley-Leverett é resolvido utilizando o refinamento tipo p,

para verificar “visualmente” a acuracia espectral e a alta resolugao do SEVM. Os intervalos
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de tempo escolhidos para a malha primal com 8 SVs, foram tais que CFL = ”A—Axt = 0.01
onde v = |v3] = 1 e Az = h;;. Sendo h;j, o menor comprimento do CV, dentre os k
possiveis CVs no interior do SV, para satisfazer o critério de estabilidade. Além disso,
uma funcao limitadora tipo CVTVBM foi utilizada para lidar com as oscilacoes perto
das descontinuidades. Observamos na Fig.[5.12h que, apesar da malha primal ser pouco

densa, o SFVM resolveu o problema, porém ainda com baixa acuracia.

t=2.000e-01/80iter/ k= 2/16 NDOF / CFL = 1.000e-01 t=2.000e-01/160 iter / k = 4 /32 NDOF / CFL = 1.000e-01
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Figura 5.12: Solugao do problema de Buckley-Leverett, utilizando o SFVM de diferentes
ordens de acuracia k = 2,4, 8¢ 16.

A seguir é utilizado o mesmo niimero de SVs, porém aumentamos o grau do polinémio
de reconstrugao, ou seja aumentamos a ordem de acuracia do SFVM, para k = 4,8,
e 16, como mostram as Figs.[5.12b, ¢ e d. Observamos uma melhoria significativa no
comportamento da solu¢ao numérica, isto €, a solu¢ao numérica apresenta maior acuracia
nas regioes suaves de escoamento atras do choque e sem presenca de oscilagoes espurias
na descontinuidade, convergindo adequadamente para a solugao semi-analitica a medida

que aumentamos o grau da reconstrugao polinomial.
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5.3.2 Efeitos gravitacionais

Neste teste, resolveremos o problema dado na Eq. , no dominio [0,1], desconside-
rando o efeito de pressao capilar e o termo fonte. A velocidade total é conhecida e
constante, v; = 1. As saturagoes residuais de agua e 6leo sao S, = S, = 0. Considera-
se a razao de mobilidade p,/p, = 5; a porosidade ¢ = 1; densidade da agua p, = 1;
densidade do 6leo p, = 0.78; aceleragao gravitacional g = 9.8 e as condigoes iniciais e de

contorno a seguir:

Sw(,0) = Sur=0,0<x<1,
Su(0,8) = 1—S,, 2=0. (5.12)

Nesta simulacao, 40 células espectrais foram utilizadas para o SEFVM em comparagao
com 80 células para o método TB(TVD)-FV de segunda ordem de acuracia no caso
bidimensional (Durlofsky|, (1993)), cujos resultados foram capturados das figuras do referido
artigo. Neste teste, o fluxo advectivo inclui efeitos gravitacionais que atuam no sentido
oposto a velocidade vy, isto €, no sentido negativo de x.

Observe na Fig.[p.13] que a curva para a fungao fluxo tem um “ponto sonico” em

S, = 0.19.

Funcéo fluxo fracional com efeito gravitacional

>
]
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Figura 5.13: Funcao fluxo fracional com efeitos gravitacionais (acima), velocidade carac-
teristica (abaixo) e ponto de choque (simbolo ponto quadrado).

Os perfis de saturagao para t = 0.25 e t = 0.5 sdo apresentados na Fig.[5.14 Em

nenhum momento durante o deslocamento apresentam-se oscila¢oes nao fisicas, mesmo
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na vizinhanga do ponto sonico. A gravidade tende a forcar o liquido (4gua) para a parte

de baixo do reservatorio, devido a diferenca de densidades entre as fases.
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Figura 5.14: Solugao do modelo bifasico com efeitos gravitacionais pelo SFVM para um

tempo t = 0.25 (a) e t = 0.5 (b) vs a solugdo obtida através do método TB(TVD)-FV de
ordem 2 (Durlofsky, |1993).

Assim, o perfil de saturagao avanca mais devagar e apresenta uma frente mais acentu-
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ada em comparagao com a frente do problema de Buckley-Leverett sem efeitos gravitacio-
nais (ver Fig.[5.15)). A localiza¢do do ponto de choque é 0.76, de acordo com os resultados

numéricos apresentados por [Durlofsky (1993)) e da solugdo semi-analitica.
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Figura 5.15: Solu¢do do modelo bifasico sem efeitos gravitacionais (Buckley-Leverett),
utilizando SFVM de segunda ordem de acuracia, para t = 0.25 (a) e t = 0.5 (b) vs a
solugdo obtida através do método TB(TVD)-FV de ordem 2.
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5.3.3 Efeitos da pressao capilar

Neste teste € resolvido o problema da injecao de 4gua num meio poroso saturado pelo 6leo
incluindo efeitos de pressao capilar. A lei de conservacao, Eq. , entao é resolvida no
dominio [0,1], desconsiderando os efeitos gravitacionais e o termo fonte. O fluxo fuqy &,
em geral, uma funcdo nao linear de S, (z). A razao entre as viscosidades, é o/, = 1,
e as permeabilidades relativas da fase agua e 6leo sao equivalentes as do problema de
Buckley-Leverett da Sec.[5.3.1]

A condigao inicial neste teste ¢ da forma a seguir:

(1=S,)—86 x<0,
Sw (2,0) = (5.13)

Swr +0 x>0,
onde § < 1 é um nimero pequeno, por exemplo 10°-4, para evitar singularidades para
certos funcionais de pressao capilar com S, = 0 ou S,, = 1. As condigoes de contorno sao
Sw(0,8) = (1 — S,) — 6 e Sp(l,t) = Sur + 0 (Cueto-Felgueroso, 2009). O parametro w,
na Eq. , ¢ tomado como 3. E diferentes valores sao testados, para o parametro € na
Eq. , que atua como um controle da forca capilar. O passo temporal foi calculado
a partir de CFL = 0.05. Na Fig.[5.16 sao apresentados os resultados para um tempo
final t = 2. A press@o capilar é definida como a diferenca entre a pressao da fase 6leo
e a pressao da fase dgua. Levando em consideracao que o gradiente de pressao capilar é
positivo e, portanto, este aumenta o valor da frente de penetracao da solugao do modelo

do fluxo bifésico, como se apresenta na Fig.[5.16|

Perfis de saturacdo da fase agua com efeitos da presséo capilar
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Figura 5.16: Efeito da pressao capilar no perfil de saturagao para diferentes valores de €.
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No teste subsequente avaliaremos o tempo computacional utilizando para solucionar o
problema de Buckley-Leverett com efeitos de pressao capilar. Os parametros considerados
neste exemplo sao os mesmos do teste anterior, além de € = 0.01, porém com igual ntimero
de DOFs para diferentes ordens de acurdcia k = 1,2,3 e 5, e o CFL = 0.1, para garantir o
limite de estabilidade para todos os testes. Para gerar a solucao de referéncia foi utilizado
o FVM de primeira ordem, com 5000 células. O teste foi feito num laptop ACER, com
um processador Intel@®) Atom™ CPU N270 @ 1.60GHz x 2, com 2 Gb de memoria RAM.
O tempo médio para os célculos da solu¢ao numérica pelo SFVM foi de 29.5 segundos.
Neste caso fica claro que é muito melhor utilizar o SFVM de alta ordem, com por exemplo
k =5, que os resolvedores de ordem mais baixa, ja que a resolugao ¢ muito melhor como
se apresenta na Fig.[5.17]
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Figura 5.17: Modelo do fluxo bifasico com efeitos da pressao capilar, utilizando o SFVM
de diferentes ordens de acuracia e deixando fixo o niimero de CV, ou seja, igual nimero
de incognitas ou DOFs sao resolvidas.
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5.3.4 Efeitos gravitacionais e da pressao capilar

Finalmente, neste teste, a Eq. (2.41)) é resolvida levando em consideragao os efeitos de
pressao capilar e de gravidade, sem considerar termo de fonte. As saturacoes residuais de

agua e Oleo sdo S, = S, = 0.1, e a razao entre as viscosidades das fases é ./, = 1.

A porosidade é ¢ = 1, a densidade da agua é p, = 1, a densidade do 6leo é p, = 0.78,
a aceleragao gravitacional é g = 9.8, e termo fonte é (), = 0. As condigOes iniciais e de
contorno dadas na Sec. sao também utilizadas aqui, além de considerar o parametro
para o controle da forca capilar como ¢ = 0.01.

Na Fig.[5.18| é apresentada a comparacao entre os perfis da frente de saturagao in-
cluindo e sem incluir os efeitos de pressao capilar e gravidade. Nesta figura, observa-se que
os efeitos da pressao capilar sao muito pequenos ou insignificantes, quando comparados

com os efeitos gravitacionais. Neste caso os termos que consideram velocidade e gravidade

Eq. (2.42)) sao mais relevantes.
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Figura 5.18: Modelo do fluxo bifésico com efeitos gravitacionais e de pressao capilar para
um tempo t =2.
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Capitulo 6
Conclusoes e trabalhos futuros

O método espectral dos volumes finitos de alta ordem foi implementado com sucesso e
verificado para a solu¢ao do modelo de fluxo bifasico de agua e 6leo em meios porosos.

As principais conclusoes sao listadas a seguir:

e A alta resolucao do SF'VM foi verificada através de testes numéricos para problemas
lineares e nao lineares utilizando soluc¢oes suaves, confirmando as taxas de conver-

géncia esperadas do método.

e O comportamento do método para resolugoes de segunda ordem mostrou bom de-
sempenho quando foi comparado com dados numéricos e semi-analiticos, além disso
os resultados obtidos indicam que o referido método consegue dar solugoes com si-
milar resolucao e razoavel custo computacional quando comparado com os métodos

tradicionais de alta ordem k > 2.

e Por outro lado, devido a o SEFVM fornecer resolucao ao nivel das sub-células, o SFVM

captura com excelente resolucao as descontinuidades. Esta vantagem é visualizada
no desempenho dos limitadores SVIVDM e CVTVBM.

e A funcao limitadora CVTVBM foi melhorada, utilizando um discriminador para
distinguir entre extremo suave e extremo descontinuo nas interfaces internas dos
CVs, no interior do SV, a fim de evitar utilizar um resolvedor de Riemann quando

é desnecessario.

O SFVM ¢ viavel para simulagao de reservatorios de petroleo, no sentido de ser com-
pacto da perspectiva da implementacgao. Isto é, o SV analisado s6 interage com os vizinhos
imediatos o que é importante para trabalhar com meios heterogéneos e anisotrépicos, ma-
lhas nao estruturadas e computagao paralela. O SFVM ¢ extensivel para alta ordem de
acuracia e computacionalmente eficiente.

Para trabalhos futuros é de interesse estender nosso trabalho para lidar com métodos

espectrais, tais como;
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e SF'VM e SFDM, para o estudo do problema de fluxos multifisicos em meios porosos

em miltiplas dimensoes.

e Estudo e acoplamento via IMPES (implicit pressure- explicit saturation), destas
formulagoes espectrais com diferentes métodos utilizados para dar solugao a equa-
¢ao de pressao, como por exempto, TPFA (two point flux aproximation), MPFA

(multipoint flux approximation), etc.

e Implementacao de metodologias para adaptagao h-p.
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