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RESUMO

A andlise de componentes principais (PCA) é frequentemente utilizada na descorre-
lacao de dados e na reducao de dimensionalidade. Por sua caracteristica de compactacao
de energia em poucas componentes principais, encontram-se aplicacoes importantes da
PCA no contexto de compressao de imagens. Na &area de processamentos de sinais, a
PCA ¢é conhecida como transformada de Karhunen-Loéve (KLT). Pelo fato de seu com-
puto depender da matriz de variancias e covariancias do sinal de entrada, o uso da KLT
em aplicagoes em tempo real é severamente restringido pela dificuldade do desenvolvi-
mento de algoritmos rapidos que a implemente. Nesse contexto, esta dissertacao propoe
uma nova classe de transformadas de baixa complexidade que sao obtidas por meio da
aplicacao de funcgoes inteiras nos elementos da matriz da KLT. E dada énfase as transfor-
madas de comprimento 8 devido sua a ampla utilizagdo em codificacao de imagem e video,
como nos padroes JPEG e HEVC. Quando o sinal de entrada ¢ um processo Markoviano
de ordem I, o computo da KLT depende apenas do coeficiente de correlagao p dos dados
de entrada. Nesse sentido, obtemos transformadas aproximadas considerando os valores
de p variando de zero até um. As transformadas 6timas, considerando algumas figuras
de mérito que medem o poder de codificagao e distancia da aproximacao proposta para
a KLT exata, sao exploradas em experimentos de compressao de imagens. Essa avalia-
¢ao considera métricas tradicionais, tais como a relagao sinal-ruido de pico e o indice de
similaridade estrutural. De acordo com os resultados obtidos, mostrou-se que as transfor-
madas aproximadas propostas possuem bom desempenho em aplicagoes de compressao de
imagem e requerem baixo custo de implementacao. Também sao introduzidos algoritmos

rapidos para as transformadas aproximadas propostas.

Palavras-chave: Analise de componentes principais. Compressao de imagens. Trans-

formada de Karhunen-Loéve. KLT aproximada. Transformada de baixo custo



ABSTRACT

Principal Component Analysis (PCA) is often used for data decorrelation and
dimensionality reduction. Because of its energy compression characteristics in a few main
components, there are important PCA applications in the framework of image compres-
sion. In the area of signal processing, PCA is known as the Karhunen-Loéve transform
(KLT). Due to the fact that its computation depends on the matrix of variances and
covariances of the input signal, the use of the KLT in real time applications is severely
constrained by the difficulty in developing fast algorithms to implement it. In this context,
this dissertation proposes a new class of low-complexity transforms that are obtained th-
rough the application of integer functions to the elements of the KLT matrix. Emphasis
is given to transforms of length 8 due to its wide use in image and video coding as in the
JPEG and HEVC standards. When the input signal is a Markovian process of order I,
the KLT computation depends only on the correlation coefficient p of the input data. In
this sense, we obtain approximate transforms considering the values of p ranging from
zero to one. The optimal transforms, considering some figures of merit that measure the
coding power and distance of the proposed approximations to the exact KLT, are explored
in image compression experiments. This evaluation considers traditional metrics, such as
the peak signal-to-noise ratio and the structural similarity index. According to the results
obtained, it was shown that the proposed approximate transforms perform well in image
compression and require a low implementation cost. Fast algorithms are also introduced

for the proposed approximate transforms.

Keywords: Principal component analysis. Image compression. Karhunen-Loéve trans-

form. Approximate KLT. Low-complexity transforms
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1 INTRODUCAO

1.1 MOTIVACAO

Estamos vivendo na era em que bilhoes de dados sao gerados todos os dias, a
era Big Data [1,2]. Com o desenvolvimento cada vez maior da tecnologia de informacao, a
capacidade de gerarmos quantidades ainda maiores de dados cresce a cada dia em todos os
dominios da ciéncia e da engenharia, incluindo ciéncias fisicas, biologicas e biomédicas [3].
Aproximadamente 1.2 zettabytes (10?!) (neste trabalho, ¢ utilizado ‘.” como separador de-
cimal) de dados sao gerados todos os anos nestas areas, desde experimentos cientificos até
postagens no Twitter [2]. Muitas ferramentas estatisticas, como aprendizado de méaquina
e mineragao de dados, foram desenvolvidas para se analisar estes dados [3,4]. Porém,
nao h& muitos avancos entre os estatisticos na elaboragao de procedimentos inferenciais
de baixo custo computacional. Em seu artigo “On Some Useful ‘Inefficient’ Statistics”,
o Professor Frederick Mosteller (Universidade de Princeton) [5] ja chamava a atengao
dos avancos em estatisticas eficientes e testes mais poderosos sem considerar a economia
computacional associada (“eficiéncia” computacional). Hoje em dia, com demandas com-
putacionais cada vez maiores para anélise de grandes massas de dados em tempo real, o
desenvolvimento de métodos estatisticos de baixa complexidade computacional se faz de
grande interesse.

A compressao de dados pode ser uma boa alternativa para a reducao da dimen-
sionalidade e 1til para transmissao e armazenamento dos dados. O processo de compressao
transforma dados de entrada em dados de saida com menor dimensao [6]. H& varios méto-
dos para compressao de dados, mas todos eles se baseiam no mesmo principio da reducao
ou remocao de redundancia dos dados de entrada. Na terminologia de processamento de
sinais, estes dados podem ser entendidos como sinais, e alguns exemplos sao: audio, video,
imagem, linguagem, multimidia, sonar, radar, registros de atividade biomédia/biologica,
sequéncias de atributos, quantidades numéricas, entre outros dados |7].

A anélise de componentes principais (PCA) [8] é comumente utilizada neste
contexto de descorrelagao de dados e redugao de dimensionalidade [9,10]. A PCA envolve
um procedimento matematico que transforma as variaveis correlacionadas em variaveis

nao-correlacionadas, que sao denominadas de componentes principais. Usualmente, ape-
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nas as primeiras componentes principais sao utilizadas para representar grande parte da
variabilidade (energia) dos dados (sinal). Essa caracteristica de reten¢ao de energia tem
grande importéncia para a compressao de imagens, pois a PCA é capaz de preservar a

imagem mesmo reduzindo a dimensionalidade dos dados [11].

1.2 ESTADO DA ARTE

As transformadas discretas tém um papel muito importante no contexto de
processamento digital de sinais [12]. Elas sdo adequadas em aplicagoes a dados reais e
complexos quando utilizamos computadores digitais, que sao capazes apenas de realizar
célculos numeéricos e finitos [13]. Quando aplicamos as transformadas discretas, podemos
analisar os dados sob a perspectiva do dominio da transformada e gerar novas interpreta-
¢oes para estes dados. Como exemplo de transformadas discretas temos a transformada
discreta de Fourier (DFT) que decompoe um sinal na frequéncia de seus componentes e
a transformada de Karhunen-Loéve (KLT) que descorrelaciona completamente um dado
sinal de entrada [14].

No contexto de processamento de sinais e imagens, a PCA é conhecida como
KLT [14]. Uma caracteristica da KLT ¢ que essa transformada descorrelaciona completa-
mente o sinal no dominio da transformada. De fato, a KLT é uma transformada linear
6tima capaz de minimizar o erro quadratico médio na compressao dos dados e concentrar
maior energia em poucos coeficientes do sinal de saida [14]. No entanto, o uso da KLT em
processamento de sinais é limitado, pois sua construcao depende da matriz de variancia
e covariancia dos dados de entrada, dificultando o desenvolvimento de algoritmos rapidos
que a implemente. Neste contexto, surge a transformada discreta do cosseno (DCT) que
¢ uma aproximacao assintotica da KLT quando a correlacao do sinal de entrada tende a
unidade [15] e quando o sinal de entrada é um processo Markoviano de primeira ordem.
A definicao da DCT independe do sinal de entrada, o que permite o desenvolvimento de
algoritmos rapidos computacionalmente eficientes. Assim, a DCT é amplamente adotada
em padroes de compressao de imagem e video como JPEG [16], MPEG [17] e HEVC [18],
por exemplo.

A DCT de comprimento oito é muito utilizada no contexto de compressao
de imagem e video [14]. Por esse motivo, muitos algoritmos rapidos considerando este

comprimento foram propostos [19-26]. Em particular, Loeffler et al. [25] propuseram um
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algoritmo que requer apenas 29 adigoes e 11 multiplicacoes, atingindo a complexidade
multiplicativa minima prevista em teoria |27, p. 116]. Entretanto, mesmo com um custo
computacional reduzido, o uso da DCT ainda pode ser proibitivo em contextos que dispo-
nham de baixo poder de processamento ou severa restrigao de autonomia energética [28,29|.
Isto se da pelo fato de que a DCT, em sua forma exata, requer multiplicagdes por irra-
cionais que sao usualmente aproximados por arredondamento ou truncamento em forma
racional e implementados em aritmética de ponto flutuante ou aritmética de ponto fixo
com inteiros grandes [30]. Implementagoes em hardware para realizar operagoes aritmeé-
ticas em ponto flutuante — especialmente multiplicagoes — sao usualmente demandantes
em termos de circuitaria e de consumo [14]. Neste sentido, diversas transformadas que
sao aproximagoes para a DCT vém sendo propostas [28,29,31-33|, de forma que sejam
livres de multiplicagao. Algumas aproximagoes para a DCT sao a classica DCT sinalizada
(SDCT) [31], a DCT arredondada (RDCT) [32] e as aproximagoes para a DCT baseadas
em fungoes inteiras [28].

Proposta por Haweel [31], a SDCT ¢é construida através da aplicagao da fungao
sinal aos elementos da matriz da DCT, se tornando livre de multiplicacoes nao triviais.
Dessa forma, a matriz da SDCT tem apenas elementos no conjunto {1} e sua trans-
formada direta requer apenas 24 adi¢oes. A SDCT mantém a capacidade de codificacao
semelhante & DCT, mas oferece um custo computacional bastante reduzido. De forma
semelhante, a RDCT, introduzida em [32|, é obtida apos a aplicacdo de uma fungao de
arredondamento a matriz da DCT exata. Esta transformada aproximada é ortogonal e
também possui apenas elementos no conjunto {0,£1}. Seu computo requer apenas 22
adicoes, e por ser ortogonal, sua transformada inversa também ¢é de baixa complexidade.
Baseada na RDCT, a RDCT modificada (MRDCT) foi introduzida em [34] como uma
nova aproximacao de baixa complexidade para a DCT de comprimento 8. Ela necessita
de apenas de 14 adigoes para seu computo. Em [28], é proposta uma colegao de transfor-
madas aproximadas para a DCT baseada em fungoes inteiras. Em [28], sdo apresentadas
12 novas aproximadas de baixa complexidade, em que seus elementos variam no conjunto
{0, 41, £2,+3}. Os autores decidiram considerar os elementos +3 pelo fato de que mul-
tiplicagoes por £3 podem ser implementadas por apenas uma adi¢ao e uma operacao de
deslocamento de bit (3-x = 2-x 4 x). Outras aproximagoes alternativas para a DCT
serao discutidas e apresentadas na Secao 2.3 de modo a objetivar a metodologia utilizada

para encontrarmos novas transformadas aproximadas para a KLT.
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Apesar do fato da KLT ser considerada uma transformada discreta 6tima sob
o critério de descorrelagao de dados — ao nosso melhor conhecimento — pouco pode ser
encontrado na literatura sobre aproximadas para a KLT. Alguns motivos que justificam

esta falta de trabalhos envolvendo a KLT sao citados em [35]:
(i) a DCT é uma aproximagcao assintotica (quando p — 1) para a KLT (quando o sinal

¢ um processo Markov-1);
(ii) o computo da KLT ¢é custoso do ponto de vista aritmético;

(ili) o custo computacional da implementacao da KLT ¢ alto.
O alto custo computacional da implementagao da KLT continua sendo um problema a ser
resolvido em alguns contextos. Em particular, aproximacgoes para a KLT podem ser tteis
nos contextos em que ha uma quantidade massiva de dados a ser processada ou no caso de
implementacao em hardware de baixo consumo. A Figura 1 contextualiza essa assertiva.
Por exemplo, a menos que dispomos de um poder computacional alto e baixa quantidade
de dados — onde nao hé a necessidade da utilizacao de aproximacoes, em todos os demais

casos € conveniente utilizarmos transformadas aproximadas.

Poder computacional

Baixo Alto
Baixo Potenqa}lmente Nio aplicavel
aplicavel

Quantidade
de dados

Potencialmente

Alto Rl aplicavel

Figura 1 — Contextos para aplicagao de transformadas aproximadas.

1.3 OBJETIVOS

Devido & lacuna na literatura no que tange estudos envolvendo alternativas
de baixo custo para a KLT, e a condi¢ao de que os dados sejam altamente correlaciona-

dos, o que nem sempre ¢é verificado em aplica¢oes reais, o objetivo geral deste trabalho é:
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Projetar/desenvolver transformadas de baixa complexidade que sejam
aproximacgoes para a KLT, considerando diferentes valores para o coeficiente

de correlagao (p).

Para alcancar o objetivo geral proposto, os objetivos especificos pontuados nesta disser-
tacao sao:
1. Realizar uma revisao de literatura do estado da arte sobre a KLT, apresentando
definicoes e a relacao da DCT com a KLT;
2. Apresentar uma revisao sobre a DCT e as diferentes metodologias para encontrar
transformadas aproximadas bem como seus algoritmos rapidos;
3. Propor novas transformadas aproximadas para a KLT baseadas na metodologia ja
aplicada em aproximadas da DCT;
4. Propor algoritmos rapidos para as transformadas propostas obtidas;
5. Avaliar matematicamente as transformadas aproximadas propostas quando compa-
radas a KLT exata;
6. Realizar simulacao em compressao de imagens para avaliar o desempenho das novas

transformadas propostas.

1.4 ESTRUTURA DO DOCUMENTO

O presente trabalho estd estruturado da seguinte forma. No Capitulo 2, é
apresentada a formalizagao tedrica da KLT. Na Secao 2.2, é introduzida a DCT como uma
aproximacao assintotica para a KL'T quando o sinal de entrada é um processo markoviano
de primeira ordem. Na Secao 2.3, diversas aproximacoes para a DCT de comprimento
N = 8 sao apresentadas. Ainda no Capitulo 2, sao explicitadas as medidas de avaliacao
de transformadas que serao utilizadas como figuras de mérito.

No Capitulo 3, sao descritas as metodologias e as representagoes numéricas
empregadas para implementar as aproximacoes para a KLT. E posto o problema de otimi-
zagao sobre um conjunto de medidas de avaliacao com o objetivo de identificar solugoes
eficientes e novas transformadas 6timas dentro da classe de transformadas propostas. A
Secao 3.5 apresenta as transformadas aproximadas 6timas propostas.

O Capitulo 4 introduz os algoritmos rapidos propostos para as transformadas
aproximadas. Na Segao 4.2, é discutida a complexidade computacional e é apresentada a

complexidade aritmética das novas transformadas.
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No Capitulo 5, é explicitada a metodologia utilizada para compressao de ima-
gens bem como métricas utilizadas para avaliagao de imagens comprimidas. Também
sao exibidas as imagens comprimidas pelas transformadas propostas e gréficos e tabelas
apresentando as medidas de qualidade de imagem das mesmas.

Por fim, no Capitulo 6, sao apresentadas as conclusoes finais do presente tra-
balho. O Apéndice A apresenta as transformadas de comprimento N = 8 obtidas na
Secao 3.5 e no Apéndice B sao exibidas as imagens utilizadas no experimento de compres-

sao de imagens.
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2 KLT E DCT

No presente capitulo, é apresentado o enquadramento teérico da KLT, bem
como sua formalizacao matemaética quando sinais de entrada markovianos de primeira
ordem sao considerados. Como o computo da KLT pode ser muito custoso em contextos
em que se exige baixo consumo, baixa complexidade de hardware, elevada autonomia,
ou possivelmente, em casos em que se haja uma quantidade absurdamente grande de
dados a serem processados, seu uso pode tornar-se proibitivo. Nesse sentido, por ser uma
aproximacao assintotica para a KLT quando o coeficiente de correlagao do sinal tende
a unidade [15,36] e por herdar suas boas propriedades, a DCT também é evidenciada
neste capitulo. Aproximacoes classicas para a DCT que foram propostas com o intuito
de reduzir o custo computacional de sua implementagao também sao apresentadas. As
aproximacoes para a KLT propostas nesta dissertacao serao baseadas na metodologia

utilizada para encontrar estas aproximacoes da DCT.

2.1 A TRANSFORMADA DE KARHUNEN-LOEVE

A KLT [37-39], desenvolvida de forma independente pelos probabilistas Kari
Karhunen (1915 - 1992) [40] e Michel Loéve (1907 - 1979) [41], é derivada através da busca
de uma transformada que reduza a dimensionalidade e descorrelacione completamente os
dados. Na literatura, podemos encontrar abordagens equivalentes da KLT, como analise
de componentes principais [42] e transformada de Hotteling [43].

Uma dificuldade que podemos encontrar em problemas fisicos é que os dados
sao extremamente correlacionados e contém informacao redundante. Em particular, os
pizels de imagens naturais sao altamente correlacionados entre si [6]. Nesse sentido, vé-se
a importancia de utilizarmos uma transformada que seja capaz de reduzir a correlacao e a
dimensao dos dados. A KLT possui as seguintes propriedades [35,44]: (i) descorrelaciona
completamente os componentes do sinal; (ii) minimiza o erro quadréatico médio na com-
pressao dos dados; (iii) concentra maior energia em poucos coeficientes do sinal de saida
e (iv) minimiza a representacdo total de entropia da sequéncia. Ela é a representacao de
um sinal aleatério, na qual as fungoes de base ortogonais sao obtidas pelos autovetores da
matriz de autocorrelacao correspondente, ou seja, seu calculo depende do sinal de entrada
a ser transformado.

Considere um sinal aleatério N-dimensional de entradax = |zq x; ... Zn_1
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com matriz de covariancia associada dada por [45]:
Ry = B{(x — B{x})(x — E{x})"}. (2.1)

Buscamos transformar este vetor, por uma transformacao linear K, em um vetor nao
T
correlacionado y = |y, y; ... yny_1| - Em outras palavras, queremos escrever y:

y = K- x, (2.2)

de modo que a matriz de correlagao de y seja estritamente diagonal. Ou seja:

X ... 0
E{y-E{yHy—-E{y)"y=1: - |, (2.3)
0 ... Av.

em que cada \; representa um autovalor da matriz Ry.
2.1.1 KLT para sinais Markovianos de primeira ordem

Nao ha forma fechada para o computo da KLT de um sinal arbitrario qual-
quer, mas levando em conta que muitos sinais reais tém comportamento estatistico do
tipo Markov-1 [14], Ray e Driver [46] derivaram uma solugao analitica para a KLT consi-
derando este tipo de sinal.

Assim, assumindo que x é um sinal Markoviano de primeira ordem, podemos

reescrever sua matriz de covariancia por [14]:

1 o P PNl
N—-2
_prl pN72 P 1 |

em que p é o coeficiente de correla¢io de Pearson, 0 < p < 1. Os (4, j)-ésimos elementos

da matriz de transformacio K dado um valor arbitrario de p, sao dados por:

%:MNi&m{MG—E;S+Q%Qq, (2.5)

em que os autovalores da matriz de covariancia do sinal transformado y sao:

1—p?

_ 2.6
1+ p?—2pcosw;’ (2:6)

%
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e Wi, wa,...,wy sao as IV solucoes da equagao:
—(1 = p?)sinw
(1+ p?)cosw —2p

Como a matriz da KLT para um sinal Markoviano depende de p,identificaremos

tan Nw =

(2.7)

essa matriz por K. Por exemplo, a matriz da KLT de comprimento oito, para p = 0.95,
¢é dada por:

0.338 0.351 0360 0364 0364 0360 0351 0338
0.481 0.420 0.286  0.101 —0.101 —0.286 —0.420 —0.481
0.467 0.207 —-0.179 —-0.456 —0.456 —0.179 0.207  0.467
0.423 —0.085 —0.487 —-0.278 0.278 0487 0.085 —0.423
0.360 —0.347 —0.356 0.351  0.351 —0.356 —0.347 0.360
0.283 —0.488 0.094 0.415 —0.415 —0.094 0.488 —0.283
0.195 —0.462 0.460 —0.190 —0.190 0.460 —0.462 0.195
0100 -0.279 0416 —-0.490 0.490 -0.416 0279 —0.100

] (0-95)

em que os elementos foram arredondados em trés casas decimais.

No contexto de processamento de imagens, os dados dos pizels adjacentes sao
altamente correlacionados [47]. A suposi¢ao de que uma imagem digital seja uma realiza-
¢ao de um processo Markoviano de primeira ordem altamente correlacionado, usualmente
suposto p = 0.95, é amplamente aceita [14]. Nessa classe de sinas, a KLT é a transforma-

¢ao linear 6tima para descorrelagao dos dados [14].

2.2 DCT COMO APROXIMAGAO ASSINTOTICA PARA A KLT

Como a obtengao da KLT depende da matriz de variancia e covariancia do sinal
de entrada, dificultando o desenvolvimento de algoritmos réapidos que a implemente 45,48,
49], seu uso em aplicagbes em processamento de sinais tais como compressao de imagem,
transmissao e processamento de video em tempo real, sistemas de comunicagao, entre
outros, pode ser proibitivo. Em 1981, Clarke [36] indicou em seu artigo que a DCT
se aproxima da KLT quando o coeficiente de correlagao p entre os elementos dos dados
adjacentes se aproximam de 1.

Assumindo que as componentes do sinal de entrada sao altamente correlacio-

nados, temos que p =~ 1. Dessa maneira, podemos reescrever a Equagao (2.7) como:

—(1 = p?)sinw

tan Nw = li =0. 2.9
e pﬂ(1+p2)cosw—2p (29)
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As N raizes positivas da Equagao (2.9) sao dadas por:
wi:%, i=0,1,...,N—1. (2.10)

Substituindo (2.10) em (2.6), temos como resultado \; = 0 para i # 0. Além disso, temos

que o trago da matriz Ry, definido por:

=

tr(Rx) = R, (2.11)

3
Il
o

é igual a soma dos N autovalores [50]. Assim,
N-1 N-1
lin tr(R) = lim 3 _[Rec]y . = lim ZO Ai = Ao (2.12)

p—1 p—1
n=0

Dado que [Rx]nn =1, paran =0,1,..., N—1, entdo \g = N quando p — 1. Substituindo

em (2.5) temos:

, (2.13)

sin{%%—%}z@ws{%}, i 0. (2.14)

Definindo a constante ¢; como:

Uo,j =

Wiy =

=199 -

L sei=0,

=4V (2.15)
1, sei#0,

temos que os (i, j)-ésimos elementos da matriz da DCT de comprimento N sdo dados por

[14]:
2 i(2j + D o
=] e AL m —0.1.....N—1. 2.1
u; j NCZCOS{ 5N } i,j=0,1,..., (2.16)

Especialmente, no caso em que N = 8, a matriz da DCT é dada por:

Y3 Vs 3 3 V3 V3 Y3 73
Yoo 2 V4 Yo V6 —V4 —TY2 —0
MY T 71 1 75 s 4!
Y2 Y6 —Y T4 T4 Yo Y6 o T2

Cs = : (2.17)
Y3 T3 Y3 )3 Y3 T3 Y3 )3

N | —

Y4 —7Y0 Ve T2 T2 —7Y Yo T4
Y5~ M~V 5 1 TV s

Y6 —Y4 Y2 —7Y0 Yo —V2 Y4  —Ve



em que

Yo =

Arredondando em trés casas decimais, temos:

_0.354
0.490
0.462
0.416
0.354
0.278
0.191

_0.098

Cs

Q

0.354

0.416

0.191
—0.098
—0.354
—0.490
—0.462
—0.278

242+ 2
9 y M
24+ 2 -2
— 5 -
V2 —vV2-+2
9 y V5=
2—V2+2
2
0.354 0.354  0.354
0.278  0.098 —0.098
—0.191 —0.462 —0.462
—0.490 —0.278 0.278
—0.354 0354  0.354
0.098 0.416 —0.416
0462 —0.191 —0.191
0.416 —0.490 0.490

V2

5

2+ /2

T

212

P
0354 0354 0354 |
_0.278 —0.416 —0.490
~0.191 0191  0.462
0490  0.098 —0.416
_0.354 —0354 0.354
_0.098 0490 —0.278
0462 —0.462 0.191
~0.416  0.278  —0.098]
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(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

A titulo de comparacao, a Equagdo (2.23) apresenta a matriz da KLT de

comprimento 8 para p = 0.99. Podemos notar a semelhanca entre os elementos das duas

matrizes, ja que a DCT é um caso assintético da KLT quando p — 1.

_0.350
0.489
0.463
0.417
0.355
0.279
0.192

_0.098

F(0-99)

0.353

0.417

0.194
—0.095
—0.352
—0.490
—0.462
—0.278

0.355  0.356  0.356
0.279  0.098 —0.098
—0.189 —-0.461 —0.461
—0.490 —-0.278 0.278
—0.354 0.353  0.353
0.097 0416 —0.416
0.462 —0.191 —-0.191
0.416 —0.490 0.490

0.355
—0.279
—0.189

0.490
—0.354
—0.097

0.462
—0.416

0.350

0.353

—0.417 —0.489
0.194  0.463
0.095 —-0.417
—0.352  0.355
0.490 —0.279
—0.462 0.192
0.278

—0.098

(2.23)

E importante ressaltar que a matriz da DCT é sempre a mesma independente

do sinal de entrada, o que faz dela uma transformada muito util na prética [48|. Em parti-

cular, a DCT de comprimento oito é bastante utilizada no contexto de processamento de
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imagens e video, como nos padroes JPEG [16], MPEG-1 [51], MPEG-2 [52], e HEVC [18].
Por esse motivo, diversos algoritmos rapidos foram propostos considerando este compri-

mento da DCT. Alguns desses algoritmos rapidos sao apresentados no Capitulo 4.

2.3 APROXIMACOES PARA A DCT

Apesar do computo da DCT independer do sinal de entrada e da existéncia de
varios algoritmos rapidos que a implemente, sua complexidade computacional ainda pode
ser alta pelo fato de que sua implementagao requer aritmética de ponto flutuante [14], o
que demanda maiores exigéncias de hardware. Nesse sentido, diversas aproximacoes para
a DCT vém sendo propostas [28,29, 31,32, 34, 53-64| obtendo-se significativas redugoes
de custo aritmético. Uma breve revisao dos métodos para encontrar aproximadas para a
DCT sera feita a seguir.

Uma maneira para aproximar a DCT é encontrar matrizes onde seus elementos
de entrada sejam racionais diadicos [14, p. 221], o que torna as aproximagoes livres de
aritmética de ponto flutuante. O conjunto de ntimeros racionais diadicos pode ser definido
como:

%, pkeN, p=1,2... 2" _1. (2.24)

No contexto de implementagao de circuitos aritméticos digitais, a multiplica-
¢ao ou divisao de uma quantidade por poténcias de dois é equivalente a aplicacao de um
deslocamento de bits, requerendo um menor custo de implementacao que adi¢oes e mul-
tiplicagoes. Dessa forma, a multiplicacao de uma quantidade x por um racional diadico
pode ser implementada somente usando adigoes e deslocamentos de bits. Por exemplo, a
multiplicacdo de = pelo racional diadico 5/8 pode ser explicitada por:

5 1 1

o que requer uma adicao e quatro deslocamentos. Embora a concep¢ao de matrizes apro-
ximadas para a DCT utilizando racionais diadicos ofereca boas aproximacoes, como as
baseadas em lifting scheme [65], esta metodologia implica em um incremento na comple-
xidade aditiva e no ntimero de deslocamentos de bits.

Uma boa alternativa a utilizar racionais diadicos, que é mais efetiva do ponto
de vista computacional, ¢ empregar quantidades que nao introduzam adi¢oes extras na

implementacao, como no caso de poténcias de dois. A multiplicacao de uma quantidade
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qualquer = por 2¥, com k € Z, necessita somente k deslocamentos de bits para a sua
implementagao [14, p. 222|. Ainda que esta metodologia nao incorpore adigoes ou multi-
plicacoes, pode requerer um grande ntimero de deslocamento de bits.

A fim de minimizar o nimero de somas e deslocamentos, muitas aproxima-
das encontradas na literatura geralmente possuem elementos definidos no conjunto Cy =
{0,£1/2, £1,£2}. Neste caso, os elementos neste conjunto nao introduzem adi¢oes a mais,
e apenas os elementos em {£1/2, +£2} demandam um deslocamento de bit. Em |28, 66|,
os autores consideram utilizar os elementos em Cy e também +3, pelo fato de que mul-
tiplicacoes pela constante +3 podem ser implementadas por meio de uma adicao e um
deslocamento de bits (3-z =2 -z + x) [28].

Outra caracteristica importante que é buscada em aproximacoes para a DCT
é que as transformadas sejam ortogonais [14, 61|, pois se uma matriz é ortogonal, sua
inversa pode ser obtida pela transposta. Assim, se a transformada de baixa complexidade
for ortogonal, sua inversa também sera de baixa complexidade. A seguir, dois conceitos

importantes quando tratamos de aproximacoes para transformadas sao definidos.

Definicao 1. Uma matriz A € dita ser ortogonal se A - AT resulta em uma matriz

diagonal.

Definicao 2. Se A - AT resulta na matriz identidade, entdo mathbfA € dita ser orto-

normeal.

A matriz da DCT exata é ortonormal. Dessa forma, é interessante buscar
aproximagoes para a DCT que também sejam ortonormais. Dado T, uma transformada
ortogonal de baixa complexidade, é possivel derivar uma matriz T ortonormal baseada em
T através de decomposicao polar [67,68]. A partir desta metodologia, a ortonormalizagao

da matriz T pode ser dada apenas calculando a matriz diagonal S:

S=/(T T, (2.26)

em que +/- representa a raiz quadrada da matriz. Assim, uma aproximacao ortonormal
para a DCT pode ser dada por:
T=S-T, (2.27)

e, neste caso, T é ortonormal e satisfaz T~™' = TT. Seguindo esta formalizacdo, como S ¢é

uma matriz diagonal, a complexidade computacional de T ¢ a mesma de T, exceto pelos
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multiplicandos contidos na matriz diagonal S. Em algumas aplica¢oes, como no caso de
compressao de imagens, a matriz S pode ser incorporada na etapa de quantizagao [32,
34,56,61,69] e, dessa forma, nao ha incrementacao na complexidade computacional do
processamento.

As Equagoes (2.26) e (2.27) s6 sao satisfeitas se T for uma matriz ortogonal.
Se essa caracteristica de T nao é satisfeita, S nao é uma matriz diagonal. Nesse caso, os
elementos fora da diagonal de T - T' resultam em um aumento no custo computacional
de T. Porém, é mostrado em [28] que, sob certas condigdes, é possivel aproximar a matriz
diagonal S substituindo os elementos fora da diagonal por zero. Dessa maneira, a matriz

resultante S ¢ dada por:

S = /[diag(T - TT)] ", (2.28)

em que diag(-) retorna a matriz diagonal. Assim, para o caso em que T ¢é ndo-ortogonal,

a aproximagao T pode ser definida por:
T=S-T. (2.29)

Esta aproximacgao pode ser muito relevante se Sé¢ proximo de S ou se T é quase-ortogonal.
Uma meétrica que pode ser utilizada para medir o quao préxima uma matriz esta de sua
diagonal é o desvio de diagonalidade. Essa medida é definida por [70]:

|| diag(T)| |

0 = 1=y,

(2.30)

em que ||-||r ¢ a norma de Frobenius para matrizes [68]. No presente trabalho, utilizaremos
como critério, assim como em [28], o desvio de diagonalidade da matriz da SDCT [31]
como o valor maximo permitido para matrizes nao ortogonais. O desvio de diagonalidade
da SDCT ¢ igual a 1 — 2/+/5. Dessa forma, a condicio para o desvio de diagonalidade
sera:

S(T-T") <1— —==0.1056. (2.31)

Sl

Definicao 3. Se T satisfizer a Equagao (2.31), entao T € dita ser quase-ortogonal.

No contexto de processamento de sinais e imagens, diversas aproximacoes para
a DCT foram propostas seguindo as metodologias citadas acima. Algumas transformadas

podem ser citadas, como a DCT sinalizada (SDCT) [31], a série de aproximagoes BAS [29,
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53-57], a DCT arredondada (RDCT) [32], a DCT arredondada modificada (MRDCT) [34],
a aproximagao para RF imaging (RF imaging) [71], entre outras.

Nas subsegoes seguintes, serao apresentadas e exemplificadas apenas as apro-
ximagoes para a DCT que serviram de base metodologica para a proposta de novas trans-

formadas aproximadas para a KLT.
2.3.1 SDCT

A primeira aproximagao encontrada na literatura para a DCT foi proposta
por Haweel [31]. Em seu artigo, ele apresenta a SDCT, que é obtida apenas aplicando
a fungao sinal nos elementos da matriz da DCT. A SDCT, que é uma matriz de baixa

complexidade, é definida como segue:

TSDCT = sign (C) s (232)

em que a fungdo sign(-) é dada por:

;

1, se x > 0,
sign(z) = ¢ 0, se x =0, (2.33)

-1, sex <0.

\

A funcdo sinal é aplicada a cada elemento da matriz (aplicagdo elemento a elemento).

Assim, a matriz da SDCT para N = 8 é dada por:

Tsper = : (2.34)

com

" 1 1 1 1 1 1 1 1
SSDCT:diag(—,———————). (2.35)
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A SDCT nao é uma transformada ortogonal, porém como sua matriz tem
entradas somente em {+1}, requer apenas adigoes para sua implementagao. Haweel [31]
avaliou a SDCT em termos de identificagao de sistemas e compressao de imagens e mostrou
que esta transformada tem um desempenho similar ao da DCT no quesito descorrelacao

e compactacao de energia.
2.3.2 DCT Arredondada (RDCT)

Proposta em [32], a RDCT é uma matriz ortogonal que é obtida quando
aplicamos a fungdo de arredondamento (round-off) aos elementos da matriz DCT. A
RDCT é uma transformada que demanda um baixo custo aritmético e pode ser definida
como:

Trper = round(2 - C), (2.36)

em que C ¢ a matriz da DCT e a fungao round(-) ¢ dada por:
round(z) = sign(x) - ||z| + 0.5], (2.37)

em que |z| = max{m € Z|m < z}. A fun¢do de arredondamento ¢ aplicada elemento a

elemento na matriz. A transformada RDCT para N = 8 é apresentada a seguir:

_1 11 1 1 1 1 1 ]
11 1 O O -1 -1 -1
1 0 0 -1 -1 0 0 1

Tper — 1 0 -1 -1 1 1 0 -1 | (2.38)
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
1 -1 0 1 -1 O 1 -1
0o -1 1 0 0 1 -1 0
o -1 1 -1 1 -1 1 O

com
Srpcr = diag (%%%%%%%%) . (2.39)

Como suas entradas estao definidas em {0, £1}, esta transformada requer apenas adi¢oes

para sua implementacao. Em [32], os autores demonstram que o desempenho da RDCT
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também é muito proximo ao da DCT em termos de compressao de imagens, superando a

SDCT.

2.3.3 DCT arredondada modificada (MRDCT)

Em [34], é proposta uma aproximacao baseada na RDCT de comprimento
N = 8 a qual possui a menor complexidade de todas as aproximacoes para a DCT

consideradas neste trabalho, necessitando apenas de 14 adi¢bes para o seu computo. A

MRDCT ¢é dada por:

-1 1 1 1 1 1 1 1 ]
10 o0 0 0 0 0 -1
1 0 0 -1 -1 0 0 1
Tooer — 0O 0 -1 0 0 1 0 0 | (2.40)
1 -1 -1 1 1 -1 1 1
O -1 0 O 0 O 1 0
0 -1 1 0 0 1 -1 0
o 0 0 -1 1 0 0 0
com ) -
Sumrper = diag (%,%,%,%,%,%,%,%) ) (2.41)

Esta transformada foi obtida trocando alguns elementos da matriz da RDCT por zero.
Por ter um grande nimero de entradas com valor zero, esta transformada tem um baixo

custo computacional associado.
2.3.4 Aproximacgoes da DCT baseadas em funcoes inteiras

Em [28], introduz-se uma série de aproximagoes de baixa complexidade para
a DCT baseadas em fungoes inteiras de arredondamento [72]. O objetivo foi mapear
as entradas reais da DCT em quantidades inteiras. O mapeamento utilizado para tal

finalidade foi:

R — Ms(Z) (2.42)

a — int(a - Cy), (2.43)

em que Mg(Z) é o espago de matrizes 8 X 8 sob o conjuntos dos inteiros Z, int(-) é uma

funcao inteira a ser definida e a é um parametro definido como um fator de expansao da
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DCT que nos permite uma ampla gama de mapeamentos de inteiros [14, p. 273] e Cg é
a matriz exata da DCT de comprimento N = 8. Assim, a formaliza¢do matemética para

derivar as transformadas aproximadas para a DCT ¢ dada por:
T = int(a - Cs). (2.44)

Os exemplos das fungoes inteiras que foram utilizadas neste contexto sao:

floor(z) = |z] = max{m € Z|m < z},
ceil(x) = [x| = min{n € Z|n > z}, (2.45)

trunc(x) = sign(x) - ||z|],
round 4pz(z) = sign(x) - [|z|],
em que |-| retorna o valor absoluto de seu argumento. O termo AFZ na funcao round gz ()
significa away-from-zero.
Os autores também utilizaram as fungoes inteiras de arredondamento para o
inteiro mais proximo |73| para derivar novas aproximagoes para a DCT. Estas fungdes sao

definidas por:

1
roundyy(x) = Lx + —J :

2
1
roundgp(z) = [:p — 5—‘ )
) 1
roundg apz(z) = sign(z) - “ﬂ + §J )
d = si !
roundyrz(x) = sign(z) - ||| = 5 |, (2.46)
oo, seez,
roundpy py(x) =
|z + 1], caso contrario,
[z 3], se e,
roundppp(z) =

L:c — %J , caso contrario,

em que os termos HU, HD, HAFZ e HTZ significam, respectivamente, half-up, half-down,
half-away-from-zero e half-towards-zero. A fungao roundyy é a mesma funcao que foi
utilizada para derivar a RDCT.

A busca computacional para encontrar as matrizes 6timas de baixa complexi-

dade para um valor fixo de « foi feita da seguinte maneira:
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i) os elementos da matriz T devem estar contidos em C = {0, £1, +2, +3};
ii) T-T" deve ser uma matriz diagonal ou possuir um pequeno desvio de diagonali-
dade (2.30);
iii) se T é ndo-ortogonal, mas T - T' ¢é aproximadamente uma matriz diagonal, entao
a matriz inversa T~! deve ser de baixa complexidade com seus elementos definidos
em C.
Para que os elementos de T = int(« - Cyg) sejam definidos em C, convém limitar
a faixa de possiveis valores de a. Sendo v o maior elemento de Cg, é suficiente resolver a
seguinte inequagao para a: 0 < int(a - y) < 3. Para as fungoes inteiras floor, ceil, trunc
e roundspy e todas as fungbes de arredondamento para o inteiro mais proximo (2.46)
foram obtidos os seguintes intervalos de «, respectivamente: [0,3/7], [1/v,4/7], [1/7,4/7],
[0,3/7] e [0,3/7].
A partir destas restrigoes, sao apresentadas em [28] as matrizes 8 x 8 de baixa
complexidade, evidenciadas na Tabela 1. As aproximadas propostas foram avaliadas em
termos de compressao de imagens e apresentaram desempenho semelhante ao da DCT,

com um custo computacional bastante reduzido.
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2.4 MEDIDAS DE AVALIACAO DE DESEMPENHO

Para a avaliacao de desempenho de transformadas aproximadas, usualmente
sao consideradas algumas medidas como figuras de mérito. Essas medidas sao classifica-
das basicamente em dois tipos: (i) medidas de codificagao, como ganho de codificagao |74]
e eficiéncia da transformada [75], que medem o poder de descorrelagao e compactagao de
energia; e (ii) medidas de proximidade com a transformada exata, como erro quadratico
médio [14] e erro de energia total [32], que medem semelhangas ou dissemelhancas entre
as matrizes aproximadas e a transformada exata em um sentido de distancia euclidiana.
Essas medidas vém sendo usadas para avaliacao de aproximacoes a diferentes transforma-
das. As medidas sao apresentadas a seguir. Denotaremos uma matriz de transformagao

exata por K e uma matriz de aproximacao de K é denotada por T.
2.4.1 Ganho de codificacao

O ganho de codificagao unificado mede a capacidade de compactacao de ener-

gia da transformada e ¢ dado por [74]:

Cg(T) = 10- 1og10{H ]\V/ﬁ}, (2.47)

em que Ay = su {(hz ‘hy) © Rx}, hy, é 0 k-ésimo vetor linha de T, a fungao su(-) retorna
a soma dos elementos de seu argumento matricial, ® é o produto matricial de Hadamard
17

[68], Ry ¢ a matriz de covariancia especificada em (2.4), B, = ||gx|* e gx € 0 k-ésimo

vetor linha de T~ !.
2.4.2 Eficiéncia da transformada

A eficiéncia da transformada é definida por [75]:

n(T) = 100 Dz I (2.48)
Sy Yo Irigl

em que r;; ¢ o (i,7)-ésimo elemento de T - Ry - T,
Estas duas medidas acima nao sao relativas a matriz de transformacao exata,
elas medem o desempenho das transformadas na compressao dos dados. Ja as medidas

a seguir, de proximidade, medem o quao préxima a transformada aproximada esta da

matriz exata.
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2.4.3 Erro quadratico médio
O erro quadratico médio (MSE) é dado por [14]:
MSE(K, T) = % tr{(K-T) R - (K-T)"}, (2.49)
em que N é o comprimento da transformada e tr(-) é a funcao trago.
2.4.4 Erro de energia total

O erro de energia total mede a similaridade espectral entre a transformada

aproximada e a matriz da transformada exata, e pode ser calculado por [32]:
(K, T)=m-||K-T|} (2.50)
2.4.5 Medidas de avaliagao das transformadas aproximadas para DCT

Nesta subse¢ao, vamos quantificar as medidas de avaliacao, de codificagao e
similaridade, para cada uma das transformadas aproximadas da DCT apresentadas na
Secao 2.3. Para as medidas de similaridade, é considerada a semelhanga das matrizes
aproximadas para a matriz da DCT exata.

Na Tabela 2, sao apresentadas as medidas de codificacao e similaridade das
transformadas aproximadas para a DCT de comprimento N = 8 que sao amplamente
citadas na literatura. As medidas para a matriz da KLT considerando p = 0.95 e para
a DCT exatas foram incluidas para referéncia. Os cinco melhores resultados para cada
medida estao destacados em negrito. Para essa comparacao, nao foram consideradas
as questoes de complexidade/custo aritmético. Podemos notar que nessa avaliagdo, as
transformadas que apresentaram as melhores medidas sao as aproximagoes para a DCT

baseadas em fungoes inteiras [28].



Tabela 2 — Medidas de avaliagao das transformadas aproximadas

Transformada Cg(T) n(T)  €(Cs, T) MSE(Cs,T)

KLT 8.8462 100 0 0
DCT 8.8259  93.9912 0 0
Tsper [31] 77870 825525  3.3158 0.0207
Troor [32]  8.1826  87.4297  1.7945 0.0098
Turocr [34]  7.3326  80.8969  8.6592 0.0594
T, [28] 8.1361 86.8051  8.5953 0.0375
T, [28] 8.1361 86.8051  1.7945 0.0099
T, [28] 8.4966 91.0133 0.5252  0.0037
T, [28] 7.8071 83.1483  3.3158 0.0208
T, [28] 8.1834  87.1566  1.7945 0.0098
T [28] 8.4816 89.6915 0.5765  0.0040
T, [2§] 8.4816 89.6915 0.5765  0.0040
T [28] 8.1369  86.5359  1.7945 0.0099
T, 28] 8.3437 88.0594 0.8695  0.0062

Tio [28] 8.5294 89.3724 0.5881 0.0041




38

3 APROXIMACOES PARA A KLT

Neste capitulo, serao apresentadas as metodologias utilizadas para derivar
as aproximagoes para a KLT. Foram derivadas aproximadas para a KLT baseadas nas
metodologias utilizadas em Haweel [31], Cintra e Bayer [32]| e Cintra et al. [28]. Como o
computo da KLT depende do coeficiente de correlagao do sinal de entrada [14], conside-
ramos p variando de zero até um com passos de 1071

A busca por novas transformadas foi feita de duas maneiras distintas: (i) con-
siderando as fungoes sinal e de arredondamento aplicadas a matriz da KLT exata; (ii) e
considerando as fungoes inteiras, aplicadas aos elementos da matriz da KLT multiplicados
pelo fator de escala «.

No primeiro caso, para cada matriz da KLT (calculada em cada passo de p)
foram aplicadas a fungao sinal aos elementos da matriz, e a funcao de arredondamento aos
elementos da matriz multiplicados por dois. Considerando o segundo caso, foi necessario
definir os intervalos de « e entao propor uma funcao de otimizacao que retornasse apenas
as transformadas aproximadas 6timas de acordo com as figuras de mérito apresentadas
na Secao 2.4. Depois de encontradas as transformadas 6timas, utilizamos o algoritmo de
agrupamento k-means [76] para reunir as transformadas em grupos segundo a métrica de
ganho de codificacao.

Por fim, apresentamos como resultados as transformadas 6timas propostas
e uma comparacao entre as medidas de codificacao e similaridade das transformadas
aproximadas novas versus transformadas aproximadas classicas da literatura. Todas as

transformadas propostas neste capitulo seguirao a seguinte formulacao matematica:
K=S-T, (3.1)

em que T serao as transformadas propostas com entradas apenas de elementos inteiros e

S 6 a matriz diagonal cuja formulagao é apresentada na Segao 2.3.

3.1 SKLT

Nesta secao, formalizamos matematicamente a aproximacao proposta para a
KLT baseada na técnica empregada no desenvolvimento da SDCT. Tal técnica considera

a funcao sinal para gerar uma aproximagao matricial da DCT. Desse modo, propomos a
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seguinte matriz de transformagao:

T = sign (K*)), (3.2)
em que K ¢ a matriz da KLT de comprimento N = 8 para um coeficiente de correlacio
p definido, dada pelos elementos em (2.5). Quando aplicada a uma matriz, a fungao sinal
¢ empregada elemento-a-elemento. Denominamos essa aproximacao de KLT sinalizada
(SKLT).

Para encontrarmos as novas transformadas, realizamos a seguinte busca com-
putacional na familia de matrizes para diferentes valores de p:

(i) Calculamos a KLT para valores de p variando de 0.1 a 0.9 com passos de 1071
Os casos de p = 0 e p = 1 nao foram considerados, pois o primeiro resulta em
degeneragao da matriz de covariancia e o segundo resulta na DCT exata, cuja teoria
de aproximagao ¢ coberta em [14,15,77|.

(ii) Para cada matriz da KLT calculada, aplicamos a funcao sinal e checamos se ela era
diferente ou igual a matriz anterior.

Dessa forma, considerando N = 8 encontramos apenas duas matrizes SKLT
diferentes. A matriz Ty é definida para qualquer valor de autocorrelacdo no intervalo
(0,0.6] e Ty é definida para p € (0.6,1). As respectivas matrizes T e T} sdo apresentadas

na Tabela 3 bem como suas matrizes diagonais S.

Tabela 3 — Aproximacoes SKLT

Transformada p Matriz S

11 1 1 1 1 1 17

1 1 1 1-1-1-1-1

1 1-1-1-1-1 1 1

1 1-1-1 1 1-1-1
T ] 1-1-1 1 1-1-1 1 dige (L L Lt 1 1 1 1 1
0 (0706] 1-1 1 1-1-1 1-1 g V81 VB VR VR VR VR VR VR

1-1 1-1-1 1-1 1

1-1 1-1 1-1 1-1

101 1 1 1 1 1 17

11 1 1-1-1-1-1

1 1-1-1-1-1 1 1

1-1-1-1 1 1 1-1 . 1 1 1 1 1 1 1 1
T, |31 6,1 diag [ ==, ==, =, =, ==, ==, ==, —
1 [31] (06,1) J1-1-11 1-1-1 ) s\ V5 VB VB VB VB VR' VR VR

1-1 1-1-1 1-1 1

l1-1 1-1 1-1 1-1

Destaca-se que T; é a mesma matriz da SDCT [31], mas a T(, ao nosso

melhor conhecimento, é nova na literatura. Estas transformadas tém entradas apenas no
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conjunto {£1} o que faz delas transformadas de baixa complexidade. Dessa forma, as
aproximagoes para a KLT derivadas segundo esta metodologia sao dadas por ﬁo =S T,
e Kl ~-S. T,. A Tabela 4 apresenta as medidas de codifica¢ao e similaridade com a KLT
exata das transformadas aproximadas obtidas. Para comparacao, as medidas da KLT para
p =06 (K% e 0.95 (K0%)) também foram consideradas. Para as métricas ¢ e MSE,
consideramos a similaridade de cada transformada proposta com a KLT calculada dado
algum valor de p definido no intervalo da aproximada. Por exemplo, para IA(O calculamos

(06) ¢ para K, a similaridade com a K©%). Podemos notar

sua similaridade com a K
que os valores das medidas das transformadas propostas sao semelhantes aos da KLT,

principalmente considerando o ganho de codificacao unificado.

Tabela 4 — Medidas de codificacao e similaridade das SKLT
Intervalo de p Cg(ﬁ) n(ﬁ) e(K®, K) MSE(K®, K)

K©6) 0.6 1.6959 100 0 0

K, (0,0.6] 1.2884 61.4431  3.5782 0.1144

K (0.95) 0.95 8.8462 100 0 0

K, (0.6,1) 77870 82.5525  3.3065 0.0215
3.2 RKLT

Baseada na mesma metodologia aplicada para derivar a RDCT [32], derivamos
a KLT arredondada (RKLT). A seguir, apresentaremos a formula¢ado matematica utilizada
para encontrar estas novas transformadas. A matriz de transformagao da RKLT é definida
por:

T £ round(2 - K)), (3.3)

em que a fungao round(-) ¢ a mesma definida na Equacdo (2.37) e também coincide
com a funcdo roundyrz apresentada na Equacdo (2.46), K ¢ a matriz da KLT de
comprimento N = 8 para um coeficiente de correlacao p definido. A busca computacional
das novas transformadas aproximadas RKLT foi feita da seguinte maneira:
(i) Calculamos a KLT para valores de p no intervalo de 0.1 a 0.9 com passos de 107,
Como no caso da SKLT, os valores de p =0 e p =1 nao foram considerados.
(ii) Para cada matriz da KLT calculada, aplicamos a fun¢ao de arredondamento e che-

camos se ela era diferente ou igual a matriz anterior.
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Obtivemos quatro aproximacoes diferentes para a KLT. As transformadas obtidas, bem

como os intervalos de p e a matriz diagonal §, sao mostradas na Tabela 5.

Tabela 5 — Aproximagoes RKLT

-1
-1

Transformada p Matriz S

001 1 1 1 1 1 07

1 1 1 0 0-1-1-1

1 1 0-1-1 0 1 1

1 0-1-1 1 1 0-1| g (1 1 1 1 1 1 1 _1
T (0,0.4) 1 0-1 1 1-1 0 1 d1ag(%,%,%,%,%,%,%,%>

1-1 0 1-1 0 1-1

1-1 1 0 0 1-1 1

01 1-1 1-1 1 o0J

001 1 1 1 1 1 07

1 1 1 0 0-1-1-1

1 1 0-1-1 0 1 1

1 0-1-1 1 1 0-1 oo L1 1 1 1 1 1 1
T3 0.4,0.7) 1-1-1 1 1-1-1 1 diag (% %7%7%7%7%757%)

1-1 0 1-1 0 1-1

0-1 1 0 0 1-1 0

l0-1 1-1 1-1 1 o0l

f101 1 1 1 1 1 17

1 1 1 0 0-1-1-1

1 1 0-1-1 0 1 1

1 0-1-1 1 1 0-1 oo L1 1 1 1 1 1 1
T, 0.708) |1 15171 111 1| diag (ﬁ %7%,%,%,%,§,%>

1-1 0 1-1 0 1-1

0-1 1 0 0 1-1 0

l0-1 1-1 1-1 1 o0l

f101 1 1 1 1 1 17

1 1 1 0 0-1-1-1

1 0 0-1-1 0 0 1

1 0-1-1 1 1 0-1 oo L1 1 1 1 1 1 1
T [30] 0.8,1) 1-1-1 1 1-1-1 1 diag (ﬁ %7%7%7%7%757%)

1 0 1-1 0 1-1

0 1 00 1-1 0

0 1-1 1-1 1 0

-1

contrada em [30].

A transformada Tj obtida utilizando esta metodologia é a mesma matriz en-

A Tabela 6 apresenta as medidas de avaliagao das transformadas

aproximadas K obtidas. As medidas das matrizes da KLT consideradas nas métricas

de similaridade também estao exibidas na tabela. Podemos notar que, considerando os

valores de p, as transformadas propostas apresentam bons resultados principalmente con-

siderando as medidas Cg(K) e MSE(K®, K)
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Tabela 6 — Medidas de codificacao e similaridade das RKLT
Intervalo de p Cg(ﬁ) n(K) e(K»), K) MSE(K®), K)

K (©3) 0.3 0.3584 100 0 0
K, (0,0.4) 0.2829 80.70876  1.6751 0.0659
K(©-4) 0.4 0.6626 100 0 0
K; (0.4,0.7) 0.5616  70.2996 1.7011 0.0660
K(©7) 0.7 2.5588 100 0 0
K, [0.7,0.8) 2.1398  65.8777 1.4716 0.0523
K(©-8) 0.8 3.8824 100 0 0
K; [0.8,1) 3.4058  74.4747 1.7715 0.0362

3.3 APROXIMACOES BASEADAS EM FUNCOES INTEIRAS

Na presente se¢ao, vamos apresentar a formalizacao matematica utilizada para
derivar aproximagoes para a KLT baseada na mesma metodologia apresentada em [28]
para encontrar aproximagoes para a DCT. Analogamente a estrutura para derivar a RKLT,
esta metodologia aplica fungoes inteiras de arredondamento na matriz da KLT exata
para algum valor de p para encontrar novas transformadas aproximadas. O mapeamento

adotado para derivar estas novas aproximacoes da KLT foi o seguinte:

R — Msg(Z) (3.4)

a — int(a - C), (3.5)

em que Mg(Z) é o espago de matrizes 8 x 8 sob o conjunto dos inteiros Z, int(-) é uma
funcao inteira definida e o € um parametro definido como um fator de expansao. A matriz

de transformacao das novas aproximagoes para a KLT é definida por:

T £ int(a - K®), (3.6)

em que K é a matriz da KLT exata de comprimento N = 8 e um valor do coefici-
ente de correlacao p definido. A fungao int(-) é definida por uma colegao de fungoes de
arredondamento inteiras, apresentadas na Equagao (2.45).

A busca computacional por novas aproximacoes para a KLT baseadas em fun-
¢oes inteiras de arredondamento foi feita de modo que as novas transformadas apresentas-

sem as seguintes caracteristicas:
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(i) a matriz K deve apresentar elementos definidos no conjunto C = {0, +1, £2, +3};
(i) K - KT deve ser uma matriz diagonal, ou apresentar um desvio de diagonalidade
muito pequeno conforme apresentado na Equagao (2.30) na Condigao (2.31).
A fim de que os elementos de K estejam definidos em C devemos restringir o intervalo dos

valores de av. Para isto basta resolver a seguinte inequacao para «:
0 <int(a-7v) <3, (3.7)

em que v serd o maior elemento da matriz da KLT exata dado um valor definido de p.

Desta forma, os intervalos de « estao definidos na Tabela 7.

Tabela 7 — Intervalos de «

Funcao Intervalo de

Floor 13
_’y ,y_
Ceil 0,3
L PY_
Trunc 14
_PY PY_
Round 13
_PY PY_

Por exemplo, os valores de v para a KL'T considerando os valores de p = 0.1,0.5
e 0.9 sao, respectivamente, 0.469,0.481 e 0.489. A Figura 2 apresenta o grafico dos valores

de v para os valores de p variando de 0.1 até 0.9, conforme considerado neste trabalho.

v
%
o
o
%
>3
el
G-
o
=]
S
o
T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8
p
Figura 2 — Valores de v considerando a KLT para diferentes valores de
pe(0,1).

De modo a encontrarmos as transformadas otimas, precisamos buscar os va-

lores de o dentro destes intervalos que otimizem as figuras de mérito utilizadas neste
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trabalho. Este problema de otimizagao é apresentado na subsecao seguinte.

3.4 OTIMIZACAO

A otimizacao numérica é uma ferramenta muito importante na tomada de deci-
soes em diversas areas. Para que possamos utilizar esta ferramenta, precisamos identificar
o objetivo da busca, uma medida quantitativa a ser otimizada [78]. Matematicamente,
a otimizacao ¢ a minimizacao ou a maximizacao de uma funcao sujeita a restrigoes de
acordo com suas variaveis.

A busca computacional das transformadas foi realizada com o objetivo de
otimizar as medidas utilizadas como figuras de mérito apresentadas na Secao 2.4, quais
sejam:

e Ganho de codificagao unificado (Cg(IA{));

e Eficiéncia da transformada (n(K)):

e Erro quadratico médio (MSE(K®), K)),

e Erro de energia total (e(K®, K))
As métricas ganho de codificagao unificado e eficiéncia da transformada medem o poder de
codificacao das transformadas propostas; neste caso, queremos maximizar estas medidas.
J& as métricas de similaridade, erro quadratico médio e erro de energia total, medem o
quao distante as transformadas estao da KLT exata para dado valor de p. Considerando
estas figuras de mérito, objetivamos minimizar estas medidas.

Como os elementos das matrizes K, transformadas aproximadas propostas,
sao valores no conjunto C = {0, £1, 42, £3} e, como estamos considerando N = 8, temos

78 = 5764801 matrizes candidatas a serem consideradas no problema de otimizacao.
3.4.1 Funcao objetiva

Para realizar a busca pelas transformadas 6timas segundo as métricas consi-

deradas, o seguinte problema de otimizagao foi proposto:

K* = arg opt f(K), (3.8)
K

em que K sao as matrizes candidatas a solu¢ao do problema, e

f € {Cg(K), n(K), MSE(K®) K), ¢(K”,K)}, (3.9)
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que sao as figuras de mérito a serem otimizadas. Se considerarmos as medidas de codifica-
¢ao, ganho de codificacao unificado e eficiéncia da transformada, o problema de otimizacao
sera:
K* = arg max F(K). (3.10)
K
Ja se considerarmos as medidas de similaridade com a KLT exata dado um valor de p,
erro quadratico médio e erro de energia total, a fungao objetivo serd dada da seguinte

maneira:

K* = arg min F(K). (3.11)
K

3.4.2 Espago de busca

O espago de busca das transformadas foi definido como segue. Seja

K = /diag(T-TT)~'-T. (3.12)

Em principio, T € M.¢(8) em que M¢(8) é o espago de matrizes 8 x 8 com elementos
pertencentes ao conjunto C = {0, £1,+2 +3}. Propomos a busca em um subconjunto de
Mc(8):

Ex={T € Mc(8): T = int(a - K¥)}, (3.13)

em que int € {floor, ceil, trunc, round} e « é definido nos intervalos descritos na Tabela 7.
Consideramos o fator de expansao « assim como em [14,28,79]. Portanto, o espaco de

busca é:

£=Jé&. (3.14)

3.4.3 Restricoes

O seguinte problema de otimizagdo é um problema restrito. As matrizes
candidatas a transformadas 6timas foram sujeitas as seguintes condigoes, que ja foram
previamente discutidas na Segao 3.3:

e Os elementos da matriz T devem estar definidos no conjunto C = {0, +1, £2, £3}.
Esta condicao ja foi implicitamente adotada na escolha do espaco de busca das
matrizes.

e T deve ser ortogonal ou quase-ortogonal, conforme a Definicao 3.
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O Algoritmo 1 apresenta o pseudocodigo de como foi realizada essa busca
computacional das tranformadas 6timas dado o problema de otimizacao descrito acima.
O motivo de considerarmos apenas as matrizes da KLT para valores de p variando de 0.1
até 0.9 com passos de 107! é o fato de que esta transformada é sensivel a este parametro.
Para cada passo de p obtemos uma matriz da KLT que, por sua vez, pode resultar em

diferentes aproximacoes.

Algoritmo 1: Pseudocodigo para a busca de transformadas 6timas

inicio

para p variando de 0.1 até 0.9 com passos de 107! faga

Determinar a matriz da KLT exata, K®):

para « variando no intervalo definido pela fungao com passos de 1072

faca
T = int(a - K);
K=S-T,;

Calculo das figuras de mérito de K;
Selecao dos intervalos de o que retornam as transformadas 6timas
segundo cada figura de mérito
fim

fim
fim

Como o objetivo deste trabalho é encontrar novas transformadas aproximadas
de baixa complexidade que possam ser implementadas em hardware, por exemplo, nao é
interessante termos um nimero muito grande de transformadas, mas sim, transformadas
que representem bem todas as suas matrizes vizinhas em relacao ao coeficiente de corre-
lagao p. Ou seja, queremos encontrar aproximagoes que sejam uma boa representacao de
transformadas para um sinal que apresente baixa correlacao, e outras que sejam uma boa
representacao de uma transformada para um sinal altamente correlacionado, por exemplo.

De modo que estamos considerando quatro figuras de mérito e avaliando cada
uma delas de maneira separada, poderemos ter até quatro transformadas otimas para

cada intervalo de p e fungao inteira fixados.

3.5 RESULTADOS

A partir da solugao do problema de otimizacao descrito previamente, obtive-
mos os seguintes resultados, fixando N = 8 e considerando cada fungao de arredondamento

e cada figura de mérito.
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As Tabelas 8, 9, 10 e 11 apresentam os intervalos de @ que retornam as trans-
formadas Otimas para as fungoes piso, teto, de truncamento e arredondamento, respec-
tivamente, de acordo com um intervalo de p prefixado. Cada tabela est4 organizada de
acordo com as figuras de mérito utilizadas para a avaliagao das transformadas: ganho de
codificacao unificado, eficiéncia da transformada, erro de energia total e erro quadrético

médio.

Tabela 8 — Transformadas encontradas considerando a fungao piso

Intervalo de p  Intervalo de « Intervalo de p Intervalo de «
(0,0.1] 2.18 (0,0.1] (5.82,6.03)
(0.1,0.2] (2.57,2.62) (0.1,0.2] (4.7,4.83)
(0.2,0.3] (4.88,4.97) (0.2,0.3] (4.7,4.83)
(0.3,0.4] (4.65,4.69) (0.3,0.4] (4.7,4.83)
(0.4,0.5] (4.86,5.06) (0.4,0.5] (4.93,5.13)
(0.5,0.6) (4.93,5.13) (0.5,0.6) (4.93,5.13)
(0.6,0.7) (5.09,5.21) (0.6,0.7) (5.09,5.21)
(0.7,1) 5.73 (0.7,1) 5.73

(a) Ganho de Codificagao (b) Eficiéncia da Transformada

Intervalo de p  Intervalo de « Intervalo de p  Intervalo de «
(0,0.1] (5.82,6.03) (0,0.1] (5.82,6.03)
(0.1,0.3] (5.66,5.77) (0.1,0.3] (5.66,5.77)
(0.3,0.4] (5.85,6.12) (0.3,0.4] (5.85,6.12)
(0.4,0.5] (6.09,6.12) (0.4,0.5] (5.11,5.29)
(0.5,0.6] (6.04,6.12) (0.5,0.6] (5.22,5.40)
(0.6,0.7] (5.22,5.40) (0.6,0.7] (5.22,5.40)
(0.7,0.8] (5.83,6.12) (0.7,0.8] (5.74,5.88)
(0.8,1) (5.02,5.27) (0.8,1) (5.74,5.88)

(c) Erro de Energia Total (d) Erro Quadratico Médio



Tabela 9 — Transformadas encontradas considerando a fungao teto

Intervalo de p

Intervalo de «

Intervalo de p Intervalo de «

(0,0.1] (2.38,2.40) (0,0.1] (5.4,5.81)
(0.1,0.3] (5.78,6.12) (0.1,0.2] (5.14,5.25)
(0.3,0.4] (5.68,5.84) (0.2,0.3] (5.78,6.12)
(0.4,0.6] (5.89,5.98) (0.3,0.4] 5.67
(0.6,0.7] (5.45,5.89) (0.4,0.7] (5.45,5.89)

(0.7,1) (6,6.12) (0.7, 1) (6,6.12)
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(a) Ganho de Codificagao (b) Eficiéncia da Transformada

Intervalo de p  Intervalo de « Intervalo de p  Intervalo de «

(0,0.1] (6.04,6.12) (0,0.1] (6.04,6.12)
(0.1,0.2] (5.96,6.12) (0.1,0.2] (5.96,6.12)
(0.2,0.4] (5.68,5.84) (0.2,0.4] (5.68,5.84)
(0.4,0.6] (5.89,5.98) (0.4,0.6] (5.89,5.98)
(0.6,0.7] (5.45,5.89) (0.6,0.7] (5.45,5.89)

(0.7,1) (6,6.12) (0.7,1) (6,6.12)

(c) Erro de Energia Total (d) Erro Quadratico Médio

Tabela 10 — Transformadas encontradas considerando a funcao de
truncamento

Intervalo de p  Intervalo de « Intervalo de p Intervalo de «

(0,0.1] (2.38,2.39) (0,0.1] (3.47,4.26)
(0.1,0.3] 455 (0.1,0.3] (7.71,7.92)
(0.3,0.4] 455 (0.3,0.4] (8.06, 8.16)
(0.4,0.5] (6.09,6.13) (0.4,0.5] (7.66,7.93)
(0.5,0.6] (5.99,6.03) (0.5,0.6] 7.26
(0.6,0.7] 7.26 (0.6,0.7] 7.26
(0.7,0.8] (6.83,6.92) (0.7,0.8] (6.83,6.92)

(0.8,1) (6.92,6.98) (0.8,1) (6.92,6.98)

(a) Ganho de Codificagao

Intervalo de p

Intervalo de «

(b) Eficiéncia da Transformada

Intervalo de p

Intervalo de «

(0,0.1] (7.62,8.16) (0,0.1] (7.62,8.16)
(0.1,0.2] (7.94,8.16) (0.1,0.2] (7.94,8.16)
(0.2,0.3] (7.71,7.92) (0.2,0.3] (7.71,7.92)
(0.3,0.4] (8.04,8.05) (0.3,0.4] (8.04,8.05)
(0.4,0.5] (7.94,8.16) (0.4,0.5] (7.5,7.6)
(0.5,0.6] (8.05,8.16) (0.5,0.6] (8.02,8.04)
(0.6,0.7] 8.16 (0.6,0.7] 7.26
(0.7,0.8] 8.16 (0.7,0.8] (8.03,8.16)

(0.8,1) (7.25,7.65) (0.8,1) (6.92,6.98)

(c) Erro de Energia Total

(d) Erro Quadratico Médio
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Tabela 11 — Transformadas encontradas considerando a fungao de

arredondamento
Intervalo de p Intervalo de « Intervalo de p Intervalo de «
(0,0.1] (1.19,1.2) (0,0.1] (1.74,2.69)
(0.1,0.4] (1.22,1.25) (0.1,0.4] (6.09,6.12)
(0.4,0.5] (3.75,3.8) (0.4,0.5] (6.08,6.12)
(0.5,0.6] 3.64 (0.5,0.6] (6.08,6.12)
(0.6,0.7] (3.69,3.81) (0.6,0.7] (6.05,6.12)
(0.7,0.8] (5.34,5.35) (0.7,0.8] 6.03
(0.8,1) (4.01,4.08) (0.8,1) (4.01,4.08)
(a) Ganho de Codificagao (b) Eficiéncia da Transformada
Intervalo de p  Intervalo de « Intervalo de p  Intervalo de «
(0,0.1] (5.46,5.92) (0,0.1] (5.46,5.92)
(0.1,0.2] 6.12 (0.1,0.2] 6.12
(0.2,0.4] (6.09,6.12) (0.2,0.4] (6.09,6.12)
(0.4,0.5] (6.08,6.12) (0.4,0.5] (6.08,6.12)
(0.5,0.6] (6.08,6.12) (0.5,0.6] (6.08,6.12)
(0.6,0.7] (6.05,6.12) (0.6,0.7] (6.05,6.12)
(0.7,0.8] (6.04,6.12) (0.7,0.8] 6.03
(0.8,1) (6.03,6.12) (0.8,1) (5.56,5.82)
(c) Erro de Energia Total (d) Erro Quadratico Médio

3.5.1 Refinamento dos resultados

A metodologia acima resultou em um nimero relativamente grande de novas
matrizes aproximadas (144 matrizes). Entretanto, no especifico contexto de hardware de
baixo consumo e baixo custo, nao é viavel a realiza¢do/implementagao de varias matrizes.
Deve-se, portanto, de algum modo refinar o resultado anterior, buscando critérios para
selecionar a partir das transformadas propostas as transformadas candidatas & eventual
implementacao.

A fim de refinar o nimero de transformadas, propomos um procedimento em
duas etapas. Na primeira etapa, apenas consideramos dentre as 144 transformadas aque-
las que obtiveram melhor desempenho, para cada intervalo de p, de acordo com as figuras
de mérito. Este procedimento causou uma reducao de 13.89% no ntimero de transforma-
das. A Tabela 12 apresenta as 20 transformadas 6timas encontradas na primeira etapa
do refinamento e suas respectivas medidas de codificacdo e similaridade. As matrizes
apresentadas nessa tabela estao listadas no Apéndice A.

Na segunda etapa do refinamento, objetivamos encontrar intervalos de p em

que as transformadas obtivessem desempenho similar entre si de acordo com o ganho de
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Tabela 12 — Medidas de codificagao e similaridade das transformadas 6timas
obtidas

Transformada Intervalo de p Cg(K) n(K) €XK® K) MSEK® K)

K (0,0.1] 0.0308 93.4298  1.5331 0.0608
K- (0,0.1] 0.1325 79.5971  0.3173 0.0128
Ks (0,0.1] 0.0588 88.3104  0.093 0.0036
K, (0.1,0.2]  0.1754 83.7756  0.2265 0.0094
Ko (0.2,0.3]  0.3461 80.8238  0.2999 0.0132
K (0.3,0.4]  0.6725 83.0728  0.3104 0.0095
K (0.3,04] 07618 63712  2.1348 0.0785
K (0.3,0.4]  0.6532 83.3729  0.2823 0.0115
Ku (0.4,0.5]  1.1063 87.2737  0.3487 0.0094
Kis (0.4,0.5] 1.153  77.5984  0.6439 0.0163
K (0.5,0.6]  1.7572 827462  0.9273 0.0197
Kir (0.5,0.6]  1.6743 86.4929  0.275 0.0089
Kis (0.6,0.7]  2.5736 84.7636  0.7505 0.0153
Ko (0.6,0.7] 25308 89.7579  0.2299 0.0065
Ko (0.7,0.8]  3.8534 84.1782  0.6043 0.0087
Ko (0.7,0.8]  3.8484 87.7103  0.2418 0.0043
Ko (0.7,0.8]  3.8146 86.6308  0.1884 0.0049
Kos (0.8, 1) 6.2462 88.1734  0.6746 0.0102
Ko (0.8, 1) 6.1727 85.8301  0.1948 0.0055
Kos (0.8,1) 6.2335 86.827  0.4439 0.005

codificacao unificado, uma vez que essa métrica apresenta informagoes sobre a capacidade
de codificagao da transformacao ortogonal para aplicagdes de compressao de dados. A
Figura 3 apresenta a ideia grafica do que pretende-se encontrar: transformadas K. que

representem as transformadas de algum intervalo de p.

| 1

=)

Zo

=
7

| | i | v

0 T1 T2
Figura 3 — Separacgao do intervalos de p em grupos.
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Uma possibilidade de se realizar esse refinamento é através de agrupamento,
como por exemplo, agrupamento k-means [76]. O uso de agrupamento pode resultar
em um numero reduzido de grupos em que apenas uma matriz em cada grupo pode ser
escolhida como representativa do grupo. Dessa forma, a segunda etapa do refinamento foi
utilizar o método de agrupamento k-means, que esta apresentado no Algoritmo 2 [4], para
separar as transformadas em grupos distintos. A escolha do algoritmo de agrupamento
k-means se deu pelo fato deste método de agrupamento ser um dos algoritmos mais
simples que usa o método de aprendizado nao supervisionado para resolver problemas de

cluster [4].

Algoritmo 2: Agrupamento k-means utilizando distancia Euclidiana

Entrada: dados D C R? ntmero de clusteres C' € N,
Saida: média dos C clusteres ji1, ..., u. € R?
inicio
inicializar aleatériamente os C' vetores 1, ..., 1. € R?
repita
atribuir cada x € D para arg min; Dis(z, p15);
para j = 1 até C faga

D; < {x € D|z atribuido ao cluster C'};

_ 1 .
= D] erDj xZ;

fim
até nao haja mais mudangas em iy, . .., lic;
retorna pq, ..., [

fim

Para auxiliar na escolha do nimero de grupos do algoritmo k-means, foi utili-
zado o método hierarquico [80], apresentado na Figura 4 pelo dendrograma. Um dendro-
grama ¢é um diagrama representado por uma arvore. O dendrograma mostra uma coluna
de 20 nos representando os dados iniciais (ganho de codifica¢ao unificado de cada trans-
formada), e os nos restantes representam os clusters aos quais os dados pertencem. As
caixas vermelhas exibidas no dendrograma representam os grupos definidos. Inicialmente,
cada matriz é considerada um grupo. Em seguida, as matrizes sao agrupadas aos vizinhos
mais proximos segundo a medida de distancia euclidiana. Dessa maneira, obtivemos dois
grupos distintos C7 e Cy. O primeiro grupo apresentou transformadas obtidas com os
valores de p variando de (0,0.7] e o segundo grupo transformadas obtidas com os valores
de p € (0.7,1).

A Tabela 13 apresenta as 20 transformadas 6timas e suas figuras de mérito
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Figura 4 — Dendrograma considerando o ganho de codificagao unificado das
transformadas propostas.

e os dois grupos definidos pelo agrupamento. A fim de elegermos a transformada 6tima
que representara as demais transformadas do grupo, decidimos considerar aquela que
apresentou a melhor medida de ganho de codificagao em cada grupo, que foram as matrizes
Klg no grupo C e Kzg no grupo C5. Decidimos considerar também, em cada grupo, as
transformadas que apresentaram melhor desempenho considerando as demais figuras de

mérito. Estas medidas estao apresentadas em negrito na Tabela 13.
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Tabela 13 — Medidas de codificagao e similaridade das transformadas 6timas

considerando os dois grupos

Transformada Intervalo de p Cg(IA{) n(IA{) (K@, ﬁ) MSE(K®), ﬁ)
K 0,0.1] 0.0308 93.4298  1.5331 0.0608
K7 (0,0.1] 0.1325  79.5971 0.3173 0.0128
Kg (0,0.1] 0.0588  88.3104 0.093 0.0036
Ko (0.1,0.2]  0.1754 83.7756  0.2265 0.0094
K (0.2,0.3]  0.3461 80.8238  0.2999 0.0132
IA{H (0.3,0.4] 0.6725  83.0728 0.3104 0.0095
K (0.3,04] 07618  63.712  2.1348 0.0785
Klg (0.3,0.4] 0.6532  83.3729 0.2823 0.0115
ﬁ14 (0.4,0.5] 1.1063  87.2737 0.3487 0.0094
Kis (0.4,0.5] 1153 775084 0.6439 0.0163
Kis (0.5,0.6] L7572 82.7462  0.9273 0.0197
Kir (0.5,0.6] 16743 86.4929  0.275 0.0089
Klg (0.6,0.7] 25736 84.7636 0.7505 0.0153
IA{19 (0.6,0.7] 2.5308  89.7579 0.2299 0.0065

Ky (0.7,0.8]  3.8534 841782 0.6043  0.0087
Ko (0.7,0.8]  3.8484 87.7103  0.2418 0.0043
Ko (0.7,0.8]  3.8146 86.6308  0.1884 0.0049
Ky; (0.8,1) 6.2462 88.1734  0.6746 0.0102
Ko (0.8,1) 6.1727  85.8301  0.1948 0.0055
Kos (0.8,1) 6.2335  86.827  0.4439 0.005

Assim, o grupo (] representa as matrizes obtidas para valores de p € (0,0.7] e

as transformadas que retornaram as melhores medidas foram Kg, Kg e K;g. As matrizes

Tg, Ts e Ty das respectivas transformadas sao dadas a seguir:

T =

1 1

1 0

0 -1
-1 -1
-1 1

0 1

1 0

1 -1

1 1
0 -1
-1 0
1 1
1 -1
-1 0
0 1
1 -1

- o O =

(3.15)
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L=
I

, (3.16)

T = . (3.17)

Ja o grupo C; representa as matrizes obtidas para valores de p € (0.7,1) e as
transformadas que obtiveram melhores medidas neste grupo foram Kgl, KQQ e Kgg. As

matrizes To1, Tos € Tag das respectivas transformadas sao dadas a seguir:

, (3.18)

N NWwWw W W N
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, (3.19)

Ty; = . (3.20)

~

A Tabela 14 apresenta as transformadas, suas respectivas diagonais S e a
medida de desvio de diagonalidade. Apenas a transformada Tg é ortogonal. Podemos
perceber que todas as matrizes possuem um desvio de diagonalidade bem mais baixo do
que a condicdo 6(T-TT) <1— % ~ 0.1056 dada na Equacdo (2.31), o que implica dizer
que as matrizes sao quase-ortogonais.

Tabela 14 — Aproximadas propostas e suas respectivas matrizes diagonais

Transformada Ortogonal? S S(K-KT)
T, sim ding (5. 5. 5 o S e ) :
Ty Nio  diag (ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ) 0.0056
T Nio  diag (ﬁ%ﬁﬁ%ﬁﬁﬁ) 0.0395
Ty Nio  diag (o, ok b A L L L L) 0,0133
Ty Néo diag (-, -, ., L L L L 0.0094

T Nio diag (L 11 11 1 1 L) 0.0360




56

A Tabela 15 apresenta as medidas de codificacao e similaridade das transfor-
madas propostas em comparacio a KLT para p = 0.4 ¢ p = 0.9 (KO ¢ K©9), com
a DCT a as transformadas aproximadas SDCT e RDCT, e com a SKLT; que é a apro-
ximacao para a KLT baseada na proposta de Haweel [31] para p < 0.6. A medida de
ganho de codificacao unificado depende do valor de p. Podemos perceber isso ao avaliar
esta medida considerando a KLT para p = 0.4. Por este motivo, nao podemos compa-
rar as transformadas aproximadas que sao obtidas para valores mais baixos de p com
a DCT e as aproximagoes da DCT (que consideram p — 1), por exemplo. Analisando
as outras medidas, podemos perceber que as transformadas aproximadas propostas tém
um comportamento muito bom, ganhando em muitos casos de transformadas classicas da
literatura como a SDCT e a RDCT.

Tabela 15 — Comparacao das medidas de codificagao e similaridade entre as

transformadas listadas na literatura e as transformadas
propostas

Ce(K) n(K) e(K?,K) MSE(K®,K)

KYY 06625 100 0 0

K" 63109 100 0 0

DCT 88259 93.9911  0.0088 0.0007
SDCT 7.7870 82.5525  3.3065 0.0215
RDCT 81826 87.4297  1.7658 0.0101
SKLT, 1.28384 614431  3.5782 0.1144
K 0.0308 93.4298  1.5331 0.0608
Ky 0.0588 88.3104  0.093 0.0036
Kis 25736 84.7636  0.7505 0.0153
K,  3.8484 87.7103  0.2418 0.0043
K, 38146 86.6308  0.1884 0.0049

Kos 6.2462 88.1734 0.6746 0.0102
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4 ALGORITMOS RAPIDOS

A implementacao direta de algumas transformadas pode requerer um namero
grande de operagoes de multiplicagao, adi¢ao e deslocamento de bits. Por exemplo, con-

siderando N = 8 e p = 0.95, a matriz da KL'T ¢ dada por:

_0.338 0.351  0.360 0.364 0.364 0.360 0.351  0.338 ]
0.481 0.420 0.286 0.101 —0.101 —-0.286 —0.420 —0.481
0.467 0.207 —-0.179 —-0.456 —-0.456 —0.179 0.207  0.467
10423 -0.085 —0.487 —-0.278¢ 0.278  0.487  0.085 —0.423
N 0.360 —0.347 —-0.356 0.351  0.351 —0.356 —0.347 0.360
0.283 —0.488 0.094 0415 —0.415 —-0.094 0488 —0.283
0.195 —-0.462 0460 —0.190 —-0.190 0.460 —0.462 0.195
_0.100 —-0.279 0.416 —-0.490 0490 -0.416 0.279 —0.100_

Aplicando K(©%) a um sinal de entrada x, obtemos o sinal de saida y:

Yo koo ko1 ... kox X Koo - @0 +kop - a1+ ...+ ko - a7

Y1 kio kixi ... kig 1 kio-xo+kig-x1+...+kiy7-a7

=1 . R . , (42)
i L R ST A B 7 I AR o ST T e o X ]

(0.95) 0.95)

em que k;; € (i,7)-ésimo elemento de K . Note que aplicar a transformada K¢
em um sinal de entrada x demanda 64 multiplicagoes e 56 adigdes. Como o cdémputo
da KLT depende do sinal de entrada, ¢ inviavel a construcao de algoritmos rapidos para
ela. Por isso, surge a necessidade de trabalharmos com aproximacoes para a KLT, que
independam do sinal de entrada.

Por nao depender do sinal de entrada, a DCT ameniza este problema, mas seu
calculo ainda pode ser muito custoso. O computo direto da DCT em um sinal de entrada x
pode requerer até N? multiplicacoes e N(N — 1) adi¢oes. Para enderecar essa dificuldade,
sao propostos algoritmos rapidos para a DCT, que consistem de procedimentos de custo
computacional reduzido para realizar o computo da transformagao. A literatura traz uma
énfase em métodos para o comprimendo de bloco N = 8 [19-26] devido a importancia
destas transformadas no contexto de compressao de imagens. A Tabela 16 apresenta os
principais algoritmos rapidos propostos para a DCT de comprimento oito encontrados na
literatura. Loeffler et al. [25] derivaram o algoritmo réapido que requer apenas 11 multipli-

cagoes, o que é considerado o minimo teorico de complexidade multiplicativa [27]. Mesmo
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reduzindo a complexidade aritmética através dos algoritmos, o uso da DCT ainda pode
ser proibitivo pelo fato de que sua forma exata requer multiplicacdes por niimeros reais.
E por este motivo que aproximacoes de baixa complexidade para a DCT e KLT se tornam

tao importantes em contextos que disponham de baixo poder de processamento.

Tabela 16 — Complexidade aritmética dos algoritmos rapidos da DCT-8

Algoritmo Multiplicagao Adicao
Loeffler et al. [25,65,81] 11 29
Suehiro e Hatori [82] 12 29
Yuan et al. [83,84] 12 29
Lee [23, 85, 86| 12 29
Vetterli et al. [21] 12 29
Hou [20, 87, 88| 12 29
Wang [22] 13 29
Arai et al. [24] 13 29
Chen et al. [19,89] 16 26
Feig e Winograd (26, 90| 22 28

Os algoritmos rapidos visam reduzir esse custo computacional — ntimero de
operacoes aritméticas — exigidos na aplicacao de uma transformada. Um algoritmo pode
ser definido como uma sequéncia finita de regras, que dado um conjunto de entradas,
retorna uma saida [13]. Algoritmos rapidos visam processar estas entradas de maneira
eficiente, resolvendo tarefas com o minimo de calculos necessarios. Por exemplo, suponha

que queremos calcular A, dado por [13]:
A =ac+ ad+ be + bd. (4.3)

Esta operacao requer quatro multiplicacoes e trés adi¢oes. Porém, podemos reescrever A
da seguinte forma:

A= (a+b)(c+d), (4.4)

0 que requer apenas uma multiplicagdo e duas adigoes. Ambas Equacoes (4.3) e (4.4)
retornam o mesmo valor de A, porém na Equagdo (4.4) podemos rearranjar adigoes e

multiplicagoes de forma a reduzir o custo envolvido neste calculo.

4.1 ALGORITMOS RAPIDOS PROPOSTOS

Mesmo trabalhando com as transformadas aproximadas para a KLT, quando

queremos aplica-las a um sinal de entrada, ainda teremos um grande ntimero de operagoes
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de multiplicacao e adicao. Nesse sentido, surge a necessidade de propormos algoritmos
rapidos de custo computacional reduzido para o computo das transformadas.

Fatorando as matrizes das transformadas 6timas propostas, Tg, Tg, T1g, To1,
Tay e Ta3, em matrizes esparcas, considerando estruturas do tipo borboleta [13] obtemos

as seguintes decomposicgoes:

T, =P-M-Aj, i=6,8,18, (4.5)
T, =P -M-A,-A,, j=21,22 (4.6)
T, =P -M-AY A, k=23 (4.7)

As matrizes T;, T; e T} estao exibidas nas Equag¢oes (3.15 — 3.20). Temos também que
P ¢ uma matriz de permutagao, A;, A}, e A sdo matrizes aditivas, e M é uma matriz

multiplicativa. Para a fatoracao das matrizes Tg, Tg e T1g, temos:

(1000000 0
00001000
01000000
p_ 00000 100 s
00100000
00000010
00010000
00000001
10000 0 0 1]
01000 0 1 0
00100 1 0 0
A 0000 0 o) o
0001 1 0 0 0
0010 0 -1 0 0
0100 0 0 -1 0
1000 0 0 0 —1
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mo My me M3 0 0 0 0
msz My Mg  Ms 0 0 0 0
me —Mmy —Mgy Mg 0 0 0 0
. mg —Mmg Mig M1 0 0 0 0 . (4.10)
0 0 0 0 M1 me miz My
0 0 0 0 —my —mys mis Mg
0 0 0 0 Mg mi;  —Miz Mg
i 0 0 0 0 —my3 myz —my maz |

Para a fatoracao das matrizes To; e Ty, P e A; sao as mesmas matrizes

apresentadas nas Equagdes (4.8) e (4.9), e A), é dada por:

100 1 0O0O0O
010 0 O0O0O0O0
001 0 0O0O0O0
A= 100 -1000O0 (411)
000 0 10060
000 0 0100
000 0 O0O0T1P0
_0 00 0 00O 1_

Para a fatoracao de Ta3, temos P e A; novamente iguais as matrizes apresen-

tadas nas Equacoes (4.8) e (4.9) e AY neste caso é:

10 0 0O0O0O0O
01 1 0O0O0O0O0
01 -1000O00
Al = 00 0 10000 (412)
00 0 01000
00 0 0O01O00O0
00 0 0O0O0OT1PO0
00 0 00001
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As constantes my, k= 0,1,...,17 dependem da escolha da matriz T e sao apresentadas
na Tabela 17.
Tabela 17 — Constantes necessarias para os algoritmos rapidos

Constantes T6 Tg T18 T21 T22 T23
2 2

1
1
0

[\]
[\]
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|

0

2
1
2
1
1
1
1
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2
0
2
2
0
2

E
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0

As Figuras 5, 6 e 7 apresentam os diagramas de fluxo e sinal dos algoritmos
rapidos. Os diagramas relacionam os dados de entrada z,,, n = 0,1,...,7, aos coeficientes
da saida X, £ =0,1,...,7, resultando em X = K - x. No diagrama, as setas tracejadas
representam multiplicagoes por —1. Além disso, quando ha o encontro de duas ou mais
setas, seus valores sdo somados [13]. E importante ressaltar que os Blocos A e B sio os

mesmos em todos os diagramas e sao apresentados na Figura 8.



o .

Bloco B %X?’

Figura 6 — Diagrama de fluxo de sinal geral para Ty, e Tos.
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Bloco A g

Bloco B %:X‘Q’

Figura 7 — Diagrama de fluxo de sinal geral para T,;.

4.2 COMPLEXIDADE COMPUTACIONAL

A complexidade computacional de transformadas discretas pode depender
de muitos fatores diferentes, desde aspectos puramente matemaéticos até detalhes de sua
realizacao fisica em hardware ou implementagao em software. No livro “The DFT: An
Owner’s Manual for the Discrete Fourier Transform”, Briggs e Henson [91] citam diver-
sos fatores que podem determinar a complexidade computacional de algoritmos rapidos.
Alguns desses fatores sdo: (i) a simetria do sinal de entrada; (ii) o computo de trans-
formagoes multiplas que sao calculadas mais de uma vez em casos multidimensionais;
(iv) operagoes adicionais que sdo muitas vezes negligenciadas e afetam o coémputo
da transformada. Como exemplo destas operagoes podemos citar matrizes de armaze-
namento adicionais, permutagoes e movimentagao de dados; (v) estratégias hibridas
que consistem em computar transformadas de certo comprimento (V) a partir de trans-
formadas de comprimentos menores; (vi) o desempenho de transformadas réapidas pode
depender também de problemas de hardware e arquitetura; (vii) e também o software
pois seu custo se torna imensuravel dado que nenhum pacote tinico estard em conformi-
dade com todos os aplicativos e ambientes de computacao. Combinar estes fatores para
a reducao do custo computacional pode ser considerada uma tarefa intratével, pois ha

muitos fatores de dificil quantificagdo ou controle. Porém, ha um fator que nao esta
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(a) Bloco A

2

mi

(b) Bloco B
Figura 8 — Blocos A e B dos diagramas de fluxo de sinal.
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listado acima e que podemos controlar, que é a complexidade aritmética da trans-
formada. A complexidade aritmética da transformada é composta pelas complexidades
multiplicativa, aditiva e outras operacoes, como deslocamentos de bits. Nosso interesse é
entender e controlar a quantidade de operagoes aritméticas necessarias para avaliar uma
determinada transformada [92]. A complexidade aritmética pode ser definida como uma
funcao que relaciona as complexidades aditivas, multiplicativas e deslocamento de bits.
Dentre estas complexidades, a complexidade multiplicativa é a que possui as operacoes
mais custosas [13,27]. Sendo assim, podemos aproximar a complexidade aritmética pela

complexidade multiplicativa:
complexidade aritmética ~ complexidade multiplicativa. (4.13)

As operagoes multiplicativas podem ser definidas de duas maneiras diferentes: multiplica-
¢Oes triviais e nao triviais. As multiplicagao triviais sao ditas assim, pois elas podem ser
realizadas sem o uso de um algoritmo de multiplicacao numérica, como por exemplo, mul-
tiplicagoes pelos elementos do conjunto {0,+1/2,4+1,£2}. Multiplicagdes por poténcia
de dois podem ser facilmente realizadas por simples deslocamentos de bit em uma arqui-
tetura computacional binaria. Portanto, apenas multiplicagoes nao triviais incrementam

a complexidade multiplicativa [13].
4.2.1 Complexidade aritmética dos algoritmos rapidos propostos

A complexidade computacional das transformadas propostas pode ser calcu-
lada pela complexidade aritmética, dada pelo ntimero de multiplicacoes, adicoes e des-
locamentos de bits necessarios para sua implementacao. O numero de multiplicagoes
¢ dado pelos elementos my da matriz M (4.10). No entanto, como a busca das ma-
trizes foi construida de maneira a termos transformadas de baixa complexidade, com
my € {0,£1,+2, £3}, nesse caso sdo necessarias apenas operagoes de adigao e desloca-
mento de bit.

Nesse sentido, o numero de adigoes, A(m), e de deslocamento de bits, S(m),

dos algoritmos rapidos propostos podem ser representados por:

17 17
A(m) =32 + Z wiZgzy(m;) — Z wi Loy (M), (4.14)
=0 =0

S(m) :Zwﬂ(mi), (4.15)
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em que w = [1,2,3,1,1,3,1,2,1,1,1,2,5,1,1,1,1,1]", Z;, é a funcao indicadora e v(m;)
¢é definida por:

I, se |my|l=2 ou |my| =3,
y(m;) = (4.16)
0, caso contrario.

A Tabela 18 apresenta as complexidades aritméticas dos algoritmos réapidos das transfor-
madas propostas. Sao apresentadas também as complexidades aritméticas da KLT, da
DCT com algoritmo rapido proposto por Loeffler et al. [25], da SDCT e da RDCT. Pode-
mos observar que as transformadas que nao sao aproximagoes exigem multiplicagoes, ja as
transformadas aproximadas tém complexidade multiplicativa nula. A menos de operagoes
de deslocamento de bit, as transformadas propostas competem muito bem em relacao a
complexidade aritmética com as transformadas aproximadas para a DCT da literatura,
principalmente Tig e To3. As quantidades de adigdes e deslocamento de bit das trans-
formadas Tg, T9; e Ty tém um adicional pelo fato de que estas transformadas possuem
elementos 43 em suas matrizes.

Tabela 18 — Comparagao da complexidade aritmética das transformadas de
comprimento 8

Transformada Adicao Multiplicacao Deslocamento de bit

KLT 56 64 0
DCT [25] 29 11 0
SDCT [31] 24 0 0
RDCT [30] 22 0 0
T, 24 0 0
T 30 4 18 0 6+ 18
Tis 26 0 13
Ty 28 4 10 0 12410
Tss 27 4+ 11 0 11+11
Tos 26 0 12
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Para avaliar as transformadas propostas em compressao de imagens foram
utilizadas imagens retiradas do Banco de Imagens Publico “The USC-SIPI Image Da-
tabase” [93]. Todas as imagens armazenadas neste banco encontram-se em tamanhos
256 x 256 e 512 x 512 e, portanto, vao ao encontro da condi¢ao abordada neste trabalho,
ou seja, a dimensao das imagens ser N x N.

A metodologia aplicada para comprimir as imagens, bem como as métricas
utilizadas para avaliar a qualidade das imagens comprimidas, sao apresentas nas secoes a

seguir.

51 COMPRESSAO DE IMAGENS

Podemos avaliar o desempenho das transformadas propostas quando aplicadas
na compressao de imagens, assim como em [28,29,32|. Por simplicidade, mas sem perda
de generalidade, serao consideradas imagens de 8 bits em escala de cinza. Uma imagem
digital de 8 bits pode ser definida como uma matriz, em que cada pixel representa um
nivel de escala de cinza com valores de zero & 255 = 28 — 1.

A metodologia utilizada para a compressao de imagens é apresentada nos pas-
sos seguintes [6]:

(i) a imagem ¢é dividida em blocos A; de ordem N x N;

(ii) é aplicada a transformacgdo bidimensional T em cada bloco, por B; =
T-A;-TT;

(iii) empregando a sequéncia zig-zag padrao [6], conforme Figura 9, retém-se
apenas os r coeficientes iniciais em cada bloco B, e os N? — r coeficientes restantes sao
anulados, obtendo os blocos truncados B; (nesta etapa acontece a compressio);

(iv) aplica-se a transformada bidimensional inversa, dada por A; = T~ - B; -
(TH7%

(v) recompdem-se os blocos comprimidos A no lugar dos blocos originais A
da imagem. A imagem final comprimida A pode entdo ser comparada com a imagem
original A para avaliar a perda de qualidade imposta pela compressao.

A Figura 9 apresenta a sequéncia zig-zag padrao utilizada na compressao. Esse
padrao zig-zag pode ser otimizado para as transformadas propostas. Porém, neste caso,

mantemos a sequéncia padrao para que possamos fazer uma comparacao justa entre as
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transformadas. A Figura 10 ilustra o diagrama da operagao de compressao de imagem

utilizado neste trabalho.

Figura 9 — Padrao zig-zag.

O numero de coeficientes r retidos na etapa de quantizacao indicam a taxa de
compressao (TC) da imagem. A taxa de compressao é calculada por:

TC=1- % (5.1)

5.2 MEDIDAS DE QUALIDADE DE IMAGEM

No processo de compressao a imagem recuperada nao ¢ a mesma imagem
original. Para avaliar a qualidade das imagens comprimidas, algumas figuras de méritos
usuais podem ser utilizadas, tais como: o erro quadratico médio (EQM) [14], a relagao

sinal-ruido de pico (PSNR) [94] e o indice de similaridade estrutural médio (MSSIM) [95].

Quebra da imagem Aplicagao da
Imagem de entrada em blocos disjuntos transformada 2D de
de ordem N comprimento N

Rearranjo dos
blocos resultando
na imagem de
saida (comprimida)

Selegao dos r
primeiros coeficientes
e anulacao
dos demais
Figura 10 — Diagrama de blocos da operacao de compressao de imagem.

Aplicacao da trans-
formada 2D inversa
de comprimento N
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5.2.1 Erro quadratico médio

O erro quadratico médio entre a imagem original A e a imagem comprimida
A ¢ definido por [14]:

N N _
Dict Zj:l(a’iJ — @;;)°

EQM = e ,

(5.2)

em que a;; sao os elementos (pizels) da imagem original, @;; os elementos da imagem

reconstituida e N é a dimensao de ambas imagens.
5.2.2 Relacao sinal-ruido de pico

A relagao sinal-ruido de pico (PSNR) é definida em dB e é dada por [94]:

(5.3)

MAX?
PSNR = 10 - log,, ( )

EQM
em que EQM é a Equacao (5.2) e MAX é o valor méximo dos elementos de A. Como sao

sao consideradas imagens em escala de cinza em 8 bits, MAX = 255.
5.2.3 Indice de similaridade estrutural médio

Uma outra medida que pode ser utilizada para avaliacao da qualidade da
imagem ¢ o indice de similaridade estrutural médio (MSSIM) [95]. O MSSIM considera o
funcionamento da visao humana para determinar sua formalizacao matematica e é dado

por:

MSSIM(A, A) Z SSIM(A (5.4)

em que A; e Aj, sdo respectivamente, os j-ésimos blocos de A e A e M & o total de

blocos. O calculo do j-ésimo bloco, SSIM, é dado por:

2 mean(A,) - mean(A,) + C1][2 - cov(A, >; 2 (5.5)

[mean(A;)? 4+ mean(A;)? + Cy][var(A, )+Var(A

Co]’
em que A; e A; sdo blocos de A e A respectivamente, C; = 6.5025 e Cy = 58.5225 [95],
mean(A ;) é a média aritmética de A;, mean(A;) ¢ a média aritmética de A, var(A;) é
a variancia de A, var(A;) ¢ a variancia de A; e cov(A;, A;) ¢ a covariéncia entre A; e

A

je
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Para melhor visualizacao dos resultados, foi considerado o erro absoluto per-
centual (APE) relativo a KLT exata (para diferentes valores de p) das medidas de PSNR,
MSSIM e MSE. Por exemplo, o APE, considerando o PSNR, é calculado pela seguinte

expressao:
PSNRkx — PSNRg

APE(PSNR) = PSNT, :

(5.6)

em que PSNRg) e PSNRg sao os valores de PSNR considerando a KLT exata, dado
um valor de p, e uma aproximacgao IA(, respectivamente. Os valores de APE(MSSIM) e

APE(MSE) sao calculados de forma similar.
5.2.4 Resultados

Para a avaliagao do desempenho da transformadas propostas via compressao
de imagens, utilizaram-se imagens retiradas do Banco de Imagens Publico [93]. Nesta
subsegao apresentaremos dois tipos de analises: (i) uma quantitativa, variando o valor de
r para a compressao, considerando os valores de MSSIM e PSNR da imagem comprimida e
(ii) uma outra qualitativa, baseada em imagens comprimidas com aproximadamente 85%
de compressao. Em ambas as anélises, as imagens serao comprimidas utilizando as trans-
formadas propostas e também utilizando a DCT e a KLT (para p = 0.95). No contexto
de processamento de imagens, os dados dos pixels adjacentes sao altamente correlaciona-
dos [47], usualmente p = 0.95, e por este motivo utilizamos a K% comparativamente
nos experimentos de compressao.

Para a analise quantitativa, foi utilizado um conjunto de 45 imagens obtidas
de 93], de dimensao 512 x 512 de 8-bits em escala de cinza, assim como em [32]. Algumas
das imagens retiradas do banco de imagens sao coloridas, neste caso, consideramos apenas
a luminancia das mesmas. Os valores médios de PSNR, MSSIM de todas as 45 imagens
foram considerados. As 45 imagens utilizadas nesta etapa estdo no Apéndice B.

A Figura 11 apresenta as imagens Lena, Boat e Grass, retiradas deste banco
de imagens, que foram utilizadas para a avaliacao qualitativa.

As Figuras 12, 14, 16, apresentam as imagens comprimidas utilizando as trans-
formadas propostas, a DCT e a KLT (para p = 0.95). As Figuras 13, 15 e 17 exibem a
diferenca entre as imagens comprimidas e as imagens originais. As transformadas KG e
IA(8 sao transformadas propostas considerando valores de p baixo. Como os pizels de uma

imagem natural sao altamente correlacionados [47] a compressao da imagem utilizando
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(a) Lena (b) Boat
Figura 11 — Imagens originais.

estas transformadas nao apresenta bons resultados, como esperado. Porém, considerando
as demais transformadas propostas podemos notar que, qualitativamente, nao h& uma
apreciavel diferenca entre as imagens comprimidas.

A Tabela 19 apresenta os valores de EQM, PSNR e MSSIM das imagens com-
primidas segundo cada transformada. Nesta tabela, adicionamos as medidas considerando
também a SDCT e RDCT, a fim de comparagao. Além das medidas para a KLT, des-
tacamos o desempenho das trés melhores transformadas segundo cada métrica, para as
trés imagens comprimidas diferentes. As transformadas propostas tiveram desempenho
melhor que a SDCT e a RDCT (que também sao transformadas de baixa complexidade)
para todos os casos. Considerando a imagem Grass, as transformadas IA{21 e IA{QQ apre-
sentaram melhores medidas do que a propria DCT em termos de PSNR. Estes resultados

sao muito bons considerando que as transformadas propostas sao transformadas de baixa

complexidade.
Tabela 19 — Medidas de qualidade das imagens

Imagem Lena Boat Grass

Transformada | EQM PSNR  MSSIM | EQM PSNR  MSSIM EQM PSNR  MSSIM
KLT 41.0898 31.9935 0.9019 | 83.0899 28.9353 0.8536 | 659.543  19.9384 0.7864
DCT 40.2664  32.0814 09136 | 82.3894  28.9721  0.8602 | 666.4695  19.893 0.7839
SDCT 117.1966  27.4416  0.8577 | 180.3947 25.5686  0.7975 | 1292.029  17.0181  0.6777
RDCT 58.7272  30.4424  0.8932 | 106.3967 27.8615  0.8372 | 789.5017  19.1573  0.7426
Ks 5505.235 107230  0.1086 | 5925.529 10.4035  0.1335 | 6122.267  10.2617  0.3440
Ks 982.5026 18.2075  0.2698 | 1088.367 17.7631  0.3082 | 1568.127  16.1770  0.6216
Kis 57.6005  30.5265  0.8093 | 104.6983 27.9314  0.7884 | 707.104  19.6360 0.7797
Ko 42.6135 31.8353 0.8942 | 85.1470 28.8291 0.8477 | 656.7466 19.9568 0.7884
Koo 43.5124 31.7447 0.8934 | 86.5637 28.7574 0.8470 | 662.1343 19.9213 0.7874
Kos 44.055  31.6908 0.9091 | 88.8640 28.6436 0.8555 | 713.8527  19.50472  0.7776

Para analises mais gerais relativas ao desempenho das transformadas propostas

em compressao de imagens, extendemos este experimento para as 45 imagens apresenta-
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(b) DCT
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| (a) KLT o (b) DCT

(c) Ko (d) Ks

(e) Kis (f) Ko

(g) Ko (h) Kos
Figura 13 — Diferencga entre a Imagem Lena comprimida e a original.

73



(a) KLT (b) DCT

(g) Ko (h) Kos
Figura 14 — Imagem Boat comprimida utilizando a DCT, a KLT e as
transformadas propostas, com r = 10.
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(a) KLT (b) DCT

(g) Ko (h) Kos
Figura 15 — Diferencga entre a Imagem Boat comprimida e a original.
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(g) Ko (h) Kos
Figura 16 — Imagem Grass comprimida utilizando a DCT, a KLT e as
transformadas propostas, com r = 10.

76



(g) Ko (h) Kos
Figura 17 — Diferencga entre a Imagem Grass comprimida e a original.

7
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das no Apéndice B considerando diferentes taxas de compressao (1 < r < 45). Foram
calculadas as medidas de PSNR e MSSIM para cada imagem. As Figuras 18a e 19a apre-
sentam os graficos dos valores médios destas medidas. Nas Figuras 18 e 19 e também
sao exibidos os graficos considerando o erro absoluto percentual (APE) de cada medida.
Novamente podemos perceber que algumas das transformadas propostas tém um com-
portamento muito semelhante as transformadas de complexidade multiplicativa nao nula,
KLT e DCT, principalmente a medida que aumentamos o nimero de coeficientes retidos
r. Ja para r = 10, o que implica em uma taxa de compressao de 85%, as transformadas
K21, ﬁgg e Kgg apresentam um desempenho muito parecido ao da DCT e da KLT em
termos de PSNR e MSSIM. A Tabela 20 apresenta os valores de PSNR e MSSIM médios

das transformadas considerando esta taxa de compressao.

Tabela 20 — Valores do PSNR e MSSIM médios, considerando r = 10
Transformada PSNR  MSSIM

KLT 28.2605 0.8288
DCT 28.3371  0.8361
SDCT 95.2740  0.7642
RDCT 27.3699  0.8092
K 9.9677  0.1221
K 17.1911  0.3011
Ks 27.1251  0.7634
Ko, 28.1392  0.8238
Koo 28.1003  0.8232
Kos 28.0347  0.8308

Podemos destacar, apos estas anélises, a transformada K3 como sendo a me-
lhor entre as transformadas propostas. Ela possui a menor complexidade aritmética,
como apresentado na Tabela 18, e tem um desempenho muito bom quando aplicada em

compressao de imagens — ganhando da SDCT e da RDCT.
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Figura 18 — PSNR médio das transformadas 6timas propostas com relacao a

compressao de imagem variando o valor de r.
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6 CONCLUSOES

No presente trabalho, foram derivadas novas aproximagoes de baixa complexi-
dade para a transformada de Karhunen-Loéve (KLT) de comprimento N = 8. A obtengao
destas transformadas foi baseada em transformadas cléssicas na literatura que sao aproxi-
magoes para a DCT, como a SDCT [31], a RDCT [32] e a classe de aproximagoes baseadas
em fungoes inteiras proposta em [28]. O interesse em propor novas transformadas de baixa
complexidade se d& principlamente pelo fato de que estas transformadas podem ser im-
plementadas em hardware e sao atrativas por requerer baixo custo e baixa demanda de
poténcia, como nos casos de transmissao e processamento de imagem e video em tempo
real e aplicagoes de computo portatil.

Nos Capitulos 1 e 2, foram apresentadas uma introducao e o formalismo teoérico
da KLT e de outras transformadas usualmente utilizadas no contexto de processamento
de sinais e imagens. Foi apresentada também a relagao da DCT com a KLT, e algumas
de suas aproximacoes de baixa complexidade classicas da literatura, como a SDCT e a
RDCT, entre outras. Também sao evidenciadas neste capitulo figuras de mérito utilizadas
para avaliacao de transformadas aproximadas.

No Capitulo 3, sao apresentadas as transformadas de baixa complexidade pro-
postas bem como a metodologia utilizada para a derivacao destas. E neste capitulo que
se encontram as principais contribui¢oes deste trabalho. Baseadas em diferentes procedi-
mentos, foram encontradas 26 aproximacoes para a KLT, algumas delas sao aproximacoes
da DCT ja conhecidas na literatura. Dentre estas transformadas, evidenciamos seis delas,
que apresentamos como as transformadas 6timas segundo as figuras de mérito considera-
das para avaliacao. As transformadas 6timas propostas estao separadas em dois grupos:
transformadas obtidas considerando um sinal em que seus elementos sejam fracamente cor-
relacionados (p baixo); e transformadas obtidas considerando um sinal cujos elementos
sejam altamente correlacionados (p alto). Algoritmos réapidos para estas transformadas
foram propostos e estao apresentados no Capitulo 4, juntamente com uma anélise de suas
complexidades aritméticas. Por fim, experimentos de compressao de imagens sao apresen-
tados no Capitulo 5, evidenciando o bom desempenho das transformadas propostas em
comparagao com a KLT exata, por exemplo.

A complexidade computacional das novas transformadas é consideravelmente

baixa, independendo do sinal de entrada e sendo livre de multiplicacoes. As transfor-
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madas propostas mostraram-se boas aproximagoes para KLT nas medidas de qualidade
elegidas. Ainda, no contexto de compressao de imagens, elas se mostram bastante uteis,
evidenciando imagens adequadas a um custo computacional associado bastante baixo.
Para trabalhos futuros, deseja-se:
e Explorar a aplicabilidade da KLT para sinais com baixo valor de p.
e Expandir a busca de novas transformadas considerando diferentes comprimentos,
N = 4,16 e 32, pela importancia destes comprimentos em codificagao em video
HEVC.
e Considerar mais fungoes, como as fungoes inteiras de arredondamento para o inteiro
mais proximo, para a derivagao de novas transformadas.
e Utilizar as transformadas para a codificagdo em video HEVC [18].
e Utilizar as transformadas para aplicagao em outro contexto além de compressao de

imagem, como por exemplo aplicagdo de marcas d’agua [96].

6.1 PRODUCAO ACADEMICA

Baseadas nessa dissertacgao, foram realizadas as seguintes produgoes académi-
cas:

e Depoésito de Patente: Radiinz, A. P., Cintra, R. J., Bayer, F. M., Canterle, D.
R., 2018. Aproximacao para a Transformada de Karhunen-Loéve com Baixo Custo
Aritmético com Aplicagoes em Compressao de Imagens. BR 10 2018 006344 8

e Trabalho em Conferéncia: Radiinz, A. P., Cintra, R. J., Bayer, F. M., 2018.
Componentes Principais Sinalizadas com Aplicagao em Processamento de Imagens.
23° Simposio Nacional de Probabilidade de Estatistica (SINAPE). Sao Pedro. Anais
do 23° SINAPE, 2018.

e Manuscrito: Radiinz, A. P., Cintra, R. J., Bayer, F. M., Silveira, T., L., T. Signed

Principal Components Applied to Image Processing.
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APENDICE A -

obtidas aplicando as fungoes inteiras de arredondamento. Seguem listadas abaixo:

K12 =

NN W W NN

90

TRANSFORMADAS DE COMPRIMENTO OITO

No presente apéndice, sao exibidas todas as tranformadas de comprimento 8

2
3
2
1

-1

I
NWw N

=N W W W W NN =

=N N W W W W = =N NN W W W NN =

S = NN =

2 3 3
3 3 1
3 0 -3
0 -3 -2
-1 -3 2
-3 0 3
-3 3 -1
-2 3 =3
2 2 3
3 2 1
2 0 -3
0o -3 -2
-2 -2 2
-3 0 3
-3 3 -1
-2 3 -3
2 3 3
3 2 1
2 0 -3
0 -3 -2
-2 -3 2
-3 0 3
-3 3 -1
-2 3 =3
1 2 2
2 2 0
1 0 -2
0 -2 -1
-1 -2 2
-2 0 2
-2 2 -1
-1 2 =2
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—2 -3 -3

-1
-3

-3 -1
-2

-1
-3
-2

2

-2

-2

2

-2

2

-2 -2 =2

-1

-1 -2 -2 -1

1

-2

-2

-2 =2 2

2
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APENDICE B - BANCO DE IMAGENS

As imagens retiradas do Banco de Imagens Publico “The USC-SIPI Image

Database” [93] utilizadas nos experimentos de compresao de imagens sdo apresentadas

neste apéndice para referéncia.
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