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RESUMO

Neste trabalho realizamos um estudo do comportamento da entropia de Shannon
associada ao problema do caminhante aleatorio unidimensional em busca por sitios-alvo cuja
localizacao é desconhecida (problema da busca aleatéria ou (random search). Um de nossos
principais objetivos foi investigar se o mecanismo que rege a maximizagao da eficiéncia da
busca em situagoes especificas e para determinadas distribuigoes de tamanhos de passos
implica diretamente em uma possivel extremizagdo (maximizagdo ou minimizagao) da
entropia de Shannon associada. N6s estudamos trés das principais quantidades (eficiéncia,
probabilidades do caminhante encontrar cada sitio-alvo e a entropia de Shannon) relevantes
ao problema da busca aleatéria. Utilizando técnicas e conceitos da Fisica Estatistica
conseguimos abordar e modelar o problema da busca aleatoéria, sendo a nossa principal
fonte de inspiracao o problema ecologico da busca de alimentos por diversas espécies de
animais (problema do foraging). Realizamos a andlise descrita para trés distribuigdes de
probabilidades de tamanhos de passos do buscador: distribuicao do tipo lei de poténcia
/ Lévy e as distribuigoes hiperexponenciais simples e dupla. Obtivemos uma expressao
analitica para a distancia média percorrida entre dois encontros sucessivos e para a eficiéncia
da busca. Calculamos também as probabilidades do buscador encontrar os sitios-alvo em
uma dimensao, as quais permitem obter a entropia de Shannon associada ao problema da
busca. Analisamos ambos os casos de buscas nao-destrutivas, em que um dos sitios-alvo
encontra-se inicialmente préximo ao buscador, e buscas destrutivas, em que ambos os sitios
encontram-se distantes do ponto de partida da busca. Concluimos que o mecanismo que
maximiza a eficiéncia da busca nao-destrutiva de Lévy e da exponencial dupla ndo impacta
a entropia de Shannon associada, a qual apresenta um comportamento monotonico (sem
nenhum extremo, seja maximo ou minimo) mesmo quando a eficiéncia atinge um méaximo.
Além disso, encontramos que a distribuicado de passos do tipo exponencial dupla pode
ser mais eficiente do que a distribuicdo de Lévy em determinados contextos das buscas

nao-destrutivas, confirmando resultados previamente publicados.

Palavras-chave: Buscas aleatorias. Entropia de Shannon. Caminhadas aleatérias. Distri-

buigoes de probabilidades.



ABSTRACT

In this work we study the behavior of the Shannon entropy associated with the
problem of the one-dimensional random walker in search of target sites whose location is
unknown (the random search problem). One of our main objectives is to investigate whether
the mechanism governing the maximization of the search efficiency in specific situations
and for certain distributions of step lengths directly implies a possible extremization
(maximization or minimization) of the associated Shannon entropy. We study three of the
major quantities (efficiency, probabilities to find each target site and Shannon entropy)
relevant to the random search problem. Using the techniques and concepts of Statistical
Physics we have been able to approach and model the problem of random searches, whose
main source of inspiration was the ecological problem of the search for food by several
species of animals (the foraging problem). We perform the analysis for three distributions
of probabilities of step sizes of the searcher: power law / Lévy distribution and the simple
and double hyperexponential distributions. We obtain an analytical expression for the
mean distance traveled between two successive encounters and for the efficiency of the
search. We also calculate the probabilities of the searcher to find the target sites in one
dimension, which allow to obtain the Shannon entropy associated with the search problem.
We analyze both cases of non-destructive searches, in which one of the target sites is
initially close to the searcher, and destructive searches, in which both sites are far from
the starting point of the search. We conclude that the mechanism that maximizes the
efficiency of the non-destructive search of Lévy and double exponential distributions does
not impact the associated Shannon entropy, which presents a monotonic behavior (with
no extreme, either maximum or minimum) even when the efficiency reaches a maximum.
In addition, we found that the double-exponential distribution can be more efficient than
the Lévy distribution in certain contexts of the non-destructive searches, thus confirming

previously published results.

Key-words: Random searches. Shannon Entropy. Random walks. Probability distribu-

tions.
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1 INTRODUCAO GERAL

Considere um modelo de comportamento ecoldgico no qual animais estao procurando
por comida em uma regiao totalmente desconhecida. Qual seria a maneira mais eficiente
desses animais encontrarem essas fontes de alimentos? Este problema de natureza bioldgica,
também conhecido como problema de foraging [1], pode ser atacado por métodos da Fisica
Estatistica se fizermos algumas aproximacoes, tal como considerarmos o buscador ou
forager como uma particula em movimento que eventualmente encontra um sitio-alvo.
No contexto mais geral da Fisica Estatistica, esse problema ¢ tradicionalmente conhecido
como o problema da busca aleatéria ou random search. Partindo dessa motivacao bioldgica,
podemos selecionar e abordar conceitos pertencentes aos dominios da Fisica Estatistica,
tal como a teoria de caminhadas aleatérias, para abordar o problema de foraging. Essa
interligacao esta diretamente relacionada ao fato de que se analisarmos o comportamento
de animais em processo de busca em regides onde ha escassez de alimentos, observamos
matematicamente um padrao de busca diferente daquele induzido por uma distribuicao
de passos governada pelo Teorema do Limite Central [2] [3] [4] [5]. Esse comportamento
diz respeito diretamente ao Teorema do Limite Central generalizado, como veremos mais

adiante.

1.1 Um panorama histérico

As primeiras motivagoes para se iniciar o estudo do caminhante aleatério estao
intimamente ligadas a descricao do movimento irregular do p6 de carvao suspenso em
alcool, realizada em 1785 por Jan Ingenhausz, um biélogo e quimico holandés [6]. Algumas
décadas depois (1827), novas constatagoes foram feitas pelo boténico Robert Brown acerca
de um suposto movimento irregular de particulas de pélen suspensas em um fluido em

repouso [7], dindmica que hoje se denomina movimento browniano.

Mesmo com alguns trabalhos relativos a essa questao com base na teoria de
probabilidades, o tema do movimento browniano nao pareceu estimular um grande interesse
cientifico no principio do século XIX. Apenas no inicio do século XX foi que o tema comecou
a se tornar mais atraente no meio da comunidade cientifica, quando o matematico francés
Louis Bachelier defendeu sua tese denominada Teoria da Especula¢io no qual ele usou
o movimento browniano como modelo para permormace de bolsas de valores [8]. Outro
acontecimento que deu notoriedade ao assunto foi quando o debate entre Karl Pearson [9]
e Lord Rayleigh [10] veio a ptblico. Cientistas de grande relevancia, como Albert Einstein
[11] [12] e Marian Smoluchowski [13], também comecaram a investigar esta “nova” corrente
na ciéncia e muitos conceitos produtivos surgiram, como ruidos aleatorios, analise espectral

e processos aleatérios [14].
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O problema do caminhante aleatério no contexto das buscas aleatérias tem sido
estudado com bastante vigor desde 1960, tendo em vista que o mesmo tem aplicacoes rele-
vantes em sistemas biolégicos [1]. Essas colaboragoes interdisciplinares envolvendo bidlogos,
matematicos e fisicos se beneficiaram, por exemplo, do avanco em técnicas de abordagens
com origem na Fisica Estatistica. Uma das muitas vantagens foi o desenvolvimento de
varios modelos tedricos para estudar o problema [1] [15]. Portanto, podemos entao citar
alguns destes modelos tais como: as caminhadas aleatérias com correlagdo (correlated
random walks) [16], os modelos de buscas intermitentes (intermittent searches) [17] e os
voos ou caminhadas de Lévy (Lévy flights or walks) [18] [19]. Por exemplo, nas caminhadas
aleatorias correlacionadas é introduzida uma correlagao de curto alcance entre as dire¢oes
de passos subsequentes [16] na tentativa de explicar o comportamento animal de se manter
em uma dada direcao por um longo tempo. Nos dias atuais utilizam-se modelos mais
modernos como o da busca aleatéria adaptativa, onde se tem uma modelagem matematica
apresentada na forma de um problema “nao linear inteiro integral com variaveis binarias”
[20]. Também existem modelos no qual o caminhante realiza uma busca composta, onde
ocorre uma alternancia de buscas extensivas e intensivas [21]. Além disso, tém sido utiliza-
das também as caminhadas ditas self-avoiding walks (SAWs) nas quais o caminhante nao
pode retornar a um sitio previamente visitado. Como tal, as SAWs também podem levar a
algoritmos de buscas eficazes. No entanto, nao ¢é realista que o buscador memorize muitas
posigoes visitadas por um longo tempo [22]. Todos os modelos citados foram desenvolvidos
para atacar problemas do tipo caminhantes aleatérios (random walks). Assim, trazendo
para o contexto ecologico, em todos estes casos foi considerado que predadores a procura

de alimentos em uma regiao desconhecida comportam-se como buscadores aleatorios.

E importante salientarmos que o modelo do caminhante aleatério ndo serve apenas
para mapear o comportamento de um animal a procura de alimentos. Ele pode também ser
aplicado na extragao de petroéleo [23] [24], em computadores procurando por informagoes
aleatérias [25] e também para explicar o comportamento dos fétons espalhados em lasers
aleatérios [26]. Sendo assim, tentaremos em seguida descrever nosso estudo de forma
bastante geral a luz da Fisica Estatistica, para que possamos ter a liberdade de aplicar a

teoria em qualquer outra situacao similar.

Nas proximas sec¢oes discutiremos com mais profundidade os principais modelos
que abordam o problema do caminhante aleatorio. Em seguida discutiremos o Teorema
do Limite Central (TLC) e sua forma generalizada, com a finalidade de mostrarmos a
diferenca entre as buscas do tipo de Lévy e as buscas realizadas com outras distribuigoes
de passos governadas pelo TLC. Por fim, introduziremos os fatores que motivaram Claude
E. Shannon a desenvolver a Teoria da Informagao. Em especial, procuraremos aplicar a
medida de entropia de Shannon ao problema da busca aleatéria, o que serda um de nossos

principais objetos de estudo nessa dissertagao.
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1.2 Principais modelos de buscas aleatdrias

No inicio dos estudos das buscas aleatérias, os modelos que surgiam eram rela-
tivamente mais simples pois nao envolviam nenhum tipo de correlagao entre os passos
e desconsideravam qualquer tipo de tendéncia na busca. Por exemplo, a auséncia de
correlagao direcional significa que a direcao do passo atual do movimento nao depende das
diregbes anteriores tomadas pelo caminhante. A falta de tendéncia direcional no movimento
significa que nao ha nenhuma direcao privilegiada para os deslocamentos, implicando que a
execugao de cada passo em qualquer diregao é igualmente provavel. Além disso, na auséncia
de correlagoes em geral o tamanho do passo atual também nao é influenciado pelos tama-
nhos prévios. Como consequéncia, nesse caso a posi¢cao do buscador apés cada passo dado

é dependente apenas da posi¢ao do tltimo passo, ou seja, o processo é dito markoviano [27].

A partir dos anos 1990 o assunto ganhou um interesse renovado, principalmente
no contexto biolégico / ecolégico no qual se procurava estudar a maneira mais eficiente
de um animal em uma regiao desconhecida encontrar recursos alimenticios. Comecaram
entao a surgir modelos mais complexos. O primeiro modelo a ser mais utilizado para
buscas aleatorias realizadas por organismos biologicos era um aperfeicoamento das entao
caminhadas brownianas [28] [29] [30] [31]. Estas foram batizadas de caminhadas aleatérias
correlacionadas (CRWs), onde agora havia uma correlagdo entre as sucessivas orientagoes
de passos [32]. O motivo para a incrementagao desta propriedade é uma suposta tendéncia
dos animais preferirem seguir ao longo da direcao do passo anterior, o que acarretou
em um maior uso dessa propriedade direcional para analisar o deslocamento animal em
intmeras situagoes [33] [34] [35]. Como vimos, o refinamento deste modelo introduz uma
predisposicao para uma determinada direcao local, isto é, cada passo tende a apontar na
mesma dire¢do do anterior. Contudo, a influéncia da dire¢ao inicial no movimento diminui
com o passar do tempo, de modo que, no final, a orientacdo dos passos se estabelece
distribuida uniformemente apds um nimero grande dos mesmos. As caminhadas aleatériais
correlacionadas, assim como o movimento browniano, se submetem ao Teorema do Limite
Central, ou seja, tendem a uma distribui¢ao normal de distancias percorridas ap6s um

grande nimeros de passos.

Com o passar dos anos, um outro modelo de busca aleatéria foi apresentado, as
chamadas caminhadas aleatorias intermitentes. Estas trouxeram a inovacao ao caracterizar
a dindmica da busca em dois tipos ou fases: uma fase onde o caminhante apresenta
movimentos de maior extensao (carater balistico), na qual o mesmo nao é receptivo ao alvo,
e outra fase na qual o caminhante realiza um movimento browniano durante o qual uma
varredura local detalhada do espaco de busca é realizada, ocorrendo nesta fase a possivel
detecgao do alvo [34] [35] [17] [36] [37]. Neste método, a duragao relativa entre uma fase e

outra pode variar, de modo a gerar a estratégia étima para solucionar o problema. Contudo,
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no final este método ainda se submete ao TLC, tendendo a uma distribuicao gaussiana de
distancias percorridas quando o nimero de passos ¢ muito grande. Comparado com as
buscas aleatérias comuns, este modelo demonstrou ser bem mais eficiente [38]. Algumas
mudancas mais atuais nesse modelo incluem também a consideracao de distribuigoes de
tamanhos de passos ditas com caudas longas, por exemplo do tipo lei de poténcia, na fase

de reposicao [38].

Em meados da década de 1990 o interesse no problema de foraging aumentou
consideravelmente por conta de novas ferramentas tedricas desenvolvidas no contexto da
Fisica Estatistica e de Sistemas Complexos, tais como dindmica superdifusiva, geometria
fractal, fungoes de correlacao, processos de primeira passagem e ideias de escalas [18].
Assim, com esses avancgos surgia a orientacao tedrica de que voos de Lévy poderiam ser
uma estratégia mais vantajosa para o caminhante [19] (ver a seguir). Pouco tempo depois,
foi constatado experimentalmente [2] que animais sob certas condigoes, especialmente no
regime de baixa concentracao de alimentos e desconhecimento da localizacao dos sitios-
alvo, nao tém a distribuicao dos tamanhos de passos regida pela distribuicao gaussiana,
e sim por distribui¢oes de Lévy. Estes experimentos amadureceram a hipotese de que a
distribuicao de Lévy pode ter sido escolhida evolucionalmente por dar mais vantagens
para o caminhante, reforcando a ideia de que os voos de Lévy sdo mais eficientes que as

demais estratégias de busca até entao investigadas [3].

A principal diferenca entre as classes de distribuicoes gaussianas e as de Lévy
ocorre quando observamos o comportamento do caminhante para passos muito longos, ou
seja, distribui¢oes de tamanhos de passos de Lévy decaem muito mais lentamente com a
distancia do que distribui¢des gaussianas, de forma que a probabilidade de ocorrer grandes
passos numa distribuicao de Lévy ¢é consideravelmente maior do que numa distribuicao

regida pelo TLC, conforme abordaremos a seguir.

1.3 O Teorema do Limite Central

Nesta secao discutiremos uma das principais ferramentas utilizadas em sistemas
com algum grau de aleatoriedade no que diz respeito a Fisica Estatistica: o Teorema do
Limite Central (TLC). De fato, o TLC constitui o principal motivo da grande aplicabilidade
das distribuigoes gaussianas no ambito cientifico geral [39]. Muitos sistemas simples de
cardter aleatério satisfazem suas poucas condigbes (ver a seguir), o que deixou quase

sempre marcada a presenca da distribuicdo normal na explicagdo desses fendmenos.
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1.3.1 Distribuicdes continuas

Suponha que lidamos com uma variavel x e queremos saber a probabilidade de, ao

medirmos x, encontrarmos algum valor X entre x e z + dx,
Plx < X <z +dzx)=p(x)de, (1.1)

onde X ¢é o valor medido e p(z) é a fungdo densidade de probabilidade (pdf), de modo que

a p(x) em questao estd devidamente normalizada.

As distribuigoes continuas também estao munidas de algumas propriedades que se

encontram em distribuigoes discretas, sendo essas:

O valor esperado de F(x):
400
(F(x)) = /_OO dx p(z) F(z). (1.2)

Observamos que sendo x uma variavel aleatéria, F'(x) também se caracteriza como aleatd-

ria, e assim também é descrita por uma pdf.

Momentos da distribuicao:

&n = (a") = /%O dx z" p(z). (1.3)

—00

E comum também definir os momentos centrados £ = ((z—x)"), entre os quais a variancia,

a assimetria e a curtose.

Convém a partir deste momento introduzir o conceito de fung¢do caracteristica,
~ +m .
p(k) = F.T [p(x)] = /_ dx p(z) exp(—ikx), (1.4)
que nada mais é do que a transformada de Fourier da pdf, que pode ser recuperada

simplesmente pela transformada inversa dada por

pla) = LET (k)] = [ AR k) explika). (1.5)

—oo 2m
Expandindo exp(—ikz) em série de Taylor na Eq. (1.4), obtemos

) = [~ aopto) |32 0

|
n—=0 n.

- (_Hf)n (@), (1.6)

n=0 n
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ou seja, p(k) pode ser construida a partir dos momentos de p(z). Multiplicando a Eq. (1.6)
por exp(ikzy), podemos obter momentos em relagdo a um valor de referéncia z, os

chamados momentos centrais,

dk

exp(ikr) (k) = | 0¥ p(a) exp(—ih(z - 20))
- > E o) (17)

Por fim, definimos os cumulantes da seguinte maneira:

In[j(k)] = i (k) (1.8)

n!

onde In(p(k)) é dita fungao geratriz dos cumulantes. Substituindo (1.6) no lado esquerdo
de (1.8) obtemos

1 1
In(p(k)) =1In | 1 —iké&; — 51&52 — z6k3§3 + Ok |, (1.9)
A
com
A2 A3
In(1+A) :A—7+?+... (1.10)

Assim, comparando os termos e agrupando as poténcias de k até O(k*) obtemos

2

3
In(p(k) = ~ik6s — o (6~ &) +i (6 ~ 36 & + 281). (1.11)

Comparando a expressao acima com (1.8), obtemos os trés primeiros cumulantes,
k1 = &1

Ko =& — &
ks =& —3& & +28.

Os demais cumulantes podem ser obtidos prosseguindo com a andalise em ordens mais altas
40].

Com essa breve introdugao revisamos alguns conceitos que serao de grande impor-
tancia na demonstragdo do Teorema do Limite Central a seguir. Porém, antes precisamos
esclarecer o conceito de probabilidade conjunta para entendermos o procedimento por

completo.

1.3.2 Probabilidade conjunta

Antes de abordarmos o TLC propriamente dito, esclareceremos a definicao do
conceito de probabilidade conjunta [40]. Sejam 1, x9, 23, ...,z varidveis aleatorias, de
modo que definimos

r= (.I'l,SCQ,...,Q]N), (112)
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como sendo um vetor no espago N-dimensional. Nosso interesse é calcularmos a probabi-
lidade de termos Z dentro de um certo elemento de volume do N-espago (por exemplo,
se ¥ representa o vetor posi¢ao (z,y,z) de moléculas de um gds numa sala, queremos a

probabilidade de encontrar uma molécula no elemento de volume dV = dxdydz). Assim,

P(#< X <Z+df) = P(z; < Xy <@y +doy, ..., on < Xy < xy + day)
= p(@)dzy...dxy, (1.13)

onde p(Z) = p(z1,...,xn) ¢ a pdf conjunta das varidveis xy, ...,z e portanto satisfaz
p(%) >0V e [dVzp(F) =1, onde subentende-se que a integracio ¢ tomada sobre todo

o intervalo de possiveis valores de x1, ..., xy.

Algumas defini¢oes relacionadas a pdf de uma tnica variavel se estendem trivial-
mente para as pdf’s conjuntas, como por exemplo o valor esperado e a fungao caracteristica,

que sao dadas por

= [ @V ;@) p(@ (1.14)

—

F(R) = / ANz p(Z) exp(—ik - ) = (exp(—ik - 7)), (1.15)

onde k = (k1, ko, ... kn) € k-7 = ZN k; x; respectivamente. Observe que ﬁ(E) é a

transformada de Fourier N-dimensional de p(Z), de forma que sua transformada inversa é,

p(7) = / (er’;N 5(R) exp(ik - 7). (1.16)

Partindo dessas defini¢oes, podemos agora definir os momentos e cumulantes.

Nesse caso, a expansao em série de Taylor é multivariavel e, portanto, envolve termos

cruzados:

o , , X (—ik)™ o (—=ikn)™

p(k) = (exp(—ikixy)...exp(—ikyzy)) = <<Z ( 1') xll...( N') ZL"NN>>

n ng: ny:
= Z Z (x129...0N5) (—iky) M. (—iky)Y, (1.17)
n1=0 ny= On1 %’_/
5"1 ..... ny

onde &,, . .ny SA0 0s respectivos momentos conjuntos. Note que os mesmos sdo 0s

coeficientes da expansao em torno de —ik = 0, isto é,

o™ om2 o™N e
En.omy = i Ok D) Pk =0). (1.18)

Realizando um processo analogo, obtemos os cumulantes conjuntos que sao os coefici-

entes da expansao de In ﬁ(E) dados por

am 8"2 amv e
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1.3.3 Demonstracao do Teorema do Limite Central

Nesta secao enunciaremos o Teorema do Limite Central e o demonstraremos par-

tindo das suas principais caracteristicas [40].

Teorema 1 (Teorema do Limite Central). Seja C' um conjunto de N varidveis
aleatérias independentes e identicamente distribuidas segundo uma fun¢do densidade de
probabilidade p(x), com média (z) e varidncia ((Ax)?) finitas. Para N — oo a distribuigio

de probabilidade para a soma dos elementos desse conjunto, x = S~ | ;, converge para a

P(z) = \/2;7 exp (—@2_03)) , (1.20)

com média m = N(z) e varidncia o2 = N{(Ax)?).

distribuicao normal,

Demonstraremos o TLC para o caso de N variaveis aleatorias independentes sor-

teadas de uma mesma distribuigdo p(Z), com & = (x1, s, ..., o). Para realizar este fato,
. .. 1 «N . .

precisamos obter a pdf da variavel Y = £ 3,0, (7; — (z)), ou seja, estamos interessados

no desvio da média das N medidas em relacao ao valor esperado de .

(z=(z)) — N

Primeiramente, notamos que Y = Zj-v:l N = 2= €5, de modo que agora p(e)

¢é a PDF desta nova variavel, com

z— (z)
N
Agora, observamos que P(e < ¢; <e+de) = P(x < z; <z + dx). Logo, p(e)de = p(z)dx,

de modo que

(1.21)

€ =

P.(k) = /_J:O de exp(—ike) p(e) = /_J:O dx exp <_Zk(IN_<I>)> p(z). (1.22)

Expandindo exp (W), obtemos

P.(k) = <1—@'k:(x_<x>)+1(—ik)2(x_<x>)2+...> (1.23)

N 2 N2
Como o = /{(x — (x))?), podemos escrever
~ k* o2 1
k) =1- 2N2+0(N3). (1.24)

Sendo as N variaveis independentes entao

Py (k) = /d:pl...de exp (—ikzZej) p(z1)...p(TN), (1.25)

Jj=1
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ou

By (k) = { / dr, exp(—mel)p(xl)r, (1.26)

o que implica em

(1.27)

~ 2 2\ N 2 2
lnPy(k)%ln<1 k“w> ~ Ko,

9N2 ) T aN

k202

Logo, fazendo N — co concluimos que limy_, Py (k) = exp (— S

). Tomando a trans-

formada de Fourier inversa, finalmente obtemos

lim P (v = - fj (z) ! i (1.28)
1m = — P — = X .
N—o0 Nj:1$] v \/27TO'Y P 20'}2/

onde oy =0,/ VN é o desvio padrao da média das N medidas.

Assim, observamos que a pdf correspondente a soma das variaveis aleatérias z;
converge para a distribuigdo gaussiana no limite de N — oo V p(x) com cumulantes finitos,
o que caracteriza essencialmente o Teorema do Limite Central. Em nossa demonstracao
supomos {z;} independentes, porém, o teorema vale mesmo se os {z;} forem dependentes

em curto alcance.

Para o caso em que p(x) possui cumulantes infinitos, como por exemplo, quando
p(z) =~ 1/|z|'™, com 0 < a < 2, as somas das {x;} independentes converge para a
distribuicao de Lévy [40] de acordo com TLC generalizado, como veremos na segao

seguinte.

1.4 O Teorema do Limite Central generalizado

Como vimos, o Teorema do Limite Central estabelece que a soma das variaveis
aleatérias com a mesma distribuicao de probabilidades, com valores esperados e variancias
finitas, converge para a distribui¢do normal. Porém, no caso em que p(z) nao possui
cumulantes finitos, o que acontece? Nesse caso, a soma ainda converge porém para uma
outra familia de distribui¢oes chamada de distribuicao a-estavel de Lévy. Veremos com

detalhe a resposta a essa pergunta a luz da versao generalizada do TLC.

Considere uma soma de N varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas, com média definida como zero por conveniéncia. A variacao nao existe se
a pdf individual cair lentamente para grandes valores, como por exemplo em p;(x) =
p1(z) o< 1/]z|', com 0 < a < 2. (o > 0 é necessério para garantir que a distribui¢ao seja
normalizével; enquanto para a > 2 a varidncia é finita.) Realizando a expansao em Taylor

do logaritmo da funcao caracteristica [40], obtemos

Inpx (k) = Nlnp;(k) = N|—alk|* + termos de ordem superior]. (1.29)
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Assim como antes, podemos definir uma variével reescalada y = X/N'/® com a finalidade
de nos livrarmos da dependéncia de N no termo principal da equagao acima, resultando
em

lim p,(k) = exp(—alk|®). (1.30)

N-oo

Os termos de ordens mais altas que aparecem na Eq. (1.29) escalam com poténcias
negativas de N e desaparecem quando N — co. De modo geral, as distribuigoes de Lévy
possuem uma fungao caracteristica que satisfaz a Eq. (1.30), com 0 < a < 2. O exemplo
mais simples de uma distribuicao de Lévy é obtido para a = 1 e corresponde a chamada
distribuigao de Cauchy, dada por p, = a/[7(y* + a?)]. Para outros valores de « € (0,2)

a distribuicdo nao tem uma forma fechada simples, mas pode ser escrita como a série

assintotica . I )
= il . (O +na) a”
paly) = - (-1 sin (e ) = (1.31)

onde y > 1, pois, para y = 0 a série diverge. Mencionamos também que, como a
transformada de Fourier de uma funcao gaussiana também é uma gaussiana, entao a
Eq. (1.30) mostra que o caso limite o« = 2 corresponde, na verdade, & distribuigao gaussiana
e ao TLC.

Na proxima secao apresentaremos a forma mais geral da familia de distribuigoes

a-estaveis de Lévy.

As distribuigoes de Lévy com 0 < o < 2 descrevem fendmenos com a ocorréncia
de grandes eventos raros, caracterizados aqui por uma cauda que cai lentamente como
Pa(y — 00) ~ y~(1F%) [40]. Portanto, o comportamento assintético descrito acima, do
tipo lei de poténcia, também conhecido como cauda longa, permite observar com mais
facilidade a divergéncia de alguns momentos da distribuicao. Essa propriedade vai nos
motivar a utiliza-la no modelo para buscas aleatorias devido ao fato de apenas com a
variagdo de um tnico pardmetro (o« ou p = « + 1) ser possivel passar do regime difusivo

(ov = 2) para o superdifusivo (0 < a < 2), como veremos a seguir.

1.5 A distribuicao de Lévy e o problema da busca aleatéria

Quando se trata da modelagem para o problema da busca aleatoria, a distribuicao
de Lévy para os tamanhos de passos, p(¢), se encaixa como uma forte candidata, devido a
sua maior adequagao para levar em conta eventos estatisticos raros, comparativamente
com as distribui¢des gaussianas ou aquelas pdf’s de forma geral regidas pelo TLC. As
p(€)’s de Lévy ja foram utilizadas para modelar o caminho percorrido por um féton em
um meio turbulento [21], para modelar o evento da inversao de p6los magnéticos da Terra
[41], e em fisiologia humana cientistas identificaram que o intervalo entre duas batidas do

coragao satisfaz uma distribuicao de Lévy, com valores de y = a+ 1 = 2.7, correspondendo
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a pessoas saudéaveis, e 4 = o + 1 > 3 (comportamento gaussiano) para pessoas com

patologias [42].

Enquadrando-se bem em um grande ntimero de eventos estatisticos, a distribuicao
de Lévy nao poderia ficar de fora do problema ecolégico de buscas de alimentos [18], uma
vez nesse contexto também se observam comportamentos difusivos andmalos, caracterizados

por um grande nimero de pequenos saltos alternados por grandes saltos raros.

Nesse contexto, é importante distinguir entre as caminhadas de Lévy (Lévy walks)
e os voos de Lévy (Lévy flights) [43] [44] [45]. Nos voos de Lévy os passos sdo instantaneos,
isto ¢, passos sem nenhuma duracgdo, de forma que o caminhante salta entre varias posig¢oes
no espaco de busca sem que um intervalo de tempo seja definido entre duas posigoes
ocupadas. Dai, observamos que o deslocamento médio quadratico nao pode existir em
funcao do tempo. Essa conclusao dificulta a utilizagdo de voos de Lévy em fenémenos
fisicos realistas. Por outro lado, nas caminhadas de Lévy o buscador viaja com velocidade
finita, em geral considerada constante e independente do tamanho do passo. Assim, o
tempo para o caminhante percorrer toda a trajetoria é proporcional a distancia total de
todo o percurso, implicando diretamente na existéncia do deslocamento quadratico médio
em funcao do tempo. Esta propriedade torna as caminhadas de Lévy a candidata ideal

para modelar o comportamento de uma particula em difusdo anémala.

Podemos ver na Eq. (1.5) que a distribuigao de probabilidades p(x, N) para a soma
de N passos é dada pela transformada de Fourier inversa da funcao caracteristica dos
passos individuais, apenas utilizando a condi¢ao de que as variaveis x; sao independentes
e igualmente distribuidas. Vamos considerar, por hora, que ¢ represente a soma dos
comprimentos de N passos individuais. Fazendo « = ¢, podemos reescrever a Eq. (1.5)
como

- ;Zf’r (k) exp(ikl). (1.32)

A funcao caracteristica determina completamente a distribuicado de ¢ e possui varias

e = [

—00

propriedades matematicas interessantes que nos serao bastante tteis. Em geral, pode-se

mostrar [46] que as distribuices estaveis possuem p(k) na forma

. (1.33)
exp[—|k|(1 + B 2 sign(k) In(|k]))], para a=1

™

ok :{exp[_\k|o‘(1—iﬁtan(’;a)sign(k))], para o # 1

onde 0 < a <2, —1 < f < 1 esign(k) é a chamada fungdo sinal. A Eq. (1.33) é uma
generalizagdo da funcao caracteristica da distribuicao de Lévy, onde introduziu-se uma
fase dependendo do novo parametro [3, responsavel pela assimetria na distribuicao, que
anteriormente era assumida ser nula. De fato, fazendo 8 = 0 obtemos a fun¢ao caracteristica

da distribui¢ao de Lévy simétrica similar & Eq. (1.30),

p(k) = exp(—a®|k|"), (1.34)
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onde a = £y é uma constante com dimensao de comprimento. Vimos que o TLC generalizado
garante que apos um numero N grande de passos a densidade de probabilidade para um
deslocamento ¢ em um processo de voo de Lévy converge para uma classe de distribuigoes
de Lévy estaveis denominadas usualmente de distribui¢bes a-estéveis de Lévy [43] [44]
[46]. Portanto, observando que a integracao da parte imaginéaria da fungao caracteristica
se anula, obtemos no caso simétrico,

(6 N) = /00 cos(kl)

0 ™

exp(— Nl k™) dk, (1.35)

com 0 < a < 2. Para 0 < a < 2 a expansao em série de Taylor da expressao acima leva a

um decaimento do tipo lei de poténcia com a distancia para ¢ grande:

Nr@wzumn(g)<%

p(¢,N) =

14

a+1
—2(a+1)+1
e ) + O ). (1.36)

Fazendo a substituicdo u = o + 1 obtemos

sin (=l :
NT(p) ( 2 )<€0> + O£+, (1.37)

p({,N) = ;

7T€0

onde I'(i) é a funcdo gama. Neste trabalho iremos considerar um caminhante aleatério
unidimensional com comprimentos de passos individuais ¢ independentes, distribuidos por

uma pdf na forma de lei de poténcia dada por

pO) = fo se 11> o (1.38)
onde caso contrario p(¢) = 0, devido ao truncamento inferior em ¢ = ¢y, pois distribuigoes
com {y = 0 nao sdo normalizaveis. A partir deste momento associaremos também passos
de tamanhos negativos (|¢| = —¢) com os deslocamentos para a esquerda e passos de
tamanhos positivos com deslocamentos para a direita, com passos de tamanhos idénticos
em qualquer dos dois sentidos sendo equiprovaveis. Com essas consideracdes podemos

normalizar a p(¢) acima e obter a expressao para A,. Sendo assim,

+oo o dl oo dl
nde=A, [ Comea[ TS =1 1.39
/,oo pl0) s T e (1.39)
Substituindo u = —¢ — du = —dl e ajustando os limites de integracao na primeira
integral, temos
o —du © du
A/?———<:A/ au 1.40
T A A
o que deixa a integral acima igual a segunda. Assim, resolvendo as duas partes temos
< dl
24, [~ oo =1
“Juo |O|»
o1

éu—l_zm
1
#M:mzuw. (1.41)
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Observamos que para a distribuicao nao divergir precisamos impor p > 1. Desta forma,

podemos reescrever a nossa distribuicao como

Ag (M—l) -1 1
()= — = o — 2 > 4. 1.42
p() |€|N 2 0 |€|N7 Se| |— 0 ( )

Em nosso trabalho, denominaremos a equagao acima como distribuicao de Lévy, embora
a mesma corresponda de fato apenas ao seu limite assintético. De fato, ao compararmos
a Eq. (1.42) com o limite assintdtico para as distribui¢oes a-estéveis de Lévy, notamos
que se escolhermos N ! = 2I'(ar + 1) sin(ma/2) /(wa) o comportamento assintdtico desta é
idéntico ao da Eq. (1.42).

1.6 As distribuic6es hiperexponenciais

No inicio da década de 1980, Hughes e colaboradores demonstraram rigorosamente
que as caminhadas de Lévy podem surgir das chamadas caminhadas aleatorias de Wei-
erstrass, cuja distribuicao de tamanho de passos é dada por um soma infinita de fungoes
governadas pelo TLC (Gaussian-attracted) com relagoes matematicas especificas entre

seus parametros [47].

Um exemplo dessa caminhada de Weierstrass é a pdf hiperexponencial para o
tamanho dos passos:
N w; —/
1

p()=>_ —Fexp|—|, (1.43)

o di d;
onde N — o0, d; representa o tempo de persisténcia e w; os seus respectivos pesos, 0s
quais obedecem a condicdo de normalizacao Y.~ , w; = 1 [48]. No trabalho de Hughes et
al. [47], os pardmetros d; e w; precisam obedecer determinadas relagoes matematicas a fim
de que o resultado da soma tenha segundo momento infinito, sendo portanto regido pelo

TLC generalizado.

Devido a soma de fungoes na Eq. (1.43) as caminhadas de Weierstrass podem
ser classificadas como caminhadas aleatdrias correlacionadas compostas (CCRW) [47].
Mais recentemente (2014), Reynolds considerou a Eq. (1.43) mas para N finito. Nesse
caso, a rigor caminhadas de Lévy ndo podem ser obtidas. Contudo, ao aplicar a expressao
hiperexponencial com N = 3 a dados de espécies de mexilhoes (Mytilus edulis) em processo
de foraging, Reynolds mostrou que uma CCRW trimodal pode descrever adequadamente
os padroes de movimento [49]. Nesse caso, é interessante notar que a distribuicao de
tamanhos de passos possui trés escalas de comprimento tipicas, (dy,ds,ds). O fato da
Eq. (1.43) ter descrito tdo bem o movimento dessa espécie, que anteriormente havia sido
explicado com base na distribui¢ado do tipo lei de poténcia (em principio com infinitas

escalas) [47], reacendeu o debate de quantas escalas deveriam ser necessarias para uma



Capitulo 1. Introdugdo Geral 27

busca eficiente. De fato, durante a formacao de padroes espaciais no caso dos mexilhoes
podem ser considerados satisfatoriamente apenas os trés primeiros niveis numa hierarquia
de padrdes de movimentos. Este resultado mostrou ainda que o CCRW pode descrever

adequadamente nao apenas os padroes de movimento dos mexilhoes [49].

Em nosso estudo trabalharemos com as distribui¢oes hiperexponenciais nos casos
particulares de N = 1 (exponencial simples) e N = 2 (exponencial dupla). E nosso objetivo
comparar a eficiéncia e a entropia de Shannon associadas a essas buscas com os seus

valores respectivos obtidos numa busca de Lévy. Explicitamente, para N = 1 temos

—|l
p(l) = % exp <d||> , se (| > {y; Exponencial Simples, (1.44)
1 1
e para N = 2,
_w —le | w — || . -
p(l) = —exp|— | +—="exp|——], se|l| > {y; Exponencial Dupla, (1.45)
d; d; dsy dsy

onde, de modo geral, a condigdo |¢| > ¢y se aplica com ¢, sendo o comprimento de passo
minimo, a fim de podermos realizar comparagoes com a distribuicao do tipo lei de poténcia

com o mesmo comprimento de passo minimo.

1.7 Fundamentos da Teoria da Informacao

Quando mencionamos Teoria da informagcao, observamos um leque de possibilidades
que podem ser abordadas nesse contexto. Contudo, a sua esséncia é tinica. Nesta secao
abordaremos alguns aspectos biograficos da vida de Claude Elwood Shannon, os seus

pensamentos iniciais e suas principais motivagdes para criar a sua obra.

1.7.1 Aspectos biograficos e do pensamento de Claude Shannon

Nos dias de hoje, podemos contemplar muitos registros em formas de livros e
artigos refletindo o pensamento de Claude Shannon. Como na maioria das vezes acontece,
mais destaque é dado aos aspectos exoticos de seu comportamento de que as suas ideias e

motivagoes, deixando suas obras sendo mais celebradas do que entendidas [50].

Claude Elwood Shannon nasceu em 30 de abril de 1916 em Petoskey, no estado de
Michigan, Estados Unidos, e faleceu em 24 de fevereiro de 2001 de causas naturais. Viveu
seus primeiros 16 anos na cidade de Gaylord, localizada também em Michigan e frequentou
a escola publica onde sua mae foi professora de linguas e diretora. Desda infancia, ele ja
se interessava por objetos de origem mecanica. Foram intimeras as engenhocas por ele
construidas, como um barco controlado por radio e um telégrafo entre sua casa e a de
um vizinho usando um par de fios de arame farpado que rodeava um pasto. Entre seus

jogos favoritos estavam alguns jogos mentais como a resolucao de criptogramas. Shannon
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admirava o inventor Edison e os cientistas Newton, Darwin, Einstein e Von Neumann [50].
Em sua juventude, ingressou na universidade e formou-se em Matematica e Engenharia,
tornando-se Mestre em Engenharia e Doutor em Matematica. Estando ativo na pesquisa
cientifica e tecnoldgica, ele trabalhou durante cerca de 15 anos a partir da década de
1940, como pesquisador nos Laboratorios Bell até concentrar inteiramente a sua atividade
de docéncia no MIT. Shannon afirmava ser movido pela curiosidade e pelo prazer em
resolver problemas e aumentar seus conhecimentos. Prémios e retorno financeiro nunca
foram suas inten¢oes. Em uma das muitas entrevistas que ele deu, ja havia declarado sua
crenca na segunda lei da termodinamica, no Big-Bang e no aumento da entropia em longo
prazo (mesmo que de forma local ela possa decrescer em algum tempo). E interessante
observarmos a conexao de suas crencgas pessoais com a total concordancia com os principios

desenvolvidos por Boltzmann a respeito da entropia e o universo [51].

A sua forma racional de pensar pode ajudar a explicar o seu desinteresse em relagao
a Teoria da Informacao. Segundo Pineda et al., para algumas pessoas a sua falta de
interesse teria sido motivada pelo descontentamento com os rumos que a Teoria estava
tomando: havia distorcao dos conceitos quando aplicados em outras disciplinas e isto o
incomodava. Adiciona-se também a isso a sua indignagao com as correntes de pensamentos

misticos-religiosas, reagio essa que a Teoria da Informagao provocava em muitos [50].

Intimeros debates sobre a Teoria da Informacao e suas extensdes também ocorriam
nas conferéncias sobre cibernética patrocinadas pela Fundacao Marcy. Ao todo ocorreram
dez conferéncias Marcy, dentre os periodos de 1946 a 1953 sob a coordenagao de John
von Neumann e Norbert Wiener, onde se reuniam grandes pesquisadores de renome para
apresentacoes e discussoes de varios projetos. A motivagao do evento era explorar analogias
entre seres vivos e maquinas para uma possivel aplica¢ao militar no futuro [52]. Shannon
participou algumas vezes como convidado e em uma dessas apresentagoes ele apresentou
Theseus, um camundongo eletronico que foi capaz de sair de um labirinto. Poucas vezes
maquinas em funcionamento eram apresentadas nesses eventos [53]. E interessante notarmos
como ele subestimava suas criacoes, as tratando apenas como curiosas ou divertidas. Porém,
algumas delas serviram como comprovacao veridica de suas ideias, como por exemplo o

caso do préprio Theseus e a maquina de jogar xadrez.

E importante mencionarmos a interacio de Shannon com Alan Turing durante a
Segunda Guerra Mundial, bem como sua participagao no Project X, um projeto secreto
conduzido pelos Laboratorios Bell com a finalidade de estudar a criptografia da voz humana.
Até entao eram utilizados métodos de distorcao de ondas sonoras, o que era pouco eficaz
pois requeria um ouvinte paciente e completamente atento ao som transmitido. Por outro
lado o Project X trabalhava com a quantizacao das ondas sonoras, sendo que ao resultado
deste processo seriam adicionados valores arbitrarios determinados por uma chave, chave

esta que deveria ser do conhecimento apenas do receptor e transmissor da mensagem [54]
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Figura 1 — Claude Shannon com Theseus, o camundongo eletrénico, por volta da década
de 1950.

[55).

Embora Shannon tenha declarado total liberdade para escolher o tema do seu
trabalho nos Laboratorios Bell, a escolha de trabalhar com sistemas de sigilo talvez nao
tenha sido simples conincidéncia entre suas vontades e os interesses de seu empregador
(determinados pelo contexto da Segunda Guerra), caso contrario nao teria sido preciso
mudar a abordagem de seu trabalho em teoria da comunicacao para uma teoria sobre

criptografia.

1.7.2 Principio do conceito de entropia utilizado por Shannon

Podemos investigar o conceito de entropia de duas maneiras, sendo a primeira
ligada ao grau de desorganizagao da matéria e a segunda a tendéncia de desorganizacao
de toda a metéria. A termodindmica afirma que a entropia nunca diminui num sistema
fechado, isto é, seu grau de desorganizacao pode aumentar, porém jamais diminuir. Deste
fato, decorre que a entropia é um estado dinamico que varia em funcao do estado inicial
de organizacao de matéria e do tempo, caracterizando um processo irreversivel. As varias
interpretagoes fisicas e cosmolédgicas sao bastante profundas, mas neste trabalho iremos nos

restringir a interpretagdes que estdo intimamente relacionadas com a Teoria da Informagao,
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o que impoe abordar a entropia conforme pensada por Ludwig Boltzmann.

Boltzmann define a entropia de modo geral em termos estatisticos, dentro de um
contexto mecanico. Como se sabe, cabe aos dominios da estatistica estudar uma amostragem
ou populagdo, isto é, estudar um conjunto finito de objetos. Observando bem, é impossivel
investigar as propriedades macroscopicas da matéria pelas caracteristicas individuais de
cada molécula. Portanto a entropia definida por Boltzmann é uma estatistica sobre uma

quantidade de matéria, ou seja, um nimero que descreve as moléculas coletivamente [50].

A abordagem utilizada por Boltzmann para encontrar uma equagao satisfatoria para
a entropia baseou-se essencialmente em uma proposicao de Maxwell para a distribuicao
de velocidades de particulas livres de um gas. A descricao do que aconteceria dentro
de um recipiente repleto de gas fornece uma breve explicacdo: méleculas inicialmente
em um estado organizado (onde foram introduzidas no mesmo recipiente com a mesma
velocidade), comegariam pouco a pouco a exibir variagoes de suas velocidades individuais
em decorréncia das colisoes entre elas (no modelo proposto o choque com as paredes
foram considerados como colisoes perfeitamente elasticas, o que nao alteraria o médulo da
velocidade da molécula que colidisse contra ela), até que atingissem um estado de desordem
méxima [56]. Boltzmann propde que o estado mais molecularmente desorganizado seria
aquele em que a distribuicao de velocidades fosse homogénea. Note que é a distribuicao

das velocidades, e nao as velocidades em si, que sao homogéneas.

A proposicao de Boltzmann resulta em equagoes integrais cuja a resolucao é impra-
ticavel. Posteriormente, uma abordagem alternativa foi proposta por Max Planck. Segundo
a teoria quantica, atomos e moléculas nao se encontram em qualquer estado continuo,
mas em estados estaveis discretos, sendo que a transicao de um estado para outro envolve
absorcao ou emissao de energia. A contagem destes estados quantizados da a medida
da entropia do sistema [50]. Além do mais, a determinagao precisa da entropia continua
impraticavel, o que proporcionou o surgimento de calculos aproximados, através da criagao
de amostras discretas de velocidade, isto é, criando faixas de velocidades [50]. Por outro
lado, notamos que Shannon empregou principios semelhantes na Teoria Matemdatica da

Comunicacao quando formulou o método de transformacao de sinais continuos em discretos

[50).

Na estatistica em geral, inclusive na fisica, o conceito de entropia de Shannon
vem sendo aplicado em iniimeros contextos com a finalidade de obter informagao sobre o
sistema estudado. Recentemente, uma analise foi realizada na qual houve a implantagao da
entropia associada a informacao na distribuicdo de fragoes ramificadas em um decaimento
de particulas [57]. Também recentemente os estudos de Shannon a respeito da entropia
contribuiram para a fisica, onde a entropia de Shannon foi utilizada para interpretagao e

comparacao de resultados nas ditas travessias em bilhar quéntico aberto e fechado [58]. Em
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nosso trabalho, usaremos os conceitos e técnicas de fisica estatistica e sistemas complexos
de forma direta e objetiva para observarmos o comportamento da chamada entropia de
Shannon para buscas de Lévy e buscas hiperexponenciais, procurando interpretar nossos

resultados a luz da Teoria da informagao.
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2 TEORIA GERAL DE BUSCAS ALEATORIAS EM UMA DIMENSAO

Neste capitulo discutiremos os principais elementos da teoria de buscas aleatoérias
em uma dimensao, no qual um caminhante procura por sitios-alvo espalhados ao longo de
uma reta. Calcularemos de forma geral o livre caminho médio percorrido pelo buscador
até o encontro de um sitio e mostraremos que o mesmo esta intimamente relacionado
com a eficiéncia da busca. Também vamos obter uma expressao para as probabilidades de
o “cagador” encontrar a sua “presa” em posi¢oes deliberadamente opostas com respeito
ao ponto de partida. Em todas as andlises utilizaremos um processo de discretizagao do
espaco de busca com a finalidade de obter resultados numéricos. Por fim, calcularemos
explicitamente o livre caminho médio, os elementos da matriz de saltos entre sitios e a
probabilidade de que o buscador alcance cada sitio-alvo disponivel para trés distribuicoes
de probabilidades de tamanhos de passos, a saber: a lei de poténcia (Lévy), exponencial

simples e exponencial dupla.

2.1 Introducao a um modelo de buscas aleatoérias

Comecaremos o capitulo fazendo uma analise geral de como procediremos no ataque
ao problema de buscas aleatorias. Em seguida afunilaremos para o nosso caso de interesse

que é o de um caminhante num espago unidimensional.

Considere um buscador em um espago d-dimensional buscando sitios-alvo aleatori-
amente distribuidos com uma distancia média A entre eles. Neste processo, o caminhante
possui uma distancia méaxima ao seu redor na qual ele “enxerga” o sitio quando o mesmo se
encontra dentro desse limite. Esta propriedade recebeu o nome de “raio de visao”, denotado
por 7,. Assim, em sua busca o cagador percorre uma area analoga a um passadi¢o, com
“yolume” proporcional a r¢~!. Partindo daf, podemos dizer que \ seria o comprimento

médio entre dois sitios-alvo neste corredor [19], ou seja,

1
\ ~ 7[)7”371 7 (2.1)

onde p é a densidade de sitios-alvo [59].

O procedimento geral de busca aleatéria que consideraremos no modelo obedece as

seguintes regras (ver a Fig. 2):

1. Se existir um sitio presente no limite do raio de visao r, do buscador, o mesmo

se direcionara em linha reta ao sitio detectado.
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2. Se nao existir um sitio, ocorre um sorteio do tamanho do passo, regido por
uma distribuigdo de probabilidades p(¢), e da sua dire¢ao, uniformemente distribuida em
todo o espaco. O caminhante entdo inicia o processo de busca sempre procurando por um
sitio-alvo dentro do raio r, a medida que se desloca. Se ao longo da extensao do passo ele
detecta um sitio, o passo ¢ truncado e ele se dirije ao sitio em linha reta, segundo a regra
1. Se nenhum sitio é detectado ao final do passo, entdo o processo de busca se reinicia a

partir do inicio da regra 2.

2ry

Figura 2 — Esquema de uma busca aleatéria em duas dimensées [19]. Em (a) vemos um
sitio-alvo (quadrado preto) localizado dentro de um raio de visao r,, de modo
que a regra 1 entra em vigor, ou seja, o caminhante se move até ele em linha
reta. J4 em (b) vemos a representacao do que acontece quando o caminhante
ainda nao encontra um sitio-alvo, ou seja, ele escolhe uma direcao aleatéria e
um comprimento de passo ¢; a partir de um sorteio regido por uma distribuigao

p(0).

Este tipo de modelo se encaixa perfeitamente num problema biolégico do tipo
presa-predador e este sistema nos permite analisar essencialmente dois casos, referentes a

busca destrutiva e a busca ndo destrutiva [19].

A busca nao destrutiva se d4 quando o caminhante pode visitar o mesmo sitio
muitas vezes. Biologicamente, esse tipo de busca corresponde a situacao em que, uma vez
encontrado o sitio-alvo, o buscador nao o consome completamente, podendo retornar a
ele em seguida. J& na busca destrutiva o sitio-alvo encontrado pelo caminhante se torna
indetectavel em buscas posteriores, o que ocorre quando o sitio é totalmente consumido ao

ser encontrado e o seu tempo de regeneracao é superior ao tempo de duracao da busca.

2.1.1 Buscas aleatérias em uma dimensao

Vamos agora introduzir o problema do caminhante aleatério unidimensional, rea-

lizando o céalculo do livre caminho médio percorrido por um buscador em um intervalo
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contendo sitios-alvo e o nimero médio de passos dados até o encontro de um sitio.

Considere inicialmente um cagador procurando por sua caga (sitios-alvo) em uma
dimensao com condigdes de contorno absorventes, como mostra a Fig. 3. Assim, o buscador
comega sua busca partindo de sua posicao inicial arbitraria zy que se encontra dentro
do intervalo 0 < g < A, com os sitios-alvo localizados em £ = 0 e x = A\. De um modo
geral, logo que um alvo é encontrado a busca se renova sendo reiniciada a partir de
um novo valor de xy. Como ocorre um sorteio de uma nova posicao inicial para cada
procura, vamos considerar que cada busca é independente da outra. Nessa condicao,
podemos entender o comprimento total de uma trajetéria como uma soma interligada das
caminhadas interpostas de encontros sucessivos [19].

A—Ty

. ) .
hahy I

=

Ip

Figura 3 — Caminhante aleatério em 1D a procura dos sitios-alvo localizados em x = 0 e
xr = A, com 7, denotando o raio de visao do buscador.

Geralmente para este modelo considera-se uma fung¢ao densidade de probabilidades
(pdf) para a distribuigdo das posi¢oes iniciais g, isto é, T (zg). Nesse trabalho, vamos
considerar que a cada nova busca o valor de xy é 0 mesmo. Como veremos a seguir, os
casos de buscas destrutivas e nao-destrutivas serao respectivamente representados por

escolhas adequadas de g = \/2 e xg & 1.

2.2 Abordagem analitica de (L) e (n)

Apoés descrevermos a abordagem do problema em 1D, comegaremos calculando a
distancia média percorrida entre dois alvos sucessivos encontrados, (L), para um cami-
nhante que inicia sua busca na posi¢ao xy. Em seguida calcularemos o niimero médio de

passos entre dois encontros consecutivos, (n) [60][61].

Suponha inicialmente que o caminhante encontre um dos sitios apés n passos. O

comprimento total trilhado apds n passos realizados pelo cacador é:
n
i=1

onde |¢;| representa o comprimento do i-ésimo passo. Observamos que o nimero de passos
n é esperado ser maior quanto mais longe o caminhante inicialmente estiver dos sitios
existentes (maior xy), pois se o mesmo se encontra inicialmente préximo a um alvo serd

maior a probabilidade deste ser encontrado, implicando em um n menor. Constatamos,
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portanto, que o comprimento total da caminhada deve ter xy como uma de suas variaveis

independentes, ou seja, L, = L, (o).

Tomando a média sobre todas as possibilidades de busca que encontra um alvo no

enésimo passo temos:
n

(Ln) =D _(|t:]). (2.3)

i=1
Atentamos agora para o fato de que n esta contido no intervalo 1 < n < oco. Isto significa
que um sitio pode ser encotrado no primeiro passo, n = 1, ou em um nimero de passos
muito grande. Partindo deste fato, estabelecemos P, como a probabilidade de um sitio
ser encontrado apdés n passos. Entao, ao efetuarmos a média sobre toda a peregrinacao
partindo de xg temos que levar em consideragao o peso estatistico associado aos encontros

com diferentes n’s, isto é,
(L) =2 Pu(La). (24)
n=1

Uma vez que P, constitui uma probabilidade, temos que todos os valores de P, em
funcao dos diferentes n’s estao vinculados por normalizacao, de modo que > 77, P, =1,
significando que sempre um dos sitios que estao situados em x = 0 e x = A serd encontrado

no fim do processo de busca.

Para calcularmos P,, precisamos definir p,(z,) como a fun¢ao densidade de proba-
bilidade (pdf) de encontrar o forager num intervalo entre z,, e x,, + dx, ap6s n passos.
Assim sendo, a probabilidade de que o cacador ainda nado tenha encontrado um sitio depois

de n passos é:

A—Ty
Pn:/ (). (2.5)

Por outro lado, a probabilidade de encontrar um sitio apés n’ > n + 1 passos é:
Pyspi1=1—P,. (2.6)

De posse desses resultados, podemos finalmente calcular a probabilidade de um sitio ser

encontrado precisamente apds n passos, a qual é dada por
P, = |Pn’2n+1_Pn’2n| = |ﬁn_ﬁ)n—1|7 (27>

de modo que, usando a Eq. (2.5), podemos escrever nosso resultado em termo da integral

Bo= [ lonaw) — ) (2.8)

E importante observar que pi(x) representa a densidade de probabilidades de o sitio nao
ser encontrado, assim p,_1(x) > p,(z), pois a probabilidade de encontrar o alvo aumenta

a medida que n aumenta. Substituindo agora a Eq. (2.8) na Eq. (2.4), obtemos

0 A—Ty
=3 [ drlous () = ] L) ()
- i [ L) ) - i [ o)L ) 29)
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Em seguida, trocamos o indice no primeiro somatoério, n — n + 1, e adicionaremos o

termo de n = 0 no segundo somatoério, tendo em vista que Ly = 0, de modo que
o A—Ty o A—Ty
(L) =3 [ depu(@)Lus)@) = 3 [ dapa(@)(La) (@)
n=0 Tv n=0 Tv
S A—Ty
=3 [ dupu(@) [(Lui) @) = (L) (@)]. (2.10)
n=0""v
Da Eq. (2.3) temos que
(Ln)(z) = (a]) + ([€2]) + .. + (Enl), (2.11)

deste modo

(Lns1)(@) = (La)(@) = ((Jea]) + ([2]) + -+ {[La]) + ([€ns1]))
= ({lea]) + (1l2]) + .. + (€a]))
= ([lns1l)- (2.12)

Dessa maneira, podemos representar (L) da seguinte forma:

(L) = f: [ deon)ltaia @) (2.13)

Notamos que (|¢,+1|) corresponde justamente ao comprimento médio de um passo indi-
vidual, e por conta disto nao depende de sua ordem n ou n £ ¢ e sim apenas do x. Isto
é, o enésimo passo depende da posi¢ao x,_; onde o passo n — 1 comecga, que por sua vez
depende de x,_» e assim sucessivamente até a dependéncia de (|¢|) com z = x(. Por este

fato, a média (|¢|) = [ |[¢|p(¢)dl deve ser escrita explicitamente como

z0—Lo A=Ty
() = [ (w0~ o)ple —ao)da+ [ @ — w)pla — wo)d +
+(xg — 1) /_T; p(z — xo)dx + (A — 1y, — x0) /}\iv p(z — xo)dz, (2.14)

onde zg € [r, + o, A —71, —{o|, em que ¢y é o comprimento de passo minimo do caminhante.

Realizando a substituicao ¢ = x — zy acima, encontramos

(= [ 1e@der [ poa
tar) [0 0w [T o, (219)

onde as duas primeiras integrais simbolizam buscas para a esquerda e para a direita
sem que um encontro se realize. As outras duas integrais restantes (terceira e quarta)
representam buscas com truncagem devido ao encontro de um sitio. Observamos que o
fato de definirmos ¢; como comprimento de passo minimo implica diretamente em uma

condigao para a func¢do densidade de probabilidade do forager, uma vez que |¢| ndo pode
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ser menor do que £y, logo concluimos que para ¢ < £, , p(¢) = 0 e esta conclusdo nos leva
a uma proxima para as duas primeiras integrais, tendo em vista que a primeira sera nula

para r, < xg <1, + {y e a segunda para A —r, — o < xg < A — 1.

Pelo motivo discutido acima, agora podemos reescrever Eq. (2.13) em fungao de =,
=3 [ dep o)), (2.16)

Neste momento daremos uma pausa no desenvolvimento direto de (L), uma vez
que para avangarmos nesta demonstracao precisamos desenvolver p,(z) e é o que vamos

fazer a partir de agora. De uma forma geral podemos escrever p,(x) do seguinte jeito,

A—Ty
pi(x;) = / pi—1(@i—1)p(x; — 25-1)dw;q. (2.17)

Esta equacao nos diz que estamos somando sobre todas as possibilidades de alcangarmos
o sitio de z; a partir do sitio x;_;, com o passo de tamanho |r; — z;_1| realizado com

probabilidade p(z; — z;_1)dx;_1.

Por exemplo, se temos um buscador comecando sua caminhada de xy = w, com
Ty < w < A —T,, entao no inicio da busca sua densidade de probabilidade pgy(z¢) serd uma

fungao delta de Dirac, po(xo) = d(xg — w). Entdo, para este caso temos
A—Ty
pr(a) = [ polalplas — zo)dao
A—Ty
= / d(xo — w)p(z1 — wo)dxg (2.18)

= p(z1 —w).

Com este mesmo procedimento, podemos descobrir a densidade de probabilidades apos os

dois primeiros passos, ps(x2), tal que
A—7Ty
pa(z2) = / p1(z1)p(z2 — 21)dx

A—Ty A—Ty
= / / p(zy — x1)p(x1 — 20)po(x0)daidxy. (2.19)

Seguindo adiante com este processo, por induc¢ao conseguimos encontrar uma relagao de

recorréncia para a densidade de probabilidade em seu n-ésimo passo,

A—Ty
pn(xn) :/ p(x — Tp— 1>pn—1(xn—1)dxn—1

_ lH [ e xﬂ_l—xi)] poli0). (2.20)

Com este entendimento e com a relagao acima a nossa disposi¢cao, podemos retornar ao
desenvolvimento de (L) propriamente dito. Assim substituindo a Eq. (2.20) na Eq. (2.16)

obtemos

B g/:_m H /A e plwi - xi)] /)0(130)} (1€]) (zn)den. (2.21)
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Em decorréncia da independéncia estatistica do integrando acima, estabeleceremos um

operador integral com a finalidade de avangarmos na determinagao de (L) [60][61].

Seja L o operador integral dado por

LU @) = [ plo =) f(x)dr. (222

—00

Para o nosso caso especifico f(x) = p,(x) e w = x,11, de modo que

Ll nin) = [ planss = )onlen)dnn

= Pnt1(Tny1) (2.23)

Para n =0,
pi(z1) = [Lpo(zo)](z1); (2.24)

paran =1,

pa(z2) = [Lp1(z1)](72)
= [L[Lpo(0)]](z2) (2.25)
= [L%po(x0)](2);

e para o n-ésimo termo,

pn(T0) = Llpn—1(xn_1)]
= [,[,C(pn—Q(xn—2)] (2.26>
= ... = L po(0)] ();

de modo que finalmente podemos escrever
o A—Top
L) =Y [ (@) (6] (@) da (2.07)
n=0""v

2.2.1 Determinacdo de (L) e (n)

Neste momento, apds a determinacgao de £, continuaremos com o nosso calculo

para a obtengao de (L). Isto é, a partir de

0 =3 [ el 1) )i (2.29)

obtemos
oo

w=[" [2 c“po] (2){]€]) ()i (2.20)

Note que £ possui norma menor ou igual a um, ou seja, ||£|| < 1.
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Prova: Seja V o espaco das fungoes continuas munido de um produto interno

definido por

A—To
(9= [ fa)ga)de, (2:30)
para x € [r,, A\ — 1,]. Consequentemente sua norma sera
A—To
1= [ £ (@) Pda (231)
Utilizando o teorema do valor maximo temos que
/ f(x)g(x)dx < max[f]/ g(x)dz. (2.32)
Portanto
A—Ty
Llon@] @) = | [ Pl = 2)pu(a)d

</ P(w — 2)pa(z)|dz (2.33)

= [ 1P - Dlion@)dr < maxlPlo )] [ e
=max[Pw—z)|=N < L

Mostrando que de fato ||£]| < 1. Na equagdo acima, usamos a consideragdo de que as

densidades de probabilidade sao sempre maiores ou iguais a zero.

O fato da norma do operador L ser igual a unidade nos possibilita escrever a

seguinte expressao abaixo:
[Z ﬁ"po] (x) = (T~ £) pol(2), (2:34)
n=0

onde Z é o operador identidade e (Z — £)~! é o operador inverso a (Z — £). Usando

po = d(xg — w) e o resultado que obtivemos na equagio acima, podemos escrever (L) como

A—Ty
(L) = j (Z = £)716(x0 — w)| (@)(|6]) () da. (2.35)
Como demonstramos, £ possui norma menor ou igual a um, logo podemos escrever

(Z — £)7! em uma forma integral com o niicleo representado por K (z,xq), de modo que
A—Ty A—Ty
Ly = [ [ K@ w0)o(w - w)(|6) () dada,

o (2.36)
B /,« K(z,w)(|¢])(z)dz.

Este fato finalmente nos possibilita escrever

(L) (w) = [(Z = £)7 ) (@)](w)- (2.37)
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Analogamente, podemos calcular o nimero médio de passos para o encontro de um

sitio, o qual ¢é definido como

ZP n. (2.38)

Substituindo P, acima temos

Z//\ " T[pp-1(x) — pu(z)|n
= Z /r:\ " dzpn(z)(n+1) — i /Tj_rv dxp,(x)n. (2.39)

Assim como fizemos para (L),

=3 e o

—/)\ K K(z,w)dz (2.40)
= (Z—L)""h(x),

onde h(z) = —1 acima.

O operador (Z — £)~! é denominado resolvente e captura analiticamente as propri-
edades espectrais de L. Por esta razdo, é possivel construir o espectro de (Z — £)~! através
do espectro de £. O valor de (L) pode ser obtido numericamente a partir da discretizagao

do espaco, conforme mostraremos nas segoes posteriores.

Uma outra consequéncia de N < 1 é que podemos obter uma expressiao para o
limitante superior da probabilidade do caminhante nao encontrar o sitio apds n passos,
isto é,

~ A—=Ty
P, = / 1£" po) () dz < N™
In(P,) < nin(N). (2.41)
Para N < 1 temos que In(N) < 0, de modo que, definindo v = |In V|, podemos escrever

P, < exp(—n), (2.42)

e assim a probabilidade do “cagador” nao ter encontrado uma “presa” apés n passos decai
exponencialmente a medida que n aumenta [60][61].
2.2.2 A eficiéncia da busca

Neste estudo, estabeleceremos como eficiéncia da busca [62] a razdo entre o nimero

de sitios encontrados (NVgncontrado) € @& distancia total percorrida pelo caminhante (Lrotar),
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de modo que

o N Encontrado

n= , (2.43)

LTotal

onde podemos considerar Lrotal = Ngncontrado (L), com (L) sendo a distdncia média percor-
rida entre dois sitios. Portanto,
o N Encontrado N Encontrado 1

_ _ _ 9.44
" LTotal NEncontrado <L> < > ( )

A interpretacao fisica da definicdo acima é que um forager é mais eficiente em sua procura
a medida que o mesmo encontra mais sitios percorrendo a minima distancia possivel.
O mais intrigante desta observagao é o fato de toda a eficiéncia do processo depender
apenas da distancia média entre dois sitios. Para além desta expressao, podemos avancar

escrevendo de modo aproximado que
(L) = (O)(n), (2.45)

no qual denotamos N = (n) como o nimero médio de passos entre dois encontros sucessivos.

Logo podemos representar aproximadamente a eficiéncia também como

_L_ 1 N 1
T T O T Ny

(2.46)

2.3 Calculo discreto no espaco de busca

Em nossos célculos anteriores, obtemos a expressao final para (L). Porém, mesmo
mostrando teoricamente como podemos obter o valor para o mesmo, nao podemos ir mais
adiante no espaco continuo, dada a dificuldade em se obter, na pratica, valores a partir da
expressao formal (2.37). Entdao, como solugao para esta dificuldade, faremos a seguir a

discretizacao do espago de busca [60][61].

Para realizar este procedimento vamos considerar posigoes 7, < x < A — r, que sao
multiplos de algum comprimento discreto que denotaremos por Az, o qual é uma grandeza
menor que qualquer outra relevante no problema (¢, 7,, A). A partir desta consideragao,
podemos escrever nosso espaco de extensao A como A\/Az = M, com posigoes discretas
denotadas por z = iAx, com i = (0, 1,2, 3, ..., M). Neste caso, os sitios que se encontram

em x =0 e x = \ estdo respectivamente associados aos indices i =0 e i =M = \/Ax.

Semelhantemente definimos ¢y, = mg Az e r, = m, Az, com mg e m, nimeros
inteiros. Lembrando que o limite continuo pode ser recuperado fazendo Az +— 0 e M + oo,
com A fixo. Também o cédlculo de integracao passa a ser denotado por uma soma discreta

como
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A—Ty N
[ dr—=Y A

i=1

Partindo dessas definigoes, podemos escrever (L)(w) a partir da Eq. (2.37) na forma

(D)) = (@ - O = [ Kew) ()

N
= K(w,z){|{])(x;) Aw;. (2.47)
=1
Fazendo w = z;, temos
N
(L) (5) = > K (g, 2:){|]) (2:) Aw;. (2.48)
i=1

Note que a equacao acima pode ser representada matricialmente, pois K (x;, x;)Az; é uma

matriz discreta K.Ax. J& (L)(z;) = (L;) e (|¢|)(x;) = (|¢;]) s@o vetores no espago discreto.

Portanto, escrevemos
(L) = (K.Ax) (|€]), (2.49)

onde abrindo a expressdo em sua forma matricial obtemos

(Ly) 0 oo K(, 1) Ax
(Lj) K(zj,x)Az - K(zj,z;)Ax
(Ly) K(xy,z1)Az -+ K(zy,z;)Ax
K(ml,xj)A$ o K(xy,zn)Az ([4:])
: . : : (2.50)
0 s K(zg,an)Az || (6]
K(QTN,J?]')A-T 0 <|€N|>

Vimos que com este processo de discretizagao podemos agora de fato calcular (L)
e consequentemente a eficiéncia da busca 1. Também temos que calcular a matriz K.
Para isso, precisamos discretizar também o operador (Z — £)~! e por hora nao sabemos

ainda a forma do seu nucleo. Entao, para obtermos K seguiremos com um procedimento
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similar ao aplicado para o operador L, tendo em vista que com L discretizado em maos
podemos calcular (Z — £)~! com as operagoes envolvendo matrizes e assim obter a forma,

discretizada deste operador, de modo a finalmente poder calcular a matriz K.

Definindo A como a matriz discretizada representando o operador L, precisamos
calcular os seus elementos de matriz, que sao dados pela integragdo da distribuigao p(¢)
no intervalo [x; — x;, x; — z; + Az,):

(:Ej 7I¢)+Azi
A = / p(€) dl, para |z; — x;| > bp. (2.51)
(zj—zi)
Como £ ¢é um operador auto-adjunto, A;; = A;;. Logo, podemos escrever
|xj—m; |+ Axy
Aij = Aji = /| | p(ﬁ) dg, para |.I'j — .Z'Z’ Z go, (252)
l‘j —X;
onde [A]; = [A];; = 0 se |z; — x;] < o, pois, p(f) =0 quando ¢ < €y = moAuz.

Podemos concluir o raciocinio apenas comentando como calcular o vetor <|Z |}. Este

objeto matemadtico se constroi apenas calculando (|¢|)(z) normalmente, como mostrado

nas secoes anteriores, e aplicando em x;. Assim completamos o calculo para obtermos a
eficiéncia [60][61].

2.4 Estudo das probabilidades I, e P,

Nesta secao, investigaremos como obter as probabilidades Py e P, de um buscador

encontrar sitios-alvo nas posicoes x = 0 e x = A, respectivamente [62].

2.4.1 Andlise qualitativa de Py e P,

Comegamos fazendo um pequeno estudo que propoe um esquema de fatoragdo para

o caminho livre médio entre dois encontros sucessivos. O mesmo pode ser escrito como
(L) = Py(Lo) + Pr(Ly). (2.53)

Como um sitio é sempre encontrado ao final da busca, isto é, >°7° , P, = 1, entao para
0 nosso caso Py + Py = 1. Se g < A\/2 (situagdo inicial assimétrica), a distancia média
percorrida até o alvo mais préximo ser encontrado, (Lg), é naturalmente menor do que a

distancia média percorrida para encontrar o alvo mais distante, (L,).

Para o sistema simétrico (xg = A/2), ambos os sitios de fronteira estao inicialmente
equidistantes do buscador, de modo que (Lo) = (L)) e Py = P, =1/2.
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2.4.2 Calculo explicito de Py e Py

Passamos agora para a abordagem quantitativa para obter Fy e Py.

Considere um cacador realizando uma busca em uma dimensao que comega na
posicao xyp = ¢, com a finalidade de encontrar sitios-alvo localizados em z =0 e x = .
Supomos que o mesmo atinge o alvo em x = X apds n passos. Nas se¢Oes anteriores
mostramos como obter a densidade de probabilidade do caminhante em seu n-ésimo passo,

Eq. (2.20). Assim, seguindo a mesma abordagem analitica, podemos escrever que

A—Ty
Pyn(¢) = /T Pr-1(Tp—1) dxy 1 PL >N =Ty — Tp1), (2.54)

onde p,_1(x,_1)dx, 1 representa a probabilidade do cacador estar localizado no intervalo
[Zp_1, Zp_1+dx,—1] apds dar n — 1 passos. Tendo em vista que nenhum sitio foi encontrado,
Tp—1 € [Ty, A — 1. J& 0 outro termo do integrando (P(¢ > X\ — r, — x,_1)) representa a
probabilidade de que o buscador dé um passo de tamanho ¢ > X\ — r, — x,_; de modo que
no n-ésimo passo ele alcance o alvo em x = A. A integral acima resume todos os valores

possiveis para ,_1.

Devido a nao dependéncia estatistica das possiveis caminhadas que comegem
com ryp = ¢ e terminem em x = ), a probabilidade que representa o total de buscas é

simplesmente a soma de todos os P, sobre todas as possibilidades:
PA(0) = 3 Pos(o). (2.55)
Entao, substituindo a Eq. (2.54) na Eq. (2.55) temos
Py(¢) = i /TAT Pt (T 1)dz, P> N =1y — 2 ). (2.56)

Fazendo k =n — 1,

Py(¢) = f: /H” pi(@)dzg P> X — 1y — ). (2.57)
k=0"Tr

Vemos que a equagao acima é semelhante a Eq. (2.16). Assim, podemos empregar o mesmo

procedimento utilizado naquele caso, obtendo
Py(¢) = [T - L)"PU=A—71, = 9)]. (2.58)

Assim como fizemos para (L), para obter as informagdes necessarias do nosso estudo

precisamos trabalhar no limite discreto da expressao acima, a qual nesse limite se torna

P = [(T—A)'Ry), (2.59)
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onde os elementos de A foram calculados na se¢do anterior. Como seguimos o mesmo

procedimento de discretizacao de antes, sabemos que Py e Py, sao vetores coluna

(M —2m, —1) x 1.

No caso de P(¢{ > X\ — r, — ¢), podemos calculd-lo mesmo antes de particionar o
espago a partir da seguinte expressao
Plzr-r-0)= [ po)d (2.60)
A—ry—0

onde a equagao acima ¢ valida para r, < ¢ < XA —1r, — {p.

Por outro lado, entendemos que se o cacador comecar muito perto do alvo em
r =M\ isto é, A\ —r, —ly < ¢ < X\ —r,, entdo qualquer movimento para a direita levara
a deteccao do alvo. Nesse sentido, uma vez que os movimentos para os dois lados sao
equiprovaveis, entao

PU>N—1,—¢) == (2.61)

seX—1r,—ly <P < AN—r,.

Podemos utilizar o mesmo processo que descrevemos nesta subsecao para calcular

Py(¢) [62]. No entanto, como Py + Py = 1 podemos simplesmente calcular Py e fazer
FPy=1-P, (2.62)

para obtermos F,.

2.5 Abordagem analitica de (|/|), A e P para algumas distribuicoes de tamanhos

de passos

Na Secoes 1.5 e 1.6, focamos inteiramente em analisar trés distribui¢oes de proba-
bilidade para os tamanhos dos passos do buscador, a saber: a distribuicao de Lévy, a
exponencial simples e finalmente a exponencial dupla, onde as duas tltimas fazem
parte de uma classificacao de distribuig¢oes conhecidas como distribuicoes hiperexpo-

nenciais.

Nesta se¢ao mostraremos os célculos detalhados da quantidade (|¢|), dos elementos
da matriz A e da probabilidade P(¢ > X\ — r, — ¢) para cada distribuicao citada, tendo

em vista que estes resultados sao cruciais para o nosso estudo.

2.5.1 Calculo de (|¢]), A;; e P para a distribuicdo de Lévy

Comegaremos calculando (]¢]) a partir da Eq. (2.15), onde a p(¢) de interesse é a

distribuicao de Lévy no limite assintotico £ > 1. Neste caso, conforme discutido, podemos
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representa-la pela lei de poténcia dada por

(-1 1
()=——""————sel >/ 2.63
p( ) 2 |£|M Se £ = Lo, ( )
e p(f) = 0se l < {y, tendo em vista que £y é o comprimento de passo minimo e o pardmetro

de interesse p satisfaz a condicao 1 < pu < 3.

Antes de comegarmos a calcular o que estamos interessados podemos escrever a

Eq. (2.15) da seguinte maneira

To—Ty oo
(o) = [ ep@yae+ [T (o —rpo)ae
A—To—Ty [e'e)
+ Cp(0)dl + (A —z9 —1y)p(0) dl, (2.64)
I4) A—20—"y

onde podemos simplificar a expressao acima utilizando a condi¢ao de normalizagao abaixo

+o0
/ p(0)de = 1. (2.65)
Como nosso comprimento de passo minimo ¢ ¢y, podemos representar a condigdo acima
como
[e’e) To—"Ty fe’e)
/ p(0) dt = / p(0) dl + p(0) de
@0 fo To—Tv

A—To—"Ty o) 1
= p(f) dl + p(l)dt = -. (2.66)

Lo A—To—Ty 2

Aplicando a condigao acima na Eq. (2.64) e reorganizando os termos obtemos

(o) = C=2 o [l (= - ool a
+ ;_“_” [0 — (A = o — r)|p(¢) dL. (2.67)

Observamos que a expressao (2.64) que obtemos sofre alteragao dependendo do intervalo em
que o caminhante estiver. Por exemplo, se r, < z¢ < r, +{q isso implica que (xg—1,) < o
e a primeira integral se anula tendo em vista que p(¢) = 0 se ¢ < {,. Entao para este caso
temos (A= 2r) N

() ) = =54 [ = = o = r)p(0) (268)
Por outro lado, se A —r, — ly < xg < A — 1, isso implica que (A — zg — 7,) < £y e neste

caso a segunda integral se anula, reduzindo a expressao original para

(o) = A2 [ i (g = (0 at (2.60)

2 L

Por fim, se r, + ly < 2y < A — 1, — {y recuperamos a Eq. (2.66).
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Ap6s estas consideragoes podemos de fato calcular (|¢])(zg) para a distribuigao de

Lévy. Para uma busca com inicio em r, < z¢ < r, + £y € para o caso u # 2 temos

() o) = 252 DB T g perar (2r0)

onde resolvendo a integral acima obtemos

_ (o—=m)  bo(l—p) (A =20 —10) /o)™
Qo) = =5+ 55— |+ - . (2.71)
Agora para o mesmo caso, porém com pu = 2, ficamos com
ly prvore A= 2r,
Qehao) =5 [ e = (=m0t e+ S (2.72)

de modo que

(6] (o) = ("”02_” + éo l1 +1n <M0_”ﬂ . (2.73)

Para o segundo caso, ou seja, quando o caminhante parte de uma posi¢do A\—r,—£y <
xo < A —r,, temos para u # 2

(A—2r,)  (n—Dl

() xo) = 552 4 g [T (g e, (274)

que se reduz a

(o) = A2 =T) (w0 — 1) /o)

- (2.75)

i

Note que a equagao acima é semelhante a Eq. (2.70), com a diferenca da troca de

(xg —1y) & (N —x0 —T0).

Continuando para p = 2 e seguindo o raciocinio acima para a troca dos valores,

(et = 222004 S g (T 20, (270

temos que

Para o dltimo caso que corresponde ao cagador comecando em 7, + {5 < xg <
A — 1, — {y, basta somar os dois resultados dos extremos que obtivemos nas equagoes

anteriores e subtrair a constante (A — 2r,)/2, de modo que

para p # 2:

lo(1 — p)

(o) = S0 =2 Jz Lo rol P2 (A o0 = o)) 2

— 1) 1—p L—p

; (2.77)
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para p = 2:

(e)) (z0) = é‘) lz +1In (“‘"Z‘”) +1n (%‘0”)] , (2.78)

que podemos simplificd-la para

(0] (o) = € [1 +1n (W — %o~ TZ(% - m)]l/?)] , (2.79)

Calcularemos agora os elementos de matriz A;; referentes a matriz A utilizando a
Eq. (2.51), lembrando que se |z; — x;| < oy — A;; = A;; = 0. Entao, para a p(¢) de Lévy

no dominio de |z; — z;| > {y, temos

xTj—;| 1z

1| [ |x; — x4 o lx; — ;| + dx o
A=Ay = B [(%) - ]T : (2.81)

Para obtermos a expressao discretizada basta escrevermos x; = idx e £y = i,dx, com i e

(e — 1)5’5_1 /|$j_zi|+A33i 1
|

ou seja,

1y sendo nimeros naturais, de modo que

(=)™ (=)
Ajj=Aj = : — | . 2.82
J J 92 [( iy ) i ( )

Concluindo esta subsecao, calcularemos P(¢ > A\ — r, — ¢) para a distribuigao de

Lévy. Utilizando a Eq. (2.60), temos que

C(p=neT e
PU>N—71y—¢) = QA_TU_¢£ "
VIl P O
N 2 1—p
= BT A== ), (2.83)

de modo que a expressao acima pode ser reescrita como

7)(52)\_”_@5):1[()\_2”_@] _“’

5 (2.84)

para ¢ < X\ —r, — g, e caso contrario P({ > X —r, —¢) = 1/2.
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2.5.2 Calculo de (|¢|), A;; e P para a exponencial simples

Assim como para a distribuigdo de Lévy, comecaremos calculando (|¢])(¢) agora

para a p(¢) exponencial simples, que definimos como

w —|¢
p(l) = 7 &P <o|i‘> , se > L, (2.85)

e p(f) =0 se l < ly, pois £y é o comprimento de passo minimo. Entao, nos utilizaremos

novamente da Eq. (2.15), com a substitui¢do ¢ = x¢ — r,, de modo que

—4o A—¢
(@)= | " —tw(yde+ [ p(0)ae
-9 00
+ [ _en0des [T (= o)t (2.56)

Denotaremos as integrais da Eq. (2.87) seguindo a ordem nas quais foram escritas como

I, I, I3 e I, respectivamente, e calcularemos cada uma delas a seguir. Para I; temos

_[0 w —fo E
/_¢ ~tp(ydt = =2 [ T rexp <d> Al

= —Zd[~tyexp(—Lo/d) + b exp(~/d)

+ = & fexp(—Lo/d) — exp(~/d)

— w by exp(—Lo/d) —w exp(—6/d) + wd exp(~(o/d)
~ wd exp(—¢/d)

= w exp(~Lo/d) (b +d) — w exp(—6/d) (6 + d).

Assim,
I, = wexp <_jo> (bp + d) — w exp (j) (¢ +d). (2.87)

Para Iy obtemos

A—¢ A—o _
/ p0yde =2 [ texp (f) d

£ ~d
_ —(A—9¢) —Lo
= —w (A —¢) exp (d) + wly exp (d)
-(A—9) —Lo
— wd exp <d> + wdexp(T)

— w exp (‘j°> (eo+d)—wexp<_“d_¢)> (A= +d),

de modo que

I, = w exp <_d€0> (o +d) —wexp <)\d> (A—o+d). (2.88)
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Prosseguindo com I3,

tal que
I3 = pwexp <_¢) : (2.89)

Finalmente, para I,

Portanto,

L= (\— ¢)wexp (M) . (2.90)

Assim, (|(|)(¢) = 11 + I + I3 + I, onde explicitamente temos
_ —Lo —¢
(I1)(¢) = w exp 4 (lo +d) —w exp a (¢ +d)

+ w exp <_d60> (o +d) —wexp <_()\d_¢)> (A—o+4d)

+ pwexp <_d¢> + (A —¢)wexp <_(/\d_¢)> . (2.91)

Calcularemos agora os elementos da matriz A. Utilizando a Eq. (2.52), temos para
Tj— xz‘ > {y que
w  [lri—zil+de

|aj—x;|+dx
Ay =a= [ —exp (—L/d) dt = exp (—t/d) d!

T~ d Jjz; -l

w loxp (1=l day -~y — il
de modo que

—|x; — i —lz; — x|  dx
A;jj=Aj =wexp (Jd — W exp ]T—F . (2.92)
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Para obter os elementos de matriz na forma discreta, faremos o procedimento analogo ao

da subsegao anterior, com z; = i¢dx, x; = jdx e d = d,, dx. Desse modo,

—lj—1 —li—i 1
Ajj=Aj; =wexp ( i — W exp i a4 ) (2.93)

Por fim, para determinar P(¢ > A\ —r, — ¢) usaremos a Eq. (2.60), de modo que

00 l 00 l
73(62)\—7’1,—¢)://\r ¢q§exp<d>d€—d L exp<d>d£

—wexp (—@—; —¢>) |

Portanto,

d
quando ¢ < X\ —r, — {y. Por outro lado, se ¢ > A\ —r, — g entdo P({ > A —1r, —¢) = 1/2.

PU>A—r1,— @) = w exp <M> : (2.94)

2.5.3 Calculo de (|¢]), A;; e P para a exponencial dupla

No caso da pdf de tamanhos de passos do tipo exponencial dupla, definimos

wy |£] —|¢|
=— -2 — > 2.
p(0) 7 exp ( a ) + d2 exp ( . ) se L > {y, (2.95)

e, como ja discutimos, p(¢) = 0 se £ < {y. Antes de comegarmos a calcular a quantidade (|¢])
analisaremos a normalizacao com a finalidade de obter uma relacdo entre os parametros

wy e we da distribuicao.

Utilizando novamente a Eq. (2.65) com a condi¢ao de que ¢y é o comprimento de
passo minimo, podemos escrever

Lo +00
/ p(Oyde+ [ p)de =1

—0o0 14
+o0 y +o0
/E plO)de+ [ p(t)de =1

“+o00

2 p(l)dt =1

/OO p(l) dt = ; (2.96)

I

Substituindo a p(¢) da exponencial dupla em (2.96) e calculando a integral obtemos

4] > Wy -l 1
— 4 — al = —
Lo d1 P < + Lo d2 P dQ 2
wy [ —L 2
— al + — al = -
_g N _ 0 1
wy exp dl Wy exp 7d %

(2.97)
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onde para fy = 0 teremos w; + wy = 1/2. Este resultado serd de grande importéancia no

capitulo onde discutiremos nossos resultados.

Apés analisarmos a normalizagdo, determinaremos (|¢|). Esperamos resultados
semelhantes aos da exponencial simples, tendo em vista que a exponencial dupla é uma
soma de duas exponenciais simples. Logo, para calcular esta quantidade faremos uso
da Eq. (2.86) e seguiremos a mesma metodologia adotada na subsegao anterior, onde
(|¢]) = I + I, + I3 + 1. Para o célculo de I; temos

o |y 1 1
—/ [5exp<d1>+€d2exp<d2)]d€

B w1 —4o / —Lo E
= d1/— 0 exp <d1> e d2/_ 0 exp <d2) dar. (2.98)

Primeiro termo Segundo termo

Dividimos a expressao acima em dois termos, observando que cada termo acima representa
uma exponencial simples, ou seja, estamos com uma expressao no qual sabemos o resultado

de cada contribuicao separadamente. Fazendo uso deste fato, encontramos que

I = wy exp <_d1 ) (lo + di) — wy exp ( d1¢> (¢ +dv)
+ wy exp ( di ) (lo + d3) — wy exp < df) (¢ + do). (2.99)

Para I, temos

Ao | wy l —
12_/50 [fdlexp<d1>+€d2exp<d2>]d€

wy Ao ¢ - ¢
% 0 a0+ 2 / ¢ de, 2.1
7 /Zo exp <d1 > + 3 Jio exp <d2 ) (2.100)

Primeiro termo Segundo termo

onde cada termo individual acima corresponde a integral para a exponencial simples, tal

que

—/
[2 = W1 exp (do
1

) (o +dy) — w1 exp (W) \—¢—d)

2

+ 1wy exp (‘fo> (lo+ da) — ws exp (W) (A= o — dy). (2.101)

Usando uma metodologia analoga para o calculo de I3 e I, obtemos

14 Wo 14
e 2 en(2) ()]
pwr [~ Pws 4
:dl/_ooeXp<d1>d€+ d2 /_ooep<d2>d£

= ¢w, exp (f) + pwq exp ( dj)
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Logo,
_ —¢ —¢
I3 = ¢pw;y exp | — | + pw2 exp (2.102)
dq dy
Finalmente, para Iy,
o0 Wy —¢ 14
I it =2
1= = ¢)/,\_¢[d1 exp<d1>+ 7 exp(dQ)]dﬁ
(A =uwy —t (A = @)ws —t
— i /)\ B exp i dl + 7 //\ ¢exp d2 dl
() — () —
= (A= ¢)w; exp —A=9) + (A — ¢)wy exp —A=9) . (2.103)
d1 d2
Entao,
() — () —
Iy = (\— ¢)w; exp —A=-9) + (A — @)wsy exp Gl ) : (2.104)
dl d2
Assim, como (|¢|) é a soma das quatro integrais, explicitamente temos
—lo —9¢
([€]) = wr exp e (lo + d1) — wy exp a, (¢ +di)
1
—Ly
+w2exp<d >(€0+d2 wgexp< ) (¢ + ds)
2
—Llo
+wlexp<d )(Eo—i-dl —wlexp< ) AN—o¢—dy)
1
—Llo
+wgexp<d )(ﬁo—i—dg —wgexp< ) (AN—o¢—dy)
2
+ pw; exp —¢ + gws exp
dl d2
() — () —
+ (A — ¢)wy exp <(d¢)> + (A — ¢)wy exp <<d¢)> : (2.105)
1

2

Para os elementos de matriz, usaremos a Eq. (2.52) lembrando que A;; = A;; =0

se |r; — x;| < {y. Os elementos tais que |z; — z;| > { sao dados por

|lzj—wil+d | —L —/
J J |j—a;)| [dl *Xp <d1 ) + d2 eXp ( dg >‘|

wy /|:Ejmi|+d:p < g) /|:pjxl|+d:p <_€>
= — ex dl + ex de .
& Doyt 0\ dy Joat 0\ g

Integral 1 Integral 2

(2.106)

Assim como no calculo anterior, chegamos em duas integrais cuja resolugao gerara elementos

de matrizes de duas exponenciais simples, ou seja, a integral 1 e a integral 2 correspondem

a elementos de matrizes de duas exponenciais simples. Logo, seguindo o procedimento
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anterior temos

—|z; — 2y —|z; — x| d
A = Ay — ) exp (vaawl>_w1 exp<l%$!_$>

dl dl dl
—a; — 2y as — x| d
+ wy exp <’$jd$‘> — Wy exp (’xjdzx‘ — df) . (2.107)
2

Para obter os elementos de matriz no espaco discreto, substituimos ¢ dx = x;, j dr = x;,

dy = dy, dx e dy = dy, dx, de modo que em sua forma discreta obtemos

AU:Aﬂ:wl exp <M> — Wy eXp <|]Z|—>

dln dln dln
T Ty 1
+ wy exp (Z”) — Wy exXp <|‘le| — d) . (2.108)
2n 2n 2n

Por ltimo, calculemos P(¢ > A — r, — ¢). Novamente, utilizaremos a Eq. (2.60),

de modo que

o Wy —/ W —L
>\ =7, —¢) = d P\ ) T a P,
PlzA=1o—9) />\—rv—¢ |fh o (dl ) T <d2 ﬂ “

wy [ —/ Wy [ —/
_ i VR / “)de. (21
di /A—ru—d’ b < dy ) " dy rorys T < da ) (2109)

Vemos que cada integral acima representa o P(¢ > A —r, — ¢) de uma exponencial simples.

Assim, para a exponencial dupla temos

Pl >XN—r,—¢) =w exp (W) + wy exp (W) . (2.110)

para (¢ < A —1r, — {y),

onde, como ja comentamos, P({ > X\ —r, —¢) =1/2se ¢ > X\ —1r, — {.

No préximo capitulo, com a finalidade de complementar nosso acervo teédrico,
introduziremos alguns elementos de Teoria da Informagcao, que serd aplicada ao problema
da busca aleatoéria no capitulo posterior. Definiremos o conceito formal de informacao e
a medida de dispersao de uma distribuicao de probabilidades. Esta tltima se denomina
entropia de Shannon em homenagem ao matematico e engenheiro eletronico americano

Claude Elwood Shannon, considerado o pai da Teoria da Informacao.
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3 A TEORIA DA INFORMACAO

Neste capitulo trataremos de analisar os principais elementos da Teoria da Infor-
macao, os quais constituem a informacao propriamente dita e a entropia associada ao
sistema. Primeiramente conceituaremos a informagcao e abordaremos este conceito a ponto
de obtermos uma expressao para a quantidade de informacao de um sistema fisico. Por
fim, definiremos o conceito de entropia e traduziremos esta definicdo para uma linguagem
matematica que usaremos efetivamente na obtencao, no capitulo seguinte, de um dos

nossos principais resultados numéricos no contexto do problema da busca aleatéria.

A teoria da informacao tem como propédsito original solucionar problemas técnicos
envolvidos na transmissao de informagdao. Também é sua fungao resolver problemas
semanticos, por exemplo, como uma mensagem recebida é interpretada na comunicacao de
dois individuos. A quantidade de informacao que um sistema possui é definida em termos
de distribui¢des de probabilidades, de modo que fisicamente a teoria de informacao é vista

como uma teoria de entropia [63].

3.1 Conceito de Informacao

De um ponto de vista mais simplista, é possivel afirmar que enquanto o conceito
usual de informagao diz respeito, por exemplo, ao que uma pessoa diz, enquanto que para a
Teoria da Informagao o termo informacéao esta relacionado com o que a pessoa pode dizer.
Partindo desta afirmacao, podemos entdo nos perguntar, de um modo mais rigoroso, o que
¢ informacao? Informagdao € a reducdo de incerteza oferecida quando se obtem resposta a
uma pergunta. Observando bem, antes de receber uma mensagem é suposto que exista um
conjunto finito de mensagens possiveis a serem recebidas e cada uma dessas mensagens
tem uma probabilidade de ocorréncia. Assim, a incerteza da informagao a ser recebida

diminui quando a mensagem é recebida [50][63].

Portanto percebemos que a quantidade de incerteza reduzida a uma mensagem
estd relacionada com a probabilidade de ocorréncia, pois o recebimento de uma mensagem
mais provavel contém menos informacao que uma mensagem menos provavel. Por exemplo,
se ¢ dito no noticiario que no Recife fara sol forte no verao, essa mensagem tem menos

informagao do que se for dito que nevou no Recife em qualquer época do ano.

Veremos agora como abordar este conceito matematicamente, de modo a obter

uma expressao para a quantidade de informacao [40].
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Considere uma variavel aleatéria com um conjunto discreto de resultados U = {x;}
ocorrendo com probabilidades { P;} parai = (1,2, ..., M), onde >_; P; = 1. Como discutimos,
no contexto da Teoria da Informacao h&d um significado preciso para o conteido da
informacao de uma distribuicao de probabilidades. Podemos construir uma mensagem de
N caracteres independentes dos resultados da variavel aleatoria. Como ha M possibilidades
para cada caracter nesta mensagem, ele tem um conteido aparente de informacgao N Iny M
bits. Por exemplo, se o remetente pretende enviar uma mensagem utilizando o alfabeto
da lingua portuguesa contendo 26 letras, entao para cada letra que deseja enviar ao
destinatario ele tera que escolher entre 26 simbolos. Entao se ele pretende usar 3 simbolos
do alfabeto, terd 26% possiveis combinacoes para formar sua mensagem. Esses muitos bits
binarios de informacgao precisam ser transmitidos para passar a mensagem com precisao.
Por outro lado as probabilidades P; limitam os tipos de mensagens que sao provaveis. Por
exemplo, se P, > P; é muito improvavel construir uma mensagem com mais resultados x;

do que xs.

O numero de mensagens tipicas corresponde, portanto, ao nimero de maneiras de

organizar as IN; ocorréncias de x;, sendo este dado pelo coeficiente multinominal

N!

_ 3.1
g T N (3.1)

o qual é muito menor que o nimero total de mensagens dado por M. Para obtermos o

numero de bits de informacao, observamos que

Ins(g) %1112( MV )

iy V!
M
i=1

M

i=1

Fazendo N — oo, podemos utilizar a aproximacao de Stirling,
In(z!) = zln(z) — x + O(In(x)). (3.3)

Assim, para o nosso caso ficamos com

i=1 i=1

Em particular, no limite de N > 1 esperamos que a mensagem contenha aproximadamente
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N; = N P, ocorréncias de cada simbolo. Assim,

Iny(g) ~ Nlng(N) — N — %(NR-) Iny(NP;) + %NP,»

i=1 =1

M M
~ NIny(N) = N =Y (NP)(Ina(N) + Ino(P)) + N> P
i=1 z:il
M M
~ NInp(N) = NS PiIny(N) = NS P In(P)
i=1 i=1
M M
~ NIny(N) — NIny(N) S P, =N 'S P Iny(P)
i=1 i=1
=1
M
Iny(g) &= —N Y _ P;Iny(P;) para (N — o0o). (3.5)

=1

Como ja mencionamos, para qualquer distribuicao de probabilidades { P;} nao uniforme
este valor é menor do que os N Iny (M) bits necessarios na auséncia de qualquer informacao
sobre probabilidades relativas. Assim o contetido informacional serd a diferenca por

tentativa considerando uma certa distribuicao de probabilidades. Logo,
M
1R = o) - (-3 P we())
i=1

3.2 A Entropia segundo Claude Shannon

Embora a definicdo de informacao que vimos na subse¢do anterior apresente
resultados interessantes, ela nao permite determinar diretamente qual é a incerteza contida
em um sistema conhecendo os possiveis estados que podem ser acessados e suas respectivas
probabilidades. Para abordarmos essa questao mais apropriadamente, vamos recorrer
ao conceito de entropia. A termodinamica nos diz que entropia é o grau ou tendéncia
da desorganizacao da matéria. No regime microscopico, Boltzmann descreve a entropia
como uma medida estatistica [40]. Entao, estudando essas defini¢oes e realizando algumas
observagoes, Shannon propos que a quantidade de informacao deve ser compativel
com o conceito de entropia da mecéanica estatistica. Assim, Shannon define a entropia
como sendo .

S=-3 Pn(P)=—(In(P)). (3.7)
i=1

Portanto, podemos dizer que S é a quantidade média de informagdo por sinal de um

repertorio [63].
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Em alguns casos particulares onde se tem trés possibilidades de escolha, como por
exemplo, em um evento de duas possibilidades, ocorre que uma das escolhas ¢é dividida
em mais duas alternativas sucessivas, Shannon afirma que o tnico S que satisfaz as trés
superposicoes é da forma .

S = —KZPiln(Pi), (3.8)
i=1

onde K é uma constante positiva.

As quantidades da forma S = — Z;V:l P;In(P,;) (a constante K representa apenas
escolha de uma unidade de medida) desempenham um papel central na teoria da informa-
¢do como a propria medida da informacao ou reducao de incerteza como assim também é
chamada [63].

Partindo da defini¢ao de entropia de Shannon, podemos provar de fato que a mesma

é compativel com a definicao da entropia do ensemble microcanonico.

Prova: Pelo postulado fundamental da mecéanica estatistica temos que para o
ensemble microcanénico a probabilidade de cada microestado acessivel ao sistema (apenas

para sistemas caracterizados por varidveis discretas) é dada por:
P=— (3.9)

onde §2; é o nimero de microestados acessiveis. Como K ¢é uma constante positiva, podemos

considerar K = Kp, onde, K é a constante de Boltzmann. Sendo assim,

S=-Kgp» PjIn(P)
J
Noq 1

= —Kp> oI (9) . (3.10)

j=1%% J

Podemos interpretar Q2 = Q(E,V, N) fisicamente considerando dois (ou mais) sistemas
macroscopicos (Eq, Vi, N1) e (Ea, Vo, Ny), separados entre si e do ambiente por paredes
impermeaveis, rigidas e adiabaticas. Sob a hipotese de interagao fraca, para cada um dos

microestados do sistema 1 ha microestados do sistema 2 igualmente provaveis. Logo,
QEQl<E1,‘/1,N1).QQ<E2,‘/2,N2). (311)

Generalizando a definicao acima, obtemos a forma geral de €2 para o j-ésimo sistema
macroscopico, dada por,
J
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Portanto, considerando a definicdo acima e realizando a soma de j = 1 até N temos,

§= K3 [é mm—l}
— Kp In(Q) f: P,
S = Kpn(@). (3.13)

onde S = KgIn(Q) é a defini¢do de entropia no ensemble microcanonico.

Figura 4 — Claude Elwood Shannon, o pai da teoria da informagao.

Assim, observamos que a entropia tem algumas caracteristicas interessantes, como

por exemplo:

(1) A medida que um grupo de simbolos se torna mais provével que os outros

possiveis sinais, a entropia decresce.
(2) A entropia maxima s6 acontece quando a ocorréncia de simbolos forem
equiprovaveis.

(3) Quando se tem certeza sobre qual simbolo vai ser transmitido a entropia é
nula. Matematicamente podemos associar este caso quando temos a distribuicao do tipo

funcao delta, P; = 9;;.

Logo, S também é uma medida de dispersividade (desordem) da distribuigdo. Shan-

non também observa que existem graus de redundéancia no idioma no qual a informacao
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é transmitida [63]. Mas no contexto da Teoria da Informagao o que seria redundéancia?
E tudo aquilo que ndo é fundamental para o entendimento de uma mensagem e pode
ser entendida como uma medida complementar a entropia. Em suma, é a quantidade de

entropia necessaria para que a mensagem tenha entropia maxima.

A entropia S também pode ser usada para quantificar estimativas subjetivas de
probabilidades. Na auséncia de qualquer informacao, a melhor estimativa imparcial é
que todos os valores de M sejam igualmente provaveis. Esta é a distribuicao associada a
entropia maxima. Se informagoes adicionais estiverem disponiveis, a estimativa imparcial

¢é obtida maximizando a entropia sujeita a restrigoes impostas por essa informacao.

Podemos entao dar um exemplo de como se comporta a entropia de Shannon para
um evento com duas possibilidades. Consideraremos o evento do langcamento de uma

moeda comum nao viciada. Assim temos as seguintes possibilidades apds o langamento:

Possibilidade 1 “Cara”
Possibilidade 2 || “Coroa”

Consideremos agora P; a probabilidade da moeda cair na face “Cara” e P, na
face “Coroa”. Entao sabemos que, como s6 existem essas duas possibilidades, P, = 50% e
P, = 50% para a moeda nao viciada. Definindo este fator, calculemos agora a entropia de

Shannon associada a este evento.

Sabemos que a entropia de Shannon é dada por
S: —P1 lnz(Pl) —PQIDQ(P2>. (314)

Assim, para obtermos nossa resposta em bits precisamos efetuar o logaritmo na base dois,

de modo que
S =—(0,5)1n2(0,5) — (0,5)In2(0,5) = 0,5+ 0,5 = 1. (3.15)

Vemos, portanto, que a entropia de Shannon associada a este evento é 1 bit. Podemos
representar a entropia graficamente em funcao de P, ou P, para uma moeda qualquer
(ndo necessariamente nao viciada), tendo em vista que P; + P, = 1. Escrevendo a entropia

em funcao de P,

S = _Pl lng(Pl) - Pg IHQ(PQ)
— P Iny(Py) — (1 — P) Iny(1 — P). (3.16)

Podemos entao obter o grafico de S em funcao de P;, que é mostrado na Fig. 5.
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Figura 5 — Entropia de Shannon em func¢ao da probabilidade P; de cair a face “Cara”
referente ao lancamento de uma moeda.

Vemos que a entropia de Shannon obtém seu maximo justamente para P, = P, =
0,5 = 50%, isto é, precisamente quando as chances da moeda cair com a face “Cara” ou
“Coroa” sao equiprovaveis. Fisicamente esse resultado faz sentido pois, quando a moeda
nao viciada ainda vai ser langada, nao temos ideia do que vai cair, ou seja, ¢ uma situacao
analoga a uma transmissao de uma mensagem na qual a ocorréncia dos simbolos sao

equiprovaveis, de modo que a entropia obtém seu valor maximo [63].

Observando o grafico vemos que quanto maior a diferenca entre as probabilidades,
maior o decréscimo da entropia com respeito ao seu maximo, com S atingindo o zero
quando uma das probabilidades (P, ou P,) for 100%. Baseado neste fato, vamos verificar
no exemplo a seguir que o que constatamos acima é verdadeiro. Considere agora um novo
lancamento de uma moeda, agora com P, = 70% de cair a face “Cara” e P, = 30% de cair

a face “Coroa”. Qual é a entropia de Shannon associada a este evento?

Solucgao: Temos que P, = 0,7 e P, = 0, 3, portanto a entropia desse sistema é

S = —(0,7)In2(0,7) — (0, 3) Inx(0, 3)
— 0, 8813. (3.17)

Ou seja, a entropia ¢ menor do que quando P, = 0,5 e P, = 0,5. Logo, concluimos de fato

que a entropia sofre um decréscimo quando a diferenca entre as probabilidades aumenta.
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E possivel também estender a entropia de Shannon para uma variavel aleatéria

continua, na forma
S=— / dr P(z)In(P(z)) = —(In P(z)). (3.18)

Neste trabalho, utilizamos apenas a representacao discreta da entropia de Shannon na
forma da Eq. (3.7), tendo em vista que trabalhamos com um problema unidimensional

com duas possibilidades de escolha.

De modo geral, vimos acima que podemos tirar conclusoes importantes a respeito
da entropia de Shannon. Porém, o que o exemplo acima tem a ver com o nosso sistema de
estudo, que é o de um caminhante aleatério em busca por sitios-alvo em uma dimensao?
Tudo. No capitulo seguinte vamos fazer uso da conclusao do exemplo acima para interpretar
um de nossos principais resultados, tendo em vista que o nosso problema também diz
respeito a apenas duas opgoes de escolha, associadas ao encontro dos sitios-alvo localizados
nas posigoes r = 0 e z = A. Em outras palavras, no capitulo seguinte utilizaremos os resul-
tados analiticos obtidos no capitulo anterior e no presente capitulo para obter resultados
relevantes em nosso estudo. Mais precisamente, analisaremos a eficiéncia, as probabilidades
Py e Py e a entropia de Shannon relacionada as distribui¢oes de probabilidades para os
tamanhos de passos que descrevemos no capitulo anterior: Lévy, exponencial simples e

exponencial dupla.
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4 ANALISE DA ENTROPIA DE SHANNON EM BUSCAS ALEATORIAS 1D

Neste capitulo analisaremos nossos resultados relativos a eficiéncia das buscas
aleatorias, as probabilidades do caminhante encontrar algum dos sitios-alvo e a entropia
de Shannon associada a busca. Verificaremos essas trés quantidades para as trés distri-
buig¢oes de probabilidades de tamanhos de passos discutidas no capitulo 2, a saber: Lévy,
exponencial simples e exponencial dupla, evidenciando as principais diferengas entre elas.
A anélise incluird ambos os tipos de buscas nao-destrutivas e destrutivas, embora nosso
foco esteja concentrado principalmente nas buscas nao-destrutivas, por estas apresentarem
eficiéncia em geral maior que as buscas destrutivas. Por fim, discutiremos o mecanismo

relacionado a eficiéncia da busca em func¢ao do comportamento da entropia de Shannon.

4.1 Buscas nao-destrutivas

Na presente secao analisaremos aspectos estatisticos das buscas aleatérias nao-
destrutivas, onde evidenciaremos as quantidades 1, Fy, P\ e S para as distribui¢oes de

Lévy, exponencial simples e exponencial dupla.

4.1.1 Distribuicao de Lévy
4.1.1.1 Eficiéncia da busca

Conforme discutido anteriormente, consideramos nesse trabalho que os deslocamen-
tos numa caminhada de Lévy sao caracterizados por uma pdf de tamanho de passos ¢; do
tipo lei de poténcia, P(¢;) = E;“ ,com 1 < pu < 3. A variacdo do expoente p caracteriza
diferentes distribui¢oes de probabilidades onde, por exemplo, o caso especial p = 3 possui
somas de deslocamentos atraidas pela distribuicao gaussiana devido ao Teorema do Limite
Central. Por outro lado, distribui¢oes com g — 1 envolvem longos passos e deslocamentos

balisticos, enquanto que para p < 1 a pdf ndo pode ser normalizada [19].

Através do software computacional GNU Octave, programa semelhante ao Matlab,
obtemos o grafico mostrado na Fig. 6 que representa a eficiéncia da busca para a distribui-
¢do de Lévy no caso nao-destrutivo. Para gerarmos o grafico, ajustamos os parametros
relevantes da seguinte maneira: Az = 0,2, r, = o = 1, A = 1000 e xg = 21, = 2(y = 2
(conforme discutido, as buscas nao-destrutivas sao aquelas que se iniciam préximas a um
dos sitios-alvo, ou seja, xo =~ r,, enquanto que as buscas destrutivas se iniciam a partir de

um ponto distante de ambos os sitios, como por exemplo em zy = A/2). Para a pdf de
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Lévy, a variavel independente é o parametro p. Assim, plotamos o grafico abaixo n versus

p variando 1 < p < 3 com pequenos intervalos dy = 0, 1.

No Capitulo 2 definimos a eficiéncia da busca como n = 1/(L) ~ 1/N(¢). Obser-
vando esta equacao vemos que a eficiéncia diminui quando o nimero médio de passos entre
dois encontros, N, ou o tamanho médio de um passo individual, (¢), s@o suficientemente
grandes. A Fig. 6 mostra que a eficiéncia é minima para pu ~ 1 e u = 3. Esse resultado
se explica pois para u ~ 1 temos que (¢) é grande, uma vez que o tamanho médio do
passo do caminhante é longo. Por outro lado, para g = 3 o tamanho médio do passo é
pequeno e o caminhante tem, em média, de realizar em um nimero de passos N bastante
grande para encontrar um sitio. Entao, tendo em vista que nas extremidades temos uma
baixa eficiéncia da busca, é concebivel que para valores intermediarios p ~ 2 um maximo
possa surgir, associada a uma estratégia que combine um grande ntimero de pequenos
passos intercalados por grandes passos que sao relativamente raros. E esta hipdtese é

definitivamente constatada graficamente na Fig. 6.

0,00? _I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 | 1 1 | 1 .
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Figura 6 — Eficiéncia n em funcao de p para buscas de Lévy nao-destrutivas. A eficiéncia
maxima da busca é obtida para p = 2. Os parametros utilizados foram Ax =
0,2, r, =4y =1, A =1000 e x¢g = 2r, = 2{y = 2.

Podemos comparar o nosso resultado com aquele publicado em [19], que também

diz respeito a obtencao de n em fung¢ao de p para os mesmos parametros da Fig. 6. Na Fig. 7
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vemos que os nossos resultados (em circulos vermelhos) concordam de forma bastante
satisfatoria com os resultados do artigo [19] na situagido em que o tamanho 7 do maior
passo da busca de Lévy é ilimitado, isto é, 7 = co. Portanto, a Fig. 7 assegura que, de

fato, os nossos resultados numéricos e os programas que os geraram estao corretos.

0,007

[ [—-

=500
0,006 =1000
=5000 7
0,005 t=10000"
T=oc0 —

=0,004

0,003|

0,002

0,001 ! I 1

Figura 7 — Eficiéncia n em funcao de p para buscas de Lévy ndo-destrutivas. A linha preta
tracejada representa a curva publicada no artigo [19] na situagdo em que o
tamanho 7 do maior passo da busca ¢ ilimitado, isto é, 7 = co. Ja os circulos
vermelhos sdo os pontos referentes aos nossos resultados.

Conforme indicado anteriormente, o valor méximo da eficiéncia obtido para p = 2
em ambas as Figs. 6 e 7 representa um equilibrio entre a estratégia em que o caminhante
executa passos longos, favorecida para pu — 1, e aquela em que hd um aumento no
numero médio de passos que o caminhante deve executar entre dois encontros consecutivos,
favorecida para p — 3. Podemos explicar este equilibrio da seguinte maneira: como no
caso ndao-destrutivo a posi¢ao inicial do caminhante é préxima de um dos sitios (zo = 2),
entao a forma mais eficiente do cagador otimizar o processo de busca é executando um
numero consideravel de passos curtos para que possa alcancar o sitio proximo, mas também
eventualmente realizando passos longos para poder alcancar o sitio distante. Deste fato é
que surge o valor 6timo intermedidrio para p, isto €, surge um maximo de 7 para p ~ 2,

como discutimos anteriormente.

4.1.1.2 Probabilidades Py e Py

A Fig. 8 ilustra as probabilidades Py e P\ de o caminhante encontrar os sitios em

x =0 e xz = )\, respectivamente, em fungao do expoente p para o caso nao-destrutivo de
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Lévy. Os parametros utilizados foram os mesmos da subsecao anterior, ou seja, Ax = 0, 2,

ry =0 =1, A =1000 e 1 < p < 3, com variacoes de intervalo du = 0, 1.

Probabilidades

1 1.5 2 2,5 3

Figura 8 — Probabilidades Fy e P, de o caminhante encontrar os sitios em z =0 e z = A,
respectivamente, em funcao do expoente p para o caso nao-destrutivo de Lévy.
Neste grafico foram usados os pardmetros A, = 0,2, r, = o = 1, A = 103,
ro=2el < pu <3, com espagamentos dy = 0, 1.

Para interpretar estes resultados faremos uso do mesmo raciocinio utilizado na
subsecao anterior para explicar a eficiéncia no caso das buscas nao-destrutivas. Partindo
destas consideragbes, podemos afirmar que no regime em que 4 ~ 1 o tamanho médio do
passo individual (/) é bastante grande, implicando em passos longos e dindmica balistica da
busca. Isto significa que quando o caminhante executa passos mais longos a probabilidade
de encontrar sitios em regides mais distantes aumenta, mais especificamente o sitio locali-
zado na posicao x = A. Porém, esta probabilidade nunca chega a ser tao grande quanto a
de ele encontrar o sitio localizado em x = 0, tendo em vista que estamos considerando
uma busca nao-destrutiva com inicio em zy = 2. Com isso, concluimos que quando p ~ 1 a
probabilidade do caminhante encontrar o sitio-alvo em z = A é a maior possivel. A medida
que o parametro p vai aumentando, o tamanho médio do passo individual diminui, isto é,
o caminhante vai entrando no regime de passos mais curtos, de modo que a probabilidade
de encontrar um sitio em regidoes mais distantes decresce, explicando, desse modo, porque

P, diminui monotonicamente a medida que p aumenta.

Por outro lado, para explicar o crescimento monotoénico de F, com o expoente

u faremos uma interpretagao analoga. De fato, semelhantemente a analise para Py, no
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caso it ~ 1 em que o caminhante se encontra no regime de passos grandes, implicando
em uma probabilidade maior do mesmo encontrar um sitio em regioes mais distantes, a
probabilidade F, de encontrar o sitio mais préximo é a menor possivel. Como ja foi dito,
o caminhante parte para a sua busca em uma posi¢ao inicial proxima ao sitio localizado
em =z = 0 (busca nao-destrutiva), de modo que ele comega sua busca ja com chances
relativamente altas de encontrar este sitio. Contudo, a medida que p aumenta o tamanho
médio do passo individual diminui e o nimero médio de passos entre dois encontros
aumenta, aumentando gradualmente as suas chances de encontrar o sitio em z = 0 e

explicando porque P, atinge seu valor maximo quando pu = 3.

4.1.1.3 Entropia de Shannon

Uma questao relevante no problema da busca aleatéria é investigar se o maximo na
eficiéncia observado no regime nao-destrutivo é acompanhado de algum tipo de extremiza-
¢ao (maximo ou minimo) na entropia de Shannon S associada & busca. Assim, o objetivo

dessa subsecao ¢ estudar o comportamento de S com o expoente p da pdf de Lévy.

Comegaremos recordando que ao final da busca aleatéria duas possibilidades se
apresentam: o sitio localizado na posi¢ao x = 0 é encontrado com probabilidade F, ou o
sitio localizado na posicao x = A é encontrado com probabilidade Py. A partir da discussao
realizada no capitulo anterior, reescrevemos a Eq. (3.7) que determina a entropia de

Shannon para o nosso problema na forma
S: —PQIHQ(PQ)—P)\IHQ(P)\>. (41)
Colocando S em fungao de Py, obtemos

S = —(1 — P)\) ln2(1 — P/\) — P/\ IHQ(P)\)
1 —PA)
Py

1
:—1n2<1—P)\)+P)\1H2 (—1)
Py

= —hlg(l — P)\) —f—P)\lIlQ(

1
— PyIny (P _ 1) (1= Py). (4.2)
A 2° termo

1° termo

Observamos que a dependéncia de P, com g foi analisada na subsecao anterior.
Assim, substituindo os valores de P, na Eq. (4.2) utilizando os mesmos pardmetros
(Az =0,2, A=1000,r, =ly=1lexzg=2el < p <3 com pequenos intervalos
dp = 0,1), obtemos o gréfico da entropia de Shannon em func¢ao do pardmetro p mostrado

na Fig. 9.
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Figura 9 — Entropia de Shannon S em funcao do expoente p para buscas de Lévy nao-
destrutivas. Os parametros usados foram Az =0,2 , A = 1000, r, = {y =1,
ro=2el<pu<3

A entropia de Shannon S apresenta um valor maximo quando p ~ 1 e decresce
monotonicamente a medida que p cresce, atingindo seu valor minimo para p ~ 3. Podemos
explicar este fato por duas maneiras diferentes. Do ponto de vista analitico, como vimos na
subsecao anterior Py decresce a medida que o expoente p cresce. Partindo deste resultado,
analisamos inicialmente o 1°termo da Eq. (4.2). Notamos que quando P, decresce, a
funcao Iny (P% — 1) cresce, porém com uma taxa de crescimento muito lenta, fazendo
com que o produto desta funcao por P, de fato decresca. Deste modo, concluimos que o
1°termo decresce monotonicamente com o aumento de p. J& o 2°termo também decresce
monotonicamente, tendo em vista que é composto apenas pela fungdo — Iny(1 — Py). Logo,
como S ¢ dada pela soma destes dois termos entao concluimos que a entropia de Shannon
decai monotonicamente a medida que p aumenta no caso de buscas nao-destrutivas de

Lévy, como de fato observamos na Fig. 9.

Ja a segunda maneira de explicar o decaimento de S com p é justamente utilizando
a conclusao que obtivemos no exemplo do langamento da moeda resolvido no Capitulo
3, tendo em vista que o nosso problema é semelhante aquele no sentido de que duas
possibilidades se apresentam em ambas as situagoes (“Cara” ou “Coroa” no caso da moeda,
encontro do sitio localizado em x = 0 ou encontro do sitio localizado em = A no caso da

busca aleatéria em 1D). A conclusao que tiramos no caso do problema da moeda afirma



Capitulo 4. Andlise da Entropia de Shannon em Buscas Aleatérias 1D 69

que a entropia de Shannon decai monotonicamente a medida que a diferenca entre as
probabilidades dos dois eventos possiveis aumenta. Comparando com o que constatamos
em nosso problema, verificamos que isso é exatamente o que acontece, de modo que a
medida que o pardmetro g aumenta, Py diminui e Fy aumenta, fazendo com que a diferenca
entre as probabilidades aumente com o aumento de p, de modo que devemos esperar um
decaimento monotonico da entropia de Shannon, sendo isso exatamente o que acontece na

Fig. 9, confirmando a validade da nossa concluséao.

Para finalizar a andlise das buscas nao-destrutivas de Lévy, comparamos agora
os resultados da eficiéncia e da entropia de Shannon em funcao de p e chegamos a uma
das principais conclusoes desse trabalho. De fato, uma das nossas principais expectati-
vas no inicio do nosso estudo era a possibilidade de que o maximo na eficiéncia fosse
acompanhado por um extremo (maximo ou minimo) na entropia de Shannon. Esse fato
nao se confirmou, como mostram os resultados acima. Assim, podemos concluir que o
processo de maximizacao da eficiéncia nas buscas nao-destrutivas de Lévy nao passa
por um mecanismo de extremizacao da entropia. De fato, o mecanismo responsavel pela
optimizacao da eficiéncia envolve o compromisso entre longos deslocamentos individuais e
poucos passos para o encontro dos sitios, favorecido pela dindmica balistica com pu = 1, e
deslocamentos individuais mais curtos e muitos passos para os encontros, favorecido pela
dindmica gaussiana com p ~ 3, conforme discutido anteriormente. Acreditamos, portanto,
que a analise e o entendimento do papel da entropia de Shannon, especialmente no caso
das buscas nao-destrutivas de Lévy, é importante para a compreensao geral das buscas

aleatodrias eficientes.

4.1.2 Distribuicao exponencial simples

Quando estudamos a distribui¢ao p(¢) de tamanhos de passos do buscador dada
pela exponencial simples entramos na familia das distribui¢des hiperexponenciais, porém
no caso particular em que N = 1. Em geral, nessas distribuicoes temos alguns parametros
livres que podemos variar: os expoentes d; e os pesos w;, com ¢ = {1,2,3, ..., N}, que para
0 nosso caso particular se resumem a d; e wy, os quais, por simplicidade, denotaremos
a seguir apenas por d e w. Realizamos o nosso estudo da eficiéncia no caso da pdf
exponencial simples variando o parametro d no intervalo 0 < d < 100. Ja para o estudo
das probabilidades e da entropia de Shannon, consideramos 0 < d < 1000, pois apenas

assim conseguimos observar de fato o comportamento completo das respectivas curvas.
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4.1.2.1 Eficiéncia da busca

A Fig. 10 mostra a eficiéncia da busca nao-destrutiva executada com a pdf do tipo
exponencial simples em funcao do parametro d. Os parametros utilizados foram: Az = 0, 2,
xo=2,0g=Ax=0,2, A =1000 e 0 < d < 100.

Assim como ocorreu no caso das buscas nao-destrutivas de Lévy, nossa primeira
intencao foi verificar se os nossos resultados estavam de acordo com o resultado tedrico
exato de Weiss [64] para a exponencial simples, dado por

A J}()(/\ — ZL’())

(L) = st ——g (4.3)

De fato, o resultado dessa expressao corresponde a curva solida na Fig. 10, a qual de fato

concorda muito bem com os circulos vermelhos obtidos a partir da nossa analise.
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Figura 10 — Eficiéncia n em funcao do parametro d para buscas nao-destrutivas realizadas
com uma distribuicao de passos do tipo exponencial simples. Os circulos
vermelhos representam os nossos resultados, enquanto a linha solida representa
o célculo tedrico exato de Weiss [64]. Para este grafico foram utilizados os
parametros Ax = 0,2, xg =2, lo = Ax =0,2, A =1000 e 0 < d < 100.

Podemos explicar o lento crescimento da eficiéncia em func¢ao de d fazendo uma
analise semelhante a realizada anteriormente para as buscas de Lévy. Para efeito do nosso
estudo, a exponencial simples corresponde a pdf,

P(l;) = wexp <_d€]> : (4.4)
com {; > lyew = %exp (%0) Observamos na Fig. 10 que quando d é pequeno, ) assume

o menor valor possivel. De fato, pequenos valores de d favorecem pequenos passos, em
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detrimento dos passos grandes que ocorrem muito raramente nesse regime. Nesse caso, o
numero médio de passos entre dois encontros é bastante grande, numa situacao semelhante
a que ocorre com as buscas de Lévy préximas do regime gaussiano (u ~ 3). Por outro lado,
a medida que d aumenta, passos maiores vao se tornando relativamente mais provaveis e
o nimero médio de passos entre dois encontros vai diminuindo gradativamente. No caso
das buscas de Lévy no regime p < 2, o crescimento do tamanho médio dos passos era
muito mais rapido do que o decrescimento do nimero de passos entre dois encontros (de
fato, no espaco livre sem sitios-alvo o tamanho médio dos passos diverge nesse regime).
Por isso, no caso Lévy com p < 2 a eficiéncia diminui. J4 no caso da exponencial simples,
o crescimento do tamanho médio dos passos com d é bem mais suave, de modo que a
diminuicao do nimero médio de passos entre dois encontros é o fator dominante para a
eficiéncia. Isso explica porque a eficiéncia aumenta suavamente e monotonicamente com
d, como mostra a Fig. 10. Em suma, concluimos que a medida que d cresce, n também
cresce devido ao aumento suave do tamanho médio do passo individual e a diminuicao do

numero médio de passos entre dois encontros sucessivos.

4.1.2.2 Probabilidades Py e Py

Dando seguimento ao nosso estudo, a Fig. 11 ilustra o comportamento de Fy e Py
em funcao do parametro d. Assim como na subsecao anterior, os parametros escolhidos

correspondem a xg =2, Az =0,2, o = Az =0,2, A = 1000 e 0 < d < 1000.

Notamos que F, decai suavemente a medida que d — 1000. Ao mesmo tempo,
quando d cresce P, aumenta progressivamente até que para d ~ 1000 a probabilidade
do caminhante encontrar qualquer um dos alvos tende a 50%. Podemos explicar este
comportamento partindo da propria expressao para a p(¢) da exponencial simples, como

explicado a seguir.

Conforme discutido, quando d = 0 o caminhante esta no regime de passos muito
curtos. Isto implica que a probabilidade F, do buscador encontrar um sitio-alvo em regioes
préximas a ele (no caso, na posicdo x = 0) é grande. Este fato se confirma em nosso
grafico, pois P atinge seu maximo quando d — 0. A medida que d cresce em direcio ao
maximo valor estudado, d — 1000, o caminhante comega a realizar saltos relativamente
mais longos. Desse modo, a probabilidade do buscador encontrar sitios-alvo mais proximos
diminui, aumentando suas chances de encontrar um sitio em regioes mais distantes a ele
(no caso, na posigao x = \). Isto explica o motivo de no nosso grafico Py crescer a medida

que d aumenta.
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Figura 11 — Probabilidades Fy e P, do caminhante encontrar um sitio respectivamente
emx =0exz=\em funcdo do parametro d. P, cresce a medida d aumenta,
enquanto Py atinge seu valor maximo para d ~ 0. Os parametros configurados
foram xg =2, Ax =0,2, o = Az =0,2, A = 1000 e 0 < d < 1000.

Podemos também explicar a aproximacao suave de Py e Py em dire¢ao ao valor 0,5
quando d = 1000. Este fato se d4 porque quando d — 1000, obtemos que w — 1/2, tendo
em vista que w = %exp (%0). E, como vimos, quando temos um d grande o caminhante
pode realizar passos maiores, isto ¢, valores grandes de ¢; se tornam relativamente mais

provaveis. Este fato implica que exp (_%’) — 1. Assim, P({;) = wexp (7) — 1/2,

portanto Py e Py tendem a se equiparar em 1/2.

4.1.2.3 Entropia de Shannon

O grafico da entropia de Shannon associada a busca aleatéria nao-destrutiva
realizada com a pdf exponencial simples encontra-se na Fig. 12 em funcao do parametro d.
Seguindo o nosso método, escolhemos como parametros zo =2, Az = 0,2, /o = Ax =0, 2,

A = 1000 e 0 < d < 1000.

Para a distribuicao exponencial simples vemos que a entropia se comporta de
uma maneira diferente da que observamos na distribuicao de Lévy, embora em ambos os
casos o comportamento seja monotonico em funcao do parametro escolhido. No caso da

exponencial simples, podemos observar que ocorre um aumento de S a medida que d cresce.

Para explicar este crescimento utilizaremos a Eq. (4.2). Assim como fizemos an-
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Figura 12 — Entropia de Shannon S em func¢do do parametro d para buscas aleatorias
nao-destrutivas realizadas com a pdf exponencial simples para os tamanhos
de passos. Os parametros utilizados para gerar esta curva foram xy = 2,
Ar =0,2, 0y =Ax =0,2, A =1000 e 0 < d < 1000.

teriormente, escrevemos a entropia de Shannon como S = 1°Termo + 2°Termo, onde o
1°Termo = P, In, (P% — 1) e 0 2°Termo = — Iny(1 — P,). Como analisamos na subsecao
anterior, constatamos que a medida que d aumenta P, também aumenta, enquanto F,
diminui. Assim, analisando o primeiro termo sabemos que P, é uma funcao crescente,
consequentemente Iny (P% — 1) torna-se uma funcgao decrescente com o aumento de Pj.
Todavia, Py cresce mais rapidamente do que o decrescimento de In, (P%

que o primeiro termo, que é o produto dessas duas fungoes, cresca. Ja para o 2°Termo,

— 1), fazendo com

vemos que a medida que Py aumenta a fungao Iny(1 — Py) diminui monotonicamente, de
modo que —Iny(1 — P,) também aumenta, implicando automaticamente que o segundo
termo também cresce monotonicamente. Como S = 1°Termo + 2°Termo, constatamos

entao que S tem de crescer monotonicamente, como de fato ocorre na Fig. 12.

Novamente, podemos analisar a curva referente a entropia de Shannon também
utilizando a conclusao do problema classico do lancamento de uma moeda, no qual
constatamos que a entropia de Shannon decai monotonicamente a medida que a diferenca
de probabilidades entre os eventos “Cara” e “Coroa” aumenta. Observamos que para
a exponencial simples ocorre algo interessante quando discutimos as probabilidades do
caminhante encontrar um sitio-alvo em x = 0 e x = A\. Notamos que F, e P\ tendem a

se equiparar em 0,5 para d grande. Em outras palavras, a diferenga de probabilidades
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diminui a medida que d cresce. Este fato pode ser interpretado da seguinte maneira a luz do
resultado do lancamento da moeda: se a diferenca de probabilidades dos eventos diminui,
é natural esperar que a entropia de Shannon cresga monotonicamente. Comprovamos
este fato na Fig. 12, onde um crescimento monotonico de S é observado a medida que
d aumenta justamente por conta da diminuicao da diferenga de probabilidades dos dois

eventos possiveis (encontro do sitio em = = 0 e encontro do sitio em x = \).

4.1.3 Distribuicao exponencial dupla

Dando seguimento ao tratamento das distribui¢oes hiperexponenciais, analisaremos
agora o caso da pdf de tamanhos de passos na forma da exponencial dupla. Sendo assim,
temos neste momento quatro parametros relevantes que podemos variar: wq, wsy, dq, ds,
onde a condicao de normalizacdo da pdf na verdade impde uma equacao de vinculo entre
eles (ver abaixo). Escolheremos estudar o comportamento das quantidades relevantes em

funcao de wy.

4.1.3.1 Eficiéncia da busca

Iniciamos o nosso estudo mostrando na Fig. 13 a distancia média percorrida
entre dois encontros sucessivos, (L), em fun¢ao de w;. Observamos que para um ponto
de partida zo = 5 ainda estamos no caso nao-destrutivo, em que o buscador inicia
a caminhada proximo ao sitio em x = 0. Os demais parametros considerados foram
Ar=0,2,lp=Ar=0,21,=1, A=1000, dy = 103X\ e dy = 5. Utilizando a condicdo de
normaliza¢ao da exponencial dupla, Eq. (2.97), podemos escrever w, em fungao de w; na

forma w, = exp (2—(2’) [% — w1y exp (‘d—fo)]

Observamos que a curva da Fig. 13 inicia em seu ponto mais alto e em seguida
sofre um suave decaimento chegando ao seu ponto minimo. Posteriormente, um novo
crescimento se inicia, porém mais lento. Podemos explicar o formato dessa curva de uma

maneira semelhante a que vinhamos fazendo anteriormente.

Notamos inicialmente que w; esta associado a exponencial com constante de decai-
mento grande, d; = 103\. Por outro lado, w, estd associado & exponencial com constante
de decaimento pequena, do = 5. Assim, quando w; é muito pequeno isso significa que
passos pequenos sao favorecidos. Para alcancar algum sitio é necessario portanto que
um grande nimero N de passos seja dado em média, numa situacao que se assemelha
a busca nao-destrutiva de Lévy préxima ao limite gaussiano, u ~ 3. Como sabemos que
(L) ~ N({), entao nesse regime (L) apresenta valores altos. Por outro lado, & medida
que w; cresce passos longos vao se tornando relativamente mais provaveis, levando a uma
tendéncia inicial de diminuig¢do de (L) uma vez que menos passos sdo necessarios em média

para encontrar um sitio-alvo. Nesse ponto, a grande diferenca entre as pdfs exponenciais
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Figura 13 — Distancia média percorrida entre dois encontros sucessivos, (L), em funcao do
parametro w; da pdf exponencial dupla de tamanhos de passos no caso da
busca nao-destrutiva. Observamos um minimo da distdncia média entre dois
alvos sucessivos. Os parametros utilizados foram Az = 0,2, {, = Ax =0, 2,
ry = 1, A= 1000, d; = 103\ e dy = 5.

simples e dupla é que como o valor de d; é muito grande na exponencial dupla (bem maior
que a extensdo do proprio espago de busca), entdo para valores de w; suficientemente
altos havera caminhadas que atingirao o sitio mais distante em poucos passos, de modo
semelhante ao que ocorre na busca nao-destrutiva de Lévy proxima ao regime balistico,
i~ 1. Nesse caso, (L) volta a crescer impulsionado pelo aumento no tamanho médio do
passo individual, resultado este que tem efeito direto no perfil da eficiéncia da busca, como

Veremos a seguir.

A fim de testar a validade dos nossos resultados, comparamos os mesmos na Fig. 14
com os resultados obtidos por D. Campos e colaboradores envolvendo tanto o calculo
analitico quanto simulagoes numéricas com a pdf exponencial dupla [48]. Na Fig. 14
os parametros utilizados foram xo/A = 0.005, A = 1000, d; = 10°)\ e dy = xy = 5.
Constatamos o excelente acordo entre os nossos resultados (circulos vermelhos) e aqueles
da referéncia [48], tanto no que diz respeito ao calculo analitico (linha sélida) quanto a
simulagao numérica (circulos azuis) (a linha pontilhada corresponde a aproximagao A — 0o

no calculo analitico em [48]).
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Figura 14 — Distancia média percorrida entre dois encontros sucessivos, (L), em funcao
do parametro w; da exponencial dupla no caso nao-destrutivo. Constatamos
o excelente acordo entre os nossos resultados (circulos vermelhos) e aqueles
da referéncia [48], tanto no que diz respeito ao calculo analitico (linha sélida)
quanto a simulagao numérica (circulos azuis) (a linha pontilhada corresponde
a aproximagdo A — oo no calculo analitico em [48]).

No que diz respeito a eficiéncia da busca, a relagdo n = 1/(L) a fornece diretamente
a partir dos dados da Fig. 13. De fato, a Fig. 15 mostra a eficiéncia da busca nao-destrutiva
realizada com a pdf exponencial dupla, com parametros Ax = 0,2, o = Az =0,2, r, =1,

Ty = 2, A= ].000, d1 = 103/\ (S dg =5.

Notamos que a curva da eficiéncia da exponencial dupla é qualitativamente seme-
lhante a da distribuicao de Lévy. Porém vemos que para o mesmo conjunto de parametros
em comum das duas pdf’s a eficiéncia da exponencial dupla pode ser até mesmo um pouco
maior que a de Lévy. Isto significa que um caminhante aleatério com passos sorteados a
partir da distribuicao da exponencial dupla encontra mais sitios num mesmo intervalo de

tempo do que um outro buscador que tem os passos regidos pela distribuicao de Lévy.

A interpretacdo para a existéncia do maximo na eficiéncia da busca nao-destrutiva
no caso da pdf exponencial dupla segue exatamente a mesma linha de raciocinio explicada
acima para a presenca do minimo na distancia média percorrida entre dois encontros

sucessivos, (L), observado na Fig. 13.



Capitulo 4. Andlise da Entropia de Shannon em Buscas Aleatérias 1D 7

0,01 [ S TR N NN TR NN SR TN NN SR NN NN SR TR SR SN N SR S | _
0,008 —
0,006 — —

= _ L
0,004 — =
0,002

0 _I T T T T I T T T T I T T T T I T T T T I
-4 -3 -2 -1 0
In(w,)

Figura 15 — Eficiéncia n em fun¢do do pardmetro w; da exponencial dupla no caso nao-
destrutivo. Para esta curva foram utilizados os parametros Az = 0,2, ¢y =
Ar=0,2,7r, =1, 20 =2, A\ =1000, d; = 103X\ e dy = 5.

4.1.3.2 Probabilidades Py e Py

Dando continuidade ao nosso estudo, mostramos na Fig. 16 o grafico das probabili-
dades Py e Py em funcao do parametro w; para a busca nao-destrutiva realizada com a pdf
exponencial dupla. Os parametros utilizados nesse caso foram Ax = 0,2, {o = Ax =0, 2,
ry = 1, A = 1000, 2o/ = 0,002, d; = 103X e dy = 5.

Atentamos para o fato de que, assim como ocorreu com a exponencial simples,
Py e Py tendem a se igualar no limite extremo de um determinado parametro da pdf,
porém agora com uma aproximacao mais bem definida. No presente caso da exponencial
dupla, isso ocorre quando w; — 1, ou seja, praticamente quando somente a exponencial
associada & maior constante de decaimento, d; = 103\, estd presente. Podemos explicar
este comportamento de uma maneira semelhante a como explicamos as probabilidades Fy
e P\ na distribuicao exponencial simples da se¢ao anterior, embora a andlise agora seja
um pouco mais complexa tendo em vista que neste momento temos quatro parametros

envolvidos.

Pelos pardmetros que definimos na exponencial dupla, podemos notar inicialmente
que di > ds, e este fato implica diretamente que exp (;—f) é maior que exp (;—f) Além
disso, para Inw; &~ —4 temos que wy > wy, ou seja, nesse regime inicial da Fig. 16 a parte
Wy eXP (;—f) da exponencial dupla é mais dominante para o movimento do caminhante

do que a parte w; exp (;—f) Como discutimos acima, quando w; é pequeno o buscador
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Probabilidades

Figura 16 — Probabilidades Fy e P, do caminhante encontrar um sitio respectivamente em
x=0ex=\em funcdo do pardmetro w; no caso de buscas nao-destrutivas
realizadas com a pdf exponencial dupla. Observamos que o valor maximo de
P, ocorre para w; — 1. J& Py decai a medida que w; — 1. Grafico gerado com
os pardmetros Az = 0,2, {p = Ax = 0,2, r, = 1, A = 1000, xo/A = 0,002,
d1 = 103)\ € dg = 5.

realiza passos menores em sua busca, geralmente sorteados a partir da parte dominante
Wy €XP (;—f) Com estas breves conclusoes, podemos entao afirmar que o primeiro termo da
pdf exponencial dupla privilegia passos mais longos, enquanto o segundo termo favorece

passos mais curtos:

P({) = wy exp (;f) + wy exp <;f> . (4.5)

Passos grandes Passos pequenos

Este fato explica o motivo pelo qual Py estd em seu valor maximo para Inw; ~ —4,
pois a probabilidade do caminhante encontrar um sitio em x = 0 tendo saido de uma
posigao proxima a ele e realizando pequenos passos é a maior possivel. Portanto, a medida
que Inw; — 0, ou seja, w; — 1, temos que wy diminui progressivamente, fazendo neste
momento o primeiro termo da distribuicao dominar o movimento. Isso implica que o
caminhante passou a executar passos em média mais longos, o que, como ja sabemos,
aumenta as chances do mesmo encontrar alvos em regides mais distantes a ele, levando
a um crescimento monotonico de P,. Finalmente, quando w; — 1 praticamente somente
a primeira exponencial é sorteada, levando a grandes passos (muitos deles maiores que
o préprio espaco de busca, dado que d; = 103)), os quais implicam que o encontro do
sitio em z = 0 se torna essencialmente equiprovavel ao encontro do sitio em x = ), isto ¢,

Py~ P, =~ 1/2 quando w; — 1.
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4.1.3.3 Entropia de Shannon

Como ja argumentamos nas subsec¢oes anteriores, com a posse das probabilidades F
e Py podemos obter o comportamento da entropia de Shannon associada a busca aleatéria.
Deste modo, a Fig. 17 representa a entropia de Shannon em uma busca aleatéria regida
pela exponencial dupla em func¢ao do pardmetro w;. Os demais parametros nesse caso
foram Az = 0,2, {p = Az = 0,2, 7, = 1, A = 1000, 2o/ = 0,002, d; = 103X e dy = 5.
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Figura 17 — Entropia de Shannon S em funcao do parametro w; para buscas aleatérias
nao-destrutivas realizadas com a pdf exponencial dupla para os tamanhos
de passos. Observamos um crescimento monotonico de S quando w; — 1. A
respectiva curva foi gerada utilizando-se dos seguintes parametros Az = 0, 2,
bo=Ax=0,2, 7, =1, A\ = 1000, 2o/ = 0,002, d; = 10°X e dy = 5.

Comparando a Fig. 17 com a entropia de Shannon da exponencial simples, per-
cebemos um crescimento mais rapido por parte da exponencial dupla. Este fato é um
reflexo direto das probabilidades Py e Py, pois, como vimos na Fig. 16, a equiparacao
das probabilidades no limite extremo do pardmetro em questdao (w; — 1 no caso da

exponencial dupla) é mais eficaz na exponencial dupla.

Podemos explicar este crescimento da entropia de Shannon com w; mais uma vez
utilizando o método analitico, o que se resume a avaliar matematicamente o crescimento

das fungoes que compoem a Eq. (4.2). Como ja utilizamos esse método para avaliar a
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entropia de Shannon da exponencial simples, e a mesma apresenta uma curva semelhante

a da Fig. 17, optaremos dessa vez por nao explora-lo aqui.

Sendo assim, explicaremos o comportamento da entropia de Shannon na Fig. 17
pelo segundo método associado ao problema do langamento da moeda, que exploramos no
Capitulo 3. Como vimos, quando a diferenca entre as probabilidades aumenta a entropia
de Shannon diminui, e vice-versa. Constatamos este fato no préprio problema da moeda
e também quando avaliamos a entropia de Shannon referente as distribui¢oes de Lévy e
exponencial simples. Portanto, verificamos, comparando as Figs. 16 e 17, que esse compor-

tamento também se verifica no caso da exponencial dupla.

Indo mais além, percebemos ainda que, como a diferenca de probabilidades dimi-
nui mais rapidamente quando comparada a exponencial simples, a entropia de Shannon
também cresce mais rapidamente. Em outras palavras, além de confirmarmos o fato de
que se a diferenca de probabilidades diminui a entropia aumenta, constatamos também
que se a diferenca diminui mais rapidamente a entropia de Shannon também aumenta

mais rapidamente.

Um outro ponto que chama atencao é o fato de que o maximo da eficiéncia na
busca nao-destrutiva com a pdf exponencial dupla, mostrado na Fig. 15, nao se reflete no
comportamento da entropia de Shannon. De fato, esse tipo de conclusao ja havia sido ob-
servada no contexto das buscas nao-destrutivas de Lévy. Assim sendo, os resultados acima
para a exponencial dupla parecem confirmar que, de fato, o mecanismo de maximizagao
da eficiéncia da busca aleatéria nao-destrutiva nao envolve qualquer extremizacao (maxi-
mizac¢ao ou minimizagao) da entropia de Shannon da busca. Nesse sentido, o mecanismo
para a busca mais eficiente tem explicacdo no compromisso intermediario identificado
acima entre buscas com caracteristicas mais proximas do regime gaussiano e buscas que se
assemelham ao regime balistico. Uma busca intermediaria entre esses dois regimes parece

levar a uma eficiéncia 6tima no caso nao-destrutivo.

4.2 Buscas destrutivas

Apoés estudarmos o comportamento das buscas nao-destrutivas nas secoes ante-
riores, evidenciaremos nesta se¢ao os resultados referentes as buscas destrutivas. Estas
se caracterizam por ter o ponto de partida distante de ambos os sitios-alvo. De fato, a
situacao simétrica em que xzy = A\/2, a meio caminho de ambos os sitios em =z = 0 e
r = )\, é a que melhor reflete essa caracteristica. O comportamento da eficiéncia, das
probabilidades e da entropia de Shannon é mais simples de entender nas buscas destrutivas

do que nas nao-destrutivas, com poucas informagoes a serem notadas no primeiro caso.
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Assim, discutiremos nessa dissertagao os resultados no contexto destrutivo apenas por

completeza.

4.2.1 Distribuicao de Lévy
4.2.1.1 Eficiéncia da busca

Como mencionado, consideraremos uma busca destrutiva como aquela em que o
caminhante parte de uma posicao equidistante dos dois sitios-alvo existentes. No caso da
busca destrutiva de Lévy, ajustamos os parametros como Ax = 0,2, r, = o = 1, A = 1000
e g = A/2 = 500, com variagoes de intervalo du = 0, 1, para 1 < p < 3. O grafico obtido

encontra-se mostrado na Fig. 18.

Figura 18 — Eficiéncia 7 em fun¢do do pardmetro p para buscas de Lévy destrutivas. A
eficiéncia maxima da busca ¢é obtida para pu = 1. Os parametros utilizados
foram Az =0,2, r, = ¢y =1, A = 1000, 29 = A/2 = 500 com 1 < p < 3 para
pequenas variacoes dy = 0, 1.

Sabemos que a eficiéncia é maximizada quando o livre caminho médio entre dois
encontros sucessivos é minimizado. Assim, se um dos sitios estiver préximo do buscador
e ele souber a sua localiza¢ao (o que na verdade nao corresponde a situagdo em ques-
tao), a melhor estratégia a ser adotada seria seguir até ele em linha reta. Porém, como
estamos tratando de um processo estocastico em que a localizagao dos sitios-alvo nao é
de conhecimento do buscador, a estratégia de caminhar balisticamente nao é adequada

quando um sitio-alvo esta préximo (busca nao-destrutiva), tendo em vista que a escolha
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da direcdo errada levara o buscador para regioes cada vez mais distantes deste. A situacao
muda de figura no caso da busca destrutiva. De fato, para o caso em que xy = A/2 o
cacador nao esta proximo de nenhum dos dois sitios. Assim, a estratégia de caminhar
balisticamente torna-se boa, pois para qualquer lado que ele escolha havera a vantagem de
acessar um sitio distante dando um passo bastante longo. Sabemos que as caminhadas
balisticas de Lévy se dao quando p — 1 e observamos na Fig. 18 que a eficiéncia real-

mente obtém seu maximo para esse valor de i, de modo consistente com o raciocinio acima.

4.2.2 Exponencial simples
4.2.2.1 Eficiéncia da busca

No caso das buscas destrutivas realizadas com a pdf de tamanhos de passos na
forma da exponencial simples, a eficiéncia esta mostrada na Fig. 19 em fun¢do da constante
de decaimento d para os parametros Az = 0,2, /o = Az = 0,2, A = 1000, 0 < d < 100 e
o= A/2.

0 002 _| 1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 _
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0,0015 4 —
= 0,001+ L

Figura 19 — Eficiéncia n em funcao do parametro d para buscas destrutivas com a pdf
exponencial simples. Para este grafico configuramos os parametros Az = 0, 2,
ly=Ax=0,2, A\ =1000, 0 < d <100 e xyg = \/2.

Nesse caso, o crescimento monotonico da eficiéncia com d se explica pois quanto
maior o valor da constante de decaimento, mais favorecidos serao os passos longos. Porém,
devemos observar também que esse crescimento nao pode ser indefinido, uma vez que

no caso destrutivo com d grande o menor percurso possivel até o encontro de um sitio
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se d4 com um tnico passo de comprimento A/2, ou seja, eficiéncian = 2/A = 1/500 = 0, 002.

A Fig. 19 mostra também o excelente acordo entre os nossos resultados (circulos

vermelhos) e a curva tedrica exata de Weiss gerada pela Eq. (4.3) (linha sélida).

4.2.3 Exponencial dupla
4.2.3.1 Eficiéncia da busca

Assim como para o caso nao-destrutivo, daremos a seguir um tratamento especial
para a exponencial dupla no que diz respeito a comentarmos sobre a eficiéncia da busca
e também sobre a distancia média percorrida entre dois encontros sucessivos. Iniciando
por esta ultima quantidade, a Fig. 20 mostra o comportamento de (L) em fungao do
parametro w; da exponencial dupla, com A = 1000, zo/A = 0,1, d; = 10° e dy = 2o = 100.
Embora nesse caso ndo tenhamos escolhido a situagao simétrica xo = \/2 para representar
a busca destrutiva, notamos que a escolha xy/A = 0,1 = 100 ainda posiciona o buscador
inicialmente bastante distante dos dois sitios-alvo e, além disso, permitira também comparar
a seguir os nossos dados com resultados ja publicados com estes mesmos parametros a fim

de testar mais uma vez a validade da nossa abordagem.
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Figura 20 — Distdncia média percorrida entre dois encontros sucessivos, (L), em funcao
do parametro w; da exponencial dupla no caso de buscas destrutivas. Os
parametros utilizados para obtencao da curva foram A\ = 103, zo/\ = 0,1,
dy = 10° e dy = ¢y = 100.

Antes de explicar a Fig. 20, confirmaremos a validade da mesma comparando o

nosso resultado com outro resultado ja publicado [48], como ilustra a Fig. 21. De fato,
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observamos um 6timo acordo entre os nossos dados (circulos vermelhos) e os resultados
obtidos tanto de simulagdo numérica (circulos azuis) quanto de célculo analitico (linha
sélida) para os mesmos parametros (a linha tracejada corresponde ao limite A — 0o no

calculo analitico).
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Figura 21 — Distancia média percorrida entre dois encontros sucessivos, (L), em fungao do
parametro w, da exponencial dupla no caso de buscas destrutivas. Constatamos
o excelente acordo entre os nossos resultados (circulos vermelhos) e aqueles da
referéncia [48] utilizando os mesmos parametros, tanto no que diz respeito ao
célculo analitico (linha sélida) quanto a simulacao numérica (circulos azuis)
(a linha pontilhada corresponde & aproximaggdo A — oo no calculo analitico

em [48]).

Tendo verificado a validade do nosso resultado, iremos agora explicd-lo de maneira
sucinta. Seguindo o mesmo raciocinio da busca nao-destrutiva, observamos inicialmente
que para w; pequeno o buscador executa passos mais curtos, implicando que o niimero
médio de passos para o encontro de um sitio deve ser grande, justificando assim o valor
alto de (L) nesse regime. Entretanto, & medida que w; aumenta o caminhante executa
passos mais longos, implicando na diminui¢do no niimero médio de passos para o encontro
de um sitio. No caso extremo, o caminhante podera encontrar um sitio dando apenas um
passo longo, a semelhanca do que ocorre na busca destrutiva de Lévy no regime préximo
ao balistico (u &~ 1). Nessa situagao, justifica-se a diminuigao de (L) com o crescimento de

w1.

Na Fig. 22 mostramos a eficiéncia da busca destrutiva realizada com a pdf expo-

nencial dupla. Como vimos, a eficiéncia é essencialmente dada pelo inverso de (L). Assim,
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no caso da busca destrutiva em que ambos os sitios-alvo encontram-se a grandes distancias
do ponto de partida a execu¢do de passos mais longos (w; grande) é a melhor estratégia
para encontrar os sitios. Note ainda que, diferentemente do caso nao-destrutivo, nao ha
nenhuma vantagem no caso destrutivo em se dar pequenos passos, uma vez que nao ha
um sitio-alvo préximo ao ponto de partida da busca. Assim, o maximo em (L) e o minimo
em 7 para pequenos w; observados na busca nao-destrutiva nao se encontram presentes
na busca destrutiva. A Fig. 22 confirma esses fatos ao mostrar que a eficiéncia da busca

destrutiva é maior para w; — 1.
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Figura 22 — Eficiéncia n em funcdo do parametro w; da exponencial dupla no caso de
buscas destrutivas. Os parametros utilizados foram Ax = 0,2, fp = Az =0, 2,
A =1000,0 < d <100 e zg = A/2.

4.2.3.2 Probabilidades Py e Py para a distribuicdo de Lévy

Nesta subsecao apresentaremos o comportamento das probabilidades Py e Py em
funcao do pardmetro p da distribuicdo de Lévy no caso de buscas destrutivas. A Fig. 23
ilustra o comportamento destas quantidades considerando Ax = 0,2, r, = ¢, = 1, A = 1000

e 1 < pu <3, com variagoes de intervalo du = 0,1, e zg = \/2 = 500.

Como j4 justificamos, o fato do caminhante partir de zp = A/2 ndo impoe um
sentido privilegiado para a busca destrutiva. Assim, o mesmo se deslocando balisticamente
em qualquer uma das duas diregoes possiveis maximiza a eficiéncia da busca nesse contexto.
Nessa situacao simétrica as probabilidades Py e Py do cacador encontrar os sitios-alvo
respectivamente localizados em z = 0 e x = A s@o as mesmas, Py = P\, = 0,5, independen-

temente de se o buscador executa passos longos ou curtos, ou seja, independentemente do
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Figura 23 — Probabilidades F; e P, do caminhante encontrar um sitio respectivamente
em r =0 ez =\ em fungdo do pardmetro p no caso de buscas destrutivas
de Lévy. Observamos que Py e P, permanecem constantes no valor 0,5 in-
dependentemente de p. Para este grafico utilizamos Ax = 0,2, r, = o = 1,
A =1000 e 1 < p < 3 como pardmetros numéricos.

valor do parametro p. Esse resultado esté ilustrado na Fig. 23.

O fato das probabilidades F, e P\ serem constantes e iguais a 0,5 no caso da
busca destrutiva simétrica (xg = \/2) também ocorre quando os tamanhos dos passos do
caminhante sao sorteados a partir de distribui¢oes do tipo exponencial simples e exponen-
cial dupla. De fato, esse resultado independente das pdf’s de tamanhos de passos e dos
parametros envolvidos (u para a Lévy, d para a exponencial simples e w; para exponencial

dupla).

4.2.3.3 Entropia de Shannon para a distribuicdo de Lévy

Como sabemos, conhecendo o comportamento das probabilidades F, e P, podemos
plotar o gréfico da entropia de Shannon associada a busca. No caso da busca destrutiva de
Lévy, a entropia de Shannon estd mostrada na Fig. 24 em funcao de p para os parametros
Ar=0,2,r, =0l =1, A=1000 com 1 < p <3 exyg=M\/2.
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Figura 24 — Entropia de Shannon S em funcao do paradmetro p para buscas destrutivas de
Lévy. Notamos que a entropia de Shannon permanece constante em seu maximo
valor possivel para qualquer p. Os parametros utilizados nesta simulagao
numérica foram Az = 0,2, r, =0y =1, A=1000 com 1 < u <3 e xg = \/2.

Para interpretar este resultado, primeiramente relembremos do problema do lanca-
mento da moeda, em que a entropia de Shannon é maxima quando a probabilidade da
face da moeda cair “Cara” ou “Coroa” é 0,5. Podemos também justificar esse resultado
analiticamente uma vez que para Py = P, = 0,5 temos que

Py, Py

S=— 3" Pilny(P;) = —Pylny(Py) — PyIny(P)
j=1

1 1

= =2 Pylny(Ry) = —2 <2> n, (2)
1

Este resultado, que nao depende do valor de p na busca destrutiva simétrica de Lévy, esta

confirmado na Fig. 24.

Além disso, pelo fato das probabilidades permanecerem constantes, Py = P, = 0, 5,
em uma busca destrutiva para todas as distribuicoes de probabilidades de tamanhos de
passos que utilizamos, é natural esperar que a entropia de Shannon também seja, tendo
em vista que a mesma s6 depende exclusivamente dos valores das probabilidades. Portanto,

a entropia de Shannon associada a pdf exponencial simples e a pdf exponencial dupla
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também sera constante e igual a 1 para todo valor de d e wq, respectivamente.

Como vimos, neste capitulo analisamos trés pdf’s diferentes para os tamanhos dos
passos do buscador, evidenciando as mudancas que ocorrem em uma busca aleatoria quando
escolhemos uma determinada distribui¢do, em ambos os casos nao-destrutivo e destrutivo.
Uma de nossas principais conclusoes foi constatar que o mecanismo que maximiza a
eficiéncia da busca nao-destrutiva nao implica em um mecanismo de maximizagao ou
minimizagao da entropia de Shannon, pois vimos que em situacoes em que a eficiéncia
se torna maxima o comportamento da entropia de Shannon permanece monotonico.
Constatamos ainda que, de fato, o comportamento da entropia de Shannon reflete o
mecanismo que rege as probabilidades para o encontro dos sitios-alvo envolvidos no

problema.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

No presente trabalho estudamos trés das principais quantidades (eficiéncia, probabi-
lidades do caminhante encontrar cada sitio-alvo e a entropia de Shannon) no que se refere
ao problema de um caminhante aleatério limitado ao espago unidimensional numa busca
aleatéria por sitios-alvo cuja localizagdo é desconhecida (problema da busca aleatéria ou
random search). Como discutimos, utilizando técnicas e conceitos da Fisica Estatistica
conseguimos abordar e modelar o problema da busca aleatéria, sendo a nossa principal
fonte de inspiracao o problema ecologico da busca de alimentos por diversas espécies de
animais (problema de foraging). Realizamos a andlise descrita para trés distribuicoes de
probabilidades de tamanhos de passos do buscador: distribui¢ao do tipo lei de poténcia /

Lévy e as distribuicoes hiperexponenciais simples e dupla.

No decorrer da dissertagao, obtivemos uma expressao analitica para a distancia
média percorrida entre dois encontros sucessivos, (L), e consequentemente para a eficiéncia
da busca, dada pelo inverso daquela quantidade. Além disso, calculamos também as
probabilidades F, e Py do buscador encontrar os sitios-alvo em x = 0 e x = \, respec-
tivamente, as quais permitem obter a entropia de Shannon associada ao problema da
busca. Empregando o método de discretizacao do espacgo de busca, obtivemos valores
numeéricos para estas quantidades em funcao de parametros relevantes de cada distribuigao.
Nos analisamos ambos os casos de buscas nao-destrutivas, em que um dos sitios-alvo
encontra-se inicialmente proximo ao buscador, e buscas destrutivas, em que ambos os sitios

encontram-se distantes do ponto de partida da busca.

Um dos principais objetivos do estudo em questao foi analisar o comportamento
da entropia de Shannon para distribui¢oes de tamanhos de passos que apresentam um
maximo em sua eficiéncia no caso de buscas nao-destrutivas. Chegamos a conclusao
de que o mecanismo que maximiza a eficiéncia da busca nao-destrutiva de Lévy e da
exponencial dupla nao impacta a entropia de Shannon associada, a qual apresenta um
comportamento monotonico (sem nenhum extremo, seja maximo ou minimo) mesmo
quando a eficiéncia atinge um maximo. Além disso, encontramos que a distribuicao de
passos do tipo exponencial dupla pode ser mais eficiente do que a distribuicao de Lévy
em determinados contextos das buscas nao-destrutivas, confirmando os resultados da

referéncia [48].

Entre nossas perspectivas de investigagoes futuras, pretendemos continuar nossas
investigagoes envolvendo outras distribui¢coes de probabilidades de tamanhos de passos
com a finalidade de confirmar os resultados obtidos na presente dissertacao. Pretendemos
investigar algumas distribui¢coes que sao bastante utilizadas no contexto biolégico do

problema de foraging, tais como a distribuicao gama ou a stretched exponential. Uma
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segunda perspectiva futura envolve aprofundarmos mais o resultado sobre a distribuicao
que maximiza a eficiéncia das buscas nao-destrutivas, se possivel caracterizando em maiores
detalhes o que torna a exponencial dupla mais eficiente do que a Lévy em determinadas

situacoes.
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