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" But my dreams
They aren’t as empty
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Resumo

Nesta dissertacdo nds apresentamos um formalismo para descrever a densidade espectral
de sistemas complexos que exibem muiltiplas escalas de tempo. Nesse formalismo, considera-
mos que o sistema evolui no tempo através de uma sequéncia de pulsos exponenciais, onde a
taxa de relaxacdo ndo € constante mas varia de forma aleatéria de pulso para pulso com uma
distribui¢ao de probabilidade apropriada. Como as relaxacdes sdo exponenciais, a densidade
espectral do sinal condicional a uma dado valor da taxa de relaxacdo € descrita por uma curva
lorentziana com uma largura de linha definida pela taxa de relaxacdo. A densidade espetral
final ¢ obtida fazendo-se a superposi¢do das curvas lorentzianas, ponderada pela distribuicdao
da taxa de relaxacdo. A distribui¢do de probabilidade da taxa de relaxagdo € calculada a partir
de modelos dindmicos estocasticos hierarquicos. Varios modelos hierdrquicos foram conside-
rados na dissertacdo, entre os quais os modelos das chamadas classes gama, gama inversa, beta
e beta inversa, que admitem uma solugd@o analitica em termos das fungdes G de Meijer. Con-
sideramos também dois modelos descritos por processos de Ornstein-Uhlenbeck duplamente
hierdrquicos, cuja solucdo pode ser escrita em termos das fun¢des H de Fox. Os diferentes mo-
delos para a densidade espectral foram comparados com dados experimentais de um sistema
fisico real. O experimento analisado na dissertagdo € o problema da invasdao por um fluido
viscoso de um meio poroso formado por uma célula de Hele-Shaw preenchida com pequenas
esferas de vidro. Inicialmente preenche-se a célula com um liquido viscoso, com a extremidade
esquerda da célula aberta para a atmosfera, permitindo a entrada de ar, e a da direita ligada a
um recipiente que acumula o liquido retirado. O escoamento do liquido da-se entdo através de
pequenos movimentos bruscos ("bursts"), com uma consequente queda de pressdo na extremi-
dade de saida, seguida de relaxamento exponencial para a pressdo atmosférica. A densidade
espectral da série temporal das pressoes foi calculada e comparada com as previsoes tedricas
dos diversos modelos. Entre os modelos descritos pela funcao G de Meijer, as classes gama e
gama inversa mostraram-se mais préoximas dos valores experimentais em comparagdo com as
beta e beta inversa. Também vimos que os modelos de Ornstein-Uhlenbeck duplamente hie-
rdrquicos apresentam uma densidade espectral similar a observada experimentalmente. Uma
andlise mais refinada faz-se agora necessaria para decidir qual o melhor modelo entre aqueles

que se mostraram bons candidatos para descrever o sistema experimental.

Palavras-chave: Sistemas complexos. Densidade espectral. Modelos dindmicos Estocésticos

hierdrquicos. Escoamento em meio poroso.



Abstract

In this thesis we present a formalism to describe the spectral density of complex systems
that exhibit multiple time scales. In this formalism, we consider that the system evolves over
time through a sequence of exponential pulses, where the relaxation rate is not constant but
varies from pulse to pulse randomly with an appropriate probability distribution. Since the
relaxations are exponential, the spectral density of the signal conditioned to a given relaxation
rate value is described by a Lorentzian with a linewidth defined by the relaxation rate. The
final spectral density is obtained by superimposing the Lorentzian curves, weighted by the dis-
tribution of the relaxation rate. The probability distribution of the relaxation rate is calculated
from hierarchical stochastic dynamic models. Several hierarchical models were considered in
the dissertation, including the so-called gamma, inverse-gamma, beta and inverse beta models,
which support an analytical solution in terms of Meijer G functions. We also consider two
models described by double-hierarchical Ornstein-Uhlenbeck processes whose solution can be
written in terms of Fox H functions. The different models for the spectral density were compa-
red with experimental data from a real physical system. The experiment analyzed in the thesis
is the problem of the invasion by a viscous fluid of a porous medium formed by a Hele-Shaw
cell filled with small glass beads. Initially, the cell is filled with the liquid. The left end of the
cell is open to the atmosphere, forming an air inlet, and the right end of the cell is attached to an
external reservoir. The flow of the liquid then occurs through small bursts, with a consequent
drop in pressure at the outlet, followed by an exponential relaxation to the atmospheric pres-
sure. The spectral density of the time series of the pressures was calculated and compared with
the theoretical predictions of the different models. Among the models described by G func-
tions, the gamma and inverse gamma classes were closer to the experimental values than the
beta and inverse beta classes. It was also seen that the doubly hierarchical Ornstein-Uhlenbeck
models have a spectral density similar to that observed experimentally. A more refined analysis
i1s now necessary to decide which is the best model among those that have shown to be good

candidates for describing the experimental system.

Keywords: Complex systems. Spectral density. Hierarchical stochastic dynamic models.
Porous media flow.
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1 Introducao

Nesta dissertagdo estudaremos um nova abordagem para descrever a densidade espectral
de poténcia de sistemas dindmicos hierdarquicos com multiplas escalas de tempo. Nosso foco
principal de aplicac@o dessa nova metodologia estard na andlise de séries temporais de experi-
mentos de invasdo de um fluido em um meio poroso. Uma forma de tratarmos esse problema
consiste em considerar que a variagdo da pressao no liquido ao longo do processo de invasdao
é composta de uma série de relaxagdes exponenciais. Apresentaremos duas abordagens para o
problema. Em uma delas consideraremos que existe uma dindmica hierdrquica nessas relaxa-
coes. Na outra, trataremos o problema como um processo duplo de Ornstein-Uhlenbeck. Neste
capftulo faremos uma breve introducio a sistemas complexos, densidade espectral de poténcia
e sistemas hierdrquicos, bem como descreveremos a organizacao geral da dissertagdo.

1.1 Sistemas Complexos

Entender um sistema com varios componentes pode ser uma tarefa extremamente compli-
cada, cada parte tem suas propriedades e entendé-las uma por uma levaria um enorme esfor¢co
computacional. Uma forma de lidar com isso € questionar se é realmente necessdrio compre-
ender os constituintes do sistema em sua particularidade. Uma alternativa € estudar o sistema
em sua totalidade e assim observar o comportamento global. Desta forma, o trabalho consiste
em analisar apenas algumas varidveis relevantes do modelo estatistico apropriado.

A mecanica estatistica, por exemplo, ¢ organizada de forma andloga ao procedimento des-
crito acima. Ao estudarmos um gas no equilibrio, ndo nos preocupamos como se d4 exatamente
o comportamento de cada molécula. O que € feito é uma andlise do comportamento médio das
particulas. Através deste comportamento médio € possivel identificarmos as caracteristicas
termodinamicas do sistema, como pressdo, energia interna, calor especifico etc.

Estamos interessados no comportamento geral do sistema. Essa perspectiva pode ser esten-
dida para além de sistemas fisicos e incluir sistemas bioldgicos, sociais entre outros. Existe,
na ciéncia, uma abordagem unificadora para tratar sitemas deste tipo. Dizemos que sdo exem-
plos de sistemas complexos. Citaremos a seguir algumas das caracteristicas frequentemente
observadas neles.

A primeira € a ndo-linearidade. Um sistema € dito linear se a0 somarmos duas solugdes
da sua din@mica obtemos outra solu¢do. A ndo-linearidade implica que ndo adianta querermos
entender o sistema componente por componente para chegarmos a uma compreensdo geral do
mesmo. Outra caracteristica ¢ o feedback, que representa uma forma de como uma parte do
sistema pode interagir com as outras partes em um tempo posterior, que depende de como foi
a interacdo em um tempo anterior. Um outro aspecto frequentemente presente € a organizacao
hierdrquica, que significa que existem niveis, ou seja, sub-sistemas com diferentes caracte-
risticas. O comportamento resultante depende da interacdo desses niveis entre si. Para que
possamos observar o surgimento de certos padrdes € preciso que haja um nimero bem grande
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de elementos, além disso € preciso também que muitos desses elementos sejam de natureza
similar (tamanho e peso parecidos). Isso é uma condi¢@o para que haja interagdo, isto €, troca
de matéria, energia ou informacgdo. Tais trocas sdo mediadas por mecanismos como forcas
e colisdes. Sem interacdo, o que teriamos seria um amontoado de elementos (particulas, por
exemplo) independentes, de onde dificilmente surgiria algum padrio ou se estabilizaria alguma
ordem.

A érea de sistemas complexos estuda diversos fendmenos, tais como terremotos [ 1], extin-
cdo de espécies [2], mercado financeiro [3], musica [4], irregularidades eleitorais [5], esportes
[6] etc. No estudo desses tipos de fendmenos, o0 que se busca € encontrar caracteristicas sim-
ples que emergem a partir da complexidade. Tomemos por analogia o histdrico de guerras.
Sabemos que conflitos surgiram ao longo da histéria por diversos motivos. Vdrias nagdes, com
diferentes culturas, ja entraram em combate gerando um nimero enorme de mortos. A princi-
pio, parece ndo haver similaridade ou alguma conexdo entre os conflitos, mas se observarmos
mais profundamente encontramos uma certa relagdo [7]. A relacio é que sempre que o ndmero
de mortos dobra, conflitos dessa magnitude sdo 2,62 vezes menos comuns. E realmente sur-
preendente o fato de podermos extrair uma caracteristica universal sem nos importarmos com
quais nacdes estavam envolvidas nos conflitos, qual seus poderes bélicos, quem eram seus li-
deres, quais os motivos dos conflitos. Esse € um exemplo de como simplicidade pode aparecer
através da complexidade.

Uma vez identificada uma dindmica complexa, queremos também quantificd-la. Uma forma
de fazermos isso consiste em identificar eventos discretos, medi-los e elaborar a distribuicdo de
probabilidade deles. O motivo para querermos distribui¢des de probabilidade € porque elas nos
mostram a propor¢do entre a ocorréncia de pequenos e grandes eventos. Isso, de certa forma,
serve para estimarmos o quao € menos provdvel que um evento maior ocorra.

Para uma andlise mais precisa desse tipo de sistema € preciso que seja feita uma medi-
¢do das varidveis a serem estudadas em funcdo do tempo. Esse conjunto de dados é chamado
de série temporal. Uma série temporal dita estaciondria apresenta a caracteristica de se de-
senvolver de forma aleatéria em torno de uma média fixa, como mostra a figura 1.1. Na secao
seguinte, apresentaremos uma grandeza comumente observada quando se analisa um fendmeno
complexo.

1.2 Densidade Espectral de Poténcia

Uma forma de analisarmos uma série temporal associada a um fendmeno de flutuacio é
através da sua densidade espectral de poténcia (PSD, sigla em inglés para "Power Spectral
Density"). Para termos uma ideia inicial, vamos enteder o que significa PSD através das pa-
lavras que constituem este acronimo. Poténcia aqui ndo diz respeito a poténcia (energia por
unidade de tempo) usualmente medida em watts, mas sim a poténcia relacionada com a mé-
dia quadritica de um sinal. O termo espectral se refere ao fato da PSD ser uma fungdo da
frequéncia. Densidade tem a ver com o fato da unidade da PSD ser do tipo intensidade por
frequéncia, ou seja, se quisermos saber o valor dessa intensidade em um determinado intervalo
de frequéncias, basta integrar a densidade espectral de poténcia com a frequéncia no intervalo
desejado.
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Série Temporal Estacionaria

Observagies

Tempo

Figura 1 - Exemplo de série estaciondria. Podemos ver que os valores estdo variando ao longo
do tempo em torno de zero. Figura retirada de [19].

A PSD nos mostra a intensidade das variagdes em funcao da frequéncia. Isso quer dizer que
ela nos diz em quais frequéncias as variacdes sdo mais fortes ou mais fracas. Essa grandeza
pode ser dtil em diversas aplicacdes. Na industria, por exemplo, ela pode auxiliar na detec¢do
de falhas em motores industriais [8], no que tange a sadde, ela pode ajudar em estudos sobre
frequéncia cardiaca em fetos humanos [9]. Quanto antes pudermos consertar um motor, mais
rapidamente a empresa que o possui poderd voltar a sua produgdo habitual. A observagdo de
como se comporta a frequéncia cardiaca de um feto ainda dentro do ttero pode ser proveitosa
para oferecer tratamento desde cedo, caso necessario.

Nesta dissertag@o, faremos uma andlise da PSD de uma dindmica complexa. O fendmeno
a ser estudado € a invasdo de um fluido em um meio poroso. No experimento ¢ medida a
pressdo de um liquido quando ele estd sendo for¢ado, pelo ar sob pressdo atmosférica, a sair
do meio poroso. Em uma abordagem inicial aplicaremos um modelo onde consideramos que
essa pressdo observada se comporta como uma série de relaxacdes exponenciais. Também
serd levado em conta que a taxa de decaimento é uma varidvel aleatéria com distribui¢do de
probabilidade constante [10]. Apresentaremos também outros modelos onde consideraremos
que a taxa de decaimento possui outras distribuicdes de probabilidade e calcularemos suas
respectivas densidades espectrais.

1.3 Dinamica Hierdrquica

Uma maneira de estudarmos séries temporais estaciondrias consiste em considerarmos uma
superposicdo de estatisticas. Nessa abordagem, assumimos que existam duas escalas de tempo
bem separadas, uma mais rdpida (sinal) e outra mais lenta (background). O resultado serd
uma combinagdo das duas. Nesta dissertacdo, faremos uma superposi¢do estatistica e também
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apresentaremos um modelo para a dinamica subjacente. Isso oferece uma descricdo mais com-
pleta do que se analisdssemos apenas uma escala. A descri¢do dindmica serd feita pelo cdlculo
das solucdes estaciondrias das equagdes de Fokker-Planck associadas as equagdes diferenciais
estocdsticas.

De forma geral, teremos um conjunto de equagdes diferenciais estocdsticas acopladas, cada
uma associada a uma escala do sistema. Dizemos que existe uma hierarquia pelo fato de uma
escala estar relacionada com outra contigua em uma espécie de rede ou cascata. Este tipo de
dinamica hierdrquica foi introduzida no trabalho de Salazar e Vasconcelos [11] inicialmente
com o propésito de estudar fluidos turbulentos, mas esses modelos ja se mostraram adequados
para a descri¢c@o de outros sistemas.

Um dos propdsitos deste trabalho consiste em considerar que a taxa de decaimento pos-
sui uma dinamica hierdrquica tal como no modelo de Salazar e Vasconcelos. A partir desta
hipétese, calcularemos a densidade espectral do sistema. Como se trata de um modelo que
envolvem multiplas escalas, precisaremos determinar quantas escalas temos no experimento.

Os outros modelos que usaremos ndo dizem respeito a taxa de decaimento. O que faremos
¢ considerar que o sistema pode ser descrito como um pocesso de Ornstein-Uhlenbeck com
outras duas escalas. Por meio da fun¢do de correlagdo, calcularemos a densidade espectral de
poténcia.

1.4 Organizacao da Dissertacao

Este capitulo introdutdrio teve como objetivo apresentar conceitos fundamentais para um
bom entendimento do resto da dissertagdo. No capitulo seguinte, inicialmente, calcularemos
qual a PSD de uma série de relaxagdes exponenciais. Posteriormente, vamos apresentar di-
ferentes modelos hierdrquicos e adicionalmente calcularemos as distribuicdes de probilidades
associadas a eles. No capitulo 3 calcularemos a PSD levando em conta que a taxa de decai-
mento exponencial tenha uma dinamica descrita tal como os modelos hierdarquicos apresentados
no capitulo 2. Em seguida, apresentaremos um modelo que trata o problema como sendo um
processo de Ornstein-Uhlenbeck duplamente hierdrquico. Ao final desse capitulo, faremos uma
descric@o do experimento de invasdo de um meio poroso ¢ a andlise dos dados. Essa andlise
serd uma comparacdo entre a PSD obtida experimentalmente e calculada pelos modelos no
capitulo 3.
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2 Densidade espectral de sistemas complexos

No capitulo introdutério apresentamos o que sdo sistemas complexos, mostramos suas ca-
racteristicas e citamos exemplos. Fizemos também uma discussdo qualitativa sobre a densidade
espectral de poténcia, PSD. Partiremos agora para um estudo quantitativo dessa grandeza. Ao
longo do texto, nos referiremos a PSD apenas como densidade espectral.

As séries temporais dizem respeito a uma grandeza que estd modificando seu valor ao longo
do tempo. A densidade espectral ndo possui dependéncia temporal, mas varia com a frequéncia.
O fato de querermos mudar do dominio do tempo para o dominio da frequéncia nos diz que pre-
cisaremos de uma transformada de Fourier. Para estabelecer a notagdo, considere inicialmente
uma série temporal p(t). A sua transformada de Fourier é dada por

P(w) = / ; p(t)e " dr. 2.1)

— 00

A densidade espectral € entdo definida como [12]
S(w) = |P(w)[*. (2:2)

Entretanto, para muitas séries temporais de interesse a transformada de Fourier pode ndo existir
formalmente. Nesse caso, ¢ melhor trabalhar com uma transformada de Fourier truncada, em
que o sinal € integrado ao longo de um intervalo finito de tempo [0, T'|:

T .
Pr(®) = /0 p(0)e— @ dr. 2.3)

A densidade espectral de poténcia, ou simplesmente, densidade espectral, de um sinal aleatério
p(t) pode entdo ser definida como

1
S(@) = lim —(|Pr(0)[?), 24)

onde (.) denota a média sobre realizagdes (média no ensemble).

A seguir vamos apresentar um modelo usado para descrever séries temporais que apresen-
tam um comportamento caracterizado por uma sequéncia de relaxacdes exponenciais € analisar
a densidade espectral correspondente. Em seguida passaremos a estudar modelos mais gerais
em que a taxa de realiza¢ao dos pulsos varia aleatoriamente de pulso para pulso.

2.1 Relaxacao exponencial

Vamos considerar um modelo de série temporal em que os dados sdo vistos como gerados
de um sistema submetido a uma relaxacdo exponencial. Isso significa que podemos observar
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que a magnitude da grandeza medida sofre uma mudanga brusca seguida de um decaimento
exponencial para um valor de referéncia, tomado como zero.
Inicialmente, considere um unico pulso desse tipo dado por

pa(0) = {Z’e_l,f RN @5)
Tomemos agora a transformada de Fourier desse processo, isto é
P)=[ p " pa()e @dr = A / SR " (2.6)
- A+iow
A densidade espectral desse pulso € portanto dada por uma lorentziana
2 A?
S(@) =P(0)" =755 2.7)

Vamos agora considerar que ao invés de haver apenas um tnico pulso existam diversos pulsos,
uma sequéncia deles tal como mostrado na figura 2.1. Cada um desses pulsos € descrito como

pa(t.1) = Ae MK (2.8)

parat >ty e py(t,ty) = 0 parat < t;. Isso significa que para termos o sinal completo, basta
juntarmos todos eles. A transformada de Fourier desse conjunto de pulsos € dada por

t t —(A+iot
/Zp;tttk —ior gy — AZel“’k/ o) gy = l+lw2e’“”k (2.9)

Para essa sequéncia de pulsos, vamos calcular a densidade espectral como

A? A’r
Slo) = PR T <Z€’wt" >: A2+ 0?’ (10

onde r € a taxa média de ocorréncia dos pulsos. Usando o fato que w = 27 f, chegamos em

AZr

S(fIA) = ey 2.11)

Na discussdo acima considerou-se que todos os pulsos p; (¢,#;) tém a mesma taxa de relaxa-
¢éo A, de modo que a densidade espectral “média” segue sendo descrita como uma lorentziana.
Contudo em sistemas que apresentam uma dindmica como mostrada na figura 2.1, a densi-
dade espectral empirica ndo é bem descrita por uma lorentziana. Nesse caso € necessdrio fazer
uma extensdo do modelo. Um primeiro passo nessa dire¢ao foi dado em [10], onde os autores
trataram a taxa de relaxacdo A como sendo uma varidvel aleatéria com uma distribuicdo de
probabilidade especifica, como discutido a seguir.
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Figura 2 - Relaxagdes exponenciais em sequéncia. Podemos notar que a pressio decai de uma
forma abrupta e depois volta, exponencialmente, para um certo valor. Esse processo ocorre
vdrias vezes. Figura gerada a partir dos dados medidos de [10]

2.2 Distribui¢ao uniforme de taxas de relaxagdo

Existem fendmenos fisicos que podem ser descritos pelo modelo que foi apresentado ante-
riormente, onde a dindmica é caracterizada por uma série de pulsos exponenciais. Um trabalho
recente [10] fez um estudo sobre a invasdo de fluidos em um meio poroso. No experimento de-
crito neste trabalho, as pressoes do fluido foram medidas e notou-se o padrdo que estd mostrado
na figura 2.1. Uma discussdo mais detalhada do experimento serd feita na secdo 3.7.

Uma outra contribui¢do deste trabalho foi propor que a taxa de decaimento A néo seja mais
constante, mas sim uma varidvel aleatéria com distribui¢ao uniforme da forma

1
p(4) R (2.12)
onde 4 = 2xf; e f; é um pardmetro do modelo representando uma frequéncia de transicdo
entre os regimes de baixa e alta frequéncias. Essa distribuicdo de probabilidade estd definida
entre 0 ¢ 27 f;. Agora que A é uma varidvel aleatdria, para calcularmos a densidade espectral
do modelo devemos fazer uma média sobre A. Ou seja, a densidade espectral S(f) é dada pela
uma integral de superposi¢do

)= [ SR @13

Substituindo as equagdes (2.11) e (2.12) na integral acima, e lembrando que A, = 27 f;, temos
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que a PSD resultante é [10]

A?r < fi )
S(f) = ———arctan | — |. (2.14)
Nos limites de baixa e alta frequéncias, temos os seguintes comportamentos:
A’r 1
-, se < fn
S(f) =< 531 (2.15)

mf—z, N f>>fr

Esta dissertacao tem como objetivo estender esta proposta incorporando ideias de modelos hi-
erdrquicos. Mais especificamente, vamos analisar diferentes modelos para a distribui¢éo p(1)
e calcular as respectivas densidades espectrais. Uma importante diferenca na nossa abordagem
¢ que a distribui¢do p(A) serd obtida a partir de um modelo dindmico, descrito por um con-
junto de equagdes diferenciais estocdsticas, e ndo prescrita a priori como em [10]. A préxima
secdo introduzird os modelos que serdo utilizados para calcularmos a PSD. Esses modelos di-
zem respeito a dindmica da varidvel A. No capitulo 3 estudaremos as respectivas densidades
espectrais S(f) geradas por cada modelo de p(4) e compararemos as previsdes tedricas com o
experimento de invasdo em meios porosos.

2.3 Modelos Hierdrquicos

Quando estudamos um sistema composto por vérios elementos € preciso que saibamos quais
as varidveis mais importantes para descrevé-lo. Ter um entendimento de como este sistema
evolui, utilizando numa quantidade reduzida de varidveis, é o objetivo principal da mecénica
estatistica de equilibrio e este argumento € valido também quando estamos tratando de meca-
nica estatistica de ndo-equilibrio. Nesse segundo caso o objeto de estudo € entendido como um
processo estocdstico, ou seja, as varidveis relevantes evoluem probabilisticamente no tempo.
Entretanto, essas varidveis podem estar evoluindo em escalas de tempo e/ou espago diferentes.
E possivel que para um mesmo sistema exista uma grandeza que estd mudando de valor de uma
forma bem rdpida e uma outra que lentamente modifica sua magnitude.

Essas varidveis relevantes podem estar acopladas, ou seja, pode ser que o valor de uma
varidvel dependa do valor de uma segunda, e o valor desta segunda varidvel dependa de uma
terceira e assim por diante gerando uma certa hierarquia entre elas. Este emaranhado de de-
pendéncias pode ser resolvido se as varidveis evoluirem em escalas que sejam bem diferentes
(maiores ou menores) umas das outras.

Um modelo proposto por Salazar e Vasconcelos [11] descreve um sistema com as carac-
teristicas do que foi descrito acima. Esse modelo surgiu no estudo de fluidos cldssicos mas
ja foi aplicado em outros contextos, como mercado financeiro [13] e lasers aleatdrios [14]. O
modelo compde-se de um conjunto de equacdes diferenciais estocdsticas com escalas bem dis-
tintas e com certas restrigoes dindmicas. Neste capitulo, vamos aplicar o modelo hierdrquico de
Salazar e Vasconcelos para descrever a densidade espectral de sistemas com multiplas escalas
de tempo. De inicio serdo apresentados alguns modelos hierdrquicos gerais,com o objetivo de
encontrar uma distribuicdo de probabilidade que leve em consideracdo multiplas escalas.
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Partiremos agora para uma descri¢cdo matematica do que foi explicado na introdug@o dessa
secdo. Mostraremos um modelo que é a0 mesmo tempo dindmico e hierdrquico. E dindmico
pois apresenta uma equacio diferencial estocdstica que diz como o processo ocorre e € hie-
rdrquico porque existe uma conexdo entre esses processos. Esta conexdo ocorre em camadas
que possuem ligagcdes entre um nivel e o seu antecessor. Para comecar, considere um sistema
descrito por um conjunto de varidveis aleatérias €, i=1,...,N. Essas varidveis possuem aco-
plamentos aos pares tal que & tenha dependéncia em &_;. A equagdo diferencial estocdstica
de uma unica variavel g é [13]:

onde as constantes ¥ e k; sdo positivas e dW; sdo processos de Wiener. Esse modelo é con-
sequéncia de alguns principios bdsicos como invariancia de escala, condi¢do de equilibrio e
a positividade de €. O que faremos agora é assumir que todas essas varidveis &, i = 1,...,N,
possuem uma equacdo diferencial estocdstica tal como a equacdo acima. Fazendo isso, teremos
o seguinte sistema de equagdes acopladas:

dgl =-N (81 — So)df —+ Klgfs(%_deh (217)
dey = —s(& — &)di + Kr€3e| "dWs, (2.18)
dey = —yw(en — ev—1)dt + kyeyey_dWy. (2.19)

Os valores de s serdo escolhidos de modo a obtermos solug¢des analiticas da equacdo de Fokker-
Planck associada a cada uma das equacdes diferenciais estocdsticas, esses valores sdo s = 1 e
s=1/2.

Vale recordar que se a equacdo diferencial estocdstica da varidvel aleatéria X (1) é

dX(t) =a(X,t)dt+b(X,t)dW, (2.20)

entdo, a equagdo de Fokker-Planck associada a (2.20) é
1
0,p (x,t|x0,10) = —dva(x,t)p(x,t|xo,t) + §8§b(x,t)2p(x,t|xo,t0) (2.21)

onde p(x,t|xo,%p) é a densidade de probabilidade condicional da varidvel X (). Vamos agora
considerar cada um dos dois valores de s separadamente.

2.3.1 Caso s =1 (Modelo de Hull-White)

Primeiramente vamos encontrar as solucdes de forma individual, entretanto, como pode ser
notado, as equagdes possuem estruturas semelhantes, o que nos permite resolver o problema
de uma forma mais general. Para isso, basta considerarmos uma escala arbitrdria e a escala
anterior. De forma generalizada, para s = 1, a i-ésima equacao diferencial estocdstica é

dgi = —}/i(gl- — Ei_l)dt + Kleldm (222)
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A equacio de Fokker-Planck associada a equagdo (2.22) é

[T
ohpi (& til€i 1,1 1) + O, [Vi(& — & 1) pil&itil€i 1,8 1) + 53&[7(,7 & pi(&itil&1,ti1)] =0
(2.23)
Vamos manter & _ fixo e introduzir uma notagdo mais compacta, com isso temos que

pi(&i.til€i—1,ti—1) = pi(&i ;). (2.24)

Para tempos muito longos o sistema atinge o equilibrio estatistico, o que faz com que a distri-
buicdo se torne estaciondria, ou seja,

lim pi(&i1:) = pi(&)- (2.25)
Com isso, podemos reescrever a equagdo (2.23) como
1
0;pi(€:) + g [vi(& — &i—1)pi(&)] + Eaé[’(izgizpi(gi)] =0. (2.26)

A distribuicdo de probabilidade p;(g;) ndo tem dependéncia temporal, portanto o primeiro
termo da equacdo acima € nulo. Isto resulta em

1
g, vi(& — €i-1)pi(&:)] + Eaé[Kiz%zPi(Si)] =0. (2.27)
Logo
Bioe;[(e: — &i-1)pi(&)] + 9z & pile)] = 0, (2.28)
onde oy
Bi = K—Z’ (2.29)

Integrando a equagdo anterior, temos

Bil(ei — &i-1)pi(&)] + 95 €7 pilei)] = 0. (2.30)
Para darmos continuidade faremos a seguinte substitui¢io p;(&;) = €2pi(&). Ao fazermos essa
troca, a equagdo acima fica

Bi(ei;zei_l)ﬁi(gi)- 2.31)

1

aEiﬁi(8i> - -

Deixando do lado direito da equag@o apenas os termos que nao dependem de p;(&;), obtemos

Vo Bilei—&-)
maeipl(&) - o

1

, (2.32)
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cuja integracdo nos da
~ E—& 1 ~
In[p;(&)] = _Bi/%d&-i-c (2.33)
i
Agora iremos retirar o argumento do primeiro termo do logaritmo ao mesmo tempo que retor-
naremos a antiga densidade de probabilidade

g2 pi(&) :Cexp[ B,/%ds,], (2.34)

onde C = exp (C). A integral que aparece é facilmente resolvida quando a dividimos em duas,
resultando em

_C oo BiEio
pi(e;) = 2P [—Bllnel— . ] (2.35)
ou seja,
C i€i—1
pi(E) = =5 exp[—ﬁTi] (2.36)

A constante C é determinada ao normalizarmos p;(€;). Normalizando, temos

/Ooo pi(&)de =1, (2.37)

que em vista de (2.36) torna-se

C/ hi-2 exp _ bie- l}de,_l (2.38)

&

Faremos agora uma substituicao de varidveis tal que t = B’ET’;I isso implica em dt = — %d&
e a integral assume a forma

—C / "(Bigi_1) ' exp(—t)dt =1, (2.39)
ou ainda, _

CW /0 tPiexp(—t)dr = 1. (2.40)

A integragdo acima é a forma integral da funcdo gama, neste caso ela é igual a I'(f; + 1). Com
18s0, obtemos o valor da constante C

(Bigi—1)Pit!

TG

(2.41)
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Portanto a distribui¢do de probabilidade condicional é

_ (Big—)Pt g

pi(&lei-1) = W% €Xp [—

Essa € uma distribui¢do do tipo gama inversa. A forma que ela foi encontrada independe da

camada que se deseja calcular, uma vez que a conta foi feita mantendo a generalidade. Entre-

tanto ela diz respeito a um tnico nivel e o que queremos € uma solucao que leve em conta o fato

de o sistema possuir vdrias dindmicas ao mesmo tempo. Para isso, vamos introduzir a fung¢do

Py(€en), que € a distribui¢do de probabilidade da varidvel €y, a qual estd na N-ésima camada.

Como estamos admitindo uma grande separacdo de escalas, ou seja Yy > Ww—1 > ... > 1, po-

demos encontrar o valor dessa distribuic@o a partir das distribuicdes de probabilidades condi-

cionais de todas as camadas anteriores. Para isso, integramos sobre todas as escalas anteriores.
Primeiro temos,

l3i€i—1] .

& (2.42)

pn(en) = /P(€N|8N—1 )P (en—1)den—1. (2.43)
Repetindo esse processo recursivamente até a escala €1, obtemos,
pN(SN) = /dSN_l... /dslp(£N|£N_1)...p(81 |80). (2.44)

Para resolvermos essas integrais usaremos dois recursos matematicos. O primeiro € a transfor-
mada de Mellin que € definida como [15]

AT} ) =F(s) = [ 27 fwd (2.45)
O segundo € a férmula de Parseval [15]
oo 1 Cc+ioo
/0 F)g(x)dr= - /  F()G(1-s)ds. (2.46)

onde F(s) e G(s) sao as transformadas de Mellin de f(x) e g(x) respectivamente.
Primeiramente, vamos encontrar a distribuicdo p (&) através das distribui¢des condicionais
p(&€r) e p(er|€p), assim temos

pz(ez):/o p(&€1)p(el|en)de. (2.47)

Utilizando a equac@o (2.42) na integral acima, obtemos

Br+1

_B2_2 ﬁ +1 oo
B e (Bi&o)™! / Byt 1 B Ber| —p—2 B Bi€o
p(&) = T TGt 1) Jo g7 exp e g exp e de). (2.48)

Para dar continuidade, vamos usar as seguintes propriedades das transformadas de Mellin:

A A{f(ax)} (s) =a F(s), (2.49)



MAf(a/x)}(s) = A {f(ax)} (—s) = a’F(—s), (2.50)
///{xb f(x)} (s) = F(s+b), 2.51)
M e} (s) = a I (s). (2.52)

&

Definamos agora as fungdes g(x) = xP2*1exp [— @] e f(x) =xP2exp [— '—80] , onde

fizemos x = €. Usando (2.51) temos que

AMA{gx)}(1—s5) = /[{ P exp [— %C] } (1—1s) :%{exp [— %C } (24+B—s)
(2.53)
Usando agora (2.52), temos
(g0} (1-0) = (B) 7 re gy, @.54)
Fazendo o mesmo procedimento com f(x), obtemos
_ —pBi—2 Bi&o
MA{f(x)}(s) =4 {x exp [— T] } (s). (2.55)

Desta vez precisaremos usar a propriedade (2.50), que implica em

///{x_ﬂl_zexp [— ﬁngO] } (s)=.H {xﬁﬁzexp [—Bleox] } (—s). (2.56)

Pela propriedade (2.51), temos entdo que

MAf(x)}(s) = %{xﬁl+2exp [—ﬁleox] }(—s) = ,///{exp [—ﬁleox

}(2+ﬁl _S)7

(2.57)
e pela (2.52):

M {exp [—ﬁleox

}(2+BI—S) (Bigo) ®TP=9r (2 + By — ). (2.58)

Obtivemos assim as transformadas de Mellin das func¢des que aparecem no integrando de
(2.48). Para encontrarmos a distribui¢do de probabilidade da varidvel & vamos utilizar agora a
férmula de Parseval. Substituindo os valores encontrados em (2.54) e (2.58) na equacdo (2.48)
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segue que
| plealenpeende -

1 1 C+Fioco & —S
BIBZF(BI+1)F(ﬁ2+])802_m/c_l_oo <B|ﬁzeo) L2+ B — L2+ By —s)ds

Esse resultado pode ser escrito de uma forma diferente, em termos da funcdo G de Meijer
definida por [16]

m,n ﬁl’
Gpa (Zq

Onde d, = (ai,...,an,...,ap) € by = (b1, ..., bm, ..., by).

Vamos agora comparar a defini¢do (2.60) com a equacao (2.59). De imediato vemos que
X = ﬁlzzﬁo' Além disso, notamos que na equagdo (2.59) ndo existe uma funcdo gama cujo
argumento tenha a varidvel s positiva, isto implica em m = 0. Da mesma forma temos duas
funcdes gama onde aparecem s negativo no argumento, isso resulta em n = 2. A auséncia de
fung¢des gama no denominador mostra que ndo existem indices entre a, € ap, ou seja,n =p e

(2.59)

xds, (2.60)

1 Tzlr(b~+s) " F(l—aj—s)
2mi 7LH§:n+1F(a1+S)H] m+1F(1—bj—s)

d, = (ay,az). Pelo mesmo raciocinio temos que m = p e Bq = 0. Comparando os argumentos
das fungdes gama vemos que a; = —f3; — 1 e ap = —f3, — 1. Agora temos todos os indices
necessdrios para construir a funcdo G de Meijer. Concluimos entdo que a distribui¢do p> (&)
pode ser escrita como

e 1 &
8)= &le1)p(er|en)de = G —Bi—1—p>-1
(2.61)
Dentre as intimeras propriedades que a funcdo G de Meijer possui existem algumas que
serdo lteis para darmos continuidade. Sao elas:
1
—) , (2.62)
X

e—x:cg;?(a ) g
x) , (2.63)

p~mn| % mn | dptP
X G <b X —G <77 B
ﬂ). (2.64)

0 1 m-+v.,n+ A
Gmn X dX— - n+u _’Ila ;L'v_'p
/0 P,q 77 dr é fé p+t,gto [ g
Assim como calculamos a distribui¢do p (&) podemos encontrar a distribui¢do para as de-
mais varidveis, isso € mais pratico de ser feito utilizando as propriedades acima das funcdes G.
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Vamos, por exemplo, ver qual a distribuicdo da varidvel €3. Pela equacdo (2.44) temos

ps(es) = [ [ pleleplenlenp(erlendeide. (2.65)
ou

p3(&3) = /P(83|82) (/P(82|81)P(81|80)d81>d82, (2.66)

onde o resultado da integra¢@o entre paréntesis é p,(&;). Utilizando das equagdes (2.42) e
(2.61) obtemos

Bz&r
A L “hilopect
p3(&s) _/0 I(B3+1) [31[321"([31+1)F([32+1)80G20< ﬁlﬁ

Essa integracdo € facilmente calcul¢ada se conseguirmos modificd-la para que ela se torne o
produto de duas fun¢des G. Inicialmente, note que pelas propriedades (2.62) e (2.63)

A _Ba (Be B of | Bse o - |B&
(8_3 e 3 = 8_3 GO,I 0 8_3 :GOJ B3+1 8_3 . (268)

Substituindo o resultado acima na equacao (2.67), resulta

)dez (2.67)

1
€
pales) = BiBL(Bi+1) + DB +1) 8083 260
TG02 [ ~m-tpe1| 2 3€zd 69
0 29 B1 B0 ﬁ3+l €.
Usando (2.64) com n = m e = g—; chegamos em
1 03[ —Bi—1,—By1,—PBs— &
€ G Bi—1,—Ba—1,=B3—1| _ =2
P3{&) = B B BB + DT (B + DB + Do 3@( : BiB:Boey
(2.70)

Note que esse processo pode ser repetido para as demais escalas. A dnica diferenca é que
aumentard o ndmero de termos conforme se aumenta a escala. Finalmente, para uma escala
arbitraria N, temos [13]:

‘,

pn(en) = ;)GNO< B_

&
_ N 2.71)
gol'(+1 £

onde

N
i=0
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r(B+1) :fv[F(Bi+1), (2.73)
i=0
—B-T=(=Bi—1,-Bo—1,...—By—1). (2.74)

2.3.2 Caso s = 1/2 (Modelo de Heston)

O procedimento que serd realizado agora segue a mesma linha do que foi realizado na sub-
se¢do anterior. De forma generalizada, para s = 1/2, a i-ésima equacao diferencial estocastica

z

€
de;=—vy(g—¢&_1)dt + iqeil/zeil_/fdm. (2.75)

Procederemos como no caso anterior: €_; serd mantido fixo e teremos um tempo tdo longo
que a distribuigdo serd estaciondria. A equagdo de Fokker-Planck associada a (2.75) é

Bide,[(€: — &i—1)pi(€:)] + 9z [ei€i—1pi(€:)] =0, (2.76)
onde B; é dado em (2.29). Integrando uma vez a equagdo acima, temos
Bi(& — €i-1)pi(&i) + g [€i€i-1pi(€:)] = 0. (2.77)
Faremos agora uma mudanga de varidvel p;(&;) = &_1€;p;(&;), donde segue que

;aeiﬁi(gi) — _M (2.78)

pi(&i) £€i_1

Integrando a equacdo acima, obtemos

E—&_ ~
lnﬁi(&'i) = —Bi/ud&j +C, (2.79)
&1
e voltando para a distribui¢do anterior:
B (& —&-1)
pi(er) = exp | —Bi [ ———de|, (2.80)
i€i—1 . €i&i—1
que apds a integragdo resulta em
C Bi&i
(&) = — Ing; |, 2.81
pi(&:) 8l_gi_lexP[ .- +Biln l] (2.81)

ou mais simplesmente

Bt =
pii) = ng_ exp [— 5’8‘] . (2.82)
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Queremos que esta distribuicdo seja normalizada, ou seja,

/p, &)de; = l_/ ghi- exp[ B"] g=1. (2.83)

Fazendo r = ﬁ ’81 ,dt = ﬁ_ temos

ﬁi_l -1 oo
C (& Bi ) / Bi—1 1
P dr=1. 2.84
8i1< Bi ) (&'1 0 ¢ (2.84)

Novamente aparece uma fun¢do gama e portanto

e, \Bi
C — (ﬁl/gl—l) . (285)
€i-1 L(B:)
A distribui¢do de probabilidade condicional normalizada é entdo dada por
(Bi/e-1)P g1 { ﬁi&}
&g —————¢&"' exp|— , (2.86)
( l| 1— 1) (ﬁl) i p 81'—1

que € a distribui¢do gama.

Queremos novamente uma distribuicao que leve em conta o fato de o sistema possuir varias
dindmicas com escalas bem separadas. De forma andloga ao modelo de Hull-White, vamos
inicialmente considerar a distribui¢do para apenas duas escalas. Ao substituirmos a equagdo
(2.86) na (2.47) temos

ehl
P () = ﬁzz(ﬁz ﬁli/eo / dse [3282/618{31—16—13181/80_ (2.87)
2)

Faremos agora a transformada de Mellin sendo £, = x, g(x) =x P2e=F282/% ¢ f(x) = xP1—1ePrx/eo,
Novamente utilizando as propriedades das transformadas de Mellin, temos

i {x—ﬁze—ﬁzﬁz/x} (1—s)= j/{xﬁze—ﬁﬁﬂ} (s—1)=

(2.88)

A { P (B 145) = (Bre) " BIHIT(B — 14-9).

E também

ﬁ] 1+S)

//z{xﬁl—le—ﬁlx/eo} (5) = ///{e—ﬁlx/eo} (Bi—1+s)= (ﬁl) T(B —1+s). (2.89)

Usando a férmula de Parseval junto com as duas transformadas de Mellin encontradas acima
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em (2.87) obtemos

/0 p(eslen)p (e1]e0)de =

1B L/”’“ (ﬁlﬁzsz
L(B1)T'(B2)eo 2mi €

Queremos agora expressar essa integral como uma func¢io G de Meijer. Comparando a integral
acima com (2.60) vemos que x = %. Temos apenas duas fungdes gama com argumentos
contendo a varidvel s positiva e nenhuma fun¢do gama no denominador, isso resulta em m =
g=2en=p=0,também temos que d, =0, b; = f; —1 e B = B, — 1. Substituindo tudo
iSso, segue que

(2.90)

)_Sr(ﬁl —145)T (B — 1+ s)ds.

c—ioo

C(B1)T(B2)eo

Queremos agora a distribuicao da varidvel €3. Substituindo o resultado acima na equagdo (2.66)
temos

pren) = [ plerlenplelender = Lz)Gé:é’ <m—fﬁ2—1

Bi1B&2
) 2.91
o ) (2.91)

1B / By Bl — 20 - BiB&
&) = dg & 38 37 B3£3/£2G
pales) L(B1)T(B2)eo I'( ﬁ% 2(Bs/ ) Prtht| g
(2.92)
Observe agora as seguintes relacoes:
(3_'3383/82 — GI,O — ﬁ%g’; — GO,] 1 82 (293)
0.1 0| g, 10\ = Byes |
B3€3>B3 Bses/er < & )B3 0,1 & 0,1 €
UEhEs =(——] Gyltlo=)=6G|"P 2.94
< & ¢ Bs&; 1o Bs&s 1o B&s (&%)
Substituindo os resultados acima em (2.92), resulta
B1 > / ) 2,0 - BiB2&
&) = de;Gy | 1P G Ut
PoE) = BT BT (B Jeoes Jo By | G0z \ |
(2.95)
Usando a propriedade (2.64) chegamos em
B1B2Bs 0 BiBBses
&)= Gy 2.96
PsE) = R BT BT By T0% \ et | g (296

Podemos notar novamente que surge um padrdo e todas as escalas seguintes podem ser feitas
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da mesma maneira. A distribui¢do de probabilidade para a camada N serd da forma [13]

() No[ — | W&
-GN ., , 2.97
P b e, O (’3“ @ ) =
Onde o € definido por (2.72) e

. N
r(B) =[]T(B), (2.98)

i=0
B-T=Bi—1,p—1,..Bv—1). (2.99)

O préximo modelo a ser discutido leva em conta a possibilidade de as varidveis €; terem
um limite superior e inferior (classe beta) ou um limite inferior maior que zero (classe beta
inversa).

2.3.3 Classe Beta

Nesta secdo vamos considerar o caso em que € € positiva, mas limitada superiormente.
Levando em conta que a varidvel & pode estar limitada por cima, vamos tomar sem perda de
generalidade esse limite superior como sendo 1. Considere entdo a seguinte equagdo diferencial
estocdstica:

de = —vy(e—€)dt +x\/€|1 —€ldW, (2.100)

onde 0 < € < 1 e € é uma constante com 0 < € < 1. Novamente queremos solugdes estaciond-
rias. Dessa forma a equacgao estaciondria de Fokker-Planck associada a (2.100) é

Boe[(e —&)p(e)] + ¢ [e(1 —&)p(e)] =0, (2.101)
onde B é dado por (2.29). Integrando uma vez a equagdo acima, temos
Ble—E)p(e) + dele(1—€)p(e)] = 0. (2.102)

Fazendo a substitui¢ao p(€) = (1 — €)p(€), temos

< __P(e)
_ _ 2.1
a&'p(g) B(S 8)8(1 _8)7 ( 03)
que resulta em ) )
pe) =ePE(1—g)PU8) (2.104)
E a distribuicdo estaciondria normalizada serd
r
p(e) = Msv‘l(l—s)“‘l, (2.105)

I(v)E(u)
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que € a distribuicdo beta com parametros
v = f3E, (2.106)
u=p(1-¢&). (2.107)

2.3.4 Classe Beta Inversa

Agora vamos considerar o caso em que a varidvel tem um limite inferior maior que zero,
ou seja, € estd sempre acima de um valor minimo, que serd tomado como 1. Para fazermos isso
precisamos de uma equacao diferente. Considere a equacgdo diferencial estocastica

de = —ye(e —&)dr + xke\/e — 1dW, (2.108)

onde € > 1 e € > 1. A equacdo estaciondria de Fokker-Planck associada a equag@o acima ¢
Bel(e — E)p(e)] + 02[e>(e — 1)p(e)] = O, (2.109)
com f dado por (2.29). Faremos uma substitui¢iio de varidveis tal que p (&) = &*(e — 1)p(€) e

isto resulta em
p(€)

dep(€) = —5(8—5)m7 (2.110)
que resulta em ) )
pe) = (e—1)PENg=PE 2.111)
E a distribuicdo estaciondria normalizada é
F(v+a) -
€)= —————€ 1—¢€ K s (2112)
p(e) TVT(R) ( )
onde
V=342, (2.113)
pg=pE-1). (2.114)

B possivel gerar distribuicdes hierdrquicas, isto é, com N escalas, para as familias de distri-
buicdes das classes beta e beta inversa. Entretanto, para nossos propdsitos aqui, consideraremos
apenas o caso N = 1 para essas duas classes de distribui¢des. A continuagdo desse trabalho serd
testar qual dessas classes melhor se encaixa para uma descri¢io da densidade espectral de sis-
temas hierdrquicos, o que serd feito no préximo capitulo.
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3 Densidade espectral de sistemas hierarquicos

Uma vez que ja foram apresentados alguns modelos hierdrquicos e que ja obtivemos suas
respectivas distribui¢cdes de probabilidades, vamos agora dar um passo adiante. Queremos
calcular a densidade espectral associada a cada um deles.

Para fazermos isso, vamos considerar sistemas que evoluem no tempo através de uma
sequéncia de pulsos de relaxacdo exponencial em que a taxa de decaimento A é uma varidvel
aleatdria que possui uma dinamica hierdrquica descrita pelos modelos apresentados no capitulo
2. Por conveniéncia, introduziremos uma outra variavel, € = A2, a qual permite um melhor
desenvolvimento dos procedimentos que serdo realizados.

Ao longo deste capitulo, também serd exposta uma forma alternativa de olharmos para
esse problema. Serdo apresentados dois modelos que dizem respeito a processos de Ornstein-
Uhlenbeck duplamente hierdrquicos. Faremos o desenvolvimento dessa parte com o auxilio da
funcio H de Fox. O objetivo serd mostrar a densidade espectral para esses dois casos.

Por fim, serd feita uma anélise que compara os resultados calculados da densidade espectral
com a densidade espectral experimental obtida de um experimento de invasdo de meios porosos.
O propésito serd calcular, através do método de minimos quadrados, quais os melhores valores
dos parametros que fazem a curva tedrica mais se aproximar dos valores empiricos.

3.1 Densidade Espectral Hierarquica: Introducédo

No capitulo 2 calculamos qual o valor da densidade espectral para uma série de relaxamen-
tos exponenciais. Essa densidade espectral estava condicionada a duas varidveis, a frequéncia
f e ataxa de decaimento A. Vamos agora assumir que essa segunda varidvel também seja uma
varidvel aleatéria. Como vimos em (2.11), S(f|A) é dada por

A%r

S(fIM) = 5———- 3.1
Uma vez que temos a distribui¢ao de probabilidade condicional S(f|A), podemos encontrar
a distribui¢@o de probabilidade S(f), porém para fazermos isso é preciso saber qual a distribui-
¢do de probabilidade p(A4) da taxa de decaimento. Também precisamos assumir que existam
duas escalas de tempo bem separadas no sistema. Assumindo isso, temos para a densidade

espectral:

S = [ SU12p(A)d2 (32

Para darmos continuidade serd feita uma substituicio de varidvel oportuna tal que A =
. _1 . . . .. .
€, isto implica em dA = %8 2d€ e assim a densidade de probabilidade condicional é agora
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descrita por
A?r
S(fle) = ————- 33
Mais adiante ficard claro o porqué dessa mudanca ter sido feita. Esta nova grandeza € também
¢ uma varidvel aleatdria e possui uma fungio densidade de probabilidade p(€). A integral (3.2)

se torna
de

S(1) = [ strle)p(e)s e 34

Nas préximas se¢des vamos considerar os diferentes modelos hierdrquicos para p(€) discutidos
no capitulo 2. Para cada um deles vamos calcular a densidade espectral S(f) que resulta da
integral (3.4).

3.2 Densidade Espectral Hierarquica: Classe Gama

3.2.1 CasoN=1

Nesta secao vamos admitir que a varidvel € tenha uma dindmica descrita pelo modelo de
Heston para N=1. Neste caso a distribui¢do de probabilidade serd dada por (2.86) com i = 1
(& mantido fixo):

(Bi/&0)* g1 Bie
€)=——-¢€e""""exp(——. 3.5
ple) = Fig (%) (3.5)
Substituindo (3.3) e (3.5) na integral (3.4), a expressdo resultante fica da seguinte forma:
= A (Bi/&)’ p- Piey de
S(f) = pi—1 == . 3.6
) /0 eran’f2 T(B) * o (=75 ) 5o G0

Ao tirarmos da integral os termos que ndo dependem de €, ela assume a seguinte estrutura:

2 B oo ghi=3/2 exp| — Bie
— A V(Bl/e()) ! / ( £ )dg (37)
0

S(f) - ZF(Bl) e —|—47T2f2

Esta integral pode ser feita exatamente a partir do seguinte resultado [17]:

ooxv—le—‘u.x
_ gu—1,Bu _
/0 g = B PRI~ B, (3.8)

onde I'(1 — u, Bu) é a fungdo gama incompleta superior, a qual é definida como

F(a,x)z/ e~ ds. (3.9
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Comparando as equagdes (3.7) e (3.8) podemos fazer as seguintes associacdes: B = 47> f2,
v—1=p1—-3/2eu=p/e, resultando em

_ 2 2\B1—3/2 47 2By o AT
S(f) = Jy (472 f2) exp(—eO )r(3/2 B ) (3.10)
e 1By e0)”
_A r(p1/&)"! _
Ji = (B L(B1—1/2). (3.11)

3.2.2 Caso Geral (N>1)

Agora vamos considerar o caso em que o sistema a ser estudado possua multiplas escalas.
Uma vez que sabemos qual a fun¢do densidade de probabilidade para o modelo de Heston mul-
tiescala, podemos calcular a densidade espectral multiescala de forma anédloga a se¢do anterior.
A diferenca ¢ basicamente o fato de que serd usado o formalismo das funcdes G de Meijer.

Para darmos continuidade, € necessdrio escrevermos a equagdo (3.3) como uma fungio G.
Isso serd feito através do uso da seguinte propriedade:

x) . (3.12)

—a 1 , a
(1) :_F(Q)G;;<lo
A2 A? 1
s(fle) ’ ’ (1 — ) (3.13)

A equacio (3.3) pode ser reescrita como
Ce+4An2f? 4Am2f? e

ao compararmos o termo entre paréntesis com a equagdo (3.12), vemos que paraa =1 e x =
ﬁ%z a distribui¢@o de probabilidade conjunta serd dada por

A’r g
S(fle) = WGL’I (8

#). (3.14)

Agora precisaremos da distribuicio da varidvel €. Essa distribui¢do de probabilidade j4 foi
calculada; para o caso do modelo de Heston de N escalas ela é dada por (2.97), que repetimos
aqui por conveniéncia

o NOo[ — | W&
pn(en) = —=-Goy | 5_7 : (3.15)
el'(B) °’N<“ | )
Substituindo (3.15) e (3.14) na equagdo (3.4), temos
A’ro *° 11 € vol - |we\ de
S :—q/G’O—G’~H— : 3.16
(f) 4752f2&)r(ﬁ) 0 1,1 (0 47-52]02) oON | B-1 £ 281/2 ( )
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A equacdo acima pode ser rearranjada de forma que fique mais evidente como usar as pro-
priedades das funcdes G de Meijer. Rearrumando os termos, podemos reescrever (3.16) na

forma
A’ro Z AL € ~1/2 1/2 ~12N0 [ — | W€
e AN e V2(w)e) 2 (/) 26N | L ) e,
872 er(B) Jo T\ 4 VT e
(3.17)
e utilizando da propriedade (2.63) obtemos
S(f):qu(w/e)l/z/wGll’ll e <7 I AR P R T
872 f2eol(B) o 4n-f ’ 2| &

Fazendo agora uso da propriedade (2.64) de integracao de duas funcdes G’s (2.64), temos

A%ro =2 g
S(f) = ———(w/€)*(g/0)GLN T [ 058 . 3.19
Y 87r2f2801“(ﬁ)( /&) &/ @)Gy i | P 42 2@ (3.19)
Note que o termo 47;%, que aparece no argumento da funcdo G, também aparece antes da
funcdo: 4
A’r (2] INtL[ g3 G| &
S(f) = —=(0/e)’? [ 25— |Gy | 03B ——— . 3.20
()= 05 /) e i P (3.20)
Utilizando (2.63) temos finalmente
A? : 2| &
S(f) = ——=(w/e)’?GyNH [ 15-P . 3.21
(f) ZF(ﬁ)( /) N+1,1 21 477:2f20) ( )

3.3 Densidade Espectral Hierarquica: Classe Gama Inversa

Vamos agora considerar o caso onde a varidvel € tenha uma distribuicdo gama inversa.
Comegaremos inicialmente pelo caso N = 1 e depois partiremos para o caso geral (N > 1).

3.3.1 CasoN=1

Os célculos a seguir sdo bem parecidos com o da subsecdo anterior. Isto se deve ao fato
de a légica por trds ser a mesma. Vamos calcular a funcdo densidade espectral a partir da
fun¢do densidade de probabilidade condicional S(f|€) e da distribuigdo p(€) da varidvel €. A
diferenca agora € que esta dltima € uma distribui¢do gama inversa dada por (2.42) com i = 1:

Bi+1
p(e) = %emzexp ( . /31780) (3.22)
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Sabendo disso, podemos substituir (3.3) e (3.22) na integral (3.4), o que resulta em

[t A (Bieg)Ptt g
S(f)—'/o e+4n2f2 T (/31+1)8B exp(—

Ao retirarmos da integral os termos que ndo dependem de &, ela assume a seguinte forma:

oo S*ﬁl’s/z exp ( — @)
€+4n?f?

~1/2
2

Bi&o\ €
T> de. (3.23)

2 Bi+1
Ar(Breo)™” / de. (3.24)
0

S(f) = 20(Br +1)

Essa integral pode ser resolvida da mesma forma que a integral do caso da classe gama, mas
para que isto fique evidente € preciso fazer uma substitui¢do de varidveis. Ao fatorarmos o €
do denominador fica mais claro qual substitui¢ao deve ser feita. Assim temos

| At =1 P exp (=) 5
S(f) = / €. (3.25)
(f 2I'(Bi+1) Jo € 1+#
Este termo é pode ser incorporado ao numerador, resultando em

S(f) AZF(BISO),BlJrl /oo e Bi=7/2 exp ( — %) p (3.26)

= €. .
2B +1) Jo 1+ @

Faremos agora uma substitui¢ido de varidveis de forma que a integral assuma uma estrutura
idéntica a integral (3.8). A substituicdo serd y = é, que implica em d€ = —‘y’—;. Fazendo isso,
obtemos

S(f) =

A2 Bi+1 ﬁ1+3/2
(B1&o) / y eXP —Bi&oy) dy. (3.27)

2I°(B1 +1)( nzfz 47r2j2 +y

Comparando com (3.8), nota-se que podemos identificar § = (2nf) 2, v—1=;+3/2 ¢
1 = Bi&. Assim, a integral acima pode ser escrita como

Bi+1
21_([31(?:8())2 )2[( 7 f) 2B 2exp [(ZJTf)—ZBIgO}F(ﬁl-i-S/Z)X -

e

1747t2f2

S(f) =

E simplificando, temos

B ) Bi&o 3 Bi&o
S0 = s (g )T (=5 i grga): (3.29)
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onde
_ A%r(Brgg)Prt!

Jr = B 1) (B +5/2). (3.30)

3.3.2 Caso Geral (N>1)

Partiremos agora para o caso multiescala, ou seja, N > 1. Abaixo mostramos as expressoes
para a densidade espectral condicional (3.14) e a distribuic@o de probabilidade multiescala para
a classe gama inversa (2.71):

Substituindo as expressdes acima na integral (3.4), temos

S(f) = Azrq /wg—l/zGl,l o| € GO [ -p-i
87226l (B 1+ T Jo L\ 0 g2p2 |PNo |

Repetiremos um processo andlogo ao que foi feito para o caso geral da classe gama, ou seja,
utilizaremos as propriedades das fun¢des G para que possamos resolver esta integral. Fazemos
inicialmente

i) de. (331

E D

#) e 12(1/g90) % (1/gow) " /? x

oN[ g 1| €
GN,O( ﬁ_l 8()_0)>d£7

que em vista da propriedade (2.63) pode ser reescrita como

G’<8—

. A%r PR
S(f) = S G, |9
) 8m2 f2eol' (B + 1w /0 - <O (3.32)

A%r(1/gm)'/? /°°
w Jo

_ 11
87r2f280F([§+T) L1

Integrando as duas G’s obtemos

2 1/2
S f — A 7(1/80?) — (weo)GNJrl,l 0 .
872 f2eol (B + 1w

ﬂ) (3.34)
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ou ainda

42 f?

AZr 1\ /2 800 N1 . -
f) = QF(B +_1,) <80(D) 471'2f2 GLN+1 O,B-ﬁ-%‘ . (3.35)
&0

O termo prsy pode ser inserido na fun¢do G através da propriedade (2.63), resultando na

expressdo final para S(f):

AZI" 1 12 N+1.1 1
S(f)_zr(ﬁﬁ)(eow) Grvii| 1643

3.4 Densidade Espectral Hierarquica: Classe Beta

%) . (3.36)

Analisaremos nesta secdo o caso em que a varidvel € possua uma dindmica hierdrquica
descrita pela classe beta. Para essa classe faremos apenas o caso N=1. Como veremos adiante
esta classe ndo se mostrou adequada para descrever os dados experimentais de invasdo de um
meio poroso por um fluido. Contudo, vamos continuar investigando essa classe, mas restrito
ao caso N=1. A densidade espectral condicional S(f|€) serd dada pela equagdo (3.3) e p(€) é
dada por (2.105), que reproduzimos abaixo:

Ar
S(f|8) - 8+477:2‘f2’
eVl —g)r!
P(E) = )
O~ 5w
onde B(v,u) = % Usando as fun¢des acima a integral (3.4) ficarda
LAZr eV N1 —e)h ! de
S(f) = 3.37
(f) /O 8+47T2f2 B(V,u) 281/27 ( )

onde usamos que a varidvel € estd definida apenas no intervalo O < € < 1. A integral anterior,
por sua vez, pode ser reorganizada da seguinte maneira:

A% leva(l—g)!
S(f)_ZB(v,u)/o et de. (3.38)

Integrais desse tipo também possuem um resultado conhecido [17]:

u / ! ! /
/ o) =) dx = P u YT B V)R (—/l,v';u’—i—v’;—g). (3.39)
0
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Nesse caso, comparando as equagdes (3.38) e (3.39) podemos notar que: u=1, v/ = v — %,,u’ =

i e o =4’ f?. Substituindo esses valores, obtemos

A%r | 1 1 1 1
=—— (4’ (kv lp ——hF | —(—1),v—=; — i |-
S(f) ZB(V,[.L)( T f) ( ) ([.L,V 2)2 1 ( ),V 2 MV 2 4752f2
(3.40)
Simplificando a equagdo acima, ela fica
A%r B(u,v—1) 1 1 1
FllLv——; ———— 41

onde a funcao ,F; € a funcdo hipergeométrica.

3.5 Densidade Espectral Hierdarquica: Classe Beta Inversa

Novamente faremos o célculo da densidade espectral apenas para o caso N = 1. A densidade
espectral condicional serd dada pela equacdo (3.3) e a distribuic@o da varidvel € pela (2.112):

A’r
S(fle) = ———=
(f16) = e
e V-1(] _ g—1)E-1
p(e) = voc )
B(V.[r)
A densidade espectral torna-se
©  A’r eV l(1—g HEl gde
S(f) = , 3.42
() /1 erdm 2 BW.E) 28/ (3.42)

onde usamos que € esta definida no intervalo 1 < € < . Reorganizando, temos

Azr o 8—V—3/2(] _e—l)ﬁ—l
S = - de, 343
(f) ZB(v,u)/l P T , (543)
€
ou ainda ) 5/2 o
Ar 2 g7V A (1 —g  )HT
S(f) = == / : de. (3.44)
i
BEV.H S T 4 EE
Esta integral pode ser resolvida de forma andloga ao caso anterior, porém ¢é preciso fazer
uma substitui¢do de varidvel antes, a saber, € = % ede = —‘y{—f, 0 que resulta em
A2y lyVJrl/Z 1 —y)E-1
S(f) = " / ( . yz) dy. (3.45)
2B(v,u) Jo 1 +4r2f2y
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Fatorando o termo 472 f> do denominador resulta em

y
S() = 2B(V, ) 477:2f2/

Agora a integral ja possui uma estrutura igual & equac@o (3.39) e pode ser resolvida da mesma
forma. Os parametros, obviamente, sdo diferentes e dadosporu=1,v=v+ %, u=u,A=-1
e a = (27 f) 2. Substituindo estes valores, a densidade espectral fica

v+1/2 y)ﬁ—l

dy. (3.46)
471:2f2 +y

A2r 21—1 Taval __ 3
— 2=l ptvt —1 -
F (=1),v+ 3'_+V+ 1 1
21677 3 23“ 27 (27Tf)_2 )
(3.47)
que apds simplificagcdes resulta
A’rB(I,V+3) 1
= Fil1 —.—4 4
S(f) 2B(V. 1) ) 1( V4= ,,LL+V+2 ﬂf) (3.48)

3.6 Processo de Ornstein-Uhlenbeck Hierdrquico

Nos modelos apresentados anteriormente tinhamos uma densidade espectral condicional
dada pela equacdo (3.3) que dependia da varidvel €. Com isso fizemos testes para possiveis
distribui¢des que essa varidvel podia ter e obtivemos as respectivas densidades espectrais. Par-
tiremos agora para uma abordagem diferente, onde ao invés de considerarmos que a densidade
espectral seja hierdrquica, vamos considerar que um processo de Ornstein-Uhlenbeck seja hie-
rdrquico e com isso veremos qual sua densidade espectral. Nesse caso, vamos primeiro calcular
a funcdo de correlacdo do modelo, a partial da qual podemos obter a densidade espectral.

3.6.1 Fungdo de Correlagdo e Densidade Espectral

Lembramos aqui que a densidade espectral, S(@), pode ser calculada a partir da fungao de
correlagdo, C(7), através do teorema de Wiener-Khintchine [18]:
+oo ,
S(w) = dtC(t)e """, (3.49)

— 00

onde a fung¢do de correlagdo C(7) € definida por
C(t) = (x(to + 7)x(10)). (3.50)

Podemos ainda expressar a densidade espectral de uma forma diferente. Para um processo



41

que seja real e estaciondrio, temos que
C(t)=C(—1), (3.51)

ou seja, a funcdo de correlagdo € uma fungdo par. Ao colocarmos a exponencial em termos de
SeNno € cosseno, temos
oo too
S(w) = dtcos(@wt)C(T)—1i dtsin(w7)C(7). (3.52)
Como a segunda integracdo € o produto de uma fun¢do par e uma fmpar em um intervalo
simétrico ela é nula. Ficamos, portanto, com a primeira integracao igual a

S(@)=2 /O " dtcos(01)C(7). (3.53)

3.6.2 Processo de Ornstein-Uhlenbeck

O processo de Ornstein-Uhlenbeck € um tipo de processo estocdstico bastante conhecido.
Em geral pode-se dizer que esse processo trata de uma particula que descreve um movimento
browniano num meio em que hd atrito. Ele apresenta como principal caracteristica a tendén-
cia de retornar a um certo valor médio, de modo que a equacdo diferencial estocéstica que o
descreve €

dx = 0(u —x)dt + cdW,, (3.54)

onde u € a média a qual a os valores de x vdo se aproximando ao longo do tempo, 6 diz respeito
a velocidade com a qual essa aproximacdo ocorre, o € a volatilidade e dW; € um processo de
Wiener.

Pode-se mostrar a partir da solu¢do da equagdo de Fokker-Planck correspondente que a
solucdo estaciondria € dada por uma gaussiana

6 6(x— u)?

Nesta se¢do vamos considerar uma versao generalizada do processo de Ornstein-Uhlenbeck
em que a média u € nula, i.e., 4 =0, e os parametros 6 e ¢ passam a ter uma dindmica
estocdstica, as quais podem ser da mesma forma que os modelos de Heston e Hull-White.

3.6.3 Processo de Ornstein-Uhlenbeck Duplamente Hierdrquico tipo Gama

Inicialmente, considere um processo descrito pela seguinte equagao:

dx = —Cxdt ++/2CedW. (3.56)

A equagdo acima diz respeito a um processo de Ornstein-Uhlenbeck cuja amplitude do ruido
¢ \/2{¢e, amédia é nula, 4 = 0, e parAmetro 0 é representado pela varidvel {, 6 = {. Vamos
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agora considerar que as varidveis { e € também sejam varidveis aleatdrias tal como (2.75), ou
seja,

dl = —y(& — Co)dt + &/ § GodWy, (3.57)
de = —y(e — &)dt + k+\/€€ydW3, (3.58)

onde {j e g sdo as respectivas médias das distribui¢des de probabilidade associadas aos pro-
cessos estocdsticos e W, e W3 sdo movimentos brownianos independentes entre si e de W;. As
respectivas solucdes estaciondrias das equacdes de Fokker-Planck correspondentes, de acordo
com (3.55) e (2.86), sdo da forma

P(x|C.€) = P(xle) = ﬂ%e-ﬁ, (3.59)
B X

8(81%0) = (B/(%’)) ¢Pte B=l (3.60)
(B/&)” )I3 _be 2y

f(elgy) = TG B-le B = St (3.61)

Com auxilio das equagdes acima podemos encontrar a fungdo correlagdo C(7) definida em
(3.50):

C(t) = (x(to + T)x( / ded CdxdxoxxoP(x.x03t0 + T.10|C, €)g (L G0) F(ele).  (3.62)
Vamos usar o fato que
/dx/dxoxxoP(x,xo;to +1,10|C.€) = e %7, (3.63)
ou seja,
c(x) = | at | deee e(cGstelen) = | e (C1) [ dees(elen).  (G64

A integral em de € igual a &), pois ela corresponde ao valor esperado da distribuicéo f(g|gp).
Isso resulta em

=g [ dle (¢ (3.65)
Lembramos que g(&|&y) é uma distribui¢do gama e que por comparagio a equagéo (2.97) ela é
dada por
B _iof - |B¢
8(81%) = ——=Goi | 1|+ |- (3.66)
Grg) M\ G
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Para encontrarmos a densidade espectral vamos substituir a equagdo (3.66) na (3.65) e em
seguida na (3.53). Isso resulta em

_2/ dtcos(oT 80/ dCe Cfgf(ﬁ)G{{’(B‘l %) (3.67)
ou
- 5?0/3 / d¢G, < %‘f) /O " dzcos(wr)e ¢ (3.68)
Para a segunda integragio, temos que
/Owdrcos(m)e—“ = ﬁcz (3.69)
ou seja, )
_ leioﬁ / e (B:1 %)ﬁgz (3.70)

Vamos resolver a integral acima com auxilio da fun¢do H de Fox, que € definida da forma
abaixo:

o ()
Comparando a equagdo acima com (2.60) podemos notar que
H (Eb 0 x) — G (bz x> (3.72)
Com base nessa relacdo, vemos que
%) :Hl()(ﬁ_“ Bc) 373

1,0 —
GO,I <B—l &

Podemos também expressar o termo oriundo da equacdo (3.69) como uma func¢ido H de Fox.
Para isso vamos lembrar da propriedade (3.12) da funcdo G de Meijer:

6 :£(1+i—2)_1 (3.74)

w?+§?  o?

xds. (3.71)

1 [T75, T(bj+Bs) [T T(1 —a; —Ajs)
20 Sy T D@y +Ajs) [T,y T(1— b; — Bys)

_ L (-

Usando a identidade
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e a propriedade (3.12) com o resultado acima, temos

S RN N ¢ oS _ L uafdh ¢
w2+§2_F(a)G1’1 0] @2 2a)2H1 0.3)| @ _2001-[171 CENT VA (3.75)
Substituindo os resultados obtidos em (3.73) e (3.75) na equacgdo (3.70) temos
8013 / N BC mfdh g
S(w) COF d{H, ( B Co H171 Pk (3.76)

Para a integral de duas Fungdes de Fox, temos a seguinte propriedade

st [ @0)
é'x)HI‘,S ((JD)

Desta forma, a densidade espectral para o modelo de Ornstein-Uhlenbeck da classe gama € da
seguinte forma:

Bo
2 ) (3.78)

3.6.4 Processo de Ornstein-Uhlenbeck Duplamente Hierdrquico tipo Gama Inversa

o —1gymttpts | (1—-d—D,D)(d@A)
TPC> - 77 Hn+s m-t < Z ¢

_&B o (0,%)
S(w) = COF(B)HI’Q ((5—11 Ly

0.32)

Vamos agora considerar um processo de Ornstein-Uhlenbeck, tal como (3.56), mas dessa

vez as varidveis € e { sdo varidveis aleatdrias com equagdo diferencial estocdstica da classe
gama inversa, como em (2.22), ou seja:

d¢ = —Y(§ —Co)dt + k{dWs,

(3.79)
de = —y(€ — &)dt + xkedWs. (3.80)
Neste caso, as solucdes estaciondrias serdo,respectivamente
(BG)P 5, B 5 27
(€6 = gy ¢ P e =% (3381)
Bey)PH! Bey 2y
f(eleg) = ((ﬁl e P2, =3 (3.82)

Iremos agora encontrar a fun¢do de correlagdo C(7) com auxilio das equagdes acima, de forma
andloga ao que foi feito anteriormente. Temos inicialmente, de acordo com (3.65), que

7) =& /0 T dCetTg(C1G). (3.83)
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Comparando (3.81) com a equagdo (2.71), temos

g(C|Co)=%G 5( pi ngo) (3.84)

Para encontrarmos a fungao espectral vamos substituir (3.84) na (3.83) e depois na (3.53). Isso
resulta em

_ 2g PP R B . e
S(w)_—BCoF(BH)/o dCGLO( p-1 B§o>/ drcos(@t)e T (3.85)

A segunda integral € novamente dada pela equagdo (3.69), assim temos

B 2¢g > o1 _g_1| & ¢
S(w)—m/o dCGLO< B @)W (3.86)

Novamente usaremos das fun¢des H de Fox para prosseguirmos na resolug@o do problema.

Usando da relacdo (3.72), temos que
ﬁ S ’ B

Utilizando o resultado acima juntamente com a equagdo (3.75) e os substituindo na equagao
(3.86), temos

S(w) = —/ dCHO) [ (-B-1n) S Hl () ¢ (3.88)
BOI(B+ 1o - BG) T \G) e
Pela integral (3.77) temos que a fun¢do espectral em sua forma final fica
€ 12 (0.3)(-B-1,1)| @
ST (B+1) > ( ©.2) ﬁ@)

3.7 Analise de Dados

3.7.1 Descricdo do experimento

Os dados que serdo analisados dizem respeito a dindmica de um fluido em um meio poroso
[10]. Esse tipo de sistema possui uma dindmica intermitente caracterizada por longos periodos
de estagnacido, seguido por curtos periodos de atividade. Nesse caso, o fendmeno de intermi-
téncia € oriundo de uma pressao externa imposta, em interacdo com a resisténcia devido aos
poros. A figura 3.1 é uma representacdo esquematica do aparato. A rede de poros é formada
por pequenas bolas de vidro aleatoriamente dispostas na placa e com diametro que varia entre
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Imm e 1.2mm. Existe uma almofada pressurizada que pressiona as bolinhas contra a parte su-
perior, isso assegura que as posi¢des delas sejam mantidas fixas. As medidas das pressoes sdo
realizadas na saida do liquido, depois do filtro. O sensor registra a diferenca entre a pressao do
ar e a pressdo do liquido na safda. A parte dos poros estava inicialmente preenchida com um
liquido que era uma mistura de glicerol e dgua.

Os dados que serdo analizados dizem respeito a uma pressao imposta controlada (CIP)
da sigla em inglés "controlled imposed pressure". A pressdo imposta ¢ dita ser controlada
pois existe um mecanismo que regula a pressdo, diminuindo-a lentamente, fazendo com que o
liquido seja deslocado.

A figura 3.2 mostra como a pressdo medida pelo sensor varia com o tempo. O sensor mediu
a pressdo desde o inicio do experimento, mesmo antes de haver invasdo do meio poroso pelo
liquido. A parte inicial da figura acima diz respeito ao fato de a pressao no liquido estar sendo
diminuida; o fato de a pressdo atmosférica ser constante implica nesse aumento dos valores
medidos pelo sensor para a diferenca de pressdo. A invasdo comeca a ocorrer por volta dos
400Pa. Ao ampliarmos a imagem na regido de invasio, obtemos a figura 3.3 abaixo

Na figura 3.3 vemos que ocorrem quedas rdpidas dos valores da pressdo, seguidas por rela-
xamentos aproximadamente exponenciais. Essas quedas rdpidas acontecem conforme o liquido
¢ deslocado; ja a fase de relaxamento diz respeito a interface liquido-ar se ajustando aos poros
disponiveis. Agora que sabemos como € o experimento, vamos partir para a andlise dos da-
dos coletados pelo sensor. Nao serdo usados todos os pontos, mas apenas aqueles que dizem
respeito ao processo de invasdo propriamente dito.

3.7.2  Comparagdo dos Dados com a Teoria

Uma vez que temos em maos os modelos tedricos para a densidade espectral e os dados ob-
tidos através do esperimento descrito acima, resta-nos comparar qual modelo melhor se encaixa
na situacdo real. O cdlculo da densidade espectral dos dados e os ajustes para obtermos as me-

constant pressure yd \\

module / Plexiglas
plate

pressure
supply
(for cushion)

glass beads

paper \_pressure cushion /| —high-resolution
\ Plexiglas /| l;‘ camera
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E liquid outlet = / \ L) air inlet
\ it

/(open)

/[ SHE \pr%sure sensor N
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/

moving
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Figura3- Representagio do aparato experimental analisado nesta dissertacdo. A pressio
¢ controladamente reduzida de forma que o ar empurra o liquido da direita para a esquerda.
Figura retirada de [10].
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Figura4 - Pressido medida pelo sensor na saida. Figura gerada a partir dos dados medidos em
[10].

lhores curvas foram feitos por meio de programacdo em Python. Os dados que serdo analisados
a seguir dizem respeito ao experimento CIP. Através do método de Welch podemos calcular a
seguinte densidade espectral S(f) a partir da série temporal das pressdes, cujo resultado estd
mostrado na figura 3.4
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Figura 5 - Visdo ampliada da regido de invasdo. Figura gerada a partir dos dados medidos em
[10].
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Figura 6 - Densidade Espectral do experimento CIP

O primeiro ponto na figura 3.4 que fica afastado dos outros nos diz que a pressio teve que
ser aumentada para que o liquido pudesse invadir os caminhos mais estreitos, ou seja, ele ndo
necessariamente diz respeito a um escoamento. Por conta disso, esse ponto ndo serd levado em
conta para o ajuste da melhor curva. Vamos agora comparar os diferentes modelos discutidos
nas se¢oes 3.2 - 3.6 com os dados acima. Para cada um desses modelos, faremos um ajuste,
pelo método dos minimos quadrados, da férmula teérica para S(f) com a densidade espectral
experimental mostrada na figura 3.4.

3.7.3 Modelos de uma Escala (N=1)

Nesta se¢do vamos analisar, por conveniéncia, apenas os modelos com uma escala hierar-
quica, ou seja, N = 1( Modelos com N > 1 serdo discutidos na se¢do seguinte). Inicialmente
vamos considerar a classe gama para N = 1. Fazendo o ajuste pelo método dos minimos qua-
drados da expressdo (3.10) para S(f) dos dados experimentais, obtemos a curva mostrada na
figura 3.5.

Nessa figura vemos que a densidade espectral empirica (pontos vermelhos) vai ficando
plana para altas frequéncias. Entretanto a contribuicdo dessa parte € tdo pequena comparada
aos demais pontos que desconsiderd-la do ajuste ndo causa uma diferenca significativa dos
valores obtidos para os pardmetros. Nota-se que a curva tedrica fica em bom acordo com os
pontos até uma frequéncia de 10~!Hz, depois disso a curva acaba se distanciando um pouco
dos pontos. Em valores aproximados, vemos que B = 0.6, &y ~2 e A>r ~ 1.7.

Partiremos agora para o caso da densidade espectral cuja a varidvel € possue uma distribui-
¢do de probabilidade gama inversa.O ajuste do modelo (3.29) aos dados estd mostrado na figura
3.6. Pela figura acima podemos ver que até 10~ Hz a curva tedrica ainda fica em bom acordo
com os pontos. Mas para maiores frequéncias o ajuste ndo € tdo bom. Note ainda que essa
curva fica mais préxima dos pontos, ou seja, dd um ajuste levemente melhor, do que no caso
anterior (distribuicdo gama). Os valores dos paramtros sdo menores do que no caso anterior,
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Figura 7 - Ajuste dos dados experimentais com a equagio (3.10) referente a classe gama com
N = 1. No canto superior direito da imagem vemos os melhores valores para os parametros

Bi.eo e A%r.

vemos que B; ~ 0.2, & ~ 0.002 ¢ A>r ~ 0.1.

Partiremos agora para as classes beta. Vamos comecar pelo ajuste da densidade espectral
para a distribuic@o beta, expressdo (3.41), cujo resultado é mostrado na figura 3.7. Essa fi-
gura mostra que a classe beta também € uma candidata para descrever o sistema. Para baixas
frequéncias a curva ndo fica tdo préoxima quanto as duas classes anteriores, porém para frequén-
cias maiores que 10~ Hz ela fica mais perto dos pontos (comparando com as outras classes ja
vistas). Em valores aproximados temos que v ~ 0.5, 1 ~ 0.4 ¢ A%r ~ 0.04.

O ajuste para a classe beta inversa, usando a expressao (3.48), estd na figura 3.8. Pela figura
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Figura8- Ajuste dos dados experimentais com a equacdo (3.29) referente 2 classe gama
inversacom N = 1.
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Figura9 - Ajuste dos dados experimentais com a equagio (3.41) referente 2 classe beta com
N = 1. Nesse caso os pardmetros sio v, i e A’r.

vemos que a classe beta inversa nao € uma boa candidata, aparecem até valores negativos para
os parametros. Isso ocorre porque essa distribui¢do possue uma estrutura bem diferente dos
pontos que ajustamos. Para baixas frequéncias ela fica uma linha horizontal que rapidamente
decresce ao aumentarmos a frequéncia e, como vemos, os dados ndo sdo assim.

Vamos agora mostrar que existe uma leve diferenca entre as curvas. A figura 3.9 mostra
que os resultados obtidos para as classes gama e gama inversa sdo distintos do caso uniforme
(dado pela equagao 2.14).

102 4

101 4

10% 4

Densidade Espectral (Pa2s)

10-1 4

T T T
1072 1071 10°
Frequéncia (Hz)

Figura 10- Ajuste dos dados experimentais com a equacao (3.48) referente a classe beta inversa
com N = 1. Nesse caso os parAmetros sdo V, [I ¢ Ar.
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Figura 11 - Comparagdo entre os ajustes das classes gama, gama inversa e da distribui¢ao
uniforme. A densidade espectral utilizando a distribuicdo uniforme é dada pela equacdo 2.14

3.7.4 Modelos Multiescala (N>1)

Partiremos agora para os modelos multiescalas (N > 1), comegando com a classe gama.

A figura 3.10 mostra os diferentes ajustes para diferentes valores de N dentro da classe
gama; vide equacdo (3.21). Nota-se que ndo hd uma diferenca expresiva entre elas. Para baixas
frequéncias elas estdo praticamente sobrepostas e para frequéncias maiores elas se diferenciam
um pouco mais, mas ainda permanecem muito proximas. Isso acontece por que as funcdes
G de Meijer mudam bastante de forma de acordo com o valor de seus pardmetros, assim a

10°] e

2 Z = Z
o
BowoN e

o
| [ ]
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Figural2- Ajuste dos dados experimentais com a equacdo (3.21) referente a classe gama
com N=1,2,3,4. Para cada um dos valores de N foi feito um ajuste. Os valores dos pardmetos
obtidos foram diferentes de uma curva para outra.
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Figural3- Ajuste dos dados experimentais com a equagdo (3.36) referente a classe gama
inversa com N=1,2,3.4. Novamente foi feito o melhor ajuste para cada valor de N.

melhor curva para N = 1 € parecida com a melhor curva para N = 2, bastando para isso que
os valores de B3, & e A%r sejam modificados. Os ajustes foram feitos levando-se em conta que
os valores de f3; sdo os mesmos, ou seja B; = ;1 = ... = B, = B1. No caso de N = 1 temos
Bi ~0.6,&) ~ 2,A’r ~ 1.7; para N = 2 temos que B; ~ 0.7, ~ 1.3,A%r ~ 0.7; para N = 3
temos fB; =~ 0.8, &)~ 0.8,A%r ~ 0.4 e para N = 4 temos 8 ~ 0.9, & ~ 1,A’r ~ 0.4. No préximo
caso também acontece algo parecido, para a classe gama inversa

A figura 3.11 mostra que ndo existe uma boa distin¢@o entre as curvas para diferentes N's
também para a classe gama inversa. No caso de N = 1 temos B ~ 0.2,& ~ 0.002,A%r ~
0.1; para N = 2 temos que fB; ~ 0.7,& ~ 0.002,A%r ~ 0.1; para N = 3 temos | ~ 0.8,& ~
0.003,A%r~0.1¢ para N = 4 temos B ~2.5,&) ~ 0.001,A%r =~ 0.1.

O fato das curvas ficarem praticamente sobrepostas para diferentes N's nas classes gama
e gama inversa ja foi visto anteriormente [13]. A forma de lidar com esse problema foi uma
andlise da distribui¢do de background p(€) que no nosso caso corresponderia indiretamente
a fazer um ajuste da distribuicdo das taxas de relaxagdo. Provavelmente uma andlise dessa
natureza nesses dados de invasdo de meios porosos nos dird qual o melhor modelo e qual a
melhor escala.

3.7.5 Modelos de Ornstein—Uhlenbeck

Partiremos agora para os modelos hierdrquicos de processos de Ornstein—Uhlenbeck. As
equagoes (3.78) e (3.89) estdo apresentadas utilizando as fungdes H de Fox, as quais ndo estdao
definidas em Python. Dessa forma, ndo foi possivel fazermos um ajuste via minimos quadra-
dos para essas funcdes da mesma forma que foi feito para os casos anteriores. Para contornar
esse problema, pelo menos de forma parcial, implementamos um cédigo auxiliar no Mathema-
tica que nos permitiu fazer alguns gréificos das fun¢des H. Desta forma, foi possivel ter pelo
menos uma indicagao preliminar se esses dois modelos sdo bons candidatos para descrever os
dados experimentais. As figuras 3.12 e 3.13 ndo sdo ajustes via minimos quadrados da melhor



53

{Froquency)

Figura 14 - Densidade espectral e equagéo (3.78) para valores de B =0.1,{ = 0.8, & = 20.

curva, mas apenas um “ajuste manual” em que escolhemos alguns valores de 3,{ e €, buscando
conseguir uma boa concordancia entre curva tedrica e os dados experimentais.

Pela figura 3.12 vemos que o ajuste manual buscou priorizar a regido intermedidria da fi-
gura, ou seja, sem contemplar os pontos iniciais, que ficam distantes do resto da figura, e os
pontos onde a densidade espectral empirica fica plana. A linha vermelha é gerada ao conside-
rarmos a equagao (3.78) para os parametros f = 0.1,{ = 0.8, & = 20.

Na figura 3.13 vemos que o ajuste manual nio passa tdo bem pelos pontos experimentais
quanto na figura 3.12. Mesmo assim nota-se uma certa concordincia com os dados empiricos.
O ajuste é gerado ao considerarmos a equacgdo (3.89), onde os pardmetros possuem os seguintes
valores: B =0.1,{ = 0.8, =20. As figuras 3.12 3.13 mostram que os dois modelos de
Ornstein—Uhlenbeck sdo também postulantes para descrever esse fendmeno.

De forma geral, a andlise dos dados nos permitiu chegarmos a algumas conclusdes. A pri-
meira delas é que a classe beta inversa ndo € nem de perto uma boa candidata. As classes gama,
gama inversa € beta estdo mais proximas dos dados experimentais, sendo essas duas primei-
ras melhores que a dltima pois estdo levemente mais préximas dos pontos empiricos para altas

{Frequency}

Figura 15 - Densidade espectral e equagio (3.89) para B = 0.1, =0.8,& = 20.
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frequéncias. Para os modelos multiescalas, nota-se que a classe gama inversa possui um melhor
ajuste. O fato de ndo conseguirmos diferenciar a fung¢do S(f) para diferentes N’s sugere que
seja necessdria uma andlise na distribui¢do de background para sabermos qual a melhor escala.
Finalmente, para os modelos de Ornstein—Uhlenbeck vimos que o modelo duplamente hierar-
quico tipo gama € levemente melhor. Certamente precisaremos de um método mais eficiente
para discernir qual o melhor modelo entre os possiveis candidatos.
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4 Conclusoes

Nesta dissertac@o, estudamos a densidade espectral de poténcia de um sistema fisico. O
sistema em questdo € a invasao de um fluido num meio poroso. Essa invasdo ocorre mediante
uma pressao imposta controlada, o aparato experimental fazia com que o liquido presente no
meio fosse aos poucos sendo empurrado pela pressdo atmosférica. Dessa forma, o liquido foi
cada vez mais ocupando canais menores. Através da observagdo da série temporal das pressoes,
fizemos uma andlise desses dados no momento correspondende ao regime de escoamento.

Inicialmente, mostramos qual a densidade espectral para um modelo que trata os dados
das pressdes como sendo uma série de relaxacdes exponenciais. Essas relaxacdes eram carac-
terizadas por suas amplitudes e também pela taxa de decaimento dos pulsos, a varidavel A. O
primeiro cdlculo da densidade espectral foi feito levando em conta que todos os pulsos tivessem
a mesma taxa de decaimento. A ideia posterior foi tratarmos a varidvel A como nio sendo mais
constante, mas sim como sendo uma varidvel aleatdria. Assim como foi feito por Moura e co-
laboradores [10], calculamos o caso em em que a taxa de decaimento possua uma distribuicao
uniforme.

Tratamos a taxa de decaimento como sendo uma varidvel aleatéria e adicionalmente consi-
deramos a ideia de que ela possua uma dinamica hierdrquica. Essa hierarquia dizia respeito a
um conjunto de equagdes diferenciais estocdsticas que, por sua vez, estavam acopladas. Para
fins praticos, fizemos a substituicio € = A2 antes do calculo da PSD. Consideramos quatro pos-
siveis dinamicas para a varidvel €, sdo elas as classes: gama, gama inversa, beta e beta inversa.
A andlise para vermos quais modelos s@o melhores foi feita usando o método dos minimos
quadrados. Para uma unica escala, os modelos que mais apresentaram proximidade com os
dados empiricos foram os das classes gama e gama inversa. Para multiescalas, ndo houve di-
ferenga significativa entre os diversos N's, isso indica que posteriormente devera ser feita uma
andlise da distribui¢do de background para podermos verificar qual escala melhor representa o
experimento.

Além dos modelos descritos acima, também foram considerados outros dois. Esses outros
modelos ndo tratam da pressao como sendo uma série de pulsos que decaem exponencialmente.
Eles supde que estd ocorrendo um processo de Ornstein-Uhlenbeck com outras duas escalas
de tempo diferentes, ou seja, continua sendo hierdrquico. O cdlculo da densidade espectral
foi feito por meio da fungdo de correlacdo. Nao foi feito um ajuste dos minimos quadrados,
mas sim apenas um “ajuste manual” que buscou, visualmente, aproximar a curva tedrica dos
dados empiricos. Observamos que ambos modelos ficam préximos dos dados, mas o modelo
duplamente hierdrquico tipo gama fica melhor.
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