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RESUMO

Pesquisas envolvendo dados de sobrevivência e confiabilidade são de importância signi-

ficativa em diversos campos do conhecimento como, por exemplo, em engenharia, biomedicina,

ciências sociais dentre outros. Com o avanço na análise de dados, se faz necessário o uso de

distribuições de probabilidade que melhor se ajustem a esses bancos de dados. A proposta de

novas distribuições de probabilidade é um tema de pesquisa considerado por diversos autores,

que são motivados a propor distribuições que tenham mais flexibilidade em termos de formas

da função taxa de falha, por exemplo, e que, portanto, se ajustem a uma gama maior de banco

de dados. Neste trabalho, consideraremos apenas aplicações a dados clínicos e de fadiga de

equipamentos. Aqui, entende-se dados clínicos como aqueles relacionados a experimentos reali-

zados em humanos ou animais. Além disso, realizamos uma revisão bibliográfica para mostrar o

progresso das pesquisas em novas classes de distribuições. A ênfase maior será dada a família

T-X de distribuições, proposta por Alzatreeh et al. (2013) e em classes propostas a partir dessa

família. Em seguida, explicitamos a classe de distribuições que utilizamos como base para esse

estudo: a Nadarajah Haghighi-G proposta por Dias (2016). A seguir, propomos a distribuição

Nadarajah-Haghighi Exponencial-Exponencializada (NH-EE), que possui bastante flexibilidade

em sua função taxa de falha. Fornecemos expressões matemáticas explícitas para algumas de

suas propriedades estruturais; realizamos estimação pontual para o modelo utilizando o método

da máxima verossimilhança e, por fim, realizamos duas aplicações a dados reais mostrando que

o modelo se adequa bem aos bancos de dados escolhidos, quando comparado com algumas

distribuições já conhecidas na literatura. No capitulo seguinte, propomos a Nadarajah-Haghighi

Rayleigh (NH-R), que possui mais flexibilidade em relação a sua distribuição-base. Nesse capí-

tulo, fornecemos de forma explicita, algumas propriedades estruturais da nova distribuição, como

momentos e função geradora de momentos. Realizamos um estudo de estimação pontual através

do método da máxima verossimilhança em que introduzimos censura a direita com mecanismo

aleatório, assim como no capítulo anterior. Finalmente, realizamos duas aplicações a dados

reais. Para verificar a adequabilidade do modelo comparamos com extensões da distribuição

Rayleigh e verificamos que o modelo proposto é o que melhor se ajusta aos bancos de dados

considerados. Por fim, no último capítulo propomos a distribuição Nadarajah-Haghighi Gumbel

(NH-Gu), com quatro parâmetros que tem suporte nos reais. Nesse capítulo, fornecemos as

principais propriedades matemáticas do modelo, realizamos estimação pontual considerando o

método da máxima verosimilhança introduzindo censura a direita com mecanismo aleatório e



ilustramos a aplicabilidade da nova distribuição realizando duas aplicações empíricas a dados

reais. A leitura dos capítulos que tratam das distribuições NH-EE, NH-R e NH-Gu pode ser feita

de forma independente

Palavras-chave: Distribuição exponencial-exponencializada. Distribuição Gumbel. Distribui-

ção Rayleigh. Família T-X de distribuições. Método de máxima verossimilhança. Simulação.



ABSTRACT

Researches involving survival and reliability data are of significant importance in several

research fields, such as engineering, biomedicine, social sciences, among others. With the

advancement in data analysis, it is necessary the use of probability distributions that best fit these

data sets. The proposal of new probability distributions is a research topic considered by several

authors, who are motivated to propose distributions that are more flexible in terms of the failure

rate function shapes, for example; therefore, fitting a larger range of data sets. In this work, we

consider only applications to clinical and fatigue data of equipment. In this work, clinical data

are those related to experiments performed on humans or animals. Besides that, we perform a

bibliographic review to show the progress of the research in new classes of distributions. The

greater emphasis will be given to the T-X family of distributions, proposed by Alzatreeh et al.

(2013), and in classes proposed from this family. Next, we explain the class of distributions that

we use as a basis in this study: the Nadarajah Haghighi-G, proposed by Dias (2016). In addition,

we propose the Nadarajah-Haghighi Exponential-Exponentiated (NH-EE) distribution, which

has enough flexibility in its failure rate function. We provide explicit mathematical expressions

for some of its structural properties and performed a point estimation evaluation for the model

using the maximum likelihood method and performed two applications with real data, showing

that the model is well suited to the chosen data sets, when compared to some distributions

well known in the literature. In the next chapter, we propose the Nadarajah-Haghighi Rayleigh

(NH-R) distribution, which has more flexibility than its baseline distribution. In this chapter, we

explicitly provide some of the structural properties of the new distribution, such as moments

and moment generating function. We performed a point estimation study via the maximum

likelihood method in which we introduced right censorship with random mechanism, as in the

previous chapter. Finally, we conduct two applications utilizing real data sets. In order to verify

the suitability of the model, we compare it with extensions of the Rayleigh distribution and verify

that the proposed model best fits the data sets used. Finally, in the last chapter, we propose the

distribution Nadarajah-Haghighi Gumbel (NH-Gu), with four parameters that have support in the

whole set of real numbers. We provide the main mathematical properties of the model, perform

point estimation considering the maximum likelihood method introducing right censorship with

random mechanism and illustrate the applicability of the new distribution by performing two

applications with real data. The reading of the Chapters related to the NH-E, NH-R, and NH-Gu

distributions can be done independently.



Keywords: Exponential exponentiated distribution. Gumbel distribution. Maximum likelihood

method. Rayleigh distribution. Simulation. T-X family of distributions.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 – Gráfico ilustrativo de algumas curvas TTT . . . . . . . . . . . . . . . . 21

Figura 2 – Gráficos para a densidade e a função taxa de falha para a distribuição

NH-EE para diferentes valores de parâmetros. . . . . . . . . . . . . . . 41

Figura 3 – TTT plot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

Figura 4 – TTT plot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

Figura 5 – Gráficos para a densidade e a função taxa de falha da distribuição NH-R. 53

Figura 6 – TTT plot: Fibras expostas a pressão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

Figura 7 – TTT plot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

Figura 8 – Gráficos para a densidade e a função taxa de falha da distribuição NH-

Gu. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

Figura 9 – TTT plot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

Figura 10 – TTT plot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 – Estatísticas descritivas - Primeira Aplicação . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

Tabela 2 – Aplicação tempo até o surgimento de uma DCV . . . . . . . . . . . . . . . . 48

Tabela 3 – Estatísticas descritivas - Segunda Aplicação . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

Tabela 4 – Aplicação - Tensão até a ruptura de um fio . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

Tabela 5 – Teste da razão de verossimilhanças . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

Tabela 6 – Algumas extensões da distribuição Rayleigh . . . . . . . . . . . . . . . 52

Tabela 7 – Resultados da Simulação para (α,γ) = (1,2) . . . . . . . . . . . . . . . 60

Tabela 8 – Resultados da Simulação para (α,γ) = (2,3) . . . . . . . . . . . . . . . 60

Tabela 9 – Resultados da Simulação para (α,γ) = (2.5,1.8) . . . . . . . . . . . . . 61

Tabela 10 – Resultados da Simulação para (α,γ) = (1.7,2.8) . . . . . . . . . . . . . 61

Tabela 11 – Estatísticas descritivas - Primeira Aplicação . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

Tabela 12 – Aplicação 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

Tabela 13 – Aplicação 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

Tabela 14 – Teste da razão de verossimilhanças . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

Tabela 15 – Algumas extensões da distribuição Gumbel . . . . . . . . . . . . . . . . 67

Tabela 16 – Resultados da simulação com α = 1.5,λ = 2.3,µ = 1,β = 0.5 . . . . . . 75

Tabela 17 – Resultados da simulação com α = 1,λ = 4,µ = 1,β = 1 . . . . . . . . . 75

Tabela 18 – Resultados da simulação com α = 2,λ = 3,µ = 2.1,β = 2.5 . . . . . . . 76

Tabela 19 – Resultados da simulação com α = 4,λ = 1.7,µ = 3,β = 2.8 . . . . . . . 76

Tabela 20 – Estatísticas descritivas - primeira aplicação . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

Tabela 21 – Guinea-Pig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

Tabela 22 – Estatísticas descritivas - Segunda Aplicação . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

Tabela 23 – Fibras de Carbono expostas a pressão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

Tabela 24 – Teste da razão de verossimilhanças . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80



SUMÁRIO

1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.1 CONJUNTOS DE DADOS EM ANÁLISE DE SOBREVIVÊNCIA E CON-

FIABILIDADE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.1.1 Determinação da função taxa de falha empírica . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2 ALGUMAS CLASSES DE DISTRIBUIÇÕES CONTÍNUAS . . . . . . . . 21

2.2.1 Família de distribuições T-X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3 INFERÊNCIA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.4 SIMULAÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.5 CRITÉRIOS PARA A SELEÇÃO DE MODELOS . . . . . . . . . . . . . . 28

2.5.1 Estatísticas de Teste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.6 CONSIDERAÇÕES FINAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3 FAMILIA DE DISTRIBUIÇÕES NADARAJAH-HAGHIGHI-G . . . . 31

3.1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.2 PROPRIEDADES DA FAMÍLIA NH-G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.2.1 Expansões em Série de Potência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.2.2 Momentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.2.3 Função geradora de momentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.3 ESTIMAÇÃO POR MÁXIMA VEROSSIMILHANÇA . . . . . . . . . . . 34

3.4 SIMULAÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.5 APLICAÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.6 CONSIDERAÇÕES FINAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4 DISTRIBUIÇÃO NADARAJAH-HAGHIGHI EXPONENCIAL EXPO-

NENCIALIZADA: PROPRIEDADES E APLICAÇÕES . . . . . . . . . 38

4.1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4.2 DISTRIBUIÇÃO NADARAJAH-HAGHIGHI EXPONENCIAL-EXPONENCIALIZADA 40

4.3 EXPANSÕES UTILIZADAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.4 ALGUMAS PROPRIEDADES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.4.1 Momentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.4.2 Função geradora de momentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.4.3 Entropia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43



4.4.4 Estatísticas de ordem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.5 INFERÊNCIA E ESTIMAÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.5.1 Estimação via máxima verossimilhança . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.6 APLICAÇÕES A DADOS REAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.6.1 Conjunto de dados 1: tempo até a ocorrência de alguma doença cardio-

vascular em 68 pessoas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.6.2 Conjunto de dados 2: o comportamento da fadiga de tração de um fio

de urdidura e sua influência no desempenho da tecelagem. . . . . . . . . 47

4.7 CONSIDERAÇÕES FINAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

5 UMA NOVA EXTENSÃO DA DISTRIBUIÇÃO RAYLEIGH: SIMU-

LAÇÃO E APLICAÇÕES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

5.1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

5.2 DISTRIBUIÇÃO NADARAJAH-HAGHIGHI-RAYLEIGH . . . . . . . . . 52

5.3 EXPANSÕES UTILIZADAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

5.4 ALGUMAS PROPRIEDADES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

5.4.1 Momentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

5.4.2 Função Geradora de Momentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

5.4.3 Entropia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

5.4.4 Estatísticas de Ordem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

5.5 INFERÊNCIA E ESTIMAÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

5.5.1 Estudo de simulação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

5.6 APLICAÇÃO A DADOS REAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

5.6.1 Conjunto de Dados 1: Fibras vidro expostas a pressão . . . . . . . . . . 62

5.6.2 Conjunto de dados 2: carcinoma de orofaringe . . . . . . . . . . . . . . 63

5.7 CONSIDERAÇÕES FINAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

6 UMA NOVA EXTENSÃO DE UMA DISTRIBUIÇÃO DE VALOR EX-

TREMO: DISTRIBUIÇÃO NADARAJAH HAGHIGHI GUMBEL COM

PROPRIEDADES E APLICAÇÕES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

6.1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

6.2 EXPANSÕES UTILIZADAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

6.3 ALGUMAS PROPRIEDADES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

6.3.1 Momentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

6.3.2 Função geradora de momentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70



6.3.3 Entropia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

6.3.4 Estatísticas de ordem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

6.4 INFERÊNCIA E ESTIMAÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

6.4.1 Estudo de simulação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

6.5 APLICAÇÃO A DADOS REAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

6.5.1 Conjunto de dados 1: porcos da índia infectados com vírus da tuberculose 77

6.5.2 Conjunto de dados 2: fibras de carbono expostas a pressão . . . . . . . . 78

6.6 CONCLUSÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

7 CONSIDERAÇÕES FINAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

7.1 TRABALHOS FUTUROS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

7.2 CONTRIBUIÇÕES DAS PESQUISAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

ANEXO A – MANIPULAÇÕES NH-R . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88



15

1 INTRODUÇÃO

Estudos em análise de sobrevivência tomam conjuntos de dados que consideram

tempo até a ocorrência de um evento de interesse, por exemplo. Esses tipos de dados são

observados em diversas situações, como em dados clínicos (tempo até cura de pacientes, por

exemplo) ou em dados de fadiga (tempo até a falha de lâmpadas, por exemplo), dentre outros.

Com o avanço nas análises de dados, se faz necessário o uso de modelos mais

elaborados que possam ajustar melhor esses bancos de dados. Nesse sentido, a proposta de novas

distribuições é tema de pesquisa de diversos autores. O objetivo, na maioria dos trabalhos dessa

área, é a busca de distribuições que possuam mais flexibilidade no que tange ao ajuste dos bancos

de dados de interesse.

Na literatura, há livros que detalham diferentes distribuições de probabilidade e suas

propriedades, como é o exemplo da coleção Johnston et al. (1994), Kotz et al. (2004) e Johnson

et al. (2005). Essa coleção contempla distribuições contínuas e discretas para os casos univariado

e multivariado. Walck (2007) traz o assunto de distribuições de probabilidade com enfoque em

aplicações. Com o avanço nas propostas de novas distribuições, já são encontrados livros apenas

para extensões da distribuição Weibull, como é o caso do livro proposto por Murthy et al. (2004)

e também para a classe das distribuições exponencializadas AL-Hussaini e Ahsanullah (2015).

Neste trabalho, apresentamos modelos que estendem as distribuições Exponen-

cial Exponencializada, Rayleigh e Gumbel, usando como classe de distribuições a Nadarajah-

Haghighi-G, proposta por Dias (2016) e que é baseada na família T-X de distribuições, proposta

por Alzaatreh et al. (2013).

É interessante mostrar que, apesar da ideia da família T-X ter sido desenvolvida

apenas em 2013, algumas famílias que foram propostas muito antes, também fazem parte dessa

família, como será mais detalhado a seguir. Alguns exemplos são as famílias exponencializada-G

(GOMPERTZ, 1825), beta - G (EUGENE et al., 2002) e McDonald - G (ALEXANDER et al.,

2012).

Essa família vem sendo utilizada por muitos autores visando a geração de novas

classes que estendem distribuições conhecidas na literatura. Aljarrah et al. (2014) mostraram

como gerar classes de distribuições T-X utilizando a função quantílica. No artigo ainda foi citado

a sua relação com a geração de classes de distribuição em que é usada a acumulada.

Jamal et al. (2018) propuseram a classe Exponencial Inversa Generalizada Tipo II-G

usando a família T-X de distribuições. Nesse trabalho, foram encontradas as expressões para as
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principais propriedades estruturais da família. Apresentações de modelos usando distribuições-

base para mostrar a flexibilidade foram detalhadas; a classe se mostra flexível pois engloba varias

formas para função densidade e a função taxa de falha. Para as aplicações, foram considerados

conjuntos de dados assimétricos.

Mansour et al. (2019) propuseram o gerador transmuted transmuted-G usando a

família T-X de distribuições, mostrando-se bastante flexível, uma vez que pode incorporar função

taxa de falha nas formas crescente, decrescente, unimodal, forma de banheira e forma de N.

Além disso, foi proposto recentemente por (BRITO et al., 2019), um método que

também engloba a família T-X de distribuições. A proposta do autor foi de unificar diversas

formas de geração de distribuições e classes de probabilidade conhecidas da literatura.

A seguir, descrevemos os objetivos dessa dissertação:

• Propor distribuições na família Nadarajah-Haghighi-G, escolhendo distribuições-base

conhecidas na literatura e que já foram usadas para modelar certos tipos de conjuntos de

dados;

• Desenvolver e estudar as principais propriedades matemáticas de cada distribuição pro-

posta, tentando obtê-las em forma fechada e, quando não for possível, usaremos expressões

em série de potência;

• Fazer uso do método de máxima verossimilhança, com o intuito de tentar obter estimadores

em forma fechada para os parâmetros;

• Realizar um estudo de simulação com e sem censura objetivando avaliar as propriedades

assintóticas dos estimadores dos respectivos modelos em estudo;

• Avaliar o desempenho das distribuições propostas a conjuntos de dados clínicos e de

fadiga, comparando-as com distribuições já conhecidas na literatura. Entende-se aqui

como conjuntos de dados clínicos aqueles que envolvem experimentos relacionados a

doenças em humanos ou animais.

Essa dissertação está organizada da seguinte maneira. No capítulo 2, trouxemos uma

revisão bibliográfica mostrando informações e resultados importantes em análise de sobrevi-

vência. Também mostramos diferentes formas de gerar novas classes e distribuições que são

conhecidos na literatura. Entre as formas de geração de classes focamos na classe de distribuições

T-X e explicitamos algumas classes que foram geradas a partir desse gerador. Detalhamos como

irá ocorrer o estudo de inferência dos parâmetros e também o uso do método Monte Carlo. A

metodologia utilizada na aplicação de dados é mostrada nos critérios para a seleção de modelos,

onde utilizaremos as estatísticas de testes definidas por Chen e Balakrishnan (1995), (A∗) e
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(W ∗).

A classe de distribuições Nadarajah Haghighi-G, que tomamos como base dessa

dissertação, é mostrada no capítulo 3, detalhando como a proposta de novas distribuições é feita a

partir dessa família. Algumas propriedades e estimação que serão utilizadas nos demais capítulos

são mostradas, assim como as vantagens dessa família sobre algumas outras já conhecidas na

literatura.

No capítulo 4, propomos uma extensão da distribuição exponencial exponencializada,

chamada Nadarajah-Haghighi-Exponencial Exponencializada, com quatro parâmetros. A taxa

de falha da distribuição em questão tem forma crescente, decrescente e constante, sendo mais

flexível que a distribuição-base. Para o novo modelo, desenvolvemos suas principais propriedades

estruturais, como momentos, função geradora de momentos, estatísticas de ordem e entropia de

Shannon. Realizamos inferência via máxima verossimilhança. Duas ilustrações empíricas são

fornecidas tomando um conjunto de dados de sobrevivência e outro de fadiga, tendo por objetivo

analisar a aplicabilidade do modelo proposto.

A distribuição Nadarajah-Haghighi-Rayleigh é proposta no capítulo 5, com dois

parâmetros adicionais em relação a sua distribuição-base, a distribuição Rayleigh. Encontramos

para a distribuição proposta formas unimodal e crescente para a função taxa de falha. No capítulo,

fornecemos expressões explícitas para as funções densidade, acumulada e taxa de falha e também

expressões para os momentos, função geradora de momentos, estatística de ordem e entropia de

Shannon. No que tange a inferência dos parâmetros, realizamos inferência utilizando o método

da máxima verossimilhança e, para verificação das propriedades assintóticas dos estimadores de

máxima verossimilhança, introduzimos um estudo de simulação via Monte Carlo. Na ilustração

empírica do modelo proposto, realizamos duas aplicações a dados reais para verificar se o modelo

é competitivo. Na aplicação, consideramos dados clínicos e dados de fadiga.

No capítulo 6, propomos uma extensão de uma distribuição de valor extremo: a dis-

tribuição Gumbel. A nova distribuição possui quatro parâmetros, dois a mais que a distribuição-

base, e possui formas unimodal e crescente, para a função taxa de falha. Para a distribuição

proposta, fornecemos, de forma explícita, as principais propriedades estruturais: momentos,

função geradora de momentos e estatísticas de ordem, por exemplo. Estimamos os parâmetros

da distribuição via máxima verossimilhança e analisamos suas propriedades assintóticas introdu-

zindo um estudo de simulação via Monte Carlo. Com o intuito de mostrar a aplicabilidade do

modelo, realizamos duas aplicações a dados reais. Nas aplicações, consideramos um conjunto

de dados clínicos e outro conjunto de dados de fadiga.
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No capítulo 7, fizemos uma análise do que foi proposto no trabalho mostrando

os pontos relevantes e pesquisas futuras que poderão ser realizadas. Também mostramos as

contribuições que foram feitas em congressos nacionais e eventos locais.
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

Neste capítulo, faremos uma revisão bibliográfica contendo informações sobre o que

é abordado nos capítulos seguintes. Mostraremos como são trabalhados dados de sobrevivência

e fadiga. Em seguida, faremos uma breve revisão da família T-X de distribuições (ideia central

dessa dissertação), bem como traremos alguns casos particulares. A metodologia para estimação

dos parâmetros dos modelos e para as aplicações são mostradas em seguida.

2.1 CONJUNTOS DE DADOS EM ANÁLISE DE SOBREVIVÊNCIA E CONFIABILIDADE

Em análise de sobrevivência, a variável de interesse é o tempo até a ocorrência de

um evento de interesse. Este tempo é chamado de tempo de falha; alguns exemplos de variáveis

de interesse para esses tipos de dados é o tempo até a morte de um paciente, tempo até a falha de

equipamentos, dentre outros. Como a variável tempo é sempre positiva, os conjuntos de dados

possuem suporte nos reais positivos (R+). Sabendo que o suporte são os valores que a variável

pode assumir para imagens positivas da densidade ou função de probabilidade.

Os dados de confiabilidade são frequentemente coletados com o objetivo de determi-

nar os limites de uso seguro de um componente ou sistema. Pode-se acreditar que existe um nível

de estresse que abaixo dele o material é seguro, mas acima desse nível existe uma probabilidade

não desprezível de ruptura ou falha desse componente ou sistema.

Dados que possuem essas características podem ser encontrados em estudos clínicos

e de confiabilidade. Exemplos de bancos de dados de confiabilidade e estudos clínicos podem

ser encontrados em diversos livros e artigos como, por exemplo, em livros como Murthy et

al. (2004) e Colosimo e Giolo (2006), ou em artigos como Bjerkedal et al. (1960) e Nichols e

Padgett (2006). Há também bancos de dados implementados em pacotes do software estatístico

R como, por exemplo o pacote Survival encontrado em https://github.com/therneau/survival

Uma outra característica desses dados é a presença de censura, que é a observação

parcial da resposta, ou seja, para alguns elementos do estudo é desconhecido o tempo até a

ocorrência do tempo do evento de interesse. Existem alguns tipos de censura, a direita e a

esquerda, descritos a seguir:

• TIPO I - Aquela em que o estudo é encerrado após um período pré-determinado de tempo;

• TIPO II- Aquela em que o estudo é encerrado após ter ocorrido a falha em um número

pré-estabelecido de indivíduos;

• Aleatória- Ocorre quando o indivíduo é retirado do estudo por causas alheias ao experi-
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mento.

No entanto, consideramos aqui apenas censura à direita, em que o tempo de falha é superior ao

tempo registrado, com mecanismo aleatório. Para mais detalhes, ver Colosimo e Giolo (2006).

Seja T uma variável aleatória não negativa e contínua que representa o tempo até a

ocorrência de algum evento. Denota-se por fT (t) sua função densidade de probabilidade(fdp)

e FT (t) sua função de distribuição acumulada (fda). Com base nessas duas funções, podemos

definir duas outras funções que são utilizadas em análise de sobrevivência e confiabilidade: as

funções sobrevivência e taxa de falha.

A função de sobrevivência é o complementar da função de distribuição acumulada

para o tempo até a falha. Essa função é dada por

ST (t) = P(T ≥ t) = 1−FT (t),

em que temos como representação a probabilidade de que o evento em estudo sobreviva pelo

menos até um tempo t, t > 0.

A função taxa de falha (ftf) tem a expressão dada a seguir

hT (t) = lim
δ t→0

P(t ≤ T ≤ t +δ t|T ≥ t)
δ t

=
fT (t)
ST (t)

.

Essa função pode apresentar formas constante, crescente, decrescente, em forma de

U(ou banheira), unimodal, banheira invertida e forma de N, a mais recentemente discutida na

literatura. Quanto mais formas essa função apresentar, significa dizer que a distribuição proposta

se adequará a uma gama maior de conjuntos de dados.

2.1.1 Determinação da função taxa de falha empírica

Como dito anteriormente, há varias formas que a ftf, de uma variável aleatória T ,

pode assumir. Uma metodologia que é bastante utilizada para a identificação do modelo, que

pode melhor representar um banco dados, é proposto por Aarset (1987): o tempo total em teste

(curva TTT). A metodologia toma a análise da forma da curva TTT em um gráfico. A curva TTT

é obtida construindo um gráfico em que são plotados os pares (r/n,G(r/n)) que obtemos da

seguinte expressão: G(r/n) = [(∑r
i=1 Ti:n)+(n− r)Tr:n]/(∑

n
i=1 Ti;n), em que r = 1, . . . ,n e Ti:n,

i = 1 . . . ,n, é a estatística de ordem da amostra.

A Figura 1 nos mostra as diferentes formas que o gráfico TTT pode assumir. Quando

a curva, obtida do gráfico TTT, é uma reta diagonal (Curva A), a função taxa de falha é

constante; quando a curva é convexa (curva B) ou côncava (curva C) a função taxa de falha
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Figura 1 – Gráfico ilustrativo de algumas curvas TTT

é, respectivamente, monotonicamente decrescente ou crescente; quando a curva é convexa e

depois côncava (curva D), a função taxa de falha tem forma de U, e no caso reverso (curva E) é

unimodal.

2.2 ALGUMAS CLASSES DE DISTRIBUIÇÕES CONTÍNUAS

Na literatura, podemos encontrar diversas formas de geração de novas distribuições.

Cada forma de gerar possui suas particularidades e motivações. A seguir mostraremos algumas

formas que estão na literatura sobre a proposta de novas distribuições. Nesta seção, apresentamos

como gerar famílias a partir do gerador T-X de distribuições, onde é escolhido uma função

densidade de probabilidade. Em seguida, trazemos alguns casos particulares obtidos através do

uso desse gerador.

Além da classe T-X , há algumas outras formas de geração de distribuições, como é o

caso da adição de parâmetros, proposta inicialmente por Gompertz (1825) no cálculo de tabelas de

mortalidade, com a manipulação da função de distribuição acumulada, G(t) = (1−ρeλ t)α para

t > λ−1 logρ , em que ρ,α e λ são números reais positivos. Ahuja e Nash (1967) introduziram

a família Gompertz-Verhlst de distribuições, também estudando curvas de mortalidade. A

distribuição Exponencial Exponencializada é um caso particular quando ρ = 1. Propriedades

e métodos de estimação para a família das exponencializadas foram estudadas em diversos

trabalhos como, por exemplo, Mudholkar et al. (1995), Mudholkar e Hutson (1996), Gupta e

Kundu (1999), Gupta e Kundu (2001b).

nUma outra forma de gerar novas distribuições é pelo método da composição, que

consiste em compor variáveis aleatórias discreta com contínua. Há diversas aplicações a dados
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reais para distribuições com essa característica, uma vez que pode modelar o tempo até a falha de

equipamentos em série, situação em que podemos ter valores pontuais ou contínuos. Um caso é

a distribuição odd log-logistic Birnbaum–Saunders–Poisson proposta por Cordeiro et al. (2018).

Ainda sobre novas formas de propor distribuições, temos a proposta de mistura. A

ideia é tomar mais de uma variável aleatória, iguais ou distintas, fazer a multiplicação de cada

uma delas por um peso e adicioná-las. A condição aqui é que a soma total dos pesos seja igual a

um, ou seja, satisfazendo as condições que podem ser vistas em Lindsay (1995). Na geração de

uma nova distribuição por mistura, temos a definição ∑π j f (x;ξ j), em que π j ≥ 0, ∑ j π j = 1, π

é definido como peso e f (x;ξ j) são as densidades das variáveis aleatórias que serão usadas para

a mistura.

Um exemplo dessa forma de geração de novas distribuições pode ser vista em

Erişoğlu et al. (2011), que apresenta a mistura entre duas variáveis aleatórias distintas conside-

rando a seguinte expressão

fX ,Y (y;ψ) = π fX(t;θX)+(1−π) fY (t;θY ).

No artigo, os autores mostram algumas distribuições que foram geradas a partir dessa ideia como,

por exemplo, a Gamma-Weibull. Zeghdoudi e Nedjar (2014) propôs a distribuição Gamma-

Lindley. No artigo foi fornecido em forma fechada expressões para importantes propriedades

matemáticas e mostrou-se a flexibilidade do modelo.

A seguir, mostraremos como é definido a família de distribuições pela T-X que gera

a classe que trabalhamos nessa dissertação.

2.2.1 Família de distribuições T-X

Utilizado recentemente por diversos autores como mencionado anteriormente, o

gerador T-X , definido por Alzaatreh et al. (2013), é de extrema relevância por englobar diversas

famílias de distribuições. A fda desse gerador é dada por

F(x) =
∫ W [G(x;ηηη)]

a
r(t)dt, (2.1)

em que G(x;ηηη) é a fda da variável aleatória X , r(t) é a fdp da variável aleatória T , definida no

intervalo [a,b] e W [G(x;ηηη)] é uma função de G(x;ηηη) que satisfaz as seguintes condições:

• W [G(x;ηηη)] ∈ [a,b];

• W [G(x;ηηη)] é diferenciável e monótona não decrescente;

• W [G(x;ηηη)]→ a quando x→−∞ e W [G(x;ηηη)]→ b quando x→ ∞.
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A maneira como W [G(x;ηηη)] é definida nos dá uma nova família de distribuições.

Para mais detalhes, ver Alzaatreh et al. (2013) e Dias (2016), por exemplo. Para o gerador pro-

posto por Dias (2016), a r(t) é a fdp da distribuição Nadarajah-Haghighi, e a função W [G(x;ηηη)]

é da forma − log[1−G(x;ηηη)]. Mais detalhes sobre o gerador NH-G são mostrados no capítulo

3.

É importante ressaltar que com a mesma densidade para r(t) podemos ter diferentes

classes de distribuições, pois a escolha da W [G(x)] pode diferir; é o que acontece com as classes

Weibull-G de Bourguignon et al. (2014), Weibull-X de Alzaatreh e Ghosh (2015) e a Nova

Weibull-G proposta por Tahir et al. (2016). As classes geram distribuições diferentes, pois a

W [G(x)] não é a mesma, como veremos adiante.

Algumas famílias de distribuições que podem ser obtidas a partir do gerador T-X ,

são detalhadas a seguir

• Tomando como r(t) a densidade da variável aleatória Weibull e variando o W [g(x);ηηη ]

temos as seguintes classes propostas:

– Weibull-G

Proposta por Bourguignon et al. (2014), a classe de distribuições Weibull-G é obtida

usando W [G(x;ηηη)] = G(x;ηηη)
1−G(x;ηηη) , em que G(x) é a distribuição acumulada da variável

aleatória X, e a r(t) é a fdp da variável aleatória Weibull. A fda e fdp dessa classe de

distribuições são dadas, respectivamente, por

FW−G(x) = 1− exp

{
−a
[

G(x;ηηη)

1−G(x;ηηη)

]b
}

(2.2)

e

fW−G(x) = a b g(x;ηηη)
g(x;ηηη)b−1

[1−G(x;ηηη)]b+1 exp

{
−a
[

G(x;ηηη)

1−G(x;ηηη)

]b
}
, (2.3)

em que a > 0 e b > 0 são, respectivamente, parâmetros de escala e forma e ηηη é o

vetor de parâmetros da distribuição-base G. Algumas distribuições foram propostas

com base nessa classe de distribuições: Ramírez (2017) com a Weibull Nadarajah-

Haghighi de 4 parâmetros, Oguntunde et al. (2015) com a Weibull exponencial de

três parâmetros, dentre outras.

– Weibull-X

Utilizando também a densidade da Weibull, em r(t) na Expressão 2.1, porém com

W [G(x)] = − log[1−F(x)], Alzaatreh e Ghosh (2015), propuseram a Weibull-X ,

onde foi verificado as propriedades da distribuição junto com aplicações usando
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como distribuição-base a logística. Para a distribuição Weibull-logística foram

fornecidas algumas propriedades bem como simulação e aplicações a dados reais.

Essa nova família tem fda e fdp dadas, respectivamente por

FW−X(x) = 1− exp

{
−
(
− log(1−G(x;ηηη))

a

)b
}

(2.4)

e

fW−X(x) =
bg(x/ηηη)

a(1−G(x;ηηη))

(
− log(1−G(x;η))

a

)b−1

exp{−((log(1−G(x;ηηη)))/a)b}.(2.5)

– Nova Weibull-G

Ainda com a r(t) sendo a densidade da distribuição Weibull, Tahir et al. (2016)

propuseram uma nova Weibull-G, em que W [G(x)] = − log[G(x)]. No artigo, foi

abordado um pouco das formas de gerar novas famílias através do gerador T-X .

Para a nova família também foram fornecidas as propriedades matemáticas, formas

para a estimação por máxima verossimilhança e, para ilustrar empiricamente duas

distribuições que pertencem a essa classe, Weibull-log-logistica e Weibull-Weibull,

foram realizadas aplicação a dados reais. A fdp da nova Weibull-G é dada a seguir

fNW−G(x) = ab
g(x;ηηη)

G(x;ηηη)
{− log[G(x;ηηη)]}b−1 exp{−a[− log[G(x;ηηη)]]b} (2.6)

• Burr XII-G

Proposta por Santos (2016) a classe de distribuições Burr XII-G é obtida a partir do gerador

T-X em que W [G(x)] = G(x;ηηη)/[1−G(x;ηηη)] e r(t) é a densidade da variável aleatória

Burr XII. A fda e fdp dessa família são dadas, respectivamente, por

FBXII−G(x) = 1−
{

1+
[

G(x;ηηη)

1−G(x;ηηη)

]a}−b

(2.7)

e

fBXII−G(x) = a b g(x;ηηη)
G(x;ηηη)a−1

1−G(x;ηηη)a+1

{
1+
[

G(x;ηηη)

1−G(x;ηηη)

]a}−b−1

(2.8)

Essa classe de distribuições possui alguns casos especiais. Quando a = 1 em (2.7), a

família recai na Lehmann tipo-II(b,ηηη) (LEHMANN et al., 1953). Se caso b = 1, obtemos

a família odd log-logistic-G, Cruz et al. (2014).

• Kumaraswamy-G

Cordeiro e Castro (2011) introduziram a família de distribuições Kumaraswamy-G (Kw-G)

considerando r(t) como sendo a densidade da variável aletória T seguindo uma variável
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aleatória Kumaraswamy (KUMARASWAMY, 1980). A função W [G(x)] é definida como

W [G(x;ηηη)] = G(x;ηηη). A família Kw-G tem fda e fdp dadas, respectivamente, por

FKw−G(x) = 1− [1−G(x;ηηη)a]b (2.9)

e

fKw−G(x) = a b g(x;ηηη)G(x;ηηη)a−1[1−G(x;ηηη)a]b−1 (2.10)

em que a > 0 e b > 0, são parâmetros de forma. Distribuições que foram propostas com

base nessa classe de família são a Kw-generalized Rayleigh, distribuição proposta por

Gomes et al. (2014) e a Kw-Weibull modificada, proposta por Cordeiro et al. (2014), por

exemplo.

• Beta-G

Eugene et al. (2002) propôs a família de distribuições beta, essa família pode ser es-

crita a partir da família T-X tomando H[G(x;ηηη)] = G(x;ηηη) e r(t) como a densidade da

distribuição beta. A fda e fdp da classe beta-G são dadas, respectivamente, por

FB-G(x) =
BG(x;ηηη)(a,b)

B(a,b)
(2.11)

e

fB-G(x) =
1

B(a,b)
g(x;ηηη)G(x;ηηη)a−1[1−G(x;ηηη)]b−1 (2.12)

em que a> 0, b> 0, B(a,b) =
∫ 1

0 ta−1(1−t)b−1dt é a função beta e Bx(a,b) =
∫ x

0 ta−1(1−

t)b−1dt é a função beta incompleta.

Uma distribuição dessa classe é a beta Weibull modificada, distribuição que possui bastante

flexibilidade proposta por (SILVA et al., 2010).

• Gamma-G

Proposta por (ZOGRAFOS; BALAKRISHNAN, 2009) e utilizando como r(t) a densidade

da distribuição Gamma e como W [G(x;ηηη)] =− log[1−G(x)] temos a classe Gamma-G,

a fda e fda dessa classe são dadas, respectivamente, por

F(x) =
1

Γ(a)

∫ − log[1−G(x)]

0
ta−1etdt (2.13)
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e

f (x) =
g(x)
Γ(a)
{− log[1−G(x)]}a−1 (2.14)

A classe como exemplo as distribuições Ristić e Balakrishnan (2012) e Cordeiro et al.

(2018).

2.3 INFERÊNCIA

Para a estimação dos parâmetros das distribuições propostas, foi utilizado o método

da máxima verossimilhança. Consideramos a estimação utilizando a verossimilhança com

censura à direita e mecanismo aleatório, afim de verificar as propriedades dos estimadores como

a consistência, que nos diz que, ao aumentarmos o tamanho da amostra, o valor das estimativas

tende ao valor verdadeiro. Outro aspecto seria observar o que acontece ao introduzirmos

diferentes percentuais de censura, ou seja, observar se os valores das estimativas tem um vício

maior, ao aumentarmos esses percentuais.

Sejam X1, . . . ,Xn uma amostra aleatória de uma variável aleatória X com função

densidade de probabilidade f (x;θθθ), em que θθθ é o vetor de parâmetros da variável aleatória. A

função de verossimilhança é definida da seguinte forma

L(θθθ ;x) =
n

∏
i=1

f (x;θθθ).

Observe que a função de verossimilhança mostra que a contribuição de cada observa-

ção não censurada é a função de densidade, porém, se o dado é censurado, temos que considerar

alguma penalização. Esta informação nos diz que o tempo de falha é maior que o tempo de

censura observado. A penalização considerando o dado com censura, para a verossimilhança é a

função de sobrevivência S(T ). Para mais detalhes ver Colosimo e Giolo (2006). A função de

verossimilhança que considera esse caso é dada por

L(θθθ ;x) ∝

n

∏
i=1

[ f (x;θθθ)]δi[S(x;θθθ)]1−δi, (2.15)

em que δi é uma variável indicadora de tempo de falha ou censura. Sobre os tipos de censura,

Lawless (2011) nos diz que há três tipos de censura e que são encontradas para casos de censura

à direita e à esquerda.

Para encontrarmos o estimador de máxima verossimilhança, devemos encontrar o

vetor de estimativas θ̂θθ que maximiza L(θθθ). Como a função logaritmo é monótona, maximizar
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L(θθθ) é equivalente a maximizar l(θθθ) = log[L(θθθ)], e o resultado do sistema de equações

∂ l(θθθ)
∂θθθ

= 0

nos dá essas estimativas. Porém, nem sempre os estimadores de máxima verossimilhança

possuem forma fechada, então se faz necessário o uso de métodos numéricos para obtenção das

estimativas, como os algoritmos de Newton Rapshson e BFGS, por exemplo. Para mais detalhes

desses métodos ver, Press et al. (2007) e Nocedal e Wright (2006).

Quantidades que são avaliadas nessas estimativas são o viés, B(·), das estimativas e

o Erro quadrático médio, EQM(·), que são definidos, respectivamente, por

B(θ̂θθ) = E[θ̂θθ ]−θθθ e

EQM(θ̂θθ) = Var[θ̂θθ ]+B2(θ̂θθ).

Ao observarmos essas quantidades, podemos verificar se os estimadores de máxima

verossimilhança para o modelo tem as propriedades de consistência e eficiência, ou seja, se ao

aumentarmos o tamanho da amostra o seu viés e EQM tendem a zero.

2.4 SIMULAÇÃO

A simulação de Monte Carlo é usada para avaliar desempenhos de procedimentos

inferenciais. A importância dos estudos de simulação se deve ao fato de replicarmos os resultados

obtidos computacionalmente. Além disso, podemos, através de computação intensiva, obter

valores que ficariam inviáveis por tomarem bastante tempo.

O método de Monte Carlo é um método numérico não determinístico (ou estatístico)

usado para aproximar expressões matemáticas complexas e custosas de serem avaliadas com

precisão. O método também fornece soluções aproximadas para uma grande variedade de

problemas matemáticos que permitem a realização de experiências com amostras de números

pseudo-aleatórios gerados em um computador.

Em estatística, é muito utilizado para a avaliação do desempenho de estimadores

(pontuais e intervalares) e testes de hipóteses, usando como aporte teórico a Lei Fraca dos

grandes números: a média amostral converge em probabilidade para a média populacional. Isso

se dá pelo fato de que geramos de forma independente uma amostra finita de uma variável

aleatória e para valores maiores de n a média dessa amostra tende a média da população, µ . Se

X1, . . . ,Xn são variáveis aleatórias independentes tais que E(Xi) = µ e var(Xi) = σ2(< ∞) para
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i = 1, . . . ,n, então,

X̄n =
1
n

n

∑
i=1

Xi
P→ µ,

isto é, a média amostral converge em probabilidade para a média populacional. Para mais

detalhes sobre a lei fraca ver James (1996).

Como os estimadores de máxima verossimilhança são assintoticamente não viesados,

podemos fazer o estudo destes para pequenas e grandes amostras. Essa verificação é importante,

pois podemos averiguar se esse viés é grande para pequenas amostras e propor estudos para a

correção do mesmo de forma analítica (COX; SNELL, 1968) ou pelo método bootstrap (EFRON;

TIBSHIRANI, 1993).

Com base em tudo que foi dito, a Simulação de Monte Carlo vem a ser uma fer-

ramenta muito importante para verificação de algumas propriedades assintóticas apresentadas

nesse trabalho.

2.5 CRITÉRIOS PARA A SELEÇÃO DE MODELOS

No ajuste das distribuições aos bancos de dados reais, algum critério deve ser

selecionado para decidir qual modelo se ajusta melhor. Na busca de alguma medida que seja útil

para a seleção de modelos, encontramos aquelas que usam a função de densidade, como AIC,

BIC, CAIC e HQIC. Elas são utilizadas quando os modelos são encaixados ou autoregressivos.

Elas são úteis quando comparamos dois modelos, porém elas não garantem a bondade do ajuste.

Com base nessa deficiência, buscamos medidas mais robustas para o critério de

seleção de modelos. Na literatura, para a seleção do modelo que melhor representa o conjunto

de dados, encontramos as estatísticas de teste. Nas estatísticas de teste são envolvidas as

fdas escolhidas, diferente das medidas citadas anteriormente, que utilizam a fdp. A seguir,

explicitamos as estatísticas que foram utilizadas para a análise dos nossos modelos.

2.5.1 Estatísticas de Teste

As estatísticas de teste são baseadas na Fn(x), função de distribuição empírica (fde).

Tome uma amostra de tamanho n. A fde é definida por

Fn(x) =


0, x < x(1)
1
n , x(i) ≤ x < x(i+1), i = 1, . . . ,n−1,

1, x(n) ≥ x

(2.16)
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em que x(i) representa a i-ésima estatística de ordem. Note que Fn(x) é uma função escada.

Embasado na diferença vertical entre a fde e a fda, D’Agostino (1986) mostra duas

classes de estatísticas. A primeira classe de estatísticas é baseada no supremo, ou seja, o valor

absoluto entre a diferença da fde e fda |Fn(x)−F(x)|. A estatística Kolmogorov-Smirnov (KS)

usa essa diferença no seu cálculo.

Para as estatísticas da segunda classe, consideramos todas as diferenças entre a fde e

fda. Essa classe é definida por

Q = n
∫

∞

−∞

[Fn(x)−F(x)]2ψ(x)dF(x), (2.17)

em que ψ é uma função de peso para a forma quadrática. Definidas por Chen e Balakrishnan

(1995), as estatísitcas de Cramér-von-Mises (W ∗) e Anderson Darling (A∗) tomam ψ(x) = 1 e

ψ(x) = {F(x)[1−F(x)]}−1. A expressão para essas estatísticas são dadas, respectivamente, por

W ∗ =
{

n
∫

∞

−∞

[
Fn(x)− F̂(x)

]2 dF̂(x)
}(

1+
0.5
n

)
A∗ =

{
n
∫

∞

−∞

[
Fn(x)− F̂(x)

]2
F̂(x)

[
1− F̂(x)

]dF̂(x)

}(
1+

0.75
n

+
2.25
n2

)
,

em que F̂(x) é a fda avaliada na estimativa de máxima verossimilhança (EMV) do vetor de

parâmetros φ , denotado por φ̂n. A hipótese nula, em questão, leva em consideração a adequação

dos dados à fda proposta. Em ambos os casos, as estatísticas A∗ e W ∗ nos evidenciam que quanto

menor o valor, há mais evidências a favor da hipótese nula.

Na comparação de dois modelos encaixados, podemos utilizar o teste da razão de

verossimilhanças (TRV) (BOLFARINE; SANDOVAL, 2001). Seja Θ = (θ1, . . . ,θp)
T o vetor de

parâmetros de um modelo com dimensão p. Considere também um sub-modelo com vetor de

parâmetros θ 0, também de dimensão p, porém com k parâmetros conhecidos e 1≤ k ≤ p. Esse

teste tem por hipótese nula k igualdades que são definidas em θ 0. Então,

H0 : θ1 = θ
0
1 , . . . ,θk = θ

0
k , θk+1, . . . ,θp,

em que θk+1, . . . ,θp são os parâmetros desconhecidos e θ 0
1 , . . . ,θ

0
k são os parâmetros conhecidos.

O TRV tem por definição a quantidade −2log(λ ) em que

λ =

sup
Θ0

L(θ ;x)

sup
Θ

L(θ ;x)

e Q é a variável aleatória que toma os valores de λ . Então, −2log(Q) possui a distribuição

assintótica Qui-quadrado com k graus de liberdade (χ2
k ). Tomando um nível de significância
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0 < α < 1, a hipótese nula é rejeitada quando −2log(λ )> q1−α , em que q1−α é o quantil da

distribuição χ2
k .

Tomando por base essas quantidades apresentadas, podemos analisar qual modelo

consegue se adequar melhor aos conjuntos de dados apresentados.

2.6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

No presente capítulo, realizamos um estudo bibliográfico sobre o que está ocorrendo

no contexto de novas distribuições e quais e como são tratadas. Demos maior ênfase a forma

de geração proposta por Alzaatreh et al. (2013), mostrando classes que foram propostas e

classes que podem ser obtidas a partir dessa ideia. Além disso, mostramos a estimação via

máxima verossimilhança que é o método de inferência dos parâmetros que iremos utilizar. Para

verificação das propriedades inferenciais do modelo, mostramos o método de simulação de

Monte Carlo. E para as aplicações evidenciamos quais são os critérios para seleção do melhor

modelo.
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3 FAMILIA DE DISTRIBUIÇÕES NADARAJAH-HAGHIGHI-G

RESUMO

No presente capítulo, falamos sobre a classe de distribuições Nadarajah-Haghighi-

G (NH-G) que possui dois parâmetros adicionais: um parâmetro de escala e um de forma.

Abordamos algumas propriedades gerais da família, tomando como base Dias (2016). No

capítulo, fornecemos um pouco do que foi trabalhado pelo autor: inferência dos parâmetros via

método da máxima verossimilhança, simulação de Monte Carlo para avaliação dos estimadores

pontuais em distribuições propostas nessa classe, assim como aplicações a dados reais para

mostrar a aplicabilidade das distribuições que são propostas nessa classe. A importância desse

capítulo se faz necessário para os capítulos seguintes.

Palavras-chave: Distribuição Nadarajah-Haghighi; Máxima Verossimilhança; Simu-

lação de Monte Carlo.

3.1 INTRODUÇÃO

Com o avanço das pesquisas com dados de sobrevivência, é esperado que se procure

propor classes de distribuições que proporcionem maior flexibilidade e melhor ajuste aos dados

em estudo. Uma das maneiras de se obter mais flexibilidade nos modelos é a adição de parâmetros

na distribuição. Dias (2016) propôs a classe NH-G utilizando a geração de famílias proposta por

Alzaatreh et al. (2013), conhecida por família T-X de distribuições.

Muitas famílias de distribuições são conhecidas na literatura. A família de dis-

tribuições Nadarajah Haghighi-G (NH-G) proposta por Dias (2016) é uma família obtida da

distribuição proposta por Nadarajah e Haghighi (2011), que é uma alternativa para as distribui-

ções Weibull e Gamma.

A distribuição NH, que é uma generalização da distribuição exponencial, é bastante

utilizada em análise de sobrevivência, atuária, finanças, confiabilidade e biologia. Ela tem a

vantagem de possuir mais formas que a sua distribuição-base

A família NH-G tem fda e fdp, dadas, respectivamente, por

F(x) =
∫ − log[1−G(x)]

0
αλ (1+λ t)α−1 exp[1− (1+λ t)α ]dt (3.1)

= 1− exp{1− [1−λ log[1−G(x)]]α},
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e

f (x) =
αλg(x){1−λ log[1−G(x)]}α−1 exp{1− [1−λ log[1−G(x)]]α}

1−G(x)
, x > 0;α,λ > 0. (3.2)

A família NH-G tem parâmetros adicionais α (de forma) e λ (de escala), ambos

positivos e não nulos. Essa família tem como casos especiais a distribuição-base, quando

α = λ = 1 e a família Lehmann tipo II, quando α = 1, Lehmann et al. (1953). Além disso note

que as Equações (3.1) e (3.2) não envolvem funções robustas, entende-se com função robusta

aquela que pode ocasionar problemas em soluções matemáticas, mesmo que implementadas em

softwares, o que é um ponto positivo dessa família no ponto de vista analítico.

A função taxa de falha (ftf) é importante em análise de sobrevivência, pois suas

curvas podem ter interpretações práticas, como a curva em forma de U, por exemplo, que pode

exemplificar o tempo de vida de uma pessoa, em que na parte inicial a probabilidade de morte

é alta, diminui com o tempo até determinada idade e depois começa a crescer. A ftf para essa

classe de distribuições é, portanto, dada por

h(x) =
αλg(x){1−λ log[1−G(x)]}α−1

1−G(x)
.

Para a geração de números aleatórios das distribuições dessa classe, consideramos o

método da inversão, em que é utilizada a função quantílica da variável aleatória NH-G. Essa

função é obtida invertendo a função de distribuição acumulada. A função quantílica dessa classe

é dada por

X = G−1

{
1− exp

[
1− [1− log(1−u)]1/α

λ

]}
,

em que G−1 é a inversa da fda da distribuição de base G.

Nas próximas seções serão apresentadas propriedades matemáticas obtidas por Dias

(2016) para a NH-G.

3.2 PROPRIEDADES DA FAMÍLIA NH-G

Algumas propriedades da família de distribuições NH-G, serão explicitadas a seguir,

como expansão para a densidade e acumulada, expressões para momentos e função geradora de

momentos.
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3.2.1 Expansões em Série de Potência

Usando a série de potência para a função exponencial e a expansão binomial gene-

ralizada, obtemos a função densidade da NH-G que pode ser expressa como uma combinação

linear infinita funções de densidade da exponencial-G (exp-G). Então, se X ∼ NH-G, a fdp de X

pode ser expressa como

f (x) =
∞

∑
m=0

wmhm+1(x;ξ ), (3.3)

em que

wm =
∞

∑
i, j=0

∞

∑
I=0

eαλ j+1(−1)i+I+m

(m+1)i!

(
l−1

m

)(
α(i+1)−1

j

)[(
j
l

)
+

∞

∑
k=0

pk( j)
(

k+ j+1
l

)]
, (3.4)

p0(c) = c/2, p1(c) = c(3c+5)/24, p2(c) = c(c2+5c+6)/48, p3(c) = c(15c3+150c2+485c+

502)/5760, etc, e hm+1 = (m+1)g(x)G(x)m é a função densidade da exp-G com parâmetro de

potencia m.

Consequentemente, a fda de X é dada por

F(x) =
∞

∑
m=0

wmHm+1(x) (3.5)

em que Hm+1(x) = G(x)m+1 é a densidade da exp-G com parâmetro de potência m+1.

3.2.2 Momentos

Sejam Ym ∼ exp-G(m,ξ ) e hm(x) a fdp de Ym. A expressão para o n-ésimo momento

de X pode ser obtido de (3.3) e usando o teorema da convergência monótona. Obtemos então

E(Xn) =
∞

∑
m=0

wmE(Y n
m+1). (3.6)

As expressões em forma fechada para os momentos das exponencializadas foram

obtidas por Nadarajah e Kotz (2006) e, com base nessas propriedades, obtemos as propriedades

da NH-G.

3.2.3 Função geradora de momentos

Seja MX(t) = E(etX) a função geradora de momentos (fgm) de X . Usando a Equação

(3.3) e o teorema da convergência monótona podemos escrever

MX(t) =
∞

∑
m=0

wmMm+1(t), (3.7)
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em que Mm+1(t) é a fgm de Ym+1. Consequentemente, MX(t) pode ser determinada tomando por

base a fgm da distribuição exp-G.

Alternativamente, podemos escrever MX(t) de (3.7) como segue

MX(t) =
∞

∑
m=0

(m+1)wmρ(t,m), (3.8)

em que

ρ(t,m) =
∫

∞

−∞

etxG(x)mg(x)dx =
∫ 1

0
exp[tQG(u)]u

mdu e

QG(.) denota a função quantílica da distribuição de base.

3.3 ESTIMAÇÃO POR MÁXIMA VEROSSIMILHANÇA

Nesta seção, detalhamos os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros

da família de distribuições de amostras completas. Seja x1, . . . ,xn observações obtidas da NH-G

com parâmetros α,λ e ξξξ . Seja θθθ= (α;λ ;ξξξ )>, sendo p×1 a dimensão do vetor de parâmetros.

A função completa de log-verossimilhança para θθθ é dada por

l(θθθ) = n+n log(α)+n log(λ )+
n

∑
i=1

log[g(xi;ξξξ )]−
n

∑
i=1

log[1−G(xi;ξξξ )]

+ (α−1)
n

∑
i=1

log{1−λ [1−G(xi;ξξξ )]}−
n

∑
i=1

log{1−λ log[1−G(xi;ξξξ )]}α . (3.9)

A função de log-verossimilhança pode ser maximizada diretamente usando a função

Optim no R, com algum método iterativo, como o BFGS, e suas derivadas são calculadas

numericamente. Podemos também obter o vetor escore onde cada elemento desse vetor é obtido

derivando a Equação (3.9) em relação aos seus parâmetros. Esse vetor é necessário para utilização

em algoritmos de otimização como Newton-Raphson ou para o uso no BFGS de derivadas

analíticas. Os componentes da função escore Un(θ)= (Uα = ∂ ln/∂α;Uλ = ∂ ln/∂λ ;Uξξξ ln/∂ξξξ )>
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são respecivamente:

Uα =
n
α
+

n

∑
i=1

log{1−λ log[1−G(xi, ;ξξξ )]}

−
n

∑
i=1
{1−λ log[1−G(xi;ξξξ )]}α log{1−λ log[1−G(xi;ξξξ )]},

Uλ =
n
λ
− (α−1)

n

∑
i=1

log[1−G(xi;ξξξ )]

1−λ log[1−G(xi;ξξξ )]

+ α

n

∑
i=1
{1−λ log[1−G(xi;ξξξ )]}α−1 log[1−G(xi;ξξξ )] e

Uξξξ =
n

∑
i=1

.
g (xi;ξξξ )

g(xi;ξξξ )
+λ (α−1)

n

∑
i=1

.
G (xi;ξξξ )[1−G(xi;ξξξ )]−1
{1−λ log[1−G(xi;ξξξ )]}

− αλ

n

∑
i=1

{1−λ log[1−G(xi;ξξξ )]}α−1 .
G (xi;ξξξ )

1−G(xi;ξξξ )
+

n

∑
i=1

.
G (xi;ξξξ )

1−G(xi;ξξξ )
,

em que
.
g (xi;ξξξ ) = ∂g(xi;ξξξ )/∂ξξξ k e

.
G (xi;ξξξ ) = ∂G(xi;ξξξ )/∂ξξξ k para k = 1, · · · , p.

Podemos notar que, para a estimação intervalar dos parâmetros do modelo, precisa-

mos encontrar a matriz de informação observada

Jn(θθθ) =


Uαα Uαλ | U>

αξξξ

Uλα Uλλ | U
λξξξ
>

−− −− | −−

Uξξξ α Uξξξ λ | Uξξξ ξξξ

 .

Os seus elementos podem ser computados numericamente em softwares como o Ma-

ple (GARVAN, 2001) ou MATHEMATICA (WOLFRAM, 1999). Esses softwares de computação

simbólica tem uma boa habilidade em lidar com expressões analíticas de considerável tamanho e

complexidade.

3.4 SIMULAÇÃO

Nesta seção, detalhamos como ocorreu a simulação feita por Dias (2016) para uma

distribuição na classe NH-G. Foi considerado o modelo Nadarajah Haghighi-Exponencial

Exponencializada (NH-EE), distribuição com quatro parâmetros α,λ ,β e δ . Sua fdp é dada por

f (x) =
αλβδ exp−δx(1− exp−δx)β−1 exp{1− [1−λ log[1− (1− exp−δx)β ]]α}

[1− (1− exp−δx)β ]{1−λ log[1− (1− exp−δx)β ]}1−α
. (3.10)

Os resultados foram obtidos através de 5000 réplicas de Monte Carlo utilizando a linguagem de

programação R. Para cada réplica, foi gerada uma amostra de tamanho n da distribuição NH-

EE(α,λ ,β ,δ ). Para a maximização da função de log-verossimilhança total, l(θθθ), foi utilizado o
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BFGS, como método numérico. Para a geração de números aleatórios, foi utilizado o método da

inversão. Os parâmetros verdadeiros considerados pelo autor foram α = 1.5, λ = 2, β = 0.5 e

δ = 2.5. Os tamanhos de amostra foram de n = 25,50,100,200 e 400. Foram analisados como

quantidades o viés de cada média de estimativa e o erro quadrático médio (EQM). Na análise, se

verificou que ao aumentar o tamanho da amostra, o viés e o EQM tendiam a zero, como esperado.

Para mais detalhes, ver Dias (2016).

3.5 APLICAÇÃO

Para mostrar a aplicabilidade empírica, Dias (2016) escolheu dois bancos de dados

de fadiga. O primeiro conjunto de dados é sobre o tempo de ruptura de fibras de vidro de 1.5cm

expostas a uma força e foi obtido por trabalhadores do Laboratório Nacional de Física do Reino

Unido. A proposta de modelos que consigam se ajustar bem a esse banco de dados pode trazer

melhoria para o setor de análise, podendo estimar melhor o estresse até ruptura desse material.

O modelo considerado para esse conjunto de dados foi o NH-Gompertz (NH-Go), que possui

densidade dada por

f (x) = αλθeγx
[

1+
λθ(eγx−1)

γ

]α−1

exp
{

1−
[

1+
λθ(eγx−1)

γ

]α}
.

Para concorrer com esse modelo, foram utilizadas algumas distribuições já propostas

na literatura, que são as distribuições

• Beta Weibull (BW) Famoye et al. (2005);

• Kumaraswamy Weibull (KW) Cordeiro et al. (2010);

• Beta Gompertz (BGo) Jafari et al. (2014).

Na comparação, foram utilizados as estatísticas de testes modificada Anderson

Darlin (A∗) e Crammer Von misses (W ∗), Chen e Balakrishnan (1995). O modelo NH-Go teve

as menores quantidades nessas duas estatísticas de testes, mostrando, assim, a superioridade

dessa classe com essa distribuição para esses dados de fadiga. Para mais detalhes sobre essas

quantidades e sobre a aplicação, ver Dias (2016).

A segunda aplicação a dados reais também é sobre dados de fadiga. O conjunto de

dados diz respeito à fibras de carbono expostas a uma força até sua ruptura. Para mais detalhes

sobre esses dados, ver Nichols e Padgett (2006). A distribuição escolhida para esse banco de

dados foi a NH-Fréchet (NH-Fr), que tem fdp dada por

f (x) =
αλδσδ e−(

σ

x )
δ

x−(δ+1){1−λ log[1− e−(
σ

x )
δ

]}α−1 exp{1− [1−λ log[1− e−(
σ

x )
δ

]]α}

1− e−(
σ

x )
δ

.
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Para concorrer com esse modelo, o autor considerou as distribuições

• Beta Fréchet (BFr) (NADARAJAH; GUPTA, 2004);

• Kumaraswammy Fréchet (KFr) (MEAD, 2014);

• Fréchet (Fr) (FRECHET, 1927).

O resultado dessa aplicação revelou que a distribuição NH-Fr se ajustou melhor a

esse banco de dados, mostrando assim sua boa aplicabilidade em dados de fadiga.

Dessa forma, analisando a boa aplicabilidade dessa nova classe de distribuições jun-

tamente com o fato de sua simplicidade nas expressões da fda e fdp, julgamos necessário o estudo

de novas distribuições pertencentes a essa família, bem como a verificação de adequabilidade a

outros tipos de conjuntos de dados.

3.6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

No presente capítulo detalhamos a classe Nadarajah-Haghighi G proposta por Dias

(2016), no capítulo mostramos as principais propriedades que são utilizadas para a geração

de novos modelos, fornecemos as propriedades que são encontradas na tese do autor, como a

expressão para a geração da fda e fdp, função quantílica, expansões úteis que nos ajudam a

calcular os momentos, função geradora de momentos. Para o processo de inferência via máxima

verossimilhança, a expressão geral que pode ser utilizada para qualquer distribuição-base também

é fornecida, assim como as componentes do vetor escore. Mostramos também como ocorreram

os estudos de simulação e aplicação em modelos que são da classe, para assim motivar os

possíveis leitores que se interessem por trabalhos futuros.
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4 DISTRIBUIÇÃO NADARAJAH-HAGHIGHI EXPONENCIAL EXPONENCIALI-

ZADA: PROPRIEDADES E APLICAÇÕES

RESUMO

Nesse capítulo, introduzimos uma extensão da distribuição exponencial exponencia-

lizada com base na família trabalhada por Dias (2016). Para essa nova distribuição, encontramos

expressões para as funções taxa de falha, quantílica e de sobrevivência. Fornecemos expressões

para as principais propriedades estruturais do modelo, como momentos, função geradora de

momentos, entropia de Shannon e estatísticas de ordem, por exemplo. Realizamos inferência

pontual utilizando o método da máxima verossimilhança. Para ilustração empírica, realizamos

duas aplicações a dados reais considerando um conjunto de dados clínicos e outro de fadiga de

equipamentos, tendo por objetivo mostrar a aplicabilidade do novo modelo.

Palavras-chave: Distribuição Nadarajah-Haghighi; Distribuição Exponencial Expo-

nencializada; Família Nadarajah-Haghighi-G; Estimação via máxima verossimilhança; Método

de Monte Carlo.

4.1 INTRODUÇÃO

A distribuição exponencial exponencializada (EE) é uma distribuição biparamétrica

contínua com suporte em R+ e constitui uma extensão da distribuição exponencial (E). Esta

última é caracterizada por ter uma função taxa de falha constante e é considerada como uma

distribuição que possui expressões matemáticas mais simples, sendo utilizada, no entanto, em

vários problemas teóricos e aplicados, como em análise de sobrevivência, para a observação de

tempo de falha de materiais. É também uma das primeiras variáveis aleatórias que são trabalhadas

em modelos de sobrevivência. No nosso caso, a base da distribuição proposta é obtida usando o

gerador exponencial, obtendo, assim, a distribuição EE, que tem função densidade nas formas

decrescente e unimodal.

Seja X uma variável aleatória que segue uma distribuição exponencial exponenciali-

zada com parâmetros a e b, X ∼ EE(a,b). Então sua função de distribuição acumulada (fda) é

dada por

G(x;β ) = [1− exp(−ax)]b , (4.1)
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em que ambos os parâmetros são positivos e de forma. A função densidade de probabilidade

(fdp) é dada por

g(x;β ) = abexp(−ax) [1− exp(−ax)]b−1 . (4.2)

Recentemente uma nova família de distribuições, chamada Nadarajah-Haghighi-G,

proposta por Dias (2016) foi gerada a partir da variável aleatória Nadarajah-Haghighi (NH).

Para diferentes distribuições de base G(x), x > 0, o autor define a classe Nadarajah-Haghighi-G

(NH-G), com fda e fdp, respectivamente, dadas por

F(x) = 1− exp
{

1− [1−λ log [1−G(x)]]α
}

(4.3)

e

f (x) =
αλg(x){1−λ log [1−G(x)]}α−1 exp

{
1− [1−λ log [1−G(x)]]α

}
1−G(x)

. (4.4)

Note que (4.4) não envolve nenhuma função especial, como o caso da gama incom-

pleta e beta incompleta. Além disso, se α = 1 em 4.3, obtemos a família Lehmann tipo II-G, e

se α = λ = 1 voltamos para a distribuição-base.

A função taxa de falha (ftf), digamos h(·), é uma importante função em análise de

sobrevivência. Seja X ∼ NH-G(λ ,α,θθθ) em que θθθ é o vetor de parâmetros da distribuição-base.

A função taxa de falha de X é dada por

h(x) =
αλg(x){1−λ log[1−G(x)]}α−1

1−G(x)
. (4.5)

Usando a ideia de Qian (2012), é possível fornecer intervalos paramétricos com

as formas correspondentes da função taxa de falha. Primeiramente, considere o logaritmo da

Equação (4.5). Assim, obtemos

log[h(x)] = log(α)+ log(λ )+ log[g(x)]+(α−1) log{1−λ log[1−G(x)]}− log[1−G(x)].

Derivando ambos os lados da última equação, teremos:

h′(x)
h(x) =

g′(x)
g(x)

+
λ (α−1)g(x)

[1−G(x)]{1−λ log[1−G(x)]}
+

g(x)
1−G(x)

⇐⇒ h′(x) = h(x)
{

g′(x)
g(x)

+
λ (α−1)g(x)

[1−G(x)]{1−λ log[1−G(x)]}
+

g(x)
1−G(x)

}
,

⇐⇒ h′(x) = h(x)s(x),

em que g′(x) = ∂g(x)
∂x . Então, o sinal de h′(x) é o mesmo sinal de s(x), já que h(x)> 0.
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4.2 DISTRIBUIÇÃO NADARAJAH-HAGHIGHI EXPONENCIAL-EXPONENCIALIZADA

Substituindo as Equações (4.1) e (4.2) nas Equações (4.3) e (4.4) obteremos as

expressões para a fda e fdp da NH-EE, como a seguir. Seja γ = λβ , então

F(x;α,λ ,a,b) = 1− exp
{

1−
[
1−λ log

[
1− [1− exp(−ax)]b

]]α}
(4.6)

e

f (x;α,λ ,a,b) =
αλabexp(−ax) [1− exp(−ax)]b−1 exp

{
1−
[
1−λ log

[
1− [1− exp(−ax)]b

]]α}
{

1−λ log
[
1− [1− exp(−ax)]b

]}1−α {
1− [1− exp(−ax)]b

} (4.7)

respectivamente, em que α é parâmetro de forma e é positivo, λ é parâmetro de escala e a

e b são ambos de forma e positivos. Evidentemente, a densidade dada em (4.7) não envolve

funções mais robustas analiticamente. Note ainda que se b = 1 as Equações (4.6) e (4.7)

correspondem as funções densidade e acumulada, respectivamente, de uma variável aleatória

que segue distribuição NH. Além disso, se α = 1, obtemos a distribuição Lehmann tipo II

exponencial exponencializada (LII-EE), se α = b = 1, temos a distribuição Lehmann tipo II

exponencial (LII-E) e se α = λ = 1, obteremos a distribuição EE. Ou seja, a distribuição NH-EE

recai em quatro outras distribuições.

Além disso, se X ∼NH-EE(α,λ ,a,b), sua função taxa de falha (ftf) é dada por

h(x;α,λ ,a,b) =
αλabexp(−ax) [1− exp(−ax)]b−1{

1−λ log
[
1− [1− exp(−ax)]b

]}1−α {
1− [1− exp(−ax)]b

} . (4.8)

Portanto, se a distribuição de base for a exponencial exponencializada, seguindo a

ideia de Qian (2012), da Equação (4.8) obtemos

log [h(x)] = log

 αλabexp(−ax) [1− exp(−ax)]b−1{
1−λ log

[
1− [1− exp(−ax)]b

]}1−α {
1− [1− exp(−ax)]b

}


Derivando ambos os lados da última equação, com respeito a x, obtemos

h′(x)
h(x)

= −a(b(−(α−1)λK +2K−1)+λ (−2bK + eax (K−1)+b) log(1−K)− eax (K−1))
(eax−1)(K−1)(λ log(1−K)−1)

⇔ h′(x) = h(x)s(x),

em que K = (1− e−ax)
b. Consequentemente, o sinal de h′(x) é o mesmo sinal de s(x) com

h(x)> 0.
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Gráficos da densidade e da função taxa de falha da distribuição proposta podem ser

vistos na Figura 2. Note que temos as formas crescente, decrescente e unimodal para a fdp e

para ftf temos as formas, constante, crescente e decrescente. Dessa forma, concluímos que a

distribuição NH-EE é mais flexível que a distribuição EE.

(a) (b)

Figura 2 – Gráficos para a densidade e a função taxa de falha para a distribuição NH-EE
para diferentes valores de parâmetros.

Denotamos por X ∼NH-EE(α,λ ,a,b) uma variável aleatória que possui densidade

(4.7). Para realizar o estudo de simulação geramos variáveis aleatórias u ∼U(0,1) e depois

substituímos na função quantílica. Assim, geramos números da variável aleatória X , fazendo:

X =
−1
a

log
{

1−
{

1− exp
[1− [1− log(1−u)]1/α

λ

]}1/b}
. (4.9)

Da Equação (4.9), tomando u = 0.5 obtemos a mediana da distribuição NH-EE, dada

por:

q =
−1+(1.6931472)1/α

γ
.

4.3 EXPANSÕES UTILIZADAS

Algumas expansões são úteis para essa distribuição. Dias (2016) mostrou que a NH-

G tem propriedades derivadas das "Exponencializadas-G"(exp-G). Com isso, podemos escrever

as Equações (4.6) e (4.7) como uma combinação de fda’s e fdp’s de exp-EE ′s, respectivamente,

e, com isso, obter propriedades estruturais da distribuição NH-EE.

De Dias (2016), podemos escrever (4.7) como

f (x) =
∞

∑
m=0

wm hm+1(x), (4.10)
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em que hm+1(x) = (m+1)g(x)G(x)m é a fdp da exp-EE, g é a fdp da exponencial exponenciali-

zada e G é a sua fda. Para mais detalhes sobre a Equação (4.10) e o seus coeficientes w′ms, ver

Dias (2016). Baseada em (4.10), várias propriedades estruturais da NH-EE, podem ser obtidas a

partir das propriedades da exp-EE.

Integrando a Equação (4.10) e o usando o teorema da convergência monótona, a fda

de X é expressa por

F(x) =
∞

∑
m=0

wm Hm+1(x), (4.11)

em que Hm+1(x) é a acumulada de Ym+1.

4.4 ALGUMAS PROPRIEDADES

Nessa seção, traremos algumas propriedades obtidas do modelo proposto.

4.4.1 Momentos

Seja Ym ∼exp-EE (m,β ). O n-ésimo momento de X pode ser expresso, usando a

expansão (4.10), por

E(Xn) =
∞

∑
m=0

wmE(Y n
m+1),

em que E(Y n
m+1) é o n-ésimo momento de Y [ver Nadarajah (2011)]. Média e variância de X ,

com β = 1, são dados por

E(X) =
∞

∑
m=0

wm [ψ(m+1)−ψ(1)] e V (X) =
∞

∑
m=0

wm [ψ ′(1)−ψ
′(m+1)],

em que ψ(.) e suas derivadas são as funções digama e poligama, respectivamente.

4.4.2 Função geradora de momentos

Com base na Equação (4.10), denotamos a função geradora de momentos (fgm) de

X , MX(t), por

MX(t) =
∞

∑
m=0

wm Mm+1(t),

em que Mm+1(t) é a função geradora de momentos de Ym+1. Consequentemente, MX(t) pode ser

obtida a partir da função geradora de momentos da distribuição exp-E com parâmetro adicional
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m+1. Se β = 1, de Gupta e Kundu (1999), a fgm de X é dada por

MX(t) = Γ(1− t)
∞

∑
m=0

wm
Γ(m+2)

Γ(m+2− t)
.

Além disso, a fgm de X , com α = 1 e |t|< 1, coincide com a fgm de uma distribuição

exponencial com parâmetro γ . Todas as outras propriedades para α = 1 já são conhecidas na

literatura.

4.4.3 Entropia

Para medir o grau de variação ou de incerteza da variável aleatória X , usaremos

uma ferramenta da Teoria da informação, conhecida como entropia de Shannon. A entropia de

Shannon de uma variável aleatória X é definida por

E{− log[ f (x)]} = − log(α)− log(λ )− log(a)− log(b)−aE(X)− (b−1)E [1− exp(−aX)]

− 1+αE
{

log
[
1−λ log

[
1− [1− exp(−aX)]b

]]}
− (α−1)E

{
log
{

1−λ log
[
1− [1− exp(−aX)]b

]}}
+ E

{
log
{

1− [1− exp(−aX)]b
}}

.

Se α = b = 1, temos, após algumas manipulações algébricas,

E{− log[ f (x)]}=− log(λ )− log(a)−1+E [log(1+aλX)]

4.4.4 Estatísticas de ordem

Estatísticas de ordem são muito importantes, tanto para o uso em problemas práticos

como em problemas teóricos. Podemos exemplificar seu uso, relacionando a problemas que

visam encontrar valores discrepantes, problemas de engenharia e de controle de qualidade, assim

como em problemas de estimação. Suponha que X1, ...,Xn seja uma amostra aleatória de variáveis

aleatórias que seguem a distribuição NH-EE. Denote por X1:n, ...Xn:n as estatísticas de ordem. A

fdp da i-ésima estatística de ordem de uma amostra aleatória X1, ...,Xn da distribuição NH-EE é

dada por

fi:n(x) =C f (x)F i−1(x)[1−F(x)]n− i,

em que C = n!/[(i− 1)!(n− i)!], F(x) e f (x) são a acumulada (4.6) e a densidade (4.7) da

NH-EE. Então,

fi:n(x) = K
n−1

∑
j=0

(−1) j
(

n−1
j

)
f (x)F i+ j−1(x).
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A função densidade de probabilidade Xi:n pode ser expressada de (4.10) e (4.11)

como

fi:n(x) = K
n−1

∑
j=0

(−1) j
(

n−1
j

){
∞

∑
r=0

wr(r+1)[1− exp(−βx)]r[β exp(−βx)]

}

×

{
∞

∑
r=0

wm[1− exp(−βx)]m+1

}i+ j−1

.

Usando séries de potência para um inteiro positivo, temos[
∞

∑
r=0

wm[1− exp(−βx)]m+1

]i+ j−1

=
∞

∑
m=0

fi+ j−1,m[1− exp(−βx)]i+ j+m−1,

em que fi+ j−1,0 = (w0)
i+ j−1 e (para m≥ 1)

fi+ j−1,m = (mw0)
−1

m

∑
p=1

[p(i+ j)−m]wp fi+ j−1,m−p.

Consequentemente,

fi:n(x) =
n−1

∑
j=0

∞

∑
r,m=0

c j,r,mhi+ j+r+m(x), (4.12)

em que

c j,r,m =
(−1) jn!

(i−1)!(n−1− j)! j!
(r+1)wr fi+ j−1,m

(i+ j+ r+m)
.

A Equação (4.12) é o principal resultado dessa seção e nos mostra que a densidade das

estatísticas de ordem é escrita como uma tripla combinação linear de densidades da distribuição

exp-EE. Portanto, podemos observar que algumas propriedades matemáticas (estatísticas de

ordem, fgm, entre outros) podem ser obtidas através das respectivas propriedades da exp-EE.

4.5 INFERÊNCIA E ESTIMAÇÃO

Aqui, discutimos o uso do método de máxima verossimilhança para inferência e

estimação pontual dos parâmetros do modelo proposto.

4.5.1 Estimação via máxima verossimilhança

Para a estimação dos parâmetros da distribuição NH-EE, utilizamos o método da

máxima verossimilhança. Seja x1, . . . ,xn uma amostra aleatória de tamanho n da distribuição



45

NH-EE(α,λ ,a,b). O logaritmo da função de verossimilhança para o vetor de parâmetros

θθθ = (α,λ ,a,b)>, é expressado por

l(θθθ) = n+n log(α)+n log(λ )+n log(a)+n log(b)−a
n

∑
i=1

xi +(b−1)
n

∑
i=1

log [1− exp(−axi)]

+ (α−1)
n

∑
i=1

log
{

1−λ log
[
1− [1− exp(−axi)]

b
]}
−

n

∑
i=1

log
{

1− [1− exp(−axi)]
b
}

−
n

∑
i=1

{
1−λ log

[
1− [1− exp(−axi)]

b
]}α

. (4.13)

A maximização de (4.13) é realizada utilizando rotinas estabelecidas como nlm ou optimize

em um pacote estatístico do R. Derivando (4.13) em relação aos parâmetros, igualando a zero e resolvendo

as equações simultaneamente obtemos os estimadores de máxima verossimilhança (EMV), θ̂θθ , de θθθ .

Essas equações não possuem forma fechada, então é necessário o uso de técnicas iterativas,

como BFGS ou Newton-Raphson, e com o apoio de um software estatístico obtemos a solução dessas

equações não lineares, que são as estimativas de máxima verossimilhança.

O vetor score tem seus componentes dados por

Uλ =−αλ log(1−K)(1−λ log(1−K))α −αλ log(1−K)+1
λ (λ log(1−K)−1)

,

Uα =
1−α log(1−λ log(1−K))

(
(1−λ log(1−K))α −1

)
α

,

e

Ua =
aαbλxK−aαbλxK (1−λ log(1−K))α −abλxK

a(eax−1)(K−1)(λ log(1−K)−1)

− λ (−2abxK +K +abx+ eax(ax−1)(K−1)−1) log(1−K)

a(eax−1)(K−1)(λ log(1−K)−1)

+
K−2abxK +abx+ eax(ax−1)(K−1)−1

a(eax−1)(K−1)(λ log(1−K)−1)
,

e

Ub =
1
b
−

log(1− e−ax)
(
λK
(
α
(
(1−λ log(1−K))α −1

)
+1
)
+(λ −2λK) log(1−K)+2K−1

)
(K−1)(λ log(1−K)−1)

,

em que K = (1− e−ax)
b

4.6 APLICAÇÕES A DADOS REAIS

Realizamos aqui duas aplicações a dados reais, visando mostrar a flexibilidade do modelo

proposto. Comparamos o modelo NH-EE com outros modelos conhecidos na literatura utilizando as

estatísticas de teste. De fato, comparamos os ajustes do modelo NH-EE com oito outros modelos; a saber:

1. Exponencial (E),
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2. Exponencial Exponencializada,(EE) (GUPTA; KUNDU, 2001b)

3. Nadarajah-Haghighi Exponencializada (ENH) (LEMONTE, 2013)

4. Burr XII Exponencializada, (Exp-BurrXII) (AL-HUSSAINI; HUSSEIN, 2011)

5. Weibull Exponencializada, (Exp-W) (MUDHOLKAR; SRIVASTAVA, 1993)

6. Gama Exponencializada, (Exp-Gama) (RISTIĆ; BALAKRISHNAN, 2012)

7. Gama exponential (Gama-E) (SURIYA; JAN, 2015)

8. Gama-gama, (Gama-G), ver gerador (ZOGRAFOS; BALAKRISHNAN, 2009) .

Os EMV’s dos parâmetros do modelo são calculados para avaliação. Essas estimativas

foram obtidas a partir do método de iteração SANN. As estatísticas de teste Cramér-von Mises(W ∗)

e Anderson-Darling(A∗), definidas por Chen e Balakrishnan (1995), foram obtidas para comparar os

modelos ajustados. Para essa avaliação, quanto menor os valores dessas estatísticas, melhor o ajuste aos

dados. Todos os cálculos foram realizados usando o software estatístico R junto com o pacote Adequacy

Model, Marinho (2016). Ambos conjuntos de dados foram maximizados utilizando o método numérico

SANN.

4.6.1 Conjunto de dados 1: tempo até a ocorrência de alguma doença cardiovascular em

68 pessoas.

Doenças cardiovasculares (DCV) são consideradas como uma classe de doenças que afetam

os vasos sanguíneos ou o coração. Entre as DCV’s temos o acidente cardiovascular cerebral (AVC) e

doenças arteriais coronárias (DAC). Essas doenças estão associadas à tabagismo, etilismo, sedentarismo e

maus hábitos alimentares, hipertensão arterial, etc. Um estudo mais detalhado, sobre essas doenças, é

encontrado em Mendis et al. (2011).

Estudos envolvendo tempo até a ocorrência dessas doenças, assim como proposta de distri-

buições que modelem bem esse tipo de estudo, se fazem necessários para ideias de prevenção a longo

prazo. Um estudo que visa simular essas ocorrências pode ser encontrado em Lee e Wang (2003).

Suponha que os dados demográficos, pessoais, clínicos e laboratoriais sejam coletados a

partir de uma entrevista e exame físico de 200 participantes em um estudo de DCV. Esses participantes,

com idade entre 50 e 79 anos e livres de DCV no momento do exame de base, são seguidos por 10

anos. Durante o período de seguimento, 96 dos 200 participantes desenvolvem ou morrem de DCV.

Consideramos um subconjunto dos dados com 68 participantes. O banco de dados foi retirado de Lee e

Wang (2003).

O tempo de evento, T, de interesse é o tempo livre de DCV, que é definido como o tempo

(em anos) desde o exame de base até a primeira vez que um participante foi diagnosticado como portador

de DCV ou confirmado como morte por DCV.
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Abaixo, na figura 3, plotamos o gráfico TTT, Aarset (1987), que possui forma predominante-

mente côncava indicando que distribuições que possuem ftf crescente conseguem se se ajustar melhor a

esse banco de dados. A distribuição NH-EE, por possuir forma crescente na ftf, pode modelar bem esses

dados.

Figura 3 – TTT plot

As estatísticas descritivas para esse conjunto de dados é mostrada na Tabela 1. É possível

notar que esta amostra tem uma pequena variância e assimetria e curtose negativas.

Tabela 1 – Estatísticas descritivas - Primeira Aplicação
Aplicação Media Mediana Variância Assimetria Curtose Min. Max.
dados de coração 5.231 6.050 2.318791 -0.4316233 -1.125723 0.200 8.400

A tabela 2 nos fornece os valores dos EMV’s dos parâmetros, bem como as quantidades para

Erro Padrão (entre parênteses) a partir dos ajustes dos modelos citados e também as medidas W ∗ e A∗. Os

resultados indicam que o modelo proposto possui os menores valores dessas estatísticas entre os modelos

e, portanto, poderia ser escolhido como o melhor modelo para esses dados.

4.6.2 Conjunto de dados 2: o comportamento da fadiga de tração de um fio de urdidura

e sua influência no desempenho da tecelagem.

Nas operações modernas de manufatura, requisitos rigorosos são impostos a fim de verificar

as propriedades dos materiais que são utilizados. Com base nisso, se faz necessário que esses materiais

sejam submetidos a testes de aquecimento intenso ou tensões mecânicas relativamente altas, por exemplo.

Portanto, existe uma necessidade na proposta de métodos que permitam uma avaliação prévia na capaci-

dade de suportar esses rigores impostos no processo de manufatura. Dentre esses processos, há o processo
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Tabela 2 – Aplicação tempo até o surgimento de uma DCV
Model α λ a b A∗ W ∗

NH-EE(α,λ ,a) 9.4410 1.1957 0.0511 2.0761 1.5729 0.2628
(3.7363) (0.5780) (0.0182) (0.2812)

E(a) 0.1911 2.7517 0.4598
(0.0231)

EE(a,b) 3.1838 0.3525 2.9588 0.4960
(0.5961) (0.0408)

NH(α,λ ) 0.0355 4.1871 2.1564 0.3594
(0.0141) (1.4975)

ENH(α,λ ,b) 3.8725 2.2953 0.0499 2.2042 0.3678
(0.8087) (0.3706) (0.0123)

Exp-BurXII(α,λ ,b) 10.1071 0.8923 1.7577 5.0739 0.8795
(4.3989) (0.1940) (0.5025)

Exp-W(α,λ ,b) 7.9335 9.8753 0.1663 2.5951 0.4113
(0.2476) (0.3192) (0.0223)

Exp-Gamma(α,λ ,b) 17.3798 1.9771 0.1531 2.3209 0.3857
(7.2648) (0.7279) (0.0672)

Gamma-Exp(α,λ ) 3.1819 0.6088 2.7391 0.4578
(0.5196) (0.1077)

Gamma-G(α,λ ,b) 11.9571 1.3267 0.2264 2.2959 0.3814
(0.5960) (0.1166) (0.0370)

de tecelagem têxtil. Picciotto (1970), em sua dissertação de mestrado, propõe técnicas para modelar o

quanto um fio pode suportar após tensões impostas.

A urdidura é o conjunto de fios colocados em primeiro lugar, paralelos uns aos outros, no

sentido do comprimento do tear. É a base do tecido, definindo a largura e o comprimento da peça. No

estudo, foi medido a tensão em ciclos até a ruptura desse fio, a fim de saber sua resistência.

Os dados são de Picciotto (1970), em sua dissertação de mestrado, e surgiram em teste no

ciclo em que o fio falhou, o estudo foi feito com 100 fios. Os dados foram também utilizados por Shanker

et al. (2015), que buscaram modelar dados de confiabilidade.

A proposta de modelos que consigam ajustar bem esses bancos de dados podem ser úteis

para informação sobre o processo de tecelagem e, também, em outros bancos de dados de fadiga.

O gráfico TTT, Aarset (1987), do conjunto de dados sobre a fadiga de um fio de urdidura, é

mostrado na Figura 4. Analisando o gráfico, podemos notar que temos uma curva predominantemente

côncava, indicando, assim, que distribuições que possuam ftf crescente podem modelar bem esse banco

de dados. A distribuição NH-EE possui essa forma na ftf.

Na Tabela 3 mostramos as estatísticas descritivas do banco de dados. Notamos que esta

amostra tem uma variância alta e assimetria e curtose positivas, características opostas ao primeiro

conjunto de dados aqui considerado. A tabela 4 nos fornece os valores dos EMV’s dos parâmetros

assim como as quantidades para Erro Padrão (entre parênteses) a partir dos ajustes dos modelos citados.
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Figura 4 – TTT plot

Tabela 3 – Estatísticas descritivas - Segunda Aplicação
Aplicação Media Mediana Variância Assimetria Curtose Min. Max.
Tensão no fio 222.0 195.5 144.6181 1.339683 2.7435 15.0 829.0

Também é fornecido as medidas W ∗ e A∗ que nos indicarão qual modelo irá melhor ajustar os dados. Os

resultados indicam que o modelo proposto possui os menores valores dessas estatísticas entre os modelos

e, portanto, poderia ser escolhido como o melhor modelo para ajustar esses dados. A tabela 5 lista a

Tabela 4 – Aplicação - Tensão até a ruptura de um fio
Model α λ a b A∗ W ∗

NH-EE(α,λ ,a,b) 1.3953 1.4521 0.0033 1.8114 0.5344 0.0936
(0.2927) (0.5043) (0.0004) (0.2363)

E(a) 0.0044 0.6842 0.1257
(0.0004)

EE(a,b) 2.3798 0.0072 0.7901 0.1461
(0.3629) (0.0007)

NH(α,λ ) 0.0029 1.3445 0.5732 0.1028
(0.0004) (0.1544)

ENH(α,λ ,b) 0.6707 4.0927 0.0204 1.4377 0.2655
(0.1041) (1.1834) (0.0094)

Exp-BurXII(α,λ ,b) 15.6295 3.3249 0.1818 3.7624 0.6871
(2.9309) (0.7410) (0.0405)

Exp-W(α,λ ,b) 14.5100 0.4532 14.2137 198.8453 32.1663
(6.0888) (0.0478) (3.8518)

Exp-Gama(α,λ ,b) 3.8877 0.0128 0.5016 0.6050 0.1094
(1.3179) (0.0028) (0.1908)

Gamma-Exp(α,λ ) 2.2658 0.01024 0.6712 0.1232
(0.2924) (0.0014)

Gamma-G(α,λ ,b) 1.6679 0.0096 1.3159 0.6861 0.1261
(0.5835) (0.0013) (0.4838)

estatística de razão de verossimilhanças para comparar os modelos encaixados que foram ajustados em
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ambas as aplicações. Note que rejeitamos a hipótese nula (H0 : α = λ = 1) nas duas aplicações indicando

indícios em favor da nova distribuição.

Tabela 5 – Teste da razão de verossimilhanças
Aplicação Estatística W p-value
Doença Cardiovascular 26.1622 0.000002
Tensão no fio 16.3584 0.000280

4.7 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Propomos a distribuição Nadarajah-Haghighi Exponential Exponencializada (NH-EE) para

estender a distribuição exponencial exponencialidas, realizando um estudo matemático da nova distri-

buição, incluindo expressões explícitas para os momentos, função geradora de momentos, mediana e

função quantílica. As aplicações realizada mostram a eficiência do modelo proposto, indicando que a

nova distribuição fornece melhor ajuste do que as outras distribuições consideradas, concluindo, assim,

que o modelo se mostra bastante competitivo no ajuste de dados clínicos e de fadiga.
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5 UMA NOVA EXTENSÃO DA DISTRIBUIÇÃO RAYLEIGH: SIMULAÇÃO E

APLICAÇÕES

RESUMO

Uma nova distribuição de três parâmetros, Nadarajah-Haghighi-Rayleigh, é proposta usando

a família desenvolvida em Dias (2016). Obtemos algumas propriedades estruturais do novo modelo, in-

cluindo expressões explícitas para os momentos e função geradora. O método de máxima verossimilhança

é usado para estimar os parâmetros do modelo. Um estudo de simulação é realizado para verificar as

propriedades assintóticas dos parâmetros e a utilidade da distribuição proposta é ilustrada por meio de

dois conjuntos de dados reais.

Palavras-chave: Distribuição Nadarajah-Haghighi; Distribuição Rayleigh; Método da má-

xima verossimilhança; Simulação de Monte Carlo.

5.1 INTRODUÇÃO

A distribuição de Rayleigh (R) é uma distribuição de probabilidade contínua com suporte

em R+. Essa distribuição é usada constantemente quando a magnitude geral de um vetor está relacionada

a seus componentes direcionais. Além disso, mais recentemente, extensões do modelo Rayleigh foram

usadas para ajustar dados de fadiga. Uma variável aleatória X ∼ R(σ) tem função de distribuição

acumulada (fda) dada por

G(x;σ) = 1− exp
[
− x2

2σ2

]
, (5.1)

em que σ > 0 é parâmetro de escala. Sua função densidade de probabilidade (pdf) é dada por

g(x;σ) =
x

σ2 exp
[
− x2

2σ2

]
. (5.2)

Recentemente, novas classes de distribuições para dados de sobrevivência são propostas para

fornecer grande flexibilidade na modelagem de dados assimétricos. A Tabela 6 mostra algumas extensões

da distribuição R.

Assim como os autores descritos na Tabela 6, procurando introduzir mais flexibilidade para

a distribuição Rayleigh, utilizamos a classe de distribuições Nadarajah Haghighi-G, proposta por Dias

(2016). Neste contexto, para qualquer distribuição-base com fda G(x), x > 0, o autor definiu a classe

Nadarajah-Haghighi-G (NH-G) com fda F(x) e pdf f (x), respectivamente, dadas por

F(x) = 1− exp
{

1− [1−λ log [1−G(x)]]α
}

(5.3)



52

Tabela 6 – Algumas extensões da distribuição Rayleigh
Modelo Autor
Slashed Rayleigh exponencializada Salinas et al. (2015)
Kumaraswamy Rayleigh exponencializada Rashwan (2016)
Marshall-Olkin Rayleigh generalizada estendida MirMostafaee et al. (2017)
Transmuted Rayleigh Merovci (2014)
Rayleigh Generalizada Raqab e Madi (2011)
Transmuted Rayleigh modificada inversa Khan e King (2015)

e

f (x) =
αλg(x){1−λ log [1−G(x)]}α−1 exp

{
1− [1−λ log [1−G(x)]]α

}
1−G(x)

, (5.4)

em que g(x) e G(x) são, respectivamente, fdp e fda da distribuição-base. Note que a classe proposta

por Dias (2016) não possui funções complicadas. Isso é uma vantagem dessa classe. É possível notar,

também, que se α = λ = 1, temos como caso especial a distribuição-base e se α = 1 obtemos o modelo

Lehmann type II-G.

5.2 DISTRIBUIÇÃO NADARAJAH-HAGHIGHI-RAYLEIGH

Aqui, nós propomos um novo modelo chamado Nadarajah-Haghighi-Rayleigh (NH-R),

distribuição que estende o modelo R. Seja γ = λ/σ2. Então o modelo NH-R tem fda e fdp dadas,

respectivamente, por

F(x) = 1− exp

{
1−
[

1+
γx2

2

]α
}

(5.5)

e

f (x) = αγx
{

1+
γx2

2

}α−1

exp

{
1−
[

1+
γx2

2

]α
}
. (5.6)

A função taxa de falha especifica a taxa instantânea de falha ou morte no tempo t condicional

à sobrevivência do elemento até o tempo t, e é definida por

h(t) = lim
∆→∞

P(t ≤ T ≤ T +∆t|T ≥ T )
∆t

=
f (t)
S(t)

,

em que S(t) = 1−F(t) é chamada de função de sobrevivência. A função taxa de falha que corresponde a

(5.6) é dada por

h(x) = αγx
{

1+
γx2

2

}α−1

. (5.7)

Qian (2012), a partir da função taxa de falha, conseguiu mostrar analiticamente o comporta-

mento das curvas da ftf.
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Portanto, se a distribuição-base for a Rayleigh, seguindo a ideia de Qian (2012), podemos

determinar os intervalos para os quais temos as formas da ftf, para o caso proposto. Seja z = γx2

2 =⇒ x =√
2z
γ

, z > 0.

log [h(x)] = log

[
h

(√
2z
γ

)]
= log[r(z)]

= log(α)+ log(γ)+
1
2

log
[(

2z
γ

)]
+(α−1) log(1+ z)

log[r(z)] = log(α)+
1
2

log(γ)+
1
2
[log(z)+ log(α)]+(α−1) log(1+ z)

Derivando ambos os lados da última equação em relação a z, obtemos

r′(z)
r(z)

=
1
2z

+
(α−1)

1+ z
⇔ r′(z) = r(z)

[
1
2z

+
(α−1)

1+ z

]
⇔ r′(z) = r(z)

[
z(2α−1)+1

2z(1+ z)

]
⇔ r′(z) = r(z)s(x).

Consequentemente, o sinal de r′(z) é o mesmo sinal de s(z) com r(z) > 0. Note que o

parâmetro σ não muda as formas da ftf, como era de esperar. Com base nisso podemos observar que

• Se 0 < α < 1
2 ⇒ ftf unimodal;

• Se α ≥ 1
2 ⇒ ftf crescente.

Os gráficos das funções de densidade e taxa de falha para alguns valores de parâmetros são

fornecidos na Figura 5. Esta figura indica que o modelo proposto é mais flexível que a distribuição de

Rayleigh.

(a) (b)

Figura 5 – Gráficos para a densidade e a função taxa de falha da distribuição NH-R.

Quando o α = 1 (Lehmann tipo II-R) a Equação (5.6) é dada por

f (x) = γxexp
(
−γx2

2

)
.
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.

Outro aspecto interessante desta distribuição é a ligação com a família exponencial. Podemos

reescrever a última equação como

f (x) = xexp
{
−γx2

2
+ log(γ)

}
,

o que implica que o modelo NH-R (com α = 1) pertence à família exponencial, com

h(x) = x, η(γ) =−γ/2, , T (x) = x2,e b(γ) = log(γ).

Além disso o novo modelo é facilmente simulado da seguinte forma: se U é uma variável

aleatória uniforme (0,1), então

X = QR

(
1− exp

[
1− [1− log(1−u)]1/α

λ

])
= σ

(
−2

[1− log(1−u)]1/α

λ

)1/2

,

em que QR(·) é a função quantílica de R.

E, após algumas manipulações tomando γ = λ/σ2, temos que

QR(u) =

(
−2

[1− log(1−u)]1/α

γ

)1/2

(5.8)

Depois de obtida a função quantil, podemos obter a mediana da NH-R fazendo u = 0.5, onde

temos

X =

(
−2

[
1− (1.6931472)1/α

γ

])1/2

.

5.3 EXPANSÕES UTILIZADAS

Algumas expansões são úteis para as Equações (5.3) e (5.4) que podem ser derivadas usando

o conceito das distribuições exponencializadas. Para uma fda de uma distribuição-base arbitrária G(·),

é dito que uma variável aleatória T tem distribuição exponencializada-G com parâmetro adicional de

potência a > 0, digamos T ∼ exp-G(a), se sua fdp e fda forem

Ha(t) = Ga(t) e ha(t) = ag(t)Ga−1(t),

respectivamente. As propriedades das distribuições exponencializadas foram estudadas por muitos autores,

ver Mudholkar e Srivastava (1993) e Mudholkar et al. (1995) para Weibull exponencializada, Gupta e

Kundu (2001b) e Nadarajah e Gupta (2007) para distribuição gama exponencializada, por exemplo.

De Dias (2016), podemos escrever a Equação (5.6) como

f (x) =
∞

∑
m=0

wm hm+1(x), (5.9)
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em que hm+1(x) = (m+1)g(x)G(x)m e substituindo em G(x) e g(x) a fda e fdp da distribuição Rayleigh,

temos a Rayleigh exponencializada, exp-R, e seu parâmetro de exponencialização é m+1. Para mais

detalhes sobre (5.9) e seus coeficientes, ver Dias (2016). Com base na Equação (5.9) várias propriedades

estruturais da distribuição NH-R podem ser obtidas conhecendo as propriedades da distribuição exp-R.

Integrando a Equação (5.9) e utilizando o teorema da convergência monótona, a fda de X é

expressa por

F(x) =
∞

∑
m=0

wmHm+1(x), (5.10)

em que Hm+1(x) =
{

1− exp
[
− x2

2σ2

]}m+1
é a acumulada de Ym+1.

5.4 ALGUMAS PROPRIEDADES

Nessa seção, desenvolvemos expressões fechadas, algumas em séries de potência, usando os

resultados da seção anterior para momentos, função geradora de momentos e entropia para uma variável

aleatória X ∼ NH-R(α,λ ,σ)

5.4.1 Momentos

Seja Ym uma variável aleatória com função densidade hm(x), tal que Ym ∼exp-R(m,σ). O

n-ésimo momento de X pode ser expresso de (5.9) e usando os resultados de Mahmoud e Ghazal (2017),

temos

E(Xn) =
∞

∑
m=0

wmE(Y n
m+1) (5.11)

em que

E(Y n
m+1) = 2

n
2 σ

n(m+1)
M(m+1)

∑
i=0

(−1)i
(m

i

)
Γ(n

2 +1)

(i+1)
n
2+1 e, M(m+1) =


m, m ∈ Z+,

∞, caso contrário.

5.4.2 Função Geradora de Momentos

Seja MX(t) a função geradora de momentos (fgm), de X . Então, usando a expansão (5.9) e o

teorema da convergência monótona, podemos escrever

MX(t) =
∞

∑
m=0

wmMm+1(t), (5.12)

em que Mm+1(t) é a fgm de Ym. Consequentemente, MX(t) é obtido a partir da função geradora da

distribuição exp-R.



56

Alternativamente, podemos calcular MX(t) de (5.12) como

MX(t) =
∞

∑
m=0

(m+1)wmρ(t,m),

e

ρ(t,m) =
∫

∞

−∞

etxG(x)mg(x)dx =
∫ 1

0
exp[tQG(u)]umdu,

em que G(x), g(x) e QG(u) são respectivamente, acumulada, densidade e a quantílica da distribuição

Rayleigh. Para mais detalhes sobre essa equação e seus coeficientes, ver Dias (2016)

Depois de algumas manipulações algébricas envolvendo expansões em séries de potência

para um número real e um inteiro, segue que

MX(t) =
∞

∑
m=0

(m+1)wm

∞

∑
j=0

p j(m)t j, (5.13)

em que p j(m) =
f j

m+1 +g j(m). Mais detalhes sobre (5.13) e os coeficientes envolvidos, ver Anexo A.

Se α = 1, a fgm de X é dada, de forma fechada, por

MX(t) =
tσ
√

π e
(tσ)2

2λ

[
ε

(
tσ√
2λ

)
+1
]
+
√

2λ

σ√
2λ

,

em que ε(·) é a função erro.

5.4.3 Entropia

A entropia de Shannon para uma variável aleatória X é definida por E{− log[ f (X)]}. Da

equação (5.6), obtemos

E{− log[ f (X)]} = − log(α)− log(γ)−E[log(X)]− (α−1)E
{

log
[

1+
γX2

2

]}
− 1+E

{[
1+

γX2

2

]α
}

Para α = 1, obtemos

E{− log[ f (X)]} = − log(α)− log(γ)−E[log(X)]+
γ

2
E(X2)

= − log(α)− log(γ)+
ξ

4
+ log

(
γ

2

)
+

1
2

= − log(α)− log(2)+
ξ

4
+

1
2
,

em que ξ é a constante de Euler e tem valor aproximado de 0,577216.

5.4.4 Estatísticas de Ordem

Estatísticas de ordem é uma ferramenta importante para inferência e estatística não paramé-

trica. Suponha que X1, . . . ,Xn seja uma amostra de variáveis aleatórias que seguem a distribuição NH-R.
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Denote por X1:n, . . . ,Xn:n as estatísticas de ordem. A fdp da i-ésima estatística de ordem de uma amostra

aleatória X1, . . . ,Xn da distribuição NH-R é dada por

fi:n(x) = K f (x)F i−1(x)[1−F(x)]n−i,

em que K = n!/[(i− 1)!(n− i)!], F(x) e f (x) são a acumulada (5.5) e a densidade (5.6) da NH-R,

respectivamente. Então,

fi:n(x) = K
n−1

∑
j=0

(−1) j
(

n−1
j

)
f (x)F i+ j−1(x).

A função densidade de probabilidade Xi:n pode ser expressada de (5.9) e (5.10) como

fi:n(x) = K
n−1

∑
j=0

(−1) j
(

n− i
j

){
∞

∑
r=0

wr(r+1)
{

1− exp
[
− x2

2σ2

]}r{ x
σ2 exp

[
− x2

2σ2

]}}

×

{
∞

∑
m=0

wm

[
1− exp

(
− x2

2σ2

)]m+1
}i+ j−1

. (5.14)

Usando séries de potência para um inteiro positivo, temos{
∞

∑
m=0

wm

[
1− exp

(
− x2

2σ2

)]m+1
}i+ j−1

=
∞

∑
m=0

fi+ j−1,m

[
1− exp

(
− x2

2σ2

)]1+ j+m−1

em que fi+ j−1,0 = wi+ j−1
0 e (para m≥ 1)

fi+ j−1,m = (mw0)
−1

m

∑
p=1

[p(i+ j)−m]wp fi+ j−1,m−p.

Consequentemente,

fi:n(x) =
n−1

∑
j=0

∞

∑
r,m=0

c j,r,mhi+ j+r+m(x), (5.15)

em que

c j,r,n =
(−1) jn!

(i−1)!(n−1− j)! j!
(r+1)wr fi+ j−1,m

(i+ j+ r+m)
.

O principal resultado dessa seção é a Equação (5.15), que nos mostra que a densidade das

estatísticas de ordem é escrita como uma combinação linear tripla de densidades da distribuição exp-R.

Portanto, podemos observar que alumas propriedades matemáticas (estatísticas de ordem, momentos,

função geradora de momentos) podem ser obtidas através das propriedades da exp-R

5.5 INFERÊNCIA E ESTIMAÇÃO

Nessa seção, discutimos estimação via máxima verossimilhança para a inferência dos parâ-

metros da distribuição proposta.
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Seja x1, . . . ,xn uma amostra aleatória de tamanho n da variável aleatória X que segue uma

distribuição NH-R, X ∼ NH-R(α,γ). A função de log-verossimilhança para o modelo é dada por

l(θθθ) = n+n log(α)+n log(γ)+
n

∑
i=1

[log(xi)]+(α−1)
n

∑
i=1

log
{

1+
γx2

i

2

}
−

n

∑
i=1

(
1+

γx2
i

2

)α

. (5.16)

em que θθθ é o vetor de parâmetros, θθθ = (α,γ).

A maximização de (5.16) é realizada utilizando o software estatístico R. Derivando (5.16)

em relação aos parâmetros, igualando a zero, e denotando por U as primeiras derivadas, temos Uα(θθθ) = 0,

Uγ(θθθ) = 0, e resolvendo-os simultaneamente obtemos os estimadores de máxima verossimilhança (EMV),

θ̂θθ , de θθθ .

Geralmente os estimadores de máxima verossimilhança não possuem forma fechada. Para a

solução desse sistema de equações não lineares se faz necessário o uso de técnicas de otimização não

linear, como por exemplo, o algoritmo Newton-Raphson ou quase-Newton Nocedal e Wright (2006);Press

et al. (2007). O vetor escore, correspondente a Equação (5.16) é dado por

Uα =
n
α
+

n

∑
i=1

log
(

1+
γx2

i

2

)
−

n

∑
i=1

(
1+

γx2
i

2

)α

log
(

1+
γx2

i

2

)
,

e

Uγ =
n
γ
+(α−1)

n

∑
i=1

x2
i

2+ γx2
i
−α

x2
i

2

n

∑
i=1

(
1+

γx2
i

2

)α−1

5.5.1 Estudo de simulação

Nesta seção, é apresentado um estudo de simulação para verificar se os estimadores de

máxima verossimilhança satisfazem as suas propriedades assintóticas. Para verificação dessas proprie-

dades, é necessário observar se ao aumentar o tamanho da amostra, a média das estimativas tendem ao

valor verdadeiro. Para isso, escolhemos os valores de tamanho de amostra de n = {80,200,500}. Além

disso, inserimos no estudo censura a direita com mecanismo aleatório. Determinamos as porcentagens de

0%,10% e 20% de censura, afim de verificar se ao introduzirmos censura na simulação, para os mesmos

tamanhos de amostra o viés aumenta. Isso deve ocorrer, pois, ao termos dados censurados, alguma

informação é perdida.

A função de verossimilhança para dados censurados, considerando censura aleatória a direita

é mostrada a seguir

L(θθθ) ∝

n

∏
i=1

[ f (ti;θθθ)]δi [S(ti;θθθ)]1−δi , (5.17)
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em que f (ti;θθθ), S(ti;θθθ) e δi são, respectivamente, função densidade, função de sobrevivência e variável

indicadora que representa tempo de falha ou censura na forma

δi =

 1, se é tempo de falha

0, se é tempo de censura
. (5.18)

Para mais detalhes sobre as Equações (5.17) e (5.18) ver Colosimo e Giolo (2006).

Os estimadores de máxima verossimilhança são os valores de θθθ que maximizam L(θθθ).

Maximizar L(θθθ) é equivalente a maximizar o logaritmo de L(θθθ), ou seja, log[L(θθθ)] e, após isso, resolver

o sistema de equações:

U(θθθ) =
∂ log(L(θθθ))

∂θθθ
= 0. (5.19)

Porém, nem sempre esse sistema de equações possui forma fechada, então se faz necessário

o uso de técnicas iterativas como, por exemplo, o método BFGS (NOCEDAL; WRIGHT, 2006).

Para a geração de números aleatórios da variável NH-R, utilizamos o método da inversão em

que geramos ocorrências independentes da distribuição U ∼U(0,1) e substituímos o números gerados na

expressão 5.8, assim gerando números aleatórios para a NH-R.

O método de simulação de Monte Carlo serve para a verificação da lei fraca dos grandes

números, que nos diz que

∑
n
i=1 xi

n
P−→ µ, (5.20)

em que "
p−→"indica convergência em probabilidade e µ é a média populacional. A Equação (5.20) nos diz

que quando o tamanho da amostra aumenta, a média das estimativas tende ao valor verdadeiro.

Para a simulação feita, consideramos o seguinte algoritmo

• Geramos de forma independente, números aleatórios da distribuição U ∼U(0,1);

• Utilizando o método da inversão, geramos números aleatórios para a distribuição NH-R;

• Para determinarmos os elementos que possuem ou não censura, geramos ocorrências da distribuição

Bernouli em que a a probabilidade de sucesso é p = 1−C, em que C é o percentual de censura,

dessa forma temos uma coleção de Bernoulli;

• Maximizamos a Expressão (5.17);

• Replicamos a maximização mil vezes;

• Obtemos as médias das estimativas, viés e EQM.

As simulações foram realizadas com os valores (α,γ) = (1,2), para o primeiro cenário, para

o segundo cenário, os valores dos parâmetros foram (α,γ) = (2,3), no terceiro cenário os valores foram

(α,γ) = (2.5,1.8) e para o quarto cenário os valores (α,γ) = (1.7,2.8). As quantidades observadas para

o estudo foram a média das estimativas do vetor θ̂θθ = (α̂, γ̂), os valores dos vieses e seus respectivos Erros

Quadráticos Médios (EQM’s). Os resultados são mostrados nas tabelas 7, 8, 9 e 10.
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Podemos observar que nesse estudo de simulação, as propriedades assintóticas são satisfeitas

para os valores de parâmetros escolhidos, pois ao aumentarmos o tamanho da amostra o viés das estimativas

diminui, assim como o valor do EQM. Também podemos notar que ao aumentarmos o percentual de

censura com os mesmos tamanhos de amostra o valor do viés aumenta.

Tabela 7 – Resultados da Simulação para (α,γ) = (1,2)
Censura n (α̂, γ̂) Viés(α̂, γ̂) EQM(α̂, γ̂)

80 (1.0060, 2.0194) (0.0060, 0.0194) (0.0050, 0.0537)
Censura = 0% 200 (1.0030, 2.0061) (0.0030, 0.0061) (0.0021, 0.0220)

500 (1.0012, 2.0003) (0.0012, 0.0003) (0.0008, 0.0080)
80 (0.9882, 1.7921) (-0.0117, -0.2078) (0.0054, 0.0855)

Censura = 10% 200 (0.9838, 1.7754) (-0.0161, -0.2245) (0.0025, 0.0677)
500 (0.9834, 1.7997) (-0.0165, -0.2002) (0.0013, 0.0468)
80 (0.9588, 1.5141) (-0.0411, -0.4858) (0.0076, 0.2660)

Censura=20% 200 (0.9601, 1.5445) (-0.0398, -0.4554) (0.0040, 0.2205)
500 (0.9612, 1.5689) (-0.0387, -0.4310) (0.0025, 0.1909)

Tabela 8 – Resultados da Simulação para (α,γ) = (2,3)
Censura n (α̂, γ̂) Viés(α̂, γ̂) EQM(α̂, γ̂)

80 (2.0136, 3.0234) (0.0136, 0.0234) (0.0194, 0.0759)
Censura = 0% 200 (2.0051, 3.0080) (0.0051, 0.0080) (0.0083, 0.0313)

500 (1.99994, 3.0002) (0.00005, 0.0002) (0.0031, 0.0116)
80 (2.0289, 2.9127) (0.0289, -0.0872) (0.0227, 0.0794)

Censura = 10% 200 (2.0201, 2.8949) (0.0201, -0.1050) (0.0092, 0.0400)
500 (2.0115, 2.9026) (0.0115, -0.0973) (0.0036, 0.0206)
80 (2.0511, 2.7565) (0.0511, -0.2434) (0.0277, 0.1242)

Censura=20% 200 (2.0381, 2.7681) (0.0381, -0.2318) (0.0118, 0.0810)
500 (2.0277, 2.7742) (0.0277, -0.2257) (0.0048, 0.0613)
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Tabela 9 – Resultados da Simulação para (α,γ) = (2.5,1.8)
Censura n (α̂, γ̂) Viés(α̂, γ̂) EQM(α̂, γ̂)

80 (2.5161, 1.8141) (0.0161, 0.0141) (0.0300, 0.0249)
Censura = 0% 200 (2.5063, 1.8043) (0.0063, 0.0043) (0.0124, 0.0101)

500 (2.5005, 1.7994) (0.0005, -0.0005) (0.0047, 0.0039)
80 (2.5350, 1.7818) (0.0350, -0.0181) (0.0353, 0.0252)

Censura = 10% 200 (2.5237, 1.7718) (0.0237, -0.0281) (0.0142, 0.0110)
500 (2.5147, 1.7710) (0.0147, -0.0289) (0.0056, 0.0048)
80 (2.5617, 1.7317) (0.0617, -0.0682) (0.0428, 0.0292)

Censura=20% 200 (2.5450, 1.7318) (0.0450, -0.0681) (0.0180, 0.0149)
500 (2.5317, 1.7309) (0.0317, -0.0690) (0.0069, 0.0087)

Tabela 10 – Resultados da Simulação para (α,γ) = (1.7,2.8)
Censura n (α̂, γ̂) Viés(α̂, γ̂) EQM(α̂, γ̂)

80 (1.7116, 2.8228) (0.0116, 0.0228) (0.0140, 0.0723)
Censura = 0% 200 (1.7044, 2.8078) (0.0044, 0.0078) (0.0058, 0.0297)

500 (1.7003, 2.7997) (0.00034, -0.0002) (0.0023, 0.0110)
80 (1.7212, 2.6718) (0.0212, -0.1281) (0.0161, 0.0817)

Censura = 10% 200 (1.7133, 2.6542) (0.0133, -0.1457) (0.0064, 0.0475)
500 (1.7067, 2.6670) (0.0067, -0.1329) (0.0026, 0.0279)
80 (1.7330, 2.4680) (0.0330, -0.3319) (0.0191, 0.1659)

Censura=20% 200 (1.7232, 2.4861) (0.0232, -0.3138) (0.0079, 0.1219)
500 (1.7148, 2.4996) (0.0148, -0.3003) (0.0031, 0.0991)

5.6 APLICAÇÃO A DADOS REAIS

Apresentamos duas aplicações para comprovar empiricamente a flexibilidade da distribuição

NH-R. Comparamos os resultados dos ajustes do modelo NH-R e outros modelos utilizando estatísticas de

testes apropriadas. De fato, comparamos os ajustes do NH-R com sete outros modelos de sobrevivência:

1. Distribuição Rayleigh (R) (RAYLEIGH, 1880);

2. Distribuição Exponentiated Rayleigh (Exp-R) (MAHMOUD; GHAZAL, 2017);

3. Distribuição Kumaraswamy Rayleigh (Kw-R), ver gerador em Cordeiro e Castro (2011);

4. Distribuição Birnbaum Saunders (BS) (BIRNBAUM; SAUNDERS, 1969);

5. Distribuição Gamma-Birnbaum Saunders (GBS) (CORDEIRO et al., 2016);

6. Distribuição Exponentiated Nadarajah-Haghighi (ENH) (LEMONTE, 2013).

Os EMV’s dos parâmetros do modelo foram calculados e usamos estatísticas de teste visando

compará-los quanto à adequacidade aos dados. Essas estimativas foram avaliadas usando o método

BFGS. As estatísticas de teste, Cramér-von Mises (W ∗) e Anderson-Darling (A∗), definidas por Chen e
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Balakrishnan (1995), são computadas para comparação dos modelos ajustados. Em geral, quanto menor

os valores dessas estatísticas, melhor o ajuste aos dados. Todos os cálculos foram realizados usando o

software estatístico R utilizando o pacote Adequacy Model proposto por Marinho (2016). Para os chutes

iniciais, usamos um método heurístico com o pacote GenSA, também do R.

5.6.1 Conjunto de Dados 1: Fibras vidro expostas a pressão

A fibra de vidro é encontrada em diversos materiais no nosso dia a dia como, por exemplo,

em malhas, placas e até mesmo em diversos segmentos industriais. Além disso, seu uso é de extrema

importância na fabricação de aviões. Um dos motivos do seu uso extenso é o fato de que este material é

resistente à ação de corrosão e agentes químicos, por exemplo. Podemos ver isso em Wang e Restrepo

(2001) que verificou que mantas de polímero reforçadas com fibras de vidro conseguem fazer com que

evitem flambagem longitudinal em colunas. Ainda sobre a importância, Beaudoin (1990) nos mostra que

a fibra de vidro, se acrescentada na mistura do concreto, traz mais resistência.

No entanto, apesar de suas boas características, o desempenho das fibras de vidro podem

apresentar queda devido, dentre outros fatores, ao diâmetro e comprimento. Assim, é comum pensar que

se diminuirmos o diâmetro das fibras, aumentaremos a sua resistência mecânica.

Nesse sentido, faz-se necessário o estudo visando testar a resistência das fibras de vidro

exposta a alguma força externa como, por exemplo, o estudo discutido em Smith e Naylor (1987).

Como primeira aplicação, consideramos o conjunto de dados que consiste de n = 63 obser-

vações de fibras de vidro de 1,5 cm, originalmente obtidas por trabalhadores do Laboratório Nacional de

Física do Reino Unido. A unidade de medida para o estresse não foi informada no artigo.

O gráfico TTT, (AARSET, 1987), para esse banco de dados, é apresentado na Figura 6, e

nos apresenta uma curva predominantemente côncava, indicando que a função taxa de falha empírica é

crescente. Logo, o modelo proposto é indicado para o ajuste dos dados, que consegue modelar a forma

crescente.

As estatísticas descritivas para esse conjunto de dados é mostrada na Tabela 11. Note que

esse conjunto de dados apresenta variância pequena, assimetria negativa e curtose positiva. A tabela 12

nos fornece os valores dos EMV’s dos parâmetros assim como as quantidades para Erro Padrão (entre

parênteses) a partir dos ajustes dos modelos citados assim como as medidas W ∗ e A∗. Os resultados

indicam que o modelo proposto possui os menores valores dessas estatísticas entre os modelos e, portanto,

poderia ser escolhido como o melhor modelo para esses dados.

Tabela 11 – Estatísticas descritivas - Primeira Aplicação
Aplicação Media Mediana Variância Assimetria Curtose Min. Max.
Fibras de vidro 1.507 0.3241 0.3241 -0.8785 0.8001 0.550 2.240
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Figura 6 – TTT plot: Fibras expostas a pressão

Tabela 12 – Aplicação 1
Model α γ σ W ∗ A∗

NH-R(α,γ) 7.9143 0.0803 0.3014 1.6509
(2.8365) (0.0304)

R(σ) 1.0894 0.4654 2.5538
(0.0683)

Exp-R(α,σ) 5.4860 0.7164 0.5594 3.0722
(1.1848) (0.0391)

Kw-R(α,γ,σ) 0.7166 99990.38 3506.206 0.5244 2.8772
(0.0186) (27277.07) (31.5246)

BS(α,γ) 0.2621 1.4566 0.7180 3.9152
(0.0233) (0.0476)

GBS(α,γ,σ) 1.0148 0.0408 19.6343 0.5616 3.0810
(0.1255) (0.0119) (3.0482)

ENH(α,γ,σ) 0.0825 11.2842 9.7800 0.4991 2.739
(2.0061) (0.0372) (4.7105)

5.6.2 Conjunto de dados 2: carcinoma de orofaringe

Uma das doenças que ainda mais letais do mundo é o câncer. Diversos estudos buscam

informações sobre o tempo até a morte de indivíduos com câncer de diferentes tipos. Podemos ver isso

nos estudos de Prentice (1973) analisando o tempo até a morte de indivíduos com câncer de pulmão ou em

Ibrahim et al. (2014) sobre o tempo até a morte de pacientes com melanoma cutâneo. Entre as diferentes

variações de câncer, há um que se associa ao tabagismo e etilismo, que é o câncer de Orofaringe. Avaliar

o perfil epidemiológico e a taxa de sobrevivência de pacientes com câncer de boca pode ser um bom

indicador para a prevenção da doença.

Devido a alta incidência de ocorrências e também por sua agressividade, a busca de informa-

ções sobre o câncer de orofaringe se fazem necessárias. Um estudo que apresentou ações que modifiquem

positivamente os indicadores epidemiológicos do câncer de orofaringe foi feito por Torres-Pereira et al.
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(2012). Uma caracterização sobre esse tipo de enfermidade pode ser visto em Dedivitis et al. (2004).

Ainda sobre o estudo de câncer de boca, Moro et al. (2018) fez uma análise de sobrevida em pacientes.

Para a segunda aplicação a dados reais, consideramos um conjunto de dados encontrado em

http://www.umass.edu/statdata/statdata/stat-survival.html . O banco de dados é sobre o tempo até a morte

de 195 pessoas com carcinoma de faringe.

Nessa aplicação, o gráfico TTT Aarset (1987) apresenta uma forma predominantemente

côncava, Figura 7, indicando que uma distribuição com taxa de falha crescente pode modelar bem esses

dados. A distribuição NH-R possui ftf com forma crescente e, portanto, pode ser uma boa opção para

modelar esses dados.

Figura 7 – TTT plot

As quantidades para seleção do melhor modelo foram as estatísticas A∗ e W ∗. Na Tabela 13,

colocamos as estimativas e o erro padrão entre em parênteses, assim como as quantidades das estatísticas.

A Tabela 14 lista a estatística da razão de verossimilhança (RV) para comparar modelos

encaixados que foram ajustados em ambas as aplicações. Note que rejeitamos a hipótese nula (H0 : α =

λ = 1) nos dois cenários em favor da nova distribuição.

5.7 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Neste capítulo, propomos a distribuição Nadarajah-Haghighi Rayeigh (NH-R) para estender

a distribuição Rayleigh, fornecendo um tratamento matemático da nova distribuição, incluindo expansões

para função de densidade. Além disso, derivamos expressões explícitas para os momentos e para a função

geradora. A estimação dos parâmetros do modelo é abordada pelo método da máxima verossimilhança.

Aplicações da distribuição NH-R a dois conjuntos de dados reais mostram que a nova distribuição

fornece consistentemente melhores ajustes do que outras distribuições competitivas, e um estudo de



65

Tabela 13 – Aplicação 2
Model α λ σ W ∗ A∗

NH-R(α,λ ,σ) 7.4895 1.0896×10−5 0.3661 1.9660
4.1943−4 3.7405×10−7

R(σ) 95.7791 0.6657 3.7468
(2.4534)

Exp-R(α,σ) 62.9731 6.5110 0.4711 2.5819
(2.0991) (0.8882)

Kw-R(α,λ ,σ) 1.6171 99.9936×103 3503.1228 0.9166 5.2532
(0.0140) (6875.4535) (52.9526)

BS(α,λ ) 0.26749 108.2223 0.3872 2.0880
(0.02615) (3.6425)

GBS(α,λ ,σ) 0.2298 80.9344 3.3466 0.4046 2.1892
0.0045 2.1095×10−6 0.03043768

ENH(α,λ ,σ) 15.4918 0.0098 1.7103 0.3941 2.1286
(1.4959) (0.0005) (0.0667)

Tabela 14 – Teste da razão de verossimilhanças
Aplicação Estatística W p-value
Fibras de Vidro 32.9984 6.8310×10−8

Carcinoma 53.6940 2.1902×10−12

simulação considerando diferentes percentuais de censura foi realizado afim de analisar se as propriedades

assintóticas dos parâmetros do modelo são satisfeitas, verificamos que essas propriedades foram satisfeitas.

Esperamos que o modelo proposto possam atrair aplicações mais amplas na literatura das distribuições de

vida em fadiga.
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6 UMA NOVA EXTENSÃO DE UMA DISTRIBUIÇÃO DE VALOR EXTREMO:

DISTRIBUIÇÃO NADARAJAH HAGHIGHI GUMBEL COM PROPRIEDADES E

APLICAÇÕES

RESUMO

Neste capítulo é introduzido uma nova extensão da distribuição de valor extremo, a distri-

buição de Gumbel, com quatro parâmetros. Para esse novo modelo encontramos expressões em forma

fechada para as funções densidade, acumulada, taxa de falha, sobrevivência e quantílica. Fornecemos

as principais propriedades matemáticas para a nova distribuição como momentos, função geradora de

momentos, entropia de Shannon e estatísticas de ordem. Para a estimação dos parâmetros consideramos o

método da máxima verossimilhança verificamos as propriedades assintóticas do modelo considerando a

verossimilhança com censura à direita e mecanismo aleatório. Por fim, para ilustração empírica, realiza-

mos duas aplicações com dados reais, um conjunto de dados clínicos e outro conjunto de dados de fadiga

de equipamentos, verificando assim a boa competitividade no novo modelo.

Palavras-chave: Distribuição Nadarajah-Haghighi; Distribuição Gumbel; Método da máxima

verossimilhança; Fadiga de equipamentos; Simulação.

6.1 INTRODUÇÃO

Considerada uma distribuição muito importante para a modelagem de valores extremos, a

distribuição Gumbel, proposta por Gumbel (1958), é uma distribuição amplamente aplicada em engenharia,

análise de frequência de inundações entre outros campos. Ela é, também, conhecida como distribuição do

valor extremo e surge quando tomamos o logaritmo natural de uma variável aleatória com distribuição

Weibull.

Seja uma variável aleatória X com distribuição Gumbel. Então, sua fdp e fda são,

g(x) = β
−1 exp

(
−x−µ

β

)
exp
[
−exp

(
−x−µ

β

)]
(6.1)

e

G(x) = exp
[
−exp

(
−x−µ

β

)]
, (6.2)

respectivamente, em que µ ∈ R é parâmetro de locação e β > 0 é parâmetro de escala. Escrevemos, então,

X ∼ Gu(µ,β )

Na busca por mais flexibilidade para a modelagem de dados, é encontrada na literatura

algumas extensões da distribuição de Gumbel, como por exemplo, as citadas na Tabela 15:
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Tabela 15 – Algumas extensões da distribuição Gumbel
Modelo Autor
1. Gamma Gumbel ver gerador Zografos e Balakrishnan (2009)
2. Beta Gumbel (Beta-Gu) distribution Nadarajah e Kotz (2004)
3. Gumbel Exponencializada Nadarajah (2006)
4. Kumaraswamy Gumbel Cordeiro et al. (2012)
5. Gumbel Generalizada Exponencializada Andrade et al. (2015)
6. Slash Gumbel Gómez et al. (2019)

Seguindo a ideia dos autores das distribuições propostas acima e usando a família de

distribuições Nadarajah Haghighi-G, em que G é a fda de é uma variável aleatória Gumbel, propomos a

distribuição com 4 parâmetros denotada por Nadarajah Haghighi-Gumbel (NH-Gu). A fda e fdp dessa

nova distribuição são dadas, respectivamente, por

F(z) = 1− exp
{

1− [1−λ log [1− exp [−exp(−z)]]]α
}

(6.3)

e

f (z) = αλβ
−1 exp

{
−z− exp(−z)+1− [1−λ log [1− exp [−exp(−z)]]]α

}
× {1−λ log [1− exp [−exp(−z)]]}α−1 {1− exp [−exp(−z)]}−1 (6.4)

em que z = (x− µ)/β . Claramente, se α = λ = 1, temos a distribuição Gumbel e se α = 1 temos a

distribuição Lehmann Type II-Gu (LII-Gu).

A função taxa de falha especifica a taxa instantânea de falha, , ou morte, no tempo t

condicional à sobrevivência do elemento até o tempo t, e é definida por

h(t) = lim
∆→∞

P(t ≤ T ≤ T +∆t|T ≥ T )
∆t

=
f (t)
S(t)

, (6.5)

em que S(t) = 1−F(t).

Para a distribuição NH-Gu, temos por ftf a seguinte expressão

h(z) =
αλβ−1 {1−λ log [1− exp [−exp(−z)]]}α−1 exp[−z− exp(−z)]

{1− exp[−exp(−z)]}
(6.6)

em que z = (x−µ)/β .

Portanto, se a distribuição de base for a Gumbel, seguindo a ideia de Qian (2012), da última

equação obtemos

log [h(x)] = log(α)+ log(λ )− log(β )+(α−1) log{1−λ log[1− exp[−exp(−z)]]}

− log[1− exp[−exp(−z)]]− z− exp(−z).
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Derivando ambos os lados da última equação, obtemos

h′(x)
h(x)

= −1+ exp(−z)+
λ (α−1)β−1 exp[−z− exp(−z)]

{1− exp[−exp(−z)]}{1−λ log[1− exp[−exp(−z)]]}

+
β−1 exp[−z− exp(−z)]

1− exp[−exp(−z)]
⇔

⇔ h′(x) = h(x)
{
−1+ exp(−z)+

λ (α−1)β−1 exp[−z− exp(−z)]
{1− exp[−exp(−z)]}{1−λ log[1− exp[−exp(−z)]]}

+
β−1 exp[−z− exp(−z)]

1− exp[−exp(−z)]

}
⇔

⇔ h′(x) = h(x)s(x)

Logo, o sinal de h′(x) depende apenas no sinal de s(x), já que h(x)> 0

Abaixo, na Figura 8, segue os gráficos para a densidade e da função taxa de falha, fixando os

valores dos parâmetros da distribuição de base em (β ,µ) = (1,0) e variando os valores de α e λ . Note

que temos a função taxa de falha em forma crescente e unimodal.

(a) (b)

Figura 8 – Gráficos para a densidade e a função taxa de falha da distribuição NH-Gu.

Para a geração de números aleatórios da variável aleatória (v.a) X ∼ NH-Gu(α,λ ,µ,β ),

usando o método da inversão, precisamos, primeiramente, gerar números aleatórios para a variável

aleatória U ∼U(0,1). A função quantílica, fq, da NH-Gu, QNH−Gu(u) = F−1(u), pode ser expressa em

termos da fq da Gu, (QGu(·)), que é dada por

QGu(u) = µ−β log [− log(u)] .
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Invertendo a Equação (6.3), obtemos a fq de X , que pode ser escrita como

F−1(u) = QNH−Gu(u) = QGu

{
1− exp

[
1− [1− log(1−u)]1/α

λ

]}

= µ−β log

{
− log

{
1− exp

[
1− [1− log(1−u)]1/α

λ

]}}
, (6.7)

para 0 < u < 1.

Da Equação (6.7) e tomando u = 0.5, obtemos a expressão para a mediana da variável

aleatória, que é dada a seguir

F−1(0.5) = µ−β log

{
− log

{
1− exp

[
1− [1.6931]1/α

λ

]}}

6.2 EXPANSÕES UTILIZADAS

Para a obtermos algumas propriedades matemáticas dessa distribuição, utilizamos algumas ex-

pansões em séries. Dias (2016) mostrou que a NH-G possui propriedades derivadas das "Exponencializada-

G"(exp-G). Com isso podemos escrever as expressões (6.3) e (6.4) como uma combinação de exp-G e,

assim, obter as propriedades estruturais da distribuição NH-Gu.

As propriedades das distribuições exponencializadas foram estudadas por diversos autores

nos últimos anos, ver Nadarajah e Kotz (2006), Nadarajah (2006). Com base em Dias (2016), podemos

escrever a expressão (6.2) como

f (x) =
∞

∑
m=0

wm hm+1(x), (6.8)

em que hm+1(x) = (m+1)g(x)G(x)m é a fdp da exp-Gu(m+1,µ,β ), de parâmetro de exponencialização

m+ 1. Para mais detalhes sobre (6.8) e sobre seus coeficientes w′m, veja (DIAS, 2016). Com base na

Equação (6.8) várias propriedades estruturais da distribuição NH-Gu podem ser obtidas conhecendo-se as

respectivas propriedades da distribuição exp-Gu.

6.3 ALGUMAS PROPRIEDADES

Nessa seção, mostramos algumas propriedades obtidas do modelo proposto.

6.3.1 Momentos

Como Dias (2016) mostrou, a classe de distribuições NH-G goza de propriedades das

exponencializadas, ou seja, podemos encontrar as propriedades da NH-Gu, com base nas propriedades da

exp-Gu.
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Seja Ym uma variável aleatória seguindo distribuição exp-Gu(m+1,µ,β ), com densidade

hm+1(x). O n-ésimo momento de X pode ser expresso de (6.8) por

E(Xn) =
∫

∞

−∞

xn
∞

∑
m=0

wm hm+1dx. (6.9)

De Andrade et. al (2015) o n-ésimo momento de Ym é dado por

E(Xn) =
∞

∑
m=0

n

∑
i=0

(m+1)
(

n
i

)
(−β )i

µ
n−i wm

(
∂

∂a

)i

[(m+1)−a
Γ(a)]|a=1 (6.10)

em que Γ(·) denota a função gama. Assim, substituindo (6.10) em (6.9) nós obtemos o n-ésimo momento

de X . Para mais detalhes sobre a Equação (6.10), veja Andrade et al. (2015).

6.3.2 Função geradora de momentos

Com base na Equação (6.2), denotamos a função geradora de momentos (fgm) de X , MX(t),

por

MX(t) =
∞

∑
m=0

wm Mm+1(t),

em que Mm+1(t) é a função geradora de momentos da exp-Gu(m+1,µ,β ).

A fgm de X é obtida de Andrade et al. (2015) como

M(t) = exp(tµ)Γ(1− tβ )
∞

∑
m=0

(m+1)tβ wm.

6.3.3 Entropia

A entropia de Shannon de uma variável aleatória X é definida por E{− log[ f (X)]}. Utilizando

a equação (6.4), obtemos

E{− log[ f (Z)]} = − log(α)− log(λ )+ log(β )+E(Z)+E[exp(−Z)]−1

+ E{[1−λ log[1− exp[−exp(−Z)]]]α}

− (α−1)E{log[1−λ log[1− exp[−exp(−Z)]]]}

+ E{log[1− exp[−exp(−Z)]]}, (6.11)

em que Z = (X−µ)/β .

Se α = 1 na Equação (6.11), temos a seguinte expressão

E{− log[ f (Z)]}=− log(λ )+ log(β )+E(Z)+E[exp(−Z)]+(1−λ )E{log[1− exp[−exp(−Z)]]}.
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6.3.4 Estatísticas de ordem

No estudo de valores discrepantes dos dados, o uso de estatísticas de ordem se faz necessário.

As estatísticas de ordem podem ser encontradas em problemas de engenharia e controle de qualidade.

Suponha que X1, . . . ,Xn seja uma amostra de variáveis aleatórias que seguem a distribuição NH-Gu.

Denote por X1:n, . . . ,Xn:n as estatísticas de ordem. A fdp da i-ésima estatística de ordem de uma amostra

aleatória X1, . . . ,Xn da distribuição NH-Gu é dada por

fi:n(x) = K f (x)F i−1(x)[1−F(x)]n−i,

em que K = n!/[(i−1)!(n− i)!], F(x) e f (x) são a acumulada (6.3) e a densidade (6.4), respectivamente,

da NH-Gu. Então,

fi:n(x) = K
n−i

∑
j=0

(−1) j
(

n− i
j

)
f (x)F i+ j−1(x).

Integrando a Equação (6.2) e utilizando o teorema da convergência monótona, a fda de X é

expressa por

F(x) =
∞

∑
m=0

wmHm+1(x), (6.12)

em que Hm+1(x) =
{

exp
[
−exp

(
− x−µ

β

)]}m+1
é a acumulada de Ym+1. A função densidade de probabi-

lidade Xi:n pode ser expressada de (6.2) e (6.12) como

fi:n(x) = K
n−1

∑
j=0

(−1) j
(

n− i
j

){
∞

∑
r=0

wr(r+1)
{

exp
[
−exp

(
−x−µ

β

)]}r{
β
−1 exp

(
−x−µ

β

)

× exp
[
−exp

(
−x−µ

β

)]}}{
∞

∑
m=0

wm

{
exp
[
−exp

(
−x−µ

β

)]}m+1
}i+ j−1

.

Usando séries de potência para um inteiro positivo, temos{
∞

∑
m=0

wm

{
exp
[
−exp

(
−x−µ

β

)]}m+1
}i+ j−1

=
∞

∑
m=0

fi+ j−1,m

{
exp
[
−exp

(
−x−µ

β

)]}i+ j+m−1

.

em que fi+ j−1,0 = wi+ j−1
0 e (para m≥ 1)

fi+ j−1,m = (mw0)
−1

m

∑
p=1

[p(i+ j)−m]wp fi+ j−1,m−p.

Consequentemente

fi:n(x) =
n−1

∑
j=0

∞

∑
r,m=0

c j,r,mhi+ j+r+m(x), (6.13)

em que

c j,r,n =
(−1) jn!

(i−1)!(n−1− j)! j!
(r+1)wr fi+ j−1,m

(i+ j+ r+m)
.
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A Equação (6.13) é o principal resultado dessa seção e nos mostra que a densidade das

estatísticas de ordem é escrita como uma combinação linear tripla de densidades da distribuição exp-Gu.

Portanto, podemos observar que alumas propriedades matemáticas (estatísticas de ordem, momentos,

função geradora de momentos) podem ser obtidas através das propriedades da exp-Gu

6.4 INFERÊNCIA E ESTIMAÇÃO

Aqui, consideramos a estimação dos parâmetros desconhecidos da distribuição NH-Gu pelo

método da máxima verossimilhança. Seja x1, . . . ,xn uma amostra aleatória de tamanho n da distribuição

NH-Gu (α,λ ,µ,β ). A função de log-verossimilhança para o vetor de parâmetros θθθ = (α,λ ,µ,β )T é

expressa por

l(θθθ) = n+n log(α)+n log(λ )−n log(β )−
n

∑
i=1

(
xi−µ

β

)
−

n

∑
i=1

exp
[
−(xi−µ)

β

]
−

n

∑
i=1

log
{

1− exp
[
−exp

(
−(xi−µ)

β

)]}
+ (α−1)

n

∑
i=1

log
{

1−λ log
[

1− exp
(
−exp

(
−xi−µ

β

))]}
−

n

∑
i=1

{
1−λ log

[
1− exp

(
−exp

(
−xi−µ

β

))]}α

. (6.14)

A maximização de (6.14) é realizada utilizando a ferramenta estatística R. Derivando (6.14)

em relação aos parâmetros e igualando a zero, e chamando de U , temos Uα(θθθ) = 0, Uλ (θθθ) = 0, Uµ(θθθ) =

0,Uβ (θθθ) = 0, e resolvendo-os simultaneamente obtemos os estimadores de máxima verossimilhança

(EMV), θ̂θθ , de θθθ .

Como, geralmente, esse sistema é não linear, torna-se necessário usar um algoritmo de

otimização. Por exemplo, o algoritmo Newton-Raphson ou quase-Newton Nocedal e Wright (2006);Press

et al. (2007)

O vetor escore tem como componentes as seguintes equações

Uα(θθθ) =
1
α
− log{1−λ log [1− exp(B)]}{1−λ log [1− exp(B)]}α

+ log{1−λ log [1− exp(B)]} ,

Uλ (θθθ) =
1
λ
+α log [1− exp(B)]{1−λ log [1− exp(B)]}α−1

− (α−1) log [1− exp(B)]
1−λ log [1− exp(B)]

,
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Uβ (θθθ) = − 1
β
+

αλ (x−µ)exp[− x−µ

β
+B]{1−λ log [1− exp(B)]}α−1

β 2 [1− exp(B)]

− (α−1)λ (x−µ)e−
x−µ

β
+B

β 2 [1− exp(B)] [1−λ log(1− exp(B))]

+
(x−µ)B

β 2 − (x−µ)e−
x−µ

β
+B

β 2 [1− exp(B)]
+

x−µ

β 2 e

Uµ(θθθ) =
1
β
+

αλB+B(1−λ log(1− exp(B)))α−1

β (1− exp(B))

−
(α−1)λ − exp(− x−µ

β
+B)

β [1− exp(B)]
[
1−λ log

(
1− x−µ

β
+B
)] − B

β

−
−exp(− x−µ

β
+B)

β [1− exp(B)]
.

em que B =−exp(− x−µ

β
)

6.4.1 Estudo de simulação

Neste capitulo, é apresentado um estudo de simulação para verificar se os estimadores de

máxima verossimilhança satisfazem as suas propriedades assintóticas. A verossimilhança usada, inclui

censura a direita com mecanismo aleatório, para verificarmos o que acontece se introduzirmos a censura.

Para verificação dessas propriedades, é necessário observar se ao aumentar o tamanho da

amostra, a média das estimativas tendem ao valor verdadeiro assim como o viés e o EQM tendem a zero.

Para a censura, é necessário observar se ao aumentarmos o seu percentual, o valor do viés aumenta em

relação ao percentual de menor censura.

Os tamanhos de amostra escolhidos são de {80,200,500} e os percentuais de censura são de

{0%,10%,20%}. A verossimilhança utilizada para essa maximização é um pouco diferente da mostrada

em 6.14. Nesta consideramos censura a direita com mecanismo aleatório; a função de verossimilhança é

mostrada a seguir

L(θθθ) ∝

n

∏
i=1

[ f (ti;θθθ)]δi [S(ti;θθθ)]1−δi , (6.15)

em que f (ti;θθθ), S(ti;θθθ) e δi são, respectivamente, função densidade, função de sobrevivência e variável

indicadora que representa tempo de falha ou censura

δi =

 1, se é tempo de falha

0, se é tempo de censura
(6.16)
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. Para mais detalhes sobre as Equações (6.15) e (6.16) ver Colosimo e Giolo (2006).

Os estimadores de máxima verossimilhança são os valores de θθθ que maximizam L(θθθ);

maximizar L(θθθ) é equivalente a maximizar o logaritmo L(θθθ), ou seja, log(L(θθθ)) e após isso resolvendo

os sistema de equações:

U(θθθ) =
∂ log(L(θθθ))

∂θθθ
= 0. (6.17)

O método de simulação de Monte Carlo serve para a verificação da lei fraca dos grandes

números, que nos diz que

∑
n
i=1 xi

n
P−→ µ, (6.18)

ou seja, quando o tamanho da amostra aumenta a média das estimativas tende ao valor verdadeiro.

Para a simulação feita, consideramos o seguinte algoritmo

• Geramos de forma independente, números aleatórios da distribuição U ∼U(0,1);

• Utilizando o método da inversão, geramos números aleatórios para a distribuição NH-Gu;

• Para determinarmos os elementos que possuem ou não censura, geramos ocorrências da distribuição

Bernouli em que a a probabilidade de sucesso é p = 1−C, em que C é o percentual de censura,

dessa forma temos uma coleção de Bernoulli;

• Maximizamos a Expressão (6.15);

• Replicamos a maximização mil vezes;

• Obtemos as médias das estimativas, viés e EQM.

As quantidades observadas para o estudo foram a média das estimativas do vetor θ̂θθ =

(α̂, λ̂ , β̂ , µ̂) e seus respectivos Erros Quadráticos Médios (EQM). Consideramos quatro cenários: o

primeiro com (α,λ ,β ,µ) = (1.5,2.3,1,0.5) e o segundo com (α,λ ,β ,µ) = (1.0,4.0,1.0,1.0), o ter-

ceiro com (α,λ ,β ,µ) = (2,3,2.1,2.5) e o quarto com (α,λ ,β ,µ) = (4,1.7,3,2.8). Os resultados são

mostrados nas Tabelas 16, 17, 18 e 19.
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Podemos observar nesse estudo de simulação que as propriedades assintóticas são satisfeitas,

pois ao aumentarmos o tamanho da amostra o viés das estimativas diminui, assim como o valor do EQM.

É possível observar, também, que ao aumentarmos o percentual de censura, o viés aumenta em relação ao

valor que possui menos censura, como era de se esperar.

6.5 APLICAÇÃO A DADOS REAIS

Para ilustrar a aplicação da metodologia estudada, utilizou-se dois conjuntos de dados.

Ambos dados sem censura. O objetivo da aplicação a dados reais é verificar empiricamente que para

os bancos de dados escolhidos o modelo paramétrico proposto, NH-Gu, é superior a alguns modelos já

conhecidos na literatura. O critério de comparação é feito com base no pacote Adequacy Model proposto

por Marinho (2016), que nos fornece as estatísticas de teste, Anderson Darling, A∗ e Cramer-Von-Misses,

W ∗. Todas essas calculadas através do método de otimização Simulated Anealing (SANN). Os ajustes são

comparados com a distribuição-base e com algumas outras extensões dessa distribuição-base, que são

1.Gumbel (Gu) (GUMBEL, 1958),

2.Gamma Gumbel (Gamma-Gu) , ver Zografos e Balakrishnan (2009)

3.Beta Gumbel (Beta-Gu) (NADARAJAH; KOTZ, 2004),

4.Gumbel Exponencializada (Exp-Gu) (NADARAJAH, 2006),

5.Gumbel Generalizada Exponencializada (EG-Gu)(ANDRADE et al., 2015).

6.5.1 Conjunto de dados 1: porcos da índia infectados com vírus da tuberculose

Diversos estudos são feitos com cobaias afim de analisar a viabilidade de tratamentos de

doenças em humanos, como é o caso de estudos sobre a tuberculose, por exemplo.Devido a sua alta

susceptibilidade à tuberculose, o estudo com porcos da índia pode ser encontrado na literatura, em diversos

livros e artigos. Sobre esse tema, Andrade et al. (2006) nos traz um pouco da história de como foram os

primeiros estudos com cobaias. Bjerkedal et al. (1960) mostra um experimento com cobaias infectadas

com o vírus da tuberculose. Nesse estudo, foi avaliado o tempo até a morte em diversos cenários.

A tuberculose foi uma doença que matou muitas pessoas durante as décadas passadas.

Apesar do decrescimento nos casos, ainda há uma quantidade considerável de indivíduos infectados

no Brasil, segundo dados do Ministério da Saúde. A melhor forma é a prevenção da doença. Uma

das melhores formas de prevenção em crianças é tomar a vacina BCG. Esses dados e outras formas de

prevenção podem ser encontrados no portal do Ministério da Saúde (http://portalms.saude.gov.br/saude-

de-a-z/tuberculose#prevencao).

A proposta de modelos que possam ajustar bancos de dados desse tipo são, portanto, úteis.

Para a primeira aplicação à dados reais, consideramos o conjunto de dados de Bjerkedal et al. (1960),
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dividindo as observações por 1000. Estes dados (medidos em dias/1000) é sobre o tempo até a morte de

72 porcos da índia com o vírus tubercle bacilli.

O gráfico TTT, Aarset (1987), apresentado na Figura 9 nos mostra uma curva côncava, porém

com uma pequena parte final abaixo da reta diagonal indicando que a função de taxa de falha empírica é

unimodal. A distribuição NH-Gu possui essa forma na ftf, então se mostra um bom modelo para ajustar

esses dados.

Figura 9 – TTT plot

Algumas estatísticas descritivas desses dados são fornecidas na Tabela 20. As quantidades

observadas nos mostram uma variância bem pequena e assimetria e curtose positivas.

Tabela 20 – Estatísticas descritivas - primeira aplicação
Aplicação Media Mediana Variância Assimetria Curtose Min. Max.
Porcos da índia 0.141 0.102 0.011 2.463 6.074 0.043 0.598

A Tabela 21 nos fornece os valores dos EMV’s dos parâmetros e as quantidades para Erro

Padrão (entre parênteses) a partir dos ajustes dos modelos citados assim como as medidas W ∗ e A∗. Os

resultados indicam que o modelo proposto possui os menores valores dessas estatísticas entre os modelos

e, portanto, poderia ser escolhido como o melhor modelo para esses dados.

6.5.2 Conjunto de dados 2: fibras de carbono expostas a pressão

Por conter um baixo peso e alta rigidez, materiais com fibras de carbono são utilizados

em diversos setores que buscam materiais com alto desempenho. Placas de fibra de carbono podem ser

encontradas em aeronaves, meios de transporte em geral e para reforço estrutural em obras da construção

civil, por exemplo. Dentre seus benefícios, uma das maiores vantagens do uso da fibra de carbono é não

sofrer corrosão, que é uma vantagem em relação ao aço. Podemos ver trabalhos envolvendo fibras de
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Tabela 21 – Guinea-Pig
Model α λ µ β W ∗ A∗

NH-Gu(α,λ ,µ,β ) 0.2492 685.3412 0.3251 0.1338 0.0503 0.3173
(0.0224) (0.1693) (0.0328) (0.0173)

Gu(µ,β ) 0.1032 0.0549 0.4737 2.8104
(0.0066) (0.0056)

Gamma-Gu(α,µ,β ) 1.7140 1.8497 19.9790 0.5141 3.0408
(0.9592) (0.9866) (2.8913)

Exp-Gu(α,µ,β ) 999.9808 0.0063 12.0443 0.3187 1.8859
(0.1667) (0.0016) (1.6563)

EG-Gu(α,λ ,µ,β ) 106.4632 147.7822 0.3980 0.0033 0.1718 1.0014
(0.0039) (0.0122) ( 0.0339) (0.0022)

Beta-Gu(α,λ ,µ,β ) 354.4642 818.5109 0.6576 2.8703 0.1877 1.1014
(18.0132) (14.3995) (0.1160) (0.2420)

carbono em Souza et al. (2016), que estudou o comportamento das fibras de carbono elevadas a diferentes

temperaturas.

Apesar dos estudos mostrando o grande benefício do uso de fibras de carbono, se faz

necessário estudos que procurem verificar o quão essas fibras são resistentes. Sobre o estudo da resistência

das fibras de carbono, Nichols e Padgett (2006) analisam o limite de força exercida até a ruptura de

fibras de carbono, em GPa. Esse conjunto de dados, constitui o estudo da nossa segunda aplicação. As

estatísticas descritivas do banco de dados é mostrada na Tabela 22 e nos mostrando uma variância pequena

e assimetria e curtose positivas, porém pequenas

O gráfico TTT, Aarset (1987), apresentada na Figura 10 nos mostra uma curva predominan-

temente côncava indicando que a função de taxa de falha empírica é crescente. A distribuição NH-Gu

possui essa forma na ftf, mostrando-se, então, um bom modelo para ajustar esses dados.

Figura 10 – TTT plot

As quantidades mostradas na tabela 23 são as estimativas e seus respectivos erros padrão,
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Tabela 22 – Estatísticas descritivas - Segunda Aplicação
Aplicação Media Mediana Variância Assimetria Curtose Min. Max.
Carbono 2.621 2.700 1.027 0.362 0.043 0.390 5.560

assim como as estatísticas de teste, W* e A*. Os resultados obtidos comprovam que o modelo proposto

se mostra superior, quando comparado aos outros, para esse banco de dados.

Tabela 23 – Fibras de Carbono expostas a pressão
Model α λ µ β W ∗ A∗

NH-Gu(α,λ ,µ,β ) 0.5149 348.3888 8.6359 3.6317 0.0728 0.4135
(0.0774) (14.1494) ( 1.0455) ( 0.5137)

Gu(µ,β ) 2.1327 0.9090 0.1837 0.9370
(0.0962) (0.0681)

Gamma-Gu(α,µ,β ) 0.9777 5.5495 2.1045 0.1467 0.7508
(0.4105) (1.8246) (0.3638)

Exp-Gu(α,µ,β ) 0.1326 33.6213 8.1469 0.1275 0.6547
(0.0418) (8.4464) ( 1.7669)

EG-Gu(α,λ ,µ,β ) 10.5246 0.7205 4.8403 0.7072 0.1799 0.9250
(0.0295) (0.0907) (0.0100) (0.0329)

Beta-Gu(α,λ ,µ,β ) 125.4398 679.1719 16.7752 22.8061 0.7007 3.9775
(<0.00001) (<0.0001) (0.6310) (1.0084)

A tabela 24 lista a estatística RV para comparar modelos ajustados em ambas as aplicações.

Note que rejeitamos a hipótese nula (H0 : α = λ = 1) nas duas aplicações indicando indícios em favor da

nova distribuição, considerando um nível de significância de 10%

Tabela 24 – Teste da razão de verossimilhanças
Aplicação Estatística W p-value
Porcos da índia 24.117 5.795087×10−06

Fibras de Carbono 5.4952 0.06408147

6.6 CONCLUSÃO

Neste capítulo, propomos uma extensão do modelo de Gumbel (Gu) chamado de distribuição

Nadarajah-Haghighi-Gumbel, (NH-Gu), com dois parâmetros extras. Investigamos algumas propriedades

estruturais da nova distribuição, incluindo expansões para a densidade e função de distribuição acumulada,

expressões explícitas para os momentos ordinários, funções geradora e quantílica. Os parâmetros do

modelo são estimados via máxima verossimilhança. Finalmente, a flexibilidade do modelo proposto é

ilustrado por meio de duas aplicações para conjuntos de dados reais. Uma simulação com censura é feita

verificando as propriedades assintóticas dos estimadores de máxima verossimilhança.
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7 CONSIDERAÇÕES FINAIS

No presente trabalho, propomos três novas distribuições de probabilidade NH-EE, NH-R e

NH-Gu ,com base na família NH-G, proposta por Dias (2016). Encontramos expressões explícitas para

a propriedades estruturais dos modelos, como momentos, função geradora de momentos, estatísticas

de ordem e função quantílica. Estimamos os parâmetros do modelos propostos utilizando o método

da máxima verossimilhança, achando expressões para o vetor escore. Através do método de Monte

Carlo, realizamos um estudo de simulação e verificamos que os estimadores de máxima verossimilhança

satisfazem as propriedades assintóticas para os modelos NH-R e NH-Gu. Por fim, realizamos aplicações

com dados clínicos e de fadiga para os três novos modelos, verificando, assim, que para esses tipos de

bancos de dados as distribuições se mostram competitivas.

7.1 TRABALHOS FUTUROS

Dando continuidade a pesquisa apresentada, pretendemos estender o pacote estatístico

AdequacyModel, no R, visando realizar aplicações a dados com censura.

Para a NH-EE pretendemos realizar um estudo de simulação com censura, semelhante ao

realizado para as outras distribuições propostas.

Outra pesquisa, que visamos dar continuidade, é a proposta de modelos de regressão para

essas distribuições, pois sentimos a necessidade contribuir na literatura com modelos que possam trabalhar

com covariáveis.

Já é bastante observado que os estimadores de máxima verossimilhança para pequenas

amostras costumam ser viesados. Dado essa deficiência, uma outra pesquisa que temos interesse em

realizar é a correção do viés desse estimador de máxima verossimilhança, para os modelos propostos.

Pretendemos realizar a correção de forma analítica, obtendo expressões para o cálculo da correção do

viés, assim como correções via reamostragem bootstrap.

7.2 CONTRIBUIÇÕES DAS PESQUISAS

• Apresentação de pôster no Simpósio Nacional de Probabilidade e Estatística: 23o SINAPE

THE NADARAJAH-HAGHIHI EXPONENTIAL DISTRIBUTION: PROPERTIES AND APPLI-

CATIONS. 2018. (Apresentação de Trabalho/Simpósio).

• Apresentação oral na Jornada Científica Júnior- UFPE

SILVA, J. J. S.; LIMA, M. C. S. . DISTRIBUIÇÃO NADARAJAH-HAGHIGHI GUMBEL:

PROPRIEDADES E APLICAÇÕES. 2018. (Apresentação de Trabalho/Colóquio).
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ANEXO A – MANIPULAÇÕES NH-R

Aqui, mostramos um pouco das manipulações algébricas usadas na Equação (5.13). Temos

ρ(t,m) =
∫ 1

0
exp[tQR(u)]umdu

=
∫ 1

0
exp[tσ

√
−2log(1−u)]umdu

e, usando expansões para as funções exponencial e logaritmo, obtemos:

ρ(t,m) =
∫ 1

0

∞

∑
j=0

(tσ) j

j!
2 j/2

(
∞

∑
i=1

biui

) j/2

umdu,

em que bi =
(−1)2i

i .

Agora, usando expansão em série de potência para um número real e trocando a integral pelo

somatório, obtemos:

ρ(t,m) =
∞

∑
l, j=0

2 j/2(tσ) j

j!
vi( j/2)

∫ 1

0

(
∞

∑
i=1

biui

)l

umdu,

em que

vi( j/2) =
∞

∑
n=1

(−1)n−1
(

n
i

)
( j/2)n/n! e ( j/2)n =

j
2

(
j
2
−1
)
...

(
j
2
−n+1

)
.

Usamos ao longo do artigo uma equação de Seção 0,314 de Gradshteyn e Ryzhik para uma

série de potências para um inteiro positivo. Assim, a última equação é dada por

ρ(t,m) =
∞

∑
j=0

2 j/2(tσ) j

j!
vi( j/2)

m+1
+

∞

∑
j=0

∞

∑
l,i=1

2 j/2(tσ) j

j!
vi( j/2)

i+m+1
al,i,

em que

al,i = (ib0)
−1

i

∑
k=1

[k(l +1− i)]bkal,i−k

Então, depois de alguma manipulação algébrica, obtemos

MX(t) =
∞

∑
m=0

(m+1)wm

∞

∑
j=0

p j(m)t j,

em que p j(m) =
f j

m+1 +g j(m),

f j =
2 j/2(tσ) jvi( j/2)

j!
e g j =

∞

∑
l,i=1

2 j/2(tσ) j

j!
vi( j/2)

i+m+1
al,i.
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