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RESUMO

A classe dos modelos elipticos multiniveis tem sido amplamente utilizada na modelagem
de dados que apresentam estrutura de hierarquia. Esta classe propde o uso de distribuicoes
de probabilidade pertencentes a classe eliptica, que envolve todas as distribui¢des simétricas
continuas, sendo a normal um caso particular. O principal objetivo da presente dissertacao
€ o desenvolvimento de técnicas de diagndstico, mais especificamente a andlise de influéncia
local via curvatura normal para os modelos elipticos multiniveis. Para tanto, quatro esquemas
de perturbagdo sdo considerados: perturbacdo de casos, perturbacdo na matriz de variancia
e covariancia, perturbacdo na resposta e perturbacdo na varidvel explicativa continua. As
técnicas desenvolvidas foram utilizadas segundo ajustes para dois conjuntos de dados reais,
especificamente sob os modelos normal, t-Student e exponencial poténcia e os resultados obtidos
foram discutidos. O modelo sob a distribui¢do t-Student se adequou melhor ao exemplo de dois
niveis e a distribuicdo exponencial poténcia, com o exemplo de trés niveis, conseguiu adequar-se
de forma satisfatoria ao conjunto de dados analisado. Podemos ver que os modelos elipticos
multiniveis se mostram muito eficientes para a modelagem de dados com estrutura de hierarquia

e com observacoes discrepantes.

Palavras-chave: Influéncia local. Modelos elipticos. Modelos multiniveis.



ABSTRACT

The class of elliptical multilevel models has been widely used in data sets, which present
some hierarchical structure. This class proposes the use of probability distributions in the
elliptical class, which involves all symmetric continuous distributions, including the normal
distribution as a particular case. The main objective of this dissertation is the development of
diagnostic techniques, more specifically, the analysis of local influence via normal curvature in the
elliptical multilevel models. Therefore, four perturbation schemes are considered: case-weight
perturbation, scale matrix perturbation, response variable and continuous explanatory variable
perturbation. The techniques developed were used according to fit two real datasets, specifically
under models normal, Student-t and exponential power models. The model under the t-Student
distribution was better suited to the two-level example and the exponential power distribution,
with the three-level example, was able to satisfactorily fit the data set analyzed. We can see
that multilevel elliptical models are very efficient for hierarchical structure data modeling with

discrepant observations.

Keywords: Elliptical models. Local influence. Multilevel models.
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1 INTRODUCAO

Geralmente em dados coletados nas dreas de ciéncias humanas e bioldgicas verifica-
se que hd uma estrutura de hierarquia, ou seja, hd um arranjo natural das unidades em niveis,
geralmente estas estruturas sdo caracterizadas por serem organizadas em grupos. Filhotes de uma
mesma ninhada tendem a ser semelhantes em relag@o aos aspectos fisicos do que se comparados
com individuos aleatérios de uma dada populacao; a heranca de aspectos familiares por causa
da descendéncia do grupo, sao alguns dos exemplos em que hd uma estrutura hierarquica (ver
Goldstein, 2011), por exemplo.

Desta maneira, pode-se ver aplicacdes de bancos de dados que apresentam dois
ou trés niveis de hierarquia. Pinheiro (2005) apresentou um exemplo que utiliza um modelo
multinivel com dois niveis no qual avaliou o desempenho de alunos da 42 e 82 série do ensino
fundamental e 32 série do ensino médio, em Matematica e Portugués. Pires (2009) usa um modelo
de dois niveis em que foram estudadas as habilidades em Lingua Portuguesa e em Matematica dos
alunos da terceira série do ensino médio de escolas publicas do estado de Pernambuco, segundo
caracteristicas dos alunos e das escolas que eles pertenciam. Soares (2005) considerou trés niveis
de hierarquia (alunos, turmas e colégios), no qual o objetivo era medir a proficiéncia dos alunos
de quarta série em Lingua Portuguesa, e avaliar a variabilidade da habilidade dos alunos devido
a diferenca entre eles, a turma e as escolas.

Embora a suposi¢do de normalidade para varidveis seja adequada em diversas si-
tuacoes, ela pode ndo se mostrar adequada para dados com observacdes discrepantes. Desta
forma, a classe eliptica surge como uma alternativa atraente devido a muitas variagdes possiveis
de curtose e os aspectos robustos das estimativas de mdxima verossimilhanga para observagoes
extremas, (ver Fang, Kotz e Ng, 1990).

E conhecido que modelos elipticos baseados em distribuicdes com caudas mais
pesadas que a normal apresentam estimativas de pardmetros menos sensiveis na presenca de
observagdes extremas que podem ter uma influéncia desproporcional na estimativa dos parametros.
Sabe-se que a classe das distribui¢des elipticas abrange todas as distribui¢des continuas simétricas.
A titulo de exemplo tem-se a Normal, t-Student, Exponencial Poténcia, Logistica I, Logistica
I, entre outras, nas quais suas propriedades podem ser vistas em Fang, Kotz e Ng (1990). Por
exemplo, a distribui¢do t-Student mostra-se mais flexivel que a distribui¢cdo normal e pode lidar
com vdrias situagdes envolvendo caudas pesadas. Neste sentido, podemos considerar os trabalhos

de Galea, Paula e Bolfarine (1997), Diaz-Garcia, Rojas e Leiva-Sanchez (2003), Cysneiros e
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Vanegas (2008), Leiva et al. (2016), citando caso parecido.

Em modelos de regressdo para dados correlacionados, os modelos lineares baseados
na distribuicdo normal desempenham um papel essencial, no entanto, ha conclusdes em que a
suposicao de normalidade ndo € adequada em certas situacdes, desta forma pode-se considerar
alternativas sob essas circunstancias e uma escolha € a familia de distribuicdo eliptica. Desta
maneira, modelos multiniveis sob distribui¢cao de probabilidade da classe eliptica, constituem
uma alternativa ao uso do modelo normal, e assim, pode-se abranger aplicacdes para conjunto de
dados com estruturas mais complexas.

Um outro aspecto que vem sendo estudado € o que tange a robustez das estimativas
de maxima verossimilhang¢a, quando se tem observagdes aberrantes e se usa modelos normais
multiniveis, ou modelos mistos com distribuicao de erros normais. Pois, dados mais extremos que
os demais tendem a influenciar na estimativa dos parametros. Desta forma uma ma especificagcdo
do modelo pode acarretar erros na inferéncia dos parametros, entdo, uma alternativa seria o
uso de distribui¢des que apresentem caudas mais pesadas que a normal, como por exemplo a
distribuicdo t-Student. Lange, Little e Taylor (1989) propuseram um modelo geral com erros
seguindo a distribui¢cdo t-Student multivariada a fim de alcangar estimativas robustas. Ja em
Pinheiro, Liu e Wu (2001), algoritmos eficientes para estimacao robusta em modelos lineares
mistos usando a distribui¢do t-Student multivariada foram propostos.

Os coeficientes ajustados para o modelo normal muitas vezes sao sensiveis a observa-
¢Oes extremas, entdo na literatura tem sido sugerido que a distribuicao dos erros permita caudas
mais pesadas que a normal a fim de acomodar melhor as observagdes extremas e diminuir a
influéncia desses pontos. O método de influéncia local tem sido bastante aplicado a modelos
multivariados de regressao linear normal, por exemplo em Kim (1995), Fung e Tang (1997),
além do mais esses estudos vem sendo amplamente aplicados também para modelos de regressao
linear elipticos no caso univariado e multivariado, como feitos por Galea, Paula e Bolfarine
(1997) e Liu (2002). Como exemplos de trabalhos recente neste sentido, podemos mencionar
Leiva et al. (2016) que desenvolveram técnicas de diagndstico em modelos de regressao elipticos
com restricoes estocasticas aplicadas a Econometria: Manghi (2011) desenvolve alguns aspectos
dos modelos elipticos multiniveis, como o processo de estimacao dos parametros via maxima
verossimilhanca, testes de hipdteses para os efeitos fixos e parametros de variancia e covariancia
e andlise de residuos para verificacdo de caracteristicas relacionadas aos ajustes e as suposi¢oes
estabelecidas. No entanto, a andlise de influéncia local para modelos elipticos multiniveis ainda

nao foi desenvolvida, sendo esta a proposta deste trabalho.
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Diagnéstico de influéncia € uma importante etapa a ser considerada na modelagem
de dados. Esse passo é geralmente apresentado depois da estimagao dos parametros para avaliar
o desempenho das estimativas. Métodos de diagndsticos t€m sido utilizados em modelos de
regressao linear normal nas distribui¢des de classes elipticas, como pode-se ver em Paula (2004),
Liu (2002), Cysneiros e Vanegas (2008) e em Cysneiros e Paula (2005), sdo abordados pontos
de alavanca, residuos, medidas de influéncia, influéncia local e curvatura normal, entre outros
procedimentos.

Toda a andlise residual para os modelos multiniveis elipticos foram desenvolvidas e
podem ser vistos em Manghi (2011) e Manghi, Paula e Cysneiros (2016). Nosso trabalho veio
a preencher parcialmente a lacuna da técnica de diagndstico, na anélise de influéncia local via
curvatura normal para os modelos elipticos multiniveis.

Esta dissertacdo estd dividida da seguinte maneira, apresentamos no Capitulo 2 uma
breve introducao a classe das distribui¢des elipticas, bem como a definicio do modelo multinivel
com 3 niveis. No Capitulo 3 desenvolvemos medidas de diagnostico sobre a influéncia local e a
curvatura normal na classe dos modelos elipticos sob quatro abordagens de perturbagdes. Vale
salientar que nesse capitulo, encontra-se a principal contribuicdo tedrica do presente trabalho,
uma vez que, ndo ha na literatura trabalhos referentes a influéncia local nos modelos multiniveis
elipticos. Logo, nosso trabalho veio a preencher parcialmente esta lacuna importante. No
Capitulo 4 mostramos dois exemplos com as aplicagdes de influéncia local apresentadas no
Capitulo 3, um para modelos de dois niveis e outro para trés niveis. Por fim, no Capitulo 5
apresentamos as consideracdes finais.

A presente dissertacdo foi integralmente digitada utilizando o sistema de tipografia
IXTEX. Todas as rotinas computacionais foram construidas com o software R, este disponivel

gratuitamente em www.r — pro ject.org.
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2 MODELOS ELIPTICOS MULTINIVEIS

Manghi (2011) obteve uma generalizagdao do modelo normal multinivel, chamado
modelo eliptico multinivel, que sugere o uso de distribuicdes de probabilidade pertencentes a
classe eliptica, pois esta pode apresentar caudas mais leves ou mais pesadas que a normal. No
caso de observacdes extremas, distribui¢cdes com caudas mais pesadas podem acomodar melhor
os dados. Neste trabalho, foram desenvolvidos processo de estimacdo de pardmetros via maxima
verossimilhanga, teste de hipéteses para efeitos fixos e pardmetros de variancia e covariancia e
andlise de residuos.

Neste capitulo apresentaremos uma breve introducao aos modelos elipticos multini-
veis. Na secdo 2.1 introduziremos a classe das distribui¢des elipticas, na se¢@o 2.2 a estrutura de
modelos multiniveis de 3 niveis, na se¢do 2.3 a estimacdo dos parametros, a funcdo escore e a

matriz de informagao observada.

2.1 CLASSE DAS DISTRIBUICOES ELIPTICAS

Fang, Kotz e Ng (1990) apresentaram algumas das propriedades das distribui¢des mul-
tivariadas continuas e com um desenvolvimento substancial na teoria de distribuicao multivariada,
especialmente na drea de distribuicoes multivariadas simétricas ndo normais.

Nesta secdo apresentamos uma breve introduc¢do a classe de distribuicao eliptica, as
notacoes a serem usadas, assim como, os estimadores de mdxima verossimilhanga. A classe
eliptica de distribuicdes inclui todas as distribuicdes continuas simétricas com suporte nos reais.

Dizemos que um vetor aleatério Yy segue uma distribuicao eliptica n;-dimensional
com vetor de média (1, e matriz proporcional de variancia-covariancia V; assumida ser positiva

definida, como visto em Jennrich e Schluchter (1986), se sua funcdo de densidade é da forma

o) = Vil “2g(m),  k=1,....n, @.1)

em que u; = (Yk — ,uk)TVk_] (yk — Uk) € a distAncia de Mahalanobis e a fungfo geradora de
densidade g(-) : R — [0,00) é de tal forma que [5°u™/> ' g(uz)du < oo, (ver Fang, Kotz e Ng
(1990)). Para a fungo acima, valem as seguintes relagdes: E(Yk) = uk e Var(Yg) = o4V,
em que o € obtido através da func¢do caracteristica de Yy, que € dado da forma (ka(t) =
E[exp(itTYk)] = exp(i’T”k) ¢(t" Vit), para alguma funcdo ¢(-). Desse modo, tem-se 0y =
—2¢'(0), com ¢'(¢) = % e ¢'(0)= %h:o. Na distribuicdo t-Student tem-se que para

Ny > 2, entdo o = em que 1), sdo os graus de liberdade. J4 para a distribuicao Expo-

M
(M—2)°
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nencial Poténcia, visto em Fang, Kotz e Ng (1990), tem-se que o = 2<%> C{(m+2)\2m} \
(ML {Mk \ 21k }), em que T'(+) € fungdo gama com 1 > 0 representando o pardmetro de forma.
Este sendo definido de maneiras diferentes para cada distribuicdo eliptica.

Denota-se Yk ~ El,, (U, Vk, Nx). Para uma notagdo mais simplificada escrevemos
Yx ~ Elp (U, V). No caso em que Yk ~ El, (0,1, ), tem-se I,, como matriz identidade de
dimensao n; X ng, oy a variancia das distribui¢cdes marginais univariadas obtidas a partir do
vetor Y. Para a distribuicao Normal temos o = 1. Veja, por exemplo, Fang, Kotz e Ng (1990),
Anderson (1990), Kai-Tai e Yao-Ting (1990).

Dada aEquacgao (2.1), o logaritmo da fun¢ao de verossimilhanga (log-verossimilhanca)
para o vetor de pardmetros 7= (87,0") " dado por £(B,8) = ¢(t), é dado por
K
Y logg(uy),

1 K
k=1 k=1

sabendo que g(-) € uma funcdo continua e diferencidvel.

2.2 MODELOS MULTINIVEIS

O modelo de regressdo multinivel permite que diferentes niveis sejam especificados
em modelos separados e depois combinados em um tinico modelo, como mostrado por Hox (1995)
e Goldstein (2011), por exemplo. Neste tipo de modelo hd um conjunto de dados hierarquicos
que tem uma varidvel resposta Y e as varidveis explicativas que podem estar no nivel do individuo
e/ou no nivel de grupos.

O modelo linear hierdrquico ou a modelagem hierarquica, tem sido utilizada ampla-
mente em vdrias dreas do conhecimento onde se quer examinar efeitos que as varidveis do nivel
do grupo e do nivel do individuo tem sobre a varidvel resposta, como visto em Anderson (1990).

Em Manghi, Paula e Cysneiros (2016) este modelo € apresentado em estrutura com
trés niveis, logo utilizando-se das notacdes apresentadas, considera-se P varidveis explicativas
associadas ao nivel 1, 211;:1 Q) sdo varidveis preditoras associadas ao nivel 2, em que Q) €
a varidvel explicativa associada ao p-ésimo parametro de nivel 1 e ):15:1 Zgﬁ 1 Spq varidveis
preditoras associadas ao nivel 3, em que S, € 0 nimero de varidveis preditoras associadas ao

g-ésimo parametro do nivel 2 associado ao p-€simo pardmetro de nivel 1. Sendo assim, temos as



equagdes gerais para o modelo multinivel com trés niveis dadas como:

P
Nivel 1Y, = Z Yo ik pijk + Eijk;
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p=1
9q
Nivel 2:%, i = Y SpaiTpgj + Epjiks (2.2)
q=1
Spq
Nivel 3:6qu = Z qustqsk + ﬁquv
s=1
emquei=1,2,....ny, j=1,2,....meek=1,2,...,K. Tem-se que n j; € o nimero de individuos

pertencentes aos j-€simo ‘“‘cluster” do nivel 2 pertencente ao k-ésimo ““cluster” do nivel 3; my, é

o numero de “cluster” do nivel 2 pertencente ao k-ésimo “cluster” do nivel 3 e K € o total de

“clusters” do nivel 3.

Entdo a equacgdo (2.2) € descrita como:

Y;jx € o valor da varidvel resposta para o i-€simo individuo pertencente ao j-ésimo

“cluster” do nivel 2 no qual pertence ao k-€simo “cluster” do nivel 3;

Gijk € o valor da p varidvel preditora relacionada ao i-ésimo individuo do j-€simo

“cluster” do nivel 2 pertencente ao k-ésimo “cluster” do nivel 3;

Ypjjk € 0 parametro associado a variavel G, no j-€simo “cluster” do nivel 2 incluido

no k-€simo “cluster” do nivel 3;

& jk € o erro associado ao valor da varidvel resposta do nivel 1;

T,

pqjk € 0 valor da g-€sima varidvel preditora associada ao parametro ), j;

5qu € 0 parametro associado a varidvel T, no k-€simo “cluster”;

p jlk € 0 erro associado ao parametro Y, ji;

Lpgsi € 0 valor da s-ésima varidvel explicativa associada ao parametro J,qk;

Bpys € o pardmetro associado a varidvel L ;
Bygx € 0 erro associado ao pardmetro &pgx.

Para um nota¢do matricial deste modelo, temos

.
Yi = (YlTk,Ysz,...,YIlkk> e Y = (Yljk>Y2jka-

’
ijlnjkxl

T
. ;Ynjkjk> )

njk><1

Gk = dlag {G1k7 GZk; ce 7Gmkk} ():;"il n_jk) x (Pmy)’ ij = {Gpijk}njkxP )



em que

Gujx Gujk - Gprj
Gk Guj - Gpjx
ij — . )
| Gl}’ljkjk Gznjkjk e GP”jkjk i

nijP

T T
% = (Yﬂ(,yﬂ(,...,%lkk) v k= (Mo Vi YeiE) poy

T T
O A R TR E
njk><1
1kl T - | mgk (Pmy)x (51 0p)
Tjk — dlag {lek, T2jk7 ... ’Tij}PX ():5:1 Qp) , ijk = (Tpljk7 T[)2jk7 cee TI)quk)l xXQps
€ tem-se que _ -
lek 0 - 0
0 Ty - 0
Tjx = . . . ’
0 .. 0 Tp;
i T pe(xh 00)

.
Ok = (Sllka312ka---a31Q1k7621ka322k7---a32Q2k7---a5P1k76P2k7---75PQ,,k)(ZP )
P

)
p ) x1

Lk = diag {L11x, L12k, - - - - L1oks - - -, Lp1i, Lpak, - - ., L ,
k = diag { Ly, L2k 1Q:k P1k, Lip2k PQPk}(Z’,f:lQp)x (Z‘;:quQi’l qu>

Lpgk = (Lpgix: Lpgok - - - 7quSqu) 1%,
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sendo
Lk 0 -+ - o 0
0 Ly O - - 0
Lk = 9
L1Q,k
0 N T O
L PQpk | (z;’:,Qp)X(Z’;:ani’l S,,q>
_ T
B = (ﬁlll»ﬁll%---7ﬁ11$117---7[3PQ[,1>[3PQ[,27---aBPQ,,SPQp)<Z§:IZ§£]Spq>><17
T oeT T\ T
gk = (§1k7 glka cee émkk)Pmkxl ’ é]k = (élj\ka éZj\k: X 5Pj|k)p><1 )
e

-
O = (V114 B12ks -, D101k -+ OP 1k OP2ks - BP0, k) (50, 0,)x1°

Logo as seguintes equacoes para o k-ésimo “cluster” podem ser reescritas como

Yi = Gr¥%+ &, (2.3)
% = T+ &, (2.4)
ok = LiB+ 0, (2.5)

e substituindo a Equacdo 2.5 na Equacgdo 2.4 e esta na Equagao 2.3, € obtido o seguinte:

Yk = G [Tk (LxB + %) &] + &k = Gk TkLkf + Gk Tk %k + Gk + &

Desta forma, tem-se que Yx = Xkf8 + Zxbk + &, em que Xk = GxTxLy, Zx =
[GkTk|Gk] e b = (07, éT)T. Considera-se também que alguns pardmetros em % ou em Ok
serem considerados fixos, o vetor de efeitos aleatérios by deve ser organizado omitindo-se os
erros relacionados aos respectivos parametros, e as colunas de Z relativas aos erros omitidos
sdo retiradas. Prosseguindo, considerando-se os “clusters” K para o nivel 3, tem-se a seguinte

notagao:
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.
Y:(YT7Y3—77YI—E> m ;
(T £ ) x1

G =diag{G1,Ga,...,Gk} <ZkK:1 £ njk> (PEK  my)’
T

(PXK  my)x1’

_l_T

T T T) g:(ngT...8>
Y (Yl % K 152K (T % ) x1

T= dlag {TI,TZ, ce ’TK}(PZZZJX(KZ;:] Qp) y

T T
5:(5151..., T) : :( TET T) ,
L S N S A AR
!
L= [LT\LT\...yLT} ,
PR (R 00) < (-5 )

:
ﬁ:(ﬁT,ﬁT,..., T) .
1.0, Uk (KED_, 0)x1

Por conseguinte, o modelo multinivel para os K “clusters” pode ser reescrito como

Y = Gy+e, (2.6)
y = To+E, (2.7)
6§ = LB+, (2.8)

e substituindo a equacao (2.8) na equagdo (2.7) e este na equacao (2.6), tem-se

Y=G[T(LB+9)+&]+e=GTLB +GTY +GE +¢,

emque X=GTL,Z=[GT|G]eb= (0T, éT)T, sendo assim, obtém-se Y = X3 +Zb + €.
Os modelos elipticos multiniveis podem ser definidos a partir da estrutura apresentada
para modelos normais multiniveis, no qual pode ser visto em Manghi (2011). Para algumas
distribui¢cdes elipticas pode ndo ser tao facil obter a distribui¢do marginal de Y, sendo preciso a
utilizagdo de métodos de integracdo numérica. Desta forma, uma outra abordagem do modelo

pode ser utilizada, considerando

Yi Xkﬁ Zk‘PkaT + Ry ZxVy Rj
bk ~ Elnk+P+nk 0 5 lI’kzl—(l— ‘Pk 0 ) (29)
&k 0 Rk 0 Rk

emque k=1,2,...,K, e segundo Arellano-Valle (1994), a partir das propriedades das distribui-
coes elipticas temos que:

Yy ~ El, (XkB, Zx ¥ Zy, + Ry). (2.10)
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Temos que nesta abordagem by e €k sdo ndo correlacionados mas nao necessariamente

independentes.

2.3 ESTIMACAO DOS PARAMETROS E MATRIZ DE INFORMACAO

Nos modelos multiniveis t€ém-se trés tipos de parametros a serem estimados: efeitos
fixos, efeitos aleatérios e componentes de varidncia e covaridncia, como pode ser visto em
Raudenbush e Bryk (2002). As suposi¢cdes sobre as distribuicdes de probabilidades dos erros
no contexto destes modelos pode ser visto em Manghi (2011). O logaritmo da fungdo de

verossimilhanga (log-verossimilhanga) para o vetor de parametros 7= (f7,0")" dado por
¢(B,0) ={(7) , entdo,
1 K K
(1) = -3 Y log|Vi|+ Y logg(uy), (2.11)
k=1 k=1
sabendo que u; = (Yx — Xkf3) " Vi 1Y) — Xy B) conhecida como distincia de Mahalanobis com
k=1,2,...,K e g(-) uma funcdo continua e diferencidvel e Vi = Zk‘{’kZ,;r + R;. Definimos
o vetor 0 = (6;,6,,..., GD)T o vetor de pardmetros da matriz V; e B os pardmetros de efeitos
fixos. Entdo fazendo as derivadas parciais da equagdo (2.11) temos a fungo escore para 3 e 6

da seguinte forma:

K
= ¥ () Xg Vi (Yie = XieB), (2.12)
k=1
€
1 S T 1y 1
EkZI {” (Vk Vi( 9d)> — vic(uie)ry Vi Vie(6a) Vi rk},

parak=1,2,...,K, Vk(6,) = g—g'l‘, rx = (Y — XkB) e vi(ug) = —2W, (ux). Como ndo é possivel
isolar os parametros, entdo € utilizado um procedimento iterativo para se obter as estimativas de

méxima verossimilhanga de 8 e 6, que é dado por

K
B+ (ka i) Xy TV ()Xk> (Z )Xy TV 1) ) (2.13)

or+1) — arggmax {E (B(r+1), 6) }, (2.14)

comr=0,1,.... Este método de maximizacdo na equagdo (2.14) pode ser visto em Jr e Schnabel

(1996). Inicia-se com B(O) e 0(9), desta forma, dados valores de B e 6, pode-se utilizar rotinas



25

computacionais ja implementadas para modelos normais multiniveis e assim utiliza-las para a
atualizacdo de B e métodos de otimizagdo ndo linear para obter as atualiza¢des de 6. Vé-se
que também aparecem as quantidades v (uy) e sdo interpretadas como pesos, sendo uma forma
diferente para diferentes distribuicdes e estas podem ser vistas em Osorio, Paula e Galea (2007),
Cysneiros, Paula e Galea (2005), desde que g(u) seja uma fungdo decrescente positiva.

A partir das segundas derivadas do logaritmo da verossimilhanca temos —{7; a

matriz de informacao observada de Fisher, na qual obtemos como segue

F(yi:B,60) = Vi Zg(uy),

na qual u; = (Yk—XkB)TVIZI(Yk—XkB) e Vk = Zk‘PZl—(r-l-Rk parak=1,...,K. E o produto

das K contribui¢des € a funcdo de verossimilhanga, dada por:

K K X
= [12«(B.6) = [T IVl 2g(us),
k=1 k=1

assim, o logaritmo da funcdo de verossimilhanca é como se segue

((B,0) =log(L(B,0)) =— 10g|VkH‘ Zlogg ug),
25 =1
K

- {——mgwky loga(u)|

Derivando a fungdo do logaritmo da verossimilhan¢a em relagédo a 8

"o s ‘2‘2‘]
:1;1{ LA Xi] Vit (Yk—XkB)]

K
= Y v(uw)Xy Vi (Y — XkB),

=~
—_

tem-se que W, (1) = ‘5;((:)), We(u) = LW, (u) e v(ug) = —2W (ug). As expressdes de We(u) e

Wé(u) assim como caracteristicas das distribuicoes normal, t-Student e exponencial poténcia, que

serdo utilizadas neste trabalho, podem ser vistas em Osorio, Paula e Galea (2007), por exemplo.
Além do que, dentre as distribui¢des pertencentes a classe eliptica, pode-se citar também a normal
contaminada, t-Student generalizada, logistica dos tipos I e II, logistica generalizada, Kotz, Kotz

generalizada, entre outras.
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Assumindo o vetor 8 = (61,60,,...,0p)" e derivando a funcio do logaritmo da

verossimilhanca em relacdo a 0 obtém-se

(B,0) 1E 19V 19Vko
e = _51;1 [tr (Vkl—d) — v(ug)(Yk _XkB)TVkla_edel(Yk _Xkﬁ)} '

As segundas derivadas sdo dadas por

, 9%¢(B, 6 o . VIS S (P
o = a;TBT) = X[ Vi W) Vi 2Wy ()R} ¥ X,
2%(B,0 o IR AN o -1 1L
lpo=—5 ﬁ(feT) =2X, V. ! {wg(uk)Vk +W;,(uk)rkrkT}Vlek(r)Vklrm
. 9%((B,0) | 7
£99 = W = EtrVk {Vk(r)vk Vk(S) —Vk(l‘,S)}

T8 A . A 1aA A T A _1es R .
AV W ) Vi) Vi i 9 Vi () — W@ Vi)
+ W, (ﬁk)Vk(l‘)VEIVk (s)+ Wg(ﬁk)V'k(s)Vl:le(r) } Vl:lf‘k,

parar,s =1,...,k. Sendo i} = f‘l—(rfflzlf‘k, rk = Yk —Xkﬁ, Vi = Vk(é), para j=1,...,n;. Tem-
se também que Vi(r) = dVi/96;|g_g, Vi(r,s) = 0*Vi/06,064|y_g € r.s = 1,....k. Veja, por
exemplo, Osorio, Paula e Galea (2007). Desta forma, a matriz de informacgao observada de Fisher

¢ dada da seguinte maneira
" lgg ¢
U= | PP PO (2.15)
lop Loo

A matriz de informagdo de Fisher para o vetor de parAmetros (8 ',0")T, assume a

seguinte forma

K
Kgp =Y 4diXTV_IX e Koo = { Ko,0.
BB = k Yk Ak 06 6,6. [

em que

K
Ckiz fgk 1 8Vk 1 8Vk
K919z ];1 { 4 + nk(nk + 2) |:CklZ + r (Vk 89] k aez )

¢ o elemento pertencente & /-ésima linha e z-ésima coluna da matriz kg, em que dg, = E(Wg2 (ux)),

=E(W?(u)uz) ecy, =tr Vl{IM tr Vk’IM ,com/,z=1,2,...,D. E possivel
8 g k) €Cjlz 26, 26;
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obter expressoes de forma fechada para dg, e f,, para algumas distribuicOes elipticas. Em

particular, para a distribui¢do t-Student com 1) graus de liberdade, temos

ne [ MN+ng n(ng+2) [ n+n
do=—\—F/—""5 e fa= )
4 n+nk+2 4 T]-I-I’Lk-l-z

e para a distribui¢do exponencial poténcia com parametro de forma 7, temos

2
n ng—2 Nk _ m(ng+em)
dgk—mr( 27 ”)/F(ﬁ) © =T

em que I'(+) denota a fungdo gama. A distribuigdo assintdtica da matriz de varidncia e covariincia

dos estimadores f3 e 6, é respectivamente k' (8) e k~!(8). A matriz de informacdo de Fisher
para os parametros sdo ortogonais, sendo assim, assume um bloco diagonal para o vetor de

parametros (87,0 ") dado por
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3 INFLUENCIA LOCAL

Meétodos de diagndstico foram amplamente estudados na literatura estatistica na qual
a maioria das obras focaram no estudo do efeito de eliminar observagdes sobre os resultados do
modelo ajustado, como por exemplo em Eubank (1985) e Silverman (1985), entre outros. No
entanto, exclusio de casos ndo manifesta ou mede claramente o impacto de outras perturbacdes
no modelo. De forma alternativa, Cook (1986) propds uma abordagem de influéncia em que
a ideia principal € investigar e avaliar a influéncia conjunta de pontos sob certas perturbagdes
nos dados (ou modelo) sem a necessidade da retirada de uma observagdao ou um conjunto de
observacoes. Logo, ferramentas de influéncia local sdo muito tteis para avaliar o qudo sensivel
sdao os modelos propostos quando pequenas perturbagdes sdo introduzidas.

Desta forma, a influéncia local € um método de andlise de sensibilidade em que
avalia a influéncia de pequenas perturbacdes em um modelo estatistico geral. Temos visto que
métodos de diagnostico vem sendo bastante utilizado, como por exemplo, Lesaffre e Verbeke
(1998) utilizaram a abordagem de influéncia local em modelos de efeitos mistos no contexto de
dados longitudinais, Zhu e Lee (2003) propuseram seis modelos de esquemas de perturbacao
para detectar observacoes influentes, na qual usou esse procedimento em uma situacao hipotética
e dois casos reais, Nobre (2004) prop0s e discutiu técnicas de diagndstico em modelos lineares
mistos e Nobre e Singer (2007) revisaram algumas técnicas de andlise de residuos que foram
usadas no contexto de modelos lineares mistos e propuseram uma padronizacdo do residuo
condicional para identificar possiveis observagdes e aglomerados discrepantes.

Liu (2002) aplicou esta metodologia a modelos de regressao linear elipticos multi-
variados, Paula, Medeiros e Vilca-Labra (2009) usou a classe de modelos lineares com erros
elipticos auto-regressivos de primeira ordem na qual as curvaturas normais para alguns esquemas
de perturbacoes sdo derivadas. Em Ibacache-Pulgar e Paula (2011) a abordagem de influéncia
local € usada para comparar a sensibilidade das estimativas do modelo sob erros com distribui¢cdo
t-Student. Podemos ver este tipo de procedimento em Russo ef al. (2012) em que foi proposto
diagndsticos de influéncia em modelos elipticos ndo-lineares para dados correlacionados com
estruturas heterosceddsticas e/ou autorregressivas e Villegas er al. (2013) o diagnéstico de
influéncia é feito em modelos simétricos lineares generalizados.

Nestes trabalhos as curvaturas normais da influéncia local sdo utilizadas para estudar
a sensibilidade das estimativas de maxima verossimilhanga sob alguns esquemas de perturbacdo

usuais, como: perturbagdo de casos, varidvel resposta, varidvel explicativa continua e na matriz de
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variancia e covariancia. Também sdo utilizados graficos de diagndstico para avaliar a sensibilidade

dessas estimativas, como visto também em Villegas ef al. (2013).

3.1 CURVATURA NORMAL

Ferramentas de influéncia local sdo utilizadas para avaliar a sensibilidade dos modelos
propostos quando diferentes perturbac¢des sdo introduzidas no modelo (ou dados). Seja £(7) o
logaritmo da fungdo de verossimilhanca do modelo na auséncia de perturbacao para o vetor de
parametros 7 e seja @ um vetor de perturbagao restrita a algum subconjunto Q. Logo, tem-se
que a log-verossimilhanga perturbada é denotada por ¢(7). Admite-se que existe um @y € Q,
denominado vetor de ndo perturbagdo, de tal modo que ¢(Zq,) = ¢(%), desta forma, serd avaliado
se hd influéncia da menor perturbagdo na estimativa de maxima verossimilhanca estimada. Assim,

pode-se considerar o deslocamento da verossimilhanga como:

que é usado para avaliar a influéncia da perturbagdo @. Grandes valores observados em LD(®)
evidencia que T e T, diferem-se consideravelmente, em que 7,4 é o vetor de estimativas dos
parametros da log-verossimilhanga perturbada e 7 o vetor de estimativas dos pardmetros da
log-verossimilhanc¢a ndo perturbada.

Por conseguinte, a abordagem estuda o comportamento local do gréfico de influéncia,
desta forma, Cook (1986) sugeriu investigar a direcdo da curvatura maxima de Cq, em que
Ca= Z\dTFd| com F sendo uma matriz Zszl nyg X Zszl ny € d o vetor de direcao com compri-
mento unitério (||d|| = 1). Sendo assim, para encontrar a curvatura maxima Cp,ax € 0 vetor de

direcdo maxima dpax, precisa-se calcular

F=—A(%,m) () AR, an), (3.1)

em que / estd definida na equacio (2.15) e

o
M) - P1E0) e\ [ ai(BLo) 32
9 - T - 2 - . .
dTdw %gg(l?) A (6, 0)

Vale ressaltar que a equacéo (3.2) deve ser avaliada em 7 =17 ¢ @ = @y. Entdo,

dmax € um vetor unitdrio associado ao maior autovalor absoluto C.x de F dado na equagao
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(3.1). Desta forma, tem-se que grandes valores absolutos dos elementos de Cp,x revelam que as
observagdes sdo provavelmente influentes. Este método de detectar influencia pode ser visto em,
Cook (1986), Verbeke e Molenberghs (2009) e Villegas et al. (2013), por exemplo.

A curvatura normal Cq pode assumir qualquer valor ndo negativo e ndo € invariante
sob transformacdes de escala. Entao, pode-se usar como alternativa a curvatura normal conformal,
para ter uma curvatura invariante sob uma mudanca uniforme de escala, chamada Bq na direcao
d, esta medida varia de 0 < Bgq < 1. Esta quantidade foi introduzida em Poon e Poon (1999), ela

¢ obtida utilizando os cdlculos de Cgq, e € definida por:
Vi (AGF @0)TE(2) 1A%, )

Na andlise da influéncia local uma técnica usada para verificar se uma observacao é

Bg (3.3)

possivel influente ou nao, foi proposta por Verbeke e Molenberghs (2009) e Poon e Poon (1999)
definir o ponto de corte, desta forma é feito 2 x Bq e/ou 3 x Bq, ou seja, é tracado no gréfico de
perturbacdes a média da medida de curvatura normal conformal e valores de B; muito acima
dessa medida merece uma atengdo especial. Veja também exemplos em Russo, Paula e Aoki
(2009) e Russo et al. (2012). Logo apds os graficos de influéncia local sdo usados para selecionar
modelos que se mostram menos sensiveis a alguns esquemas de perturbacao.

Utilizando uma abordagem similar aquela utilizada na andlise de alavancagem, vamos
usar uma medida para analisar a influéncia que cada observacao ou grupo de observagdes tem

3x

sobre 0 modelo. No caso em que se retira todo o grupo de observagoes temos %, em que x € a

quantidade de grupos analisados e K o total do grupos. Para analisar observacoes temos % em

que x € a quantidade de observagdes consideradas e N o total de observacdes. Veja, por exemplo,

Verbeke e Molenberghs (2009).

3.2 ESQUEMAS DE PERTURBACAO

Em muitos trabalhos vé-se a abordagem de influéncia local para diferentes tipos de
modelos em Lesaffre e Verbeke (1998), trata de influéncia local em modelos lineares mistos,
em Zhu e Lee (2003) propdoem um procedimento para detectar observagdes influentes em seis
esquemas de perturbacdo para modelos lineares mistos generalizados. Em Ibacache-Pulgar,
Paula e Galea (2012) a abordagem de influéncia local € usada para comparar a sensibilidade das

estimativas de modelos lineares semi-paramétricos mistos com erros normais, a fim de permitir
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distribui¢cdes com caudas mais pesadas do que as normais em que acomodam melhor valores
extremos.

No trabalho de Leiva et al. (2016) foi proposto uma metodologia de diagndstico
de influéncia para modelos de regressao linear com restri¢des e erros estocdsticos e estudado
como uma perturbacdo pode impactar no procedimento de estimacao de pardmetros no modelo
misto. Nesta secao trabalha-se com a influéncia local inicialmente vista em Cook (1986) para
alguns esquemas de perturbagdo usuais no modelo ou nos dados. Os esquemas de perturbagao
considerados sdo de caso, na matriz de variancia e covariancia (V;), na varidvel resposta e na
variavel explicativa. Estes esquemas de perturbacdo foram explanados em diferentes abordagens
de modelo como visto em Liu (2002), Zhu e Lee (2003), Nobre (2004), Nobre e Singer (2007),
Paula, Medeiros e Vilca-Labra (2009), Ibacache-Pulgar, Paula e Galea (2014).

A perturbagdo de caso é considerada para detectar observacdes que podem exercer
grande influéncia no processo de estimagdo e consequentemente afeta as estimativas dos parame-
tros. A perturbacao na matriz de variancia e covariancia € usada para avaliar a sensibilidade a
pequenas modificacdes nas estimativas de maxima verossimilhanga. Perturbacdo de varidveis
explicativas continuas € usada para detectar observacdes cujos valores de varidveis explicativas
podem exercer grande influéncia sobre as estimativas de maxima verossimilhanga, assim como
na varidvel resposta. Estes esquemas também foram usados em Osorio, Paula e Galea (2007)
para modelos elipticos com estrutura longitudinal e Ibacache-Pulgar, Paula e Galea (2012) em

diagnostico de influéncia para modelos mistos semi-paramétricos elipticos.
3.2.1 Perturbacdo de caso

Seja @y = (1,...,1)" o vetor de nio perturbacio, tal que £(7|wy) = £(7). Adi-
cionalmente, tem-se que W = diag(®) é uma matriz n; X n; que contém as perturbagdes
Ok = (O jk, - - .,00,,}.,{)T na sua diagonal, que satisfaz 0 < g < 1. Desta forma os ®;j;s sdo
positivos e sdo pesos correspondentes ao caso (ijk). Sabe-se que o vetor de pardmetros é dado

por: T=(B",0")", entdo:
T|(1) Z (OkLk

Z {——1og|vky +10g(uk)}

sabendo que ux = (Yx — XiB) " Vi 1 (Yx — Xk ).
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A primeira derivada da verossimilhanga perturbada em relagdo a 8 é dada por:

8€

Z(Dk{ v(ug) Xy Vi (Yk—Xkﬁ)} (3.4
k=1
Obtendo a derivada em relagcdo a 64, temos:
1 —lavk T 18Vk
8 ="3 o= [ = () (Y — X —XiB) |-
26, 22(”"{”{Vk aed] V) (Vi =) TV G0 Vil (Vi = Xih)
(3.5)

Obtendo as segundas derivadas das equagdes (3.4) e (3.5) em relagdo a @ respectiva-

mente, temos :

Pu(tlw) & N -
W Zk;"(uk)XEVkI(Yk —XiB), (3.6)

82E(T‘(D) . 1 & AilaVk N e laVk R
) 33 {9 T | st T x| 6

entdo estas foram as derivadas da verossimilhancga que sdo necessdrias para a perturbacao de caso
avaliando T =T e 0 = @y.
Este esquema de perturbacdo permite identificar e avaliar se as observagdes exercem

influéncia notdvel nas estimadores dos parametros de méxima verossimilhanca, veja por exemplo

em Rodrigues (2013) e SILVA (2016).
3.2.2 Perturbagdo na matriz de variancia e covariancia

Para perturbar Vi = Zk‘{’ZII + Ry os termos da matriz serdo multiplicados por um
escalar wx = (@ jk, .. -, a)njk)T na log-verossimilhanga, sabendo que k € o “cluster” de nivel 3 e
tem-se k = 1,...,K. Neste caso, o vetor de ndo perturbagio é dado por wy = (1, ..., I)T. Entao

a verossimilhanga € dada por:

K

(5= 1. {5 1oe v+ togg(u) |

k=1

entdo com a verossimilhanga perturbada, temos :

(7o) = f, {—%105; | V| +logg [(Yk —XiB) [ Vi (Y —Xkﬁ)] } :
k=1
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Obtendo a log-verossimilhanga perturbada faremos a primeira derivada em relagio a 3, segue

como:

ag(;;w) = kz,] {V(ukwk)XI[kak]_l(Yk - Xkﬁ)} , (3.8)

€ temos que:

Ukay, = (Y — XiB) " [ Vi) ! (Yi — XkB),

e sua derivada € dada da forma:

aukwk
Ip

Entdo, fazendo a segunda derivada de de B em rela¢do a @, obtemos:

= —2Xy o Vi (Y — XiB).

9%((6|w) < ) Uk, T -1
_— =2 \%% X VvV Y —X
RN k;{ o (Ukay) Jon k [0V (Yk — Xkp)

Wy (k) X [~ 2V (Yi—XicB) |

avaliando a derivada acima em T = 7; ® = @y, temos:

K
=-2 Z {Wé(ﬁk)ﬁkXEVﬁl (Yi — Xkf3) + Wy () Xy Vi, ! (Yi— Xkﬁ)}

(3.9
:_22 {[ i) B + W ()] Xy, V! (Yk—Xkﬁ)}
Agora obteremos a primeira derivada da log-verossimilhanca em relacdo a 6,, temos que:
((t|w) _ f {—ltr {a)kV laa)ka} N g’ (Ukq, ) Uk, }
89d =1 2 06, g(ukwk) 89d
K (3.10)
_ A AT -1 | o-19Vie A
- Z We (ke ) (Y — XkB) * [x] Vk 964 Vk (Yx—XkB) ¢ -

A partir da equagao anterior teremos a segunda derivada em relagcdo a @y, que segue da seguinte

maneira:
825(7«'|CO) / Uk, Tror 1-1 19Vk
— W Yy —X Vi ' —V | (Yk—X
it == { Walon) T X)) [V GV )+

Wt (Vi XB) -] 2 [V TV, (Y- X0B) .

avaliando a equagdo anterior com T = 7; @0 = @y, temos

laVkV

A\ 56, Vi (Y — Xi ). (3.11)

— — (W) (fu) i+ W) } (Y — XiB) |V
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Este esquema de perturbagdo além de revelar quais individuos que sdo mais influentes, no sentido,
do deslocamento da probabilidade na estrutura da escala e, consequentemente, na estimativa de 6,
(ver Osorio, Paula e Galea (2007), por exemplo). Para mais detalhes nos célculos ver Apéndice

B.
3.2.3 Perturbagdo na varidvel resposta

Temos o modelo dado por:
Y=XB+Zb+e¢,

emque X = GTL, Z = [GT|G]eb = (v',ET) .

A perturbagdo na varidvel resposta (YlT , Y2T yeen ,YIT()T ¢ introduzida substituindo Yk por Yk + @x.
Aqui, considere uma perturbacao aditiva sobre a i-ésima resposta, ou seja, a perturbacio para
cada individuo fica (yio = yijk + ®; k). Neste caso o vetor de ndo perturbacdo é my = (0, ... 0T

Entdo temos a log-verossimilhanca dada por:

f =y, {—%10g|vkr +logg | (Y —XuB) Vi (Yic—Xip)| }

e inserindo a perturbacdo na varidvel resposta, temos:

K

t(510) = 3, { =310 Vid-+1og [((¥ic+ 00~ Xu) TV (Vim0 Xup)] |
k=1

Neste esquema de perturbacdo por exemplo perturbaremos o nivel 1, ou seja,

o T
cada individuo da resposta. Desta forma, temos que: Yk = [YlTk,YZTk7 e Ym, | ():mk )Xl e
j=1

T

(ka >X] em que Yk € o k-ésimo “cluster” de nivel tres e my o to-
j=1

tal de individuos pertencente ao “cluster” k.

O = [a)lTk,a)sz,...,a),—nrkk]

T

Temos ainda que: Yjx = [Yljk,Yzjk, ... ,Ynjkjk e para este j-ésimo “cluster” de nivel dois
njp X 1
pertencente ao k—ésimo “cluster” de nivel trés, temos o vetor de perturbacao
T
WOjk = [a)ljk, Mk, - - - 5 jkjk:| It em que 1 € o nimero de individuos pertencente ao j-€simo
J:

“cluster” no nivel 2 pertencente ao k-ésimo “cluster” do nivel 3. Desta forma a varidvel perturbada

¢ dado da seguinte maneira:

T T
(YJk —+ wjk)T = [Yljk7Y2jk7 .. ,Ynjkjk] + |:w1jkv 602jk7 ) a)njkjk:|

-
= [Yljk‘i'wljk>Y2jk+w2jk7---aYnjkjk+wnjkjk} .
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Entdo, a primeira derivada em relacéo a 3 é dada por:
o{(t|w) _ g'(ukp,) 9 (Uka,)
Jp g(Uke,) IP (3.12)
= —2Wg(ukwk)XEV£1 Yk + o — Xg ]

Com a segunda derivada em relagdo a wg e avaliando T = 7; 0 = @y, temos

2%((1|w)

A N R A AT _
TBowT :—ZXIIVkl{Wg(uk)Vkl+2ng(uk)(Yk—Xk[3)(Yk—Xk[3) }Vkl. (3.13)

A primeira derivada da log-verossimilhanga em relacdo 6, fica da forma:

(7| ®)
26,

laVk
k 964

= Wy (ke ) (Y + 0 — Xi8) [— =V, }(ijua)k—xkﬁ). (3.14)

Realizando a segunda derivada da equacdo (3.14) em relacdo a @y, obtemos a equagao:

9%
e {zw%ukwk)vk (Vie+ 0~ XiP) (Vi 01— Xu)

laVk

+ W (ake, ) {Vk 26,

Xy, }(Yﬁwk—xkﬁf

oV
erg(“kwk)(YH‘Q’k—Xkﬁ)T [Vkl aekvk } },

e avaliamos a equacao anterior em T = T; 0 = Wy € temos:

AY
Vie l_ka

:_2<Yk—XkB) 64

{Wg(ﬁk)Vk + Wi (i) (Yi — XifB) (Yi — Xif) ' } Vi
(3.15)

Tem-se para esta perturbagdo, o grafico de indices de B, pode revelar observagcdes com alta

influéncia em seus préprios valores ajustados. Essas consideracdes podem ser vistas em Wei, Hu

e Fung (1998) para alavancagens generalizadas. Para mais detalhes ver Apéndice C.
3.2.4 Perturbagdo na varidvel preditora: Nivel 1

Considerando que temos um modelo de trés niveis, a log-verossimilhanga é dada por:
S Ty-1
o)=Y, {—5 log |Vk| +logg [(Yk —GkTLgB) V. (Y — GkTKLkﬁ)] } :
k=1
Entdo neste caso, queremos fazer a perturbacdo em uma varidvel preditora de nivel

1, (Gi + aysi), ou seja, (Gijx + @ jisk), perturbar cada observagdo da varidvel explicativa (G; jx
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associada a um individuo i, e s; um fator de escala. Aqui € considerado o vetor de ndo perturbagdo

como wy = (0,...,0)". Logo, esse esquema de perturbagio é dado por:
K 1
U(rtlo) =} { —;log|Vk|
k=1 2

+logg [(Yk — (G + axsk) TkLiB) 'V 1 (Y — (G + wksk)TKLkﬁ)} },

entdo: Gk = diag {G]k, Gy... ,Gmkk} e wx = diag {a)lkslb DHKS2A - - - a)mkksmk}.

Portanto, Gke, = [Gk + @kSk], € segue que:

le 0 0 W1k 0 0
0 G2k 0 0 (0,)% 0
Gk = € Wy = ’
0 0 Gpk 0 0 omk
sabendo que k =1,...,K e K € o total de “cluster” no nivel 3.

pertencente ao k-ésimo “cluster” do nivel 3. Vamos escolher apenas uma das P varidveis da

Temos que G i € a varidvel preditora do j-€simo “cluster” pertencente ao nivel 2

matriz G j; para somar a perturbagdo, entdo temos

Gijk Gojk Gy jk Gpiji 00 g1 jk
Giojk  Gojk Goji Gp2jk 00 O jik

Gjk = . . . € Ojk = .
i Glnjkjk G2njkjk Gsnjkjk GPnjkjk ] L 00 wsnjkjk

logo, temos que a matriz Gjkq, € dada da seguinte maneira:

Gujr  Gojik Gi1jk + @1 jk Gpijk
G — Gujk  Gunjk Gy jk + Op ik Gpoji
jkoy = . .
L Glnjk]k G2n]kjk GX}’ljkjk + a)S}’ljk]k GPi’ljk]k |

A primeira derivada da log-verossimilhanca perturbada em relagao e f3:

aadli)

g (Ukgy ) Uk,

B

g(uke,)

B

— _2wg(uk@)X§%V;l(Yk — Xk B)

= —2Wy (ke ) [(Gk + @xsi) TkLi] " Vi [Yi — (G + s ) TiLic .
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Obtendo a segunda derivada da equagdo anterior em relagdo a wy, temos que:

*((1|w)

IBIo] { W) (- 2508Vy Vi~ (G1+ 0150)) (Gi+ s Tl

+Wg<uwk>sk] V! (Vi (Gi+ @) Tl B)
+ Wy (ke ) (G + @x) TkLk) Vi ! (- Sk)ﬁ}

agora, avaliando T = 7; ® = @y obtemos:

Ay Teo A AT o

= Wy (G )siB (G TiLi) Vi (Vi — GiTiLic ) (Yi — G Tl 8) V! G17)
N A Tl o .
—2Wg(uk)sk C(Yk — GkaLk)T — /3 (GkaLk) ] Vk 1.

Entdo, temos que a primeira derivada da log-verossimilhanca em relacdo a 6,:

A%
X {Vkl aeka } [Yi — (Gk + axsi) TicLa B,

(3.18)

desta maneira pode-se fazer a segunda derivada da log-verossimilhanca da equacdo acima em

relacdo a w:
%((t|) , B
30007 8100, {W (ukay ) (—2skTkLkPB) Vi [Yk — (G + oxsk) TkLkB] x
A
8 [Yk B (Gk T %Sk)TkLkﬁ] |:Vk ! aek Vk 11 [Yk - (Gk + a)kSk)TkLkﬁ]

19Vk

+Wg(ukwk)(—SkaLkﬁ)T{ k 90,

=V 1} [Yx — (Gk + oxsk) T Lk B]

+Wg(uke,) [Yi — (Gk + @xsk) TkLi 8] | {Vk 13—2( K 1] (—SkaLkﬁ)} ,

e por conseguinte, avaliando em T = 7; 0 =

oV
19Vkg 1

R AT
= 28 T L8 [Yk — GkaLkﬁ} 20, 'k

Vie

(3.19)
A A A T A
X {Wg(ﬁk)Vk + Wib,(llk) [Yk — GkaLkﬁ] [Yk — GkaLkﬁ] } Vlzl.
Esta perturbacdo € realizada na varidvel continua explicativa do modelo e pode
ser aplicado a qualquer nivel. Este esquema tem por objetivo verificar se valores de varidveis

explicativas continuas que sdo muito sensiveis no sentido do deslocamento da verossimilhanga,

veja, por exemplo Osorio, Paula e Galea (2007).
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4 EXEMPLOS DE APLICACOES

Nesta se¢do, consideramos aplicagdes de dois conjuntos de dados utilizando a
abordagem de influéncia local apresentada no Capitulo 3 para modelos multiniveis. Uma das
aplica¢des envolve um conjunto de dados para modelos multiniveis com dois niveis e o segundo
exemplo um modelo multinivel com trés niveis. Para o nivel dois tem-se unidades de nivel 1
que sdo agrupadas em unidades de nivel 2. Para o nivel trés tem-se unidades de nivel 1 que sdo

agrupadas em unidades de nivel 2 que por sua vez sdo selecionadas em unidades de nivel 3.

4.1 FILHOTES DE RATOS

Este primeiro conjunto de dados, pode ser encontrado em Pinheiro e Bates (2006) e
retrata o estudo de um experimento com 30 ratos f€meas, que consiste em utilizar trés tipos de
dosagens de tratamento nas maes de um composto experimental e comparar os pesos dos recém
nascidos nas ninhadas que receberam tratamentos diferentes, a saber, dosagem baixa e alta com o
tratamento controle. Foram selecionadas fémeas para cada tipo de tratamento, onde 3 das quais
que receberam dose alta morreram, tornando o estudo assim desbalanceado. No estudo obteve-se
um total de 322 filhotes, em que o minimo por ninhada foi 2 € o maximo 18.

Toda a anélise descritiva deste conjunto de dados foi realizada por Manghi (2011) e
foi verificado que o menor peso observado foi de 3,68¢ para o sexo feminino na qual recebeu
dosagem controle, e o maior peso, 8,33g, referente ao sexo masculino que também recebeu
dosagem controle de tratamento, sendo essas duas observagdes pertencentes a ninhada 6. A
mediana dos pesos foram maiores para o sexo masculino para as dosagens controle e baixa, e
maior para o sexo feminino para a dosagem alta. Verificou por meio do coeficiente de correlacio
intraclasse que ratos de uma mesma ninhada apresentam correlacio, devido ao parentesco destes
com a fémea que os gerou. Portanto, considerou-se um efeito aleatério para cada ninhada, assim
como efeitos fixos para analisar variagoes entre tratamentos. West, Welch e Galecki (2014)
testaram a hipdteses de que as varidncias dos pesos dos filhotes que receberam dosagens alta e
baixa sdo iguais. Para uma melhor apresentacio das varidveis Manghi (2011) elaborou a Tabela

1 que mostra a descricao de cada uma das varidveis de nivel 1 (ratos) e de nivel 2 (ninhadas).
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Tabela 1 — Descricao das varidveis pertencentes aos experimentos dos ratos

Variaveis do nivel 1 (ratos)

Pup Id: numero de identificagdo dos ratos recém nascidos;
Weight: peso (em gramas) dos ratos recém nascidos;
Sex: sexo dos ratos recém nascidos.

Variaveis do nivel 2 (ninhadas)

Litter: numero de identificacdo da ninhada;
Treatment: dosagem do tratamento (controle, baixa e alta);
Litsize: numero de filhotes de ratos observados por ninhada.

Fonte: Adaptado de Manghi (2011).

Os passos para o obten¢do do modelo € dado por West, Welch e Galecki (2014) que

segue uma estrutura dada como:

Equacao de nivel 1:

Weight jx = Yir + YarSex jx + €jk

Equacio de nivel 2: 4.1)
Yixk = Bi11 + BiaTreat 1 + Bi3Treat2; + Bi4Litsizey + byy;

Yok = Po1,

paraj=1,...,np,ek=1,...,27 em que, n; € o nimero de filhotes que fazem parte da k-ésima.
Tem-se que Weight j; € o peso em gramas do j-€simo filhote pertencente a k-€sima ninhada,
Sex i (1, se o j-€simo filhote da k-€sima ninhada € fémea e 0, caso contrario), Treatly (1, se
a k-ésima ninhada receber a dosagem baixa ou 0, em outros casos) e Treat2; (1, se a k-ésima
ninhada recebeu dosagem alta e 0, caso contrario ). Para Litsize; tem-se o nimero de filhotes
referentes a k-ésima ninhada. Com relagd@o a equagao do nivel 1, ¥ € o intercepto para a k-ésima
ninhada, 95 € o pardmetro associado com o sexo dos filhotes para a k-ésima ninhada e €, € o

erro associado com o peso, e € assumido que:

qa | N(O, GgT), se a k-ésima ninhada recebeu dosagem controle
Ejx ~
J
N(0,02 se a k-ésima ninhada recebeu dosagem alta ou baixa
yYHL)» g
. , jid -~ . .

O erros relacionados ao nivel 2, by <N (0, GLZ), sdo independentes entre si e entre

€. Para a equac@o de nivel dois, tem-se o 11 como média geral para os interceptos e efeito

em % para ninhadas sem filhotes e que recebeu tratamento controle. Ja B, representa o efeito

no intercepto 7, para a ninhada que recebeu dosagem alta de tratamento, 313 o efeito em 7
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para ninhadas com dosagem de tratamento baixa, fi4 € 0 pardmetro associado ao tamanho da
ninhada. Tem-se também que by, é um efeito aleatério associado a yj;. O pardmetro 12 na
segunda equacdo de nivel 2 indica que o efeito da varidvel Sex na média do peso dos filhotes € o
mesmo para todas as ninhadas. Agora, colocando a equagdo de nivel 2 dentro da equacao de

nivel 1, pode-se obter o seguinte modelo:
Weight ji = Bi1 + BiaTreat 1 + BizTreat2y + BiaLitsizey + Bo1Sex ji + bix + €,

com j=1,...,ng, ou seja, n; é o nimero de filhotes da ninhada k-ésima ninhada,e k =1,...,27.
Com este modelo completo 31, € o intercepto do modelo, B, € o efeito fixo no valor esperado
dos pesos dos filhotes nas ninhadas que receberam dose alta no tratamento, enquanto que ;3 é o
efeito fixo do peso médio dos filhotes que receberam dose baixa no tratamento, ao passo que 4
representa o efeito fixo do tamanho da ninhada, e, ;| € o efeito fixo nos pesos esperados dos
filhotes de ratos fémeas. Ainda assim, tem-se que os by;’s sdo efeitos aleatorios das ninhadas nos
pesos dos ratos recém-nascidos enquanto que €;;’s sdo erros aleatdrios associados aos valores
dos respectivos pesos considerados neste estudo.

Em West, Welch e Galecki (2014) testa-se a hipdtese em que as variancias dos pesos
dos filhotes cujas ninhadas receberam tratamento alto e baixo sdo iguais e, para que as que
receberam tratamento controle, sdo diferentes. Na Tabela 2, temos as estimativas dos parametros
para efeitos fixos obtidas pelo método de maxima verossimilhanca para o modelo normal, t-
Student e Exponencial Poténcia, estas também fornecidas por Manghi (2011), vemos que todas as
estimativas sdo proximas para os trés modelos e foram estatisticamente significantes ao nivel de
5% de significancia. Também foi calculado o grau de liberdade para o modelo t-Student que foi
selecionado pelo critério de Akaike (AIC) com fj =5, ao passo que para o modelo exponencial
poténcia o parametro de forma foi selecionado pelo mesmo critério e obtém-se ) = 0.6, foi
realizado a distancia de Mahalanobis estimada para a distribuicao normal em que as ninhadas 5,
6 e 18 apresentaram valores maiores, na distancia de Mahalanobis modificada para a distribui¢do
t-Student e exponencial poténcia, a ninhada com maior énfase foi a 6, entdo o autor concluiu que
o conjunto de valores de pesos para essas ninhadas podem ser consideradas aberrantes.

Logo, para esta aplicagdao vamos utilizar o mesmo modelo dado na Equacdo 4.1, que

segue a distribui¢do conjunta dada por:

Y X LV 7" +R. T,¥
K “El, kB | ki Zy Ly | 4.2)
bk 0 lPkZ;(r Wy



este modelo foi considerado por Manghi, Paula e Cysneiros (2016).
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Para prosseguir com o estudo nessa base de dados vamos aplicar os esquemas de

perturbacao aqui propostos e a andlise de influéncia local proposta no Capitulo 3.

Tabela 2 — Estimativas dos parametros com seus erros-padrao aproximados para a distribui¢ao
normal, t-Student e exponencial poténcia segundo o modelo multinivel ajustado ao
banco de dados dos filhotes de ratos.

Parametro Normal t-Student Exponencial Poténcia
P11 8,3280 (0,2593)  8,1613 (0,2508) 8,2365 (0,1914)
B2 -0,8648 (0,1715) -0,9050 (0,1652) -0,8496 (0,1524)
P13 -0,4344 (0,1424) -0,4444 (0,1359) -0,4316 (0,1378)
Bia -0,1307 (0,0175) -0,1200 (0,0171) -0,1258 (0,0131)
Bo1 -0,3419 (0,0422) -0,3004 (0,0375) -0,3154 (0,0408)
o 0,0832 (0,0265) 00,0732 (0,0256) 0,0068 (0,0022)
Gg 0,2639 (0,0339) 0,1166 (0,0289) 0,0157 (0,0026)
chy 0,0913 (0,0098)  0,0782 (0,0157) 0,0073 (0,0010)

Fonte: Adaptada de Manghi, Paula e Cysneiros (2016).

Com a realizacdo da perturbacdo de caso na distribuicdo normal, como visto no
Grifico 1 observa-se que a ninhada possivelmente influente € a 6, no Gréfico 2 as observagdes
que se destacaram foram as ninhadas 6 e 18, na perturbacdo na resposta, o Grafico 3 mostra que
os valores discrepantes estdo na observacdo 66 da ninhada 6 e 227 da ninhada 18.

Na Tabela 3 mostra a variacdo relativa percentual em valor absoluto das novas
estimativas sem as ninhadas 6, 18, 6 e 18 e sem as observagdes 66 e 227 juntas. Sem a ninhada 6,
todos as estimativas para o vetor de efeitos fixos 3 foram significativas ao nivel de o = 5%, mas,
nota-se que houve uma diferenca notdvel na varincia do tratamento controle. Quando se retirou
a ninhada 18, todos os coeficientes também foram significativos ao nivel de 5%. Nota-se que hd
uma maior variacao em Gg, 40,74%, quando se retira a ninhada 6, que € justamente os filhotes
que receberam tratamento controle, com a retirada da ninhada 18 o maior percentual de variagdo
foi em G[%,L com 12,68%, que nao € considerado alto. Quando sdo retiradas as ninhadas 16 e
18 juntas, o percentual de variagao para a estimativa de Gé fica em torno de 40,60%. Com a
retirada das observagdes 66 e 227 juntas, o percentual de variagdo para Gg € cerca de 32,03%, o
que nos leva a pensar que o que estd influenciando na estimativa de Gg ¢ em grande parte, devido
a observacao 66 que pertence a ninhada 6, esta observacao é do sexo feminino, que recebeu
tratamento controle e entre todas as observagdes € a que apresenta menor peso. No entanto,
apesar de apresentar essas variagdes, nas estimativas dos parametros ndo houve troca de sinal e

ainda se mostraram estatisticamente significantes ao nivel de 5%.
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Analisando a influéncia que cada grupo tem sobre o modelo, levando em conta o
critério de 3?", para a perturbacdo de caso e matriz de variancia e covariancia Vi esse valor é
de 11,11%. Valores percentuais relativos dos parametros maiores que este valor pode levar a
interpretacdo de que as observacgdes avaliadas podem influenciar nas estimativas dos pardmetros.
Desta forma, temos que quando retiramos a ninhada 6 houve varia¢do notavel para Gg. Sem a
ninhada 18 indica que houve influéncia para a estimacéo de 313 e para GfIL. Com a retirada das
ninhadas 6 e 18 juntas ha variagdo relativa percentual considerdvel para as estimativas de f;3,
Ba1. Gg e G,%,L. Entretanto, quando retiradas as observagoes 66 e 227 juntas, temos uma variacao

percentual relativa maior que ?\,—x = 1,86%, para todas as estimativas dos parametros, exceto para
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Griéfico 1 - Grifico da medida de curvatura normal conformal By para avaliar a influéncia local
sob esquema de perturbagdo de caso para a distribui¢do normal aplicado ao banco
de dados dos filhotes de ratos.
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Griafico 2 — Gréfico da medida de curvatura normal conformal By para avaliar a influéncia
local sob esquema de perturbagcdo na matriz de variancia e covariancia Vj para a
distribuicao normal aplicado ao banco de dados dos filhotes de ratos.
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Griéfico 3 — Grifico da medida de curvatura normal conformal By para avaliar a influéncia local

sob esquema de perturbacdo na varidvel resposta para a distribuicao normal aplicado
ao banco de dados dos filhotes de ratos.
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Tabela 3 — Estimativas dos parametros e variacao relativa percentual em valor absoluto (sem
ninhadas 6, 18, 6 e 18 juntas e sem as observacdes 66 e 227 juntas) para a distribuicdo
normal, segundo os modelos ajustados ao banco de dados dos filhotes de ratos.

Sem ninhada 6 Sem ninhada 18

Parametro Estimativa Variacdo % Estimativa Variacdo %

Bi1 8,3213 0,08 8,3635 0,43
Bi2 -0,8696 0,56 -0,8820 1,99
P13 -0,4415 1,63 -0,4971 14,43
Bia -0,1304 0,23 -0,1342 2,68
Bo1 -0,3248 5,00 -0,3123 8,66
o} 0,0832 5,04 0,0750 9,79
Gg 0,2639 40,74 0,2656 0,64
o 0,0913 0,02 0,0797 12,68
Sem ninhada 6 e 18 Sem obs. 66 e 227
Parametro Estimativa Variagdo % Estimativa Variacdo %
Bi1 8,3588 0,37 8,3967 0,82
B2 -0,8870 2,57 -0,9112 5,36
P13 -0,5040 16,01 -0,4633 6,65
B4 -0,1338 2,39 -0,1338 2,37
Ba1 -0,2990 12,53 -0,3247 5,02
GI%, 0,0799 3,92 0,0906 8,90
o 0,1568 40,60 0,1794 32,03
(o 0,0796 12,79 0,0809 11,40

Fonte: O autor (2019).

O Grifico 4 trata sobre perturbagdo de caso para a distribui¢do t-Student, nenhuma
ninhada se mostra em destaque. No Gréfico 5 para a perturbacdo na matriz de varidncia vemos
uma notoriedade maior para a ninhada 6, e por tltimo, no Grafico 6 para a perturbagdo na varidvel
resposta, as observagdes de mais realce foram a 109 da ninhada 9 e 227 da ninhada 18.

Assim, com relagdo as perturbagdes feitas sob a distribui¢do t-Student, a Tabela 4
apresenta as novas estimativas, primeiro sem a ninhada 6, na qual foi identificada como discrepante
em relacdo as demais quando se realizou a perturbacdo na matriz de variancia e covaridncia. Na
mesma tabela, seguem as estimativas dos parametros ap0s a retirada das observacgoes 109 e 227,
em que se destacaram diante das demais quando foi feita a perturba¢do na varidvel resposta. Sdo
fornecidas as estimativas dos parametros e variacao relativa percentual em valor absoluto. Tanto
para a retirada da ninhada 6 quanto para as observacdes 109 e 227, nao houve variagao relativa
absoluta de grande destaque, sendo a maior em torno de 11,6%. As estimativas de efeito fixo

nao mudaram de sinal e foram significativas ao nivel de 5%.



45

Analisando a influéncia quando retirada as ninhadas e observa¢des no modelo relativas
a Tabela 4 e comparando com as variacoes relativas da mesma, temos que sem a ninhada 6, ndo
ha nenhuma variacdo que seja maior que a medida de 11,11%. Sem as observagoes 109 e 227
juntas temos que as varia¢des para as estimativas de B2, Bi3, 0',%,, Gg e G}, 7 840 maiores que
1,86%, o que evidencia que essas observagdes exerceram alguma influéncia nas estimativas,

mesmo que ndo tenha havido mudancas inferenciais.
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Grafico 4 — Gréfico da medida de curvatura normal conformal By para avaliar a influéncia local
sob esquema de perturbacao de caso para a distribuicdo t-Student com o banco de
dados dos filhotes de ratos
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Griéfico 5 - Gréfico da medida de curvatura normal conformal By para avaliar a influéncia
local sob esquema de perturbagcdo na matriz de variancia e covariancia Vj para a
distribui¢do t-Student aplicado ao banco de dados dos filhotes de ratos.
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Griéfico 6 — Grifico da medida de curvatura normal conformal By para avaliar a influéncia
local sob esquema de perturbacdo na varidvel resposta para a distribui¢ao t-Student
aplicado ao banco de dados dos filhotes de ratos.
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Tabela 4 — Estimativas dos parametros e variacao relativa percentual em valor absoluto (sem
ninhada 6 e sem as observacdes 109 e 227), para a distribui¢cdo t-Student, segundo os
modelos ajustados ao banco de dados dos filhotes de ratos.

Sem ninhada 6 Sem obs. 109 e 227
Parametro Estimativa Variacdo % Estimativa Variacdo %
Bi1 8,1840 0,28 8,1587 0,03
Bi2 -0,8929 1,33 -0,8820 2,54
P13 -0,4415 0,65 -0,3928 11,60
Bia -0,1220 1,69 -0,1218 1,54
Bo1 -0,2991 0,41 -0,3046 1,40
o} 0,0761 3,90 0,0817 11,63
Gg 0,1037 11,04 0,1069 8,31
o 0,0795 1,76 0,0751 3,95

Fonte: O autor (2019).

No Griéfico 7 temos a perturbagdo de caso e no Gréfico 8 a perturbacdo na matriz
de variancia e covariancia, para esses dois casos a ninhada que ficou mais evidente foi a 6,
portando essa foi retirada para se realizar novas estimativas. Na perturbagdo na varidvel resposta,
como mostra o Gréfico 9, as observacdes que mais se destacaram foram a 66 da ninhada 6, que
apresentou menor peso e esta sendo tratamento controle, e a observagao 275 da ninhada 22, na
qual era o menor peso com dosagem de tratamento alta.

Na Tabela 5 sdo apresentadas as estimativas dos parametros e variagdo relativa
percentual em valor absoluto quando foram retiradas a ninhada 6 e a observagdo 66 e 75, estas
evidenciadas quando feitos os esquemas de perturbagdo sob a distribui¢do Exponencial Poténcia.
Para as novas estimativas dos parametros de efeito fixo ndo houve grande variacdo, mas nas
estimativas para as variancias os valores das variagdes mostraram-se muito altos, mas que apesar
disso ndo afetou as estimativas dos parametros de efeito fixo, ou seja, ndo houve mudanca de
sinal e todas as estimativas continuaram significativas ao nivel de 5%.

Analisando as influéncias das ninhadas e observagdes sobre as estimativas, temos na
Tabela 5 que sem a ninhada 6 as variagdes relativas percentuais para as variancias sdo bem maiores
de 11,11%, desta forma hd uma variacao considerdvel nestas estimativas. Sem as observagdes
66 e 275 juntas, as variagdes relativas percentuais para as estimativas de 12, B13, B4, G]%,, Gg e
0'1%1 ; foram maiores que 1,86%, o que nos indica que as observagdes 66 e 275 juntas exercem
influéncia significativa nas estimativas dos parametros.

Logo, notou-se que para este conjunto de dados a distribuicdo que sofreu menos

impacto foi a t-Student, pois diante dos esquemas de perturbacio, apenas na matriz V; a ninhada
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6 se mostrou mais aberrante, e para a perturbacao na resposta poucos foram os dados que se
mostraram potencialmente influentes, com destaque apenas para as observacoes 109 e 227. Com
as novas estimativas dos parametros sem estas observacgoes influentes nao foi suficiente para
mudar a inferéncia das estimativas. Desta forma, temos que para este conjunto de dados a

distribuicao t-Student mostrou-se superior a distribuicdo Normal.

Tabela S — Estimativas dos parametros e variacao relativa percentual em valor absoluto (sem
ninhada 6 e sem as observagdes 66 e 275 juntas) para a distribuicao exponencial
poténcia, segundo os modelos ajustados ao banco de dados dos filhotes de ratos

Sem ninhada 6 Sem obs. 66 e 275
Parametro Estimativa Variagdo % Estimativa Variacdo %
Bi1 8,2496 0,16 8,3450 1,32
B2 -0,8519 0,26 -0,9097 7,07
P13 -0,4338 0,49 -0,4666 8,09
B4 -0,1268 0,79 -0,1313 4,36
Ba1 -0,3096 1,86 -0,3146 0,27
o 0,0174 157,98 0,0357 428,14
Gg 0,0273 73,10 0,0666 322,97
(o 0,0186 154,08 0,0363 394,74

Fonte: O autor (2019).
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Gréfico 7 — Grifico da medida de curvatura normal conformal By para avaliar a influéncia
local sob esquema de perturbagdo de caso para a distribui¢do exponencial poténcia
aplicado ao banco de dados dos filhotes de ratos
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Griafico 8 — Gréfico da medida de curvatura normal conformal By para avaliar a influéncia
local sob esquema de perturbagcdo na matriz de variancia e covariancia Vj para a
distribui¢do exponencial poténcia aplicado ao banco de dados dos filhotes de ratos.
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Griéfico 9 — Grifico da medida de curvatura normal conformal By para avaliar a influéncia local

sob esquema de perturbacdo na varidvel resposta para a distribuicao exponencial
poténcia aplicado ao banco de dados dos filhotes de ratos.
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4.2 DADOS DO PRODUTO INTERNO BRUTO

Neste segundo exemplo vamos usar dados do produto interno bruto que foram obtidos
de Munnel (1990), caracterizando dados hierarquicos de trés niveis. Este sdo compostos pelo
produto interno bruto de 48 estados divididos por 9 regides dos Estados Unidos da América, em
que foram analisados durante os anos de 1970 a 1986, o que leva a uma dependéncia temporal,
totalizando 816 observacoes. Neste exemplo foi investigado a produtividade do capital publico
que foi usado como varidveis o capital do servigo publico de 4gua e o ano de registro de dados, na
qual para cada um dos 48 estados tem-se 17 anos de registro, que tem como resposta o logaritmo
natural do produto interno bruto Lgsp. Desta forma, este estudo sdo dados longitudinais com
trés niveis de hierarquia: ano, estado e Regido, ver Greene (2003) para mais detalhes.

Este banco de dados também foi trabalhado por Manghi, Paula e Cysneiros (2016)
onde foi realizada estimativa de maxima verossimilhanca dos parametros, correlagcdo intraclasse
entre regioes e entre os estados. Obtiveram também a distdncia de Mahalanobis para a distribuicio
t-Student e exponencial poténcia em que ndo apresentou nenhuma Regido de destaque sob a
distribuicao Student-t, enquanto que a Regido 8 foi apontada como possivel observagdo aberrante
sob a distribui¢do exponencial de poténcia. Foi estimado também os graus de liberdade para
a distribui¢ao t-Student sendo 7] = 12 e pardmetro de forma para a exponencial poténcia de
7 = 0.9, sendo utilizado o critério de Akaike (AIC) para a selecdo. Pesos foram estimados de
acordo com a Regido sob os modelos multiniveis t-Student e exponencial de poténcia com os
dados do produto do produto interno bruto. Apresentou-se peso menor para a Regidao 8 sob
o modelo exponencial de poténcia, aplicando ao nivel 3, ou seja, no nivel Regido, muitas das
vezes esse peso pequeno significa que a observacdo mostra-se aberrante, porém pode ndo ser
potencialmente influente.

Entdo, o modelo multinivel considerado por esses autores foi:

Equacao de nivel 1:

Lgspijk = N jik + Vajulwaterijic + 3 Year;jk€iji

Equacao de nivel 2:
(4.3)

Vik|j = O11k + 511\k;?’2j\k = 5z1k;?’3j|k = &1
Equacao de nivel 3:

O11k = Bi11 + B11k: 021k = P2113 6316 = Baun,

emquei=1,...,17, j=1,2,....mpek=1,...,9, n; € o nimero de estados da k-ésima Regido.
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Temos que Lgsp;ji € o logaritmo natural do produto interno bruto do estado para o i — ésimo
ano do j-ésimo estado da k-€sima Regido, enquanto que Lwater;j; € o logaritmo natural do
capital da utilidade da dgua no i-ésimo ano do j-ésimo estado da k-ésima Regido. Tem-se que
Ei ik %N(O, c?), E1jlk %N(O, GSZ), Kk %N(O, 02), e cada um dos Eijk’s, G1jjk’s € D11k’ sdo
independentes entre si.

Na equagdo de nivel 1 do modelo temos 7; ;; como o intercepto do j-€simo estado da k-€sima
Regido, 7, )« € o coeficiente relacionado a varidvel Lwater que pentence ao j-ésimo estado da
k-ésima Regido, 73/, € o coeficiente associado a varidvel ano para o j-ésimo estado da k-ésima
Regido e o erro aleatorio g;jx que estd associado com a varidvel resposta. Adicionalmente, para
a equagdo de nivel 2 tem-se 614 que € a média de ¥, na k-ésima Regifo, 614 indica que o
efeito de Lwarer em Lgsp é o mesmo para todos estado na k-ésima Regido e 031 tem a mesma
interpretacdo, ou seja, que o ano considerado tem o mesmo efeito para todos os estado em Lgsp.
Para o nivel 3 temos que 311 € o valor esperado do efeito aleatdrio 8y € B211 aponta que o efeito
de Lwater é o mesmo para todos os estados e para todas as regides e com mesma interpretacao

temos 317 mas em relagdo ao ano considerado. Entdo podemos reescrever o modelo de nivel 3

definido na Equacgdo 4.3 da seguinte maneira
Lgspijx = Bii1 + B Lwater;ji + B3 Year;j. + S11x + & jjx + €ijk (4.4)

em que fB11; € o intercepto do modelo, ou seja, o valor esperado de Lgsp quando as varidveis
Lwater e Year foram nulas. Ja ,1; compreende o efeito fixo do logaritmo da dgua Lwater em
Lgsp e B311 € o efeito fixo do ano Year em Lgsp. Temos também os efeitos aleatérios com
D11« sendo o efeito aleatério para a k-ésima Regido, enquanto que &; jlk € o efeito aletorio para o
J-€simo estado pertencente a k-€sima Regido e por ultimo o erro aleatério &; j; que se refere a
varidvel resposta Lgsp; ji.

Vamos usar o mesmo modelo usado por Manghi, Paula e Cysneiros (2016) para as

andlises, em que a distribui¢cdo conjunta é dada como segue:

Y X LV Zy "+ R, 7)Y
K ~El, kB | k¥ Zx LY | “4.5)
bk 0 W, Z) Y

comk=1,2,...,9, e kp = 17n + 1 +n;. Temos ainda que Yx = (YlTszTk»---vYInkk)T e
Yk = (Lgspijk, Lgspaji, - -- ,Lgspnjk)T, para j = 1,2,...,n;. Ainda, Xx é uma matriz 17n; x 3
com a primeira coluna formada por 1 e as demais colunas sdo as varidveis explanatérias Lwater e
Year para a k-ésima Regido, Zy é uma matriz 17n; x (1+ ny) com a primeira coluna formada por

17n; nimero 1 e 17(n; — 1) de zero. Temos ainda o vetor de pardmetros B = (B111, Ba11,B311) |
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e bk = (D111, 111> S12jkcs -+ - ﬁlnk‘k)T vetor de efeitos aleatérios. Ainda, W, = diag{c3, o5Ip, €
Rk = 6°1}7,,, em que I, € uma matriz identidade de ordem ny.

Temos as medidas descritivas para a varidvel resposta, Lgsp, dadas na Tabela 6.
Observa-se que o valor minimo encontra-se na Regido 1, e mdximo na Regido 8 que também
obteve maior desvio padrdo. Apresenta a menor mediana na Regido 1 e menor média na Regiao 8.
Para a varidvel resposta continua Lwater, temos as medidas descritivas apresentadas na Tabela7.
Os menores valores do minimo, mediana e média estdo na Regido 8, o valor mdximo obtido
encontra-se na Regido 9 assim como maior desvio padrao.

Tabela 6 — Medidas descritivas para para a varidvel resposta Lgsp relativa aos Dados do Produto
Interno Bruto

Regidio Min. Mediana Média Maéax Desvio Padriao

1 8,38 9,34 9,73 11,53 0,95
2 11,37 11,88 11,96 12,64 0,40
3 10,72 11,69 11,52 12,12 0,43
4 8,68 10,33 10,08 11,19 0,78
5 8,83 10,86 10,60 11,93 0,78
6 9,76 10,58 10,50 11,07 0,31
7 9,64 10,92 11,01 12,56 0,87
8 8,88 9,518 9,66 10,86 0,54
9 10,01 10,95 11,31 13,05 1,07

Fonte: O autor (2019).

Tabela 7 — Medidas descritivas para para a varidvel preditora Lwater relativa aos Dados do
Produto Interno Bruto

Regido Min. Mediana Média Mdidx Desvio Padrao

1 5,54 6,53 6,84 8,43 0,96
2 8,28 9,00 9,09 9,84 0,52
3 7,94 8,99 875 9,30 0,47
4 5,56 7,33 7,19 8,50 0,92
5 5,44 797 7,67 9,12 0,95
6 6,72 7,65 7,60 8,42 0,48
7 6,47 7,85 7,87 9,60 0,96
8 5,43 6,45 6,64 838 0,80
9 7,44 8,47 8,69 10,11 0,96

Fonte: O autor (2019).

Para complementar as andlises feitas a esse banco de dados, vamos aplicar a andlise
de influéncia local, que € a proposta deste trabalho. As estimativas para os parametros do
modelo multinivel da equacgdo 4.4 e seus respectivos erros-padrao estdo descritos na Tabela 8.

Todas as estimativas foram significativas ao nivel de 5% para os modelos normal, t-Student e
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exponencial poténcia, estes resultados assim como os resultados da distancia de Mahalanobis
para as distribuicoes Normal, t-Student e Exponencial Poténcia foram realizados em Manghi,
Paula e Cysneiros (2016).

Para a distribuicao normal, temos os quatro esquemas de perturbacao propostos:
perturbagdo de caso, perturbacdo na matriz de variancia e covariancia, perturbacao na varidvel
explanatoria continua de nivel 1 e perturbacao na varidvel resposta. Como visto nos Gréficos 10 e
11 (perturbagdo de caso e na matriz Vi) respectivamente, a Regido 8 foi a mais notoria. Ja para a
perturbacdo na varidvel preditora continua de nivel 1 Lwater e para a varidvel resposta, (Graficos
12 e 13), a observacao 17 do estado 4 da Regido 1 foi a que que se mostrou mais evidente para
ambos esquemas de perturbacao.

Tabela 8 — Estimativas dos pardmetros com seus erros-padrao aproximados para a distribuicao

normal, t-Student e exponencial poténcia, segundo os modelos ajustados ao banco de
dados do produto interno bruto

Parametro Normal t-Student  Exponencial Poténcia
B -29,6200 (1,9399) -29,7721 (1,7810) -29,4274 (1,9279)
Baii 0,2476 (0,0288) 0,2391 (0,0265) 0,2474 (0,0288)
Ba11 0,0194 (0,0011) 0,0195 (0,0010) 0,0193 (0,0011)
o} 0,2392 (0,1449) 0,1645 (0,1128) 0,1278 (0,0779)
GSZ 0,3244 (0,0735) 0,3237 (0,0866) 0,1768 (0,0402)
c? 0,0052 (0,0003) 0,0043 (0,0006) 0,0027 (0,0004)

Fonte: Adaptada de Manghi, Paula e Cysneiros (2016).
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Griafico 10 — Gréfico da medida de curvatura normal conformal By para avaliar a influéncia local
sob esquema de perturbacdo de caso para a distribuicdo normal aplicado ao banco
de dados do produto interno bruto.
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Griéfico 11 — Grifico da medida de curvatura normal conformal By para avaliar a influéncia
local sob esquema de perturbacdo na matriz de variancia e covariancia V; para a
distribui¢cao normal aplicado ao banco de dados do produto interno bruto.
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Griafico 12 - Gréfico da medida de curvatura normal conformal By para avaliar a influéncia local
sob esquema de perturbagdo na varidvel explicativa continua de nivel 1 Lwater,
para a distribui¢do normal aplicado ao banco de dados do produto interno bruto.
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Griéfico 13 — Grifico da medida de curvatura normal conformal By para avaliar a influéncia
local sob esquema de perturbacao na varidvel resposta, para a distribui¢do normal
aplicado ao banco de dados do produto interno bruto.

Para a distribuicao t-Student os quatro esquemas de perturbagdo sao aplicados aos
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dados do produto interno bruto, e temos que para a perturbacdo de caso, como indicado no
Grafico 14, nenhuma Regiao se destacou, ja na perturbac¢do na matriz de variancia e covariancia
Vi, visto no Gréfico 15, a Regido 8 se destacou de maneira bem evidente. Com a perturbacao
na varidvel preditora continua de nivel 1 Lwater a observagdao que mais se sobressaiu foi a 17
do estado 4 da Regido 1, (como mostra no Gréfico 16). Na perturbacdo da varidvel resposta a
observacao de mais destaque foi a observacao do estado 1 da Regido 8, visto no Gréfico 17.

Temos os esquemas de perturbagdo aplicados na distribui¢do exponencial poténcia e
nao houve regides que se destacaram tanto na perturbacdo de caso como na matriz de variancia
e covariancia, visto nos Gréaficos 18 e 19 respectivamente. Na perturbagdo para a varidvel
explicativa continua de nivel 1 Lwater, a observacdo mais evidente foi a 17 do estado 4 da Regido
1, ver Gréfico 20. Para a perturbacdo na varidvel resposta , Grafico 21, a observagdo de mais
realce foi a 17 do estado 2 da Regido 8.

Deste modo, prosseguimos com as andlises retiranto as regides e observagoes que

mais se destacaram quando colocadas sobre os esquemas de perturbacdo propostos.
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Griéfico 14 - Gréfico da medida de curvatura normal conformal By para avaliar a influéncia local
sob esquema de perturbagdo de caso para a distribuicdo t-Student aplicado ao banco
de dados do produto interno bruto.
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Grifico 15 — Grifico da medida de curvatura normal conformal By para avaliar a influéncia
local sob esquema de perturbagdo na matriz de variancia e covariancia Vj para a
distribuicao t-Student aplicado ao banco de dados do produto interno bruto.
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Griéfico 16 — Gréfico da medida de curvatura normal conformal By para avaliar a influéncia local
sob esquema de perturbacao na varidvel explicativa continua de nivel 1 Lwater,
para a distribuicao t-Student aplicado ao banco de dados do produto interno bruto.
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Grafico 17 — Gréfico da medida de curvatura normal conformal By para avaliar a influéncia local
sob esquema de perturbacdo na varidvel resposta, para a distribui¢do t-Student
aplicado ao banco de dados do produto interno bruto.

A Tabela 9 mostra as novas estimativas para as distribuicdes normal e t-Student e
variacao relativa percentual em valor absoluto sem a Regido 8, ja que nestas distribui¢cdes esta
Regido se destacou. Com a retirada desta Regido e realizado novas estimativas nao houve um
percentual de variacdo muito substancial, temos a maior variacdo em torno de 19% para 65,
que € o efeito aleatério para as estados. Também nao houve mudanca nas estimativas para os
parametros de efeito fixo, sendo estes significativos para um nivel de 5%. Avaliando a influéncia
que cada Regido teria nas estimativas usamos a medida 3K—x em que x € a quantidade de Regides
avaliadas, ou seja, neste caso queremos saber o quanto uma regido pode afetar nas estimativas,
e entdao obtemos 33,33%, que é o que se espera de contribuicdo de cada grupo. Desta forma,
vemos que sem a Regido 8 nas variagoes relativas percentuais da Tabela 9 nenhuma foi maior que
este valor, entdo ndo obteve-se uma mudanga significativa nas novas estimativas quando retirada
esta Regido.

A observacdo 17 da Regido 4 pertencente a Regido 1 foi evidenciada sob os esquemas
de perturbac¢do na varidvel explicativa para as trés distribui¢des, logo, esta foi retirada do banco
de dados e ap6s feito novas estimativas. Como pode ser visto na Tabela 10. Nao houve grande
variacdo percentual, a maior foi de 4,78% para GI%, que € a variancia correspondente a Regido, esta

sob a distribuicao t-Student. Também ndo houve mudancas significativas para as estimativas dos
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pardmetros 8 ao nivel de 5%. Avaliando o impacto que esta observagdo tem sobre as estimativas,
obtemos um valor de %" = 0,36%, aqui x é quantidade de observacodes que serdo retiradas e
N o total de observacdes. Entdo as variacoes relativas percentuais para o modelo normal foi
significante para as estimativas de 351, 61%, Gg e 02. Para o modelo t-Student todas as variacoes
relativas percentuais foram maiores que 0,36% e para o modelo Exponencial Poténcia variagcdes
mais significativas foram para as estimativas de Bi11, B211, B311, GI% e GSZ. Lembrando que esta
observacdo mesmo tendo certa influéncia para a estimagdo dos parametros, com a sua auséncia
nao houve mudangas inferenciais nas novas estimativas.

Na Tabela 11 temos os resultados para as novas estimativas sem a observacao 1 do
estado 18 da Regido 8, ja que esta se destacou sob a perturbacio na varidvel resposta aplicado na
distribuicao t-Student, a maior variacgao foi de 1,09%, logo nao foi potencialmente suficiente para
influenciar nas estimativas. Na mesma Tabela, temos as novas estimativas para a distribui¢ao
exponencial poténcia quando retirada a observacao 17 do estado 2 da Regidao 6. Observou-se
41,73% de variagao para GI%, que € a variancia para as regides. Apesar de esta estimativa ter
um percentual de variacdo considerado alto, todas as estimativas para os parametros foram
estatisticamente significativos ao nivel 5%.

Analisando a influéncia que se espera que cada observacao tenha sobre as estimativas,
de acordo com a Tabela 11 temos que para as novas estimativas sob o modelo t-Student apenas as
variag0es relativas percentuais de 3311 € G,% sdo maiores que 0,36%, e para o modelo Exponencial
Poténcia todas as variacdes percentuais foram maiores que 0,36%, exceto para 6. Esta andlise
nos indica que estas observacdes causa uma pequena mudanca nas novas estimativas, no entanto,

ndo provocam mudangas inferenciais.
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Griafico 18 — Grifico da medida de curvatura normal conformal By para avaliar a influéncia
local sob esquema de perturbacdo de caso para a distribui¢do exponencial poténcia
aplicado ao banco de dados do produto interno bruto.
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Griéfico 19 — Grifico da medida de curvatura normal conformal By para avaliar a influéncia
local sob esquema de perturbacdo na matriz de variancia e covariancia V; para a
distribuicao exponencial poténcia aplicado ao banco de dados do produto interno

bruto.
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Griafico 20 — Gréfico da medida de curvatura normal conformal By para avaliar a influéncia local
sob esquema de perturbagdo na varidvel explicativa continua de nivel 1 Lwater,
para a distribuicao exponencial poténcia aplicado ao banco de dados do produto

interno bruto.
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Griéfico 21 - Gréfico da medida de curvatura normal conformal By para avaliar a influéncia local
sob esquema de perturbacao na varidvel resposta, para a distribuicao exponencial
poténcia aplicado ao banco de dados do produto interno bruto.
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Tabela 9 — Estimativas dos parametros com seus erros-padrao aproximados e variacao relativa
percentual em valor absoluto (sem a Regido 8) para as distribuicdes normal e t-Student,
segundo os modelos ajustados ao banco dados do produto interno bruto.

Sem Regido 8

Normal t-Student
Parametro Estimativa Variacdo % Estimativa Variacdo %
Bi -26,6823 (1,9487) 9,92 -27,8235 (1,8719) 6,55
Bo11 0,2309 (0,0301) 6,74 0,2248 (0,0289) 5,98
Ba11 0,0180 (0,0011) 7,22 0,0186 (0,0010) 4,62
GI% 0,1943 (0,1401) 18,77 0,1519 (0,1202) 7,66
G§ 0,388 (0,0969) 19,61 0,379 (0,1054) 17,08
o’ 0,0044 (0,0040) 15,38 0,004 (0,0005) 6,98

Fonte: O autor (2019).
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Tabela 10 — Estimativas dos parametros com seus erros-padrao aproximados e variacdo relativa
percentual em valor absoluto (sem a observacdo 17 do estado 4 pertencente a
Regido 1) para as distribuicdes normal, t-Student e exponencial poténcia, segundo

os modelos ajustados ao banco de dados do produto interno bruto.

Sem observacao 17:4:1

Normal

Parametro Estimativa Varia¢do %
Bi11 -29,6827 (1,9199) 0,21
Bo11 0,2420 (0,0285) 2,27
Ba11 0,0194 (0,0011) 0,00
o3 0,2435 (0,1475) 1,79
o2 0,3301 (0,0748) 1,76
o’ 0,0051 (0,0003) 1,92
t-Student

Parametro Estimativa Variagao %
Bi -30,0281 (1,7705) 0,86
Bo11 0,2306 (0,0264) 3,56
Bs11 0,0197 (0,0010) 1,03
o3 0,1724 (0,1179) 4,78
63 0,3381 (0,0895) 4,45
o’ 0,0042 (0,0006) 2,33
Exp. Poténcia

Parametro Estimativa Variagao %
B -29,5356 (1,9286) 0,37
Bo11 0,2410 (0,0288) 2,57
Ba11 0,0194 (0,0011) 0,52
o3 0,1337 (0,0815) 4,62
G§ 0,1852 (0,0421) 4,75
o’ 0,0027 (0,0001) 0,00

Fonte: O autor (2019).
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Tabela 11 — Estimativas dos parametros com seus erros-padrao aproximados e variacdo relativa
percentual em valor absoluto para a distribuicdes t-Student (sem a observacao 1 do
estado 1 pertencente a Regido 8) e para a distribuicao exponencial poténcia (sem a
observacdo 17 do estado 2 pertencente a Regido 6), segundo os modelos ajustados
ao banco de dados do produto interno bruto.

Sem observagdo 1:1:8 Sem Observacdo 17:2:6

t-Student Exponencial Poténcia
Parametro Estimativa Variacdao % Estimativa Variacdao %
P11 -29,6777 (1,7818) 0,32 -29,7994 (1,9380) 1,26
Bo11 0,2397 (0,0265) 0,24 0,2411 (0,0289) 2,55
Ba11 0,0194 (0,0010) 0,51 0,0195 (0,0011) 1,04
o3 0,1663 (0,1135) 1,09 0,1812 (0,1042) 41,73
652 0,3237 (0,0857) 0,00 0,1872 (0,0426) 5,85
o’ 0,0043 (0,0006) 0,00 0,0027 (0,0001) 0,00

Fonte: O autor (2019).

Podemos ver que, apesar de a Regido 8 se destacar em determinados esquemas de
perturbacdo, quando esta foi retirada para ver se haveria uma mudanca significativa nas novas
estimativas dos parametros, nao foi potencialmente suficiente para que estes sofressem grandes
mudangas. Logo a Regido 8 ndo pode ser considerada influente, apesar de ser um outlier. O
mesmo ocorre para as outras observacgdes que foram destaques nos esquemas de perturbagao
na varidvel preditora e na resposta de nivel 1. Podemos ver também que para este conjunto de
dados a distribui¢dao exponencial foi ligeiramente melhor que a t-Student para comportar dados
discrepantes, uma vez que para os esquemas de perturbacao de caso e na matriz de variancia e
covariancia nenhuma Regido se mostrou notdria.

Foi realizado o cdlculo de pesos sob modelos de erro multinivel no sentido da
distancia de Mahalanobis para a distribuicdo exponencial poténcia e t-Student em Manghi,
Paula e Cysneiros (2016), em que o menor peso foi atribuido para a Regiao 8 sob o modelo
exponencial poténcia, o que indica que mesmo esta Regido se destacado como um outlier ela
nao € potencialmente suficiente para afetar a estimativa dos parametros. Isso corrobora para os
resultados obtidos nas andlises, na qual mostrou que as variagdes percentuais das estimativas
quando retirada a Regido 8 ndo houve eminente influéncia para alterar a inferéncia das estimativas

dos parametros.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertacdo foram apresentadas técnicas de diagndstico, mais especificamente
a andlise de influéncia local via curvatura normal para os modelos elipticos multiniveis, sendo
esta a maior contribuicao deste trabalho, por ndao haver na literatura estudos na drea para a referida
classe de modelos. Assim, este trabalho preencheu uma lacuna em que o Capitulo 3 constitui a
principal contribuicdo tedrica desta dissertagao.

Assim, nota-se que os métodos diagndstico para os modelos elipticos multiniveis
desenvolvidos neste trabalho mostraram-se eficientes para a deteccao de pontos com alta ala-
vancagem, assim como observagdes aberrantes e influentes entre os conjuntos de dados com
estrutura de hierarquia.

Com isso, conclui-se que as técnicas de diagndstico na classe dos modelos elipticos
multiniveis desenvolvidas aqui contribuem amplamente na area de modelagem por ser bastante
util em situacdes préiticas em andlise de regressao.

Nota-se que as técnicas desenvolvidas nesta dissertacao detectaram pontos discrepan-
tes como no banco de dados dos filhotes de rato as ninhadas 5, 6 e 18 que foi exemplo de nivel
dois. Para exemplo de nivel 3 aplicado ao banco de dados do produto interno bruto, a Regido 8
foi a que mais se destacou. Mas, uma andlise mais profunda, verificou que, apesar dos pontos se
destacarem na andlise, eles ndo afetam as estimativas dos parametros.

Este trabalho veio preencher parcialmente uma lacuna nos métodos de diagndsticos
para modelos de regressao elipticos multiniveis com a andlise de influéncia local. Este, veio
a reforcar o trabalho de Manghi (2011), de que os modelos elipticos multiniveis se mostram
muito eficientes para a modelagem de dados com estrutura de hierarquia e com observacgoes
discrepantes. Nos exemplos utilizados no trabalho, temos que a distribui¢ao t-Student se adequou
melhor ao modelo de dois niveis e a distribui¢cao exponencial poténcia, com o exemplo de trés
niveis conseguiu adequar-se de forma satisfatéria ao conjunto de dados do produto interno bruto.

Toda a andlise de estimacdes e métodos graficos para a verificagdo de observacoes
potencialmente influentes foram realizados por meio do software livre R em sua versao 3.6.0,

este disponivel gratuitamente em www.r-project.org.
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APENDICE A - INFORMACAO DE FISHER

Essas quantidades sdo tteis para o cdlculo da curvatura normal conformal. Para

obter a matriz de informacao observada ¢ ;; a matriz de informacao observada de Fisher segue

P LT
v — . . )
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segue que
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APENDICE B - PERTURBACAO NA MATRIZ V;

Sabendo que Vi = Zk‘PZE + Rk. Para perturbar a matriz Vy € feita a esta a escalar

de perturbagdo @, isto €, wx Vi na log-verossimilhanca. Entdo a verossimilhanca € dada por:

(5= 1 { -5 eV + toge(un) |

e a log-verossimilhancga perturbada:

S
t(elo) = Y. { -5 oglorVil + oz (Vi XuB) fouVid (¥ X8 }.
k=1

Da log-verossimilhanga perturbada vamos fazer a primeira derivada em relagdo a f3:

A(tlo) & [ g (upan) _
- LS [axflov  v-xp)| |

[l
M=

Wy (g Xl [0VE] (Vi X }

)
[N

Il
=

{V(“kwk)XE[kak]_l(Yk — Xkﬁ)} :

T
I

sabemos que:
o, = (Y = XkB) [ Vi) ' (Y —XiB) e

duy, _
5 ﬁ“’k = —2X; oV, (Y — Xk ).
Entao, realizando a segunda derivada da equacao anterior em relacao a @ temos:
9%((1|w) X Dty gy,
—— L =-2Y W/ (u X o Vi (Y — X
ioar =2 L | W) G XLV (V- Xup)

Wy k0 Xt [—wk]—2v1:1<vk -XB)}
=-2 Z { (ko) (Y= XiB) " [~ 0] Vi (Vi — XieB) Xy Vi (Yi — XiB)

+ W0, X [~ 2V (Y= XiB) }

avaliando a derivada acima em 7 = 7; ® = @y, temos:

:_22{ ()X Vi (Yk—XkB)+Wg(ﬁk)xﬁl;1(Yk—XkB)}
(B.1)

Z{ ({k uk—l—W(uk)} XEVEI(Yk—XkB)}.
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A primeira derivada da log-verossimilhanga em relacdo a 6;:

(o) X 1 _19 @ Vi g (ure,) Otk
26, _kzl 2" [PV 50, | gliee,) 964

1
{—i 0V V] ) V- X)) <Yk—xkﬁ>}

. 1 1 860ka

W) (Vi Xu) o] |-V GV (- xip) |

1 K 1 a(l)ka

1 aV

—3 V(i) (Y — X ) T[] [Vklaekv }(Yk_xkﬁ)}
o 1 K A_laa)ka
_—Elgl r (Dka 89d

0
1 A A A
- Evmkwk)(Yk—Xkﬁ)T[wk]_l Vklaeka (Yk—Xkﬁ)}
oV A

= — Z { Mka)k Yk_XkB) [a)k]_l Vkl 89kvk (Yk—Xkﬁ)}.

A segunda derivada da equacdo anterior em relagdo a @y, é dada por:

%(t|w) , Otk dVx
W——{Wg(uk@) 3o, (YK — Xy B) " [on]” {Vklae Vi }(Yk—XkﬁH
Wyl (Y~ XB) -] 2 [V TV | (i ) |
=— {W'(ukwk)(Yk—Xkﬁ)T[—wk]_zVE (Yk — XkB) (Y — Xkf) " [on] ™!
S
We(uno) Vi~ Xu) " -0] 2 [V T2V, (v Xp) .
avaliando T = %;® = @y, neste caso @y = (1,...,1)"
Z—{Wg'(ﬁk)(Yk—XkB) (Y= XiB) (Y — XiB) " klggkvk (Yi — XiB)
R A 19Vk & A
+ We (i) (Y= Xi3) " | Vi 76, =7 Vi (Yk—Xkﬁ)} (B.2)
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APENDICE C - PERTURBACAO NA VARIAVEL RESPOSTA

Temos o modelo dado por:

Y =XB+Zb+e,

em que X = GTL,Z = [GT|G]eb = (UT,éT)T.

A perturbagdo na varidvel resposta (YlT, YZT, ey YIE)T ¢ introduzida substituindo Yy por Yk + k.
Aqui, considere uma perturbacao aditiva sobre a i-ésima resposta, ou seja, a perturbacao para
cada individuo fica (y;» = yijk + ®;jx). Neste caso o vetor de nao perturbagio é my = (0,... 0) "

Entdo temos a log-verossimilhanca dada por:

SO |
(o)=Y, {—510g|vk| +logg | (Yic—XuB) Vi, (Yi— XuB)| }
k=1

inserindo a perturbacdo na varidvel resposta, temos:

(o)=Y {—%bg V| +1log [((YkJr o) — XiB) Vi (Vi — o) _Xkﬁ)} } :
=1

Neste esquema de perturbagdo por exemplo perturbaremos o nivel 1, ou seja,
T T
cada individuo da resposta. Desta forma, temos que: Yk = [Y1Tk7Y2Tk7’">Ymk]():’;?§l)xl e
T z o 13 vhl Z.
g = [(olTk, a)ZTk, ..., Om.K] (ka >X1 em que Yk € o k-ésimo “cluster” de nivel tres e my o to-
j=1

tal de individuos pertencente ao “cluster” k.
+

Temos ainda que: Yjx = [YljkyYij; . »Ynjkjk " e para este j-ésimo “cluster” de nivel dois
njk
pertencente ao k—ésimo “cluster” de nivel trés, temos o vetor de perturbacao
T
Wik = [a)ljk, Dk, - - - » jkjki| " em que 1 € o nimero de individuos pertencente ao j-€simo
njk

“cluster” no nivel 2 pertencente ao k-ésimo “cluster” do nivel 3. Desta forma a varidvel perturbada

¢ dado da seguinte maneira:

T T
(ij‘l‘wjk)T = [Ylijij?"'?Ynjkjk] + [a)ljkaa)ijw "7wnjkjk}

-
= [Yljk+a)ljkaY2jk+w2jk7---aYnjkjk“f’wnjkjk} .

Entdo, a primeira derivada em relacéo a 3 é dada por:

(t|w)  g'(ure,) d(thray)

ap B g(ukwk> ap
= — 2W, (ttren ) Xp Vi ! [V + @ — Xy B].-
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Segunda derivada em relacdo a @y

ot =2 { W) “SE NIV X)Wyl XLV
—_2 {2Wé(ukwk)VE1(Yk+ o — XuB)X) Vi ! (Y + o — XieB)+
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+ 2W, (1) (Yi+ 0 — XiB) T (Yic+ o —XuB) | Vic!

avaliandoem 7= ;0 = @y

= —2X Vi { W) Vi 2W ) (V- XiB) (V- XiB)TH VL

Primeira derivada da log-verossimilhanca em relacdo 6,:
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Na segunda derivada temos:
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avaliando T = 7; ® = @y temos:

R — A A ~ aV ~ A
:—{ZWé(uk)Vk I(Yk—XkB)(Yk—Xkﬁ)T Vk 18_9:1(Vk ! (Yk_XkB)
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