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RESUMO

Os modelos lineares generalizados superdispersados (MLGS), propostos por Dey et al.
(1997), permitem que tanto a média quanto a dispersao sejam modeladas simultaneamente no
contexto dos modelos lineares generalizados. Os MLGS sdo muito uteis para modelar a dispersao
quando a variancia da varidvel resposta excede a variancia nominal predita pelo modelo. Esta
dissertac@o tem trés objetivos. O primeiro, € reunir resultados importantes sobre corre¢des de
Bartlett e tipo-Bartlett para os testes da razao de verossimilhangas e escore nos MLGS, propostos
na literatura. O segundo, € a obtencao de um fator de correcdo tipo-Bartlett, em notagdo matricial,
a estatistica gradiente para testar simultaneamente ou separadamente os efeitos da média e da
dispersdo. A estatistica gradiente corrigida tem distribuicao qui-quadrado até um erro de ordem
n~1 sob a hipétese nula. O terceiro, € apresentar resultados de simulag¢do para averiguar o efeito

das correcdes nos MLGS, no que tange ao tamanho e poder, em amostras finitas.

Palavras-chave: Correcdo tipo-Bartlett. Distribuicdo Qui-Quadrado. Teste gradiente.



ABSTRACT

The overdispersed generalized linear models (OGLMs) allow, in general, that the mean
and the dispersion to be modeled simultaneously in the context of generalized linear models. The
OGLMs are very useful for modeling the dispersion when the variance of the response variable
exceeds the nominal variance predicted by the model. This dissertation has three purposes.
The first purpose is to describe important results on Bartlett and Bartlett-type corrections to the
likelihood ratio and score statistics in OGLMs, proposed in the literature. The second purpose
is to obtain a Bartlett-type correction factor to the gradient statistic, in matrix notation, for
simultaneously and separately testing the effect of the mean and the dispersion. The corrected
statistic gradient has a chi-square distribution up to an error of order n~! under the null hypothesis.
The third purpose is to present simulation results in order to evaluate the effect of the corrections

in OGLMs, in terms of size and power, in finite-sample.

Keywords: Bartlett-type correction. Chi-squared distribution. Gradient test.
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1 INTRODUCAO

Os modelos lineares generalizados (MLG), propostos por Nelder e Wedderburn (1972),
sdo amplamente utilizados em diversas situacdes priticas. Alguns exemplos podem ser vistos em
Lindsey (1997). Em certas aplica¢des, no entanto, verifica-se que a variancia da varidvel resposta
excede a variancia nominal predita pelo modelo. Este fenomeno é descrito como superdispersao
e tem sido largamente considerado na literatura, onde algumas alternativas para o problema
vém sendo discutidas e propostas. Uma forma de lidar com a superdispersdo € controlar a
variabilidade modelando também a dispersdo de forma independente da média. Este tipo de
abordagem € visto nos estudos de Efron (1986), Smyth (1989), Ganio e Schafer (1992) e Dey et
al. (1997).

Nesta dissertacdo, consideramos os modelos lineares generalizados superdispersados
(MLGS) definidos por Dey et al. (1997). Esta classe de modelos permite que a média e a
dispersao sejam modeladas simultaneamente no contexto dos MLG. Além disso, os MLGS sao
uteis para modelar a dispersao quando a variancia da varidvel resposta excede a variancia nominal
predita pelo MLG. Vale ressaltar que os modelos lineares generalizados superdispersados sao
uma generalizagdo da familia exponencial dupla introduzida por Efron (1986).

Os testes de hipoteses mais utilizados em grandes amostras sdo: razao de verossimi-
lhancas (Wilks, 1938), escore (Rao, 1948) e Wald (Wald, 1943). Recentemente, Terrell (2002)
prop0s o teste gradiente cuja estatistica é calculada de forma simples, pois ndo envolve, por
exemplo, operagdes matriciais como produto e inversdo de matrizes. Além de ndo depender da
matriz de informacdo esperada, nem da observada. As estatisticas desses testes sdo equivalentes
em grandes amostras e convergem, sob a hipétese nula (), para a distribui¢do XZ, em que
g € o numero de restricdes impostas por Hy. Em pequenas amostras, no entanto, essa aproxi-
macao pela distribui¢do qui-quadrado pode nao ser satisfatdria, conduzindo a taxas de rejeicao
consideravelmente distorcidas.

Neste sentido, Bartlett (1937) apresentou a primeira proposta de melhoria de testes
estatisticos. Ele considerou apenas a estatistica da razdo de verossimilhancgas, calculando seu
valor esperado segundo H, até ordem n !, sendo n o tamanho amostral. Esse resultado foi entdo
utilizado por Bartlett para produzir um fator de corre¢do conhecido como corregdo de Bartlett,
de modo que a estatistica da razdo de verossimilhangas corrigida por esse fator tem distribuicao,

segundo H(, mais proxima da distribui¢do qui-quadrado de referéncia. Posteriormente, a ideia
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de Bartlett foi generalizada por Lawley (1956) que apresentou um método geral para obtengdo de
correcoes de Bartlett em modelos estatisticos regulares. Cordeiro (1983) derivou uma expressao
geral para o fator de correcao de Bartlett nos MLG com parametro de dispersdo conhecido. Esse
resultado € generalizado pelo préprio autor, considerando o pardmetro de dispersao desconhecido
(Cordeiro, 1987).

Na mesma linha, Cordeiro e Ferrari (1991) apresentaram uma estatistica escore aper-
feigoada com distribuigdo qui-quadrado até O(n~'). Mais especificamente, a estatistica escore
usual é multiplicada por um fator de correcdo expresso como um polindmio de segundo grau
na propria estatistica, resultando numa estatistica escore modificada cuja distribuicdo nula é
aproximadamente x? até ordem n~!. Esse fator multiplicativo é denominado correcdo tipo-
Bartlett. Os resultados obtidos pelos autores sdo bastante gerais, visto que permitem a presenca
de parametros de perturbacdo. O mesmo vale para o fator de corre¢ao de Bartlett. Cordeiro et al.
(1993) e Cribari-Neto e Ferrari (1995) obtiveram correcdes tipo-Bartlett para o teste escore em
MLG com parametro de dispersdo conhecido e desconhecido, respectivamente. Para maiores
detalhes ver Cordeiro e Cribari-Neto (2014).

A seguir, apresentamos alguns estudos referentes aos MLGS e as correcdes de Bartlett
e tipo-Bartlett nesses modelos. Cordeiro e Botter (2001) obtiveram férmulas gerais para os
vieses de segunda ordem das estimativas de maxima verossimilhanca (EMV) na classe dos
MLGS. Cordeiro et al. (2008) deduziram férmulas para os vieses de segunda ordem das EMV
nos modelos ndo lineares generalizados superdispersados (MNLGS). Cordeiro et al. (2006)
derivaram um fator de correcdo de Bartlett na classe dos MLGS, generalizando os resultados de
Botter e Denise (1998) para modelos lineares generalizados duplos e de Cordeiro (1983) para
modelos lineares generalizados. Andrade (2013) obteve um fator de correcdo de Bartlett (baseado
na proposta de DiCiccio e Stern, 1994) para a estatistica da razdo de verossimilhancas perfiladas
modificada (baseada na proposta de Cox e Reid, 1987) nos MLGS. Rodrigues (2013) propos
técnicas de diagnodsticos, a saber: alavancagem generalizada, andlise de residuos, influéncia
global e influéncia local sob trés esquemas de perturbacdo, nos MLGS. Terra (2013) derivou
um fator de correcdo de Bartlett para a estatistica da razdo de verossimilhancas nos MNLGS,
generalizando assim os resultados de Cordeiro et al. (2006). Adicionalmente, obteve um fator de
correcao tipo-Bartlett para a estatistica escore e propds também técnicas de diagndsticos para
os MNLGS, a saber: alavancagem generalizada, distincia de Cook e influéncia local. Campos
(2014) derivou um fator de correcdo tipo-Bartlett para a estatistica gradiente para testar o efeito

da dispersao nos MLGS.
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Recentemente, Vargas et al. (2013) obtiveram uma expansao assintética para a distri-
buigdo da estatistica gradiente até um erro de ordem O(n~!) sob a hipétese nula. Para isso,
utilizaram uma abordagem Bayesiana com base no argumento de encolhimento descrito por
Ghosh e Mukerjee (1991). Entdo, usando essa expansdo e os resultados de Cordeiro e Ferrari
(1991), propuseram uma correcao tipo-Bartlett para a estatistica gradiente. A estatistica corrigida
proposta pelos autores possui, sob H, distribui¢do qui-quadrado até um erro de ordem n !,
enquanto a estatistica gradiente sem correcdo tem distribuicao qui-quadrado até um erro de
ordem O(n~'/2), ou seja, a corregio tipo-Bartlett reduz o erro de aproximagio de O(n~'/?) para
O(n~1). Para uma aplicagio desse resultado em MLG, ver Vargas et al. (2014).

O objetivo desta dissertacdo € derivar um fator de correcao tipo-Bartlett, em notacao
matricial, para a estatistica gradiente (S7) para testar simultaneamente os efeitos da média e
dispersao ou separadamente os efeitos da média e dispersdo, respectivamente, na classe dos
MLGS. A estatistica gradiente aperfeigoada (S7T™) tem distribui¢do qui-quadrado com um erro
de aproximagdo de ordem O(n~!) sob a hipétese nula.

Esta dissertacdo estd organizada da seguinte forma. No Capitulo 2, definimos os
modelos lineares generalizados superdispersados, discutimos a estimacao dos parametros de
regressao € mostramos como ficam os testes de hipdteses nesta classe de modelos. No Capitulo
3, encontra-se a principal contribui¢cdo deste trabalho que € derivar expressdes gerais, em forma
matricial, para o fator de correcdo tipo-Bartlett para a estatistica gradiente em MLGS. Além
disso, apresentamos alguns resultados existentes na literatura, a saber: os fatores de corre¢ao de
Bartlett e tipo-Bartlett para as estatisticas da razdo de verossimilhancas e escore, nesta classe,
obtidos por Cordeiro et al. (2006) e Terra (2013), respectivamente. Estudos de simulacdes de
Monte Carlo para avaliar e comparar os desempenhos dos testes da razao de verossimilhancas,
gradiente, escore, suas respectivas versoes corrigidas e de bootstrap em pequenas amostras sao

apresentados no Capitulo 4. Por fim, no Capitulo 5 estdo as principais conclusdes deste estudo.
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2 MODELOS LINEARES GENERALIZADOS SUPERDISPERSA-
DOS

O fendmeno da superdispersao tem sido amplamente considerado na literatura. Tal
fendmeno € facilmente detectado, porém € dificil de ser tratado. Segundo Hinde e Demétrio
(1998), o processo de coleta dos dados, a correlac@o entre respostas individuais e as varidveis
omitidas sdo algumas das possiveis causas da superdispersdo. Ainda segundo os autores, uma
consequéncia deste problema € que os erros-padrao das estimativas do modelo estar@o incorretos
e, também, os desvios serdo grandes, conduzindo a sele¢cdo de modelos complexos.

Existem muitos modelos especificos para superdispersdo. Neste trabalho, lidamos com
os modelos lineares generalizados superdispersados (Dey et al., 1997). Esta classe de modelos
tem despertado o interesse de alguns pesquisadores. Cordeiro e Botter (2001), a partir de uma
expressdo geral para os vieses das EMV dada por Cox e Snell (1968), obtiveram férmulas gerais
para os vieses de segunda ordem das EMV em MLGS. Posteriormente, seus resultados foram
generalizados por Cordeiro et al. (2008), considerando uma extensdao dos MLGS, a saber, os
modelos ndo lineares generalizados superdispersados. Rodrigues (2013) propds técnicas de
diagndsticos para os MLGS. Terra (2013) derivou correcdes de Bartlett para a estatistica da razio
de verossimilhancas e tipo-Bartlett para a estatistica escore para testar conjuntamente os efeitos
da média e da dispersdo ou separadamente os efeitos, em MNLGS, generalizando os resultados
de Cordeiro et al. (2006). Adicionalmente, Terra (2013) propds métodos de diagndsticos para
esses modelos. Andrade (2013) derivou um fator de correcdo de Bartlett para a estatistica da
razdo de verossimilhancas perfiladas modificada (Cox e Reid, 1987) em MLGS. Campos (2014)
obteve um fator de correcdo tipo-Bartlett a estatistica gradiente para testar um subconjunto dos

pardmetros de dispersdao em MLGS.

2.1 MODELO

Dey et al. (1997) propuseram os modelos lineares superdispersados definidos a seguir.
Sejam Y7, ..., Y, varidveis aleatdrias independentes em que cada Y; tem funcdo densidade (ou

de probabilidade) dada por

(i, 1) = Ayr) exp { (yi — 1) (g, @) + 4T () + U (g, o)} (2.1)

em que A(-), T(-) e ¥(-,-) sdo fungdes conhecidas e W) (1, @) = "5V (u, ¢)/Ou" 0¢°,

r,s > 0. Aqui, a média de Y 6 E(Y) = e a variancia é Var(Y) = 207" J4amédiae a
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variancia de T'(Y') sdo, respectivamente, E{T(Y)} = —W(OD e Var{T(Y)} = —¥(*?), Gelfand
e Dalal (1990) mostraram que, se 7'(Y") é uma fun¢do convexa e (2.1) é integravel com relagdo a
y, para uma média (x) comum, entdo Var(Y') aumenta com ¢.

A familia exponencial uniparamétrica é obtida de (2.1) com ¢ = 0, isto é, 7(y; 0,0) =
A(y) exp{yd — b(0)}, em que § = WO (11, 0) e b(A) = —V(1,0) + ¥ (1,0). Entio, se
T(Y) é convexa, a familia de modelos (2.1) é superdispersada em relagdo a familia exponencial
uniparamétrica correspondente com ¢ = 0.

Os modelos lineares generalizados superdispersados sao definidos por (2.1) e pelos

componentes sistematicos da média e da dispersao dados, respectivamente, por

f(p) =n=X8, (2.2)
9(¢p) =7 =95~. (2.3)

Em (2.2), X € uma matriz n X p de posto completo (p < n) cujas linhas denotamos por
x; = (x5, .. ,a:lp)T, B = (Bi,... ,Bp)T ¢ um vetor de parametros desconhecidos a serem
estimados e f(-) é uma fungdo conhecida, monétona e diferencidvel, denominada fungio de
ligacdo da média. J4 em (2.3), S é uma matriz n X ¢ de posto completo (¢ < n) cujas
linhas representamos por 8; = (Sj1,...,81) > Y = (1,---,7)" € um vetor de parAmetros
desconhecidos a serem estimados e g(-) é a fun¢do de ligacdo da dispersdo conhecida, mondtona
e diferencidvel.

Destacamos que os MLGS permitem que ambos os parametros ¢ € ¢ dependam de
covaridveis conhecidas por meio de estruturas lineares, conforme (2.2) e (2.3). Assim, é possivel
modelar separadamente a média e a dispersdo. Para ajustar um MLGS, devemos escolher
fungdes de ligagdo adequadas tanto para média quanto para dispersdo. Apresentamos, em

seguida, algumas distribui¢cdes pertencentes a classe do MLGS.
Poisson Dupla

Efron (1986) propds a distribuicdo Poisson dupla com parametros i, A > 0, denotada

por PD(u, \), cuja fungdo de probabilidade é dada por

2\1/2 y e YA
. (%) (%) oy =0,1,2, ... (2.4)

em que ¢(u, A) é uma constante de normalizagdo aproximadamente igual a 1. O autor mostrou

m(y; 1, A) = (i, A)

que, se Y «~ PD(u, \), sua média e varilncia sdo dadas, respectivamente, por

EY)2u e Var(Y)= %
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Aqui, A € um parametro de dispersdo. O modelo Poisson duplo contempla tanto a superdispersao
(A < 1) quanto a subdispersdo (A > 1). Quando A = 1, temos a distribui¢do Poisson. A funcao

de probabilidade (2.4) pode ser reescrita da seguinte forma:

Y 1
m(y; 1, ) = o gl exp{§ log A= Ap+yAlog pp+yA—yAlog y}
' (2.5)
4 1
- exps A+ Alog )y —Aylogy—(—=log A+ A | ¢,
ey y! 2
em que

o= VIO 6)=A+Aogp=¢+dlogu e T(y) =—ylogy.

Como o componente aleatério de um MLGS € definido a partir da familia exponencial biparamé-

trica (Gelfand e Dalal, 1990) da forma

m(y; 0, 9) = Aly) exp{y + ¢T(y) — p(0, )},
com ) = WO (1 p) e p(d, @) = p¥0 (u, ¢) — V(p, @), pode-se determinar W(y, ¢) a partir
p(0, ). Assim, para o modelo (2.5), temos que
0 =00, ¢) =+ plogp e

1 1 0
p(0,¢) = —510g>\+)\,u: —§loggb+gbexp (5 — 1) 7

entiao
\I[(/% Qb) - M\P(LO) (:uv ¢) - p(97 ¢)

0
— o+ 0 log ) — |~ log 6+ oexp (£ = 1))
= (¢ + ¢ log p) — (—% log ¢+u¢)
= 16+ plog i+ 3 Tog — o

1
= pologp+ S log¢.
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Gaussiana Inversa Generalizada

A distribuicdo Gaussiana inversa generalizada (GIG) introduzida por Good (1953) tem

funcdo densidade da forma

m(y;a,d,r) = %y“l exp {—% (ay + g) } , y>0. (2.6)
Aqui, —00 < r < o0, (a,0) € ©,, em que O, = {(a,0) : @« > 0,6 > 0} se r > 0,
O, = {(a,0) :a> 0,0 >0}ser =0e0, = {(,0) : > 0,0 >0} ser <0. Além
disso, K,.(-) é a funcao de Bessel modificada de terceira ordem. Um estudo detalhado sobre
as propriedades da distribuicdo GIG pode ser encontrado em Jgrgensen (1982), ver também

Johnson et al. (1994).

Para r conhecido, a funcao densidade (2.6) pode ser expressa como

m(y; @, 8,7) =yt exp {— (% + %) + log (%) } :

com

p(0,¢) = —=log (%) +log 2+ log K, <2\/$>

r 0
= _ilog (g_b) +log 2+ log K, (2\/9—¢> :

A distribuicdo Gaussiana inversa, denotada por ZG(u, \), é um caso especial de (2.6) com

r = —1/2. Assim, se a varidvel Y segue distribui¢do ZG(u, A), sua fungio densidade é dada por

R A
o= [55) “o (¢-+2)

[ )

2my? 2uPy

(2.7)

em que y, A > 0. Note que (2.7) corresponde a (2.6) com § = X e a = \/u?. Adicionalmente,
K_15(+) é a fungdio de Bessel, isto é, K /5(w) = /(7/2w) exp{—w}.

Outros casos especiais da distribuicao GIG incluem a distribui¢do reciproca gaussiana
inversa (r = 1/2), a distribui¢do gama (0 = 0, > 0), a distribui¢éo reciproca gama (o« = 0,7 <

0) e a distribuicao hiperbdlica (r = 0).
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Familia Exponencial Dupla

Considere a familia exponencial uniparamétrica com fun¢do densidade (ou de probabi-

lidade) da forma

f(y;0,n) = A(y) exp{n[fy — b(0)]}, (2.8)

em que # é o parametro candnico e y € a média de n varidveis aleatdrias independentes e

identicamente distribuidas, isto €,
Y= Zzl/n, emque z v f(z;0,1).
A familia exponencial dupla de distribui¢des definida por Efron (1986) € dada por

m(y; 0, p,n) = c(0, p,n)p"*{f(y; 0,0) Y { f(y; y,n)} 7, (2.9)

em que 6 é o parAmetro candnico, p é o parAmetro de dispersdo e f(y; 0, n) estd definida em
(2.8). Uma vez que a densidade f(-) em (2.9) € um modelo arbitrario da familia exponencial

uniparamétrica, a familia exponencial dupla pode assumir a seguinte forma:

m(y; 0, p,n) = c(8, p,n)p"’* [exp {n(Oy — b(0)}]” [exp {n[0(y)y — b(O(y))]}]'~*
= c(0, p,n)p""* exp {np(By — b(8)) + n(1 — p) [6(y)y — b(O(y))]},

em que 0(y) = (b')~'(y). Dessa forma, temos que
0 =npf, ¢=n(l-p) e T(y)=0(yy—by)),

sendo 7'(y) uma fungdo convexa. Para mais detalhes ver Gelfand e Dalal (1990).

2.2 ASPECTOS INFERENCIAIS

Seja y; o valor observado da variavel aleatéria Y}, y = (1, ...,%,)' um vetor contendo
n observacoes e @ = (BT, ~")T o vetor de pardmetros do modelo. Denotamos o logaritmo de

func¢do de verossimilhanga (log-verossimilhanca) por

() =1(B,v) = Z{yz i) WO ( Nl>¢l)+¢lT(?/l>+\Ijﬂl>¢l}+ZIOgAyl)

=1
(2.10)

A funcgdo £(0) em (2.10) é regular com relagdo as derivadas em 3 e -y até quarta ordem.
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A seguir, introduzimos algumas nota¢des. Denotamos por m;; = 0, /On) € ¢y =
D'¢y/O7] as i-ésimas derivadas das fungdes de ligagdo inversas = f~'(n) e p = g7 (1), i =

1,2el=1,...,n. Adicionalmente, definimos as seguintes matrizes diagonais n X n: P20 —

diag{w*? . 0PN w0 = diag{w®™? . WPV M, = diag{m,,...,m.} e
P, = diag{gﬁrl, ey (bm}, com r = 1,2. A funcdo escore total particionada conforme

0= (B",4")" é dada por

00(0)/0
U(8) = U(B,) = aeieii aﬁ
Y
com
g - XTEEOM, (-
1(0)

sendo (y — ) = (y1— ft1, - Yo —ptn) >0 = (v1,..,va) T, comvy = WV (g — ) + T () +
wo,
Devido a ortogonalidade dos parametros 3 e =y, a matriz de informagéo de Fisher é

bloco-diagonal e pode ser escrita na forma

0 K’Y’Y
com
2
| ] 3
€
0%0(0)
K., =E [— ayaﬁ] =-STuD g

Uma vez que os EMV B e & dos parAmetros (3 e v ndo podem ser expressos em forma
fechada, deve-se utilizar algum método de otimizagdo ndo-linear como, por exemplo, o0 método
de Newton-Raphson ou escore de Fisher para obté-los, ver Nocedal e Wright (1999). Neste
trabalho, usamos o método de otimizac¢do ndo-linear BFGS implementado na linguagem de

programacao Ox (Doornik, 2006).
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2.3 TESTES DE HIPOTESES
2.3.1 Testes de Hipoteses sobre 3 e 7y

Na maioria dos problemas, as restricdes em teste envolvem um subconjunto do vetor

de pardmetros 3 e «. Particionando B e~ como 8 = (B,8,) e~y = (7{,749)", em
que /81 = (517 ce 76p1)T’ 162 - (Bpl—i-h cee 76p>—r’ com Py < b, 7 = (’717 v 77(11)-'_
)T

€Yy =

(Ygr415 - - -57g) - com ¢ < ¢. Queremos testar a hipotese

Hy: B =B m =

§°) e 750) sdo vetores de cons-

contra H{ : pelo menos uma igualdade é violada, em que 3
tantes conhecidas de dimensdes p; e ¢;, respectivamente. Neste caso, 3, € 7, sdo para-
metros de perturbacdo. As matrizes modelos particionadas conforme 3 e ~ sdo dadas por
X = (X1,X2)e S = (S1,S2). A hipétese nula anterior induz a correspondente parti¢ao:

U)=(U(0)",Uy(0)")", em que

Ug, (0 00(0)/08
Uo)— (V@) _ (216)/08,
U,,(0) 0L(0) /0,
e
Us, (0 00(0)/0
Uy (V2@ _ (010)08,)
U,,(0) 0L(0) /0,
cujos elementos sdo
O) 720 B
8,81 _Xl\Il Ml(y l’l’)v
ol(0) _ST®,w
83% @.11)
= X, UM (y -
8,62 2 l(y IJ’)7
o) 1
8’72 —SQ @1’0.

A matriz de informacao de Fisher particionada da mesma forma que 3 e « pode ser

escrita como

Kll K12
K21 K22



com

sendo

com

em que

Para maiores detalhes sobre inversas de matrizes particionadas, ver Rao (1973, p. 33).

KU = diag{Kﬂu’ K'Yn )

Ky=K, = diag{Kng,KﬁQ},

Ko = diag{Kg,,. K-, },

Kg, =X[9OMIX,,
Kg,=Kj =XU*OMIX,,
Kg, =X, $*OMIX,
vy = =8]8V @1S,,
v, =K =-5/9"®1S,,

K, =-S;90282g,

Y22

A matriz inversa da informacao de Fisher é dada por

Kll K12
K(6)" =
K21 K22

K'" =diag{ K5 ,K'},
K"? =K' =diag{ K3, K},

K? = diag{ K%, K2},

—1
K}J’l = [Kﬁll K:@mKﬁmKﬂm} )

-1

Kll = [K“/ll K‘leK K‘Y21} ’

12 21T 11 1
Kﬁ_K _KﬁKﬁ12Kﬁ22

K12 KQlT KllK K- 1

Y12 Yoo

K%,?—K ! +K Kg,ﬂK KﬁuKﬁ;,

22 -1 — 11 —
K‘Y o K‘YQQ + K‘YzzK"/mK‘Y K712K722'

21

(2.12)

(2.13)
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As estatisticas da razdo de verossimilhancas (L R), gradiente (S7") e escore (SR) para

testar a hipotese H} : 3, = ﬁgo), v, = 7§°) podem ser expressas por

LR =2{((6) — ((6)},
ST = U, (0) (B = BY) +U5,(0)" (5. — 1),

SR=Ug,(0) K5(0)Ug,(0) +U.,,(0) K. (0)U.,(0),

~ ~ s o NT ~ ~\T . . . .
emque 0 = (B, 3,,91,7,) ¢6 = (650), By, v\, ¥,) sdo as EMV irrestrita e restrita (sob
’H(l)) de 0, respectivamente. Em grandes amostras e sob a hipétese nula, as trés estatisticas acima

tém distribui¢cdo ng L+q1> €M que py + ¢; € nimero de restrigdes impostas por H}.
2.3.2 Testes de Hipoteses sobre 8

Agora, as restricdes em teste envolvem um subconjunto do vetor de parimetros 3.

. T qT
Particionando 3 como 3 = (3,,8, )", onde B1 = (B1,..-,5p)" € By = (Bpysts---,0p) "
com p; < p, conduzindo a uma parti¢do da matriz modelo como X = (X, X5). O interesse é

testar a hipotese
Hi By =B contra Hi:B, #pB,

em que ﬁ§°> ¢ um vetor p;-dimensional de constantes conhecidas. Aqui, 3, € 7 sdo parametros
de perturbacdo. A funcdo escore total pode ser particionada da mesma forma que 3 como
UB) = (U(0)",U(0)")", em que U,(0) = Ug, e U(8) = (Up ,U])". As fungdes
Upg, € Ug, sao definidas em (2.11) e a fungdo U, € apresentada na Segdo 2.3. A matriz de
informacao de Fisher é bloco-diagonal e, considerando a particdo de 3 mencionada acima, pode

ser escrita na forma
Kg, Kg, O
K(0)=|Kg, Kg, 0
0 0 K.
As matrizes Kg , Kg ,, Kg, € Kg,, estdo definidas em (2.12) e a matriz K-, € dada na
Secao 2.3.
A inversa da matriz de informacao de Fisher também € bloco-diagonal sendo dada por
Ky K2 0
K@0)'=|KY K¥ o0 |,
0 0 K
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em que Klﬁl, K}f, Kf,l e Kff estdo definidas em (2.13).
As estatisticas da razao de verossimilhangas, gradiente e escore para testar a hipotese

H32 podem ser escritas, respectivamente, como
LR =2{0(0) - ((6)},
ST =Up, (0)" (B, - 8Y).
SR=Upg (0) K (0)Ug, (6),

o~ s s (T & ~ T . . . . .
em que 6 = (,6'1, B, 'y) el = ( §0) , B, 'y) sdo as EMV irrestrita e restrita de 6, respectiva-
mente. Assintoticamente, as estatisticas LR, ST e S R possuem distribuicdo an sob a hipétese

nula.
2.3.3 Testes de Hipdteses sobre vy

Considere a particdo de v como v = (v{,7v4)', em que v; = (V1,---,%) €

Yo = (Vat1s- - 7q)T, com ¢; < g. Estamos interessados em testar a hipGtese

Hy v =" contra My, 4,

0) 4 . . ) -
em que 7§ ) ¢ um vetor ¢1-dimensional de constantes conhecidas. Neste caso, v, € 3 sdo

parametros de perturbagdo. A matriz modelo particionada como ~ € dada por S = (S, S5). A

hipétese anterior conduz as seguintes parti¢des: U = (U7 (0),U, (0))",com U,(8) =U.,, e
T

U.6) = (U], U5) .

0

K’Yu K’712
K’721 K’722 0

0 0 Kgs

K(0) =

A matriz inversa da informagao de Fisher é definida da seguinte forma:

11 12
K!' K? o0
K@6)"'=|K¥ K? 0
-1
0 0 Kpg

As estatisticas da razdo de verossimilhangas, gradiente e escore para testar a hipitese
H3 sdo dadas, respectivamente, por
LR =2{0(0) - ((6)},
ST = U’Y1 (0)T (5\/1 - 750)) )
SR = U’Yl (E)TK})} (5> U'Yl (5)7
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em que 0= (B, Y1, ‘)\/Q)T e = (B, 750), :)'/Q)T sdo as EMV irrestrita e restrita (sob a hipdtese
nula) de 0, respectivamente. Em grandes amostras e sob 1}, as estatisticas LR, ST e SR tém

distribuicdo x_ .
2.4 TESTES DE HIPOTESES BASEADOS EM BOOTSTRAP

Uma alternativa as aproximacdes assintoticas para as distribui¢des nulas das estatisticas
da razdo de verossimilhangas, gradiente e escore discutidas anteriormente € utilizar um esquema
de reamostragem bootstrap (Efron, 1979) em sua versao paramétrica, para estimar a distribuicdo
nula da estatistica de teste. Efron e Tibshirani (1993) apresentam um estudo detalhado sobre
a utilizac@o da técnica bootstrap na realizacdo de testes de hipoteses. Essa metodologia con-
siste em obter, da amostra original ¢y, um grande nimero (digamos, B) de pseudo-amostras
y* = (yi,...,y%)". A hipétese nula deve ser imposta ao gerar as amostras artificiais. Em
seguida, calcula-se para cada amostra y* a estatistica de teste denotada por S*, ou seja, obtém-se

I,...,S%. Utiliza-se as estatisticas bootstrap para estimar a distribui¢do nula da estatistica
S. O valor critico bootstrap denotado por ¢;_, (0 < @ < 1) é obtido como o quantil 1 — « da
distribui¢do empirica das B realiza¢des da estatistica S*. Assim, a hip6tese nula € rejeitada se

S > Z]\I—oc-
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3 CORRECOES DE BARTLETT E TIPO-BARTLETT

A distribui¢do qui-quadrado pode ndo ser uma boa aproximacao para a distribui¢do nula
das estatisticas apresentadas na Se¢do 2.4 quando o tamanho da amostra é pequeno ou moderado,
podendo conduzir a taxas de rejeicao bastante distorcidas. Neste sentido, foram obtidos alguns
refinamentos com o objetivo de melhorar a aproximacao pela distribuicao qui-quadrado. Cordeiro
et al. (2006) derivaram um fator de correcdo de Bartlett em notagdo matricial para a estatistica
da razdo de verossimilhancas em MLGS. Terra (2013) obteve fatores de corre¢do de Bartlett e
tipo-Bartlett para as estatisticas da razao de verossimilhancas e escore na classe dos MNLGS,
uma extensao dos MLGS.

Neste capitulo, com base nos resultados de Vargas et al. (2013), derivamos um fator
de correcao tipo-Bartlett em notagdo matricial para a estatistica gradiente na classe dos MLGS,
de modo que a estatistica gradiente corrigida tem distribuicao, segundo a hipétese nula, mais
préxima da distribui¢io y? de referéncia, isto &, o erro desta aproximacio é reduzido de O(n~'/?)

para O(n™1).
3.1 CORRECAO TIPO-BARTLETT PARA A ESTATISTICA GRADIENTE

Inicialmente, apresentamos algumas notag¢des. Sejam v, ..., ¥y, n observacdes in-
dependentes onde cada y; possui fun¢@o densidade (ou de probabilidade) f(y; @) e £(0) é a
correspondente funcado de log-verossimilhanga que depende de um vetor de parametros desco-
nhecidos 6 = (6, ...,0,)" p-dimensional. Utilizamos a seguinte notagdo para as derivadas da

funcdo de log-verossimilhanga, em que todos indices variam de 1 a p:
U, =00(0)/00,, U, = 0%0)/00.00,, U,y = 0((0)/00,00,00;,
etc. Os cumulantes de derivadas da funcdo de log-verossimilhanca sd@o denotados por
ke =E(U,), s =B(Un),  #ra = B(Urar),
krs = E(UUs), kst = E(U,Ugt)
e assim por diante. As derivadas desses cumulantes sao representadas por

/15«? = aﬁrs/@eh /f(tu) = 62/{rs/@0t@0u,

rs

etc. Esses cumulantes satisfazem certas equagdes que facilitam seus calculos que sdo denomina-

das identidades de Bartlett. As mais importantes sdo k, = 0 € K, 5 + K,s = 0.
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Agora, considere a particio do vetor de parimetros = (0, ,0,)", em que 6, =
(01,...,0,)" é o vetor de parametros de interesse € Oy = (0,11, ...,0,)" é o vetor de parAmetros
de perturbacéo. A fungio escore total também pode ser particionada conforme 8, ou seja, U(6) =
(U1(6)",U5(6)T)T. Além disso, seja @ = (6,65)" o estimador de maxima verossimilhanga
(EMV) irrestrito de 6 ¢ = (0&0), 6,)" 0 EMV restrito de 6.

Nosso objetivo € testar a hipotese Hy : 01 = 9 9 contra Hy: 0, # 01 , sendo 9
vetor de constantes conhecidas de dimensdo ¢g. A estatistica gradiente para testar H, contra H; €

definida por
ST=U(0)"(6-8),

podendo ser escrita como ST = U1 (6)T (01 0 ) pois Us(6) = 0. Em grandes amostras e
sob a hipdtese nula, a distribui¢do de S7T' é aproximadamente Xq sendo ¢ o ndmero de restri¢coes
impostas por H,. Adicionalmente, a particio @ = (0, ,0,)" induz também as seguintes
particoes:
K(6) = Ku K)o K©) "' = K" KY
Ky Ko K2 K22
em que K () é a matriz de informagio de Fisher e K (6)~! representa sua inversa.
Vargas et al. (2013) derivaram uma expansao assintdtica para a distribui¢do da estatistica

gradiente sob a hip6tese nula utilizando uma abordagem bayesiana baseada em um argumento

de encolhimento sugerido por Ghosh e Mukerjee (1991). Tal expansao € dada por

Pr(ST < z) = 7 Z RiGyy0i(z) + O(n7Y), (3.1)

em que G, (-) é a fungdo de distribui¢do de uma varidvel aleatdria qui-quadrado com z graus de

liberdade,

R1 :3A3—2A2—|—A1, R2:A2—3A3, R3:A3, R(): —(R1+R2—|—R3),

Al _3 Z/ s ikt [mjralu(msk + 2ask) + ajrmsk lu 4 2mgkarlasu:|
192 Z’ ﬁ§i)ﬁl(€1;)(ﬁsgﬂrkﬁlu + a4 kR T 4 gl
— 6 Z’ st [(@ — k%) (WK — a*alr) + md” (aal - kR
+ QaTS(H;jk/{l“ — ajkal“) + 2arkal5mju]
+6 Z Kjrsum? @™ — 6 Z m]m [m?" (a®" — k) + 2m7“a")

+12 Z KU (KI5 — aI"av),



27

/ . . .
Ay = -3 g fij,,smklu[mﬂmSkal“ + mImaFml 4+ omIF e
1 gr. sk, lu jk, . rl,su
—l—Z(Bm m*tm™ + 2m’ m"m"))
/ . . .
+6 E /ﬂjrs/i,(;;) [m** (k7* k" — a?*a"™) + mI" (k5P — a*Fa)]

/ . / .
u
+6 E mgrlmjrms“ -3 E Kjrsum’ m®"

1 / . .
kol k, vl
A = 1 E Kjrskkiu (3m7 ™ m* m'™ + 2m?"m"™m*"),
sendo a e m" os elementos (i, j) das matrizes

0 O .
A= e M=K0) —A,
0 K,
respectivamente. Observe que K, representa a matriz de covaridncia assintética de 6,. Os
pon ! ~ A . s . .
somatdrios ) ' sdo tomados sobre todos os pardmetros 61, . . . , 0,, ou seja, os indices j, 7, s, k, [, u
variam de 1 a p. As expressoes A;, Ay e A3 sdo funcdes de cumulantes e de derivadas desses

cumulantes e sdo avaliadas sob a hip6tese nula.

A estatistica ST modificada € definida por

ST* = ST [1 — (c+ bST + aST?)], (3.2)
em que
As Ay — 24, Ap — Ay + As
a= , =—— €6 = ——«T——.
12nq(q + 2)(q + 4) 12ng(q + 2) 12ng

O fator multiplicativo [1 — (¢ + bST + a.ST?)] é um fator de corregio tipo-Bartlett. O erro de
aproximacao pela x3 para a distribui¢io de ST é de O(n~'/?), enquanto o erro desta aproximacio
para a distribui¢do de ST* € reduzido para O(n™').

Em vez de modificar a estatistica S7" como em (3.2), € possivel modificar os quantis da
distribuicdo qui-quadrado de referéncia através da inversao de (3.1) (Hill e Davis, 1968). Dessa

forma, temos que (Vargas et al., 2013)
1 Asx,,
12 [q(g+2)(g +4)
To(To +q+2)
q(q + 2)

com Pr(ST > z,) = a e Pr(x. > z,) = . Assim, um teste gradiente aperfeicoado também

Zo = To + {22 + (g +4za + (¢ +2)(q+4)}

(3.3)

(Ay — 343) + %(3,43 — 24, + Ay) |,

pode ser conduzido comparando o valor observado da estatistica S7' com quantil modificado

apresentado em (3.3).
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3.2 CORRECAO TIPO-BARTLETT PARA A ESTATISTICA GRADIENTE EM MLGS

Apresentamos nesta sec¢ao a principal contribui¢cdo desta dissertacdo, a saber, derivamos
expressdes matriciais para os A’s que definem a estatistica gradiente corrigida em MLGS. Sejam

as matrizes

Zs=X(X"OCOM2X) X, Zys=X( X, OPOMIX,)IX]
Z,=8(-STwDe26)7 18T 7z, = 8,(—S; ¥ "V®2S,)"1S],
denotamos por Z g4, Z a4, Z~4 € Z2~q as matrizes diagonais compostas pelos correspondentes
elementos de Z g, Zog, Z € Z >, respectivamente, Zg) =230 Zg, ZS) = Zg) © Zg,em
que ® denota o produto de Hadamard. Por exemplo, zfj denota o (7, j)-ésimo elemento da matriz
(2)
ZB .

As férmulas matriciais para os A’s que definem a estatistica gradiente aperfeicoada para

testar H} : 3, = 55(’), v, = 750) podem ser escritas da seguinte forma:

Al =Aig+ Ay + Ay,

Ay = Ay g+ Aoy + Az gy,

Az = A3 g+ As~ + Az gy,

em que
Ag=31TQUCIMS + 3WCOIM M) (Zs — Z25)a(Z 5 — Z23) Zopa
+2(Z5 — Z2p)aZos Zopa + Zopa(Zs — Zag) Zoga+ 2 Zs — Zap) © Z))
x (2WCONM? 4 3WCON M,)1 — 1217 (TCO M3 4+ 20O M M)
X [~ZsaZsZpa+ ZopaZopZapa — 25 + Z59)(¥PO M + 2030 M, M))1
61T 20COM? + 3BCOM M) [(Zs + Zap) © (25 — Z3))
+(Zp — Zsp)a(Z2pZopa + ZpZpa) + 2Z284(Z s Z pa — Z2pZ2p4)
+2Z5) O (Zs — Zop)|(TEO M3 + 20O M M,)1 — 617 (2040 M}
+ 120COMIM, + 30O M + 4TCOM M3)(Z5 — Z25)aZ2p4)1
+61T2UEOMT 1+ 9BBINZ M, 4 3T M2 4 3T 0 M M)
X (Zs — Zap)a(3Zap4 + Zga)|]1 — 12 1T (TEO M 4+ 5T B0 MM
+ 20002 4+ 20O M M;)(Z25) - 281,
(3.4)
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A, =317} + 3008, 8,)((Z, — Z2,)a(Z, — Z2,) Z 24
+ 22y — Z2)aZ2 Zrva+ Zosa(Zy — L) Zoya + 22 — Z) © ZY)]
x (B3PS 4 300DP,@,)1 — 1217 (FOVP3 4 200D P, B,)
X <2142y Zq+ ZrvaZoy Lo — Z0) + ZY (0O 83 1+ 20029, &,)1
—61T(TOI9? 4 3000, 8,)[(Z, + Z»,) © (2P — Z2))
+(Zy — Z2y)i(Zor Zryi + ZZa) + 2Z2ya(Z Zya — ZoyZira) (3.5)
+2Z3 0 (2, — Z:,)|(TOD 8} 1+ 20008, $,)1 + 61T (O P}
+ 6002, + 30 ODP2 1 4V ODD 83)((Z, — Z2,)aZ2a)1
— 61" (TPt 4 60O P2P, 4 30V P2 + 30OV, Py)
X (Zy = Z2)a(3Z 2+ Zg)]1 + 1217 (O 4 5009 2P,

2 2
+ 2\;[,(072)@% + 211(0’2)@1‘1’3)[ch1) - Z(2'y)d]1’

Avgy =311 (PEVMI®)(2(Z5 — Zos) © Zog @ Zay + (Zs — Zop)a( By — Z2y) Zzpa
+2Zs — Z9p)aZ sy Zoga+ Zoga(Zy — Zoy) Zoga+ 2 Z 5 — Zog) © Zoy @ Zos
+2Z, — Z5,) 0 ZD(PVMI®)1 -6 1T (T M)
< [(Zoy+ Z,) © (2] — Z5)) +225) © (2, — Z5,)|(¥*V M7®))1
—317(¥OV®} 1+ 30 ®,®,)((Z,, — Z2,)a(Z- — Z2,) Zosa + 2Z, — Zy)a
X ZoyZoga+ Zoya(Zy — Zoy) Zopa) (PPVM2®)1 — 31T (TEYMIP,)

X (Zs = Zog)a(Zy = Z2y)Zrna+ 223 — Zop)aZiryZrya + Lopi Ly — L)

X Zona) (OS2 L 300D $,)1 4+ 6 1T (PP M2®))[(Zs — Zap)a

X (ZoyZoya+ ZyZq) + 2Z2pi( Z 1 Zg — Z9y Z2,q)| (RO D 4+ 200D, B,)1

+61T(TEAM2®? + OEIMI®,)(Z — Zo)aZopa + (Zs — Zop)aZ-a)l,
(3.6)
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Agp=—31T2WBIM3 1 3WCOM M) (Zs — Z2)a(Zs — Zap) Zopa
+(Zp = Zas)aZop(Zp — Zag)a+ 2AZs — Zop)? © Zog + 3/4
X (Zs—Z2p)a(Zs — Z2s)(Zs — Zag)a+ 1/2(Zs — Z2p)?]
x (2@BOMS L 3TN M1+ 61T (20COM? + 309N M, (B7)
X [(Z5— 22p) © (25 — Z5)) +(Z5 — Z29)a( Z5Zsa — Z25Z250)
x (BEONMS 4+ 20O N M1 — 31T (TEO M 4 60O M2 M,

+3WCOMS + 200 M M) ((Z5 — Za) 11,

Agy = =317 (TIP3 1 30OD® @) [(Z, — Z2))a(Zy — Z2,) Z2a

+(Zy = Z2))aZoy(Zy — Zoy)a+ 22y — Z2y)?) © Zy, + 3/4

X

(
(Zv Z2’y) (Z _Z2'y)(Z _Z27)d+1/2(Z7_Z2v)(3)]
x (

O3 4+ 300D, 8,)1 + 61T (TOI®? 4+ 300D P, P,) (3.8)
X [(Zw - Z2v) © (Z'(yQ) - Z27) + (Zw - Z2v)d(ZWde - Z27Z2vd)]

x (W02 4 20OV P,P,)1 + 317 (VP! + 60 P2P,

+ 300292 1 2000, 8,)[(Z., — Z,,) )1,

Ag gy = =3 1T (BBVMI®)[2(Z5 — Z2p)® © Zoy +3/2(Z5 — Z2p)P (2, — Z,)
+(Zs = Zop)a(Zy — Zry) Zopa+ (Zp — Zop)aZry(Zs — Zog)a+ 3/4
X (Zp = Zap)a(Zy — Z2y)(Zs — Zrg)a+ N Zp — Z25) ©(Zy — Zay) © Zg]
< (PPOMI®)1 +6 1T (BPVMI®)((Z, — Z,,) © (25 — Z3))]
x (WEOAM2P )1 + 317 (V88 + 300D, 8,)((Z, — Zy,)a(Z, — Z2,)
X Zsga+(Zy — Zoy)aZoy(Zp — Zap)a+ 3/HZy — Z2y)a(Zy — Z>y)
X (Zg— Zas)a) (PP MI®1)1 + 31T (¥CVMI®)[(Z5 — Z2p)a(Z, — Z2,)
X Zoya+(Zp = Zop)aZiny(Zy — Z2y)a+ 3/ M 23— Zog)a(Zy — Z2)
X (Zy — Z2,)a) (P83 + 30 0DP 8,)1 — 6 1T (WEIM2®,)[(Z5 — Zop)a
X (ZyZ i — Zoy Z2y0)|(FO D3 1 200D Py)1,

(3.9)

Asp =17 (2UCOMY + 3WCOM M) [3/4(Z5 — Z25)a(Zs — Zap)(Z5 — Zap)a (3.10)

+1/2(Z5 — Z25)P) (29O M3 + 3020 M M),
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Az = 1T(‘I’(073)q)§ + 3‘1’(0’2)(1)1(1)2)[3/4(Z7 = Z2)i(Zy — Z)(Zy — Z2y)a

(3.11)
+1/2Z, — Zy,)P) (DD} + 300D P, B,)1
€
Agpy = 1T (REIMI®)[3/2(Z5 — Z2)® © (Z, — Z5,) + 3/4
X (Zs = Z25)a(Z = Z2,)(Z5 — Zas)a] (B> M191)1
— 17O + 390D, 8,)[3/4(Z, — Z2,)a(Z, — Z2,)
X (Zg = Zos)a) (B MI®1)1 - 1T (OB MI®)[3/4(Z5 — Zos)a
X (Zy = Zo)(Zy) — Z2,)a) (¥ D3 4 300D D, )1,
emquel = (1,...,1)" € um vetor de uns n-dimensional.

As quantidades A;, A, e A3 sdo fungdes de cumulantes de derivadas da fungao de
log-verossimilhanga e de derivadas desses cumulantes, ver Apéndice B. Adicionalmente, se
tais quantidades envolverem parametros desconhecidos, estes devem ser substituidos por suas
respectivas EMV sob a hipétese nula (BgO)T, BQT , ﬂ“, 3. ). Assim, a estatistica gradiente
corrigida € obtida como em (3.2) utilizando a estatistica S’I" definida na Secdo 2.4.1 e 0os A’s
obtidos acima.

Agora, suponha que o interesse € testar os efeitos da média e da dispersdo separadamente.
Primeiro, consideramos o teste sobre um subconjunto do vetor de parametros 3. A hip6tese nula
de interesse é H3 : 3, = 650) a ser testada contra H? : 3, # ﬁ§°>. A estatistica gradiente para

testar H3 € apresentada na Se¢do 2.4.2. Neste caso, os A’s sdo dados por
Al =A1gt+Aipy, As=Appg+ Aspy € Az=Aspg,

em que A, g, Ay 3 € A3 sdo como nas equagdes (3.4), (3.7) e (3.10), respectivamente. Ja
as quantidades A; g, e Az g, sdo obtidas das expressoes (3.6) e (3.9), respectivamente, com
Z, = Zy,.

Por fim, consideramos o teste sobre um subconjunto do vetor de parametros «. A
hip6tese nula de interesse € H3 : v, = 750) contra a hipétese alternativa H? : v, # 7§°). A

estatistica gradiente para o teste de H3 € definida na Se¢fio 2.4.3. As quantidades A;, A, e A3

podem S€r expressas como

A1 = AL’Y + Al’gﬂy, AQ = AQ’»-Y + Az,gﬂy [ Ag = A3,’Y7
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em que A; , Az 4 € A3 sdo como em (3.5), (3.8) e (3.11), respectivamente, e as quantidades
Ay gy € Ay gy s30 dadas pelas expressdes (3.6) e (3.9), respectivamente, com Zg = Zs3.

Os resultados obtidos nesta secao generalizam aqueles apresentados em Campos (2014),
que derivou um fator de corregio tipo-Bartlett a estatistica gradiente para testar Hj em MLGS.
Vale salientar aqui que a expressao do fator de correcao tipo-Bartlett para esse teste é diferente

daquela publicada em Campos (2014, p. 35 e 36). A diferenca € que a autora utilizou no célculo
(su)

Jr

(Ju)

em A, o cumulante x;’ ao invés do cumulante x5~ (cumulante apresentado em Vargas et al.

(2013, p. 46)).

3.3 CORRECAO DE BARTLETT PARA A ESTATISTICA DA RAZAO DE VEROSSIMI-
LHANCAS EM MLGS

Cordeiro et al. (2006) derivaram um fator de correcao de Bartlett em notagdo matricial
para a estatistica LR (veja a Se¢fio 2.4.1) para testar H} : 3, = [350), v, = 750) em MLGS. A

estatistica LR modificada é da forma

L
L LR

Cq

sendoc; =1+ (ep+q — ep_p1+q_q1) / (p1 + ql) o fator de corre¢@o de Bartlett. O termo €,

pode ser decomposto como

eprq = & (8) +€(7) + 60 (B,7), (3.12)
em que

&(8) = 71T (WM + 4w GO MM, + w0 M3) 251

1T [(EOM M, + COM3) 2 (20O M, M, + $COME) |1 (3.13)

—_ =] =

+ 5 1T wCOM, M, (22Y) +3Z34Z5Z50) M M, T 01,

1
e (7) = 1 17 (208} + 20091, — v O)92) Z21
1
+ 3 1998422 +32,,2,2,:) @399 a1

1
+ Z lTlII(OQ)@l(pQ(Z’de’yZ«/d + 2Z(3))¢1¢2‘I’(0’2)1

Y

1
+ 5 1T 91Z,02, 7,9, 8,991
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(<

1
€pa (5, 7) =3 1T [(\11(2,1)@,2 + ‘I’(Q’Q)Q)%)M%Z&izfyd _ ‘I’(2’1)<§1M§Z(62)Z7<I>1Mf\11(2’1)] 1

1
+5 1" OCYS M3 Z5yZ, [ Z5aMITPY + 274 (270 0P 1 3,902 P,1.
(3.15)

O termo €,_p, 1 4—q, € obtido de (3.12)-(3.15) com Z., = Zy, € Zg = Zp,0US€Ja, €p_p,+q—q1 =
€5 (B2) + €4(72) + €p—pr.g—a (B2, 72). O erro de aproximagdo x? para a distribuicdo de LR ¢ de
ordem O(n~1), enquanto o erro desta aproximagdo para a distribui¢do de LR* é reduzido para
O(n™2).

Para testar 42 : 3, = B\ contra 12 : B, # B\, o fator de correcdo de Bartlett é
dado por ¢o = 14 {€,(8) — €, (B2) + €p,0(8.7) — €para(B2,7) } /1, em que os termos ¢, (52)
€ 6,.,4(52,7) sdo como (3.13) e (3.15), respectivamente, com Zg = Zog.

Jd a corregdo de Bartlett para o teste de H3 é da formacz = 1+ {eq (7) — €go (72) +

€.4(3,7) — €p.0s(B,7%2) } /a1, em que €4, (72) € €,4,(3,72) sdo obtidos de (3.14) e (3.15),

respectivamente, com Z., = Zo,.

3.4 CORRECAO TIPO-BARTLETT PARA A ESTATISTICA ESCORE EM MLGS

Terra (2013) obteve correcdes para o teste escore em MNLGS. Nesta se¢do, apresenta-
mos um caso particular desse resultado, a saber, o fator de corre¢do tipo-Bartlett para a estatistica
SR (ver a Segdio 2.4.1) para testar H} : 3, = 650), v, = 7§°> em MLGS. A estatistica escore

aperfeicoada foi obtida utilizando os resultados de Cordeiro e Ferrari (1991), e € dada por

SR* = SR[1 — (cg + brSR + arSR?)],

em que
R v
BT 2w+ 2) (v +4)
_ Ary — 2Aps
TR
_ Api — Ao+ Ags
CR =

12v ’

com v = p; + ¢;. O fator [1 — (cg + brSR + arSR?)] é denominado corregdo tipo-Bartlett.

A estatistica S R* tem distribuicdo, segundo a hipdtese nula, mais préxima da distribui¢do qui-
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quadrado de referéncia do que a estatistica SR, o erro de aproximagio é reduzido de O(n™1)
para O(n™2).

As quantidades Ag;, Ars € Arz podem ser escritas como

Ap1 = 3Ag1 — 6ARia + 6AR13 — 6AR14,
Apy = —3ARo1 + 6ARas — 6ARos + 3ARa,

Aps = 3Ags1 + 2Ags2,

em que

Apiy = 1" OO M M, Zo34(Z s — Zop) ZopaM 1 M, ® 301
+ 1" OCOM2®, Z954(Z, — Zo) Z25a® M2 3D
+ 1T OCIMED, Zo54(Z, — Zoy) Z2,a @301
1T OCIMI®, Zo30(Z., — Zo) Z 2,0 ® 1 0 D1
+ 10N 7,5/(Z., — Z2,) Z oy M i@, B*11 (3.16)
170D, 8,Z250(Z., — Z2y) ZoraM > B, 8>V
+1'0ON®37, (Z, — Z2)) Z0,q @3 WO
+92 lT‘I’(O’?’)@‘;’ZQVd(ZV _ Z27)227d¢1¢2q’(0’2)1

+ 170D @, 70 4(Z, — Z2,) Z2yq® 1 8,001,

Apio = 1" OCOM M, Z50Z55(Z 5 — Z95)eME®301
+ 1T OCON My Z930Z95(Z, — Zoy)aM, D2TD1
— 1" OCIM2®, Zy50Z,(Z g — Zop)aM 2P, ®3D1
1T OCIM®, Zy50Z 0 (Z, — Zy)) @01 617
— 1" VOND3Z, 1 Zy (Zs — Zo5) M2 B, 0>V
1"V, 8,7, 1Z,(Zs — Zyp)a M3 P, ¥>V1
1" VOND3Z, 1 Zy (Z., — Zy,) @3 W31

109, 8,7, 172 (Z, — Zq) @301,
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Apiy = —21"0COMIZE) © (Z5 — Z,5) M M, 2?01
~1"OCOM \M,ZY) 6 (Zs — Zos) M M, P01
21" AIMB2Z50 Z, 0 (2, — Zy)) M, 22T .
+1T0OVZY 6 (Zy — Zog) M, 820121
+ 170032 6 (Z, — Z5,) @3 w1

—1'00Y%,8,27 © (Z, — Z2,)®, 8,91,

2 —1
A = 17 20099 N} GOONE — WOONEM,] Zysa( 25— Zas)al
117 20D PRI 22 R N2e? ¢ \Il“’”Mﬂ)ﬂ Zoi(Zs — Zag)dd

17 20D RO A 2e2 g p2e? x11<271>M§<I>2] Zosa(Z. — Zs,)al

2

117 2002290 gt _ pOgt \1:<°’3><1>ﬂ Zoi(Z, — Z3)al,

(3.19)

Apot = 1" OCOM3(Zy — Z95)1Z05(Z 5 — Zop)aM 3T
+21"OCONME(Zy — Zop)aZop(Z — Zoy)aM D221

+ 1T OCINMI®((Zy — Zop)aZoy(Z s — Zop)aM 2D, @31 (320

+ 21" M2®y(Z5 — Z9p)aZo(Z, — Z 1) @301
1" OYDIM B Z, — Zo)aZos(Zy — Zoy)aM D2 W
+ 1T‘I’(0’3)q)?(zv - Z27)dZ27(Z7 - Z2ﬂ/)dq):1))‘11(0’3)1a

Apoy = 1T‘I’(2’O)M1Mzz2ﬁd(zﬁ — Zy)(Zp — ZQ,B)dMi)‘I’(g’O)l
(Z

+ 1T OCONM My Zo34(Z 5 — Zog — Z2q)aM, @202

~

)
1" OCOIM2®,Z954(Z, — Z2,)(Z g — Zop)a M2 P, ¥ >V
— 1" OCIM®, Zo5i(Z — Zo))(Z — Z2,)a @3 WO

(3.21)
10337, (Z, — Z2,)(Zs — Zop)aM i@, T>V1

10O, 8,Z, 4(Z, — Z2,)(Zs — Zop)aM 3P, ¥>D1
1" 0N Z, (Z, — Zo))(Z.) — Zy))a @3 T
10937, (Z, — Z2,)(Z, — Zs,)q® 1 @, WP,
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Aoy = VWO ML Z,5 0 (Zg — Zog) © (Zg — Zos) MTPPI1
+1TOCOM2®,Z, 0 (Zs — Zap) © (Zs — Zop) M0 ¥V
121" OCYM2®,Z,5 0 (Z, — Zy,) © (Zs — Zop) M2, 01 .
121" O M 22y, 0 (Z — Zy,) O (Zg — Zop) M &30 21
* 1TM1¢%Z2/3 © <Z7 —Z2%) 0 (Z, - Z2W)M1‘I‘%‘I’(l’2)l

+1'e91Z,, 0 (Z, — Z2,) O (Z, — Z5,)27¥™1,

2 -1
Apaa =17 [3‘1’(3’0) Mg Mﬂ (Zs = Zap)a(Zs — Zap)al
2 2 -1 2 -1
T2 [ @O0 gD G0N DE 4 2w 20 2 .
~ UIMIPT ‘I’(Q’O)‘I’(O’Z)M?@f] (Zs = Z25)a(Zy = Zra)ad

17 [3{,(1,2)2\11(2,0)—1(1)411 - \I,(OA)(I)‘Il] Zoi(Z, — Zyy)al,

Apst = V' WCOMYZs — Zop)a(Z s — Z2p)(Z 5 — Zas)aM TP PV1
+21TWCOMYNZ5 — Z3p)a(Zs — Z25)(Zy — Z2y)aM 7021
+ 21T UMY (Z s — Zos)a(Z — Z2,)(Z — Zoy)aM @, *V1 (3.24)
1T OCOIM2®(Z s — Zop)a(Z) — Zoy))(Z s — Z o) M2 B, B>V '
+ 1" OIMONZ, — Z2,)a(Zs — Z2p)(Z — Z2,)aM 1 27T

+ IT‘I’(O’s)@?(ZW - ZQ’Y)d(Z’Y - ZQ’Y)(Z’Y - Z2v)dq)?\1’(073)1

Apgy = V' WOOMYZ g — Zp) ©(Zg — Zas) © (Zg — Zog) MTEPI1
+31TOCIM2®(Z5 — Zop) ©(Z) — Z2y) O (Zs — Zog) M32®, W31
(3.25)
+ 30 YAIM \®HZ, — Z2,) © (Zs — Zop) © (Zy — Zpy) M, 2091
+ IT\II(O’S)(I)?(Z”/ - ZQW) © (ZW - ZQW) © (ZW - Z2”/)(I’:1‘)1~
O fator de corregio tipo-Bartlett para a estatistica escore para testar HZ : 3, = 550) S
obtido de (3.16)-(3.25) substituindo Z., por Zs,. Para testar Hj : v, = 75 ), a correcao tipo-
Bartlett também € obtida das expressoes (3.16)-(3.25), porém, com Zg = Z53. Adicionalmente,

Terra (2013) somente apresentou resultados de simulacdo para a estatistica escore e sua versao

corrigida para o teste de HJ.
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo, apresentamos os resultados de simulagdes de Monte Carlo para avaliar
o desempenho dos testes baseados na seguintes estatisticas: gradiente (S7T'), gradiente corrigida
(ST™), gradiente bootstrap (S7}), razdo de verossimilhangas (L R), razdo de verossimilhangas
corrigida (LRR*), razdo de verossimilhangas bootstrap (LRy), escore (SR), escore corrigida
(SR*) e escore bootstrap (SRy). Avaliamos o desempenho dos testes em fungdo da proximidade
da probabilidade de rejei¢ao da hipétese nula, sendo esta verdadeira (probabilidade do erro tipo

I), aos respectivos niveis nominais. Nas simulacdes consideramos trés hipoteses nulas distintas:
He:B,=0,v,=0, H2:8,=0 e Hi:~v, =0
0P =U7 =0 0-M1= 0-Y1 =

contra hipdteses alternativas bilaterais. As dimensdes dos vetores 3, € 7y, sdo p; € ¢, respec-
tivamente, e O representa vetores de zeros de dimensdes apropriadas. Vale salientar que os
testes da razdo de verossimilhangas e escore e suas versdes corrigidas e bootstrap somente foram
apresentados para o teste de HZ.

Os resultados de simulagdo sd@o baseados no modelo Poisson duplo, cuja fungdo de
probabilidade € definida em (2.4). A seguir, descrevemos a geracdo da uma varidvel aleatoria
Y com distribui¢do Poisson dupla, denotada por PD(p, ¢). Seja X uma varidvel aleatdria que

segue distribui¢do Poisson com pardmetro p¢, entdo, temos que

X
y ==
¢

segue distribuicao PD(u, ¢). Os componentes sistematicos da média e da dispersdo sdo dados,

respectivamente, por

log(u) = Bo + Brxi + Pazia + - - - + BpTip,

log(¢1) = Yo + 71501 + Y2812 + -+ + VgSig

com! =1,...,n. A varidvel resposta foi gerada assumindo que 3y = 3.5, 5 = --- = 3, = 0.1,
Y = —0.5evy; =--- =1, = —0.01, e as covaridveis foram geradas como amostras aleatorias
da distribui¢éo U(0,1). Os tamanhos amostrais considerados sdo n = 20, 30, 40 e 50, e os
niveis nominais sdo o« = 5% e 10%. As simula¢des foram realizadas utilizando a linguagem
de programacgdo Ox (Doornik, 2006). Para a maximiza¢do da funcao de log-verossimilhanga

utilizamos o algoritmo de otimizac¢do ndo-linear BFGS com derivadas analiticas. O nimero
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de réplicas de Monte Carlo foi fixado em 10000 e 1000 réplicas bootstrap. Para cada tamanho
amostral e cada nivel considerado, calculamos as taxas de rejei¢do, ou seja, estimamos via
simulagdo Pr(ST > z,), Pr(ST* > x,), Pr(LR > z,), Pr(LR* > z,), Pr(SR > z,) e
Pr(SR* > z,), em que x,, é o quantil 1 — « da distribui¢ao qui-quadrado de referéncia.

Inicialmente, nos detemos em testar simultaneamente os efeitos da média e da dispersao.
A hipétese nula a ser considerada é H} : 3y = 0,7, =0,com (p; = ¢ = l,p=qg=2)e
(p1 = q = 2,p=q = 3), sendo p; e ¢; as dimensdes dos vetores 3, e v,, respectivamente
(ver a Tabela 1). Notamos que o teste gradiente € liberal, rejeitando a hipétese nula com maior
frequéncia do que o esperado com base nos niveis nominais. Por exemplo, para n = 20 e
(1 =q =1)e(p1 = q = 2), as taxas de rejeicdo nula do teste ST correspondente a v = 10%
sdo 12,08% e 17, 15%, respectivamente. Vale ressaltar, contudo, que o teste gradiente tende a
funcionar melhor com o aumento do tamanho da amostra, como esperado. O teste ST, por
outro lado, apresentou um bom desempenho, mesmo em tamanhos de amostra pequenos. Para
n =30, (p1 = ¢1 = 2) e « = 10% a taxa de rejei¢do é 10, 33% para o teste ST*. Em geral, a
tendéncia do teste gradiente em rejeitar demasiadamente a hipdtese nula € atenuada pela corre¢do
tipo-Bartlett, de modo que o teste corrigido, S7T™, apresenta taxas de rejei¢do mais proximas dos
respectivos niveis nominais.

Nosso interesse agora € testar somente os efeitos da média. Neste caso, a hip6tese
nula a ser considerada é H2 : 3, = 0,com (p; =2,p=q=3),(p1 =3, p=q=4) ¢
(p1 = 4,p = q =5). Observe que consideramos trés situagdes distintas entre si (ver a Tabela 2).
Mais uma vez, notamos que o teste gradiente apresenta taxas de rejei¢cdo acima dos respectivos
niveis nominais. Notamos também que o nimero de covaridveis de dispersdo, bem como o
nimero de parametros de interesse, p;, impactam consideravelmente o desempenho do teste
gradiente, resultando em taxas de rejeicdo ainda mais distorcidas. Por exemplo, paran = 20 e
(m=2,p=q=3)e(p1 =4,p=q=0>5), as taxas de rejei¢do do teste ST correspondente a
a = 10% sdo 16, 17% e 20, 58%, respectivamente. O teste gradiente corrigido, por sua vez, teve
bom desempenho em todos os cendrios descritos na Tabela 2. Considerando a mesma situacao
anterior, ou seja, quandon = 20e (py =2,p=q¢=3)e (p1 =4,p=q=>5), com a = 10%
as taxas de rejeicdo sdo, respectivamente, 10,28% e 9, 77% para o teste ST*. E interessante
observar que, neste caso, o teste gradiente corrigido nao foi afetado significativamente pelo
numero de covaridveis no modelo de dispersdo, visto que este apresentou taxas de rejeicao bem
proximas dos niveis nominais considerados. O mesmo nao ocorre com o teste gradiente que,

nas mesmas circunstancias, apresentou taxas de rejeicao bastante afastadas do respectivos niveis
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nominais.

Agora, consideramos a hipétese nula H3 : v, = 0, com (¢, = 2,p = ¢ = 3),
(1 =3,p=qg=4)e (1 = 4,p =q = 5). Aqui estamos interessados em testar somente
os efeitos da dispersdo. Os resultados sdo apresentados na Tabela 3. Verificamos que o teste
gradiente apresentou taxas de rejeicdo muito distorcidas, mesmo em tamanhos de amostra
relativamente grandes. Esse fato se agrava ainda mais, com o aumento do nimero de covaridveis
da média. Por exemplo, quando n = 20, (¢; = 2,p = ¢ = 3) e « = 10% a taxa de rejeicdo
do teste ST é 24, 94%, mais que o dobro do nivel nominal considerado. Para este mesmo caso,
a taxa de rejeicdo do teste ST* é 15,52%. E evidente que a teste gradiente corrigido mostrou
desempenho superior quando comparado com o teste gradiente usual. No entanto, verificamos
que as taxas de rejeicdo apresentadas pelo teste gradiente corrigido foram préximas, mas ndo o
suficiente, dos respectivos niveis nominais.

Adicionalmente, analisamos a influéncia do nimero de pardmetros de interesse no
desempenho dos testes. No primeiro caso, a hipétese nula considerada é H3 : 3, = 0, com
p1 =3,4,5,6,q =3 ep=p;+1,sendo p; e q as dimensdes dos vetores 3, e v, respectivamente.
Os resultados sao apresentados na Tabela 4. Observamos, neste caso, que as taxas de rejei¢ao
do teste gradiente e do teste gradiente corrigido mantiveram-se estdveis diante do aumento
do nimero de parimetros de interesse, p;. E possivel notar que o teste gradiente usual é
liberal. J4 o teste gradiente corrigido apresenta leve distor¢ao de tamanho. Por exemplo, para
p1 = 6 e n = 30, as taxas de rejei¢do dos testes ST e ST* correspondente a o = 10% sdo,
respectivamente, 15, 11% e 10, 84%.

No segundo caso, a hipétese nula em considera¢do é H3 : v, = 0, com ¢; = 3,4, 5,6,
p=3eq=q +1,sendo q; e p as dimensdes dos vetores v, e 3, respectivamente (ver a Tabela
5). E possivel observar aqui que o teste gradiente usual é bastante liberal, de modo que suas taxas
de rejeicdo se afastam dos niveis nominais, a medida que o nimero de pardmetros de interesse
aumenta. O teste gradiente corrigido, por sua vez, também € afetado pelo nimero de parametros
de interesse, ¢;, porém de forma menos acentuada. Por exemplo, para ¢; = 4,n = 40e a = 5%
a taxa de rejeigdo do teste ST é 9, 30%, enquanto a taxa de rejeicdo do teste ST™ é 5, 55%.

Verificamos também o efeito do nimero de parametros de perturbacdo no desempenho
dos testes. No primeiro cendrio, a hipétese nula em consideragdo é HZ : 3, = 0, com
p1=2,9q=3ep=4,50,7, sendo p a dimensdo do vetor 3 (Tabela 6). Observamos que o
teste gradiente apresenta taxas de rejeicao distorcidas, as mesmas estdo muito afastadas dos

respectivos niveis nominais principalmente quando o nimero de covaridveis no modelo da
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média aumenta. O mesmo ocorre com o teste gradiente corrigido, no entanto seu desempenho
¢ visivelmente melhor do que o teste gradiente usual. Por exemplo, quando p = 7, n = 30 e
a = 10%, as taxas de rejeigdo sdo 23, 16% e 15, 24% para os testes ST e ST*, respectivamente.

No segundo cenério, a hipétese nula em teste é 7—[(?; v, =0,comqg; =2,p=2¢
q=4,5,6,7, sendo ¢q a dimensdo do vetor « (Tabela 7). Neste caso, o teste gradiente também
apresenta taxas de rejei¢ao afastadas do niveis nominais considerados, isso € mais evidente com o
aumento do nimero de covaridveis no modelo de dispersdo. Em contra partida, o teste gradiente
corrigido apresentou um bom desempenho, com suas taxas de rejeicao bem mais préximas dos
niveis nominais. Para ¢ = 6, n = 20 e a = 5%, as taxas de rejei¢do dos testes ST e ST™* sdo
13,69% e 5, 59%, respectivamente.

Na Grifico 1 apresentamos graficos quantil-quantil (quantil exato versus quantil assin-
tético) das estatisticas ST e ST*. Consideramos a seguinte situagdo: H} : 51 = 0,7, = 0, com
p = q = 2. Os quantis assintéticos sdo obtidos da distribuicdo qui-quadrado com dois graus de
liberdade. A linha continua representa a identidade, ou seja, os quantis assintoticos sao iguais aos
quantis exatos. Verificamos que a estatistica S’I" (linha pontilhada) apresenta quantis bem superi-
ores aos quantis da distribui¢do qui-quadrado. J4 os quantis da estatistica ST (linha tracejada)
estdo bem proximos dos quantis da distribui¢do qui-quadrado. Os resultados evidenciam que a
distribuicdo nula da estatistica ST estd muito préxima da respectiva distribuicdo assintdtica.

Na Gréfico 2 também apresentamos graficos quantil-quantil das estatisticas gradiente
e gradiente corrigida. Consideramos, porém, 7—[3 : B, =0,comp; =2,p=3eq=3.
Novamente, a estatistica S7" apresenta quantis bem superiores aos quantis da distribuicdo qui-
quadrado. A estatistica ST™, por outro lado, apresenta quantis mais préximos dos quantis da
distribuicao de referéncia. Dessa forma, o teste baseado na estatistica S7™ tem desempenho
superior ao do teste baseado na estatistica S7".

Por fim, na Gréfico 3, apresentamos graficos quantil-quantil das estatisticas S7" e ST,
considerando HJ : v; = 0, com ¢; = 2, ¢ = 3 e p = 3. Observamos que os resultados sdo
semelhantes aos que foram apresentados acima. Novamente, a distribui¢do nula da estatistica

ST* é bem aproximada pela distribuicdo de referéncia.
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Tabela 1 — Taxas de rejeigdo nula (%) dos testes ST e ST™* variando o ndimero de pardmetros de
interesse da média e da dispersdo simultaneamente e o tamanho da amostra.

Tabela 2 — Taxas de rejeicdo nula (%) dos testes ST e ST™* variando o nimero de pardmetros de

m=q=1 pL=q =2
n Q ST ST ST ST
20 5% | 6.25 532 9.72 830
10% | 12,08 10,18 | 17,15 13,95
30 5% 6,03 5,33 | 6,06 5,23
10% | 11,24 9,86 | 12,62 10,33
40 5% 5,63 5,15 5,60 5,19
10% | 10,91 10,00 | 11,08 9,88
50 5% | 5,45 499 | 539 5 00
10% | 11,16 10,13 | 10,96 9,95

interesse da média e o tamanho da amostra.

p=2p=q=3|p=3p=q=4 | p=4p=q=5
n o« ST ST* ST ST* ST ST*
20 5% | 8,34 5,05 9,41 5,17 | 10,00 5,22
10% | 16,17 10,28 | 19,81 10,57 | 20,58 9,77
30 5% | 7,05 5,07 7,88 4,94 9,62 4,91
10% | 13,85 10,35 | 16,32 10,15 | 19,76 10,22
40 5% | 6,91 5,31 7,57 5,11 8,91 4,08
10% | 13,65 10,53 | 15,14 9,80 | 17,24 10,48
50 5% | 6,27 5,05 6,92 4,82 7,91 4,85
10% | 11,96 10,03 | 13,67 9,85 | 15,50 10,06

Tabela 3 — Taxas de rejeicdo nula (%) dos testes ST e ST™* variando o nimero de pardmetros de

interesse da dispersdo e o tamanho da amostra.

@n=2p=q=3|qa=3p=q=4|q=4p=qg=5
n « ST ST ST ST ST ST
20 5% | 16,89 8,99 | 24,96 11,40 | 40,29 15,16
10% | 24,94 15,52 | 35,28 18,02 | 51,88 23,13
30 5% | 8,74 4,83 | 13,97 6,77 | 24,19 11,11
10% | 15,35 10,07 | 22,29 12,29 | 34,31 18,33
40 5% | 7,98 5,28 | 10,24 5,58 | 15,06 6,55
10% | 14,48 10, 58 17,82 10, 88 24,22 12,88
50 5% | 7,20 5,00 8,78 5,43 | 11,30 5,42
10% | 13,02 10,11 | 15,99 10,69 | 19,47 11,12




Tabela 4 — Taxas de rejei¢do nula (%) dos testes ST e ST* aumentando o nimero de
parametros de interesse da média com ¢ = 3 (7—[3 B, = 0).

a=10% a = 5%
ST ST* ST ST
1459 9,99 6,59 4,59
14,84 10,57 | 7,04 5,15
15,09 10,73 | 6,51 4,86
15,11 10,84 | 6,53 5,12
13,10 10,26 | 6,40 4,72
13,00 10,14 | 6,29 4,92
13,47 10,21 | 6,35 5,09
13,82 10,87 | 6,36 5,15
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Tabela 5 — Taxas de rejei¢do nula (%) dos testes ST e ST* aumentando o nimero de
parametros de interesse da dispersdao com p = 3 (7—[8 tY = 0).

a=10% a = 5%

ST ST ST ST
18,30 11,37 | 10,91 6,18
20,93 12,39 | 12,47 6,56
23,32 13,59 | 14,39 7,06
95,04 14,44 | 15,71 8,18
14,92 10,63 | 8,36 5,46
16,28 10,91 9,30 5,55
17,01 10,73 | 9,49 5,65
18,20 11,40 | 10,30 6,26
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Tabela 6 — Taxas de rejeicao nula (%) dos testes ST e ST* aumentando o nimero de
parametros de perturbagdo da média com p; =2e q =3 (7{3 B, = O).
a=10% a=5%

n o p ST ST ST ST

20 4 20,91 11,68 | 10,80 6,32
5 24,89 15,28 | 13,75 9,76
6 28,10 18,84 | 16,67 14,07
7 32,48 23,83 | 20,13 18,71

30 4 15,58 10,35 | 7,80 5,46
5 18,82 11,99 | 10,36 7,25
6 20,48 13,31 | 11,67 8,83
7 23,16 15,24 | 13,55 10,97
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Tabela 7 — Taxas de rejei¢do nula (%) dos testes ST e ST* aumentando o nimero de
parametros de perturbagdo da dispersdocom ¢y =2ep =2 (Hg’ Y= 0).

10

Quantis assintéticos - X

a=10% a = 5%
n q ST ST ST ST
20 4 19,73 11,23 | 11,64 6,13
5 22,31 10,78 | 13,26 6,00
6 21,98 10,02 | 13,69 5,59
7 24,05 10,04 | 15,54 6,06
30 4 14,32 9,93 | 7,55 4,91
5 15,63 9,42 | 8,53 4,93
6 15,94 8,31 | 8,99 4,21
7 17,34 8,00 | 9,97 4,13
n=20 n=30
o _]
....... St — e Sp
S; S;
8
g 97
()
o
o -,
I I I I I I I I I I I
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Quantis assintéticos — X

Grifico 1 — Graficos quantil-quantil das estatisticas S e 5., considerando o teste dos efeitos da

média e da dispersao simultaneamente.
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Grafico 2 — Graficos quantil-quantil das estatisticas St e S5, considerando o teste dos efeitos da

média.
n=20 n=30
o | o ]
= R Sy = R Sy
S S,
0 0 —
[%] . [%2]
] o
T © g ©
x Pl x
(] ()
2 2
IS IS
8 <« - 8 <« -
> >
3 ]
N , N
© ©
| | | | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Quantis assintéticos - x5 Quantis assintéticos - x5

Grafico 3 — Gréficos quantil-quantil das estatisticas St e S, considerando o teste dos efeitos da
dispersao.

Na Tabela 8 apresentamos as taxas de rejei¢ao dos testes LR, SR, ST, LR*, SR*, ST*,

LRy, SRy, e STy, considerando a seguinte hipdtese nula: H% B, =0,comp; =2,p=3e
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q = 2. E possivel notar que os testes gradiente e razio de verossimilhangas sio liberais, isto é,
suas taxas de rejeicdo estdo acima dos niveis nominais considerados. O teste escore, por sua vez,
apresentou distor¢cdes de tamanho menores do que os testes mencionados anteriormente. Por
exemplo, quando n = 20 e o = 5%, as taxas de rejei¢do dos testes ST, LR e SR sdo 7,70%,
9,78% e 5,90%, respectivamente. Os testes corrigidos, por outro lado, apresentaram taxas de
rejeicdo mais proximas dos niveis nominais. Considerando a mesma situa¢do anterior, as taxas
de rejeicdo sdo 5, 26%, 6, 54% e 4, 82%, para os testes ST*, LR* e SR*, respectivamente. Vale
salientar que os testes escore e gradiente corrigidos obtiveram desempenhos consideravelmente
melhores. Observamos também que os testes bootstrap apresentaram leve distor¢ao de tamanho.
Por exemplo, paran = 30 e a = 5%, as taxas de rejei¢do dos testes ST,, LR, e SRy, corres-
pondente a o = 5% sdo 5,32%, 5,34% e 5,04%, respectivamente. De modo geral, os testes
corrigidos e os testes bootstrap apresentaram desempenhos similares. Note ainda que o teste
LR, apresentou desempenho superior ao do teste L R*. Ressaltamos, no entanto, que os testes
bootstrap podem ser custosos computacionalmente.

Ja na Tabela 9 apresentamos os resultados de simulacdo para as taxas de rejei¢ao
nao-nula (poder) dos testes LR*, SR*, ST*, LRy, SRy, e STy. E importante observar que estas
simulacdes de poder correspondem a situagdo abordada na Tabela 8 para n = 30. Foram fixados
p1 = 2,p = 3,q = 2 e onivel nominal &« = 10%. A hipétese alternativa em consideragio é
H? : By = By = J, com diferentes valores para §. Ndo consideramos os testes ST, LR e SR,
visto que estes sdo bastante liberais, sob H2, e, portanto, ndo podem ser recomendados. A partir
dos resultados de simulagdo é possivel notar que, a medida que |0| aumenta, o poderes dos testes
também aumentam, como esperado. Entre os testes corrigidos, o teste L R* foi o que apresentou
desempenho levemente superior. Os resultados indicam que nao ha nenhuma perda de poder
derivada do fato de usar o fator de correcdo de Bartlett e tipo-Bartlett derivado no Capitulo 3. Em
geral, os testes corrigidos apresentaram desempenhos semelhantes aos dos testes bootstrap. Vale
salientar aqui que as simulacdes das Tabelas 8 e 9 para o caso dos testes SR e S R* sdo inéditas,

pois em Terra (2013) as simulag3es para esses testes s6 foram apresentadas para a hipStese Hj.
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Tabela 8 — Taxas de rejeicdo nula (%) dos testes LR, SR, ST, LR*, SR*, ST*, LRy, SRy, e

ST, com p; = 2, p = 3, ¢ = 2 e diferentes tamanhos amostrais.

n a | ST ST ST, | LR LR* LR, | SR SR* SR,
20 5% | 7,70 5,26 5,12 9,78 6,54 4,52 | 5,90 4,82 4,78
10% | 14,30 10,12 9,68 | 16,56 12,04 9,20 | 11,84 9,56 9,54
30 5% | 6,48 5,28 5,32| 7,36 6,14 534| 544 504 504
10% | 12,68 9,98 10,00 | 13,66 11,60 9,84 | 11,02 9,72 9,86
40 5% | 6,60 5,30 52| 7,36 6,02 516| 58 516 5,36
10% | 11,82 10,02 9,94 | 12,46 10,88 9,86 | 10,88 9,96 9,98
50 5% | 5,98 508 522| 6,64 5056 526| 546 506 524
10% | 11,58 10,02 10,22 | 12,10 10,90 10,18 | 10,86 10,10 10,26

Tabela 9 — Taxas de rejeicdo nao-nula (%) dos testes LR*, SR*, ST*, LRy, SR, e ST}, com
p=2p=3,q=2,n=30ea=10%.

4]

ST

STy,

LR*

LRy

SR*

SRy

94, 08
80, 24
52,28
22, 80
23,98
57,64
88, 52
99, 06

04,20
80,30
52,00
922,24
24,08
57,06
88,28
99, 04

94, 62
81,68
54, 64
25, 20
26, 10
59,76
89,48
99, 18

93, 86
79, 86
51, 60
22,12
23,72
56, 60
87,84
98,94

03,72
79,94
52,40
22,60
23,76
57,36
88,10
08,88

93,76
80,12
52,20
922, 44
23,96
57,32
88,08
08, 88
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A principal contribui¢do tedrica nesta dissertacdo foi a derivagdao de um fator de corre¢do
tipo-Bartlett a estatistica gradiente para testar simultaneamente os efeitos da média e da dispersdo
em modelos lineares generalizados superdispersados. A partir dos resultados de simulagdes
de Monte Carlo verificamos que o teste gradiente pode ser bastante liberal em amostras de
tamanho pequeno, rejeitando a hipétese nula com maior frequéncia do que o esperado com base
no nivel nominal considerado. Nesse sentido, notamos que o fator de corre¢do tipo-Bartlett que
obtivemos neste trabalho melhorou a aproximacao da distribui¢io da estatistica gradiente pela
distribui¢cdo qui-quadrado, uma vez que o teste corrigido apresentou taxas de rejeicao empiricas
mais proximas dos niveis nominais considerados. Além disso, tanto o teste gradiente usual
quanto o teste gradiente corrigido sdo afetados pelo nimero de parametros de perturbacgao,
principalmente, se estes sao componentes do vetor de parametros da média. De modo geral, os
testes baseados na estatistica gradiente aperfei¢coada apresentaram melhores resultados do que
aqueles baseados na estatistica gradiente usual.

Além disso, considerando o teste dos efeitos da média, notamos que os testes da razao
de verossimilhancas, gradiente e escore corrigidos tém taxas de rejeicao mais proximas dos
respectivos niveis nominais do que suas versoes sem correcdo. Verificamos também que os testes
gradiente e escore corrigidos apresentaram desempenhos levemente melhores do que o teste
da razao de verossimilhangas corrigido. Em geral, os desempenhos dos testes bootstrap sao
similares aos dos testes corrigidos, com uma pequena vantagem para o teste L [?;, em relagcdo ao
teste LR*. Os poderes dos testes bootstrap e dos testes corrigidos sdo semelhantes, com leve

vantagem para a estatistica da razdo de verossimilhangas corrigida, LR*.
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APENDICE A - DERIVADAS DA FUNCAO (4, ¢)

Para o calculo dos cumulantes e, consequentemente, da corre¢do tipo-Bartlett para a
estatistica gradiente (S7") em modelos lineares generalizados superdispersados € necessario

obter algumas derivadas da fun¢éo W (u, ¢) definida a partir do modelo adotado. Neste trabalho,

consideramos o modelo Poisson duplo, em que

U(p, ¢) = pplnp+ % In ¢.
Dada a fungéo ¥ (u, ¢), podemos facilmente calcular suas derivadas da seguinte forma:
VO () = O (p, §) /O 0", 1,5 > 0.
As derivadas da funcgdo U (u, ¢) utilizadas nesta dissertacao sdo dadas a seguir.

1
VOO — g+ g, UOU = glnp+ —,

2¢
g0 _ ¢ gon__ L geo__9¢
M’ 2¢2 ) 2 )
303 _ ig g0 _ _2_63 g0 _ _34
¢ ) Y gb )
O =Inp41, 0@ = 1, U2 =0 e
1

g2 =,
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APENDICE B - CUMULANTES PARA OS MLGS

Neste apéndice, apresentamos os cumulantes e derivadas desses cumulantes que sio
necessarios para a obtencdo da correcdo tipo-Bartlett para a estatistica gradiente no MLGS.

Adota-se a seguinte notagdo para as derivadas da fungdo de log-verossimilhanca ¢(3, 7):

Ur - aé(ﬁv 7)/857"7 U'rS - a2€</37 7)/851“8’75’7 UrsT - a3‘6(/87 7)/aﬁraﬁsafYT7

etc, em que as letras mindsculas e maidsculas correspondem a componentes de 3 e -, res-
pectivamente. Os cumulantes de derivadas da funcdo de log-verossimilhanga sdo denotados

por

KRy = E(Ur), Krs = E(Ur )7 RrsT = E<UT'ST>7

Rr s = E(UTUS), Ry sT = E(UT‘UST)

e assim por diante. As derivadas dos cumulantes sdo representadas por

a rs a TS
@ — Zhrs ) _ Yhrs

rs ) Krs )
et r

etc. A seguir, apresentamos tais cumulantes na classe dos MLGS (Cordeiro et al., 2006).

e Cumulantes para o componente 3

_ Z (2,0), 2
Kjr = — \Ill my T Tir,
l
. (3,0), 2 (2,0)
KRjrs = — E (2\111 my; + 3\111 mZZ)mllxljxlr:Esa
l

frse = — 3 (30 mi, + 1200 md e + 3020 m3, + 402 mymy)
l
X XL LisTiy,
gr

,L{J(.S) - _ Z(\I[l(&o)m%l + 2\111(270)m2l>m111'lj$lr1'l8
l

KUW — _ Z(\I/l(zl’o)m‘lll + 5\I’l(3’0)m%lm21 + 2\1152’0)m1lm31 + 2\1152’0)m§l)mljxlrxlsxlu,

rs
l

/igtfl = — 2(2\111(4’0)771‘11, + 9\111(3’0)mflm25 + 3\111(2’0)m§l + 3\111(2’0)mllmgl)xljxlrmlsmlu.
!



e Cumulantes para o componente ~y

_ (0,2) 42
KJR = g U, 01S11SIR,
]

KJRS = Z(‘I’Z(O’S)Qﬁz + 3‘1’1(0’2)</521)¢1151J8138157
I

KJRSU = Z(‘I’l(o’4) 1+ 6\1’1(0’3)(%5%@21 + 3\1’1(0’2)(;53; + 4\1/1(0’2)¢1z¢3l)SuSzRSlsSZU,
]

K = Z(‘Ijgo’g)ﬁb?z + 20 60 busissinsis
1

’fgsU) = Z(‘IJZ(OA) s 5‘111(0’3%%1(?21 + 2\111(0’2)@% + 2\111(0’2)¢1z¢3l)SlJ81RSISSZU,
!

ks = Z(‘Pgo’@ oty + 600 2o + 30V 62) + 30 puiia) siysirsissiv
I

o Cumulantes mistos

s S
kijrs = 0, Ii';q% =0, RE-R) =0, Kjrsu=20

u U ju JU
“g‘fz)s =0, ”5'3)57 “S«js) =0, ’ff«s =0,

_ . _ (21) ;2
Kjrs = Kj, = — E U pumymrgsis,
l

K = = Y (Wm0 myma) duayanvsis,
l

H(U) = — 2(2‘111(3’1)771?1 + 3\1152’1)mumgl)@l:clj:clrxlssw,
l

jrs

"f%s = Z(\I’l(l’?’)mugbfl + 311’1(1’2)m1z¢2l)¢1l$zu8u«9m$ls,

o) _ (2,2) 2. 2 (2,1) 2
Kirg = — E (\I’l umi + U, dymi)) e sissiv,
1

’i% = Z qj§112)¢%lm1lxlsle8lRu
I
’@gm = - Z(‘I’z(g’l)m:fl + 2‘1’1(2’1)m1lm21)¢119€1r1’151’1j81U,
I
2,2 2,1
R0 = - Z(‘I’l( Jptm3 + P by aississiw,
I

“gg) = Z(‘I’z(zg)m%l + ‘1’1(1’2)7”21)¢%z$l]‘$lu8m5157
I

kg = Z(‘I’l(l’g)ﬁb?z + 202 600 ) muay sirsis s,
!

_ 3,1, 3 (2,1)
KjrsU = — E 20,7V my; 4+ 3V, mumay) duxi T Tissiw
!

2,2 2,1
Kirsu = — > (U2 6% + UV go)mizymsissw.
l
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