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RESUMO

Em algumas situacgoes, séries temporais de contagem podem apresentar uma
quantidade de zeros maior do que o esperado no modelo ajustado. Com o intuito de
modelar tais séries, neste trabalho foi proposta uma classe de processos autorregressivos
para valores inteiros nao negativos (INAR(p)) com inovagoes seguindo distribuigdes
inflacionadas de zeros, as quais denotamos por ZI-INAR(p). Esta classe tem como caso
particular o processo INAR(p) com inovagoes Poisson Inflacionada de Zeros (ZIP-INAR(p))
e possibilita definir dois novos processos, com inovac¢oes Binomial Negativa Inflacionada
de Zeros (ZINB-INAR(p)) e Poisson Inversa Gaussiana Inflacionada de Zeros (ZIPIG-
INAR(p)). Para a classe, desenvolvemos a metodologia de estimacdo dos pardmetros via
algoritmo EM e propomos métodos de bootstrap paramétrico e em blocos para construir
intervalos de confianca e estimar a distribuicao de previsdo. Estudamos por meio de
simulagoes o desempenho dos métodos de estimacao propostos. Além disso, aplicagoes
em conjunto de dados reais foram consideradas para comparar os processos ZIP-INAR(p),
ZINB-INAR(p), e ZIPIG-INAR(p), com os processos com inovagoes Poisson, Binomial
Negativa e Poisson Inversa Gaussiana, via medidas de qualidade de ajuste e medidas de

acuracia de previsao.

Palavras-chave: Algoritmo EM. Bootstrap em blocos. Distribuicao inflacionada de

zeros. Previsdo. Poisson-Inversa Gaussiana. Processo autorregressivo de valores inteiros.



ABSTRACT

In some situations, counting time series may have more zero values than expected
under the fitted model. In order to lead with such series, in this work, we propose a
class of integer valued non-negative autoregressive processes of order p (INAR(p)) with
innovations following zero inflated distributions, which we denoted by ZI-INAR(p). This
class has as a particular case the INAR(p) process with Zero Inflated Poisson innovations
(ZIP-INAR(p)) and it allows to define two new processes, with Zero Inflated Negative
Binomial innovations (ZINB-INAR(p)) and Zero Inflated Gaussian Inverse innovations
(ZIPIG-INAR(p)). For the class, we propose the parameters estimation methods via EM
algorithm and the parametric and block bootstrap methods to obtain the confidence
intervals and estimate the forecasting distribution. We studied through of simulations
the performance of the parameters estimation. Also, we applied in a real data set our
methodology in order to compare the performance of the ZIP-INAR (p), ZINB-INAR(p) and
ZIPIG-INAR(p) processes, with the processes with Poisson, Negative Binomial and Poisson
Inverse Gaussian innovations, via goodness-of-fit statistics and measures of forecasting

accuracy.

Keywords: Block bootstrap. EM algorithm. Forecast. Integer valued autoregressive

processes. Poisson Inverse Gaussian distribution. Zero inflated distribution.
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1 INTRODUCAO

O interesse na modelagem de séries temporais de contagem tem crescido muito
nos ultimos anos devido sua ampla aplicabilidade em diferentes areas do conhecimento.
Por exemplo, podemos ter o interesse em estudar o niimero de acidentes de automoveis em
uma rodovia, nimero de pacientes na fila de um hospital, niimero de individuos infectados
por uma determinada doenga em uma populacao, durante um determinado periodo de
tempo, entre outros.

Um dos processos mais conhecidos para séries temporais de contagem ¢é o
processo autorregressivo de valores inteiros nao negativos de primeira ordem, INAR(1),
baseado no operador thinning Binomial, e introduzido por McKenzie (1985) e Al-Osh
e Alzaid (1987), os quais consideraram que as inovagoes seguem distribuigdo Poisson.
No entanto, na pratica, séries temporais de contagem podem apresentar inflacdo de
zeros, e neste caso, o processo INAR(1) pode ndo ser adequado. Considerando dados
independentes, modelos com inflagao de zeros tém sido utilizado em diversas areas, como
manufatura (LAMBERT, 1992), e agricutura (GARAY et al., 2015). Com o intuito de
modelar séries de contagem com inflagdo de zeros, Jazi, Jones e Lai (2012) propuseram o
processo ZINAR(1), com inovagoes seguindo distribuigao Poisson Inflacionada de Zeros.
Barreto-Souza (2015) propos o processo ZMGINAR(1), o qual supde que o processo segue
distribuigdo Geométrica Zero Modificada. Risti¢, Bourguignon e Nasti¢ (2019) propuseram
o processo ZINGINAR(1), com distribui¢do marginal Geométrica Inflacionada de Zeros.

Apesar de terem sido propostos processos para séries temporais de contagem
com inflagdo de zeros, estes processos nao estao sob as mesmas condigoes. Isso porque o
processo ZINAR(1) é baseado no operador thinning Binomial, enquanto que o processo
ZMGINAR(1) utiliza o operador thinning Binomial Negativo e o processo ZINGINAR(1)
é definido como o produto de um processo NGINAR(1) (RISTIC; BAKOUCH; NASTIC,
2009) com um processo de Bernoulli.

Para séries temporais de contagem com ordem maior que 1, Du e Li (1991)
introduziram o processo autorregressivo de valores inteiros de ordem p, INAR(p). Nas
ultimas décadas, diversos estudos relacionados ao processo INAR(p) foram desenvolvidos,
dentre estes podemos citar: Dion, Gauthier e Latour (1995), Latour (1998), Silva e Silva
(2006), Bu e McCabe (2008), Bu, McCabe e Kaddour (2008). No entanto, ndo hé muitos

estudos para séries temporais com estrutura de dependéncia de ordem p e inflacdo de zeros.
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Neste sentido, Maiti et al. (2014) propuseram o processo ZIPPAR(p), baseado no operador
Pegram, o qual supde que o processo segue distribuicao Poisson Inflacionada de Zeros.

Nesta tese propomos uma classe de processos INAR(p), baseada no operador
thinning Binomial, e com inovagoes seguindo uma distribuicao Inflacionada de Zeros, a
qual denotamos de ZI-INAR(p). Este trabalho generaliza o estudo de Jazi, Jones e Lai
(2012), e possibilita propor que as inovagoes sigam distribuicao Poisson Inflacionada de
Zeros (ZIP), Binomial Negativa Inflacionada de Zeros (ZINB) e Poisson Inversa Gaussiana
Inflacionada de Zeros (ZIPIG).

No Capitulo 2, definimos o processo INAR(1) e a classe de distribuigoes
inflacionadas de zeros, e apresentamos um resumo do algoritmo EM e de métodos bootstrap.
No Capitulo 3, definimos e apresentamos propriedades do processo ZI-INAR(1), propondo
um algoritmo EM para obter os estimadores de maxima verossimilhanca, métodos bootstrap
para construir intervalos de confianga para os parametros e métodos de previsao. Além
disso, apresentamos um estudo de simulagdo e uma aplicacdo a dados reais. No Capitulo
4, definimos o processo ZI-INAR(p), propondo também um algoritmo EM, intervalos de
confianga bootstrap e metodologias de previsao, além de realizar um estudo de simulagao
e apresentar aplicagoes a dados reais. Por fim, conlusoes e trabalhos futuros sao discutidos

no Capitulo 5.

1.1 OBJETIVOS

Esta tese tem como objetivo geral propor uma nova classe de processos autorre-
gressivo de valores inteiros nao negativos com inovagoes seguindo distribui¢oes Inflacionadas
de Zeros.

Considerando nosso objetivo geral do trabalho, apresentamos os seguintes
objetivos especificos:

1. Propor um novo processo de primeira ordem, INAR(1), com inovacoes seguindo uma
distribuigao ZI (denotado por ZI-INAR(1)), incluindo um algoritmo EM para estimar
os parametros por maxima verossimilhanca, e intervalos de confianga bootstrap.

2. Desenvolver metodologias de previsdao para o processo ZI-INAR(1) baseadas na
distribuicao condicional h passos a frente.

3. Propor um novo processo de ordem p, INAR(p), com inovagoes seguindo uma

distribuigao ZI (denotado por ZI-INAR(p)), generalizando os estudos de estimagio e



previsao do processo ZI-INAR(1).
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2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Neste capitulo serao introduzidas algumas defini¢oes, notagoes e proprieda-
des do processo autorregressivo de valores inteiros de primeira ordem (INAR(1)) e do
modelo Inflacionado de Zeros, assim como algumas metodologias que serao uteis para o

desenvolvimento do trabalho.

2.1 OPERADOR THINNING BINOMIAL

Definigao 2.1. Seja X uma varidvel aleatéria (v.a.) ndo negativa de valores inteiros e

a € [0,1]. Entao, o operador thinning Binomial “o” é definido como:
X
ozoX:ZZi, (2.1)
i=1

em que {Z;};cy € uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas (iid), sequindo uma distribuicao Bernoulli, com P(Z; = 1) = «, independente

de X.

Diferentes tipos de operadores thinning tém sido propostos na literatura. Um
exemplo é o operador thinning Binomial Negativo (RISTIC; BAKOUCH; NASTIC, 2009),
que considera uma distribuigdo Geométrica para as v.a.s Z;’s, definidas em (2.1). A utili-
zagao do operador thinning é frequente em processos estocasticos e em especial, o operador
thinning Binomial é utilizado em processos de ramificacao de Bienaymé-Galton—Watson
(para mais detalhes, veja (FELLER, 2008, Capitulo 7)). Algumas propriedades do operador

thinning Binomial sdo apresentadas a seguir:

Proposicao 2.1. Seja X uma v.a. nao-negativa de valores inteiros e o e [3 valores reais
pertencentes ao intervalo [0,1], entdo:

(i) 00 X =0,

(i) ToX =X,

(iii) (af)oX =ao(foX),

(iv) E(aoX)=aE(X),

(v) E((aoX)?) = a2E(X?) + a1 - a) B(X),

(vi) Var(aoX) =a?*Var(X)+a(l —a)E(X).

Os itens (i)-(iii) seguem da Defini¢do 2.1, enquanto que os itens (iv) e (v) foram

demonstrados por Franke e Rao (1993), e (vi) é consequéncia imediata de (iv) e (v). Estas
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e outras propriedades do operador thinning Binomial podem ser encontradas em Silva e

Oliveira (2004).

2.2 PROCESSO INAR(1)

Considerando a Definig¢do 2.1, o processo de contagem INAR(1) tem a seguinte
representacao estocastica:

Vi=aoY, 14V, teZ, (2.2)

em que {V;},c7 € uma sequéncia de varidveis aleatérias nao negativas de valores inteiros
independentes e identicamente distribuidas (iid), com média y e varidncia finita o2, definida
como tnovacgoes, independentes de Y;_1,Y; o,... para todo t € Z.

E importante notar que, se y;—1 > 0, entdo o Y;_1|Y;—1 =411 ~ Bin(y—1; ),
em que Bin(a;b) denota a distribuigdo Binomial, com pardmetros ‘a’ e ‘b’, com a € N7 e
be0,1], e se yy—1 =0, entdo o Y;_1|Yi—1 = y4—1 segue uma distribuigdo degenerada em
ZEro.

Segundo Al-Osh e Alzaid (1987), a v.a. “aoY;_1” pode ser interpretada como
o nimero de elementos do instante t — 1 que permaneceram no processo até o instante t,
cada um com probabilidade «, enquanto que as inova¢oes podem ser interpretadas como o
nimero de elementos que foram introduzidos no processo, no intervalo de tempo (¢t — 1,¢].

Conforme discutido por Al-Osh e Alzaid (1987) e Du e Li (1991), se a €
(0,1), temos que {Y;},., ¢ um processo estaciondrio, enquanto que o = 0 implica em
independéncia e o = 1 implica em nao estacionariedade. Além disso, se 0 < a <1 o

processo {Y;},. ¢ estacionario de segunda ordem, com média e varidncia dadas por:

2
e Var(Vy) = apto

E(Yt)zl—oz 1—a?

(2.3)

A fungao de autocovariincia e autocorrelagao de defasagem igual a h (ou lag h) sdo dadas

por:
v(h) = Cov(Yy,Yip) =0%a", h=0,+1,+2,.. (2.4)
vh)
h) = =al, h=0,£1,£2,.., 2.5
P = o) (2.5)

respectivamente. Note que a funcao de autocorrelagdo apresenta decaimento exponencial

e é independente da distribuicao da inovacao do processo.
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A distribui¢ao marginal do processo INAR(1) pode ser representada em termos
das inovacoes, utilizando substituig¢oes recursivas, que resultam em:
0 .
Y, = Z ol oVij. (2.6)
j=0

Conforme mencionado por Jazi, Jones e Lai (2012), em geral, é assumido que a
inovacao de um processo INAR(1) segue uma distribui¢ado Poisson. No entanto, na pratica,
a incidéncia de zeros pode ser maior do que a esperada em uma distribui¢ao Poisson. Um
dos modelos mais conhecidos para dados de contagem inflacionado de zeros, é o modelo
Poisson Inflacionado de Zeros (ZIP), em que o zero pode ter origem de duas fontes: a
distribui¢ao Poisson (zero amostral) ou a distribui¢cdo Bernoulli (zero estrutural). No
contexto de séries temporais de valores inteiros, Jazi, Jones e Lai (2012) propuseram o
processo INAR(1) com inovagoes seguindo distribuigao ZIP.

Por outro lado, nos tltimos anos, outros modelos inflacionados de zeros foram
propostos na literatura, como por exemplo, a distribuicdo Binomial Negativa Inflacionada
de Zeros (ZINB), a qual é obtida por uma mistura de uma distribuigdo Bernoulli com
uma distribui¢cdo Binomial Negativa. Para mais detalhes, veja por exemplo, Hall (2000),
Ridout, Hinde e Demétrio (2001), Garay et al. (2011).

Sendo assim, nosso objetivo no presente trabalho é introduzir uma classe de
processos INAR, considerando inovagoes seguindo distribuigoes Inflacionada de Zeros (ZI),
desenvolvendo algumas propriedades estruturais tais como média, variancia e distribuicao de
probabilidade conjunta, além de propor um algoritmo tipo EM para estimar os parametros

do processo, e métodos bootstrap para construir intervalos de confianca e realizar previsoes.

2.3 DISTRIBUICAO INFLACIONADA DE ZEROS

Definicao 2.2. Dizemos que uma v.a. discreta V' seque uma distribuicao Inflacionada de

Zeros (Z1), com parametros m e X, se tem a sequinte representagdo estocdstica:
V=BU, BLlU,

em que B seque uma v.a. Bernoulli, com P(B=1)=1-P(B=0)=1—m, em que
0<m<1eU éumav.a. discreta nio negativa, com fungao de probabilidade (fp) dada por
hy(ulX), Var (U) < oco. X é um escalar ou vetor de parametros, indexado pela distribuicao

de U e BLU indica que as v.a.’s B e U sao independentes.
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Como consequéncia imediata da Definicao 2.2, podemos obter a fp da v.a. V,

dada por:

7+ (1—m)hy (0|A), v=0;
P(V =)= (1—=m)hy (0[A) @7
(1—=m)hy (v|A), v=1,2,...,
em que hy (v|A) =P (U =v).
Denotamos por V' ~ ZI(7,A; hyr) a v.a. que segue distribuigao Inflacionada de

Zeros. Neste caso, a média e a variancia sao obtidas por:
E(V)=(1-m)EU) e Var(V)=(1-=)(Var(U)+7E*(U)). (2.8)

A distribuicao da v.a. U determina a forma da distribuicado ZI. A seguir descrevemos
brevemente trés casos particulares de modelos ZI:
e Poisson Inflacionado de Zeros (ZIP):
Neste caso, assume-se que a v.a. U segue uma distribui¢ao Poisson, com parametro

A. Assim, a fp da v.a. V| definida na Equagao (2.7), tem a forma:

T+ (1—me™?, v=0;

1—m) X =12,

v!

Utilizamos a notagao V ~ ZIP(mw, \). Neste caso, por (2.8), temos:
E(V)=1-m)X e Var(V)=X1—7)(1+7A).

e Binomial Negativo Inflacionado de Zeros (ZINB):
Neste caso, U segue uma distribuigdo Binomial Negativa, denotada por U ~ NB(u, ¢),
com média p > 0, pardmetro de dispersdao ¢ > 0 e varidncia pu -+ p?/¢. Sendo assim,

A= (p, ). Utilizamos a notagao V ~ ZINB(m,u,¢) e a fp da v.a. V' é dada por:

¢
T+ (1—7) (-2 v =0;
pte ) o ’

P(V=v)=

“‘W)rﬁf);}z@<Mi¢)v<uf¢)¢’ vE e

em que I'(+) representa a fun¢do gama. A média e a varidncia do modelo ZINB séao:
B(V)=(=m e Var(V)=(=m)p(1+u6~ +7),

respectivamente. Para mais detalhes, veja Ridout, Hinde e Demétrio (2001), Garay
et al. (2011), Martinez-Flores, Bolfarine e Gomez (2013), Garay et al. (2015), entre

outros.



19

e Poisson Inversa Gaussiana Inflacionada de Zeros (ZIPIG)
A distribuicao ZIPIG é definida para o caso particular em que a v.a. U, dada na
Equagao (2.7), segue uma distribuigdo Poisson Inversa Gaussiana (PIG). Denotamos
a v.a. com distribuicio PIG por U ~ PIG(u, ¢) com média p > 0 e variancia p+ 1% /¢,
sendo ¢ o pardmetro de dispersdao. Neste caso, A = (u,¢) e a fp da v.a. V, a qual

denotamos por V' ~ ZIPIG(m, 1, ¢), tem a seguinte forma:

7T—|—(1—7T)€¢_V ¢(¢+2M)’ v =0;

(L=m)Z[(g+2u)] 71D

¢ v
xe(ff”z(v_l/2< So+om), v=12,..

em que K)(t) = % 00 uA_lexp{—% (u+ %) } du é a fungdo Bessel de terceira espécie

(para mais detalhes, veja Abramowitz e Stegun (1964)). A média e a varidncia da

distribuicao ZIPIG(m,u,¢) sao dadas, respectivamente, por:
EV)y=1—-m)un e Var(V) = (1—7r),u(1+,u¢_1+7w> :

O modelo ZIPIG é um caso particular da distribuicdo de Mistura Poisson (MP) com
V|Z = z ~ Poisson(pz), em que Z segue uma distribuicao Inversa Gaussiana com
média 1 e pardmetro de dispersao ¢, denotada por Z ~ IG(1,¢). Para mais detalhes,
veja Karlis (2001) e Barreto-Souza e Simas (2016).

A seguir, definimos a fungao geradora de probabilidade (fgp) com o intuito de

apresentar alguns resultados referentes as distribuig¢oes inflacionadas de zeros.

Definigao 2.3. Seja X uwma v.a. inteira nao negativa, entio a fgp de X, denotada por

Gx(s), € definida como:

U0

A fp de X pode ser obtida por P(X = k) = %7!0 (k)

, em que Gy (so) =
7((?5(3:) {Gx(s)} . Conforme demonstrado por Johnson, Kemp e Kotz (2005), a fgp

$=80

de uma v.a. V ~ ZI(m, X; hyr) satisfaz:
Gy (s) = 7+ (1-m)Gus).

Para obter a fgp da v.a. “ao V7", utilizamos o fato que a fgp da soma 71 +...+ Zx, em

que Z; e X sao as v.a's independentes, V i € Z, definidas em (2.1), é dada por (FELLER,
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2008):
Gz14vzx (8) = Gx (Gz,(s)).

Assim, temos que:

Gaox(s) =Gx(1—a+as), (2.9)

em que Gz, (s) =1—a+as é a fgp da v.a. Bernoulli. Portanto:

Gaov(s) = Gy(l—a+as)
= 7+ (1—m)Gy(l—a+as)

= 7+ (1—7m)Gaou(s), (2.10)

em que U é uma v.a. com fungdo densidade hy(-|A). Segue de (2.10) que, se V ~
Z1(m, A hy), entdo aoV ~ ZI(m, X haotr), em que A = (a, A), e haop denota a fp da v.a.
aoU. A Tabela 1 apresenta a fgp da v.a. V seguindo uma distribuicao Inflacionada
de Zeros, considerada nessa secdo, assim como a distribuicao de aoV em cada caso. O

resultado da terceira coluna pode ser facilmente demonstrado utilizando a rela¢ao (2.9).

Tabela 1 — Funcao geradora de probabilidade de distribuicoes ZI

Modelo | Gv(s) | Dist. deaoV | Gaov(s)
ZIP(m,A) 74+ (1—m)e A1=9) ZIP(m, a\) 74 (1 —m)e~ o 1=9)
ZINB(, 1, ) W+(1—W)(m)¢ ZINB(m, o, $) W+(1—W)(m)¢
T+ (1—7)x T4 (1—m)x
ZIPIG(m, p, ZIPIG (T, ap, a
(m11,¢) exp{¢{1—(1+%(1—s))1/2” (map1,9) exp{:b{l—(l—i—%(l—s))l/z}}

2.4 ALGORITMO EM

O algoritmo EM proposto por Dempster, Laird e Rubin (1977) é uma ferramenta
computacional utilizada para obter as estimativas de maxima verossimilhanca por meio de
um processo iterativo. A ideia do algoritmo EM é basicamente considerar a presenca de
“dados nao observaveis” (ou varidveis latentes) com o intuito de simplificar o cdlculo das
estimativas dos pardmetros. Assim, sendo y o vetor dos “dados observaveis” e s o vetor das

varidveis latentes, no algoritmo EM é obtida a expressdo da funcao de log-verossimilhanca
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dos “dados aumentados” y. = (y,s), chamada de fungdo de log-verossimilhang¢a completa
e denotada por £.(0]y.), em que 8 é o vetor de parametros. Na pratica, ndao é possivel
obter a funcao de log-verossimilhanga completa uma vez que nao conhecemos as variaveis
latentes. Sendo assim, obtemos o valor esperado de /.(f|y.) e maximizamos este valor
esperado com relagdo ao vetor de parametros 6, ou seja, o algoritmo EM é dado pelas

seguintes etapas:

1. Passo E (Esperanca): Calcule Q) (9|§(k)> =F (EC(0)|y,§(k)>, em que g(k) ¢ a esti-

mativa de @ na k-ésima iteracao do algoritmo.
2. Passo M (Maximizagao): Calcule 5( T argmaxgcg ¢ <0|§(k)>, em que © é o
espaco paramétrico do vetor 6.
Em algumas situagoes, a maximizagao simultanea das componentes do vetor
0 no passo M do algortimo EM é um procedimento computacional complexo. Uma
alternativa para contornar este problema é utilizar o algoritmo ECM proposto por Meng
e Rubin (1993), que substitui o passo M do algoritmo EM por uma sequéncia de passos
de maximizagao condicional (passo CM). Uma extensao do algoritmo ECM é o algoritmo
ECME (LIU; RUBIN, 1994), que substitui os passos de maximizagao condicional por
maximizagoes da funcao de verossimilhanca marginal, isto ¢, da funcao de verossimilhanga
dos “dados incompletos™.
Conforme mencionado por Dempster, Laird e Rubin (1977), a funcdo de

o~

verossimilhanga £(6|Y) avaliada no ponto 0( ) é nao decrescente a cada iteracido do
algoritmo EM, e a sequéncia g(k) converge para um valor estacionario da funcao de
verossimilhanga observada sob certas condigoes de regularidade (para mais detalhes, ver
Wu (1983) e Vaida (2005)).

Para inicializar o algoritmo, devemos estabelecer um valor inicial 5(0) arbitrario
para a estimativa de 6 na primeira iteracao do algoritmo, e seguir os passos mencionados

anteriormente de modo iterativo até que algum critério de convergéncia seja satisfeito. Por

exemplo, esse critério de convergéncia pode ser estabelecido quando diferencas sucessivas
~(k+1) (k)
de He -9

’ (ou de uma fungao do logaritmo da verossimilhanga) for suficientemente

pequena.
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2.5 METODOS BOOTSTRAP

O método bootstrap, introduzido por Efron (1979), é uma ferramenta estatistica
util para realizar inferéncias sobre um parametro de interesse, tais como construir intervalos
de confiancga e testar hipoteses. O método consiste em obter amostras por reamostragem dos
dados observados (bootstrap nao-paramétrico) ou gerando valores de um modelo ajustado
(bootstrap paramétrico). A partir destas amostras é possivel estimar a distribuicao de
uma estatistica de interesse 7.

Diversos métodos bootstrap foram propostos na literatura e em particular, para
séries temporais, um dos mais utilizados é o bootstrap em blocos. A versao mais simples
deste método, consiste em particionar a série em k blocos e posteriormente aleatorizar estes
blocos até que se forme uma nova série temporal do tamanho da série observada. Assim,
sendo y = (y1,...,yn) uma realizacdo de uma série temporal com func¢ao densidade f(y|6)
- T(y) um estimador para 6, entdo o bootstrap em blocos é dado pelas seguintes
etapas:

1. Escolha um tamanho [ para os blocos, de tal modo que n/l seja um nimero inteiro,

e defina os blocos By, Bo,-- -, By, por:

Bl = (yl)"' ayl)7B2: (yl-‘rla”' 7921)7"' 7Bk = (yn—l-i—lf“ )y’l’b)a

em que k=n/l.

2. Selecione com reposi¢ao k =mn/l blocos para gerar a série temporal y* = (y7,- - ,yZZ)T,
em que y; Jr(z.fl)l,y’zk IR ,y;; correspondem as observagoes do i-ésimo bloco
selecionado.

3. Calcule para a série temporal y* a estimativa bootstrap 0.

4. Repita os passos (1)-(3) R vezes, obtendo as estimativas {9:,7“ =1,.. .,R}.

5. Utilize a distribuicao empirica das estimativas 5:, o ,9}; como a estimativa para a
distribuicao de 6.

Note que os blocos permitem que a estrutura de dependéncia até a ordem [ seja
preservada. Outra versao do bootstrap em blocos, proposta por Kunsch (1989) e denotada
por bootstrap em blocos moveis, considera blocos sobrepostos, ou seja, o primeiro bloco
se inicia pela observacao yi, o segundo, por yo, e assim por diante. Diversas variagoes
do bootstrap em blocos para séries temporais foram propostas na literatura (para mais

detalhes, veja Davison e Hinkley (1997)).
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Sendo assim, no capitulo seguinte apresentamos o nosso processo INAR(1) com
inovagoes seguindo distribuigoes ZI, em que propomos um algoritmo EM para estimar os
parametros, além de métodos bootstrap para séries temporais, com o intuito de construir

intervalos de confianca e realizar previsoes.
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3 PROCESSOS ZI-INAR(1)

Em processos INAR(1), geralmente assume-se que as inovagoes seguem dis-
tribuicao Poisson. No entanto, conforme mencionamos anteriormente, séries temporais
de contagem podem apresentar inflacdo de zeros. Diante disso, Jazi, Jones e Lai (2012)
propuseram o processo INAR(1) com inovagoes seguindo distribui¢ao ZIP. A proposta
deste capitulo é desenvolver uma classe de processos autorregressivos para valores inteiros
nao negativos com inovagoes seguindo uma classe de distribui¢oes Inflacionadas de Zeros,
a qual denotamos por ZI-INAR(1), generalizando o trabalho por Jazi, Jones e Lai (2012).
Conforme comentamos na introducao deste trabalho, a motivagao em propor esta classe
é que processos ZI-INAR(1) sempre estardo sob as mesmas condigoes, i.e., sempre serao
baseados no mesmo operador (operador thinning Binomial), diferindo apenas quanto a
distribuicao da inovacao adotada.

Este capitulo esta organizado da seguinte maneira. Inicialmente, desenvolvemos
algumas propriedades do processo ZI-INAR(1), assim como metodologias para estimagao
dos pardmetros e previsao. Em seguida, apresentamos dois estudos de simulagao e

finalizamos o capitulo com uma aplicacao a dados reais.

3.1 DEFINICAO E PROPRIEDADES

Definigao 3.1. Dizemos que o processo {Yi},cp € um processo autorregressivo para valores
inteiros de primeira ordem, com inflacio de zeros, denotado por ZI-INAR(1), se as
inovagoes Vi sequem distribuicao ZI(m,A;hy,), em que Uy é uma v.a. discreta e nao

negativa, hy, € a fp da v.a U, e X € um vetor de parametros.

A distribuigao inflacionada de zeros V; determina o processo ZI-INAR(1). Sendo
assim, denotamos de ZIP-INAR(1), ZINB-INAR(1) e ZIPIG-INAR(1) os processos ZI-
INAR(1) com inovagoes ZIP, ZINB e ZIPIG, respectivamente. Por outro lado, denotamos
de Po-INAR(1), os processos com inovagoes Poisson, NB-INAR(1), os processos com
inovacoes Binomial Negativa, e PIG-INAR(1), os processos com inovagoes PIG. A seguir,

apresentamos as expressoes da esperanga e da variancia do processo ZI-INAR(1).

Proposigao 3.1. Seja {Y;},o um processo ZI-INAR(1) estaciondrio. Entdo, a esperanga

e a variancia de {Y;},cp sao dadas por:

BE(Y;) = (A -m)E(U) (3.1)

l—«
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(1=7) (aB(U) + 7 E2(U) + Var(Uh)

1—a? ’

Var(Y;) = (3.2)

em que Uy denota a v.a. com fp hy,(-|\), para todo t € Z.

Prova. Utilizando a expressio da Esperanca de uma v.a. inflacionada de zeros, temos

que:
EYi|Yi-1=y-1) = ElaoYi1+Vi|Yim1=yi-1)
= ElaoYiq|Yici =yi—1) + E(Vi|Yi—1 = y4—1)
= ay—1+(1—7)E(U). (3.3)
Assim,

E(Y;) = E(E(Y:|Yi-1))
= E(aYi1+(1—m) E(y))
= aB(Yi-1)+(1—7)E(Uy).

Utilizando o fato que o processo € estaciondrio, o que implica que a esperanca de Y; €

constante para todo t € Z, obtemos:

Para obter a variancia do processo, temos:
Var(YilYi_1=y-1) = Var(aoY; 1+ Vi|Yii1 =1y1)
= Var(aoY1|[Yi—1=yi—1) +Var(Vi]Yi—1 = yi—1)
= a(l—a)y 1+ 0 —m) (Var (Uy)+7E*(U)). (3.4)
Assim, por (3.3) e (3.4), obtemos:
Var(Yy) = Var(E(Y|Yi-1))+E(Var(Yi]Yi-1))
= a*Var(Yi_1)+a(l—a)E(Yi_1) + (1 —7)(Var(Uy) + ©E*(U))
= *Var(Y) +a(l—m)EU) + (1—m)(Var(Uy) + nE*(Uy)), (3.5)
em que a expressao (3.5) é obtida considerando que o processo é estaciondrio, e pela

expressao da esperanca dada em (3.1). Assim:

(1=7) («B(U) +7E>(Uh) + Var(Uh)

1—a?

Var(Yy) =
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]

E possivel verificar pelo resultado da Proposicdo 3.1 que a razdo da varidncia

pela média do processo {Y;},., pode ser expressa por:

men)_1+vmam—Ea@+wE%m)
E(Y) (1+a)E(Ur)

Note que, se Var(U;) > E(Uy), entao Var(Y;)/E(Y;) > 1. Em particular, temos que:
o Vi~ ZIP(m,\), entdao U ~ Poisson(\). Portanto:

(I—m)A (1—mA[l+a+mA]
EY,)=—"— Y:) =
(Y)="7-2" ¢ Var(¥) e
e consequentemente:
Var(Yy) TA
=1
E(Y:) Tira

o V; ~ ZINB(7, pu,¢) ou Vy ~ ZIPIG(m, u,¢), entao a v.a. U segue uma distribuigao
NB(u,¢) ou PIG(u,¢), o que implica nos dois casos que E(U;) = p e Var(Uy) =
p+ 1% /¢. Portanto:

(1—7)u [1+(X+M(7T+¢_l)}
1—a? ’

20 =S o van(y) =

e consequentemente:
Var(Yy) " (o1
E(Y;) l+a

A seguir, apresentamos a expressao da esperanca condicional de Y;,; dado

Yi =y, para h=1,2,....

Proposigao 3.2. Seja {Y;},. um processo ZI-INAR(1) estaciondrio. Entdo, a esperanga
condicional de Yy dado Yy =y, h=1,2,..., é dada por:

1—al

EYinlYi =) = o™y + (1 —m)E(Uy)

— (3.6)

em que Uy denota a v.a. com fp hy,(-|A), para todo t € Z.

Prova. Utilizando substitui¢oes recursivas, Al-Osh e Alzaid (1987) representaram o pro-
cesso INAR(1), de maneira geral, como:
h—1

Yipn=a oY+ a'o Vi
=0
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Assim, para processos INAR(1) cujas inovagoes sequem distribuicoes ZI, obtemos:

h—1
EYynYi=y) = E (OéhOYH‘ Z a'o ViV = yt)
i=0
h—1 .
= E(a"oYi[Yi=y)+ Y E(a’oVinilVi=u)
=0
h-1
= oy +E(WV) > a (3.7)
i=0
1—al

= oMy + (1 —7)E(Uy) o

em que (3.7) é consequéncia do fato que as inovagoes Vyip,_; sao independentes de Yz, para

1=0,1,...,h—1, e tém média constante, condicionado a Y; = y;. [

A proposicao a seguir afirma que os processos propostos para a nossa classe sao
autodecompostos (para detalhes relacionado a distribui¢do autodecomposta, veja Steutel e
Harn (1979)). Esta condicdo garante a estacionariedade do processo. Como demonstrado
por Alzaid e Al-Osh (1988), sob condigbes de estacionariedade, a fgp de um processo
INAR(1) pode ser expressa como:

Gy, (s) =Gy, (1 —a+as)Gy,(s). (3.8)
A relagao (3.8) satisfaz a definigdo de distribuicao autodecomposta.

Proposicao 3.3. Os processos INAR(1) com inovagoes pertencentes a classe das distri-

buicoes ZI, tais como ZIP, ZINB e ZIPIG sao autodecompostos.

Prova. Para o processo INAR(1) estaciondrio, temos que:
w . m .
Y = ZC(]OVZ,]' = ZO&JOW,J'—FW.
J=0 J=1
Assim, utilizando o fato que as inovagoes {Vi}, ey sio independentes, temos que a fgp de

Y: pode ser expressa como:

Gy,(s) = Lf:o[l Gajovtj(S)] Gy, (s), (3.9)

em que Gajovtij(') e Gy, () representam as fgp’s de o’ oVy_; e Vi, respectivamente, para
jENT eteZ. Em particular,
o Se Vi~ ZIP(m,\), o processo ZIP-INAR(1) é autodecomposto (ver Jazi, Jones e Lai
(2012) para mais detalhes).
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o Se Vi~ ZINB(m,u,9), pela Tabela 2.1 (veja pdg. 20), obtemos:

H Gajth_j (S) =

j=1

—

1 _7r+(1—7r) <¢_|_aj;b(1—5)>¢

<
Il

_ - _71' -7 ¢ (b
— };Il _ +(1 )<¢+M(1_(1—aj+04j5))> ]
_ ﬁgw(l—aj%—ajs)'

1

J

o Se Vi ~ ZIPIG(m,u,9), pela Tabela 2.1 (veja pdag. 20), obtemos:

H Gajovt -7

7=1

% j 1/2
1:] exp{¢ 1—<1+20;“(1—s)> ]}]
00 2 D 1/2
jl:[l 7r+(1—7r)exp{¢ {1—(14—(}5(1—(1—& +a 3))) ]}]
ﬁGw(l—aj—l—ajs).
j=1

Assim, para os casos ZINB-INAR(1) e ZIPIG-INAR(1), obtemos de (3.9) que:

Gyi(s) = IIGwmwj<>
L=

_OO
= H Gy, (1—a? +als)

Gy, (s)

Gy (s). (3.10)

Portanto, denotando s* =1—a -+ as, temos:

Gy,(s) =

1
i

{ lo_o[ Gy, (1—a? +ozjs*)] th(s*)} Gy, (s)
G

Gy, (1—a? +a?s)| Gy, (s)

chxl—aﬂ1+aﬂ1@]wa>

0
[1Gv,(1-a/ +a?(1—a+as))

G%@—a+a@}Gw@)

Y: S )Gw(s) (3.11)

em que utilizamos (3.10) para obter (3.11), cuja expressao satisfaz a defini¢ao de distribui-

¢ao autodecomposta dada por (3.8). Logo, os processos ZINB-INAR(1) e ZIPIG-INAR(1)

sao autodecompostos.

]
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Note que o processo ZI-INAR(1) pode ser representado como a soma infinita das
va's ol oVi_j~ ZI(m,X}), para todo t € Z, em que A} = (a7, A;) (veja Eq. (2.6) e (2.10) —
Cap. 2), com decaimento geométrico da média, isto é, E (ajﬂ ) Vt—(j+1)) /E (aj o %_j) =
a (veja Prop. 2.1 — Cap. 2), para todo j € Z. Este resultado é uma extensao de Jazi,
Jones e Lai (2012), que demonstrou que a distribuigdo marginal de um processo INAR(1)
com inovagoes ZIP pode ser expressa como a soma infinita de v.a’s ZIP. Em particular,
pelos resultados da Tabela 1 dada no Capitulo 2, a distribuicao marginal de um processo
ZINB-INAR(1) e ZIPIG-INAR(1) podem ser representadas pela soma infinita de v.a.s
ZINB e ZIPIG, respectivamente.

3.2 DISTRIBUICAO MARGINAL E CONDICIONAL

A probabilidade condicional, P(Y; = y¢|Yi—1 = y¢—1), do processo INAR(1) com

inovagoes seguindo distribuicoes ZI(m, A, hy, ), é dada por:

P(Y; =y|Yic1 =yi—1) = PlaoYi1+Vi=wy|Yi1 = ye—1)
min{yt,yi—1}
= Y PlaoYii+Vi=y,a0Yi_ = kY1 =yi-1)
k=0
min{yt,yi—1}
= Y PlaoYi—i =k|Yi—1 =yi1)
k=0
xPlaoYi1+Vi=ylaoYi1 =k, Yi1 = ys-1)

min{yt,yi—1}
= Y PlaoYii =Y =y 1) xP(Vi=y— k)
k=0
min{ys,yt—1}

— Z (ytk1> ak(l_a)yt—l_k

k=0
x 7Ly, —peoy + (1= ™) he (v — kX (3.12)

em que Iy 4y denota a funcao indicadora, isto é, Iray =1, se o evento A ocorre, e Iray =0,
caso contrario. Note que o processo INAR(1) com inovagoes ZI é um processo de Markov,
uma vez que o estado atual, y;, depende apenas do estado anterior, y;—1 (veja Eq. 2.2 —
Cap. 2). Sendo assim, a expressao (3.12) representa a probabilidade de transigao.

A esperanga e a varidncia condicional do processo foram obtidas em (3.3) e

(3.4), e a distribugdo marginal pode ser expressa em termos da probabilidade de transi¢ao



30

da seguinte maneira:

o
PYi=y) = > PYi=uy|Vic1=yi—1) xP(Yie1 = y—1)
yt—1=0

oo min{ys,yi—1}

-2, 5 (W)eemam

yt—1=0
x [Ty, —peoy + (1= TP(Vi =y — k)| P(Yios =y 1) (3.13)

Conforme mencionado anteriormente, a distribui¢do marginal do processo ZI-INAR(1)
pode ser representada pela soma infinita de variaveis aleatorias seguindo distribuicao ZI.

Na secao a seguir apresentamos alguns resultados referentes a distribuicao de zeros nos

processos ZI-INAR(1).

3.3 DISTRIBUICAO DE ZEROS

O estudo do processo ZI-INAR(1) é motivado pela presenca de zeros em séries
temporais de valores inteiros. Jazi, Jones e Lai (2012) estudaram o comportamento
de zeros em processos INAR(1) com inovagoes seguindo distribuicdo ZIP por meio da
probabilidade marginal de zero e do valor esperado do nimero de zeros consecutivos até o
primeiro valor diferente de zero. Os autores mostraram que a probabilidade marginal de
z€ero no processo com inovagoes seguindo distribuicoes ZIP é maior do que no processo
com inovagoes seguindo distribui¢oes Poisson. Sendo assim, na pratica, uma maneira
simples de verificar se o processo INAR(1) com inovagoes seguindo distribuigdo Poisson é
adequado para modelar a série, é estimando a probabilidade marginal de zeros do processo
e comparando tal probabildade estimada com a propor¢ao de zeros observada na série
temporal. Evidentemente, se a probabilidade estimada de zeros no processo INAR(1) com
inovacoes seguindo distribuicdo Poisson for menor que a proporc¢ao de zeros observada
na série temporal, ha indicios de que o modelo nao é adequado e que um processo com
inovagoes ZIP deve ser considerado.

A seguir, estendemos o estudo do comportamento de zeros para o processo

ZI-INAR(1).
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Probabilidade de zero

A probabilidade de zero no processo ZI-INAR(1) é dada por:

P(Y;=0) = Gy, (0 ﬁ[ﬁ 1—m)Gy,(1—-a?|N)], (3.14)

em que Gy, (-|A) é a fgp da v.a. U; com fp hy,(-|A). Em particular,
e Se V; ~ZIP(7,\), entao:

P(Y; = 0) = Gy, (0) = ﬁ [n+(1 —w)e—aﬂ .

e Se V; ~ ZINB(m,p,®), entdo:

B(Y; = 0) = Gy (0) = [ ]

J=0

e Se Vi ~ ZIPIG(m, i1, ), entao:

o0

P05 =0)= G0~ [T |

ol 02T

Uma maneira de analisar em situagoes praticas se um processo com inovagoes

Z1 deve ser considerado, é utilizando o fato que a probabilidade de zero no processo
ZI-INAR(1) é maior ou igual do que no processo INAR(1) com inovagoes {U; },cy, i.e, com
inovagoes nao seguindo distribuigoes ZI. De fato, reescrevendo a Equacao (3.14) temos
que a probabilidade de zero no processo ZI-INAR(1) é

00 00

H G, (1= [N) +7(1= Gy, (1—?|N))| = T Gu, (1 - |N),

§=0 j=0
que é a probabilidade de zero no processo INAR(1) com inovagoes ndo pertencente a
classe das distribui¢oes ZI, definida por Po(Y: = 0) = 172, Gy, (1 - a’|X). Assim, se
ajustarmos um processo INAR(1) com inovages ndo pertencente a classe das distribuigdes
Z1, e a estimativa de Py(Y; = 0) for menor que a proporgao de zeros observada na série
temporal, temos indicios que o modelo nao é adequado, e que uma distribuicao ZI deve

ser considerada para a inovagao.
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Valor esperado do niimero de zeros consecutivos

A probabilidade de transi¢ao P(Y; = 0]Y;_1 = k), com k € NT, é dada por:

P(Y; =0|Y;-1=k) = PlaoY;1=0[Y;_1=Fk)xP(V; =0)
7+ (1 —7)hy, (0|X), se k=0
(1—a)*(m+ (1 —7)hy,(0|N), sek=1,2,...

No entanto, a probabilidade de transicao de “0” para um valor diferente de “0”, denotado

por 9, é dada por:
§ = P(Yi £ 0¥ 1 = 0) = (1—7)(1— s (O[A)). (3.15)

Como proposto por Jazi, Jones e Lai (2012), definimos a v.a. N como o “nimero de zeros
consecutivos até o primeiro valor diferente de zero”, que representa o nimero de zeros
entre dois valores diferentes de zero. Assim, a v.a. N segue uma distribuicao Geométrica
com fp:

P(N =k)=6(1—6)"1,

em que k € Nt e § é definido em (3.15). Assim, o valor esperado da v.a. N é dado por:

1
(1=m)(1=hy,(0[A))

E(N) = (3.16)

Na pratica, podemos analisar se o processo INAR(1) com inovagoes {Ut}tEZ? ie,
com inovagoes que nao seguem distribuigoes ZI, é adequado por meio do comportamento
dos zeros observados na série temporal. Uma maneira de realizar essa analise é utilizando a
média do “numero de zeros consecutivos até o primeiro valor diferente de zero” observado

na série, denotado por N, e dado por:

em que N; é o nimero de elementos da i-ésima sequéncia de zeros consecutivos da série
temporal, e m é o nimero total de sequéncias de zeros na série. Note que o valor esperado
da v.a. N dado em (3.16) ¢ maior no processo ZI-INAR(1) quando comparado ao processo

INAR(1) com inovagoes {U;},c5. De fato, no processo ZI-INAR(1), temos:

1 1
(=7 (1= he, (ON) ~ 1= he (O

E(N) =
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que corresponde ao valor esperado do “nimero de zeros consecutivos até o primeiro valor
diferente de zero” em um processo INAR(1) com inovagoes nao pertencente a classe das
distribuigoes ZI, definido por Eo(N) =1/(1—hg,(0]A)). Assim, se ajustarmos um processo
INAR(1) com inovagoes nao pertencente a classe das distribui¢oes ZI, e a estimativa de
Ep(N) for menor que N, temos indicios de que o modelo nio é adequado, e que uma

distribuicao ZI deve ser considerada para a inovagao.

3.4 FUNCAO DE VEROSSIMILHANCA

Seja y = (y1,2,. .. ,yn)T uma realizagao do processo ZI-INAR(1). A fungao de
verossimilhanca de 8 = («, T, )\)T, dado y ¢ definida por:

L(0|Y) = P(}/l:yla}/zzy2a"'ay’n:yn)
= PWMi=y))PVo=wlYi=u)..PVo=wm[Yi=uy1,....Yn1 =yn—1)

— P(Yi=y) [[B(Y = Vi = 1)
t=2
= P(Yi=uy)]] >

t=2 k=0 k

x (mlgy,—ry + (1= m)ho, (v —KIN)) |- (3.17)

n min{yt—l,yt}< Y1

)ak(l — a)y“l_k

Note que a fungao (3.17) é expressa em termos da probabilidade P (Y, = y1),
cuja expressao depende de uma soma infinita (veja Equacao (3.13)). Para contornar
este problema, utilizamos a funcao de verossimilhanca condicional, que é obtida supondo
que P(Y] =y;) é uma constante fixa, que nado depende dos pardmetros. Um estudo de
simulagao realizado por Jazi, Jones e Lai (2012) mostrou que utilizar esta funcao em
processos com inovagoes ZIP nao implica em uma perda significativa em termos de viés e
erro quadratico médio nas estimativas dos parametros. Para o processo ZI-INAR(1), a
funcao de log-verossimilhanga condicional é dada por:

(0ly) = log{P(Y:=y:)}+ Enjlog {P(Yi =w|Yic1 =yi—1)}
=2

min{y;_1,yt}

& Yt— _
xYlgy > ( h ok (1 = )1 7¥ (T iy + (1= ), (31— k1)
t=2 k=0

(3.18)

A maximizac¢ao da funcao (3.18) nao é simples de ser obtida. Sendo assim,

para estimar os parametros do processo, propomos a metodologia do algoritmo EM, que
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apresenta propriedades das quais garantem a convergéncia mondtona para um valor estaci-
onério da funcao de log-verossimilhanga (MCLACHLAN; KRISHNAN, 2008, Capitulo 3).
Até o presente momento, nao encontramos na literatura estudos que propdem o algoritmo

EM para processos INAR.

3.5 ESTIMACAO DOS PARAMETROS VIA ALGORITMO EM

Nesta secao, desenvolvemos o algoritmo EM para estimacao dos parametros do
processo ZI-INAR(1). Conforme mencionado na Segao 2.4, para desenvolver o algoritmo,
serd necessario definir as variaveis latentes e em seguida, obter de forma iterativa, no
passo E; o valor esperado da funcdo de log-verossimilhanga completa (a qual considera a
presenca das varidveis latentes), e no passo M, a maximizagao desta fungao.

Assim, como sugerido por Hall (2000) e Neal e Rao (2007), definimos as variaveis
latentes W = (Wg,...,Wn)T, S = (Sg,...,Sn)T e V=(Va,...,Vu)", em que, para todo
t=2,...,n:

e S; é uma variavel latente, definida por S; = aoY;_1, em que Si|Yi—1 =yi—1 ~
Bin (y;—1;), se yi—1 > 0, e S¢|Y;—1 = y+—1 segue uma distribuicdo degenerada em
zero, se yi—1 = 0.

e IV, é uma variavel latente dicotémica, que assume o valor “1’, com probabilidade 7,
se a inovagao V; é obtida a partir do estado zero, e “07, se V; é obtida a partir da

distribuigao hy,(-|A), isto é:

1, se V; surgiu do estado zero;

W, —
t 0, se V; surgiu da distribuicao hg, (ve|A),
em que P(Wy=1) =m.
o V; =Y;— S, em que Vi|W; = wy ~ hy, (v A), se Wy =0, e V3|Ws = wy segue uma
distribuicao degenerada em zero, se Wy = 1.
Definindo Y. = (Y, W,S,V) como o vetor dos dados completos, em que Y e {W,S,V}
representam os dados observados e os dados faltantes, respectivamente, com Y =

(Y1,... ,Yn)T, entdao a fungao de probabilidade conjunta condicional P(Y,, =y |Yi—1 =
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yi—1) é dada por:

P(Ye, =ye|Yici =vi—1) = PYi=y, Wi =w, S =54, Vi = v|Yi—1 = y4—1)
= PWi=wi,Se=s,Vi=v|Yie1 = yr—1)
X PYi=yuWi=w, St =5,Vi=v,Yi—1 =vy—1).
(3.19)
Pela definicao do processo, temos que y; = sy + vy, 0 que implica que
P(Y: = y:|Wi = wy, Sp = 54, Vp = v, Y1 = y4—1) = 1. Portanto,
P(th = th|Yt—1 = yt—l) = P(Wt = wt7St =54, Vi = Ut|Yt—1 = yt—l)
=P (Wi =w, St =st,Vi=yi — ste|Yim1 = yi—1)
=P (S; =s¢|Yi—1 = ye—1) x P(Wy = wi, Vi = ¢ — 5415t = 8¢, Yi—1 = Y—1)

=P(Si = s|Yim1 = yi—1) x P(Wy = wy, Vi = vy — s¢) (3.20)
= (U7 Y (1) [ g )]
St

em que (3.20) é obtido utilizando o fato que (V;,W;) é independente de (S¢,Y;—1). Assim,

a funcdo de verossimilhanca condicional completa é dada por:

Le(Blye) = PYVi=u1) [[P(Vi=we. St =56, Wi = wi, Vi = v Yie1 = ye—1)

N ﬁ <yt 1> at (1— a)W=17% g (] — )1 wt [hUt(yt—StM)]liwt

St

A funcao de log-verossimilhanga condicional completa, denotada por 4. (8|y.), é dada por:

le(Olye) = 108;( c(0lyc))
X Zstlog —I—Z Yi—1—st)log (1 — )

t= 2
+ Zwtlog —i—z 1 —we)log(1—m)
t=2
+ Z(l—wt>10ghUt(yt—St|A). (321)

t=2

O algoritmo EM ¢ desenvolvido em dois passos:

~(k
e Passo E: Seja 0( ) a estimativa de @ para a k-ésima iteracao. Determinar a funcgao

Q <0|§(k)> definida por:

Q(016") = B (c0yaly =y.8" ).
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~(k
e Passo M: Maximizar ) (0]0( )> com relacao a 8, obtendo 0( +1)

Observe que a fungao ) <0|§ )> é completamente determinada pelo conheci-

mento das seguintes esperancas:

R ~(k R (k
s _ | (Stm Y =y, ’) ;oM = E(th oy Yi = 1,8 )),

~(k
Qr (NOW) = B (1= W) loghu, (5~ S 1Y =y Yir = 1.8 )

~(k
Assim, a funcao @ (0!0( )> pode ser expressa como:

Q<0|§(k)> Zwt log (7 +Z(1—wt )10g( )
+ Zst log ( —|—Z<yt 1—3t )log +2Qt )\|0

Em cada passo, a esperanca condicional §§k) pode ser obtida utilizando o seguinte resultado:
(k)
P(Si=st,Ye=u|Vi-1=1y1-1,0
(k)
P(vi=ulvi =1,
(k) (k)
P (St =5¢|Yi1=y1-1,0 ) xP (Yt = Yt|St = st, Y1 = yt-1,0 )

_ 0
P (Yt =y|Yio1 = yt—l,a( )

~(k)
IP)(St:StlYt:ytaYt—lzyt—lao ) =

(" )@@y (1-a®)" " P (V= = sl = 11,0
St

= 5 (3.22)
P <Yt =y|Yie1 = ye—1,6 )

Yt—1 N s =R —1—5t [ __ =R ~(k
(771 ) (@®)" (1-a®)" " (R0 + (1= 7O, (- 3™

St

—(k
P (Yt Y = 1,8 ))

(3.23)
em que a probabilidade no numerador da expressao (3.22) é consequéncia de:
P(Y; =uyelSi =s,Yio1=wi-1) = P(Si+Vi=we|lS =5, 1 =wi_1)
= PVi=y—slYim1 =yi-1), (3.24)

(k)

em que (3.24) é obtido pela independéncia das v.a’s Sy e V;. Assim, a quantidade s, é

obtida por:
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~(k)
E (St|Yt =y, Yi—1=y¢—1,0 )
min{y:—1,y¢}

~(k)
Z s¢P (St—5t|Yt—yt7Y;f—l—yt—lze )

s¢=0

min{ye_1,:) NSNS s [ ~ Gk
> st [( y;l ) (a(k)> t (1—a(k)) e <7T(k)]l{yt_st}+(1—7r(k))hUt (yt—StA( )>>]

s:=0
~(k) ’
P Y:=y|Yi—1 =y¢—1,0

(3.25)
~(k)\ . -
em que P(Y; = y|Yio1 = ye—1,60 é definida na Equacao (3.12).
Por outro lado, em cada passo, w,ﬁ’“) ¢é obtido como:
~ k)
D= B(Wli =i =18
B ~(k)
= P Wt - 1’}/% = yt:YVt—l - yt—lae
~(k)
P(Wy=1Y=wy|Yi1=1y-1,0
B (k)
P (Yi =y|Yi—1 = yt—1,0 )
~(k) ~(k)
P(Wi= 1Yt =18 ) < B (Y= Wi = 1.Yi =10 )
- (k)
P (Y% =y Yic1 = y4-1,0 )
~(k ~(k
P(Wi=118") x P (4 Vi =W =1.Yie = 1,0
= ) (3.26)
P (V= uelYios =18
~(k
7k x P (St =y|Yi1 = yt—lao( )>
= 7 (3.27)
P(vi=ulVio =18
~ Yt—1 N st N Yt—1—Yt
(1) @) (1)
Ut
- , (3.28)

~(k
P(Yt Vit = ye1,0' ))

em que (3.26) é obtido utilizando a independéncia das v.a’s Wi e Y;_1, e (3.27) é obtido

pelo fato de Sy e (Vi, W;) serem independentes e, dado Wy =1, a v.a. V; é degenerada em

Zero.

Ccomao:

Sendo assim, nosso algoritmo EM para o processo ZI-INAR(1) pode ser resumido
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(k) (k)

~(k
e Passo E: Dado 0( ), para t =2,3,..., calculamos 5;’ e w, ’, dado nas equagoes
(3.25) e (3.28), respectivamente, e Qf()\w(k)), o qual mostraremos sua expressao
para os casos em que as inovagoes seguem distribuicao ZIP, ZINB e ZIPIG.

~(k
e Passo M: Atualizamos 0( ) pela maximizacao @ (0]0( )> sobre 6, o que implica

nas seguintes expressoes:
noo~
alk+1) — 2t=2 5t
n
> t=2Yt—1

',’L o~
A(kt1) _ 2t=2 Wt
n—1

X(kﬂ) = argmax {zn: QZ‘()\|0(1€))} :
A t=2
Os passos E e M do algoritmo sao iterados até que algum critério de convergéncia
seja satisfeito. Neste trabalho, utilizamos o critério de parada baseado na aceleracao de
Aitken (MCLACHLAN; KRISHNAN, 2008) como critério de convergéncia. Sendo ¢(+1) =
€(§(k+1)|y), em que {(0]y) é dado em (3.18), o critério baseado na aceleragao de Aitken
utiliza o fato que o limite da sequéncia ¢, ¢(2) .. denotado por s, pode ser aproximado
por (D pk) (0k+1) — By /(1 — ) em que ¢®) = (¢B+D) — p(k)y /(pk) — p(k=1))
Assim como Zeller et al. (2019), decidimos utilizar o seguinte critério de convergéncia:

He(o’f)“) — (kDI < 2 Adotamos € = 1075,

A seguir, mostramos como obter P e para os casos particulares em que as
inovagoes seguem uma distribuicdo ZIP, ZINB e ZIPIG. O conhecimento do valor esperado
E <BtSt|Yt =y, Y1 = yt_l,a(k)), denotado por b/t;t, sendo By = 1— W, sera tutil para
prossegir com o passo E do algoritmo EM nos trés casos particulares mencionados. Assim,

este valor esperado é dado por

_ ~(k)
bor = E(Btstm:yt,nlzyu,o )

(k)

~(k)

= E{E (BtSt|Bt7Yt =y, Y1 =Yr—1,0 )}
~(k)

= E{BtE (St|Bt;Yt =y, Y1 =Yi—1,0 > Yi=vy,Yi1 =vyi—1,0 }

~(k) ~(k)
_ P(Btzlmzyt,n_lzyt_l,o )E(SﬂBt:Liftzyt,n_l:yt_l,e )

(3.29)
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em que

~(k)
P(Wt —0,Y; = Vi1 = yi1,0 )

~(k
P (Yz Vit = ye1,0' ))

~(k
P<Bt:1|Y;€:yt7Y2—1=yt—lae )> =

~(k ~(k
P(Wt —0f6' )) P(Yt Wi =0,Yi1 = 1,8 ))

(&
P (Yt =y|Yio1 = yt—he( ))

—(k
(1= 7Y P (Vi =l We = 0,¥is = 1.0
- 5 . (3.30)
P(Y:=w|Ye1=91-1,0

Para calcular o valor esperado na expressao (3.29), temos que:

~(k)
P (St =5|Wi =0,Y: =y,Yi—1 =yi—1,0 ) =

~(k)
P (St =5,,Y; =Wy =0,Yi—1 =yi—1,0 )

~(k)
P(Yt W= 0,Y 1 = y1,0 )

~(k
P(Stzst|wt=0,n1 — g 1,8%

~(k
) X P (Yt —|S) = 50, Wy = 0,1 = yo_1,0' ))

~(k
P(Yt W, = 0,Yie1 = ye1,0 ’)

~(k ~(k
IP’<St=St|Wt=0,Yt—1 Zyt—l,e( )> XP(%:yt—3t|Wt:076( ))

~(k)
P (Yz [V, = 0,Yie1 = ye1,0 )

Logo:

~(k)
E (St|Bt 1Y =y Vi1 = 1,0 ) -

min{y; 1,y } ~(k) ~(k)
5¢ []P’ (St =5:|Wy =0,Ys 1 =y-1,0 > x P (Vt =y —s|Wy =0,6 )}

St:()

~(k)
IP(Yt Wi =0, 1 = 1,0 )
(3.31)

Note que, podemos simplificar a expressao (3.29) utilizando os resultados (3.30) e (3.31),

o que implica que:
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_ (k) (k)
bisy = IED(Bf—1|Yt Yt,Yi—1 =yi—1,0 )XE(St|Bt:17Yt:yt7Yt—1:yt—170 )
N min{y¢—1,y:} ~(k) ~(k)
(1—7r(k)) StP<St—5th—1—yt—179 >><]P)<Vt—yt—3t|wt—07o >
s¢=0

~(k)
P(Y:=yt|Yi—1=9:-1,0

(1_a(k>)min{ytz__;’yt}st( yt; ) (3" (1-a®)" (yt—sti(k)>

St

- — = . (3.32)
P (Yt =y|Yi—1 =y¢—1,0 >

1. Caso ZIP:
Se Vi ~ ZIP(m,\), entdo A = X e hy,(-|A) é a fp de uma v.a. Poisson(A). Assim,

temos que:
(1 —wi)log {hy, (yr — s¢|A) } o< —(1 —we) A+ (1 —wy) (ye — s¢) log(N).
Logo,
}:cgt (1/6™) ,x§: 1—a™) -+1og(A)§f(1-u§ Ny +log(A }:bp% . (3.33)

t=2
Maximizando a expressao (3.33) com relagao a A, temos que:
~(k (k)

> (1— @)y, thst

j\(k+1) _ =2

3 <1—@£’“)>

t=2

Note que a atualizagao de A(F) pertence ao espacgo paramétrico de A. De fato, temos que:
Ak - (k)
t=2
(k) = (k)
(Bivily.8") = >- B (Bisily.0")
t=2

~(k
E(BM—St)ly,o( ))

n

Z(l wt thst =

t=2
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I
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T
(]



41

2. Caso ZINB:
Se Vi ~ ZINB(m,u,0), entdo A= (1, ¢) e hy,(+|A) é afp da v.a. NB(u,¢). Assim,
temos que:
(1—wi)log {hu, (i — 51N} o< (1—wy){logI'(y — 51+ @) — log (I'())
+ (g — 1) [log(p) —log(p+ 6)] + ¢ [log () — log(u+ ¢)] }.

Logo:

> Q5 (u,0|8™ th + [log() — log(p+ ¢)]

t=2

X (En:(l—wt thst )

+ [log((0) + 6 log(o) ~lor(u+ o)) 3 (1-8)), (334)

t=2

—(k ~(k
em que 2(9) | = E (BilogT (g = S+ 0)1Yi =, Vi1 = 11,8 ), aue ¢ obtido analoga-

mente a (3.32), o que implica em:

R min{y:—1,y+ } e 8"
. (1—7r(k)) > logT'(y: — St + )P (St—St|Yt—1—yt—1,9( >>h<yt—3t«9 ))

—(k 5:=0
gt(¢) = o
P <Yt =yt|Yi—1=ys—1,0 >

No passo M do algoritmo, maximiza-se a expressao (3.34) com respeito a p e ¢. No

entanto, tal maximizacao nao pode ser obtida analiticamente. Uma maneira de contornar
este problema, é utilizando o algoritmo ECM proposto por Meng e Rubin (1993), o qual
substitui o passo M por uma sequéncia de passos de maximizagao condicional (CM). Sendo
assim, o passo CM do algoritmo para o processo ZINB-INAR(1) segue os seguintes passos:
1. Atualize ﬁ(k) pela maximizagao de >}t 5 QF (u $(k)\A(k)) com relagao a .
2. Atualize ¢(®) pela maximizacio de 31, Q; ( (k+1) ¢|0 > com relacao a ¢.

Assim, a atualizacao de u e qﬁ sao dadas por:

(1 —@t(k))yt - tht( )
[+ _ =2 =9

M=

50D — arg max{
0]

Nao ha férmula explicita para a solucao de gb (k+1) " Portanto, utilizamos a rotina “optim”

do software R (R Core Team, 2019) para maximizar ;- , Q} ( (k+1) ¢|6 ) com relacao
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a ¢.

3. Caso ZIPIG:
Se Vi ~ ZIPIG(m,u,0), entao XA = (u,¢) e a distribuicao de V4 tem a seguinte

forma estocastica:
o (Vi|Zy = 2z, W = wy) ~ Poisson(puz), se wy =0, e (V| Zy = 2, Wy = wy) segue uma
v.a. degenerada em zero, se wy =1,t=2,3,...
o Wy =0~ 1G(1,0),t=2,3,...
o Wy~ Bin(1,7),t=2,3,...

Para o caso ZIPIG, a maximizacao da funcao Q5 (,u,gb@(k)) nao ¢ simples
de ser obtida devido a funcdo Bessel de terceira ordem em sua expressao. Sendo assim,
para desenvolver o algoritmo EM, iremos propor outra varidvel latente Z;, em que o
vetor de dados completos, neste caso, serd Y. = (Y, W,S,Z). Entdo, utilizando o mesmo

argumento que (3.19), a fdp conjunta condicional f(y,|y:—1) é dada por:
FYerlyi—1) = f(ye, se,we, v, 2ely—1) = f (e, 56w 20 |ye—1)-
Logo:

fely—1) = f(yt, st,we, z]ye—1)
= [yt we, 2e|st, yr—1) X P(Se = s¢[Yim1 = ye—1)
= flwg, z¢) x P(Yy = ye| St = 56, We = wi, Zy = 2, Yi—1 = Y1) (3.35)
xP(St = st|Yi-1=yt-1)
= f(zt|wy)P(Wy = wy) X P(Vy =y — s¢| Wy = wy, Zy = 24) (3.36)

XP(Sp = s¢|Yi—1=ys-1)

B R RS G €70 Vi | SO 7 e B
R e B b e

% ( Yi—1 )&st (1 _ a)yt—l_St ,
St

em que (3.35) é obtido considerando que o vetor (W, Z;) é independente de (St,Yi—1), e

(3.36) é obtido analogamente a expressao (3.24).

Assim, a funcao de verossimilhanga condicional completa é dada por:
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1—wt
_ — 2 Yt —St
Le(0y:) o || { )t ( vt )ast(l—a)yt_l_st le (1) ]

1—wy
) {(bmzt /2exp{_<§<z:1}>2}} }

A funcao de log-verossimilhanga condicional completa é dada por:

le(0lye) = 10%( c(Olye))
x Zwtlog +Z 1 —wy)log(1—m)

tf2
+ Zstlog —|—Z (ye — s¢)log (1 — )
t=2 =2
- o ¢ 1
+ > (1—wy) —uZtJr(yt—St)lOg(M)—Q t— 5% +¢+210g(¢) :
=2

~(k
Assim, a funcao @) (0|9( )> pode ser expressa na forma reduzida como:

Q(0]§(k)> Zwt log (7 +Z<1—wt )log(l )
+ Zst log (« —i—Z(yt—st >log (1-« —l—ZQ )\|0

t=2

em que:

no n
t=2

+ log Z t )+¢Z(1—@§k) ZZtZ’t —*th/zt

3

~(k
Assim, no passo E do algoritmo, obtem-se S¢,w; e a fungao Q;* (,u ng\O( )), a

—— (k ——(k)
qual é completamente determinada pelo conhecimento de btst( ), btzt( be/z , em que

tht(k) =F <BtZt|y,0(k)> € bt/zt( : =F (BtZt_1|y,0(k)> As esperancas btzt(k) (& bt/Zt( :

podem ser expressas por:



44

—w) ~(k)
bizt = FE|E|BiZ|S5,Ys =y, Yio1 =41—1,A
. ~(k) (k) _ _ B ~(k)
min{y,—1,y:} (1—7T )(yt_St'i‘l)hUt yr —s¢ + 1A P|Se=st|Yi=yt, Y1 =ys—1,0
- = S0k |20 2(k) A%
s5¢=0 n ™ I{yt:St}+(1_7r )hUt yt—StlA
(3.37)
(§]
(k) . ~()
btz = E|\E|BtZ; |St,Ye=yt,Yio1=yt-1,A
min{y;1,y: } » (k) (k)
= Z E\| BiZ, " |Vi=yt—st, A XP| St =s|Ye =yt,Yi_1 =yi—1,A
s¢=0
~ ~(k) ~(k)
min{ye 1.5} ( AR <yt8t1/\ > ><P<St_5t|Y;£_yt7Ytl_ytlvo
N Z { ~(k) Hoe)
s5¢=0 (yt —st)h | yr —st|A
k) (oK k _ (k) (k) ~(k)
) (3F) +20(R)) 4 1 ( )h 0[x XP( St =y|Ye =wt,Yi—1 =yt—1,0
+ H{yt—sf,}}v

20 [%(k) +(1=F0)h <0|X(k))]
(3.38)

~(k
em que P (St =st|Yy =y, Y1 = yt_l,a( )) ¢ dado em (3.23) e a demonstracao de (3.37)
e (3.38) estao no Apéndice B.
~(k
No passo M do algoritmo, substituimos a maximizacao de > i o Qf <u,¢>|0( )>

~(k
pela maximizacao de > 1 o QFF (,u,gb|0( )> Assim, temos que a atualizacio de i%) e ¢(*)

¢é obtida por:
n _ (k) — (k)

Z(l—wt Yyt — thst

ﬂ(k+1) t=2
Z bezt
=2
> (1—a)
¢(k+1) t=2
tZ:thZt + Z bi/z  — Ez(l — ;)

Em seguida, mostramos os valores iniciais que adotamos para as estimativas

de a, m e A na primeira iteracao do algoritmo.
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Valores iniciais

a0y ~0) 3@ . . .
Para os valores iniciais 8~ = (a(o),ﬂ(o),}\ ), utilizamos as estimativas obtidas
pelo método de momentos, igualando a esperanca, variancia e fungao de autocovariancia
do processo a esperanca, variancia e funcao de autocovariancia amostral, respectivamente

(veja Eq. (2.3) e (2.4) — Cap. 2). Assim, temos que:

-t n
em que §y = Y1 y;/n.
Relacionado as estimativas iniciais para m e A, temos:

o Se V3 ~ZIP(m, \), entdo:

5 — 5(0) (1 =a0)
~(0) _ (0—1)(1+a'%) . y(1—a'")

(6—1)(1+a0) +5(1—a) 70

o Se V4 ~ZINB(m, \) ou V; ~ZIPIG(m, \), entdo:

) _ y(1—a") e 30— _ )
1—7(0) (6—1)(1+a) - 070’

em que 6 = S2/j, com S2 =7 (y;—)?/(n—1). Uma vez que nio hé formula
explicita para a estimativa pelo método de momentos para o parametro 7, utilizamos
70 = 0,5, que corresponde ao ponto médio do intervalo (0,1) (espago paramétrico
de ).

A seguir, mostramos como construir intervalos de confianga para os parametros

por meio de métodos bootstrap.

3.6 INTERVALOS DE CONFIANCA PARA OS PARAMETROS

No processo ZI-INAR(1) nao é conhecida a distribuicao assintética dos esti-
madores de maxima verossimilhanca. Assim, com o intuito de construir intervalos de
confianga para os parametros, propomos o procedimento de reamostragem por bootstrap,
que utiliza os dados observados para gerar amostras que possibilitam estimar a distribuicao
dos estimadores.

Os métodos bootstrap, inicialmente propostos por Efron (1979), nao sao ade-

quados para conjunto de dados que apresentem estrutura de dependéncia, como em séries
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temporais. No contexto de processos INAR, alguns estudos propondo métodos bootstrap

tém sido desenvolvidos para construir intervalos de confianca e realizar previsoes, dentre

os quais podemos citar: Cardinal, Roy e Lambert (1999), Jung e Tremayne (2006), Kim e
Park (2008), Kim e Park (2010), Jentsch e Weif} (2019) e Bisaglia e Gerolimetto (2019).

Sendo assim, nesta secao apresentamos dois métodos bootstrap para o nosso processo

ZI-INAR(1): o bootstrap paramétrico, em que obtemos as amostras gerando valores do

modelo ajustado, e um bootstrap nao paramétrico, em que as amostras sao obtidas por

reamostragem dos dados observados.

e Bootstrap ZI-INAR(1):

A versao paramétrica do bootstrap para o nosso processo, a qual denotamos por

bootstrap ZI-INAR(1), consiste em ajustar um processo ZI-INAR(1) a partir da

série observada e posteriormente gerar amostras do processo ajustado. Assim,

seja y = (y1,...,Yn) realizagoes de um processo ZI-INAR(1), entdo o bootstrap

paramétrico é dado pelas seguintes etapas:

1.

Gere as v.a’s Vi*,--- V¥ as quais tém distribuigdo ZI com pardmetros 6 =
T .

(a,w,/\) , em que @ é a estimativa de méaxima verossimilhanca obtida pelo

algoritmo EM considerando os dados originais.

Gere um processo ZI-INAR(1) recursivamente como:

Yi' =1y

Y =aoY | +Vy, t=2,-,n,

em que ao Yy Y| =yf | segue uma distribui¢do Binomial com pardmetros
yi_jeq,seyi_; >0, e a0 |V =y, tem distribuigdo degenerada em
zero, se y;_; = 0.

Calcule para a série temporal gerada no passo 2 a estimativa bootstrap 0 =
(&*,%*,X*)T utilizando o algoritmo EM.

Repita os passos (1)-(3), R vezes, obtendo as estimativas bootstrap
{9:,7’ = 1,...,R}.

Utilize a distribuicao empirica das estimativas ?{, .. ,9*3 como a estimativa da

distribuicao de 6.

e Bootstrap em blocos circulares:

Conforme mencionado na Secao 2.5 do Capitulo 2, existem diversas variagoes do

bootstrap em blocos, sendo uma delas o bootstrap circular em blocos, em que para
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definir os blocos, considera-se que os mesmos estao sobrepostos (isto é, o primeiro
bloco se inicia pela observacao yi, o segundo, por y2, e assim por diante) e que a
série original ndo tem um valor inicial e um valor final (isto é, se no bloco ha a
observacao yy,, entao o proximo elemento do bloco sera y;, seguido por 2, e assim por
diante). Assim, sendo y = (y1,...,¥n) uma realizacdo de um processo ZI-INAR(1), o
bootstrap circular em blocos é dado pelas seguintes etapas:

1. Escolha um tamanho [ para os blocos e defina os blocos By, Bs,- -, B, por:

Yis " Yiti—1) sei=1,....n—[+1;
B; =

(yu 7ynay17"'7yl7(n7i+l)) ) se 1= n_l+2aan
2. Selecione com reposi¢do k = n/l blocos para gerar a série temporal y* =
T
(yfa T >y]>;l)

do i-ésimo bloco selecionado. Caso n/l ndo seja um ntimero inteiro, selecione

, em que yﬁ(ifl)l,y;“ifl)l, -+, y;; correspondem as observagoes

k= |7]+1 blocos, em que [a] denota a fungao maior inteiro, e desconsidere as

observagoes y, 1, ,yj; da série temporal y*.

3. Calcule para a série temporal y* a estimativa bootstrap 0 — (&*,%*,:\*)T
utilizando o algoritmo EM.

4. Repita os passos (1)-(3) R vezes, obtendo as estimativas {5:,7“ =1,.. .,R}.

5. Utilize a distribuicao empirica das estimativas 9?, e ,9; como a estimativa da

distribuicao de 6.

Note que os blocos permitem que a estrutura de dependéncia até a ordem [ seja
preservada. Para mais detalhes relacionados ao bootstrap em blocos, veja Davison e
Hinkley (1997).

A partir das distribui¢oes empiricas obtidas nos passos (1)-(5) para os dois
métodos bootstrap, podemos construir intervalos de confianca para os pardmetros. Assim,
sendo 6; a estimativa do pardmetro ¢; do processo ZI-INAR(1), e 57’52 a estimativa de 6#; da
r-ésima amostra bootstrap, utilizamos os seguintes intervalos:

e [ntervalo de confianca baseada na variancia assintotica:

A variancia bootstrap de 6; é dada por:
L& (L 1& .Y
* % *
Vi :ﬁz er,i_ﬁzer,i .
j=1 j=1
Assim, o intervalo assintético com confianga 1 — « para 6; é dado por:

{9:' —U1—a/2\/VT'*a §i+u1—a/2\/v>i*} :
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em que uj_q /o ¢ 0 quantil de ordem 1—« /2 da distribuigdo normal padrao.

e Intervalo de confianca percentilico:
Definindo 5:‘( 0/2) © 5;"(1_ a/2) COMO 08 quantis de ordem a/2 e 1—«/2 da distribuigao
de ; obtida pelo método bootstrap, temos que o intervalo de confianca percentilico

com confianca 1 — « para 6; é dado por:

*

92'((04/2)791(1—04/2)} :

Além de construir intervalos de confianca para os parametros, mostramos na
secao a seguir que os métodos bootstrap podem ser utilizados para obter a distribuicao de

previsao h passos a frente.

3.7 PREVISAO

Um dos principais objetivos na andlise de séries temporais é prever valores

futuros. Sendo assim, apresentamos nesta se¢ao métodos de previsoes para o processo

ZI-INAR(1).
Previsao h passos a frente

Estudos de previsoes para séries temporais de valores inteiros com inflacao de
zeros tém sido pouco explorados na literatura. Jazi, Jones e Lai (2012) sugerem como
proposta de previsao a esperanca condicional E(Y;,,|Y;, = yn) em processos INAR(1), com
inovacoes seguindo distribuicao ZIP. A previsao baseada na esperanca condicional é um dos
métodos mais utilizados para realizar previsdoes em processos autorregressivos continuos
devido ao fato que E(Y,,11|Yn = yn) minimiza o erro quadratico médio de previsao, ou
seja, minimiza a quantidade E { {?rwh — Yn+h}2 Y, = yn} com relacao a ?n+h> que ¢é a
previsao h passos a frente.

Sendo assim, propomos a previsao baseada na esperanca condicional para a
classe dos processos ZI-INAR(1). A estimativa da esperanca condicional de Y,,;;, dado
Yy = yn, denotada por ¥, yp, € dada por:

1—al
1-a’

Onih = BE(Vyin|Yn,0) = 6"y + (1-7)E (UX) (3.39)

em que E(Yn+h]Yn,§) é obtido pela Equacao (3.6).
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Para analisar a acurdcia da previsao (3.39), utilizamos a medida do Erro
Absoluto Médio de Previsao h passos a frente, denotada por EAMP(h), que considera a
diferenga absoluta entre o valor da previsao e o verdadeiro valor observado na série temporal.
Assim, seja Y1, ..., Yn—m> Yn—m-+1, -, Yn Uuma série temporal de tamanho n dividida em duas
partes. Considere que a primeira parte consiste nos n —m valores iniciais da série, utilizados
para a estimacao dos parametros, e a segunda parte, consiste nas m tltimas observagoes,
utilizadas para analisar a acuracia das previsoes. Sendo ¥4} a previsao h passos a frente
baseada nas observacoes y1,...,1t. Entao, o Erro Absoluto Médio de Previsao h Passos a

Frente ¢ dado por:

1 n—h R
EAMP(h) = m—htl Y |Tern = Yernl- (3.40)
t=n—m

Distribuicao de previsao h passos a frente

No contexto de previsdes para processos autorregressivos de valores inteiros,
h&a poucos estudos que utilizam a distribuicao de previsao. O estudo da distribuicao de
previsao ¢ de grande interesse na analise de séries temporais continuas, especialmente na
area de finangas (TAY; WALLIS, 2000).
Como proposto por Cardinal, Roy e Lambert (1999), Jung e Tremayne (2006),
Kim e Park (2008) e Bisaglia ¢ Gerolimetto (2019), métodos bootstrap podem ser utilizados
para obter a distribuigdo de previsdo h passos & frente. Assim, sendo y = (y1,...,Yn)
realizagoes de um processo ZI-INAR(1), o bootstrap para a previsao é dado pelas seguintes
etapas:
1. Obtenha R; estimativas bootstrap {a:,r =1,.. .,Rl} utilizando um dos métodos
apresentados na Sec¢ao 3.6.
2. Selecione aleatoriamente uma estimativa bootstrap do conjunto {9:,7" =1,..., Rl} e
gere Y7\ q,..., Y, recursivamente, utilizando a estimativa bootstrap selecionada,

~

~k ~%
denotada por 8 = (a*,7*,X )T, como segue:

*

~ * * .
n+j:Oé OYn+j71+Vn+]’7 jzl,...,h,

em que Y =yn, Viq,...,V,,, sdo va’s iid seguindo distribuicao ZI e a* o
Yo alYoh o1 = Yny 1 segue uma distribuicdo Binomial com pardmetros y;, ., ; e
~% * ~x% * * ok . . s o~

a*,se ypiiq>0,e@” oYy |YL . =y, ;4 segue uma distribui¢do degenerada

em zero, se Y, ;1 =0, para j=1,... h.
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3. Repita o Passo (2) Ra vezes e utilize a distribui¢do empirica dos Rg valores gerados

para Y, , como a distribuicao de previsao h passos a frente.

3.8 ESTUDOS DE SIMULACAO

Nesta secao, apresentamos dois estudos de simulacao. O primeiro tem como
objetivo analisar a precisao das estimativas de maxima verossimilhanca para os pardametros
do processo ZI-INAR(1). O segundo, tem como objetivo analisar as estimativas dos
pardmetros do processo INAR(1) com inovagoes {Ut}t€Z7 i.e., nao pertencentes a classe
de distribuigoes ZI, quando a série é gerada por um processo INAR(1) com inovagoes
pertencentes a classe das distribuicoes ZI.

Em ambos estudos de simulagao, consideramos para as inovagoes as distribuigoes
inflacionadas de zeros Poisson, Binomial Negativa e Poisson Inversa Gaussiana. Utilizamos
o algoritmo EM para obter as estimativas de méxima verossimilhanca dos pardmetros.
Os valores iniciais adotados para os parametros no algoritmo foram os mesmos descritos

na Secao 3.5 e o critério de convergéncia utilizado foi o critério baseado na aceleracao de

Aitken (MCLACHLAN; KRISHNAN, 2008).
3.8.1 Simulagao 1: Propriedades assintéticas

Este estudo tem como objetivo avaliar a precisao das estimativas dos parametros
para diferentes tamanhos amostrais. Foram consideradas amostras de tamanho n = 100,
300, 500 e 1000. Para os parametros do processo, foram fixados a = 0.3, 7 = 0.3 e 0.6.
Considerando as diferentes combinagoes de n e 7, foram geradas N = 300 amostras dos
seguintes processos ZI-INAR(1): ZIP-INAR(1) fixando A = 2; ZINB-INAR(1) e ZIPIG-
INAR(1) fixando u =2, ¢ =0.75, 1.5 e 2.5.

Apds as N = 300 réplicas serem geradas para todos os cendrios, foi analisada a
precisao das estimativas dos parametros dos processos ZIP-INAR(1), ZINB-INAR(1) e
ZIPIG-INAR(1) utilizando como medidas o viés relativo (VR) e a raiz quadrada do erro
quadrético médio relativo (REQMR) dadas, respectivamente, por:
VR(@) = 3 =t

300 = 6




o1

2

~ 1 300 §Z~j—6i
REQMR(6;) = 30021< 7 ) ,
j= A

em que HAZ-J- ¢ a estimativa de ; na j-ésima réplica e 8 = (a,m, A).

As Tabelas 2-4 apresentam os valores das medidas do VR e do REQMR das
estimativas dos parametros. Nota-se que o VR das estimativas, em geral, estdao em
torno de zero, e o REQMR tende a diminuir quando aumentamos o valor de n. No
entanto, comparando o desempenho das estimativas dos parametros para os processos
ZINB-INAR(1) e ZIPIG-INAR(1), observamos que no geral, gg apresentou pior desempenho,
de acordo com as medidas analisadas. Ainda, é possivel notar que as estimativas de «a, p e
7 apresentam valores menores do REQMR no processo ZIP-INAR(1) quando comparado
com os processos ZINB-INAR(1) e ZIPIG-INAR(1), especialmente para valores de ¢
menores.

Sendo assim, concluimos por meio deste estudo de simulagao, que as estimativas
dos parametros se comportaram como o esperado, no sentido do viés das estimativas

estarem em torno de zero e do erro quadratico médio diminuir para tamanhos maiores de

amostra.

Tabela 2 — VR e REQMR das estimativas de méxima verossimilhanca do processo ZIP-INAR(1)
para diferentes tamanhos amostrais e diferentes valores de =, fixando o = 0.3 e

A=2.
G 7 )
Toon VR REQMR| VR REQMR| VR REQMR
100 | -0.0668 0.3141 |-0.0764 0.3436 |-0.0035 0.1163
o3 300 |-00166 01635 |-0.009 0.1943 | 0.0058  0.0777
500 | -0.0229  0.1188 |-0.0128 0.1372 | 0.0033  0.0579
1000 | -0.0020  0.0870 | -0.0150  0.0995 | -0.0024  0.0395
100 |-0.0433 02362 | -0.0212  0.1337 | 0.0007 _ 0.1582
o 300 |-00118 01289 |-0.0068 0.0707 |-0.0058  0.0895
© 500 |-0.0117  0.0985 | -0.0050  0.0488 | 0.0021  0.0650
1000 | -0.0095  0.0750 | -0.0031  0.0388 | -0.0040  0.0472
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Tabela 3 — VR e REQMR das estimativas de maxima verossimilhanca do processo ZINB-
INAR(1) para diferentes tamanhos amostrais e diferentes valores de m, fixando

a=03,u=2ed=0.7515e25
o T 1 )
¢ T n VR REQMR VR REQMR VR REQMR VR REQMR
100 0.0051 0.2080 -0.0001 0.7010 0.0971 0.3614 0.3417 1.8875
0.3 300 0.0042 0.1117 -0.0365 0.5423 0.0344 0.2355 0.1165 0.6861
’ 500 0.0022 0.0842 -0.0238 0.4571 0.0143 0.1873 0.0696 0.4845
0.75 1000 0.0019 0.0595 -0.0424 0.3500 -0.0048 0.1376 0.0111 0.2943
’ 100 0.0052 0.1893 -0.1443 0.4576 0.0306 0.4736 0.2758 3.2307
0.6 300 -0.0148 0.1091 -0.0688 0.2908 0.0106 0.2980 0.0990 0.9289
’ 500 0.0083 0.0830 -0.0684 0.2552 -0.0158 0.2584 0.0125 0.6428
1000 | -0.0021 0.0612 -0.0242 0.1472 -0.0076 0.1692 0.0602 0.3940
100 -0.0157 0.2241 -0.0666 0.6120 0.0183 0.2399 0.2144 1.4996
0.3 300 -0.0015 0.1219 -0.0834 0.4179 -0.0147 0.1604 0.0298 0.6910
’ 500 -0.0019 0.0899 -0.0185 0.3245 0.0084 0.1294 0.0585 0.4348
15 1000 | 0.0020 0.0687 -0.0333 0.2436 -0.0043 0.0950 -0.0039 0.2898
’ 100 -0.0200 0.2105 -0.1236 0.3800 -0.0118 0.3557 0.0959 2.1109
0.6 300 0.0005 0.1204 -0.0407 0.1930 -0.0130 0.2056 0.0401 1.1545
’ 500 -0.0109 0.0949 -0.0256 0.1351 -0.0167 0.1607 0.0213 0.6549
1000 | -0.0004 0.0603 -0.0218 0.0883 -0.0184 0.1161 -0.0314 0.3832
100 -0.0388 0.2513 -0.1162 0.5348 0.0030 0.2104 0.0319 0.9771
0.3 300 -0.0050 0.1370 -0.0642 0.3803 -0.0077 0.1390 0.1027 0.9715
’ 500 -0.0212 0.1089 -0.0502 0.2699 -0.0061 0.1037 0.0178 0.5092
25 1000 | -0.0066 0.0764 -0.0281 0.1829 -0.0082 0.0755 -0.0169 0.3569
’ 100 -0.0169 0.2278 -0.1465 0.3334 -0.0959 0.2975 -0.1273 1.3087
0.6 300 -0.0125 0.1194 -0.0165 0.1262 -0.0176 0.1730 0.0525 1.0700
’ 500 -0.0030 0.0889 -0.0088 0.0954 -0.0022 0.1286 0.0730 0.8590
1000 | -0.0006 0.0697 -0.0065 0.0690 -0.0025 0.0977 -0.0000 0.4792

Tabela 4 — VR e REQMR das estimativas de méxima verossimilhanca do processo ZIPIG-
INAR(1) para diferentes tamanhos amostrais e diferentes valores de , fixando

a=03, u1=2e¢$p=0.75,1.5e 2.5

a T [ ¢

$ T »m VR REQMR| VR REQMR| VR REQMR | VR REQMR
100 | 0.0010  0.2044 | -0.0046  0.5836 | 0.0391 _ 0.2632 | 0.1688  1.8383
03 300 | -0.0056 01175 | -0.0665 03940 | -0.0078  0.1739 | 0.0431  0.5878
2500 | -0.0002  0.0887 | -0.0243  0.2975 | 0.0004  0.1293 | 0.0237  0.3576
075 1000 | -0.0016  0.0614 | -0.0117  0.2135 | -0.0004  0.0918 | 0.0301  0.2578
100 | -0.0205  0.2034 | -0.0825  0.3159 | 0.0369  0.3580 | 0.2246  2.6273
06 300 [ -0.0007 01125 |-0.0345 01567 | -0.0168 02096 | -0.0025  0.7321
© 500 | -0.0073  0.0871 | -0.0121  0.1040 | -0.0096  0.1539 | 0.0717  0.5155
1000 | -0.0027  0.0677 | -0.0095  0.0790 | -0.0110  0.1204 | 0.0187  0.3109
100 | 0.0340 02193 | 0.0740 05251 | 0.0183  0.2156 | 0.1622  1.3835
03 300 | -0.0068 01367 | -0.0243 03257 | 0.0016  0.1346 | 0.0398  0.7542
2500 | -0.0050  0.1032 | -0.0162  0.2326 | 0.0007  0.0959 | 0.0268  0.4768
L5 1000 | -0.0065  0.0702 | -0.0273  0.1705 | -0.0001  0.0762 | -0.0163  0.2293
‘ 100 | -0.0320  0.2046 | -0.0452 _ 0.2319 | 0.0160  0.2772 | 0.1455 _ 1.6193
06 300 | -0.0052 01066 | -0.0212 01103 | -0.0034 01659 | 0.0623  0.9166
© 500 | -0.0051  0.0913 | -0.0096  0.0885 | -0.0015  0.1253 | 0.0543  0.9582
1000 | 0.0022  0.0640 | 0.0025  0.0573 | 0.0051  0.0942 | 0.0481  0.3459
100 | 0.0437 02472 | 00750 0.4556 | 0.0187  0.1978 | 0.1961 _ 1.3687
03 300 | -0.0095 01382 | -0.0194 02708 | -0.0006  0.1141 | 0.0972  0.9488
2500 | -0.0040  0.1188 | 0.0002  0.2095 | 0.0061  0.0938 | 0.0628  0.4610
05 1000 | -0.0042  0.0720 | -0.0017  0.1384 | 0.0070  0.0621 | 0.0338  0.3133
' 100 | -0.0486  0.2160 | -0.0850  0.2530 | -0.0336  0.2658 | -0.0715 _ 1.1974
06 300 [ -0.0107 01299 | -0.0161 00976 | -0.0046  0.1420 | 0.0965  0.9962
© 500 | -0.0088  0.0918 | -0.0143  0.0777 | -0.0097  0.1051 | 0.0423  0.7257
1000 | 0.0025  0.0653 | -0.0031  0.0503 | -0.0027  0.0776 | 0.0077  0.3785
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3.8.2 Simulagao 2: Efeito da ma especificagdo da distribuicdo das inovagoes

Este estudo de simulagao tem como objetivo avaliar o impacto nas estimativas
dos parametros de um processo INAR(1) com inovagoes seguindo distribuigoes ZI, quando
especificamos para tais inovagoes uma distribuicdo nao pertencente a classe das distribuigoes
Z1. Para realizar o estudo, geramos apenas processos com inovagoes seguindo distribuicoes
Z1, e para cada processo gerado, estimamos os parametros ajustando dois processos:
INAR(1) com inovagoes seguindo distribuigoes ZI (especificagao correta) e INAR(1) com
inovagdes nao pertencente a classe das distribuigoes ZI (especificagao incorreta). Em
particular, geramos 0s processos:

e ZIP-INAR(1), e estimamos os parametros ajustando os processos Po-INAR(1) e
ZIP-INAR(1);
e ZINB-INAR(1), e estimamos os parametros ajustando os processos NB-INAR(1) e
ZINB-INAR(1);
e ZIPIG-INAR(1), e estimamos os parametros ajustando os processos PIG-INAR(1) e
ZIPIG-INAR(1);
Para gerar os processos ZIP-INAR(1), ZINB-INAR(1) e ZIPIG-INAR(1), utilizamos
amostras de tamanho n = 300 e fixamos os parametros em o =0.3 e 7 =0.1,0.3,0.5 ¢ 0.7
(a ideia é analisar se o impacto nas estimativas se alteram para diferentes valores de )
para os trés casos. Considerando os diferentes valores de 7, utilizamos N = 300 réplicas
dos processos ZIP-INAR(1), fixando A =2 e, ZINB-INAR(1) e ZIPIG-INAR(1), fixando
nw=2e¢=0.751.5,e 2.5.

Nas Tabelas 5-7 (assim como nas Figuras 7-9 apresentadas no Apéndice A), nota-
se nos trés processos INAR(1) com inovagoes {U},cz, que o pardmetro cujas estimativas
apresentaram maior viés foi o pardmetro pu. As estimativas deste pardmetro subestimam
1 e o viés tende a aumentar para valores de m maiores. Observamos que & também
subestima o verdadeiro valor do pardmetro nos trés processos INAR(1) com inovagoes
{Ui},ez- No entanto, nos processos NB-INAR(1) e PIG-INAR(1), a estimativa deste
parametro aparentemente nao é afetada para os diferentes valores de 7 considerados,
enquanto que no processo Po-INAR(1), & apresenta maior viés para valores de 7 a partir
de 0.3. Com relagao as estimativas de ¢ nos processos NB-INAR(1) e PIG-INAR(1),
notamos o mesmo problema observado em ji, ou seja, ngS subestima ¢, elevando seu viés

quando 7 aumenta.



54

Sendo assim, concluimos que especificar incorretamente as distribui¢oes Poisson,
NB e PIG para as inovagoes, quando tais inovagoes seguem distribuicoes ZIP, ZINB, e
ZIPIG, respectivamente, afeta as estimativas dos parametros, em geral.

Tabela 5 — VR das estimativas de maxima verossimilhanga dos processos Po-INAR(1) e ZIP-
INAR(1) em amostras de tamanho n = 300 para diferentes valores de =, fixando

a=03eA=2.
VR

T N ~

Processo «a A
01 Po-INAR(1) -0.0804 -0.0680
’ ZIP-INAR(1) -0.0347 0.0094
0.3 Po-INAR(1) -0.2015 -0.2392
’ ZIP-INAR(1) -0.0202 0.0058
05 PoINAR(D) -0.2233 -0.4541
’ ZIP-INAR(1) -0.0082 -0.0013
0.7 Po-INAR(1) -0.2235 -0.6713

ZIP-INAR(1) -0.0089 0.0055

Tabela 6 — VR das estimativas de méxima verossimilhanga dos processos NB-INAR(1) e ZINB-
INAR(1) em amostras de tamanho n = 300 para diferentes valores de 7 e ¢, fixando

a=03, up=2.
VR

é @ ~ ~ ~

Processo a 1% ¢
01 NB-INAR(1) -0.0191 -0.0904 -0.1682
’ ZINB-INAR(1)  0.0009 0.0636 0.1463
0.3 NB-INAR(I) -0.0284 -0.2877 -0.4698
0.75 ’ ZINB-INAR(1) -0.0064 0.0433 0.0895
’ 05 NB-INAR(I) -0.0100 -0.4940 -0.6903
’ ZINB-INAR(1) 0.0058 -0.0328 -0.0491
07 NB-INAR(I) -0.0184 -0.7040 -0.8429
’ ZINB-INAR(1) -0.0089 -0.0351 0.0640
01 NB-INAR(1) -0.0061 -0.0992 -0.2432
’ ZINB-INAR(1) 0.0208 0.0174 0.0209
0.3 NB-INAR(T) -0.0348  -0.2887 -0.5525
15 ’ ZINB-INAR(1) -0.0008 -0.0087 0.0388
’ 05 NB-INAR(1) -0.0309 -0.4921 -0.7569
’ ZINB-INAR(1) -0.0028 0.0070 0.0679
0.7 NB-INAR(1) -0.0159 -0.6970 -0.8899
’ ZINB-INAR(1) -0.0016 -0.0170 0.0245
01 NB-INAR(1) -0.0439 -0.0805 -0.2559
’ ZINB-INAR(1) -0.0167 0.0164 0.0380
0.3 NB-INAR(1) -0.0569 -0.2812 -0.6252
25 ’ ZINB-INAR(1) -0.0116 0.0038 0.1484
’ 05 NB-INAR(1) -0.0386  -0.4878 -0.8142
’ ZINB-INAR(1) -0.0060 -0.0089 0.0548
0.7 NB-INAR(1) -0.0191 -0.6974 -0.9181

ZINB-INAR(1) -0.0010 -0.0182 0.0452
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Tabela 7 — VR das estimativas de maxima verossimilhanca dos processos PIG-INAR(1) e
ZIPIG-INAR(1) em amostras de tamanho n = 300 para diferentes valores de 7 e ¢,
fixando o =0.3, p=2.

VR

¢ T Processo a m 10}
01 PIG-INAR(1) -0.0478  -0.0878  -0.1590
) ZIPIG-INAR(1) -0.0169 0.0185  0.0526
0.3 PIG-INAR(1) -0.0521 -0.2872  -0.4945
0.75 ) ZIPIG-INAR(1) -0.0101 0.0216 0.0574
’ 05 PIG-INAR(1) -0.0462 -0.4948 -0.7215
) ZIPIG-INAR(1) -0.0084 -0.0064 0.0268
0.7 PIG-INAR(1) -0.0307 -0.6939 -0.8758
) ZIPIG-INAR(1) -0.0081 0.0424  0.1952
01 PIG-INAR(1) -0.0572  -0.0781 -0.1764
’ ZIPIG-INAR(1) -0.0099 0.0126 -0.0018
0.3 PIG-INAR(]) -0.0751 -0.2775 -0.5605
15 ’ ZIPIG-INAR(1) -0.0083 0.0042  0.0262
) 05 PIG-INAR(]) -0.0616  -0.4906 -0.7857
’ ZIPIG-INAR(1) -0.0059 0.0023  0.0068
07 PIG-INAR(]) -0.0466 -0.6965 -0.9165
’ ZIPIG-INAR(1) -0.0158 0.0205 0.2048
01 PIG-INAR(1) -0.0586 -0.0804  -0.2482
’ ZIPIG-INAR(1) -0.0142 0.0193  0.0916
0.3 PIG-INAR(1) -0.0899 -0.2693 -0.6166
925 ’ ZIPIG-INAR(1) -0.0093 0.0022  0.0415
' 05 PIG-INAR(1) -0.0786 -0.4771 -0.8279
’ ZIPIG-INAR(1) -0.0057 0.0160  0.1043
07 PIG-INAR(1) -0.0444 -0.6989 -0.9371

ZIPIG-INAR(1) -0.0081 -0.0067 0.0252

3.9 APLICACAO

Nesta secao, sera apresentada uma aplicagao a dados reais utilizando os
processos ZI-INAR(1) e a metodologia proposta. O conjunto de dados é referente
a nameros mensais de crimes relacionado a drogas no distrito 2206 de Sao Peters-
burgo, no periodo de janeiro de 1990 até dezembro de 2001, disponivel no site
(http://www.forecastingprinciples.com). Os crimes sdo contabilizados pelo niimero de
relatorios mensais elaborados pela policia com relacao ao tipo de crime em questao.

Na Tabela 8 sao apresentadas algumas estatisticas descritivas da série, em que
é possivel observar uma porcentagem de 43.1% de zeros, e média e variancia amostral
iguais a 2.111 e 12.911, respectivamente. Pela analise destes resultados, aparentemente
um processo ZI-INAR(1) é adequado.

A Figura 1 apresenta o grafico da série, o grafico de barras, e a funcao de
autocorrelagao parcial (FACP). E possivel observar pelo gréfico da série dois valores maiores
do que o esperado, representados pelas observagoes ysg = 19 e y59 = 29, que ocorreram
nos meses de outubro e novembro de 1994. O grafico da FACP sugere que um modelo

autorregressivo de primeira ordem seja adequado, uma vez que apenas a autocorrelacao de
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lag 1 é significativa.

Tabela 8 — Estatisticas descritivas da série numero de crimes no distrito 2206.

n 144
Minimo 0
Média 2.111
Mediana 1
Maximo 29
Variancia 12.911

Proporcao de zeros 0.431

(a) Série temporal.
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Figura 1 — Série numero de crimes no distrito 2206.
Estimacao:

Na Tabela 9 sao apresentadas as estimativas dos parametros e o critério de
informagao de Akaike (AIC). As estimativas dos parametros foram obtidas utilizando a
metodologia apresentada na Se¢ao 3.5 e a medida do AIC foi obtida utilizando a fungao
de log-verossimilhanga condicional dada em (3.18). Por meio da andlise desta medida,
sugerimos que o processo ZIPIG-INAR(1) é mais adequado para modelar a série.

A Tabela 10 apresenta, para cada processo, a estimativa da probabilidade
de zero, definida como f’o(Y} = 0), assim como a estimativa do valor esperado da v.a.

N:nimero de zeros concecutivos até o primeiro valor diferente de zero, definida como
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Tabela 9 — Estimativa dos pardmetros para os processos INAR(1) com inovagdes Poisson, ZIP,
NB, ZINB, PIG e ZIPIG. Série: numero de crimes no distrito 2206.

Processo a 7 I ) AIC
Po-INAR(1) 0.212 - 1.679 - 590.74
ZIP-INAR(1) 0.181 0.512 3.577 - 565.77

NB-INAR(1) 0.071 - 1.977 0.471 550.43
ZINB-INAR(1) 0.070 0.138 2.296 0.630 552.20
PIG-INAR(1) 0.072 - 1.973 0.336 554.53
ZIPIG-INAR(1) 0.065 0.325 2.946 0.903 549.41

Eo(N). Note que o processo Po-INAR(1) nio é adequado, uma vez que as estimativas
da probabilidade de zero (0.1187) e do valor esperado da v.a. N (1.2293) sdo inferiores a
propor¢ao de zeros e a média do ntimero de zeros consecutivos observados na série (0.4306 e
2.2963, respectivamente). Note ainda que os processos com inovagoes ZI, i.e., ZIP-INAR(1),
ZINB-INAR(1) e ZIPIG-INAR(1), estimaram melhor a probabilidade de zero e a esperanga
da v.a. N (no sentido de se aproximarem mais das quantidades empiricas), quando

comparado com os processos Po-INAR(1), NB-INAR(1) e PIG-INAR(1), respectivamente.

Tabela 10 — Estimativa da probabilidade de zero e do valor esperado do numero de zeros
consecutivos até o primeiro valor diferente de zero.
Processo Py(Y;=0) Eu(N)
Po-INAR(1) 0.1187 1.2293
ZIP-INAR(1) 0.3769 2.5213

™
=
w
=
o>
&

PIG-INAR(1) 0.3697 1.7295
ZIPIG-INAR(1) 0.4110 1.8679
Empirico 0.4306 2.2963

A Figura 2 apresenta as distribuigdes bootstrap dos estimadores dos parametros
do processo ZIPIG-INAR(1), obtidas utilizando os métodos de bootstrap paramétrico e
bootstrap circular em blocos (veja Secao 3.6). Como sugerido por Bisaglia e Gerolimetto
(2019), para o método por reamostragem em blocos, consideramos tamanhos de blocos
[ =+/n, i.e., I =12. Utilizamos R = 1000 réplicas de bootstrap para os dois métodos
propostos. E possivel notar que as distribuicdes bootstrap obtidas pelo método paramétrico
apresentam comportamentos similares as obtidas pelo método por reamostragem em blocos
circulares, com excecao da distribuicao de gg Neste caso, no bootstrap circular em blocos,
observamos algumas estimativas de ¢ distantes da média (1.385), como por exemplo,

$205 = 19.98, dogs = 22.71, dsos = 17.70 e dgag = 10.10.
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Figura 2 — Distribuic¢do dos estimadores dos parametros do processo ZIPIG-INAR(1) obtidas
pelos métodos de bootstrap paramétrico (B-PAR) e bootsrap circular em blocos

(BCB).
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A Tabela 11 apresenta as estimativas e intervalos bootstrap baseados na vari-
dncia assint6tica, para os parametros do processo ZIPIG-INAR(1). Conforme observamos,
as estimativas e os intervalos de confianca para os parametros «, 7 e i, obtidos pelos dois
métodos de bootstrap, apresentaram valores similares. No entanto, o mesmo padrao nao
pode ser observado quando comparamos tais estimativas e intervalos de confianga para o
parametro ¢. Relacionado aos intervalos bootstrap para o parametro 7, note que estes
podem ser utilizados para testar Hy : m =0 versus Hy : m > 0, isto é, testar Hy: as inovagoes
seguem distribuicao PIG versus Hyp: as inovagoes seguem distribuicao ZIPIG. Uma vez que
os intervalos ndo contém o valor zero, assim como na anélise do AIC, sugerimos utilizar o
processo ZIPIG-INAR(1) quando comparado com o processo PIG-INAR(1).

Tabela 11 — Estimativas e intervalos de confianca para os parametros do processo ZIPIG-
INAR(1). B-PAR (Bootstrap paramétrico). BCB (Bootstrap circular em blocos).

Estimativa Desv. Pad. Intervalo bootstrap

Parametro  p\i B pAR BCB | BPAR BCB | B-PAR BCB
o 0.065 0.066 0.060 | 0.038 0.036 | [0,0.141] [0,0.131]
T 0.325  0.320 0.325| 0.093 0.080 | [0.138,0.503] [0.169,0.482]
1 2.047 2956  2.960 | 0.473  0.490 | [2.029,3.883] [2.000,3.921]

P 0.903 1.095 1.385| 0.556 1.459 | [0.005,2.185]  (0,4.245]

Previsao:

A Tabela 12 apresenta o Erro Absoluto Médio de Previsao 1 Passo a Frente
(EAMP(1)), dado na Equacao (3.40), com o intuito de comparar as previsoes dos diferentes
processos ajustados. Para o célculo da medida do EAMP(1), utilizamos as ultimas 12
observagoes da série para a previsao, enquanto que as 132 primeiras observagoes foram
utilizadas para a estimagao dos parametros, ou seja, utilizamos m = 12. Nota-se que os
processos cujas inovagoes seguem distribuigoes ZIP, ZINB e ZIPIG apresentaram melhores
resultados quando comparado com processos com inovagoes seguindo distribuicoes Poisson,
Binomial Negativa e Poisson Inversa Gaussiana, respectivamente. Na comparagao de todos

os processos, aquele que apresentou menor EAMP foi o processo ZIPIG-INAR(1).
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Tabela 12 — Erro Absoluto Médio de Previsao 1 Passo a Frente (EAMP(1)) para a série nimero
de crimes no destrito 2206.

Processo \ EAMP

Po-INAR(1) | 3.6578
ZIP-INAR(1) | 3.6505

o
Z
%
z
>
X

PIG-INAR(1)
ZIPIG-INAR(1) | 3.5480
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(a) Bootstrap paramétrico.
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(b) Bootstrap circular em blocos.
Figura 3 — Distribuicao de previsao h = 1,2 e 3 passos a frente para a série temporal ndmero
de crimes no distrito 2206.

A Figura 3 apresenta as distribuicoes de previsao h = 1,2 e 3 passos a frente
das trés tltimas observagoes da série (y142, Y143 € y144) obtidas pelo ajuste do processo
ZIPIG-INAR(1), i.e., a distribuicdo de Yi42|Y141 = y141, Y143|Y141 = Y141 € Y144|Y141 = y141-
Para obter estas distribuigoes de previsao seguimos os passos (1)-(3) dados na Secao
3.7. No passo (1), geramos R; = 100 estimativas bootstrap, utilizando as observagdes
Y1,-..,y141 da série, e nos passos (2) e (3), geramos Ry = 1000 valores para yi,9, ¥i43 € Yi4-
E possivel perceber que as distribuicdes de previsdo obtidas pelo método de bootstrap
paramétrico apresentam comportamentos similares as obtidas pelo método de bootstrap
em blocos circulares. Note que em todos casos, observamos um comportamento decrescente
destas distribuicoes, tendo como valor com maior probabilidade, o zero. Utilizando o
método de bootstrap paramétrico, estima-se que as probabilidades de observar os trés

ultimos valores da série (y142 = 6, y143 =4 € y144 = 3), dado y1,...,y141, sdo de 0,027, 0,071
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e 0,092, respectivamente, e utilizando o método de reamostragem em blocos circulares,

estas probabilidades sao de 0,028, 0,047 e 0,081.
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4 PROCESSOS ZI-INAR(p)

Na literatura nao existem muitos trabalhos relacionados a séries temporais de
contagem com inflacdo de zeros e de ordem p > 1. Sendo assim, neste capitulo propomos
o processo autorregressivo de valores inteiros nao negativos de ordem p com inovacao
seguindo distribuigoes ZI, ZI-INAR(p), uma extensao do processo ZI-INAR(1).

Neste capitulo, apresentamos a definigao do processo INAR(p), proposto por Du
e Li (1991). Em seguida, definimos o novo processo ZI-INAR(p), apresentamos propriedades
do processo, métodos de estimagao dos pardmetros (por maxima verossimilhanga via
algoritmo EM) e métodos de previsdo. Realizamos um estudo de simulagdo e uma

aplicacdo a dados reais para ilustrar a metodologia proposta.

4.1 PROCESSO INAR(p)

O processo autorregressivo de valores inteiros nao negativos de ordem p é uma

extensdao do processo INAR(1), denotado por INAR(p), e definido como:
Y%:zp:()éio}/%fi—l—‘/}/, teZz, (4.1)
i=1

em que, dado Vi1 = yi—1,...,Yi—p = Yt—p, as v.a’s qyo Yy, com oy € [0,1], i =1,...,p,
sao condicionalmente independentes e a sequéncia de inovagoes {V;},. sdo v.a’s iid com
média uy e variancia finita 0‘2/, independentes de Y;_1,Y;_o,....

As condigoes de estacionariedade de um processo INAR(p) s@o que as raizes
do polinémio

PP = Qp—12 — 0y

estejam dentro do circulo unitério, isto é, |z|<1 (DU; LI, 1991). Assim, Dion, Gauthier e

Latour (1995) mostraram que esta condi¢do é equivalente a

p
ZO&Z‘ < 1.
i=1

Sob condicoes de estacionariedade, a esperanca e a variancia de Y;, Vt € Z, sao dadas por:

p
B(Yi) ¥ ai(l—a) +o}
1=

B(Y) = —"— e Var(v}) = ; , (4.2)
1— > o 1= aip(i)
i=1 =1

em que py e 0‘2/ representam a média e a variancia das inovagoes V4, respectivamente, e

p(i) é a autocorrelagao de defasagem i.
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4.2 DEFINICAO E PROPRIEDADES

Definigao 4.1. Dizemos que o processo {Y:},cq definido pela Equagio (4.1) € um processo
autorregressivo para valores inteiros de ordem p, com inovagoes sequindo distribuicao

inflacionada de zeros, denotado por ZI-INAR(p), se a v.a. Vi ~ZI(m, A, hy,).

A seguir, apresentamos algumas propriedades do processo ZI-INAR(p), consi-
derando os casos particulares, em que as inovagoes seguem distribuicao ZIP, ZINB, ou

ZIPIG.

Proposigao 4.1. Seja {Y3},o5 um processo ZI-INAR(p) estaciondrio, entdo a esperanga

e a variancia de Yy sao dadas por:

By = U=DA0) (4.3
L= a

1 M*@

Var(Yy)

(1) [E(Ut)i (1—ai)+ < )Var(Ut)+7TE2(Ut))] )
(i

e

Prova. Utilizando a esperanga do processo INAR(p) dada na Equagio (4.2) e a esperanca
do modelo ZI, seque de imediato que a Equagao (4.3) € vdlida. Por outro lado, a varidncia
de Y; € obtida por:

B(Y)) 3. ai(l—ay)+ 0%

Var(Yy) = =1 5
1_.21051'/)(@.)

P P
(1—m) [E(Ut) > ai(l—ay) + (1 - az-) (Var(ty) +7rE2(Ut))]
_ 1=1 - 1=1 / ’(4'5)
(1= £ i) (1- £
1=1 1=1
em que utilizamos a variancia do modelo ZI para obter (4.5). O]

Assim, a razao entre a variancia e a média é dada por:

p

p
Var(Yy) _ E(Ut)gloéi(l — )+ (1 —Eloq) (Var(Ut) +7TE2(Ut))

E(Yt)

5(03) (1- £t

Em particular, temos que:
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o Se Vi ~ ZIP(m,\), entdo Uy ~ Poisson(A). Logo:

1—m)A
By =124
1-— ZO&Z'

i=1

(L—m)A [ ai(l—oay)+ (1 - f} ai>
VGT(YYL‘) _ i=1 1=1

(1 _ é am(i)> (1 - él ai)

p p
E(Y}) l1— > a?+TA (1— ) alﬂ
] =1

p

4]

=1

P
1= aip(i)
i=1
Neste caso, a razao entre a variancia e a média ¢ dada por:

-3 a2+ /\<1 > )
— Y ar+mw - >
Var(Y;) =1 " =1

E(Y:)

1— _gpjl a;p(i)

e Para os casos em que V; ~ ZINB(m, u,¢) e Vi ~ ZIPIG(m, i, ¢), temos que E(Uy) = p
e Var(Up) = u+ u?/¢. Portanto:

By = U=k (46)
1 —igl (67
p b
1= | S aiti-ap+ (1- £ o) rmsuo)
Var(Vy) = = 5 = S
1= £ o) (1- £
i=1 1=1
B(Y) [1 - £ a4 (mt o) (1 - ilaz)]
— 1= 1= (4 7)
1_2‘21 a;p(i)

Assim, a razao entre a variancia e a média do processo pode ser expressa por:

2 &
Var(Yy) _ Pt u/g) (1 Elaz> (4.8)
£ e

1=1
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4.3 DISTRIBUICAO CONDICIONAL

Nesta se¢ao, mostramos como obter uma expressao para a probabilidade condi-
cional do processo ZI-INAR(p), com o intuito de utiliza-la no calculo da fungao de verossi-
milhanca. A estratégia que utilizamos é a mesma proposta por Bu, McCabe e Kaddour
(2008). Assim, sendo {Y;},., um processo ZI-INAR(p), e as v.a/s Yy_p) = (Yi-1,...,Yi—p)
e Sti=0wo;0Y;_;, parai=1,...,p. A ideia é considerar Y; como a convolugao das v.a’s
St.1

dentes. Em seguida, consideramos Zfzz Sti+ V}|Yt(_p) = ¥i(—p) cOmo a convolugao das

Yi—p) =Vi(—p) © SP S+ V}g|Yt(,p) = ¥i(—p), que por defini¢ao sao v.a’s indepen-

v.a’'s Stlet(_p) = Yi(—p) © Zfzg Sti +Vt|Yt(_p) = Yi(—p), € assim por diante. Assim, a
probabilidade condicional P(Y; = y¢|Y(_p) = yy(—p)) Pode ser expressa por:

P
PYe =ye|Yi(—p) =¥e(-p)) = P (Z St + Ve =yt Ye—p) = Yt(l’)>
i=1
D
=P (Z Stii+ Vet Se1 =yt Yy(—p) = Yt(—m)
=2

min{y;_1,y: } P
Z P (Z Sti+Vi=yr—st1|Yy(—p) = yt(p)) X P (St =561 Yep) =¥i(—p)) » (4.9)
i=2

Sty1=0
em que utilizamos a férmula da convolugao (JAMES, 2010, prop. 2.7) para obter a expressao
(4.9), referente a probabilidade da soma das v.a’s independentes St 1|Yy(_p) = Yy (—p) ©

2{22 Sti +Vt|Yt(_p) = Yi(—p)- Dessa maneira, utilizando substitui¢oes recursivas, obtemos:

min{y;_1,y¢ } P
P = ye[Yi(—p) =¥e(—p) = Z P (Z Sti+Vi=yt —s1[Yy(p) = yt(P))

5,1=0 i=2

xP (St,1 =s5¢1|Yy(p) = yt(*”))

P
Z Sti+Ve=ye—st1—st2Yi(p) = yt(l’))

1=3

= X 2.

s¢,1=0 s¢,2=0

min{ys_1,y¢ } ~min{ys_2,yt—s¢,1}
xP (St,z =st2|Yyp) = Yt(p)):| xP (Sm =5,1|Yy—p) = Yt(fp))

. p—1
min{y;_1,yt } mm{yt*(rifl)’y‘_zj-zl btvj}

p—1
D e e
s¢,1=0

st,p=0 i=1
p—1
X HP (Stg =64l Ye(—p) = Ye(-p))
Jj=1
min{y; 1.yt } min{ytfp’yt—zj.):l St,y} » »
= Z Z P (V% =yt*28t,i|Yt(—p) :yt(—zﬂ)> HP(SM :stvj|Yt(—p) :yt(—P))
s¢,1=0 st,p=0 i=1 j=1

(4.10)
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Note que a v.a. S;; depende apenas de Y;_;. Ainda, por definicao Sy ;|Yi—; = yi—; segue
uma distribuicdo Binomial, com pardametros y;—; e a;, se yi—; >0, e Sy |Yi—j = yr—; segue

uma distribuicao degenerada em zero, se y;—; = 0. Logo:

P (St,i =k[Yy—p) = Yt(—p)) = P(Si =Fk|Yi—i = yi—i)

Yt—i
( ' )af(l —ai)yt—i_k, se yr—; >0
= k (4.11)

1a S5€ Yt—i = 07

para k€ {0,...,y1—i}
Assim, de (4.10), obtemos:

min{y;—1,yt} ( Vi1

P(Y: Z/t‘Yt =Yi(- )) = Z
k1=0

>Ozlf1 (1 _ al)yt—l—kl
k1

min{y;_o,yt—k1}
Yt—2 _
( )0/2“32(1 — g)¥t-2 ko

ko=0 ]{52

min{yt_p,yt—Zf;l ki}
< X (N )aasaget

kp

y [ﬂ{w b ko + (1=, <yt ka)]

(4.12)

em que hy, (-|A) é a fp da v.a Uy (veja Eq. (2.7) - Cap. 2).
4.4 FUNCAO DE VEROSSIMILHANCA

Seja y = (y1,y2,- - ,yn)—r realizagoes do processo ZI-INAR(p). Entao, a fungao
de verossimilhanga de 8 = (o, T, )\)T, dado y é dada por:

L(MY) = P<Y1:y17Y2:y27"'7Yn:yn)
= PMi=y1,...Y, =yp) XP(Ypr1 =yp1[Yp =1p,.... Y1 =11)
X... X ]P)(Yn :yn|Yn—1 :yn—la---ayn—p = yn—p)

n
= PYi=u,....Yp=yp) [[ PVi=w|Yic1 =ve-1,.--,Yip=1y—p)
t=p+1
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Assim como no processo ZI-INAR(1), utilizamos a fungao de verossimilhanga

condicional, dada por:

n
L@Oly) < ][] PVi=wlYici=vi—1,....Yiep=y1—p)
t=p+1

n {min{ytl,yt}< Yi—1

< ]I 2.

)allﬁ (1 _ al)ytq*kl

t=p+1 k1=0 k1
min{y;—2,yt—k1}
Yi—2 k _k
X Z ( )Oz22(1 _ a2)yt72 2
k2=0 kQ
X

min{yt—p,yt—Zf;ll /fz}
S S G
kep=0 kp
p
X [Wﬂ{yt— P 1ki:0}+<1—7T)hUt <yt—2k52‘)\>1 , (4.13)
= i=1
A maximizacao da fungao (4.13) nao é simples de ser obtida. Sendo assim,

como no processo ZI-INAR(1), propomos o algoritmo EM como metodologia para estimar

0s parametros.

4.5 ESTIMACAO DOS PARAMETROS VIA ALGORITMO EM

Nesta secao desenvolvemos o algoritmo EM para estimar os parametros do
processo ZI-INAR(p). Para isso, definimos as varidveis latentes S = (Sp+1,...,Sn)T,
sendo S; = (St,l,...,St,p)T, em que S;; =;0Y;_;, parai=1,---,p. Assim, para todo
t=p+1,...,n, ava. S;|Yi—i = yi—; segue distribui¢do Binomial com pardmetros y;—; e
a;, se yi—; >0, e St i|Yi—i = ys—; segue distribuicao degenerada em zero, se y;—; =0. A

forma estocastica do processo (4.1) pode ser reescrita como:

Y = zp: Sti+ Vi
i=1
Assim como no algoritmo EM desenvolvido no processo ZI-INAR(1), conside-
ramos também as varidveis latentes W = (Wp41,.. .,Wn)T, para todot=p+1,...,n, e
V= Vps1,.. V)T, em que V; =Y — 'ij Sti, para todo t =p+1,...,n. Assim, os dados
completos sao definidos por Y. = (Y, V\Z/'TlS,V), em que Y é o vetor dos dados observados e
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{W,S,V} é o vetor das varidveis latentes. A funcao de probabilidade conjunta condicional

completa P(Y¢, = ye,| Yy—p) = ¥i(—p)) ¢ dada por:

P(Yo =y Yi(op) = Yi(- >) = P(Vi=y, Wi =wi, S =s1,Vi = 0| Yy_p) = ¥Ye(_p))
= P (Wt =wt, St =81, Vi = 0| Yyp) = Yt(—p))
X ]P)(Y;f:yt|Wt:wtast:ShW:UhYt(fp) ZYt(fp))

p
Dado a restricao Y; = > Si; + Vi, temos que o conhecimento das v.a's S;
e V; determinam o valor que assumird a v.a. Y;, o que implica que

P (Yt =y |Wy = wy, Sy =8¢, Vi = vty Yy(—p) = yt(_p)) = 1. Portanto:

P(th Ve Yi(—p) = ¥Vi(— )) = P(Wt:whst:Sth:vt|Yt(,p):yt(,p))

P
=P (Wt =wt, St =s¢, Vi =yt — Zst,i|Yt(—p) = Yt(—p)>

i=1

p
=P (St = St|Yt(7p) = yt(,p)) x P (Wt =w, Ve =yt — Zst,i|st = StaYt(fp) = yt(p))

=1

p
=P (St,l =5t,1,",St,p = St,p| Yy(—p) = yt(—p)) x P <Wt =wt, Ve =yt — Zst7i> (4-14)

i=1

P
H]P) (Sti=stilYiei=vi— z)XP<Wt—wt7w—yt—25t7i> (4.15)

=1 i=1

u Yt— ; o
H( i ) T (L= )Y TS l(l—ﬂ)hm (yt—zsﬂf\)} :

i=1 = Sty i=1

em que utilizamos o fato que (W3, V;) ¢ independente de (S, Yy(_p)) para obter (4.14). No
entanto, a expressdo (4.15) é consequéncia de que St ;|Yy(_p) = yy(—p) ¢ independente de

St j

Yi(_p) = ¥i(—p), Para i # j. Assim, a fungao de verossimilhanga condicional completa

¢é dada por:
n
Le(Blye) = PMYVi=wy1,...,Yp=1p) H P (Y: =Y:,St =86, Wi = we, Vi = ve|Yo(—p) = Yi(—p))
t=p+1
n - p 1—wy
o H {H( v )aft’i(1—%)%”_5“%%(1—7T)1_wt X tht(yt_ZSt,i|A)] }
t=p+1 Li=1 = St i=1

Consequentemente, a log-verossimilhanca condicional completa é dada por:
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le(@lye) = log(Lc(flyc))

(R e

i=1 | \t=p+1 t=p+1
n n
+ > wilog(m)+ Y. (1—wy)log(l—)
t=p+1 t=p+1
n
+ Z (1 —wy)loghy, (yt — )\> )
t=p+1

Portanto, a fun¢ao @) é dada por:

Q(006") = B(worvoy -y.0")

f
x {( Stz)bg(%)}‘i‘é{[til (yt i (,)>]10g(1_0%>}

+ Dlog (1) + 3 < >log 1—m+ Y O <A|0 )

t=p+1 t=p+1

(4.16)

em que é(k) é a estimativa de @ na k-ésima iteracao do algoritmo e
(k 4 (k)
J Sg,i) =F <St,z‘|Yt =Yt, Yi(—p) = Yi(—p).0 >;
_(k (k)
el —F (Wt|Yt =Yt: Yi(—p) = Yi(—p)-0 );
« (via® » _ - (k)
e Qi (A6 =E((1-W)logh (yt —2i-1 St,i) Y = ytuYt(—p) = yt(—p)70 .
~(k
Assim, em cada iteracao, no passo E do algoritmo EM é obtido ) (0\0( )>, o qual serd

maximizado no passo M. A seguir, mostramos os dois passos do algoritmo.
Passo E:

Note que @ (0|§(k)> é obtido pelo conhecimento de §£’ki), qﬁgk) e Q ()‘@(k))
()

Para a k-ésima iteracao do algoritmo EM, obtemos 5;/ por meio do resultado:
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~(k)
P (St,i =5t,i, YVt = Yt|Yi(—p) = Yi(—p),0 >

(k)
P (St,i =s51,ilYt = yt, Ye(—p) = Yi(—p), 0 ) = <
P (Yt =ytlYi(—p) =Yi(-p)0 )

~(k) ~(k)
P( Sti=stilYi—p) = Yi(—p):0 X P Ye=yt|Sti = sti,Yi(—p) = Yi(—p), 0

~(k)
P\ Y: =yt Yi(—p) = Yi(—p):0

y 71 -~ S 1 A ytiiiSt’i p A(k)
( t )(O‘(k))f’ (1_0%@) XP(ZSt’iJ’W = yt|Sti = st,i, Yo(—p) = Yi(-p),0 )
Sti i=1
a ~(k) ’
PAYe=yelYi(—p) =¥t(-p) 0
(4.17)

St J#i

2 () ’
P (Yt =ytlYi(—p) =¥i(-p)0 )

—i R s N Yt—i—St,i p ~(k
( v )(agk))‘ b (1 —Oéz(-k)> xP (Z Sti+Vi=y—s1ilYy—p) = yt(fp)vo( )>

—i R ) N Yt—i—St,i A
(" )@y (1-a) ¥ (Yt =9t =514l Ye(—p) —yap)v”(k))
_ , (4.19)
(k)
P <Yt =t Yi(—p) = Ye(-p) 0 )

P

em que Y;; = > S;;+V;i. A expressao (4.17) é consequéncia do resultado obtido em (4.11).

J#

No entanto, a expressao (4.18) é obtida considerando que, condicionado a Yi(—p)s @S v.a’s
P

> St + Vi e St sao independentes.
J#i

~(k
Agora, note que P (Ytz = yt‘Yt(—p) = yt(—p))e( )) representa a probabilidade

condicional de um processo ZI-INAR(p), com vetor de pardmetros ®) _ (&*(k)ﬁ(k),/\( )),

em que a*) = (&gk), e ,&gﬁ)l,(),&gi)l, . ,&ék)). De fato, reescrevendo Y} ;, obtemos:
P P
Yii=Y Sj+Vi=Y ajoY;j+00Y;,i+V, (4.20)
J#i J#i

em que 0oY;_; =0 (veja Proposicao 2.1 — Cap. 2). Assim, a expressao (4.19) pode ser
(k)

calculada utilizando a férmula (4.12) e §; ;" ¢ obtido por:

k ~(k)
‘Sf,i) = E(SmYt=yt7Yt<—p>=Yt(—p),9 )
min{ys—i,ye } . N N L ~(k)
s MY () (=i =i 8
s¢,i=0 St,i

~(k)
P(Y:= yt'Yt(fp) = Yt(fp)ye

(k)

E em cada passo, w, ’ é obtido como:
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_ (k)
o = E (W”Yt = Yt: Yi(—p) Iyt<—p>,0( >
P(Wi= 1Y =l Yoy =i .0
)
P (Yt = Uil Ye(-p) = Yi(-p), 0 )
o —1 B (k) B B B (k)
1= UY ) =Vep), 0 ) XP{Ye =W =1, Yy _p) = Yi(—p), 0
)
P (Yt = Ut Yi(—p) = Ye(—p),0 )
B (w — 118® ) B B B (k)
t= |0 x P Zi:lst,i+‘/7f_yt|wt_17Yt(—p)_Yt(—p)70
=~ (4.21)
P (Yt = u[Ye(p) = Ye(-p),0 )
~(k
7(0) x p (Zﬁ’_l Suit Vi = Yoy = Vi 0 )>
_ 5 (4.22)
P (Yt =yl Yy(—p) = Yi(—p): 0 )
_ (k)
k) x P (25’:1 Sti = Yt Ye(—p) = Yi(—p) 0 )

(k)
P (Yt = Y| Yi(—p) = Yi(-p),0 )

(4.23)

em que V;* é uma v.a. degenerada em zero. A expressao (4.21) é obtido pela independéncia
entre Wi e Yy(_p,), e (4.22) é consequéncia de que as v.a’s Vi|W; =1 e V" sdo iguais em
distribuicao. Agora, note que se m = 1, entdo P(V; = 0) = 1. Portanto, substituindo 7 por
“1” na férmula (4.12), temos que:

4 (k) z " o)
P> Sti=ulYyp) =Yi(-p),0 = P> Sei+ Vi = vl Yip) =Yi(—p),0
= i—1

min{y;_1,yt}
t—1
< Y )a/fl(l_a1>yt1k'1
k1=0 ]{fl

min{yt727yt_k1} ( yt—Z

% )agz (1 _ a2)yt72_k2
ko=0 k’2
X
min{ytf(pfl)ﬂyt_zf;f kl} y
t—(p—1 k,_ _
% Z ( (p—1) )Oépzill(l —ay_q)V--1) kp—1

kp—1=0
1 —
y ( ?/t—p_l )agt_ T k’i(l _ ap)ytfp—(yt—Zf:f ki)
Y — S0 ki
(4.24)

Assim, obtemos @; pela férmula (4.23) utilizando os resultados (4.12) e (4.24).
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~(k
A fungao Qf ()\|0( )) ¢ caracterizada pela distribuigao Inflacionada de Zeros
considerada para as inovagoes. Sendo assim, apresentamos o algoritmo EM para os casos

propostos.
Passo M:

Na Secao 4.1, vimos que o processo ZI-INAR(p) serd estaciondario se o vetor
a = (ai,...,a;) pertencer a regidao do R? tal que o €[0,1) e > oy <1, parai=1,...,p
Denotaremos tal regiao de regiao de estacionariedade de a. Assim, para garantir a
estacionariedade do processo, a estimativa de 6 = (OZT,’/T, )\)T é obtida pela maximizagao
da funcao Q) (0!#“), a qual deve estar restrita a regiao de estacionariedade de a. Com o

intuito de contornar este problema, propomos o seguinte teoremas:

Teorema 4.1. Seja A: (a1,...,0p) = (B1,...,0p) uma transformacio em a = (o, ..., qp)
tal que:
Q .
Aj(a,...,ap) =fi=——F—, j=1,-,p (4.25)
1— E Q;
J#i
Se a; €[0,1) e P a; < 1, entdo temos que:

(i) o conjunto imagem da transformacio A € um cubo p-dimensional limitado no
intervalo [0,1)P.

(ii) a transformacio A admite inversa dada por:

P
(1-5)
1- ﬁzz—l .
o = ; , i=1,...,p. (4.26)
1_2 Z ﬁ]l (1_51)
j=1k=j+1 _5 I=j+1

Prova. Ver Apéndice C.

A partir do resultado (4.26) podemos reescrever a equagio (4.16) da seguinte

forma:
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@@@W)cx§:(§j§?)mxmfw»
+ Zp: L an (yt—i —§§]2))] log (1 _Ai_l(ﬁ))

i=1 [t=p+1
+ > W ( log (7) + Z (1 wt >log(1 )+ Z Q; ()\|0 >
t=p+1 t=p+1 t=p+1

(4.27)

em que Ai_l(ﬂ) = ;. As primeiras derivadas parciais da fungao (4.27) sdo dadas por:

i=1,....p (4.28)

00 (00") s "o e

Zt—p+1 W Yiepa(l—w) (4.29)
L .

8Q<a|0 _ n 8Qt(0|0 ) (4.30)

oA

t p+1

~(k
Note que as derivadas parciais de () (0 |0( )) com relacao a [;, m e XA dependem

apenas de 8, m e A, respectivamente. Assim, podemos obter os estimadores de a(’“), 7(k) ¢

NG . .
A" separadamente, como podem ser vistas a seguir.

Estimadores de 8 e a

Neste caso, nao é possivel obter de forma analitica, a maximizacao de ) (0[9( )>

~(k
com relagdo aos f;s. Assim, a atualizagdo de ,B( ) ¢ dada por:

B(kH) = argmax {Q (0\5(k)) } : (4.31)
B
e &gkﬂ) é obtido por:
f[(l _ gy
Alk+1) =1
. . A(k+1)
aFth = =0 . Ci=1,...p. (4.32)
>k 5k >k
R S | (S

P I=j+1
1-> > 47(

1)
J=1k=j+1 1—py,
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Estimadores de m e X

Utilizando os resultados obtidos em (4.29) e (4.30), temos que:

n A~
k1) _ 2ot=p+1 Wt

g+l — R (4.33)
X(kﬂ) = arg max{ i Qf(/\@(k))} . (4.34)
A t=p+1
Assim, o algoritmo EM pode ser resumido da seguinte maneira:
e Passo E: Dado 5(’“), para t=p+1,....n e 1 =1,...,p, calculamos §§§), @t(k) e
Qi (6™,
e Passo M: Atualize 9(’“) pela maximizacao ) <0|§(k)> sobre @, o que implica nas

~(k+1 ~(k+1
expressoes (4.31)-(4.34) para ﬂ( " ), &(k+1), 7k+1) o )\( - ), respectivamente.

Os passos E e M sao iterados até que algum critério de convergéncia seja satisfeito. Assim
como no algoritmo EM para o processo ZI-INAR(1), utilizamos o critério de parada

baseado na aceleracao de Aitken (MCLACHLAN; KRISHNAN;, 2008).

~

Em seguida, mostramos como atualizar )\( ) em cada passo do algoritmo,

para os casos particulares ZIP-INAR(p), ZINB-INAR(p) e ZIPIG-INAR(p). Para

—_—
os trés casos, sera necessario no passo E, o calculo do valor esperado bis;; =

E (BtSt,i|Yt = yt,Yt(_p) = yt(_p),ﬂ( )), sendo By = 1—W;. Por analogia ao calculo de
b/t\st obtido no algoritmo EM do processo ZI-INAR(1), temos que:

~(k)
bisty = B (Btst,i|Yt =yt Yi(—p) = Ye(—p): 0 )

~(k) ~(k)
- ]P)(Wt:O'Yt:ytth(—p) :yt(—p)>0 > XE(St,i|Wt:07n:ytht(—p) :yt(—p)70 ) 3

(4.35)

em que

R ~(k
(1 - Tr(k)) P <Y; =yelWe=0,Yy_p) = yt(,p),o( :

> . (4.36)

~(k)
P(Wt =01Ye =1, Yi(—p) = Yi(-p) 0 ): (k)
P (Yt =YY i(—p) = ¥Yi(-p) 0 )

Para calcular o valor esperado na expressao (4.35), temos que:
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~(k)
) P (St,i =10, Yt = yt|We = 0, Yy (_p) = Yi(—p),0 )
: <St,z‘ =st,ilWe =0,Ye = yt, Yy(—p) =¥i(-p) 0 > "
P (Yt =yt Wi =0,Yy(—p) =¥i(—p)0 )

~(k) S(k)
i <Sw = stilWe =0, Y (p) = V()0 > “F <Yt = YelSti = 81,0 We = 0. X4(—p) = ¥i(—p), 0 )

~(k)
P (Y} =ye[We =0,Yy(_p) = ¥i(—p). 0 >

_ k)> (4.37)

~(k)
P (Yt =yt|We =0,Yy(_p) = ¥i(—p). 0 )

~(k) P ~(
IP) <St,i = 5t,i|Yt,i = ym-,e ) X ]P ( St7j +Ut = ytlSt,i = St,’ith(fp) = yt(,p),O
j=1

i N s N Yt—i—St,i p ~(k)
( Ye )(oz(k))‘“ (1—04(’”) x P (E Stj+ U=yt — 51l Yiy(—p) = Yi(—p),0 )
St E)
% 7 . (4.38)

~(k)
P (Yt =yt|We =0, Y p) = Vi(—p),0 >

em que (4.37) é consequéncia de que S;; e W; sdo v.a’s independentes e de que, dado
W =0, temos que V; = Uy. Por outro lado, a expressao (4.38) é obtida pelo resultado (4.11)
P P
e pela independéncia das v.a’s > S j+U; e Sp;. Definindo Y,; = > Sy j + Uy, obtemos:
J#i T
~(k)
E <St,i|Wt =0,Y: =y, Yi(—p) =Yt(—p),0 ) =

min{y; i,y }

Yt—i \ ~ . k) \Yt—i—5t,i * R
5t,z‘< )(aﬁk))s‘*’ (1=a®e) " T (Y =y —s e[ Yo ) =Yi(—p) 0
st,i=0 St,i

~(k)
P (Yt =ytlWe =0, Yy(_p) = Ye(—p): 0 )
(4.39)

Note que, podemos simplificar a expressao (4.35) utilizando os resultados (4.36) e (4.39),
o que implica que b;s;; pode ser expresso como:

min{yt_i,yt}

~ Yt—i ~ ) ~ Yi_i—St.q . (k)
(1—71-“‘)) Z Sm( )(Otgm)st’l(l_agk))h - XP(Yt,i=y‘_st«i‘Yi(*;ﬂ)=yf(*?)79 )

— s¢,:=0 St,i

besti = —® g
P (Yt =il Yi(—p) = Yi(—p).0 >

(4.40)

~(k
Agora, note que por analogia a (4.20), P (Yt*l =yt — St Yy(—p) = yt(_p),t‘)( )) representa
a probabilidade condicional de um processo ZI-INAR(p), com inovagoes {Us},c5 € vetor
de parametros 6 " _ (&*(k),/\( )), em que &%) = (aﬁ’“), . ,&g@l,o,&gﬂ, . ,@](gk)). Assim,

podemos obter (4.40) utilizando o resultado (4.12).
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1. Caso ZIP:

Se Vi ~ ZIP(m,\), entdo hy,(-|A) é a fp de uma v.a Poisson(A). Assim, temos

que:

(1 —wy)log {hUt (yt - Xp:stﬂ-])\) } X —(1—w ) A+ (1 —wy) (yt - zpzstﬂ-) log(\)
i=1 i=1

Logo,

S (k)
S Qiue®) o« Y E(l—wt 1ogh<yt zsm> Vi = 1, Yo(—p) = Vi) 0 )

t=p+1 t=p+1 i=1
n n p /\
X —A Z +log()\) Z (1—w,§ ) Yy +log(A Z thstz
t=p+1 t=p+1 t=p+1i=1

Maximizando a expressao (4.41), com relagdo a A, temos que:

n n p //\\(M

> (1 —wt(k))yt — X X sy
X(k—H) _ t=p+1 t=p+1i=1
> (1-a)

t=p+1

Note que a atualizagao de A(F) pertence ao espacgo paramétrico de A. De fato, temos que:

2 - R Z Z@m = > (1 r (Wt|yv§(k))) w= > D E (BtSt,iyﬁ(k))
t=2

t=p+1 t=p+1i=1 t=p+1i=1
(k) 7 o (k)
= E(Btmy,e > > ZE(Btst,ily,o )

t=p+1 t=p+1i=1

- 7™
= E <Bt (Yt Zst ) .0 )
t=p+1 i=1

n

~(k)
= E | BiVily,0 > 0.
t=p+1

2. Caso ZINB:

Se Vi ~ ZINB(m,u,p), entdo A = (u,¢) e hy,(+|A) é a fp de uma v.a NB(u,¢).

Assim, temos que:

(1—wy)log {hUt (yt -

i=1

A)} x (l—wt){logf<yt—§p28t,i+¢>—10g(F(¢))

; (y RS ) log (1) — log (s + 6)] + 6 log () — log s+ 6)] }
=1

Logo,
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n . n A(k)
> Qimele™) <« 3 E(BAogh(yt ZS“> Ve =1, Yy(p) = Yi(—p), 0 )

t=p+1 t—p+1

o Z a(6)  + [log(n) —log(u + )]
t=p+1
X ( Zn: (1_wt Z thé’m )
t=p+1 t=p+1li=1

T [ log(T(6)) + o llog(@) —log(u+ )] 3 (1—@(“)7

t=p+1

em que gi(¢) =F (Bt logI' (yt =3P 1 S +¢> Y=y, Yio1 = yt—laa(k))-

Para obter as atualizacoes de fil¥ e o), utilizamos o algoritmo ECME, pro-
posto por Liu e Rubin (1994). O algoritmo ECME é uma extensao do algoritmo ECM
(MENG; RUBIN, 1993), o qual substitui as etapas de maximizagao condicional da log-
verossimilhanga completa no passo CM, por etapas de maximizacao condicional da log-
verossimilhancga incompleta.

Assim, o passo CME para o processo ZINB-INAR(p) é dado pelas seguintes
etapas:

1. Atualize i pela maximizacao de D iept1 {Qz‘ (,u,gg(k)\a(k))} com relacao a .
2. Atualize 5(’“) pela maximizacao de £ (&(k),ﬁ(k),ﬁ(kﬂ),(b\y) com relagao a ¢, em que
((0y) =log L(0ly), e L(f|y) ¢ definido em (4.13).

Note que no passo 2 do algoritmo substituimos a maximizac¢ao da funcao de
log-verossimilhanga completa pela maximizacao da fun¢ao de log-verossimilhanga marginal
e o calculo de @ nao é mais necessario. Conforme mencionado por Liu e Rubin
(1994), em geral, o algoritmo ECME é mais réapido do que o algoritmo EM e ECM em
termos de nimero de itera¢oes, podendo em algumas situagoes, ser mais rapido também
com relagao ao tempo.

Assim, a atualizacio de a®) e gb sao dadas por:

> (I—wy Ny — X2 thstz
~(k+1) _ t=p+1 t=p+1:=1
/’[’ - n A(k)
> (1—wy”)
t=p+1

gg(/f-H) = argmax {g (&(k),ﬁ(k),ﬂ(k+1),¢|y)}
¢
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A solucgao de qg(kﬂ) é obtida utilizando a fun¢ao “optim” do software R ((R Core Team,

2019), 2019).
3. Caso ZIPIG:

Se Vi ~ ZIPIG(m,pu,¢), entdao A = (u,¢). Para desenvolver o algoritmo EM,
consideramos a representacao estocastica da v.a. V; em termos da varidvel latente Z;,
definida no algoritmo EM do processo ZIPIG-INAR(1). Sendo assim, os dados completos
serd Y. = (Y, W,S,Z). Assumindo que y; = i s¢ + v, e utilizando o mesmo argumento

=1

de (3.19), temos que a fdp conjunta de Y. dado Yy(_,) = yy—p) ¢

f(YCtlyt(—p)) = f(ytast7wt7vtazt|Yt(—p)) = f(yt78t7wtazt|Yt(—p))'

Portanto,

f(YCt|yt(fp)) = f(yt7st>wtyzt|Yt(fp))

= f(yt,we, zt[8t, Ye(—p)) X P(St = st| Yy —p) = Vi(—p))
= f(wt,Zt) X P(Yt = yt\St =s;, Wy =wy, Zy = ZtaYt(—p) = yt(—p))

xP(S; = St’Yt(—p) = yt(_p)) (4.42)

P
= f(zt|lwr) x P(Wy = wy) x P (Vt =yt — > stilWe = wi, Zy = 2, Yy _p) = Yt(—p)>
i=1

p
x [T P(Sti = st.ilYi-i = yi—i) (4.43)
i=1
P 1—wt
— —E St,i
1/2 —1)2 1=y —pzt v =1
_ { ¢ zt_g/zexp{—(ﬁ(zt ) }} (] — )L e M (uzy)

\ 27 2 z P
! (yt - ‘21 St,z‘) !
1=

1 ("7 )ara—aguee (4.44)
1 ? ) .
ue

em que (4.42) é obtido pela independéncia de (Wi, Z;) e (St, Yy(—p)), e a expressio (4.43)

¢ obtida pelo seguinte resultado:
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P(Yi =[St =st, We = wi, Zt = 2, Yy _p) = Yi(—p)) =

p
=P (Z Sti+tVi=ulSt=st, W =wi, Zt = 21, Yy (p) = Yt(—p)>
i=1

= ( Zstz|Wt Wi, Zt = ZtaYt(—p):yt(—p)> (4.45)

:P<Vi:yt—25t7i|Wt:wt,Zt:zt,>. (446)

P
O resultado (4.45) é consequéncia da suposigao de independéncia de ) Sy ; e V4, e (4.46)

i=1
¢ consequéncia da independéncia de Vi e Yy(_p.

Assim, de (4.44), a funcdo de verossimilhanga completa é dada por:

n

Le(0lye) o ] {W“’t(l—ﬁ)lwt

t=p+1

p o . )
H < Yt—i >aft,z (1_%)%71*8@1

i=1 St.i
1—wt

— Uzt > St,q 1w
s (pug )Vt~ i1 5t {gbl/ta_S/Qemp{—g(Zt_l)z}} }

p
Y — > St |!
=1

Entao, a fungdo de log-verossimilhanga condicional completa é dada por

le(Blyc) = log(Lc(8lyc))
o< > welog(m)+ > (1—wy)log(l—m)

t=p+1 t=2

-+ Zp:( Zn: St,i) log(ai)—i—zp:

i=1 \t=p+1 i=1

S (i >] log (1 - a)

t=p+1

n

p
+ > (I—wy) [—,uzt + (yt — Zst,i> log(p) — Z)zt — ?ztfl +¢+;log(gb) :
i=1

t=p+1 2

~(k
Assim, a funcao Q) (0!0( )> pode ser expressa na forma reduzida como

Q<0|§(k)> x i @gk)log(W)Jr i <1—@§k)>log(1—7r)

t=p+1 t=p+1
z(z sm)log i+ ] 8 (i) [l
t=p+1 i=1 |t=p+1
+ Z Q*(Ale™

t=p+1



80

em que
w0y (k) (k) L (k) - _ (k)
YY) o = Y bz —log(p) Yo D0 beseg +log(p) Y (L—@y )y
t=p+1 i=pt=p+1 t=p+1
1 n R n ~ no (K no _——(k)
D S LR S (O LI 4D Sl i S
t=p+1 t=p+1 t=p+1 t=p+1

Assim, no passo E do algoritmo, é obtido S;;,W; e a fungao Q,}k*(u,qﬂé(k)),

_———(k —(k

em que esta ultima ¢ completamente determinada pelo conhecimento de b;s;; btzt( )
——(k) — (k —— (k) ~(k

e bi/z , sendo btzt( ) E (BtZt\y,O(k)) eb/zs =FE (BtZt_1|y,0( )>. As esperancas

)

bize  ebi/z  podem ser expressas por (veja demonstra¢ao no Apéndice B):

—(k) ~(k)
tht = E|FE BtZt‘St,Y% = yt,Yt(,p) = yt(,p),/\
. p ~ ~(k) P ~(k)
min{ 37 veiue } (1 *W(k)) (yt —s+1)h (yt —s+1|A > P (Z Sti=sYe=yt,Y¢(_p) =Yt(—p). 0 )
— =1
- MOE0) 2 (k) AW
s=0 ul®) ’[{yt_szo}-‘r(l—ﬂ' ’)hUt Yyt — S|A
€
_— (k) . ~(k)
bt/zt = E|E BtZt |St7Y't:yt7Yt(—p) ZYt(—p)v)‘
. , ~ ~(k P ~(k
mm{Zleyt—ivyt} N(Mh(yt—s—l‘A >) XP(ZSt,i:3|K5:ytht(p):)’t(p)vo )
i=1
= (k) Liy,—s>0}
= (v = 5o, (w—s3™)
= = — - ~(k p ~(k
(VoW @0 42509 +1) (1-78) huy, (03" ) xp (Z Spa= 51V =90, Yo p) = Yi(pr B )>
i=1
+ = = H{y,—s—O}}~
k) [%k) +(1=7®) hy, <0|,\(k>)} f

~(k
No passo M do algoritmo, substituimos a maximizacao de >3;" ., Qf(u,qﬁ]ﬂ( )) pela

~(k —~
maximizacdo de >;L 14 Q,}k*(,u,gbw( )). Assim, temos que a atualizacao de ¥ e p(k) ¢

obtida por:
n =R n p /\(k)
> (=0 y— X % bisig
~(k+1) _ t=p+1 t=p+1i=1
> (I—wg™)
t=p+1
> (1-af)
$(k+1): t=p+1
noo—~k) o (k) n _(k)y
X bz A+ X b/ =2 X (1—wy)
t=p+1 t=p+1 t=p+1

Em seguida, mostramos os valores iniciais que adotamos para as estimativas

de a, T e \.
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Valores iniciais

Para o valor inicial & considerado no algoritmo EM, utilizamos o estimador
baseado nas equacoes de Yule-Walker. Assim,
~(0 -1
al® = R, rp,

em que 7, = (p(1),-,(p)) ", sendo p(k) = = TP (g — ) (g5 — ) a fungio de auto-

covariancia amostral, e:

1 p(1) P2 plp—1)

p(1) 1 p(1) plp—2)

Ry=1| p(2)  p(1) 1 plp—3)
pp—1) plp—2) plp—3) ... 1 |

~ 30 . : .
Para 79 ¢ X", consideramos os estimadores de momentos igualando os momentos
amostrais e populacionais. Assim, obtemos de (4.2) que:

e Se Vi ~ZIP(m, \), entdo:

em que 6 = S2/jj, com S2 =7 (y; —)?/(n—1).
o Se V4 ~ZINB(m, \) ou V; ~ZIPIG(m, \), entdo:

20 (1 _& a§0)>

50 _ i
S(l— 5 @(0%2.) PSS (a(
i=1 " =1\’

£
~_
[\
|
)
°
=
2
/N
[S—y
|
M=
@Q)
e
~

Assim como no processo ZINB-INAR(1) e ZIPIG-INAR(1), utilizamos 7(*) = 0,5

como valor inicial para a estimativa de .
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4.6 PREVISAO

Nesta secao, propomos métodos de previsao 1 passo a frente para o processo
ZI-INAR(p). Assim como no processo de ordem 1, utilizamos a previsao baseada na
esperanca condicional, dada por:

~

U1 = ENni1|Yn=yn, ... Yn—pt1 = yn—p+179)

i=1

em que 6 é a estimativa de méxima verossimilhanga obtida pelo algoritmo EM.

Como no Capitulo 3, utilizamos o EAMP(1), para avaliar a previsao 1 passo a
frente no processo ZI-INAR(p), e utilizamos métodos bootstrap para obter a distribuicao
de previsdo h passos a frente.

Assim, sendo y = (y1,...,yn) realizagoes de um processo ZI-INAR(p), a distri-
buicao de previsao h passos a frente pode ser obtida pelos seguintes passos:

1. Escolha o método bootstrap a ser utilizado. Se o bootstrap circular em blocos
for escolhido, obtenha R; estimativas bootstrap {@:,r =1,... ,Rl} como proposto
para o processo ZI-INAR(1). Caso o bootstrap paramétrico seja escolhido, obtenha
as Ry estimativas bootstrap {5:,7“ =1,... ,Rl} substituindo os passos (1) e (2) do
bootstrap paramétrico ZI-INAR(1) (pag. 46) por: gerar v.a/s Y, t =1,2,...,n,

recursivamente como:
}/;*:yt7 tz]‘?"'7p;
D
Y;:Zaioyt*_ﬁvt*, t=p+1,...,n,
=1

~ k * . * . . .~ . . A *
em que &; oY, |Y*, =y, segue uma distribuicdo Binomial com pardmetros y;_; e

Q;, se yi_; >0, e a; oYy |V, = yf,; segue uma distribuicdo degenerada em zero, se
. .
yi;,=0,1=1,...,p.

2. Selecione aleatoriamente uma estimativa bootstrap do conjunto {9:,7“ =1,..., Rl}

obtida no Passo (1) e gere Y, 4,...,Y, , recursivamente, utilizando a estimativa

bootstrap selecionada, denotada por 0 — (a*,ﬁ*,i*)T, como segue:

Uk . ~x * * M
Y?’L+]_ZQZOYH+]7Z+ n+j7 ]—1,...,h,
=1
*

em que V" =y, para t =n—p+1,...,p, Viq,...,V,;,, sao v.a’s iid seguindo

distribuigao ZI e & oY,” Jrj_i|Y,jLk 4j—i = Yntj—i segue uma distribui¢dao Binomial com



83

pardmetros y;,_;_; e af, se yn,; >0, e a;oY i [V . =yr. . segue uma
distribuigao degenerada em zero, se y;,,; ;, =0, paraj=1,....,hei=1,...,p.
3. Repita o Passo (2) Rz vezes e utilize a distribui¢do empirica dos Ry valores gerados

para Y, , como a distribuigao de previsao h passos a frente.

4.7 ESTUDO DE SIMULACAO

Nesta secao apresentamos um estudo de simulagao com o objetivo de avaliar
0 viés e a precisao dos estimadores de maxima verossimilhanca para os parametros do
processo ZI-INAR(p). Assim como nos estudos de simulacao referente ao processo ZI-

INAR(1) apresentados na Secao 3.8, utilizamos o algoritmo EM para obter as estimativas

de méaxima verossimilhanca dos parametros, considerando os valores iniciais a“’), 70
1 (0)
A

e
da subsec¢ao anterior.

Neste estudo de simulacao consideramos os processos ZI-INAR de ordem
p=2,3 e 4 com os seguintes pardmetros: T = 0.3 e 0.6 e, @ = (a1,a2) = (0.3,0.2), para
o processo ZI-INAR(2), a@ = (a1,a2,a3) = (0.25,0.2,0.15) para o processo ZI-INAR(3)
e a = (a1,az,a3,04) = (0.25,0.2,0.15,0.1) para o processo ZI-INAR(4). Considerando
os diferentes valores de p, geramos N = 300 réplicas dos processos: ZIP-INAR(p) com
pardmetro A = 2; ZINB-INAR(p) e ZIPIG-INAR(p) com pardmetros p=2e ¢ =1.5. Os
tamanhos de amostras adotados foram n = 100,300,500 e 1000.

Conforme observado nas Tabelas 13-15, o viés relativo (VR) das estimativas
dos parametros dos processos ZI-INAR considerados no estudo estao em torno de zero,
enquanto que a raiz quadrada do erro quadratico médio relativo (REQMR) diminui em
todos os cenarios, quando o tamanho da amostra aumenta. Nota-se ainda que nos processos
com inovagoes ZINB e ZIPIG as estimativas do pardmetro ¢ apresentaram maiores VR e
REQMR quando comparadas com as estimativas dos demais parametros.

Sendo assim, concluimos que as estimativas dos parametros do processo se
comportaram como o esperado, ou seja, se apresentaram em torno do verdadeiro valor do

parametro, e apresentaram maior precisao para tamanhos maiores da amostra.
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Tabela 13 — VR e REQMR das estimativas dos parametros do processo ZIP-INAR(p) para
diferentes tamanhos de amostra, fixando m = 0.3 € 0.6 e A = 2, considerando as
ordens p =2, com a = (0.3,0.2), p =3, com a = (0.25,0.2,0.15) e p =4, com
a=(0.25,0.2,0.15,0.1).

%1 ao as [ T A
L VR RE- | VR RE- | VR RE- | VR RE- | VR RE- | VR RE-
QMR QMR QMR QMR QMR QMR
100 -0.060 0.428 | -0.106 0.399 | - - - - -0.142 0.476 | 0.037 0.176
0.3 300 -0.003 0.240 | -0.058 0.252 | - - - - -0.054 0.279 | 0.013 0.096
7 500 -0.004 0.173 | -0.018 0.183 | - - - - -0.026 0.210 | -0.000 0.070
9 1000| -0.010 0.120 | -0.005 0.138 | - - - - -0.017 0.150 | 0.006 0.053
100 -0.020 0.332 [ -0.103 0.398 | - - - - -0.056 0.178 | -0.014 0.158
0.6 300 -0.004 0.195 | -0.032 0.203 | - - - - -0.018 0.097 | -0.010 0.101
7 500 0.004 0.146 | -0.029 0.157 | - - - - -0.009 0.076 | -0.003 0.084
1000| -0.009 0.105 | -0.017 0.115 | - - - - -0.009 0.048 | -0.006 0.052
100 -0.098 0.580 | -0.128 0.506 | -0.001 0.529 | - - -0.159 0.612 | 0.057 0.218
0.3 300 -0.020 0.291 -0.010 0.305 | -0.041 0.289 | - - -0.009 0.349 | 0.032 0.123
500 -0.012 0.242 | -0.014 0.215 | -0.044 0.237 | - - -0.046 0.271 0.010 0.092
3 1000| -0.010 0.168 | -0.002 0.166 | -0.015 0.151 | - - -0.019 0.192 | 0.007 0.059
100 -0.019 0.506 [ -0.099 0.522 | -0.055 0.469 [ - - -0.094 0.281 | -0.016 0.215
0.6 300 -0.002 0.263 | -0.043 0.292 | -0.037 0.285 | - - -0.020 0.121 | 0.008 0.120
7 500 0.003 0.198 | -0.024 0.216 | -0.035 0.216 | - - -0.018 0.095 | -0.001 0.095
1000| 0.008 0.150 | -0.029 0.144 | -0.014 0.151 - - -0.010 0.067 | -0.004 0.063
100 -0.044 0.730 | -0.180 0.721 | -0.063 0.674 | -0.104 0.602 | -0.219 0.701 | 0.134 0.345
0.3 300 -0.017 0.369 | -0.041 0.384 | -0.013 0.410 | -0.150 0.381 -0.131 0.417 | 0.041 0.164
500 0.006 0.262 | -0.036 0.297 | 0.001 0.328 | -0.078 0.332 | -0.082 0.342 | 0.016 0.112
4 1000| -0.008 0.198 | -0.011 0.215 0.004 0.222 | -0.011 0.218 | -0.027 0.251 0.005 0.077
100 -0.053 0.679 | -0.131 0.667 | -0.039 0.628 | -0.097 0.556 | -0.161 0.400 | 0.024 0.279
0.6 300 -0.006 0.372 | -0.046 0.405 | -0.010 0.368 | -0.048 0.366 | -0.050 0.184 | -0.010 0.141
500 0.003 0.289 | -0.034 0.253 | -0.018 0.288 | -0.021 0.290 | -0.032 0.128 | -0.006 0.112
1000| 0.001 0.199 | -0.009 0.217 | 0.003 0.213 | -0.043 0.194 | -0.010 0.090 | 0.004 0.080
Tabela 14 — VR e REQMR das estimativas dos parametros do processo ZINB-INAR(p) para
diferentes tamanhos de amostra, fixando 7 =0.3 € 0.6, p =2, e ¢ = 1.5, considerando
as ordens p =2, com a = (0.3,0.2), p=3, com a = (0.25,0.2,0.15) e p =4, com
a=(0.25,0.2,0.15,0.1).
a1 a2 a3 oy ™ Iz ¢
p T n VR RE- | VR RE- | VR RE- | VR RE- | VR RE- | VR RE- | VR RE-
QMR QMR QMR QMR QMR QMR QMR
100 -0.014 0.340 | -0.101 0.341 | - - - - -0.186 0.728 | 0.054 0.324| 0.744 2.052
0.3 300 -0.002 0.195| -0.024 0.207| - - - - -0.082 0.533| 0.020 0.203| 0.345 1.230
7 500 -0.007 0.162 | -0.017 0.162| - - - - -0.081 0.462 | 0.009 0.173| 0.234 0.764
9 1000| 0.002 0.106 | -0.008 0.110| - - - - -0.037 0.341| -0.002 0.122| 0.084 0.386
100 0.003 0.314| -0.087 0.330 | - - - - -0.162 0.441| 0.009 0.398 | 0.878 2.219
0.6 300 -0.007 0.177| -0.027 0.166 | - - - - -0.082 0.266 | -0.041 0.244| 0.329 1.271
7 500 0.007 0.136 | -0.036 0.125| - - - - -0.041 0.187 | 0.007 0.197| 0.300 1.028
1000| 0.001 0.101 | 0.007 0.098 | - - - - -0.014 0.107 | -0.004 0.137| 0.101 0.452
100 0.001 0.450 | -0.097 0.484 | -0.101 0.445 | - - -0.209 0.791| 0.086 0.374| 1.064 2.346
0.3 300 -0.004 0.269 | -0.045 0.251| -0.026 0.272| - - -0.174 0.646 | 0.002 0.229 | 0.481 1.401
7 500 0.004 0.197 | -0.005 0.194| -0.010 0.199| - - -0.097 0.564 | 0.008 0.206 | 0.286 0.995
3 1000( 0.004 0.147 | -0.012 0.153 | -0.012 0.156 | - - -0.050 0.420 | 0.012 0.149 | 0.140 0.534
100 -0.008 0.426 | -0.024 0.448 | -0.111 0.434| - - -0.314 0.578 | -0.090 0.446 | 0.530 1.896
0.6 300 0.007 0.230 | -0.028 0.219| -0.011 0.230| - - -0.063 0.287| 0.016 0.282| 0.581 1.570
500 0.006 0.180 | -0.032 0.184| -0.032 0.183 | - - -0.075 0.267 | -0.006 0.241| 0.387 1.176
1000| -0.009 0.135| -0.005 0.135| 0.0020 0.126 | - - -0.036 0.173| -0.007 0.186| 0.165 0.672
100 -0.034 0.602 | -0.081 0.606 | -0.119 0.620 | -0.142 0.514 | -0.346 0.812| 0.091 0.369| 1.166 2.503
0.3 300 -0.014 0.335| -0.025 0.317| -0.028 0.384| 0.012 0.340 | -0.134 0.731| 0.042 0.284 | 0.697 1.762
7 500 -0.011 0.249 | -0.016 0.296 | -0.008 0.318 | -0.024 0.267 | -0.099 0.651 | 0.040 0.239| 0.635 1.754
4 1000| -0.002 0.181 | -0.004 0.196 | -0.008 0.206 | -0.026 0.204 | -0.114 0.535| 0.002 0.179| 0.198 0.757
100 -0.023 0.606 | -0.130 0.614 | -0.056 0.530 | -0.052 0.513 | -0.442 0.672| -0.117 0.487 | 0.368 1.775
0.6 300 -0.008 0.345| -0.004 0.338 | -0.029 0.353| -0.056 0.308 | -0.151 0.412| -0.017 0.346 | 0.726 1.965
7 500 0.001 0.250 | -0.014 0.266 | -0.004 0.263| -0.031 0.262 | -0.094 0.332| -0.010 0.285| 0.422 1.252
1000| 0.001 0.154 | -0.020 0.175| -0.004 0.192| -0.010 0.169 | -0.065 0.235| -0.025 0.219| 0.206 0.802
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Tabela 15 — VR e REQMR das estimativas dos parametros do processo ZIPIG-INAR(p) para
diferentes tamanhos de amostra, fixando 7 =0.3 € 0.6, u =2, e ¢ = 1.5, considerando
as ordens p =2, com a = (0.3,0.2), p=3, com a = (0.25,0.2,0.15) e p =4, com
a=(0.25,0.2,0.15,0.1).

i 2 s ay ™ iz ¢

pomon VR RE- | VR RE- | VR RE- | VR RE- | VR RE- | VR RE- | VR RE-
QMR QMR QMR QMR QMR QMR QMR

100 | -0.019 0.335] -0.095 0.359] - - - - 20.190 0.666] 0.026 _ 0.268| 0.583  1.576

0.3 300 | -0.018 0.212| -0.017  0.183 - - - - -0.106  0.484| 0.006  0.161| 0.281  0.977
3500 | -0.009 0.142| -0.000  0.167 | - - - . 20.025 0.348| 0.008  0.122| 0.173  0.589

) 1000 0.000  0.104| -0.015 0.113] - - - . 20.020 0.244| 0.002  0.093| 0.058  0.308
T00 | -0.020 0.325| -0.054 0.318| - - - - 0112 0351 0012 0.358| 0.660  1.644

0.6 300 | 0.006  0.172| -0.031 0172 - . . . 20.022 0.166| 0.011  0.195| 0.410  1.168
500 | -0.002 0.130| -0.025 0.136] - . . . 20.011 0.116| 0.002  0.158| 0.245  0.749
1000/ 0.003  0.092| -0.005 0.094] - - . . 0.003  0.072| 0.012  0.105| 0.108  0.399

100 | -0.052 0.493| -0.101 _ 0.499] -0.133  0.407] - . 20280 0.760] 0.050  0.316] 0.927  2.152

0.3 300 | -0.041  0.284| -0.025  0.257| 0.002  0.283 - . -0.148  0.608| 0.012  0.210| 0.351  1.070

9 500 | -0.024 0.194| -0.013  0.221| 0.003  0.203| - - -0.065 0.452| 0.012  0.148| 0.231  0.680

3 1000/ 0.005  0.143| -0.027  0.142| -0.015 0.143| - - -0.036 0.347| 0.012  0.115| 0.127  0.424
T00 | -0.064 0.412] -0.100 0.436] 0.010 _ 0.432| - - 0207 0474 -0.022 0.406| 0.734  2.055

0.6 300 | 0.014  0.222| -0.008 0.248| -0.037  0.244| - . 20.031  0.226] 0.035  0.239| 0.533  1.335

© 500 | 0.0002 0.187] -0.023 0.195| -0.007  0.181] - . 20.036  0.171| -0.005 0.190| 0.204  0.762
1000/ 0.005  0.131| -0.010 0.132| -0.008 0.142] - . -0.010 0.107| -0.001  0.134| 0.102  0.412

100 | -0.040 0.669] -0.081 0.680] -0.127 0.645] -0.134 0486 -0.424 0.864] 0.070 _ 0.370] 0.951 _ 2.199

0.3 300 [ -0.018  0.381| -0.008 0.359| -0.024  0.365| -0.118  0.331| -0.153  0.662| 0.059  0.259| 0.513  1.447

% 500 | 0.002  0.280| -0.035 0.285| -0.024 0.289| -0.013  0.303| -0.136  0.539| 0.012  0.196| 0.269  0.905

A 1000| -0.009  0.190| -0.009 0.192| 0.006  0.189| -0.049 0.185| -0.060 0.455| 0.022  0.148| 0.194  0.599
100 | -0.034 0.565| -0.114  0.626] -0.060 0.604| -0.160 0.521| -0.388 0.613| -0.009 0.438| 0.633 _ 2.028

0. 300 | -0.002  0.335| -0.036  0.340| -0.013  0.314| -0.041  0.344| -0.135  0.357| -0.040  0.287| 0.474  1.479
500 | 0.002 0.265| -0.046 0.276| 0.010  0.261| -0.029  0.253| -0.056  0.246| 0.010  0.236| 0.371  1.192
1000 -0.008  0.173| 0.007  0.170| -0.017  0.193| -0.002  0.168| -0.031  0.176| 0.0022 0.175| 0.153  0.567

4.8 APLICACAO

Nesta secao, serd apresentada uma aplicagao a dados reais, utilizando os
processos ZI-INAR(p) e as metodologias propostas neste capitulo.

O conjunto de dados se refere ao niimero mensal de crimes ocorridos no distrito
1303 de Sao Petersburgo no periodo de janeiro de 1990 até dezembro de 2001. Este
conjunto de dados pode ser encontrado na mesma base de dados utilizada para a aplicacao
do processo ZI-INAR(1), disponivel no site (http://www.forecastingprinciples.com).

As estatisticas descritivas da série sao apresentadas na Tabela 16. Conforme
observamos, o conjunto de dados apresenta 52.8% de zeros e uma varidncia maior que a
média.

Tabela 16 — Estatisticas descritivas da série numero de crimes no distrito 13035.

n 144
Minimo 0
Média 1.576
Mediana 0
Méaximo 14
Variancia 6.610

Proporcao de zeros 0.528

A Figura 4 apresenta o grafico da série, o grafico de barras e a funcao de

autocorrelagao parcial (FACP). Analisando o grafico da FACP, temos indicios que um
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modelo autorregressivo de ordem maior que 1 seja adequado.

(a) Série temporal.
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Figura 4 — Série numero de crimes no distrito 1303.

Estimacao:

A Tabela 17 apresenta as estimativas dos parametros dos processos Po-INAR,
ZIP-INAR, NB-INAR, ZINB-INAR, PIG-INAR e ZIPIG-INAR para as ordem p=1,2 e 3,
assim como as medidas do AIC. Para comparar modelos de diferentes ordens, utilizamos
no calculo do AIC a fungao de verossimilhanca condicionada as observacoes y1,. .., Ypmas

em que Ppar € a maior ordem dos modelos comparados. Assim, o AIC é obtido por:

AIC==2 3 log|P(Yi =ui|Yy_p =¥i(—p)0)] +2k,
t:pmar+1

em que k ¢ o nimero de parametros do modelo. Note que na nossa aplicagao, utilizamos
Pmaz = 3. Conforme observamos, a medida do AIC sugere que um processo de ordem p > 1
seja adequado e que o processo de segunda ordem com inovagoes ZIPIG seja utilizado em
comparacao aos demais.

A Figura 5 apresenta as distribui¢gdes bootstrap dos estimadores dos parametros
do processo ZIPIG-INAR(2), considerando R = 100 réplicas de bootstrap para os dois
métodos propostos na Se¢ao 3.6. Como sugerido por Bisaglia e Gerolimetto (2019), para

o método por reamostragem em blocos, consideramos tamanhos de blocos [ = +/n, i.e.,
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Tabela 17 — Estimativa dos pardmetros para os processos INAR(p) com inovagoes Poisson, ZIP,
NB, ZINB, PIG e ZIPIG. Série: crimes no distrito 1303

Processo a1 Q2 Qs 7 it ) AIC
Po-INAR(1) 0.234 1.236 622.43
Po-INAR(2) 0.197 0.175 1.037 602.07
Po-INAR(3)  0.175 0.140 0.151 0.908 591.36

- ZIP-INAR(1) 0208 0.603 3.212 | 496.08
ZIP-INAR(2) 0.141 0.198 0.674 3.335 482.55
ZIP-INAR(3)  0.122 0.162 0.072 0.674 3.292 483.14
NB-INAR(1) 0.128 1.395 0.364 | 476.67
NB-INAR(2)  0.093 0.153 1.228 0.302 | 474.08
NB-INAR(3) 0.066 0.123 0.076 1.210 0.301 | 474.42

- ZINB-INAR(1) 013 0.450 2.519 1.333 | 475.63
ZINB-INAR(2) 0.096 0.162 0.557 2.733 1.763 | 471.59
ZINB-INAR(3)  0.076 0.132 0.065 0.551 2.668 1.657 | 472.50
PIG-INAR(1)  0.126 1.397 0.265 | 484.99
PIG-INAR(2)  0.098 0.148 1.229 0.222 | 482.59
PIG-INAR(3) 0.065 0.119 0.087 1.202 0.218 | 482.34

 ZIPIG-INAR(1) 0132 0.496 2.757 1.540 | 474.89

ZIPIG-INAR(2) 0.093 0.160 0.579 2.893 1.900 | 470.75
ZIPIG-INAR(3)  0.074 0.132 0.062 0.577 2.846 1.823 | 471.75

[ =12. E possivel perceber que, assim como na aplicacdo para o processo de primeira
ordem apresentada na Secao 3.9, observamos diversas amostras bootstrap cujas estimativas
de ¢ se distanciaram da média, especialmente para o bootstrap paramétrico.

Na Tabela 18 sao apresentadas as estimativas dos parametros e os intervalos
de confianga obtidos via bootstrap paramétrico e via bootstrap circular em blocos. Note
que, comparando os dois métodos bootstrap, observamos que as estimativas do método
paramétrico se apresentaram mais proximos das estimativas do algoritmo EM, com excecao
da estimativa de ¢. Neste caso, os métodos nao forneceram valores de $ préximo ao que
foi observado no algoritmo EM.

Tabela 18 — Estimativas e intervalos de confianca para os parametros do processo ZIPIG-
INAR(2). B-PAR (Bootstrap paramétrico). BCB (Bootstrap circular em blocos).

Estimativa Desv. Pad. Intervalo bootstrap
Pardmetro g\ B pAR BCB | BPAR BCB | B-PAR BCB
aq 0.093  0.098 0.058 | 0.044 0.053 | [0.013,0.184] [0,0.161]
s 0.160  0.147 0.077 | 0.045 0.061 | [0.059,0.234] [0,0.195]
T 0.579  0.575 0.512 | 0.091 0.088 | [0.397,0.752] [0.340,0.685]
1 2.893 2.868 2.797 | 0.563 0.599 | [1.764,3.972] [1.624,3.970]
10) 1.900 7.850 2.333 | 21.936 2.091 | (0,50.843] (0,6.431]
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Figura 5 — Distribuicdo dos estimadores dos pardmetros do processo ZIPIG-INAR(2) obtidas
pelos métodos de bootstrap paramétrico (B-PAR) e bootsrap circular em blocos
(BCB).
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Previsao:

A Tabela 19 apresenta o EAMP(1) (veja Eq. (3.40) — Cap. 3), para o qual
utilizamos as primeiras 132 observagoes da série para estimacao dos parametros, e as m =12
tiltimas para previsdes. E possivel observar que quando comparamos processos com mesma
distribuicao para a inovacgao, os processos de maior ordem, fornecem melhores previsoes,
de acordo com a medida adotada. Além disso, quando comparamos processos de mesma
ordem, os processos com inovacoes seguindo distribuicao ZIP, ZINB e ZIPIG apresentam
menores valores de EAMP(1) que os processos com inovagoes seguindo distribuigao Poisson,
Binomial Negativa e Poisson Inversa Gaussiana, respectivamente.

Tabela 19 — EAMP(1) das m = 12 tultimas observagoes da série numero de crimes no distrito
1305.

Processo

Po-INAR 2.940 2.891 2.854
ZIP-INAR 2907 2.843 2.833

NBINAR ~ 2.888 2829 23821
_ZINB-INAR  2.880 2826 2.817

PIG-INAR  2.890 2.834 2819
ZIPIG-INAR 2.889 2.824 2.817

Comparando os processos pelos valores do AIC e pelas medidas de previsao,
sugerimos utilizar o processo ZIPIG-INAR(2) para modelar a série, uma vez que este
apresentou menor valor do AIC, e suas previsoes forneceram melhores resultados de acordo
com o EAMP(1), quando comparado com os demais processos de segunda ordem.

A Figura 3 apresenta as distribui¢oes de previsao h = 1,2 e 3 passos a frente
das trés ultimas observagoes da série (y142, Y143 € y144) obtidas pelo ajuste do processo
ZIPIG-INAR(2), i.e., a distribuicdo de Yi42|Y141 = Y141, Y143|Y141 = y141 € Y144|Y141 = Y141-
Para obter estas distribuigoes de previsao seguimos os passos (1)-(3) dados na Secao
4.6. No passo (1), geramos R; = 100 estimativas bootstrap, utilizando as observagoes
Y1,...,y141 da série, e nos passos (2) e (3), geramos Rp = 1000 valores para yjss, Yis3
€ Yiag- E possivel perceber que as distribuicdes de previsdo obtidas pelo método de
bootstrap paramétrico apresentam comportamentos similares as obtidas pelo método de
bootstrap em blocos circulares. Em geral, observamos um comportamento decrescente

destas distribuigoes, tendo o zero como o valor modal. Utilizando o método de bootstrap
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paramétrico, estima-se que as probabilidades de observar os trés tltimos valores da série
(y142 =4, y143 =2 e y144 = 12), dado yy,...,y141, 80 0,057, 0,175 e 0,004, respectivamente,
e utilizando o método de reamostragem em blocos circulares, estas probabilidades sao

0,053, 0,158 e 0,002.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

5.1 CONCLUSOES

Nesta tese, introduzimos uma nova classe de processos INAR, com inovagoes
seguindo distribui¢oes Inflacionadas de Zeros, denotada por ZI-INAR, uma generalizacao do
processo ZINAR(1), proposto por Jazi, Jones e Lai (2012). Para a classe, desenvolvemos um
algoritmo EM para estimar os parametros, e propomos intervalos de confianca bootstrap,
além de métodos de previsao.

Realizamos os estudos do processo ZI-INAR de primeira ordem (ZI-INAR(1)) e
estudamos o processo de ordem p (ZI-INAR(p)), considerando os casos particulares em que
as inovagoes seguem distribuicao ZIP, ZINB e ZIPIG. Os estudos de simulagdo mostraram
que o viés relativo das estimativas dos parametros se concentram em torno de zero, e a
raiz quadrada do erro quadratico médio decresce quando o tamanho da amostra aumenta.
Aplicagoes a dados reais mostraram que os processos com inovagoes seguindo distribuigao
Z1 se ajustaram melhor a série (de acordo com a medida do AIC) e apresentaram melhores
previsoes (de acordo com o erro absoluto médio de previsao) quando comparado com os
processos cujas inovagoes nao seguem distribuicao ZI.

Para desenvolver o algoritmo EM para o processo ZI-INAR(p), propomos um
teorema que pode ser util no problema de estimacao em processos INAR. Este teorema
propoe uma transformacao linear que contorna o problema de maximizar a verossimilhanca
sob a restricao de que a soma dos elementos do vetor autorregressivo seja menor que 1

(condigoes para as quais o processo é estaciondrio).

5.2 TRABALHOS FUTUROS

Considerando os resultados obtidos nesta tese, diversas pesquisas podem ser
realizadas futuramente. Dentre estas pesquisas, destacamos as seguintes:
1. Estender os resultados de estimagdo e previsao obtidos no processo ZI-INAR(p) para
o processo autorregressivo de médias moéveis para valores inteiros nao negativos,
INARMA (p,q), considerando inovagoes seguindo distribuigoes ZI.
2. Introduzir novos processos da classe ZI-INAR, como por exemplo, o processo INAR
com inovagoes seguindo uma distribuicado Binomial Inflacionada de Zeros e Beta-

Binomial Inflacionada de zeros.
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3. Desenvolver pacotes estatisticos que possam ser instalados e utilizados de forma
gratuita, possibilitando o usuario a realizar estimagao e previsao do processos ZI-

INAR.
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APENDICE B - DETALHES DO ALGORITMO EM DO PROCESSO
ZIPIG-INAR

_ (k
Neste apéndice, mostramos como obter os valores esperados btzt( ) e
bi/z  dados em (3.37) e (3.38) no passo E do algoritmo EM para o processo ZIPIG-
INAR(1). Inicialmente, apresentamos alguns resultados envolvendo a distribui¢ao Inversa

Gaussiana Generalizada, os quais serao uteis para calcular os valores esperados em questao.

Distribuicao Inversa Gaussiana Generalizada:
Seja Z uma v.a. continua com distribuicao Inversa Gaussiana Generalizada de

pardmetros A, i e ¢, denotada por Z ~ GIG(A, u, ), entdo sua fdp é dada por:

A1 2
AP ¢ (z—p) }
9(z5 A 1, 0) = ewp{— :
( ) 2K\ (1o) 2z
Em particular, se A= —1/2, entao a v.a. Z segue distribuigao Inversa Gaussiana, denotada

por IG(p,¢). Os momentos em torno da origem da distribuicao GIG sdo:

K
BE(Z7) = TM) (B.1)
Ka(uo)
para r =...,—1,0,1,..., em que K,(¢) a fungdo de Bessel de terceira ordem definida

no Capitulo 2. Segue algumas férmulas envolvendo a funcao Bessel de terceira ordem

(ABRAMOWITZ; STEGUN, 1964):

Pode-se mostrar, utilizando as formulas (B.1) e (B.2) que, se Z ~ 1G(u,¢), entdo:

1 1

EZ)=p e EZ ):M<1+u¢> (B.3)

No contexto Bayesiano, a distribuigao GIG(\, i1, ¢) é conjugada da distribuigao

Poisson. Isto é, se 8 ~ GIG(\, i, ¢), entao 0|V =v,t ~ GIG <)\+v,u 2tf—¢’2t+¢>’ sendo

V16,t ~ Poisson(td). Note que V' segue uma distribuigdo de mistura Poisson. Para mais
detalhes da distribuigdo GIG, ver Jorgensen (2012).

O lema a seguir, mostra a forma da esperanca da posteriori da distribuicao de

mistura Poisson, que tem como caso particular a distribuicao PIG.
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Lema B.1. (SAPATINAS, 1995) A esperanca a posteriori E(0"|v,t), em que V]0,t ~
Poisson(t0) e 8 ~ G(0) é dada por:

(v+r)P(V =v+r|t)

E0"|v,t) =
(0"[.) prolP(V=olt)

r=0,1,... (B.4)

Note que, na férmula (B.4), o valor de r se restringe apenas para o conjunto

dos valores inteiros nao negativos. Em particular, para r = —1 e v > 0, temos

o0
E@O Yo,t) = /9_19(0|v,t)d0

/9 B = 000
V =wlt)

e—t9
- p(—vu/Q 1<!w> 9(01t)o

t(v—1) ooe_at «915
PV —v|t0/ )! 9(0]t)df
— IP —1
_U’t 0/ 16,1)g(0]t)d6
t]P’( —v—1[t)
_ B.5)
WB(V = ol (

Algoritmo EM: ZIPIG-INAR(1):
— (k) ——(k)
com o intuito de obter btzt( ) e by/z;  no passo E, apresentamos o seguinte

Lema:

< (k) 1 < ()
Lema B.2. Os valores esperados E | By Zy|Vy = v, A e E\BZ, "|Vi=v,A "], com

v € N, podem ser expressos por:

. (1-##) @+ 1h (0+1A")
E(BtZtﬂ/}:v,,\ ): s (B.6)
G [m M(yeoy + (1—70) b (UM )]
€
W, sev >0
(k) vh( ]
E <BtZt YWi=wv,A ) ( —W oG )+1) (1 ) h(w(k)) (B.7)
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Prova. Para r € Z, temos que:
E (Btzg“\vt _ U,J\(k)) - E [E (BtZ[\Wt,Vt _ v,f\(k))]
k
:E|:Bt (Zt|Wt,‘/;§—’U A >|%—Ut7)\( )]
L (k) r ; (k)
=P(W;=0|Vs=v,A E(Z;/|Wy=0,V;=v,A
P (W - 0|x<’“>) X P (Vt — 0| W, = o,x(’“))

_ xE(Z{|Wt:O,Vt:v,X(k)>
ZIP(Wt w3l >><IP>(Vt—v|Wt w, ”‘”)

we 0
(B.8)
(1-#0)n (vs®) )

_ ) xE(Z[thzo,vtzv,x( )>, (B.9)

A0y + (1= 7Y (o)

em que (B.8) € obtido pelo Teorema de Bayes.
Note por (B.4) que
<(k
N ,U+1h<v—|—1|/\( ))

<Zt|Wt 0,Vi = v, A ) | (B.10)

NN <U| x““))

Assim, obtemos (B.6) pela substituicio na esperanca de (B.9) por (B.10) considerando
r=1.

Agora, para obter E (BtZt_l\Vt = v,;\(k)), consideramos 0s sequintes casos:
Caso 1: v>0

Para v >0, temos que
1 ; (k) ~1 { (k)
E\BZ;  |Vi=v,A = IxE(Z ' [Wi;=0,Vs=0v,A (B.11)

Ak, (v— 1|§\(k))
_ (B.12)

vh <v|5\(k)) ’

em que (B.11) € obtido por (B.9), substituindo a funcao indicadora por zero, e (B.12) é

obtido imediatemente de (B.5).

Caso 2: v=0.
Neste caso, temos V; = 0. Note que, no contexto bayesiano, a distribuicao de

ZWi =0 € a priori conjugada da distribuicao Poisson. Temos entdo que,

L (k)

ZWy=0,1"" ~ [G(ng(k))
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) 3(6) .
Zvi=0.w, =0, ~ 16 ]j; p k)

Portanto, por (B.3), temos:

< (k
E(Ztlmzo,Wt:O,)\( )> =
Logo, de (B.9) para r = —1, obtemos

(V SF) (GF) +20)) + 1) (1-2®)h (oy ;\(k)>
o(k) [ﬁ(k) +(1—2®) h <0|;\(k>)]

E (BtZ;lm —0,W; =0, }\(k)> _ (B.13)

Utilizando os casos 1 e 2, temos por (B.12) e (B.13) que a expressao (B.7) é verdadeira.

O seguinte resultado também ¢é 1til para a demonstracao dos valores esperados
em questao:

~(k
BB (Bi2]15:Y =y, Vi1 — g1, Al ))] -

min{y:—1,y+ }
= Z E(BtZtTISt:SuYt:yt,Yt—lzyt—l,j\(k)) XP<St:5t|Yt:yt»Y;5—l:yt—h:\(k))
s:=0
min{y:—1,y+ }
= Z E(Btzﬂ‘/%:ytfstj\(k)) XP(St:St\Yt:yt,Y%A:ytfl,jx(k)) (B~14>

s =0

em que (B.14) é obtido utilizando o seguinte resultado:

L (F)

L (k)
E(BtZﬂSt:st,n:yt,n_l=yt_1,A )zE(BtZﬂVt:yt—st,/\ ) (B.15)

do qual é valido uma vez que (By, Z;) depende apenas de V;, que condicionado a Y; =y, e
St = 8¢, € determinado por V; =y — 5.
Assim, considerando r =1 e r = —1, e utilizando o Lema (B.2) no resultado

(B.14), obtemos:
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—~ (®) ND)
bizt = E|:E(BtZt|StuYt:yt7Yt71:yt—h)\ )}
min{y;_1,yt}
NO) N0
= Z E (Bt Ze|Vi = y¢ — s¢, A XP(Se=s|Yi =yt,Yeo1 =ye—1,A
s¢=0
min{ytzhm} (1 7ﬁ(k)) (y¢ —se+1)h (yt —st+ 1|;\(k)> P (St =st|Ye =y, Vi1 = yt—lvé(k))
- . . . NO)
st=0 :u'(k) [W(k)ﬂ{yt—st:O} + (1 _W(k)) h (yt - St‘)‘ )]
€
—— (k) _ L (k)
bt/ 2t = E[E (BtZt NSt Ve =y, Yic1 = -1, A )}

min{y:—1,y: } (k) “
Z E (Bthl\Vt =yt —St, A ) x P <St =stlYe =y Vi1 = -1, )

5¢=0

min{y,_1,y:} { aFp (yt — 5t — 1\5\(k)> x P (St =s¢|Ye =y, Vi1 :ytfl,é(k)

Stz::o (ye —st)h (yrsﬂﬁ(k))
( ) (k) + 20 (k) +1) (1,7%(@) b (0|;\(k)> B (St ¥y Vi — ytihé(k)) . _0}}”
3 [%(k) (170 (0|5‘<k))} I

]I{yt,St >0}

+

que coincide com as expressoes de btzt( ) e b/z  fornecidas em (3.37) e (3.38),

respectivamente.

Algoritmo EM: ZIPIG-INAR(p):
Para encontrar as expressoes de btzt( ) e b;/z  considerando a ondem p do

processo ZIPIG-INAR, apresentamos o seguinte resultado:

. < () . SN0
E (BtZt 1St =56,Y: =y, Yi(_p) = Ye(—p): A ) = F (BtZt Vi=yt—> stiA )
i=1
(B.16)

O resultado (B.16) é uma generalizagao de (B.15) para ordem p e é vélido por (B, Z)
P

depender apenas de V; que, dado Y; =y, e Sy = s4, € obtido por V; =y, — 3= s¢. Assim,
=1

7

parar=1e r = —1, obtemos:
k) 5 (k)
bi 2t = E [E (BtZt|St,Yt =Yt Yi(—p) =Vi(-p): A )]
min{Zle yt—i;yt} *) 14 (k)
— Z E(BtZt\VtZyt—S,)\ ) XP(ZSt,i:“;Yt:%Yt(—p)ZYt(—p)V\ )
s=0 i=1

min{ 7 o} (1-700) (yt_sﬂ)h(yt_s“x(m)?(

D

= A (70 Ty + (1= 70 1 (31— s|5\(k))]

P A (k)
;515,1' =s|Yr =y, Yy _p) = Vi(—p),0
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—— (k) _ <(k
bjm = E [E (Btzt Y86, Y = e, Ya(_p) = Ye(_py A N

. P
mln{zi=1yt—ivyt} P
_ s (k < (k
= Z E<BtZi W= s )) X]P(Z:St’i:syt:yﬂt(—p)=yz(—p>"\( )
1=1

s=0 1=

~ p A
min{zleyt—iayt} ﬂ(k>h (yt —s— ]_|A(k)> x P (Z St,i = SD/t = yﬁYt(fp) :yt(ip%o(k)
=1
- < (k) H{yt>s}
s=0 (y: —s)h (yt —s|A )

~ p A
(VT 1) 00 (08) (5= 4w ¥c =6
=1
N H{yt—S}}m
30 [;T(k) +(1-70) R (op\“”)]

+

em que, pelo Teorema de Bayes, a probabilidade do numerador é obtida como:

p
~(k)
P (Z Sti=3sYe =yt,Yy(_p) = Yi(—p), 0

i=1

P (K A (k
) ]P’( St,i = 8[Y¢(—p) :ytw)ﬁ( )> xP(Vt =y —sl0 ))

- ) ’
P (Yt =yt|Yi(—p) =Yi(—p),0 )

que é uma fungao das probabilidades dadas em (4.12) e (4.24).
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APENDICE C - DEMONSTRACAO DO TEOREMA 4.1

Prova do item 1i):

Para demonstrar o item i) do Teorema 4.1, precisamos provar as seguintes

afirmacoes:
P
(1) Se a; €10,1), parai=1,....p, e > «a; <1, entdo f; € [0,1), parai=1,...,p.
i=1
P
(2) Se 5; €10,1), parai=1,...,p, entdo a; € [0,1), parai=1,...,p, e > a; < 1.

1=1

P
Prova da afirmagao (1): Dado «; € [0,1), parai=1,...,p, e > «a; < 1, temos que
i=1

P P
a; <1—3 aj. Logo, i = —%— < 1eainda ; >0, uma vez que 0 < o <1— Y «;.
i -3 o i
j#i
Prova da afirmacgao (2): Se §; € [0,1), para i =1,...,p, entao:
o P P
5i=7p=>1—2aj>ai=>2aj<l.
1- 3 a; i j=1
J#i
Agora, note que:
P
1— Z Q;
% a; j=1
O§6i<1:>0§7p<1:>0§1—7p<1:>0§ n < 1.
1—2()zj 1—ZOéj 1—ZOéj+Ozi
i#i i =1

(C.1)

Uma vez que 1 — Z§:1 a; >0, temos que (C.1) implica necessariamente que a; > 0, para

1=1,...,p. O
Prova do item i):

Note que a equagao (4.25) pode ser reescrita na forma matricial A(f8)a = g,

em que:
1 p B oo B
Bo 1 P2 ... fo

AB)=|Bs Bs 1 ... B3], (C.2)

—_

By Bp By
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e B=(p1,..- ,Bp)T, com f3; € [0,1), para ¢ =1,...,p. Assim, para demonstrar o Teorema
4.1, desenvolvemos a expressao do cofator e do determinante da matriz A(B), dos quais
serao utilizados para encontrar a expressao de «;. Ao longo da demonstracao, adotaremos
também a notacao A(S1,...,05,) para representar a matriz A(B).

O lema C.1 é 1til para desenvolver a expressao do cofator de A(fB). Este lema

afirma que o deteminante da matriz A(f) é invariante por permutagao do vetor

Lema C.1. Seja B=(B1,...,Bp) ", com Bi €[0,1), parai=1,...,p, e B* uma permutagio

do vetor B, isto é, B* = (ﬁ“,,ﬁzp) , 1<iy#ia#...#1ip, <p. Entdo, det(A(B")) =
det(A(B)), em que A(-) é definido em (C.2).

Prova. A ideia para demonstrar o lema é provar que A(B*) pode ser obtida permutando
linhas e colunas da matriz A(B). Assim, seja I,k € {1,...,p}, com |l # k. Obtenha uma
matriz p X p utilizando os sequintes passos:

1. Permute a coluna | pela coluna k da matriz A(B).

2. Permute a linha [ pela linha k da matriz resultante do passo anterior.
Note que a matriz resultante dos passos 1 e 2 é a matriz A(B), em que

B ¢ o wvetor B com os elementos das posicoes | e k trocados, isto € B =

(B, Br—1,580, Bkt1s - - -, Bi—1, Br, Big1, - - -, Bp) . Utilizando a propriedade de troca de li-

nhas e colunas do determinante, € fdacil ver que:

det(A(B)) = det(A(B)). (C.3)
Assim, realizando sucessivas trocas de elementos de B que resultam no vetor B*, temos

por (C.3) que o determinante da matriz ndo serd alterado em cada permutagdo. Logo,

det(A(8")) = det(A(B)). =

Proposig¢ao C.1. Seja B = (51,...,Bp)T. Seja B_; o vetor B sem o i-ésimo elemento
e B_;_; o vetor B sem o i-ésimo e j-ésimo elemento. Entdo, o cofator da matriz A(-)
definida em (C.2) € dado por:

det(A(B_,)), sei=17
cof (8 — AP ’ (C.4)

—Bjdet(A(B_;—j.1)), sei##j,
em que A(B,1) =A(P1,...,0p, 1) e a sequinte relagio € satisfeita:
p

det(A(B,1)) = [[ (1), (C.5)

i=1
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Prova. Inicialmente, mostramos a validade de (C.4), separando a demonstra¢io em trés

casos:
Caso 1: Seja 1 = j. Neste caso, € fdacil ver que a matriz resultante da eliminacao da

i-ésima linha e i-ésima coluna A(B) € a matriz A(B_;). Portanto,

cofii(A(B)) = (=1)""det(A(B_,)) = det(A(B_;))

Caso 2: Seja i < j. Neste caso, temos:

i-1 i itl j—1 j
1 Bic1 Picr .. Bic1 Pilr P ... | i1
A, 1 3 A, A 3
e B B 1 coo Bitr Bikr Bitr - i
cofij(A(B) = (~1)"F : : S : (C.6)
Bi—1  Bj—1 PBj-1 ... 1 Bik1  Bj-1 ... | J—2
Bj Bj Bj Bj Bj e g1
Bi+1  Bi+1 Bi+r - Biyr Bk 1 J

Permutando na matriz em (C.6) as linhas j—1 e j—2, em sequida, as linhas j—2 e j—3,
e assim sucessivamente, até permutar as linhas 1+1 e 1, obtemos:

i—1 i it j—1 j
1 Bi—1  Bi-1 - Bi-1 Bit1 Bi-1 ... | -1
IR 1 3, A 3. A
e By Bj Bi o B Bi - g
cofij(AB) = (-1 (-1U-b—! : : : . : : (C7)
Bj—2  Bj—2  Bj—2 ... Bj—2 Bjl2 Bj—2 ... | j—2
Bi-1  Bj-1  Bi—1 ... 1 Bik1  Bj-1 .. | J—1
Bj+1  Bj+1 Bij+1 - Bi+1 Bika 1 J

Note que todos os elementos da i-ésima linha da matriz (C.7) sdo iguais a ;. Note
ainda que, substituindo estes (;’s por 1 a matriz em (C.7) se transforma na matriz
APy, Bi-1,1,Bix1,.. ., Bj—1,Bj+1,- .., Bp). Portano, utilizando propriedades do determi-

nante e o resultado da proposicao C.1, obtemos:

cofij(A(B)) = —Bjdet(A(Bi,...,Bi-1,1,Bi+1,---,8i-1,85+1,- -+, 5p))
= —5jdet(A(,Bfi,—j71))’



Caso 3: Seja i > j. Neste caso, temos:
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j—1 J i-2  i-1 i
1 Bik1 Bj—1 Bi—1 PBj-1 Bj—1 ... | J—1
Bj Bj Bj Bj Bj J
o Bi+1 Bl 1 Bi+1  Bj+1  Biyr ... | J+1
cofij(A(B)) = (~1)"* : : (C.8)
Bi—1  Bil1 Bia 1 Bi—1  Bi—1 ... | i—1
A 3; B, 1 A3,
Bi+1  Bilkr  Biy1 Biv1  Bit1 1 i

Permutando na matriz em (C.8) as linhas j e j+1, em sequida, as linhas j+1 e j+2, e
assim sucessivamente, até permutar as linhas i —2 e 1 —1, obtemos:

cofis(AB) = (~)H(=1iD

i1 j i—2 i1 i
1 Bilk1  Bj—1 Bi—1  Bj—1 Bj—1 ... | j—1

Bi+1  Bjlk1 1 Bj+1  Bj+1 Bjr1 .- J

Bi+2  Bilk2  Bj+2 Bi+2  Bj+2  Bjt2 ... | J+1
Bj Bj Bj Bj Bi | il
8; 3. 8; 1 8;

Bit1  Bifpr  Bit1 Bi+1  Bit+1 1 e i

em que todos os elementos da linha i —1 sdo iguais a ;. Assim,

tragao do caso 2, obtemos:

analogamente a demons-

cofij(A(B)) = —Bjdet(A(br,....Bj-1,1,Bj+1,- ., Bim1, Bit1,- -, Fp))
= —/Bjdet(A<ﬂ_Z,—]71>)a

Agora, demonstraremos a equagio (C.5).

Seja B = (B,1) e aij, i,j €{1,...,p+1} os elementos da matriz A(,B) Entao,

pelo teorema de Laplace e por (C.4), temos:
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p+1

det(A(B)) = > a1,j00f1,j(A(B))
j=1

= Lxcofus(AB)— " Sreofi; (AB) — Frcofi per(A(B)
] =2
= det(A(B_, ﬁlzﬁjdet (B_1_;, ))—513p+1det(A(B_1,—(p+1)a1))
7=2
= det(A(B2,...,Bp,1) 51Zﬁjdet (Bas-- s Bi=1,Bj+15-- -, 8p, 1, 1))
7=2
—51 X 1x det(A(ﬁg,...,ﬂp, 1)) (CQ)
= det(A(B,., By 1)) (1= ), (C.10)

em que utilizamos o fato que Bp+1 =1le Bj = fj, com j=1,....,p, para obter (C.9) e a
expressao (C.10) foi obtida por consequéncia de que det(A(Ba,...,H5-1,8j+1,---,8p,1,1)) =
0, uma vez que a matriz A(B2,...,5i-1,8j+1,-..,0p,1,1) tem duas linhas com todos os
elementos iguais a 1. Assim, de (C.10), podemos obter det(A(B)) de forma recursiva da

sequinte maneira:

det(A(B)) = det(A(B1,...,Bp,1))
= det(A(B2;- .-, 8p, 1)) (1= B1)
= det(A(B3,...,8p, 1)) (1= B2)(1— 1)

p.—l 1 Bp|P P
= det(A(B,, 1) [T(1-8)) = H 1-6)=[I-8) O
j=1 1 1= j=1

Proposicao C.2. Seja B = (p1,...,5p), com B; €[0,1), parai=1,...,p. Entdo, o deter-
minante da matriz A(B) definida em (C.2) é dado por:

p—1 p ) D
det(AB) =1-3 3 m(l ffﬁj) 11 a4 ©1)

i=1j=i+1 I=i+1
Prova. Para demonstrar a validade da expressao (C.11) utilizaremos indugdo. Supondo
p =2, entao B = (P1,02) e det(A(p1,P2)) = 1— 5152, que coincide com (C.11). Supondo
que a Proposicio C.2 seja vdlida para p=m—1 (hipétese de indugao), entdo, para p=m,

e denotando por a; ; os elementos da matriz A(B), com i,j € {1,...,p}, temos:
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det(A(B)) = iauwfu A(B))

= cof1,1(A(B)) + 5 Z cof1,;(A(B))

j 2

= det( (,B ﬂlZﬁjdet ﬁ 1,—3> ))

7j=2
m—2 m—1 (,B—l)j m—1 Hl 2 ﬁl)
R e T G R D
(C.12)
m—2 m—1 m—1 m m
= 1-> > Bz+11f]gl II (1 =5i41) ﬁlZl_ﬁ (1=5)
21J2+1 I+l =41 J1=2
- 1—2 > Big 5 11 (1—51)—5121?5‘1_[(1—51)
i= 23 i+1 J I=i+1 Jj=2 J1=2
SRS o (125 ) 11 a-a,
i=1 j=i+1 J/ l=i+1

em que na expressao (C.12) foi utilizado a hipdtese de indugao (note que A(B_,) tem m-1

elementos) e o resultado (C.5). O

Agora, iremos demonstrar que «; satisfaz (4.26) e que A é invertivel. Note que,

se A(B) admite inversa, entdo:

1
det(A(B))

ABla=B=a=A""(B)B= cof' (A(B))B.

Portanto:
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b1
1 .
o = det(A(lB)){[COfT<A(’B))L71"”’[COfT(A(ﬂ))L’,p}
Bp
B
= det( ( )){ flz( ( )) "'7cofp,i(A(:3))}
Bp
1 p
= det(A(B)) kz_:lﬁkwfk,z’(fl(ﬂ))
1
~ det(A(B)) _BZCOf“ +I§5k00fm A(B))
1
= Sy |PeohA g;zﬁkﬁldet (,3_,€7_i,1))] (C.13)
B Bi _co .
= oAy | glﬂkdt (Bt ))}
B Bi _co o
= daa@y | +,§ ik AB))
B Bi P A
- d@ﬁ(A(,B))gcof%k( (ﬁ))
Bi P
= det(A(’B))I(;COf@k(A(Bla-..,ﬁz‘—l,l,ﬁiﬂ,..-76p)) (C.14)
_ Pidet(A(Br, .-, Bi-1,1, Biv1, -, Bp))
det(A(B))
_ Bidet(A(B_;1))
B det(A(/s» (C.15)
p
3)
= 4 . , (C.16)
1_2 Z le—ﬂ (1-5)
J=1k=j+1 I=k+1

em que (C.14) é obtido pela igualdade cof; (A(B)) = cofi k(A(B1, ..., Bi=1,1, Bit1,- .-, Bp),
que ¢ valida uma vez que as matrizes resultantes da eliminacao da i-ésima linha de
A(B) e A(B1,...,Bi-1,1,Bi41,...,8p) sao iguais. As expressoes (C.13),(C.15) e (C.16) sdo
consequéncias do lema C.1 e das proposigoes C.1 e C.2.

Para concluir a demonstracao do Teorema, mostramos que a transformagao A
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é um a um. De fato, note que:

Assim, como 3; € [0,1), temos:

0= 32 fTa-m <aer(as)

l 1

Portanto, A(8) admite inversa e consequentemente a transformac¢ao A é um a um. [
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